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Exame de Qualificacao em Algebra

\
Informacoes e instrucoes

I. Esta exame é composto por 2 paginas e 7 questoes. Cada questao vale dois pontos e sua nota serd dada pela soma
das pontuagoes das 5 melhores questoes. Coloque nome em todas as folhas de solugoes e nao utilize uma mesma
folha para duas questoes. O exame tera duracao de 4 horas.

Bom exame!

Questao: 1 2 3 4 5) 6 7 Total
Pontos: 2 2 2 2 2 2 2 14

Nota:

1. [2 Pontos] Sejam
05A4-BLHC50 e 05CS5DE—-0

duas sequéncias exatas curtas de R-moédulos.
(a) Prove que a sequéncia 0 - A — B ©{ D — E — 0 é exata.
(b) Mostre que toda sequéncia exata de R-mddulos

0—-A4,—-A, 41— =>4 —0

tal que n > 4 pode ser obtida “colando” varias sequéncias exatas curtas como no item anterior.

2. [2 Pontos|] Sejam R um anel unital e z,y € R.
(a) Mostre que se Rx = Ry, entdo existe um isomorfismo de R-mdédulos a direita f : xR — yR tal que
flx) =y
(b) Suponha que R seja semissimples. Mostre que Rx = Ry se, e somente se, existe u € R inversivel
tal que x = uy.

3. [2 Pontos| Prove que Q nao é um Z-modulo livre.
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4. [2 Pontos] Prove que o centro de um anel simples é um corpo, e que o centro de um anel semissimples é
um produto direto finito de corpos. Sugestdo. Voceé é livre! para usar o seguinte fato: se A é um anel,
o centro do anel M, (A) é o conjunto das matrizes diagonais em que todos os elementos da diagonal sdo
iguais e pertencentes ao centro de A.

5. [2 Pontos] Sejam R um anel unital e M um R-mddulo a direita.

Definicao. Um R-moddulo a direita £ é dito ser uma extensao essencial de M se E O M e, para
qualquer submédulo N # {0} de E, tem-se N N M # {0}.

Mostre que M ¢é injetivo se, e somente se, a Unica extensao essencial de M é E = M. Sugestao. Para a
ida, use que M ¢ somando direto de E. Para a volta, escolha [ injetivo extensao de M, utilize o lema
de Zorn para criar J C [ maximal com relacao a propriedade J N M = {0}. Mostre que I/J é uma
extensao essencial da cépia de M em I/J e conclua que M é somando direto de 1.

6. [2 Pontos|
(a) Mostre que Z ®7 Z = Z e (Z/nZ) @z (Z/nZ) = Z/nZ, em que n é um inteiro positivo.
(b) Se A é um Z-médulo finitamente gerado e A @z A = 0, prove que A = 0.

7. [2 Pontos|] Sejam p e ¢ ntiimeros primos distintos.

(a) Mostre que toda sequéncia exata de Z-médulos (isto é, grupos abelianos) da forma
0 — Z/pZ —— (Z/pZ) & (Z/qZ) —— L/qZ — 0

cinde.
(b) Se
0 —— Z/pZ —2= M 0 > 2./qZ —— 0

¢ uma sequéncia exata de Z-médulos, mostre que M = (Z/pZ) ® (Z/qZ) e que a sequéncia cinde.

le, portanto, projetivo!



