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Nota

Questao 1. Considere A um conjunto qualquer nao-vazio e (R, £, m) o espago de medida dos reais, com a
medida de Lebesgue m e a o-algebra £ dos conjuntos Lebesgue mensuraveis. Para X = AxRe F C X
defina E) = {z € R: (\,x) € E} CR, assim E = |J,.,{\} x Ej, para cada E C X. Em X considere a
colecao

M={E C X: E) € L para todo A € A}.

Além disso, para E € M, defina
WE) =Y m(Ey).

AeA
(a) [1] Assuma que M é uma o-algebra e mostre que p é uma medida sobre M.

(b) [1] Mostre que p é o-finita se, e somente se, A é enumeravel.

Dica (in)dtil: Se {a)} é uma cole¢do de nimeros néo-negativos indexada em A (A um conjunto infinito qualquer)

€ D nen @x < 00 entdo ay = 0 para todo A € A, exceto possivelmente para uma quantidade enumerdvel de \’s.

Questao 2. [2] Considere (R, £, m) a reta com a medida de Lebesgue. Se f € L'([a,b), m), entao a fungio

F(x):/mf(t)dt paraa <z <b

é continua em |[a, b).

Questao 3. Suponha que (X, M, u) é um espaco de medida, com p o-finita, e considere f € L*(X). Defina
Gy = {(z,y) € X x [0,00): y < f(2)}

(a) [1] Mostre que G é M ® By o) mensuravel.
(b) [1] Mostre que u x m(Gy) = [ fdp.

Questao 4. [2] Mostre que se 0 < p < ¢ < r < oo, entdo LP N L™ C L e que |||y < [ I3 f]I:, onde
A € (0,1) é definido por




Questao 5. [2] Seja T: X — Y transformagao linear e bijetora. Mostre que se {r € X: ||z|| < 1} é
compacto entao T—! é continua. Vale o mesmo se {z € X : ||z|| < 1} nao for compacto?

Questao 6. [2| Seja X um espaco normado. Seja Y um subespago de X e seja

Z ={z € X: x é limite fraco de alguma sequéncia de Y'}.

Mostre que Z = ?”'”X.

Questao 7. Seja {y,: n € N} uma ordenagao de todos os nimeros racionais em [0, 1]. Defina T: [*° — [
por T((xn)nEN) - (ynxn)nEN-
(a) [1] Determine o espectro de T.

(b) [1] Existem auto-valores no espectro? Quais sao? E possivel que T seja compacto?

Questao 8. [2| Seja X um espaco com produto interno e seja 7' : X — X' a funcdo dada por T'(x) = f,, em
que f.(y) = (y,z) para cada y € X. Mostre que se T for sobrejetora entdo X é um espago de Hilbert.



