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1. Seja K ∈ L2 ([0, 1] × [0, 1]). Defina o operador T : L2[0, 1] −→ L2[0, 1] por

(T f )(x) =

∫ 1

0
K(x, y) f (y)dy.

a) Mostre que T está bem-definido e que é linear e contı́nuo.
b) Determine a adjunta T ∗ : L2[0, 1] −→ L2[0, 1] de T .

c) Suponha que K(x, y) =

1, se x ≤ y
0, se x > y

. Mostre que se g ∈ C[0, 1],

então T ∗g é diferenciável e que (T ∗g)′ = g.

2. Responda cada item abaixo:

a) Seja (Ω,Σ) um espaço mensurável: Ω , ∅ é um conjunto e Σ é uma
σ-álgebra em Ω. Considere µ : Σ → [0,∞] uma medida e { fn : Ω → C}n∈N
uma sequência de funções Σ-mensuráveis satisfazendo∑

n∈N

∫
Ω

| fn| dµ < ∞.

Mostre que existe f : Ω → C em L1(Ω, µ) tal que
∑
n∈N

fn(x) = f (x) para

µ-quase todo x ∈ Ω, e que∫
Ω

f dµ =
∑
n∈N

∫
Ω

fn dµ.

b) Seja Ω = R, Σ a σ-álgebra dos conjuntos Lebesgue mensuráveis em
R e λ a medida de Lebesgue em Σ. Considere A ∈ Σ com λ(A) < ∞ e
f : A → [−∞,+∞], sendo f finita em quase toda parte de A. Mostre que,
dado ε > 0, existe B ∈ Σ tal que B ⊆ A, λ(A\B) < ε e de forma que f é
limitada quando restrita a B.
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