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Resumo

Dada uma C*-algebra graduada B por um grupo discreto G, de-
finimos a C*-élgebra produto smash como uma certa subalgebra de
B K(*(G)).

Usamos a C'*-algebra produto smash para mostrar que, dado qual-
quer fibrado de Fell estavel sobre um grupo enumeravel tal que a algebra
da fibra unidade é separével, existe uma a¢ao parcial do grupo base na
algebra da fibra unidade cujo fibrado de Fell associado é isomorfo ao
fibrado inicial.
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Abstract

Given a graded C*-algebra B by a discrete group G, we define
the smash product C*-algebra B#C*(G) as a certain subalgebra of
B K(*(G)).

We use the smash product C*-algebra to show that given any stable
Fell bundle over a countable group such that the unit fiber algebra is
separable, there is a partial action of the base group on the unit fiber
algebra whose associated Fell bundle is isomorphic to the given one.
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Introducao

Muito embora a teoria de fibrados C*-algébricos, atualmente mais
conhecidos como fibrados de Fell, seja desenvolvida no contexto mais
geral de grupos localmente compactos (veja [14}/15]), esta teoria esta
estreitamente relacionada com a de C*-algebras graduadas quando lida-
mos com grupos discretos. Uma C*-dlgebra B é dita ser graduada por
um grupo G se B = ©4cq By, em que, para cada g, By é um subespaco
fechado de B, B; = By-1, e ByBy, C By, para quaisquer g, h € G. Em
termos gerais, um fibrado de Fell B sobre um grupo discreto G' é uma
colecao de espagos de Banach {B;}eq com operagoes de multiplicagdo

<l BtXBsg)Bts

e involucgao
X Bt — Btfl

satisfazendo as propriedades que seriam satisfeitas se a cole¢do de subes-
pagos {B;}ieq fosse, de fato, uma graduagdo para alguma C*-algebra.

Um fibrado de Fell da origem a C*-algebras graduadas pela cole-
¢do de subespagos { B }tcc um tanto especiais, a saber as C*-algebras
seccionais cheia e reduzida. A primeira delas possui uma propriedade
universal e é definida de forma mais abstrata, como a C*-algebra en-
volvente de uma certa *-algebra, que é obtida naturalmente a partir
do fibrado de Fell. Ja a tltima é definida a partir de uma representa-
cao concreta desta x-algebra e, de certa forma, é a “menor” C*-algebra
graduada pela colegdo de subespacos {B: }ieq (veja [10]). Isto nos leva
ao fato que uma C*-élgebra graduada pode nao ser necessariamente a
C*-élgebra seccional cheia ou reduzida do seu fibrado de Fell associado
(veja Exemplo . Entretanto, podemos vé-la como o completa-
mento da x-algebra ®4eq By em uma dada C*-norma e, neste contexto,
[10] apresenta condigGes suficientes para que estas C*-algebras sejam
isomorfas.



C*-4lgebras graduadas também surgem a partir de a¢oes de grupos
em (C*-dlgebras. Por exemplo, uma C*-algebra admitindo uma agao
continua de um grupo compacto abeliano I" é graduada pelo grupo I'.
J4a uma acdo global o de um grupo discreto G em uma C*-algebra A
déa origem ao produto cruzado A x, G, que é uma C*-algebra graduada
por uma colecdo de subespacos que sdo copias de A, pelo menos como
espacgos de Banach. No caso em que a € uma agao parcial, temos uma
C*-algebra graduada por uma familia de subespacos que sao copias de
ideais de A, que chamamos produto cruzado parcial.

O conceito de produto cruzado parcial de uma C*-algebra por um
unico automorfismo parcial foi introduzido em [12] e, posteriormente,
foi generalizado em [19] para o produto cruzado parcial por um grupo
discreto qualquer. Em suma, na primeira construcao, o automorfismo
usado na definicao do produto cruzado usual de uma C*-algebra pelo
grupo dos inteiros foi substituido por um *-isomorfismo entre dois ide-
ais, enquanto na ultima, a partir de uma acdo parcial, foi definido
uma estrutura de x-algebra de Banach em um certo subespaco das fun-
¢Oes integraveis do grupo na C*-algebra. O produto cruzado parcial
foi definido como a C*-algebra envolvente de tal x-algebra de Banach,
generalizando assim a nog¢ao de produto cruzado usual.

Uma agdo parcial de um grupo G em uma C*-algebra A é um par
a = ({Dg}gea,;{ag}gec) em que, para cada g € G, D, é um ideal de
A,ay 1 Dy-1 — Dy éum *-isomorfismo e, pelo menos quando possivel,
temos uma certa compatibilidade entre a operacao de composicao dos
*-isomorfismos a’s e a operagao do grupo. Em um contexto ainda mais
geral, temos agoes parciais torcidas, cuja defini¢ao, além dos ideais e *-
isomorfismos indexados em G, envolve uma cole¢do de multiplicadores
indexados em G x G.

Em [7], A. Buss, R. Meyer e C. Zhu mostraram que fibrados de Fell
saturados, no contexto mais geral de grupos localmente compactos, cor-
respondem a agoes (globais) de grupos. Neste trabalho, consideramos
fibrados de Fell sobre grupos discretos (ndo necessariamente saturados)
e, sob certas hipoteses, obtemos uma equivaléncia entre fibrados de Fell
sobre um grupo G e a¢oes parciais de G. Assim, tornamos mais precisa
a ideia de que fibrado de Fell é uma espécie de agao de grupo, embora
ja saibamos de [11] que dado um fibrado de Fell B sobre um grupo
enumeréavel cuja algebra da fibra unidade é estével e separavel, entdo B
pode ser obtido a partir de uma acgao parcial torcida ou, como também
é conhecido na literatura, B pode ser exibido como um fibrado produto
semidireto. Aqui, melhoramos este resultado, exibindo um fibrado sa-
tisfazendo as mesmas hipoteses assumidas em [11] como o fibrado de



Fell obtido a partir de uma acgao parcial ndao torcida do grupo base na
sua algebra da fibra unidade. Desta forma, com o que foi feito em [10],
temos condigoes suficientes para que uma C*-algebra graduada seja um
produto cruzado parcial.

Organizamos o trabalho como segue:

No primeiro capitulo, embasados em [23] e [18], definimos C*-moédu-
los de Hilbert e sua C*-algebra de operadores adjuntaveis. Feito isto,
introduzimos o conceito de bimédulos de imprimitividade e, entao, de-
finimos Morita equivaléncia entre C*-algebras. Por fim, mostramos que
esta relagdo, como o préoprio nome sugere, é uma relagao de equivaléncia
entre C'*-algebras e encerramos construindo a algebra de ligagdo de um
bimoédulo de imprimitividade, que além da sua importancia no estudo
de Morita equivaléncia, neste trabalho também serd usada para obter
importantes resultados subsequentes.

No segundo capitulo, definimos o conceito de fibrado de Fell sobre
grupos discretos e comecamos construindo uma *-algebra relacionada
a um fibrado. Mostramos que tal x-algebra é admissivel e, assim, defi-
nimos a C'*-algebra seccional cheia como sendo sua C*-algebra envol-
vente. Em seguida, construimos uma representacio injetiva do fibrado
de Fell, que nos leva a definir a C*-algebra seccional reduzida, além de
concluir propriedades importantes da C*-algebra seccional cheia.

No terceiro capitulo, definimos agoes parciais de grupos discretos
e mostramos que, a partir de uma agao parcial, é possivel obter um
fibrado de Fell. Além disso, a fim de ilustrar defini¢bes posteriores,
introduzimos brevemente o conceito de agoes continuas de grupos lo-
calmente compactos em C*-algebras e definimos um produto cruzado
associado. Mostramos também que, dada uma acao de um grupo dis-
creto abeliano, podemos obter uma agao continua do seu grupo dual
no produto cruzado obtido. Este caso serd suficiente para o que pre-
cisamos, muito embora isto também seja verdade quando o grupo em
questao é um grupo localmente compacto abeliano qualquer.

No quarto capitulo, introduzimos o conceito de C*-dlgebras estaveis
e, com isso, definimos fibrado de Fell estédvel como sendo um fibrado
cuja élgebra da fibra unidade é uma C*-algebra estével. Desenvolvemos
alguns resultados nesta teoria, tendo por objetivo obter as ferramentas
necessarias para o capitulo final. Por fim, embasados em [5] e [6],
apresentamos o teorema de Brown-Green-Rieffel.

No ultimo capitulo, apresentamos finalmente o principal resultado
do trabalho. Comegamos definindo C*-algebras graduadas e, para tais,
definimos a C*-algebra produto smash, que também é conhecida na li-
teratura como produto cruzado, no contexto de coagoes de grupos (veja



[22]). Mostramos que, dada uma C*-algebra graduada, sua algebra da
fibra unidade é Morita equivalente a um ideal da C*-algebra produto
smash. Tal ideal admite uma acao parcial do grupo base, cujo produto
cruzado parcial obtido é Morita equivalente & C*-dlgebra graduada em
questdo, quando esta é a C*-algebra seccional cheia de seu fibrado de
Fell associado. Com isto em maos e o teorema de Brown-Green-Rieffel,
assumimos certas hipoteses sobre um fibrado de Fell e obtemos o prin-
cipal resultado do trabalho.

No apéndice, apresentamos alguns resultados usados ao longo do
texto envolvendo a algebra de multiplicadores de uma C*-algebra, apre-
sentamos algumas defini¢bes equivalentes para elemento estritamente
positivo de uma C*-algebra e, além disso, construimos a C*-algebra
envolvente de uma x-algebra admissivel.

Fixemos notagoes usadas ao longo texto. Dada uma sentenca logica
P, o simbolo [P] tem valor 1 se a sentenca P for verdadeira. Caso
contrario, o simbolo [P] possui valor 0. Por exemplo, o simbolo [s = ]
tem valor 1 se s = ¢, e possui valor 0 se s # t. De mesma forma, o
simbolo [n > k| tem valor 1 se n > k e, no caso em que n < k, temos
[n> k] =0.

Com relagdo a pré-requisitos, a teoria de integragao de grupos com
valores em uma C*-algebra pode ser encontrada em [27]. O produto
tensorial de C*-algebras é usado com bastante frequéncia, e é abordado
em [20], ja a teoria de grupos localmente compactos é apresentada em
[24]. Ao longo do trabalho, citamos alguns resultados uteis e suas
referéncias, & medida que isso for necessario. Entretanto, acreditamos
que, em sua maioria, estes resultados podem ser encontrados em [20].



Capitulo 1

Morita equivaléncia

Neste capitulo, embasados em [23] e 18], comecamos introduzindo
C*-modulos de Hilbert, apresentando algumas de suas propriedades e
construindo a algebra de operadores adjuntaveis. Feito isto, introduzi-
mos o conceito de Morita equivaléncia entre C*-algebras e mostramos
que isto, de fato, define uma relacdo de equivaléncia. A referéncia |26
também foi amplamente usada.

1.1 Mobdulos de Hilbert

Definigao 1.1.1. Seja X um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros
complezos C e A uma C*-dlgebra. Dizemos que X é um A-modulo (a
direita), e denotamos por X4, se existe uma aplicacio X x A — X,
(z,a) — xa satisfazendo, para quaisquer x,y € X, a,b€ A e X € C,
(i) z(ab) = (za)b;

(i) Mza) = (Az)a = z(Aa);
(ii) x(a + b) = za + zb;
(iv) (z 4+ y)a = za + ya.

Definigao 1.1.2. Seja X4 um A-mdédulo a direita. Dizemos que X 5
é um A-moédulo com produto interno se existe uma aplicagio (-,-)a :
X x X — A tal que, para quaisquer x,y,z € X, a € A e escalares
A p € C, satisfaz os sequintes postulados:



(i) (2, Ay + pz)a = Mz, y)a + plw, 2) a;
(i) (z,ya)a = (z,y)aa;
(iii) (z,9)% = (¥, ) a;
(iv) {(x,x)a > 0, d.e., (x,z)a € positivo como um elemento da C*-
dlgebra A;
(v) (z,x)a = 0 implica que x = 0.
Neste caso, dizemos que a aplicagdo (-, )4 : X x X — A é um

A-produto interno.

Observagao 1.1.3. Os axiomas (i) e (i) implicam que {-,-) 4 € conjugado-
linear na primeira varidvel.

Demonstragao: Com efeito, temos

A+ py, 2)a = A, e +py)s = (Mz,2)a + (2, 9)a)

I
>l
o~ O~
n
8
~ ~

Observagao 1.1.4. As condigdes (ii) e (iii) implicam que {xa,y)s =
a*{x,y)a, donde seque que

(X, X)a :=span{(z,y)a : z,y € X}
é um ideal em A.

Observagao 1.1.5. Se 4 X é um A-mddulo & esquerda, um A-mddulo
com produto interno pode ser definido similarmente. Neste caso, o
produto interno € definido como sendo A-linear na primeira varidvel,
ou seja,

Az + py, 2) = Aalw,y) + ply, z) e alaw,y) = aalz,y),
para quaisquer x,y € X, a € A, e A, u € C.

Definigao 1.1.6. Seja X um A-mddulo com produto interno. Dizemos

que X € cheio se (X, X)4 = A.



Exemplo 1.1.7. Todo espago vetorial complezo (nao-nulo) com pro-
duto interno linear na sequnda varidvel é um C-mddulo com produto
interno cheio.

Exemplo 1.1.8. Seja A uma C*-dlgebra. Entdo A é um A-mddulo com
produto interno cheio com a ag¢ao de modulo dada pela multiplicacdo
pela direita e produto interno {(a,b)s = a*b, para a,b € A. Se I é
um ideal préprio de A, entao I é um A-mddulo com agio de mdodulo e
produto interno definidos de forma andloga. No entanto, I nao € cheio.

Demonstragao: Os itens (i)-(iv) da Definigdo seguem direta-
mente de propriedades e postulados relativos as operagoes de involugao
e multiplicagdo de A. O item (iv) é uma consequéncia do C*-axioma.

Ja a igualdade (A, A)4 = A, segue do fato que

a =limuya = lim(uy, a4,
X X

em que a € A e (uy)rea € uma unidade aproximada para A.

|
Fazendo uma analogia com o caso escalar, poderiamos nos pergun-
. ~ 1,
tar se a aplicagdo || - [[a : X = R*, z — |[(x,2)4]|2 ¢ uma norma em

A. Para obter uma resposta afirmativa, resta provarmos que a desigual-
dade triangular é satisfeita e este é, de fato, nosso proximo objetivo.

Lema 1.1.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X wm A-mddulo
com produto interno e sejam x,y € X. Entdo

(@, y)alz, y)a < (2, 2) all{y, ) 4
como elementos da C*-dlgebra A.

Demonstragao: De fato, suponha inicialmente que ||{(z,z)4l = 1.
Entdo, para todo a € A

z)aa — (y,z)aa —a™(z,y)a + (y,9)a

0<{(zxa—y,xza—y)a = a*{x,
< a*a—(y,x)aa —a™(x,y)a + (Y, ¥) A,

em que na ultima desigualdade usamos o fato que a*ba < ||blja*a, para
todo b € AT. Colocando a = (z,y) 4 obtemos

<$,y>ik4<l',y>A < <y7y>A7

como desejado.



Para o caso em que z = 0 ndo ha nada a fazer. Para o caso geral,
1

basta aplicarmos o que ja foi feito para z = Az, em que A = ——-.
[{z, ) al|?
|

Corolario 1.1.10. Se X é um A-mddulo com produto interno, entao
lzlla = I, 2)all®
define wma norma em X tal que |za|la < |la||||z||a- Mais ainda,
X(X,X)a :=span{a(y,2)4 : x,y,2 € X}
€ um supespaco denso em X.

Demonstragao: Primeiramente, vejamos que || - ||4 € uma norma em
X.
Para A € C e z € X temos

IAz]la = [z Az all 2 = [N (@, 2)allZ = (@, 2)all = [M]|z]|a-

Se ||lz]|la = 0, entdo (z,z)4 = 0 e da condi¢do (v) da Defini¢do[1.1.2]
vem que z = 0.

Vamos verificar que || - ||4 satisfaz a desigualdade triangular. O
Lema e o C*-axioma nos dizem que ||(z,y)all < ||lz||ally|l 4, para
quaisquer x,y € X. Assim,

lz+ylli < Iz 2)all+ 1@ y)all + (v, ) all + [y, ) al
< lllf + 20zl allylla + llyl%
= (l=lla+ llylla)*
Portanto, || - |4 € uma norma em X. Além disso,
|zal% = [[(za, za)all = ||a* (2, ) aal|,

em que a € A. Uma vez que a*(z,x)aa < ||(z,z)alla*a, obtemos a
desigualdade ||zal||a < |la||||x]|a-

Por fim, mostremos que X (X, X)4 é denso em X. Sendo (ux)xea
uma unidade aproximada para o ideal fechado (X, X) 4, temos

o = zurllh = (2, 2)a — (@, ) aux — un{z, 2) 4 + ur{z, z) aus].
g

Dai, dado € > 0, existe Ag tal que ||z — zuy,|ja < 5

10



Agora, seja y em (X, X) 4 tal que

€
Jus, vl < <.
Usando a desigualdade triangular para || - |4 e o fato que ||z(uy, —
Ylla < lzllalux, —yll, concluimos que

[l —zylla <e.

Donde X (X, X) 4 é denso A.
Isso completa a prova do corolario.
|

Definigao 1.1.11. Um A-modulo de Hilbert é um A-mddulo com pro-
duto interno X que é completo na norma || - || a.

Exemplo 1.1.12. Todo espaco de Hilbert com produto interno linear
na sequnda varidvel é um C-maodulo de Hilbert.

Exemplo 1.1.13. Seja A uma C*-dlgebra. Entdo A é um A-mdédulo de
Hilbert, com a ac¢do de mddulo e produto interno definidos no Exemplo
[1.1.8 Se I é um ideal (fechado) de A, entio I é um A-mddulo de
Hilbert com agdo de mddulo e produto interno como no Exzemplo[1.1.8

Demonstragao: Isso segue do fato que a norma || - || 4 coincide com a
C*-norma || - || |

Exemplo 1.1.14. Seja A uma C*-dlgebra e p uma proje¢ao na dlgebra
de multiplicadores M (A). Entio Ap = {ap: a € A} é um pAp-mddulo
de Hilbert cheio com a a¢ao de modulo dada pela multiplicacdo pela
direita e produto interno definido por {(ap,bp)pap, = pa*bp, para a,b €
A.

Demonstragao: As propriedades algébricas sio facilmente verificadas
a partir de propriedades das operagoes de multiplicacao e involucao de
A.
Novamente, a norma || - ||,4, coincide com a norma de Ap herdada
de A, pois
2 2
llapllpap = I {pa”ap)papll = llap|”.

Segue que Ap é completo, ja que Ap = (Ap)p e, portanto, qualquer
sequéncia em Ap convergente em A, possui o limite em Ap. Além disso,
se (ux)aea € uma unidade aproximada para A e a € A, observamos que

pap = lim puyap = 1i§n<uAp, ap) pAps
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donde (Ap, Ap)pap € denso em pAp.
Logo, Ap é um pAp-mo6dulo de Hilbert cheio.
|

Exemplo 1.1.15 (Soma direta). Suponha que X eY sejam A-mddulos
de Hilbert. Entio Z = X ®Y = {(z,y) : x € X,y € Y} é um
A-mddulo de Hilbert com a acdo de mddulo dada por Z x A — Z,
((z,y),a) — (za,ya) e produto interno definido por

((a:,y), (1‘/, y/)>A = <£C, z/>A + <y’y/>A'

Demonstragao: Todas as propriedades algébricas seguem da defini¢ao
da agdo de moédulo e produto interno, e do fato que X e Y sdo A4-
modulos de Hilbert.
Vamos mostrar que Z é completo com a norma || - || 4.
Com efeito,
<x>$>A < <x’x>A + (y, y>A’

e isso nos diz que
% < [z 2)a + (v y)all = (@)l < lzllE + vl

Similarmente,

Iyl < @, p)lh < Nzl + lyll-

Ou seja,

max{]|z||a, [lyla} < Iz, 9)la < \/llzll% + vl (f)

Seja (zn)nen um sequéncia de Cauchy em Z. Escrevemos z, =
(zn,yn), para cada n. Como X e Y sdo completos, a desigualdade do
lado esquerdo em nos diz que existe x € X ey € Y tais que z,, —
e Yy, — y. Agora, a desigualdade do lado direito de implica que
2n = (Tn,yn) — (x,y) em Z.

Logo, Z é um A-moédulo de Hilbert.

1.2 Operadores adjuntaveis

Nesta secao, vamos construir uma C*-algebra a partir de um A-
modulo de Hilbert, a saber, a algebra de operadores adjuntaveis. Tal
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C*-algebra nos permitird obter uma representacdo injetiva de um fi-
brado de Fell no préoximo capitulo.

Comecamos defininindo operadores adjuntéveis em um C*-mo6dulo
de Hilbert.

Definigao 1.2.1. Sejam X e Y A-mddulos de Hilbert. Uma fun¢io
T : X =Y ¢ adjuntavel se existe uma fungao T : Y — X tal que

(T'(x),y)a = (2, T (y)) a,
para quaisquer x,y € A.

Neste caso, dizemos que T* é o adjunto de T. Posteriormente,
veremos que, quando existe, o adjunto é tnico.

Lema 1.2.2. Toda aplica¢io adjuntivel T : X — 'Y entre A-mddulos
de Hilbert é A-linear (isto é, T € linear e T'(xa) = T(x)a, para todo
a € A) e limitada.

Demonstragao: Primeiramente, observamos que se Z é um A-moédulo
de Hilbert e x € Z & tal que (z,z)4 = 0, para todo z € Z, entdo ao
escolher z = z concluimos que = = 0.

Desta forma, sendo x € X e y um elemento escolhido arbitraria-
mente em Y, temos

(T(za),y)a = (xa,T"(y))

Isso nos diz que
<T(‘Ta) - T(x)a, y>A = 07

para cada y € Y, donde T(xa) = T(x)a.

Similarmente, prova-se que T'(Az) = AT(x) e T(x1 + x2) = T'(x1) +
T(xz2), em que x1,22 € X e A € C.

Resta provarmos que 7' é limitado. Para isso, vamos usar o teorema
do gréafico fechado.

Seja (z,)new uma sequéncia em X convergindo a x e tal que T'(z,,) —
yem Y. Seja z € Y. Por um lado,

<T(xn)7 Z>A — <y7 Z>A
e, por outro lado,

(T(xn),2)a = (xn, T"(2)) 4 = (2, T"(2)) a = (T(2), 2) 4,
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em que a continuidade da aplicagdo © — (z,2)4 é uma consequéncia
da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Portanto, como z é arbitrario, devemos ter y = T'(z). Donde T é
limitada.
|
Nem todo operador A-linear e limitado entre moédulos de Hilbert é
adjuntavel. Isto segue no préximo exemplo.

Exemplo 1.2.3. Seja A = C([0,1]) e seja J = {f € A: f(0) = 0}.
Do Ezemplo [I.1.13, seque que A e J sio A-mddulos de Hilbert. Seja
X =AdJesejaT : X = X tal que T(f,9) = (g,0), para f € A e
g € J. Entio, T é A-linear e limitado, mas ndo € adjuntdvel.

Demonstracao: E facil ver que T é A-linear. Para ver que T é conti-
nuo, notemos que

1
IT(f;9lla = [l(9,0)lla = [I{g, 9)ll?
1
< K Ha+ g 9)all” = 1(f,9)]la-
Tomando g € J com ||g|la = 1, concluimos que ||T'|| = 1. Logo, T é

A-linear e limitado.
Suponha que T seja adjuntavel e seja (f,g) := T*(1,0). Para todo
(h,k) € X temos

k= <T(hvk)’ (1’0)>A = <(h’k:)’ (f>g)>A = ﬁf + /;:g. (1)

Dai, segue que f(0) = 0.
Agora, para k € J arbitrario, a igualdade () implica que

E(1—f—g)=0.

Logo, devemos ter f + g = 1.
Assim, 1 = f(0)+g(0) = 0+ ¢(0) = g(0), o que é uma contradicio,
pois g € J.
|

Definigao 1.2.4. Sejam X e Y A-mddulos de Hilbert. Denotamos
por L(X,Y) o conjunto de todos os operadores adjuntdveis de X em
Y. Quando X =Y, escrevemos L(X), ou ainda L(X ), em vez de
L(X,X).

Nosso objetivo agora é mostrar que, se X é um A-modulo de Hil-
bert, £(X) é uma C*-algebra. A proxima proposigdo mostra algumas
propriedades dos operadores adjuntaveis.
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Proposigao 1.2.5. Sejam X,Y,Z A-mddulos de Hilbert e sejam T :
X—=Y,S: X—=>YeR:Y — Z operadores adjuntdveis. Entio:

(i) T* € dnico;

(ii) T* é adjuntdvel e T** =T

(iii) Para cada \ € C, XT + S ¢ adjuntdvel e (\T + S)* = \T* + S*;
(iv) RT € adjuntdvel e (RT)* =T*R*.

Demonstragao: (i) Seja U : Y — X tal que

<T(l‘), y>A = <$7 U(Z/))A»

para quaisquer « € X e y € Y. Desta forma, fixado y em Y e para x
escolhido arbitrariamente em X, segue

(., T"(y))a = (2,U(y))a.
Por um argumento ja utilizado, isso implica T*(y) = U (y).
(ii) Paraz € X e y € Y, vale que
(T (), ) 4 = (@, T (W)Ys = (T(),5)s = (0, T(@))a.
Donde T** =T.
(iii) Novamente,

(AT +8)(x),y)a = MT(x),y)a+ (S(x),9)a

z, T*(x))a + (2,5 (y))

= (@ AT+ 5%) (1)) a-

Il
>

Como z é arbitrario, fica verificado o item (iii).
(iv) A prova é feita de forma analoga ao item (iii).
|

Teorema 1.2.6. Se X é um A-mddulo de Hilbert, entdo L(X) é uma
C*-dlgebra com respeito & norma herdada da dlgebra de Banach B(X).

Demonstragao: Da Proposicio segue que £(X) é uma subal-

15



gebra de B(X). Como B(X) é uma algebra de Banach, temos que
1Tl < [T,

para todo T em L(X).
Além disso, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

17T > Sup, I{T*T (), x) all = Sup KT (), T(x))all = I

e obtemos que ||T'|| < ||T*||. De mesma forma, observando que T** = T,
concluimos que ||T*|| < ||T||. Logo, ||T*] = ||T|-

Assim, ||T||? < |T*T| < [IT*||T|| = ||T||?>, donde se verifica o
C*-axioma para £(X). Uma vez que a operagao de involu¢do é uma
isometria, £(X) é, de fato, uma C*-algebra.

|

Corolario 1.2.7. Seja X um A-mddulo de Hilbert e T € L(X). Entao
(T(x), T(2))a < |TI*(z, ).

Demonstracgao: Como ||T||*> — T*T ¢ um elemento positivo da C*-
algebra L£(X), existe S € £(X) tal que ||T||? — T*T = S*S. Desta
forma,
Tz, 2)a = (T(2), T(@)a = |TI*(z,2)a = (T*T(2),2)a
((IT|J* = T*T) (), 2)a = (S*S(x),2) a
= (5(z),5(x))a 2 0.

Donde segue (T'(z), T(z))a < |T||*(x,2) .

1.3 Bimoédulos de imprimitividade

Nesta secao, definimos o que seria um A-B bimodulo de imprimi-
tividade, para A e B C*-dlgebras. Apresentamos alguns exemplos e
alguns resultados neste sentido.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam A e B C*-dlgebras. Um A-B bimdédulo de
imprimitividade € um A-B bimddulo X tal que:

(i) X € um A-mddulo de Hilbert cheio a esquerda e um B-mddulo de
Hilbert cheio a direita;
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(ii) Para quaisquer x,y,z € X,
Az, y)z = z(y, 2)B.

Exemplo 1.3.2. Um espago de Hilbert H é um K(H)-C bimddulo de
imprimitividade com as agoes de modulos a esquerda e a direita dadas
por (T,h) — T(h) e (h,\) = A, paraT € K(H), N\e Cehe H, e
produtos internos definidos como seque:

em que (h @ k)(z) = (k,z)h, para todo z € H, e
(h,k)¢ == (h, k).

Demonstragao: Seja F(H) o conjunto dos operadores de posto finito
sobre H. Sabemos do Teorema 2.4.5 de |20] que F(H) é denso em
K(H). Ja o Teorema 2.4.6, novamente em [20|, nos diz que F'(H) é
gerado por operadores de posto 1, e estes sdo precisamente os operado-
res da forma h @ k, h,k € H. Isso implica que g g (H, H) é denso em
K(H).

Mais ainda, observamos

IRl = (k@ W2 = ([Al*)Z = ||A]],

donde H é um K(H)-mo6dulo de Hilbert cheio.
Vamos verificar a condigao (ii) da Defini¢ao [1.3.1]
Sejam x,y,z € H. Entao,

k(T y)z = (y, )z = 2(y, 2)c-

Logo, H é um K (H)-C bimoédulo de imprimitividade.
]

Exemplo 1.3.3. Seja A um C*-dlgebra. Entao A é um A-A bimddulo
de imprimitividade com a estrutura de bimddulo dada pela multiplicacdo
em A, e com produtos internos s{a,b) = ab* e (a,b)a = a*b, para
a,be A

Demonstragao: Vamos verificar o item (ii) da Definicdo Isto
segue do seguinte calculo:

aa,byc = ab*c = a(b, c) 4,
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em que a,b,c € A.
[

Exemplo 1.3.4. Seja A uma C*-dlgebra e sejam p,q projecées em
M(A). Suponha que ApA = AqA = A. Entdo pAq é um pAp-qAq
bimddulo de imprimitividade com a estrutura de bimdédulo dada pela
multiplicacdo em A, e produtos internos definidos por

pAp(Paq, pbq) = pagh™p

(pagq, pbq)qaq = qa*pby,
para a,b € A.

Demonstragao: O fato de pAq ser um pAp-moédulo de Hilbert cheio
e um gAg-moédulo de Hilbert cheio é uma consequéncia imediata da hi-
potese ApA = AgA = A. A condigdo (ii) da Definicio é verificada
no seguinte calculo:

pAp{Paq, pbq)pcq = paqb*pcq = paq(pbq, pcq)qaq,

em que a,b,¢c € A. Em particular, ao escolher ¢ = 1, segue que pA é
um pAp-A bimddulo de imprimitividade.
|
Uma projecao p em M (A) satisfazendo a hipotese do exemplo an-
terior (ApA = A) é dita ser cheia. Uma C*-algebra da forma pAp,
em que p € M(A) é uma projecido cheia, é chamada canto cheio. Este
tipo de projecao terd um papel importante no desenvolvimento deste
trabalho e serd estudado com mais detalhes na Secao

Proposigao 1.3.5. Sejam A e B C*-dlgebras e suponha que X seja
um A-B bimddulo de imprimitividade. Entao

(i) Para quaisquer a € A, b€ B, ex,y € X,

alxb,y) =a (x,yb") e (az,y)p = (v,a"y)B;

(ii) Para quaisquer a € A, b€ B, ex € X,
(az,az)p < |la|*(z,2)p e alab,ab) <[|b]|* alz, ).

Demonstragao: (i) Suponha que X seja um A-B bimodulo de impri-
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mitividade. Pelo item (iii), dados z,y, z € X, temos que
x{ay, z)p = alx,ay)z =4 (v,y)a*z = z(y,a*2) B.
Assim, se w € outro elemento de X, vale que
(w,z)play,z)p = (w,z)B(y, 0" 2) .
Uma vez que (X, X)p € denso em B, concluimos que
blay, z)g = b(y,a*2) B,
para todo b € B. Por meio de uma unidade aproximada, obtemos que
(ay,z)p = (y,a"2)p,

para quaisquer y,z € X.
Similarmente, prova-se que 4(yb, z) = 4{y, zb), para quaisquer y, z €
X.

(i) Pelo que foi feito no item (i), A age por operadores adjuntaveis em
Xp. Desta forma, vamos mostrar que a aplicagdo ¢ : A — L(Xp),
a — ¢(a) é um *-homomorfismo injetivo, em que

pla)(z) = az,

para todo x € X.

De fato, do item (i), concluimos que p(a)* = @(a*) e ¢ é um *-
homomorfismo. Para ver que ¢ é injetivo, seja a € A tal que ¢(a) = 0.
Entao segue que ax = 0, para todo = € X. Mas isso significa que, para
caday € X,

0=4 (az,y) = aalz,y).

Uma vez que o ideal 4(X, X) é denso em A, isso implica que a = 0.
Assim, pelo Coroléario

(az,az)p = (p(a)(z), p(a)(2))5 < llp(a)|*(z,2)5 = |al*(z, ) 5.
Um argumento andlogo mostra que
A(xb, 2b) < ||b||? alz, x).
]
Observagao 1.3.6. Do Lema[1.2.4 e do item (i) da Proposi¢io[1.3.5]
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seque que (ax)b = a(xb) e (Aa)(xb) = a(x(Ab)). Assim, € redundante
exigir que X seja um A-B bimddulo.

Corolario 1.3.7. Seja X um A-B bimddulo de imprimitividade. En-
tao,
zlla = ||zl 5,

para todo x € X.

Demonstragao: Seja z € X. Temos que
lzllh = llafe,2)* = alz, 2)alz, )
= llafa(@, z)z,2)|| = ||a(2(z, 2) 5, ).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e item (ii) da Proposi¢ao

[[373] segue que
lzll% < llz(e, 2)sllallz]a < 2Bl

Logo, ||z]la < ||z|]lp- Um calculo analogo prova a desigualdade
contraria.
Portanto, ||z||a = ||z| 5.

1.4 DMorita equivaléncia

Nesta secao, tendo em maos o que foi feito até aqui, definimos Mo-
rita equivaléncia entre C*-algebras. Tal relagio é reflexiva e simétrica,
e com um esforco um pouco maior, mostramos que a transitividade
também é satisfeita. Encerramos construindo a algebra de ligacdo de
um A-B bimoédulo de imprimitividade, que tem grande importancia no
estudo de Morita equivaléncia. Neste trabalho, ela que sera usada no
Capitulo 4]

Definigao 1.4.1. Sejam A e B C*-dlgebras. Dizemos que A é Morita
equivalente a B, e denotamos A ~y; B, se existe um A-B bimddulo de
imprimitividade.

Além dos exemplos apresentados na Secdo [[.3] traremos a seguir
um outro exemplo, que nos diz que Morita equivaléncia é um conceito
mais fraco que isomorfismo. No entanto, veremos no Capitulo [4] que,
sob certas hipoteses de enumerabilidade, Morita equivaléncia implica
isomorfismo estavel. Em outras palavras, se A é Morita equivalente a
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B e K denota a C*-algebra dos operadores compactos sobre um espaco
de Hilbert separavel de dimensao infinita, entdo AQ@ K ¥ B® K.

Exemplo 1.4.2. Sejam A e B C*-dlgebras. Seja iy : A — B um
isomorfismo. Entao A é Morita equivalente a B.

Demonstragao: Colocamos X = B e definimos a estrutura de bimo-
dulo por
(a,2) = Y(a)x e (x,b)— xb

e produtos internos dados por

Alz,y) =¥ (ay®) e (2,y)p ="y,

paraa€ A,be Beux,yc X.

Afirmamos que X é um A-B bimoédulo de imprimitividade.

E claro que (X, X)p é denso em B. Uma vez que 3 é um isomor-
fismo, também vale que 4(X, X) é denso em A.

A condicdo (ii) da Definicio segue do seguinte calculo:

alz,y)z =YW~ ay")z = 2y = 2{y, 2)B.

Logo, X é um A-B bimédulo de imprimitividade.
|
Nosso préximo objetivo é mostrar que Morita equivaléncia é, como o
proprio nome sugere, uma relacio de equivaléncia. A proxima proposi-
¢80 mostra a propriedade de simetria da Morita equivaléncia. Antes de
enuncié-la, lembramos que se V' & um espago vetorial, o espago vetorial
conjugado de V' é o espago vetorial V' = {0 : v € V'} com as operagoes
de soma e multiplicacao por escalar dadas por

i—l—gj::x/—i\:/y, AZ = Az
A partir de um A-B bimédulo de imprimitividade, é possivel definir

uma estrutura de B-A bimédulo de imprimitividade no espago vetorial
conjugado X. Como segue:

Proposigao 1.4.3. Seja X um A-B bimddulo_de imprimitividade. De-
finimos uma estrutura de B-A-bimddulo em X por

(b,%) — ab* e (Z,a)— a*x

e produtos internos por

Jf,y) = <xay>B € <‘fag>A =A <x7y>7
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para a € A, b € B e,y € X. Entao, X é um B-A bimddulo de
imprimitividade.
Demonstragao: Diretamente da definigao dos produtos internos e do
fato que X é um A-B bimo6dulo de imprimitividade, segue que g(X, X)
é denso em B e (X, X) é denso em A.

Os seguintes calculos provam que X é um A-moédulo de Hilbert &
direita:

<j.7ga>A = A(w,rfy) = A<xvy>a’ = <£;Q>Aa.
De mesma forma, prova-se que X é um B-moédulo de Hilbert &

esquerda.
Além disso,

B<‘%ag>z = Z<yax>B

= A<Zay>x = 57<Zj75>A

Logo, com estas operacoes X é um B-A bimédulo de imprimitivi-
dade.

|

Para provar a propriedade transitiva da Morita equivaléncia, pre-

cisamos estudar completamentos de C*-médulos com produto interno.

A partir de agora, vamos desenvolver um pouco da teoria nesse sentido.

Definigao 1.4.4. Seja Ag uma x-subdlgebra densa de uma C*-dlgebra
A e seja Xy um Ag-mddulo a direita. Dizemos que Xo é um Ag-méddulo
com pré-produto interno se ezxiste uma aplicagdo (-, g : Xox Xg — Ag
que satisfaz as condigoes (i)-(iv) da Definigio[1.1.9 (em que (z,x)o >0
é interpretado como elemento de A).

Observagao 1.4.5. A desigualdade de Cauchy-Schwarz (Lema
também vale no contexto da Defini¢ao com uma demonstra¢ao
tdéntica.

Proposigao 1.4.6. Seja Ag uma x-subdlgebra densa de uma C*-dlgebra
A e seja Xo um Ag-mddulo com pré-produto interno (-,-)o. Entdo existe
um A-mddulo de Hilbert X e uma aplicag¢ao linear q : Xo — X tal que
q(Xo) € denso em X, q(xza) = q(x)a para todo x € Xy, a € Ay, €
(q(x),q(y))a = (z, y)o-

Demonstragao: Seja N = {z € X : (x,z)o = 0}. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

(#,5)0 = 0 = (y,2)o, sempre quey € Xoez € N. (1)
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Logo, N é um subespago vetorial de X e podemos considerar o espaco
vetorial quociente Xo/N.

Seja ¢ : X9 — Xo/N a aplicacdo quociente. Como (za,za)y =
a*{x,x)oa, segue que N é um Ap-submodulo. Desta forma, segue que
se q(z) = q(2’), tem-se az = az’. Mais ainda, por (f), se q(y) = q(y')
vale que

(x,y—y’>o =0 e (z _xlay/>0 =0

donde <I7y>0 = <Q§'/7y/>0.
Portanto, as féormulas

(q(),q(y))a = (z,y)0 e q(z)a:=q(za)

estdo bem definidas e fazem de Xo/N um Ap-médulo com produto
interno.

Analogamente ao Corolario [1.1.10]

lg()] = I|(z, z)o| =

¢ uma norma em Xo/N, donde podemos considerar seu completamento
X. Identificando Xy/N com o subespaco correspondente em X, temos
que

lg(@)all* = [[(za, za)o|| = lla* (x, @)oall < [[(z, )ollal* = llg(=)]*]lall*.

Isso significa que a multiplicagdo pela direita por um elemento a
de Ay é um operador limitado sobre X;/N, e assim se estende a um
operador sobre X satisfazendo |laz| < ||a||||z], para todo 2 € X. No-
vamente usando a continuidade, podemos estender a acao de moédulo &
C*-algebra A.

Similarmente, sendo z,y € X, e {¢(xn) tnen, {¢(n)}nen sequén-
cias em Xo/N tais que q(z,) — z e ¢(yn) — y, podemos definir um
produto interno colocando

(@, y)a = lim(g(2n), q(yn)) a-

O limite acima existe pois

1{Zrn — Zm, Yn)o + (Tms Yn — Ym)ol|
lg(zn) — q(@m) la(yn)l
Hla(@m)lllg(yn) — a(ym)|l-

H <‘rnv yn>0 - <xm7 ym>0||

IN

De mesma forma, prova-se que o limite independe da sequéncia que
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tomarmos convergindo a = e a y. Ou seja, (-,-)4 estd bem definido.

Uma vez que o conjunto dos elementos positivos de A é fechado, fica
facil ver que (-,-)4 satisfaz (i) — (iv) da Defini¢ao Além disso,
(z,x)o = 0 implica lim, ||¢(x,)|| = 0. Mas, este limite é exatamente
|z|]|. Ou seja, z = 0, o que completa a prova de que (-,)4 é um
A-produto interno.

Portanto, X é um A-moédulo de Hilbert.

|

Vamos nos referir ao A-médulo de Hilbert X construido acima como

o completamento do Ag-médulo Xy com produto interno.

Definigao 1.4.7. Sejam A e B C*-dlgebras e sejam Ay e By x-subdlge-
bras densas de A e B, respectivamente. Um Ag-Bg pré-bimddulo de
imprimitividade é um espaco vetorial complero Xo que € um Ag-By
bimodulo satisfazendo:

(i) Xo € um Ag-mddulo com pré-produto interno a esquerda e um By-
mddulo com pré-produto interno a direita;

(i) a,(Xo, Xo0) e (X0, Xo)p sdo ideais densos em A e B, respectiva-
mente.

(iii) Para quaisquer a € Ag, b € By, e x € Xy,

(az,a2) B, < llal*(z,2)5, € a,(wb,xb) <[b]|* 4, (z, z);

(iv) Para quaisquer x,y, z € X,

Ap <$, y>Z = l’<y, Z>Bo~

Proposigao 1.4.8. Sejam A e B C*-dlgebras e sejam Ay e By C*-
dlgebras densas de A e B, respectivamente. Seja Xo um Ag-By pré-
bimddulo de imprimitividade. Entao existem um A-B bimddulo de im-
primitividade X e um homomorfismo de bimddulos q : Xo — X (isto
é, q € linear e q(axb) = aq(x)b, para quaisquer x € Xy, a € Ag e
b € By) tal que q(Xo) € denso em X e

A<Q($),C](y)> = Ao (x,y) € (q(a:),q(y)>3 = <x,y>30
sempre que x,y € Xo.

Demonstragao: Primeiramente, aplicando o item (iii) da Defini¢do

em vez do item (ii) da Proposigao[1.3.5] temos que 4, ||z| = ||z||5,,
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para todo z € Xy, com uma demonstragdo idéntica & que foi feita no
Corolario[1.3.7} Donde segue que os N’s da Proposigao|[L.4.6] coincidem.
Em outras palavras, Ny = Np, em que Ny = {x € Xy 14, (x,2) = 0}
e Ng ={x € Xp: (z,z)p = 0}. Assim, continuamos usando a notagdo
q para aplicagdo quociente g : Xo — Xo/N.

Novamente usando o fato que 4, - || = || - || By, concluimos que o
completamento X de (Xo/N, | -|B,) ¢ um A-moédulo de Hilbert cheio
e um B-modulo de Hilbert cheio. Mais ainda, para quaisquer a € Ay,
b € By, e x € Xp,

q(axb) = q(ax)b = aq(x)d.

Como para quaisquer z,y,z € Xg vale que a,(z,y)z = z(y, 2) By,
tem-se que

Alq(®),q(W))a(z) = ao(@,v)a(2) = q(ay(7,)2)
= q(x<y,Z>Bo) = Q(m)<yaz>30

e assim também é verdade para quaisquer z,y,z € X.

Portanto, fica provado que X é um A-B bimoddulo de imprimitivi-
dade.

Corolario 1.4.9. Sejam A e B C*-dlgebras e seja X um A-B bimddulo
satisfazendo os itens (i), (ii) e (iv) da Definigio[1.4.1 Entio X é um
A-B pré-bimddulo de imprimitividade se e somente se

(iii)’ para quaisquer x,y € X, a € A, e b € B,
(az,y)p = (r,a’y)p e alzby) = alz,yb").

Demonstragao: Suponha que X seja um A-B bimddulo satisfazendo
as condigdes (i), (ii) e (iv) da Definicao e a condigdo (iii)’. Seja

A={a+M:a€ AN}

a unitizagdo de A. Entao, a agao de A em X se estende a uma agio de
A por (a+ A, z) — ax + Az. Notemos que

((a+A\)zx,y)p = (az+Az,y)B

= (az,y)p + (\7,y)B
<$, a*y>B + <)\$, /_\y>B
(

z,(a+ A1)*y) p.
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Em particular, se ¢ = d*d é um elemento positivo em /1, obtemos
que
(x,cx)p = (x,d*dx) g = (dz,dx > 0.

Como ||a||*1 — a*a é um elemento positivo em A, concluimos que
lall?(z, 2) — (az,az)p = (z, (|a]|*1 — a*a)z)p > 0.

Contas analogas mostram que o mesmo vale para o B-produto in-
terno, ou seja, ||b||? a{z,x) —a (xb,xb) > 0, para quaisquer x € X, e
b € B. Logo, X satisfaz (iii) da Defini¢ao e portanto, ¢ um A-B
pré-bimédulo de imprimitividade.

Suponha agora que X seja um A-B pré-bimédulo de imprimitivi-
dade e vamos mostrar que X satisfaz (iii)’.

Sejam z,y, z,w € X. Entao,

<A(x,y>z,w>3 = <x<y7z>B7w>B = <Z7y>B<$7'w>B
= <Zay<xaw>B>B = <Z>A <x7y>*w>B

Logo, se a € A é da forma 4(x,y), para alguns z,y € X, vale que
(az,w)p = (z,a*w) . Por Cauchy-Schwarz e pela condicéo (iii), temos
que

[{az, w)B| < |lazl|Bllwllz < llallllz] zllw]5-

Assim, usando a desigualdade que acabamos de obter e que 4(X, X)
é denso em A, concluimos que a igualdade (az,w)p = (z,a*w)p se
verifica para todo a € A.

Similarmente, prova-se que 4(zb,w) =4 (z, wb*), para todo b € B.

Portanto, X satisfaz a condicdo (iii)’.

|

Sejam X um A-médulo de Hilbert (& direta) e Y um B-modulo de
Hilbert (a direita). Seja ¢ : A — L£(Y) um *homomorfismo. Quere-
mos construir um espaco vetorial X ®4 Y possuindo uma estrutura de
um B-moédulo de Hilbert.

Seja X ®q14 Y o produto tensorial algébrico dos espagos vetoriais X
e Y. Consideramos Y como um A-mdédulo & esquerda através da acao
(a,y) — &(a)y e assim podemos construir o produto tensorial algébrico
de X e Y sobre A, denotado por X ®4 Y. Mais precisamente, X ©4 Y
¢ o quociente do espago vetorial produto tensorial X ®q14 Y sobre C
pelo subespago

N :=span{za®@y—z® ¢(a)y:x € X,y € Y,a € A}.
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Como podemos ver no Lema a, da Secao 9.5 de [21], X ©®4 Y pos-
sui uma estrutura de B-moédulo & direita com a acao em um tensor
elementar dada por

(x ®y,b) — Q@ ybd.

Na préxima proposi¢ao, vamos ver que X ® 4Y possui uma estrutura
de um B-moédulo com produto interno.

Proposigao 1.4.10. Sejam A e B C*-algebras, X um A-mddulo de
Hilbert ¢ Y um B-mddulo de Hilbert. Seja ¢ : A — L(Y) um *-
homomorfismo. Entio X ©® Y € um B-mddulo com produto interno.
Mais ainda, em tensores elementares o B-produto interno € dado por

(1 @Y1, 22 @ Y2) B = (Y1, 9({T1,72) 4)Y2) B-

Demonstragao: Vamos definir um B-pré-produto interno no produto
tensorial algébrico X ®q4 Y e, feito isto, vamos mostrar que N’ =
{z € X ®qiy Y : (2, 2)p = 0} é exatamente o supespaco vetorial N que
definimos acima. Ou seja, vamos provar que

N =span{ra®@y—x®@ ¢(a)y: v € X,y € Y,a € A}.

Sejam z € X e y € Y fixados. A aplicagdo X xY — B, (2/,y') —
(y,d({(z, 2"y )y’ ) p € Dilinear e, portanto, se estende a uma aplicagdo
linear T, : X ®qiy Y — B tal que

Toy(a' @y') = (y, 0((x,2") 4)Y) B,

para quaisquer ' € X e 3’ € Y. Por outro lado, seja T}, a trans-
formacdo de X ®qy Y em B dada por z — (T ,(2))". Entdo Ty é
conjudado-linear. Agora, a aplicacdo (z,y) — Ty, € uma bilinear de
X XY no espaco das transformagoes conjugado-lineares de X ®4;4Y em
B. Se CL(X ®q14Y, B) denota o espaco das transformagoes conjugado-
lineares de X ®q14Y em B, segue que existe uma tGnica aplicagao linear
T* : X ®a1g Y = CL(X ®Rq4 Y, B) tal que

T (zoy) =1},
para quaisquer t € X ey €Y.

Por fim, colocamos

(z,w)p = (T"(2)(w))",

para z,w € X ®qiq Y. Notemos que para 1 @ ¥1,22 @ Y2 € X Qg9 Y
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tensores elementares, temos

(1 @y, 22@y2)p = (T7(21 @ Y1) (22 ®12))" = (T7, , (12 @ y2))"
= (Tuyp1 (22 @ y2)")" =Ty 4y (T2 @ Y2)
= (y1,0((x1,22)4)Y2) B-

Além disso, se b € B,

(1 ®@y1, (2 @ Y2)b) B ® y1,T2 @ (y20)) B
Y1, ({x1,72) 4)y2b) B
y1, o((x1,22) 4)y2) BD

1 ® Y1, T2 @ Y2) BD.

(1
(
=
(

Vamos verificar agora a positividade de (-, -)p.
Sejaz =31 2 ®y; € X ®q, Y. Entéo,

(z,2)B = Z(ymﬁ((iﬂuwﬂ)%)B

= (y,0"(M)y),

em que y = (y1,¥2,---,Yn) € Y™, M € M,(A) é a matriz cujas en-
tradas sdo dadas por a;; = (z;,2,)4, para cada i,j € {1,2,...,n}, e
(-,+) denota o produto interno usual definido no produto cartesiano de

modulos de Hilbert (veja Exemplo .
O Lema 2.65 de |23] nos diz que a matriz M é positiva. Como ¢
é um x-homomorfismo entre C*-algebras, ¢ é completamente positivo,
donde ¢(™ (M) > 0. Como resultado, (z,z)p = (y, o™ (M)y) > 0.
Nosso tltimo passo é mostrar que N’ e N coincidem, em que

N =span{za®@y -z ¢(a)y:x € X,y € Y,a € A},

N ={2€ X ®auyY :(z,2)p =0}

Seja z € N da forma za® y — z ® ¢(a)y. Entdo, usando que ¢ é um
*-homomorfismo, segue

(z,2)B = (y,0((xa,za)a)y)B + (9(a)y, d({z, ) 4)p(a)y) B
—(y, o((za, 2) a)d(a)y) B — (d(a)y, d((z,za) 4)y) B

(

- <¢(a Y, ¢

(y, o((za, xa) a)y) B + (¢(a)y, &(
—(y, o({za, xa)a)y) B

T,xa)A)Y) B
({x,za)a)y)s = 0.
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Assim, obtemos a inclusao N C N’.

Novamente, seja z = Z?Zl 2; QY; € X QaiqY e, como fizemos ante-
riormente, escrevemos (y, o™ (M)y) para (z,2)p. Seja T = ¢(™ (M),
Entao, T' > 0 e podemos considerar Tz € L(Y™) sua unica raiz qua-
drada positiva. Temos que T2 (y) =0, pois

(), T%(y)) = (y, T(y)).

N

(T

Analogamente, temos que T3 (y) = 0.

Consideramos agora X™ com a estrutura de M, (A)-médulo de Hil-
bert. Entdo, sendo m = (z1,72,...,7,) € se [m| := \/{m,m)ar, (a),
temos que |m| = M2,

Vamos usar agora o Lema 4.4 de [18]: Seja X um A-moédulo de
Hilbert, x € X e 0 < a < 1. Entao existe um elemento w em X tal que
x = w|z|*.

Por este resultado, obtemos w = (wi,ws,...,w,) € X™ tal que
wM1 = m. Escrevemos ¢;j para a entrada 7,j da matriz Mi. Uma
vez que T% = ¢(") (M1), a matriz de T7 é (¢(c;;))i ;- Portanto,

zj = wici e Y lei)y; =0.
@ J
Dai, 3, ;w; ® ¢(cij)y; = 0 e vem que

D@y = wiey ©y; = Y (wicy ®y; —w; @ d(eyy)yy),
J i

(]

que é um elemento de N’. Donde N = N'.
Desta forma, X ®4Y &, de fato, um B-mo6dulo com produto interno.
|

Definigao 1.4.11. O completamento do B-mddulo com produto in-
terno X ©4 Y, denotado por X ®4 Y, é chamado produto tensorial
interno de X eY (relativo a ¢).

Para fins da proxima demonstracgio, teremos Y um B-C' bimo6dulo
de imprimitividade e vamos considerar o produto tensorial interno rela-
tivo & inclusdo de B na C*-algebra dos operadores adjuntaveis £(Y¢).
Ou seja, neste caso, teremos ¢ = tp, em que tp(b)y = by, para todo
y € Y eb e B. Neste caso, vamos denotar o produto tensorial interno
X ®,, Y simplesmente por X ®p Y.
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Proposigao 1.4.12. Sejam A, B e C' C*-dlgebras e suponha que X
seja um A-B bimddulo de imprimitividade e Y seja um B — C-bimddulo
de imprimitividade. Entao Z = X ©®gY € um A-C bimddulo e existem
inicos produtos internos avaliados em A e C, respectivamente, satisfa-
zendo

(T1 @ y1, 22 @ y2)c = (Y1, (%1, T2) BY2)C

A{T1 @ y1, 22 @ y2) =a (x1 B(Y1,Y2), T2),

em que x1,x2 € X ey1,y2 € Y. O produto tensorial interno X ®pY
é um A-C bimddulo de imprimitividade.

Demonstragao: Por meio dos mesmos argumentos que utilizamos na
Proposigao concluimos que A age sobre Z & esquerda e tal acdo
¢ dada em um tensor elementar por

(a,2Qy) — (az) ®y.

Mais ainda, existe um produto interno em X ®pg Y com valores em A
satisfazendo

A{Z1 @Y1, T2 @ y2) =4 (z1 B(Y1, Y2), T2),

sempre que r1,T2 € X e y1,y2 € Y.
Exatamente como construimos na Proposicao(L.4.10] C age a direita
em X Op Y e tal acao é dada em tensores elementares por

(z®y,c) >z (ye),

em que ¢ € C. Além disso, existe um produto interno em X ®p Y com
valores em C' satisfazendo

(1 ® Y1, 22 @ Y2) o = (Y1, (1, T2) BY2)C»

para quaisquer x1,x2 € X € y1,y2 € Y.

Vamos mostrar que X ©®p Y é um A-C pré-bimédulo de imprimiti-
vidade.

Pelo Corolério[T.1.10, X B ¢ denso em X e BY é denso em Y. Como
A(X, X) e (Y,Y)c sdo densos em A e C, respectivamente, segue que
4X ®pY e X ®p Y sao cheios.

Seja a € A. Entao

(a(r1 @ Y1), 22 @ y2)c = ((ar1) @ Y1,72 @ Y2)c
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(Y1, (ax1, 22) BY2)C
(Y1, (v1,a"T2) BY2) C

= (11 @y, (a"z2) @ y2)c
(1 ®@y1,a" (12 @ Y2))c

Similarmente prova-se que
Al(@1®@y1)e, 22 @ y2) = alw1 @y, (22 ® y2)c’),

para todo ¢ € C.
Além disso,se z€ X ew €Y,

A1 @y, 22 @y2)(z@w) = (a{x1 BY1,Y2),22)2) W

(z1(z2 B(Y2,¥1),2)B) @W
= 21 ® ((w2 B(Y2,¥1), 2) Bw)
r1 @ (B(Y1,Y2) (T2, 2) B W)
r1 ® (B(y1, (2, 22) BY2)W)
1 @ (y1((2, T2) BY2, w)C)
21 ® (y1(ye, (z2,2) BW)C)
= (11®n)(T2Q Y2, 2@ w)c.

~~ Y~~~

Logo, pelo Corolario [1.4.9] concluimos que X ®p Y é um A-C pré-
bimo6dulo de imprimitividade. Assim, o produto tensorial interno X ® g
Y é um A-C bimé6dulo de imprimitividade.

|

Agora, temos todas as ferramentas para mostrar que Morita equi-

valéncia é de fato uma relagdo de equivaléncia. Como segue:

Proposigao 1.4.13. Morita equivaléncia € uma relacao de equivalén-
cia entre C*-dlgebras.

Demonstragao: Acabamos de provar a transitividade na Proposicao
1.4.12| e que Morita equivaléncia é uma relacao simétrica, segue da
Proposi¢ao Ja a reflexividade vimos no Exemplo

|

Exemplo 1.4.14. Sejam m,n € N. Entio M, (C) e M,,(C) sao Mo-
rita equivalentes.

Demonstragao: Identificando M,,(C) com B(C"™) e M,,(C) com B(C™),
sabemos do Exemplo[1.3.2|que M,,(C) ~; € bem como M,,(C) ~p C.
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Uma vez que Morita equivaléncia é uma relacao de equivaléncia, segue
que M, (C) e M,,(C) sdo Morita equivalentes.
Uma outra forma de mostrar a Morita equivaléncia entre M, (C)
e M,,(C), seria considerarmos A = M,1,,(C), p = Y1 e e g =
Z?::j_l e, em que denota a matriz cuja entrada a,; é igual a 1, e todas
as outras sao nulas. Entdo p e ¢ sdo projecao cheias e M,,(C) = pAp e
M,,(C) = qAq, e pelo Exemplo [1.3.4] obtemos M, (C) ~r M,,(C). Ou
ainda,
|

Lembremos que uma C*-subalgebra B de uma C*-algebra A é dita
ser um canto cheio se existe uma projegao cheia em M(A) (ApA = A)
tal que B = pAp. Dois cantos cheios pAp e qAq sdo ditos complemen-
tares se p+ ¢ = 1. Vimos no Exemplo [I.3.4] que cantos cheios de uma
C*-algebra sdo Morita equivalentes. No proximo teorema, vamos ver
duas C*-algebras Morita equivalentes A e B como cantos complemen-
tares cheios de uma C*-algebra, chamada dlgebra de ligacao.

Teorema 1.4.15. Sejam A e B C*-dlgebras. Entdao, A e B sdo Morita
equivalentes se, e somente se, existe uma C*-dlgebra C' com cantos
complementares cheios isomorfos a A e B, respectivamente.

Demonstragao: Seja X um A-B bimédulo de imprimitividade e seja
X seu espaco vetorial conjugado com a estrutura de B-A bimodulo de
imprimitividade, definida na Proposigao [1.4.3] Seja M = X @ B. De
acordo com o Exemplo M é um B-moédulo de Hilbert.

Paraa € A, be B, x,y € X, colocamos

L:(Zng) (%)

para denotar a aplicacao de M — M dada por

(5 3) () =(ummsn)

em que z € X ec€ B.

s}

Se C' denota a cole¢ao de todos as aplicagoes dessa forma, queremos
mostrar que C' é uma C*-subalgebra de £L(M). Primeiramente, vamos
provar que o operador L em ¢é adjuntavel e

«_ [ a" Yy
()

32



Sejam 2,2’ € X e ¢, € B. Entao,
a x z 2’ _ az + xc z
g b c )\ ¢ 5 (y,z)p+bec )\ ¢ B

= (az+zc,2") g+ ({y,2) 5 + be)*c
= (z,a" +yd)p+c(x,2) g + cb*c

z a*z +ycd

c )\ (x,2)p+ b 5

z a* y Z

c )\ & b d B

Logo, C' ¢é, de fato, um subconjunto de £(M) fechado em relagéo a
operacao de involucdo. Além disso, é facil ver que C é um subespaco

vetorial de £(M), com as operagdes de soma e multiplica¢do por escalar
usuais de matrizes.

Vamos verificar agora que C' é uma x-subalgebra de £(M). Com
efeito,

(o) (e o) () = (o) (i)

ad'z+ax’c+ x(y,2)p + ablc
o (y,d'z+a'c)p + b{y', 2)p + bb'c
= ().

Rearranjando os termos,

( (ad' +4 (x,y))z + (az’ + xb')c )
({a™y,2)p + (4’0", 2)B) + ({4, 2") B + bb)c

_ aa’ +4 {(z,y) ax’ + xbt/ z
o ga' + by’ (y, ') + bV c
Ou seja, C' é uma *-subélgebra de L(M) e
a x a '\ [ ad 4 (z,y) ax’ + xb’
g b :"J/ b/ - gal + bgl <y’ $/>B + bbl )

para quaisquer a,a’ € A, b,b' € Be z,2',y,y € X.

(&)
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Resta mostrarmos que C' é fechado em L(M), e como resultado
teremos que C' é uma C*-algebra.

Para isso, vamos provar que se L € £L(M) é dado por , entao

max{|lal, |z||5, [yl &, 01} < (LI < llall + |zl 5 + [lyllz + (0] (1.1)
Escrevendo

(5 0)=(65)+(50)+(5 %)

e usando a desigualdade triangular, é suficiente mostrarmos que cada
parcela possui norma menor ou igual que a norma de sua entrada nao
nula. De forma mais precisa, temos a igualdade.

1o o) =na (o %)=
(5 5 )]-reas (5 6]t

De fato, como a inclusdo de A em L(Xp) é injetiva, segue que
|al| = supjj,,<1 llaz| B, donde

(5 )]

Usando o fato que B possui unidade aproximada e que |jzc||p <

||| [lcll, segue que
0 x
oo =t

Por Cauchy-Schwarz, temos que |[{y, z) 5|l < |lyllz||z||5- Colocando

z=-—"—, temos que ||z]|[g =1e
YliB

1€y, 2) 5y, 2) 81l = Iy, 2) 81 = [y, w51 = lyll3-

Dai, obtemos a igualdade

O 9N = Il
y 0 '
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Claramente temos

(3 9)]-m

Para a desigualdade do lado esquerdo de (1.1]), observamos que

N A ()

< Ky, m)slILHIylz = I LIYIl-

G5+ ),

< el Lz, @) sl = L] [l

Similarmente,

Izl = Iz, 2)sl* =

Assim, || L|| domina ||z|| 5 e ||y||5. Novamente usando que a inclusao
de A em L£(Xp) é injetiva e, portanto, isométrica, podemos obter z’ €
X tal que ||2'||p =1 e |jaz’||p € aproximadamente ||a||. Desta forma,

lall* ~ llaz’|5 = [[{aa’, a2’} 5|

ax’ x/
- (% )£(%)),
|az’|| 5| LI[|2"|| B

lalllIL] 12113
lallll 1,

<
<

e portanto ||a| < || L]
Por fim, sendo (u))xea uma unidade aproximada para B,

(e)e (i),

Logo, fica provado a desigualdade (1.1). Consequentemente, C' &
uma C*-subalgebra de L(M).

Resta provarmos que A e B sdo cantos complementares cheios de
C. Pelo que fizemos até aqui, fica claro que as aplicagoes

(a0 by (00
a 0oo0) € 0 b
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sdo x-homomorfismos injetivos de A e B em C, respectivamente. Seja
p o operador adjuntéavel sobre M dado por

/(2)=(5)

E facil ver que p = p* = p®. Escrevemos

(o3)

para p, em que “1” é o operador identidade sobre X.
Analogamente, seja g o operador £(M) definido por

f(2)=(2)
(0 7)

para g, em que “1” é o operador identidade sobre B. Novamente temos
q¢=q =q.
Além disso, prova-se que

€ escrevemos

(5 3)=(65) (5 3)=(5 o)
(50)=0Ge) Gi)e=(s)

Logo, as projecoes p e ¢ sao multiplicadores de C' e temos pCp = A
e qCq = B. Mais ainda, p+q=1.

Agora, para concluir a demonstragdo, s6 precisamos mostrar que p
e q sao projecoes cheias. Mas,

B aa’ ax’ ) , ,
C’pC—{( ja' (g, s ) ta,a € Ay, x EX}

e assim, como X é um B-moédulo cheio, AX é denso em X com a norma
|- 1la e as normas || - ||4 e || - ||z coincidem (Corolario [1.3.7)), usamos
o lado direito da desigualdade ([1.1) para obter que p é uma projecao
cheia.
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Com argumentos semelhantes, prova-se que

/ /
CqC = {( A<Zé,y> ;;3 ) :b,b € B,x,y GX}

é denso em C, donde ¢ é projecao cheia.
Portanto, A e B sdo cantos complementares cheios de C.
A reciproca segue do Exemplo [1.3:4]
|

Definigao 1.4.16. Seja X um A-B bimddulo de imprimitividade. A
algebra de ligacao de X € a C*-dlgebra de matrizes construida no Te-

orema[I7.17]

A 4lgebra de ligagdo é tao importante quanto o resultado apresen-
tado no Teorema [1.4.15] Por exemplo, tal C*-algebra tem um papel
fundamental no teorema de Brown-Green-Rieffel, que aqui se encontra

na Segao 1.3
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Capitulo 2

Fibrados de Fell

Neste capitulo, definimos fibrados de Fell sobre grupos discretos e
construimos suas C*-algebras seccionais cheia e reduzida. A primeira, é
obtida de uma forma mais abstrata, a partir da C*-algebra envolvente
de uma certa *-algebra e a segunda, é definida de maneira mais con-
creta, como a C*-algebra gerada pela imagem de uma *-representagao
injetiva da x-algebra relacionada a um fibrado de Fell. As principais
referéncias usadas foram [13|, [15], [14], [4].

Ao longo de todo o capitulo, G é um grupo discreto com elemento
neutro e.

2.1 A (C*-Algebra seccional cheia de um fi-
brado de Fell

Nesta secao, definimos fibrados de Fell e apresentamos alguns exem-
plos. Obtemos uma relagdo entre um fibrado de Fell e uma determinada
x-algebra, e a partir disso definimos a C*-algebra seccional cheia.

Definigao 2.1.1. Um fibrado de Fell sobre um grupo discreto G €
uma colecdo de espagos de Banach B = {By}scc munida com uma
familia de aplicagoes bilineares - : Bs X By — By e uma familia
de aplicagcoes conjugado lineares x : By — By-1, chamadas de mul-
tiplicacao e involugdo, respectivamente, satisfazendo, para quaisquer
bs € Bs,by € By, b, € By, e s,t,r € G:

(i) As operagies de multiplicagdo sdo associativas: (bsb:)b, = bs(biby);
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ii) * : By — By—1 € involutiva e isométrica;
i) (bybe)* = bb;

(

(

(iv) [[osbell < [[bsH11021;
(v) 107 bell = [1Be]l;

(

vi) Para todo by € By, existe a € B, tal que bib; = a*a.

Para cada t € G, o espago de Banach B; é denomidado a fibra da
entrada t ou fibra com entrada t do fibrado de Fell B.

Observagao 2.1.2. As condigdes (i)-(iv) nos dizem que B. é uma *-
dlgebra de Banach. Adicionando a condi¢dao (v) temos que B, é, de
fato, uma C*-dlgebra.

Antes da préxima observagao, para fixar notacgoes, com B; B, quere-
mos dizer o espago vetorial fechado gerado por {b;bs : by € By, bs € Bs}.

Observagao 2.1.3. Para cada g € G, By-1B, € um ideal em B..

Demonstragao: Suponha que a € B,-1 5, seja da forma a,-1a4, com
ag-1 € By-1 e ag € By. Seja b € B.. Entao,

ba = (bagfl)ag S BeBgleg - Bgleg

ab = agf1(agb) € B,-1ByB. C B,-1 B,.

Uma vez que elementos da forma a,-1a, geram B,-1B,, segue o
resultado.
|

Exemplo 2.1.4. Seja G um grupo discreto. Colocamos, para cada t €
G, By = C x {t}, com a estrutura de espago de Banach obtida através
da bije¢cao candnica entre C x {t} e C. Escrevemos Ao; para (\,t) e
assim By = Cd;. Seja B = {Bi}iec com as operagoes de multiplicagcao
e involugao dadas por

/\53a5t = )\adst, e (/\515)* = 5\5t71,

para s,t € G e \,a € C. Entao, B = {Bt}ice € um fibrado de Fell,
chamado fibrado trivial.
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Exemplo 2.1.5. Seja A = M3(C). Sejam B_1, By e By 0s subespagos
de A gerados, respectivamente, pelas matrizes da forma

0 0 O * 0 0 0 % =
x 0 0 , 0 x =« e 0 0 O
* 0 0 0 = = 0 0 O

Paran € Z\{-1,0,1} colocamos B,, = {0}. Entao, B = {By,}nez mu-
nido com as operacoes de multiplicacdo e involugao usuais de matrizes
€ um fibrado de Fell.

Demonstragao: Notemos que By é uma C*-algebra, B = B_; bem
como Bf = B_;. Além disso,

0 0 O
B_1B; =, 0 * = , BiB_1 =,
0 * =

O O ¥

0 0
00 |,
0 0

donde B_1B1 C By e BiB_1 C By. Observamos também que ByB; =
By = B1By, B_.1By = B_1 = ByB_1, B1B; = {0} = By e B_1B_; =
{0} = B_,.

Se

é uma matriz em B_q, entao

é um elemento positivo em By. Analogamente, a*a > 0 em By, para
toda matriz a € Bj.

Os outros axiomas da Defini¢ao [2.1.1] seguem diretamente do fato
que M, (C) é uma C*-algebra. Donde B = {B,},cz € um fibrado de
Fell.

Exemplo 2.1.6. Sejam A e B C*-dlgebras e X um A — B-bimddulo
de imprimitividade. Seja C a dlgebra de ligacao de X. Sejam B_1, By
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e By os subespagos de C definidos, respectivamente, por

Q 0 A 0 0 X
xo) \oB) “\oo)
Para cada n € Z \ {—1,0,1}, colocamos B,, = {0}. Entdo, com as

operagoes herdadas de C, B = {By,}nez € um fibrado de Fell.

Demonstragao: Vamos mostrar somente a condicdo (vi) da Defini¢ao

PANI!
Seja z € X. Entao,

(20)(07)

Il
7N\
o O
&

8 O
%
SN—

Similarmente,
0 =z 0 0 _ alz,z) 0
0 0 z 0 o 0 0

Logo, B = {By }nez é um fibrado de Fell.

|
7N
h S
8
o -
B
[N
o o
~
I/
h
8
o -
S
[N
o o
~

Exemplo 2.1.7. Seja D o disco unitdrio {z € C : |z| < 1} e St =
{z € C:|z| = 1} o circulo unitdirio. Sejam A = C(D) a C*-dlgebra
das fungoes continuas com valores complexos sobre D e G o grupo mul-

tiplicativo de dois elementos {—1,1}. Definimos 0s seguintes espagos
fechados By e B_1 de A:

By = {fe€A:f(—2) = f(z), para todo z € S'},
B, = {f€A:f(—2)=—f(2), para todo z € S'}.

Entdao, com as operagoes herdadas de A, B = {Bi}ice € um fibrado de
Fell.

Demonstragao: Como a operagdo de multiplicagdo em A = C(D)
é definida pontualmente, fica facil ver que B;Bs C By, para t,s €
{~1,1}. Também B = By e B*, = B_,.

Vamos verificar a condi¢do (vi) da Definicdo Seja f € B_;.
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Observamos que se g € A é dada por D — C, z — |f(2)|, para
z € S* temos

Donde g € By e f*f = g*g.
Portanto, B = {B;}tc¢ ¢ um fibrado de Fell.
|

Proposigao 2.1.8. Seja B = {Bi}icc um fibrado de Fell. Se (uy)xea
€ uma unidade aprozimada para B., entdo

hinbtuA = hg\nu)\bt = by,

para quaisquer t € G e by € By.

Demonstragao: De fato, uma vez que bjb; € B, vale que bjb, =
lim)y bfbyuy = limy upbfb;. Assim, segue do axioma (v) da Defini¢do
ELT que

[be = beunl = [[(be — brux)" (b — beun)||

= ||biby — bibrux — upbybs + upbibruy|| — 0.

Logo, limy byuy = b;. Para provar que b; = lim) u)b;, basta aplicar o
que ja foi feito para b} e usar que a operagdo de involugao é isométrica.
|

Observacgao 2.1.9. Podemos perceber na demonstra¢do da Proposi¢ao

T8 que

by =limb
t 1{11 tUX

bt = 11;\11 ’Ug\bt,

sendo (va)aen € (V3)ren unidades aprozimadas para os ideais By—1 By
e By B;-1, respectivamente.

Nosso objetivo agora é, partindo de um fibrado de Fell, construir
uma C*-algebra. Para isso, consideramos o espaco vetorial sobre C
dado por

C.(B) = {§ G — U B : £(t) € By, Yt € G e supp(§) é ﬁnito}

teG

42



com as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar definidas pontu-
almente. Ou seja, C.(B) é soma direta ®gecqBy.

Na proxima proposi¢do, vamos definir em C.(B) uma estrutura de
x-algebra.

Proposigao 2.1.10. Seja B = {B;}ieq um fibrado de Fell. Definimos
em C.(B) as operacgoes de multiplicagdo e involugdo da sequinte forma:
x 1 Co(B) x C.(B) — C.(B)

&mn) = &Exn,

em que (§xn)(s) =2, EON(t1s), para todo s € G, e
x: C.(B) — C.(B)
£ = &,

em que £*(t) = £(t™Y)*, para todo t € G. Entio, C.(B) é uma *-
dlgebra.

Demonstragao: A operacdo de multiplicagdo * € bilinear, pois a mul-
tiplicagao - : Bs x By — By € bilinear. Vamos verificar que * é
associativa.

De fato, sejam &, n e ¢ em C.(B). Seja s € G. Usando o axioma de
bilinearidade da multiplica¢do em B, temos

(Exm*O)s) = D _(Exm)(B)CEt"s)

ted

= Z(Zf ‘1t><(t‘1s>
teG \reG

DWW CIETNEE
teGreG

= > ) Ermrcs)
reGteG

= > &) (Zn(rltx(tls))
reG teG

= Y& <2n<r1t><<t1rr1s>> .
reG teG
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Fazendo a mudanca de variavel ¢’ = r~!¢t e substituindo vem que

((€xm)*Q)(s) = ZS(T)(Zn(t’)C(t’1T18)>

reG t'eG

= > trm=Q0rs)
reG

= (Exm=Q)(s)

Donde * é associativa.
Vejamos que (£ xn)* = n* « £*. Para s € G,

Exn)*(s) = ((Exn)(s™h)"
(Zpeomese)
teG

= Yot ew”

teG

= ) (st

teG

= D (e ((st)s).

teG

Fazendo a mudanca de variavel ¢’ = st, obtemos

(Exm)(s) = D (et "s)

t'eG

= (" =&)(s),

concluindo que (£ % n)* = n* * £*.
Mais ainda, observando que a operacao de involucao de B é involu-
tiva, temos para todo t € G

(€7 (1) = (€ (1) = (1)) = &(1).

Portanto, estas operagoes de multiplicagdo e involucao fazem de
C.(B) uma x-algebra.
[

Observagao 2.1.11. A fungio |-y : Co(B) = RY, &= >, o [I€(1)]]
faz de C.(B) uma x-dlgebra normada.

Lembremos que se P é uma sentenga logica, representamos por [P]

44



o valor 1 se a sentenga P for verdadeira, e 0 se a sentenga P for falsa.
Por exemplo, o simbolo [s = t] tem valor 1 se s = t. Caso contrario,
[s=t]=0.

Proposigao 2.1.12. Para cada t € G, consideremos a transformag¢ao
linear j; : By — C.(B) dada por

Jt(be) |s= [s = t]bt,

para todo s € G. Entiao C.(B) = ®iecji(Be) e, para quaisquer s,t € G
e by € By, bs € By, vale que:

(@) 117l = lloe]l;
(11) ]S(be) * ]t(bt) = jst(bsbt);
(iii) je(be)* = Je-1(bf).

Demonstragao: Seja £ € C.(B). Para cada t € G, seja by = £(1).
Entao, se s € G, temos que

(Z jt(bt)> () = 3 Gulbe) o= by = £(5).
teG teG
Além disso, se ), ji(br) =0 e s € G, segue que
b = (Z%(b») () =0,
teG

donde j;(b:) = 0, para cada t. Logo, C.(B) = @reqji(Bt).
Para o item (i), observamos que

3¢ (be)[l1 = Z [17¢(be) (s)[| = (|76 (be) ()] = |be]l-

seG

Ja o item (ii) segue do seguinte célculo:
(s (bs) * je(be)) () = bsje(be) (s7'7) = [ = st]bsbe = jue(bsbe)(r),
e portanto (js(bs) * j:(bt) = Jst(bsbt). De mesma forma,
Ge(be) " (8) = Je(be)(s7)" = [s =t~ 1]t}

e segue que ji(bs)* = ji—1(b}).
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Proposigao 2.1.13. Sejam 7 : C.(B) — A uma *-representa¢do de
C.(B) em uma C*-dlgebra A e £ € C.(B). Entao ||7(&)| < |€]l1-

Demonstragao: Se 7 é uma x-representacio de C.(B), as afirmagoes
(ii) e (ili) da Proposicao [2.1.12] implicam que m o j. : B, — A é um
s-homomorfismo de C*-4lgebras. Assim,

|7 (je(be))|l < [|bel], para todo b. € Be.

Por outro lado, dado b; € By, bfb; é um elemento de B.. Desta
forma,

17 (e B)I* = [l (e (b)) 7 (G (b))l = 7 (e (B b)) < [1b7bell = 12

Ou seja, [|m(je (b))l < [|b¢]-
Agora, para um elemento arbitrario £ em C.(B), novamente usando

a Proposicao escrevemos & = ), ji(&:), em que § = £(t).
Dai,
7@ < D IwGeENl < D gl = 1€l

teG teG
Portanto, ||7(&)|| < ||€]l1, para todo & € C.(B).
|
Como uma consequéncia da proposi¢ao anterior, segue que C.(B) é
uma *-algebra admissivel.

Definigao 2.1.14. A C*-algebra seccional cheia de um fibrado de Fell
B, denotada por C*(B), é a C*-dlgebra envolvente da x-dlgebra C.(B).

Exemplo 2.1.15. Seja G = Z e seja B o fibrado trivial. Ou seja,
B, = C x {n} = Cd,,. Entdo, C*(B) = C(S*).

Demonstragao: Primeiramente, observamos que C*(B) é abeliana,
pois Z é um grupo abeliano, bem como a C*-algebra dos ntmeros
complexos. Além disso, o elemento J; é unitario e gera C*(B), pois
(61)™ = b, para cada n € Z.

Desta forma, sabemos que C*(B) = C(0(d1)), em que o(d1) denota
o espectro do elemento 9;. Uma vez que d; é unitario, temos que
o(d1) C St e, portanto, precisamos mostrar que S' C o (7).

De fato, seja A € S'. Consideremos a aplicacio

Ty @ PnezCédp, — C
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Zaiéi — ZOQ)\Z
i i
Entao, para o, § € C e n,m € Z, temos

26, 88m) = Ta(aBOnim) = aBA"TT
= a\"BN" = 1\ (adp)TA(BIm)

(ady)* = (@A) =aX™" = ((adyp)”).

Logo, 7» é uma *-representacio de C.(B) = ®,czCd, e, segue da
propriedade universal de C*(B), que existe um tnico *-homomorfismo
7x : C*(B) — C tal que o diagrama

Ce(B) ——= C*(B)

\ im

TN
C
comuta.

Donde, 7, é um carater sobre C*(B), ou seja, um homomorfismo
nao nulo de C*(B) em C. Portanto,

A= T)\((Sl) = 7:3\((51) S 0‘((51)

e concluimos que C*(B) = C(S1).
]

Observagao 2.1.16. Se G é um grupo discreto e B = {Cd}ieq € 0
fibrado trivial, C*(B) é chamada C*-algebra do grupo G e é denotada
por C*(G).

2.2 A representacao regular

Nesta secdo, estamos interessados em construir uma representagao
fiel de C.(B), que serd chamada representacdo regular. A partir dela,
serd definida uma outra C*-algebra relacionada a um fibrado de Fell.
Uma importante consequéncia da representacao regular é que podemos
considerar C.(B) como uma *-subélgebra de C*(B) e, além disso, C*(B)
é uma C*-algebra graduada, cuja defini¢ao veremos no Capitulo

Comecamos os preparativos para construir a representacao regular
definindo uma estrutura de B.-m6dulo com produto interno no espaco
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vetorial C.(B).

Proposigao 2.2.1. O espago vetorial C.(B) é um B.-mddulo com pro-
duto interno com a agao de mddulo dada por

C.(B)x B. — C.(B)
(§,a) — &a,

em que (a)(t) = &(t)a, para todo t € G, e produto interno
(,)B, + Ce(B) x Ce(B) — Be
€~ S ),

teG

para £, € Cc(B).

Demonstragao: As propriedades de produto interno e de acdo de mo-
dulo seguem diretamente dos axiomas de fibrado de Fell e da estrutura
de x-algebra de C.(B).
[
Denotaremos o completamento do B.-mddulo com produto interno
C.(B) por l2(B).
Nosso objetivo agora é construir uma *-representacao de C.(B) na
C*-algebra dos operadores adjuntéveis sobre lo(B). Para isso, precisa-
mos do seguinte lema:

Lema 2.2.2. Seja by € B, e a um elemento positivo de B.. Entao
biabs < ||a||bibs.

Demonstragao: De fato, sabemos que a < |la|| na unitizacdo Be.
Sendo assim, se (u))xea uma unidade aproximada para B, e A € A,
segue que

0 < unbi(|lal] — a)bsuy = |lal|urbibsuy — urbiabsuy.
Uma vez que B} ¢é fechado, concluimos que b*abs < ||al|bZbs.

A partir de agora, para facilitar a notagdo, vamos denotar sim-
plesmente por b; a imagem de um elemento b; € B; em C.(B) pela
transformacao linear j; : By — C.(B) definida na Proposigao
Assim, C.(B) = ®¢eqB;. Ficara claro pelo contexto quando estaremos
nos referindo a b; como um elemento de C,(B) ou como um elemento
do espaco de Banach B;.
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Para cada t € G e para cada b; € By, definimos
Ty, : Co(B) — Co(B)
f = bt * €
Notemos que (b; * £)(s) = bs&(t™'s), para todo s € G. E facil ver que
T}, € linear, pois a multiplicacdo * em C.(B) é bilinear. Mais ainda,
segue do Lema [2.2.2 que | T, (€)|| < ||b:]|||€]| 5., donde Tp, se estende a
um operador linear Ty, : l2(B) — I3(B) tal que ||Tp, || < [|b4]]-

A seguinte proposi¢ao nos diz que T}, é um operador adjuntavel em
l2 (B)

Proposigao 2.2.3. Ty, € adjuntdvel e Tp," = Tyy .

Demonstragao: Primeiramente, consideramos &, n € C.(B). Entéo,

(T &myp. =Dt ) bin(s) = Y &t s) byt s).

seG seG

Fazendo a mudanca de varidvel s’ = t~!s e substituindo na igualdade
acima, vem que

(T, &mp, = Y &) bin(ts') = Y &(s)Th: (n)(s) = (& Ty ) .

s'eG s'eG
Agora, se £, 1) € [2(B), da continuidade de T3, e Ty segue que
<be, (5)7 7’>Be = hnIzn<be’ (Sm)a 77m>BE = thl<§ma Tb;‘ (nm»Be
= (& Tyr(n))B.,

em que (§m)menN € (Mm)men sd0 sequéncias em C.(B) convergindo a &
e 1, respectivamente.
LOgO, Tbt* = sz«.

|
Proposigao 2.2.4. Sejam a;,b; € By, by € Bs e A € C. Entao:
(1) Taprb, = Ta, + ATy, ;
(ii) Ty, To, = i, -

Demonstragao: (i) Para £ € C.(B), vale que

Taprb, (&) = (ap + Aby) x§ = ay % E+ Aoy x § =T, () + NI, (£).
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Para o caso £ € [5(B), basta argumentar por continuidade.

(ii) Novamente, sendo ¢ € C.(B), temos que
Ty, (Tv. (€)) = by * (bs % &) = (be * bs) % & = (bibs) # & = Ty, (£)-

O caso geral em que ¢ € l5(B) segue por continuidade.

Corolario 2.2.5. A aplicagio
T :Ce(B) — L(I12(B))
5 = ZTf(t)7

teG

€ um x-homomorfismo injetivo.

Demonstragao: As proposigoes e nos dizem que T é um
x-homomorfismo. Assim, resta somente verificarmos que 7' é injetor.

Seja £ € C.(B) tal que T'(§) = 0. Seja (ux)rea uma unidade apro-
ximada para B.. Entdo, para A € A e s € G,

0 =T(&)(Ge(ur)) |s= Y _ E(E)je(ur)(t"s).

teG

Escolhendo s = t, obtemos que £(t)uy = 0. Como A € A é arbitra-
rio, segue da Proposicao m que &(t) = 0.
Portanto, £ =0 e T é um *-homomorfismo injetivo.
|
O x-homomorfismo T" da proposicao acima é chamado representacao
regular & esquerda de C.(B).

Definigao 2.2.6. A C*-algebra seccional reduzida do fibrado de Fell
B, denotada por C¥(B), é o fecho de T(C.(B)) em L(l2(B)).

Corolario 2.2.7. A C*-dlgebra seccional cheia de um fibrado de Fell
B € o completamento de C.(B) na norma

-l = Ce(B) — RY
¢ — sup{||n(&)] : m é x-representagio de C.(B)}.

Demonstragao: Sabemos do Teorema que C*(B) é o completa-
mento de C.(B)/N na norma

[1€ + N||| = sup{||7(&)]| : = é *-representacdo de C.(B)},
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em que N = {n € C.(B) : sup, ||7(n)|| = 0}.

Neste caso, o Corolarioimplica que N = {0}, ou seja, a proje-
¢do candnica ¢ : C.(B) — C.(B)/N éinjetiva e a C*-algebra envolvente
de C.(B) é simplesmente o completamento de C.(B) na norma

€]l = sup{||7(&)|| : ™ & *-representacao de C.(B)}.

Observacgao 2.2.8. Pela propriedade universal da C*-dlgebra envol-
vente, existe um unico x-homomorfismo T : C*(B) — Cx(B) tal que o
diagrama

comuta, em que ¢ € a inclusao de C.(B) em C*(B).

Definigao 2.2.9. O fibrado de Fell B é dito ser amenable se T ¢
injetivo.

O leitor interessado em mais detalhes sobre fibrados de Fell amena-
ble pode encontréa-los em [10].
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Capitulo 3

Produtos Cruzados

Neste capitulo definimos o conceito de agdo parcial de um grupo
discreto em C*-édlgebras, que é uma generalizacao de agao global. De-
pois, mostramos que existe um fibrado de Fell associado a uma acdo
parcial, através do qual definimos os produtos cruzados parciais cheio e
reduzido, aplicando o que desenvolvemos no Capitulo 2] As principais
referéncias que usamos sdo [11], [12] e [19].

Na ultima secao, apresentamos brevemente a teoria de produtos
cruzados no caso de agoes globais de grupos localmente compactos. No
caso em que a agao é de um grupo discreto abeliano, mostramos que
é possivel obter uma acao do seu grupo dual no produto cruzado re-
sultante, muito embora isto seja possivel no caso mais geral de grupos
localmente compactos abelianos. A teoria de grupos localmente com-
pactos é encontrada em [24]. J& uma otima referéncia para produtos
cruzados é [27]. Em [25], é provada a existéncia da agdo dual no caso
mais geral, além de trazer importantes resultados relativos ao produto
cruzado obtido.

3.1 Acoes parciais de grupos

Defini¢ao 3.1.1. Uma acdo parcial de um grupo discreto G em uma
C*-dlgebra A € um par

a = ({Dg}gea,{ag}qecc),

em que para cada g € G, D, € um ideal fechado em A e ay € um
x-isomorfismo de Dy em Dy, satisfazendo para quaisquer g,h € G
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(i) De = A,
(ii) ag(Dy-1 N Dy) € Dyp,

(iii) ag(an(a)) = agn(a), para todo a € Dy N Dp-14-1.

Dizemos que (A, G, «) é um C*-sistema dindmico parcial ou, sim-
plesmente, um sistema dindmico parcial. No caso em que D, = A, para
todo g, « é dita ser uma ag¢do global, ou simplesmente uma a¢do, de G
em A e (A4,G,a) é chamado sistema dindmico.

Observagao 3.1.2. (ii) consiste das condi¢des necessdrias para que
ag(an(a)) em (iii) esteja bem definido.

Demonstragao: De fato, se a € Dj-1 N Dp-1,-1, (ii) nos diz que
ah(a) S Dh(h—lg—l) = Dg—l. |

Observacao 3.1.3. a. € o automorfismo identidade.

Demonstragao: Dado a € A, segue de (iii) que a.(a.(a)) = ae(a).
Uma vez que «, é injetiva, obtemos que ae(a) = a. Donde, a. é o
automorfismo identidade.

Observacgao 3.1.4. Se 0 é uma ag¢do global de um grupo discreto G
em uma C*-algebra A e I é um ideal de A, colocando Dy = 6,(1)N1I e
ag =0y |p,_,, para cada g € G, temos que o = ({Dg}geq, {ag}gec) €
uma a¢ao parcial de G em I.

Demonstragao: Cada D, é um ideal em I, pois é uma interse¢ao de
ideais. Para ver que oy ¢ um isomorfismo de D,-1 e Dy, consideremos
um elemento z em Dg-1, ou seja, x € 0,-1(1)NI. Desta forma, ay(z) =
4(x) € I pois y € 0y-1(I) e também ay(x) € 04(I), uma vez que x € I.
Logo, ay4(z) € 0,(I) NI = D,.

Dado y € Dy, basta colocarmos # = agz-1(y) € Dy-1, e assim
ag(xz) = y, donde cada oy é um isomorfismo. Os outros axiomas da
defini¢ao de agao parcial seguem diretamente do fato de 6 ser uma agao
de G em A.

|

Proposigao 3.1.5. A condigao (ii) na Defini¢ao é equivalente a:

()" ag(Dy-1 N Dy) = Dy N Dy, para quaisquer g,h € G.
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Demonstracao: E facil ver que (ii)’ implica (ii). Suponha que valha
(i) e seja b € Dy N Dgyyp,. Por (ii), temos que ay-1(b) € Dy—1 N Dy,
Logo, colocando y = a,-1(b), temos que y € Dy,—1 N Dy e ay(y) =
ag(ag-1(b)) =0.

[

Exemplo 3.1.6. Seja A uma C*-algebra e sejam I e J ideais de A.
Seja o« : I — J um *-isomorfismo.

Defina Dy = A, Dy = J e D_y = 1. Para cada n > 1, seja D,
definido indutivamente como

Dy,={z€Dyhq:a " V)eJ}
e paran < —1
D, ={z €Dy :a " V(z) eI}

Seja o, = a”, em que o’ é definido como sendo o automorfismo
identidade de A. Entio o = ({Dp}nez, {an}nez) € uma agdo parcial
e (A, Z,a) é um sistema dindmico parcial.

Demonstragao: Observamos que cada D,, é, de fato, o dominio de
a"ea, : D_, - D, éum isomorfismo. De fato, suponha n > 0 e
seja © € D_,. Entao a,(z) = o"(x) € J e temos, paran > k > 1 que

oz_k"'l(a"(x)) _ an—k-&-l(x) cJ

pois 1 <n — k41 < n, ou seja, as poténcias de o sdo positivas. Além
disso, se y € Dy, tomando x = o~ "(y) € D_,, segue que " (x) =y. O
caso n < 0 é anélogo.

Vamos agora provar por indug¢ao em n > 0 que cada D,, é um ideal
em A.

Para isso, vamos provar que D,, é um ideal em D, _;, para n > 0
e D, é um ideal em D, 1, para n < 0. Como [ e J sdo ideais em A,
teremos que D,, é ideal de A, para todo n.

Paran = 0 e n = 1 ndo ha nada a fazer, pois D; = J. Suponha
n>1eque D, 1 é&um ideal em D, _5. Vamos mostrar que D,, ¢ um
ideal em D,,_;.

Sejam b € D, ey € D,,_1. Uma vez que D,, é fechado por involucao,
basta provarmos que é um ideal a esquerda, ou seja, yb € D,,. Como
D,,_, é um ideal em J, segue que yb € D,,_;. Temos que

a” "V (yh) = a Mo~ "D (yh)] = o Ham A (y)am T (b),
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pois y,b € D,,_3, que é o dominio de a~("=2), Por hip6tese, temos que
a2 (y), a=("=2)(y) € J, donde

&I (yh) = a a2 (o oA (B)] €

pois a~ (Y (b) = a a2 (b)] € J.

Logo, yb € D,, e assim D,, é ideal em D,, 1, ou seja, D,, é ideal em
A. Para n < 0 a prova é anéloga.

Sejam m,n € Z. Precisamos provar que o, (D_, N Dy) € Dyyin,
a condigdo (ii) da defini¢do de agdo parcial.

O caso m = 0 é direto e o caso n = 0 ja argumentamos. Se m,n > 0
exeD_,,ND,, temos que

a * (o™ (z) =™ (2) e J

paracadal <k <m<m-+n,poism—k+1>0. Se k =m-+r, com
1 <r <n entao

o H (" (@) = @ (" (@) = a7 L (w) €,

uma vez que = € D,,.

Suponha agora m > 0en < 0 e seja x € D_,, N D,,. Suponha
m > m+n > 0. O resultado segue do fato que o™(z) € D,, C
Dippan. Agora, paran < m+n < 0,sejan < m+n < k < —1.
Observamos que o™ (x) € I, pois neste caso —m — 1 > n e assim
(a@™(x)) = o~ ((=m=D+D) () € I. Mais ainda,

a—k—l(am(m» _ a—k—1+m(m) el,

pois a"(z) € I paratodo 0 <r < —n — 1.
Os casos em que m < 0en >0,em < 0en < 0 sdo analogos.
O fato que ayym(x) = an(am(z)), para « € D_,, N D_,,_,, segue
diretamente da definicdo de «,, como composi¢ao de isomorfismos.
Logo, a = ({Dn}nez, {@n }nez) é uma acdo parcial.

3.2 Produtos cruzados parciais

Nosso objetivo nesta secao é construir um fibrado de Fell a partir de
um agao parcial & de um grupo discreto G em uma C*-algebra A. Isto
é feito em [11] no caso mais geral, e mais complicado, de ag¢des parciais
torcidas. No caso de acOes parciais nao torcidas, definindo a colecao de
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espacos de Banach e as operacgoes de multiplicacdo e involucao, é um
tanto mais simples provar a associatividade do produto.

Comegamos por definir a cole¢ao de espacos de Banach indexados
em G.

Seja o = ({Dg}gea, {ag}gec) uma acdo parcial de G em uma C*-
algebra A. Seja

B={(a,9) € AxG:ae Dy},

e para cada t € G, seja B; o subconjunto de B formado por todos
os pares (a,g) com g = t. Usaremos a notac¢do ad; para (a,t), donde
Bt = Dt(st.

Dotamos B; com a estrutura de um espaco de Banach obtida através
da bijecdo canonica entre B; e Dy.

Considere a familia B = {By}4cq de espagos de Banach. Definimos
em B as operacoes de multiplica¢do e involugao por

(as0s) * (be0y) = avs(ag-1(as)by)dst

(asds)* = ag—1(a’)ds-1,

para as em D e by em Dy.
Proposigao 3.2.1. Com as operacoes acima, B é um fibrado de Fell.

Demonstragao:

A bilinearidade da operagdo de multiplicagdo * : By — By segue do
fato que cada a4 é um isomorfismo e, portanto, linear. Vamos mostrar
que a operagdo * estd bem definida, ou seja, (asds) * (bt0r) € Dgidst,
s,t € G. De fato,

(as0s) * (btdr) = as(ag—1(as)by)dst,

e observando que a,-1(as)by € Dy—1 N Dy, concluimos do item (ii) da
Defini¢ao que as(ag-1(as)b:) € Dy, donde a operagao de multi-
plicacdo * esta bem definida.

Vamos mostrar que * é associativa. Seja ¢y € Dgy. Temos

(asds * byoy) * (cgbg) =  s(as—1(as)bs)dst * cgdg

Oést(arlsfl (Oés(asfl (as)bt))cg)éstg'
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Por outro lado,

(as6s) * (bidy % cg0g) = as0s * ag(az—1(be)cg)dtg

= a(as-1(as)a(og-1(b)cg))dstg-

Ou seja, precisamos provar que g (ay—14-1(os(as-1(as)by)cy) =
s (g1 (as)ag(ap-1(be)cg)).

Uma vez que oz—1(as)ai(oy-1(bs)cg) € Dg—1 N Dy, pelo item (ii) da
definicao de acao parcial concluimos que

as(ag-1(as)as(ag-1(be)ey)) € Ds N Dy
Logo,

as(ag-1(as)ar(ag-1(br)eg)) = asi(ag-15-1(as(as—1(as)ar(og-1(be)ey)),

e pela injetividade de a4 é suficiente mostrarmos a seguinte igualdade:

a1 (s(as-1(as)b))eg = ap-rg-1fas(as-1 (as)au (o1 (br)eg))]- (1)

Para isso, seja (ux)rea uma unidade aproximada para D;-1,-1 N
D;-1 e seja (w,)uer uma unidade aproximada para D;-:. Usando o
fato que ay-14-105 = az—1 em D1 N Dy, o lado esquerdo de se
torna

az-1(ag-1(as)b)c, = li;\natfl(asfl(as)bt)uxcg
= li§\nat4(asfl(as)bt)oth(ozt(u)\cg)
= li§\nat4[asq(as)btat(u)\cg)]
= liinlimoth[asfl(as)btozt(uxcgwu)]
o
= liinlimatq[as_l(as)btat(u)\)at(cgwu)].
“w
Como (uy)rea € uma unidade aproximada para Dy—1,-1ND;-1 e ay
é um isomorfismo de Dy—1,-1 N D;—1 em Dy N D, -1 (Proposi¢ao|3.1.5)),
segue que {a¢(uy)}rca € uma unidade aproximada para Dy N Dy-1.

Assim, se supusermos por um instante que podemos trocar a ordem do
limite, a expressao acima se torna
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lilan ay-1fag-1(as)bia(cqw,)] = li;ILn ag—1[og—1(as)a(oy-1(b)cqw,,)]

= ap-1[ag-1(as)a(a-1(b)cg)l,

e novamente usando que a;-1 = qg-1,-105 em D1 N Dy, a expressao
obtida acima é idéntica ao lado direito de .

Assim, resta provarmos que podemos trocar a ordem do limite. Mas,
considerando que

ap—1[ag-1(as)og(a-1(b)cg)] = liirl li)I\l'l a1 [ag—1(ag)broy(ux) o (cqw,,)]

a1 (as-1(as)by)cy = liinli}tnatq [as—1(as)brag(un)a(cqwy)],
temos

l[evg—1[ovs—1(as)ar (-1 (be)eg)] — -1 (as—1(as)b)egl| < (D),
em que
(&) = flag-r[ag-1(as)ar(oy-1(be)cg)] — -1 [as-1(as)brar(cqw,)]]|

_|_

g1 [as -1 (as)brov (cqwp)] — o1 [ovg-1 (as)bra (ux) e (cgwy)] |

] _
g forg (as)bron (un)a(egw,)] — a1 (g1 (as)br)eg .

Observando que [|oy(cqw,)|| < |lcgll, para todo p € L, vem que

(8) v [org=1 (as) e (=1 (be)eg)] = ar-rfas=—1(as)bres(cqwy)]|
llove-r [arg—1(as)be] = cvp-r[ag-r (as)brove (un)]]ll| eyl

leve-s forg (as)becrs (un e (cqw,) — -1 (g1 (as)be e |-

+ + IA

Aplicando o limite sobre p e em seguida sobre A em ambos os lados
da desigualdade obtida, concluimos que

a1 [ag-1(as)a(oy-1(b)cg)] = ay-1 (-1 (as)be)cy,

ou seja, podemos trocar a ordem do limite. Portanto, fica provada a
associatividade da multiplicacao em B.
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Mais ainda, temos

(ag0q)™ * (agdy) = Oégfl(a;)(sg—l * agly = ozgfl(aZag)(Se,

que é um elemento positivo em B, = Ad,.
Agora, mais uma vez observando que a;-1,-1a5 = ;-1 em Dg—1 N
D;, temos

((1555 * bt(st)* = (aS(as_l(aS)bt)ést)*

Qy—15-1 [Ozs(b:asq (a:))]5t71571

= oy-1[bjag-1(a))]ds-15-1
(1 (B)61) + (g1 (a2)0, 1)
(b161)" * (asds)™.

Como cada oy ¢ um isomorfismo de C*-algebras, temos que a ope-
racao de involugao em B é isométrica. Logo, B é um fibrado de Fell.
|

Definigao 3.2.2. O produto cruzado parcial de A e G por «, denotado
por A X, G, € a C*-dlgebra seccional cheia do fibrado de Fell B =

{Bg}geG-

Definigao 3.2.3. O produto cruzado parcial reduzido de A e G por
o, denotado por A 1, G, é a C*-dlgebra seccional reduzida do fibrado
de Fell B = {Bgy}qecc-

Observagao 3.2.4. No caso em que o € uma ac¢do global de G em A,
A x4 G € chamado produto cruzado de A e G por . Similarmente,
A X, G € dito ser o produto cruzado reduzido de A e G por a.

Exemplo 3.2.5. Seja A = C*, [ = {(z1,22,...,Tp_1,2,) € C" :
zn, =0} e J={(z1,29,...,2p-1,2,) EC": 21 =0}. Sejacx : I — J,
(1,...,2p-1,0) = (0,21,...,2p_1). E seja a = ({Dn}necz, {ntnez)
a agdo parcial definida como no Ezemplo [3.1.6, Entio, C" x, Z =
M, (C).

Demonstragao: Observamos que

D, = J
D2 = {(0,15271'3,...,‘%71)6JZ$2:0}7
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anl = {(07x2’$3a""xn)6J:x2:$3:"'l’n,120}7
D77L = {O}, para todo m >n

e similarmente

D, = 1,
D_o = {(z1,z2,...,2y-1,0) €I : 2,1 =0},
D,n+1 = {(ifl,l'g,...,xn,l,())GIZ.’E2:$3:"‘$W‘,1:O},
D,, = {0}, para todom < —n.
j i, +— €405—7, i = sUjoo oy IR 5 S
Seja e; ei0i—j, em que e (0,0 1 0), para 1
entrada ¢

1<n,1 <3< n
Notemos que, para i —j <0, e;; € B;—; = D;_;0;_;, pois

—itj—1(, ) _
e (e;) =(0,0,..., 1 ,o.,0)€er

entrada j—1

eparat—j >0,

a~ "It (e;) = (0,0,..., 1 oo 0) €
N
entrada j+1
Sejam 1 < k.l < n. Entao,
€ijerl = €ibi_jxerdi_r = i j(aj_i(e)er)dii—j)+h—1)

= [j=kKleibimi =[j = kleidi—; = ey,

donde {e; ; : 1 <4,j <n} é um sistema de unidades matriciais. Como
geram C X, Z, segue que C x, Z = M, (C).
|

Exemplo 3.2.6. Seja A = M, ,(C) @ M,,(C)® --- ® M, (C) uma
C*-dlgebra de dimensao finita. Seja N = ny+ns+---+ng e para cada
1 <1<k, seja oy o isomorfismo entre os ideais I} e J, de C™ como no
exemplo acima. Colocamos CN =C" @---@C™, I =1L - &I,
eJ =D - ®J;. Sejaa : I — J o isomorfismo dado por
a1 @ - Doy e o a acio parcial de Z em CVN definida no Exemplo

[3.1.6. Entio A=CN x, Z.
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Demonstragao: Observamos que, neste caso, se Dﬁ denota o ideal em
C™ correspondente & acao parcial «; do Exemplo [3.2.5] temos que

Dy, = L1 ®Ld--DJg,
D, = Dy&D;&-- @Dk,
Dny = Dy @D, &---®Df
D,, = {0}, paratodom > n,
em que n = max{niy,na,..., Nk}
Similarmente,
D, = Lolhd &I,
D, = D,®D*,®---®D",,
D*n+1 = D£n1+1 ® D%n2+1 DD Dﬁnkjtlu
D,, = {0}, para todom < —n.
Fixamos [ € {1,2,...,k} e, defininindo ng := 0, seja
ei'7j = en171+i5i—ja
em que e,,_,+; = (0,0,..., 1 ,...,0) e para 1 < i < ny,

~—~—

entrada n;_1+1¢

1<j<n.

Assim, os mesmos argumentos usados no Exemplo [3:2.5] garantem
que eéj estd bem definido, ou seja, e,, ,+i € Di—;.

P [ A l :
J& vimos no Exemplo que e ;e = [j = hlel,, donde é
suficiente mostrarmos que e; ;e = 0, para | # m. Com efeito,

€.iChk = €nj_1+i0i—j * €n, +hOn—k

i j(G—i(€ny_y+i)€np_y+0)0(i—j)+(h—k)
0.

Portanto, uma vez que {eéﬂj 01 <45 <n,1<1<k}éuma base
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para CV %, Z, a aplicacio

el H(0,0,..., €i.5 ,...,0)
~~

entrada [

é um isomorfismo entre CV %, Z e A.
[ |

3.3 Acoes de grupos localmente compactos

A fim de fornecer exemplos e, consequentemente, uma melhor com-
preensao da defini¢do do produto Smash, que serd apresentada no Capi-
tulo[p] defininimos nesta se¢ao o que é uma acao continua de um grupo
localmente compacto G em uma C*-algebra A. Além disso, apresen-
tamos brevemente o produto cruzado de A por uma acao continua de
G e, para o caso discreto, mostramos que se G € abeliano, o produto
cruzado A X, G admite uma agdo continua do grupo dual G.

Primeiramente, lembremos que um grupo topolégico localmente
compacto G admite uma medida de Borel p regular e invariante a
esquerda, ou seja, se F é um subconjunto de Borel de G e s € G, en-
tao u(sE) = p(E). Tal medida é tnica a menos de multiplicagdo por
escalar e é chamada medida de Haar. Uma prova de sua existéncia e
unicidade pode ser encontrada em [16]. Quando G é compacto, p é
finita, e neste caso usamos a medida normalizada u(G) = 1. Se G é
discreto, u é a medida de contagem.

Em geral, uma medida de Haar pode nao ser invariante por transla-
¢ao a direita. No entanto, existe um homomorfismo continuo A : G —
R, conhecido como fun¢io modular, tal que pu(Es) = A(s)u(E). Se
G é compacto ou abeliano, A é o homomorfismo trivial.

Usaremos também nesta secao o conceito de integragao sobre grupos
localmente compactos com valores em uma, C*-algebra. Mais detalhes
e propriedades deste conceito de integracao bem como a teoria geral de
produtos cruzados por grupos localmente compactos sao encontrados
em [27].

Seja A uma C*-algebra. Vamos denotar por Aut(A) o grupo de
todos os x-automorfismos de A.

Definigao 3.3.1. Seja G um grupo localmente compacto. Uma agdo
continua de G em A € um homomorfismo o : G — Aut(A4) que €
continuo na topologia forte, ou seja, para cada a € A, a aplica¢do
g — agla) é continua.
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Sejam o : G — Aut(A4) uma ac¢do continua e C.(G, A) o espago
vetorial de todas as fun¢oes continuas com suporte compacto de G em
A. Para f,g € C.(G,A) e s € G, definimos

- / F(rar(g(r=))du(r).
G

O Corolario 1.104 de |27] garante que s — (f*g)(s) define um elemento
de C.(G, A), chamado convolugio de f e g.
Definimos em C.(G, A) uma operacdo de involug¢do por

Fr(s) = A(s) s (f(s7)").

Com estas operagoes, C.(G, A) é uma *-algebra.
A x-algebra C.(G, a) possui uma norma, a saber

1 = /G £ du(t)

e que se relaciona com as operacoes de multiplicacdo e involucao de
C.(G,a) da seguinte forma:

Proposigao 3.3.2. Sejamn f,g € C.(G, A). Entao,

1F M= 11

1+ gl < If11xllgll-

Demonstragao: Temos que

1751 = /G 1£(5) () /G A s (5™ du(s)
/G A F(s™Y) duls)

/ 1F)lldus) = £
G

Acima, usamos o Lema 1.67 de [27], que nos diz que

/A‘l F(s™h)dp(s) /f )dp(s

sempre que f € C.(Q).

63



Além disso,

Ifeglh = /G || /G F () (g(r8))du(r) [dpu(s)
/ / £ ) (g 9)) [dpa(r)da(s)
GJaG
/ / £ ()l (o 8)) 1dpa(r)dcs)
GJaG

Lol ( /| ||ar<g<r-1s>>|du<s>) du(r)
11l

IN

IN

[ |
Como um resultado da proposi¢do acima, temos que C,.(G, A) é uma
x-algebra normada.

Defini¢ao 3.3.3. Seja m wma x-representag¢io de C.(G,A). Dize-
mos que w € Li-norma decrescente se ||w(f)|| < ||f|l1, para todo f €

C.(G, A).

Vamos denotar por Rep(C.(G, A)) o conjunto de todas as s-represen-
tagdes Li-norma decrescentes de C.(G, A).

A proxima proposicao consiste na definicdo de uma C*-norma em
C.(G, A). Embora ndo demonstraremos aqui, ela é uma consequéncia
da Proposicao 2.23 e do Lema 2.26 de [27].

Proposigao 3.3.4. Seja (A,G,a) um sistema dindmico e para cada
f € C.(G,A), colocamos

[£11:= sup{[[x (/)| : = € Rep(Ce(G, A))}-
Entao, || - || € uma C*-norma em C.(G,A).

Definicao 3.3.5. Seja (A, G,a) wm sistema dindmico. Definimos o
produto cruzado de A e G por «, denotado por A x, G, como sendo o
completamento de C.(G, A) na norma definida na Proposi¢ao m

O produto cruzado também pode ser definido como o completa-
mento da *-algebra de Banach L!(G, A) com as mesmas operagoes de
convolugdo e involugdo e a mesma defini¢do de norma. Claro, neste
caso o supremo é tomado sob todas as representacoes, que ja sao auto-
maticamente L'-norma decrescentes. O Apéndice B de |27] apresenta
um pouco da teoria definida desta forma.
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Um produto cruzado reduzido de uma C*-algebra A e um grupo
localmente compacto G por uma acao continua « é definido na Secao
7 de [27] como sendo o completamento de C.(G, A) em uma norma
dada por uma *-representacao especial. No entanto, vale ressaltar que
a definicao de produto cruzado reduzido por grupos discretos que apre-
sentamos em coincide com a de [27], e isso segue da Proposic¢ao
3.8 de [10].

Dada uma acao de um grupo discreto abeliano G, é possivel obter
uma acgao continua do um certo grupo compacto abeliano no produto
cruzado A x, G. Nosso objetivo agora é construir esta agao.

Definigao 3.3.6. Seja G é um grupo localmente compacto abeliano.
Um carater sobre G é um homomorfismo x : G — S'.

O conjunto G de todos os cardteres continuos de G é um grupo
localmente compacto com a operagdo de multiplicacdo definida pontu-
almente e topologia para a qual os conjuntos

P(F,e)={x € G :|x(z) — 1| < e, para todo z € F},
para FF C G compacto e € > 0, formam uma base na identidade 1
(1(z) =1, para todo = € G).
O grupo G ¢ chamado grupo dual de G. O Teorema 1.2.5 de [24]

afirma que se G ¢ discreto, entao Gé compacto. Por outro lado, se G
é compacto, entdo G é discreto.

Proposigao 3.3.7. Seja G um grupo discreto abeliano e (A, G, «) um

sistema dindmico. Para cada v € é, definimos uma aplica¢io & :
C.(G,A) = A x4 G por

0y <Z %59) = 7(g)agdy.
g
Entdo o, se estende a um x-automorfismo de A xo G e a aplicagdo

a: G Aut(A %, G), y— G, € uma agdo continua.

Demonstragao: Escrevemos I' para Ge seja v € I'. Notemos que

Gy (08)@, (b01) = 7(9)7(h)aay(b)ogn
Y(gh)acy (b)3yn
= @, (ad,bdy)
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alady) = Y@y (@),
= fy(g_l)agq(a*)(sg—l
= &, ((ad,)"):

Logo, &, é uma #representacdo de C.(G, A), e pela propriedade
universal do produto cruzado A X, G, segue que &, se estende a um
x-endomorfismo de A X, G, que vamos continuar denotando por a..

Para ver que @, é de fato um *-automorfismo, vamos mostrar que
Qy, Oy, = Oy, ~,, Para quaisquer v, 72 € I'. Consequentemente, como
a1 é o automorfismo identidade de A x, G, concluiremos que &, é um

s-automorfismo com &;1 = 0,1
De fato,
Oy, (O, (adg)) =y, (12(g)ady)
= 7(9)r2(9)ad,
= (m2)(g)ad,

= Qyy(ady).

Argumentanto por continuidade, obtemos que @y, &y, = Qnyy~,-

Para a continuidade na topologia forte da aplicacdo v — @, basta
ver que a aplicac@o v — & (b) é continua sempre que b é da forma ady,
e como |la,| = 1, para todo v € T, o resultado segue também para
qualquer b € A %, G.

[ |

A acdo a da proposicao anterior é chamada agdo dual de a. E pos-
sivel definir uma agdo dual de G em A x, G para um grupo localmente
compacto abeliano qualquer. O leitor interessado pode encontrar mais
detalhes em [25]. No Capitulo |5| vamos ver que (A X, G) xg G é iso-
morfo a A ® K (I?(G)). Este resultado ¢ conhecido como dualidade de
Takai.
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Capitulo 4

Teorema de
Brown-Green-Rieftel

Neste capitulo, nosso principal resultado é o teorema de Brown-
Green-Rieffel, que afirma que Morita equivaléncia entre C*-algebras
possuindo elementos estritamente positivos (Definigao equivale
a isomorfismo estavel. Este teorema tera uma importancia crucial no
nosso principal resultado, que serd apresentado no Capitulo [5l O teo-
rema é apresentado em [6], embora seja uma consequéncia de resultados
obtidos em [5] e da existéncia da &lgebra de ligacdo (Teorema [1.4.15)).
Ou seja, primeiramente, o resultado é obtido para um canto cheio de
uma C*-algebra e usando a algebra de ligacdo, é estendido para o caso
mais geral de C*-algebras Morita equivalentes.

Depois de definir C*-algebras estéaveis, definimos fibrados de Fell
estaveis e mostramos que, neste caso, sua C*-algebra seccional cheia
é estavel. A prova disto foi obtida de [17]. Embora ndo tenhamos
feito isso aqui, uma demonstracao idéntica garante que a C*-algebra
seccional reduzida de um fibrado de Fell estavel é também estavel.

Usaremos amplamente a teoria de produtos tensoriais de C*-alge-
bras, que é abordada no Capitulo 6 de [20]. Além disso, vamos usar sem
mencionar que existe uma inclusdo de M(A) ®, M (B) em M(A®. B),
em que A®, B denota o produto tensorial espacial de A e B (Proposicao
A.3.5).

Para fixar notagoes, ao longo de todo o capitulo, K denota a C*-
algebra de todos os operadores compactos sobre um espaco de Hilbert
separavel de dimensdo infinita e {e;; : 4,7 € IN} é um sistema de
unidades matriciais que geram K. Ou seja, sendo {e;}ieny uma base
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ortonormal para tal espaco de Hilbert e sendo e; ; o operador h +
(ej, hye;, temos que span{e; ; : ¢,j € IN} é uma x-subalgebra densa
de K e a identidade e; jer; = [j = kle;; é satisfeita, para quaisquer
i,j,k,1 €N

4.1 (*-algebras estaveis

Definigao 4.1.1. Uma C*-dlgebra A € dita ser estavel se A € isomorfa
a AR K.

Exemplo 4.1.2. K ¢ estdvel.

Demonstragao: Temos que mostrar que K e K ® K sao isomorfas.
Para isso, seja f : IN — IN x IN uma bijecdo. Detonaremos por (i1, is)
a imagem f(i) de um elemento ¢ € IN. Primeiramente, vamos definir
um homomorfismo na x-subalgebra densa S de K gerada pelo sistema
de unidades matriciais {e;; : i,j € IN}.

Consideremos a aplicacdo ¢ : S — K ® K dada por @(e;;) =
€irj, @ €iyj,. Entdo, para k,l € IN

Pleijert) = [1 = klp(ea) = [§ = K](ei1, @ €iy,)-
Por outro lado,

Pleij)p(en) = (€iyj, ®€ingy ) ki1, Rehy1y) = [J1 = Fk1][j2 = ka](eiy1, ®eiyr,),

e como j = k se, e somente se, j1 = k1 e jo = ko, segue que @(e;;)P(err) =
P(esjert)-
Além disso,

P((eif)™) = @leji) = €jyiy @ €jyin, = (€iy5, @ €iysy)™ = Pleis)™.

Logo, fica provado que ¢ é um #-homomorfismo.

Provemos agora que ¢ é injetiva. Observamos que se dois pares
(i,7) e (k,1) sdo distintos, digamos, sem perda de generalidade, que
i # k, entdo i1 # ki ou iy # ko, donde P(e;j) = €5, ® €iyj, €
P(ex) = exy1, ® exy, sdo distintos e, consequentemente, linearmente
independentes. Mais geralmente, concluimos que a imagem da base
{e;j 14,7 € N} de S pelo homomorfismo ¢ é linearmente independente
ja que o conjunto {e;; ® ey : 1,7, k,l € IN} é linearmente independente
em K ® K. Portanto, ¢ é injetiva.
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Para cada conjunto finito F' C IN, temos uma C*-algebra Cr C S
associada. Na verdade, Crp = {d_\;je;; : i,j € F}. Claro que ¢
,J

restrita & C*-algebra CF é injetiva e, portanto, isométrica. Como S é
a unido destas C*-dlgebras, segue que ¢ é isométrico.

Desta forma, ¢ se estende a um homorfismo isométrico ¢ : K —
K ® K. Uma vez que a imagem de ¢ contém a x-subdlgebra densa
gerada pelo conjunto {e;; ® ex; : (¢,7), (k,1) € N x IN}, segue que ¢ é
um isomorfismo. |

Proposigao 4.1.3. Seja A uma C*-dlgebra. Entao, A € estdvel se, e
somente se, eziste uma C*-dlgebra B tal que A é isomorfa a B® K.

Demonstragao: Se A é estavel, por defini¢cdo temos que A é isomorfa
a AQ K, donde basta tomarmos B = A. Por outro lado, se A é isomorfa
a B® K para alguma C*-algebra B, entdo

AQKY(BRK) K2 B® (K®K).

Do Exemplo segue que A®@ K 2 B® K = A e, portanto, A é
estével.
|

4.2 Fibrados de Fell estaveis

Nesta secao, vamos definir fibrados de Fell estaveis e definir uma
espécie de estabilizagdo de fibrados de Fell. Mostraremos que a C*-
algebra seccional cheia obtida através deste novo fibrado de Fell é, na
verdade, a estabilizacao da antiga.

Para mostrar a boa definicao da estabilizacdo, precisamos do con-
ceito de isomorfismos entre fibrados de Fell, que é nossa primeira defi-
nicao.

Definicao 4.2.1. Seja G um grupo discreto e A = {Ag}geq, B =
{Bg}gec fibrados de Fell. Um isomorfismo entre A e B é uma colegao
de aplicagoes {Pi}iec tal que, para cada t € G, ¢y : Ay — By € linear
e injetiva, e para quaisquer s,t € G, a; € Ay e as € As,

(i) ¢¢(As) = By;
(11) ¢st(asat) = qj)s(as)(bt(at);
(iii) ¢r-1(ay) = (Pe(ar))™.

69



Observagao 4.2.2. Uma vez que ¢, : Ae — B, € um isomorfismo
entre C*-dlgebras, seque que ||¢i(ar)| = ||lacll, para cada t € G e cada
at € By.

Demonstragao: De fato, a afirmacio segue dos seguintes calculos:

l¢e(ae)ll* = llge(ae)*de(ae) | = lloe(arar)ll = llayarll = [lar>.
n

Exemplo 4.2.3. Seja (A, G, «) um sistema dindmico parcial e suponha
que © : A — B seja um isomorfismo entre C*-dlgebras. Seja 0 =
({Dg}gec: 105} gec) a agdo parcial de G em B obtida através de ¢
colocando

D, =¢(Dy) e B;=poazo oY, para cada g € G.

Sendo Ay = Dg4d, , By = Dby, seque que A = {Aglsec e B =
{Bg}qea sao fibrados de Fell isomorfos.

Demonstragao: Definimos ¢, : A; — B, por ady — @(a)dy. Ob-
servamos que, como a € Dy, p(a) € Dy, por defini¢do, donde ¢, estd
bem definida e ¢4(A,) € By. Também é facil ver que ¢, ¢é linear.
Além disso, dado bd, € By, temos que b € Dy = p(Dy). Logo, to-
mando a = ¢~ 1(b), temos que a € D, e ¢,(ad;) = by, e portanto
¢4(Ag) = By.

Dados asd, e a;0; em A, temos que

bs(as0s)pi(ads) = plas)osp(ar)d

= 0s(0s-1(p(as))p(ar))dst
0s(p(avs-1(as))p(ar))dst
0s(p(as-1(as)ar))ds
plas(ag-1(as)ar))dst
= ¢st(as5sat5t)~

Mais ainda,

$i(ade)” = (p(a)d)" =01 (p(a)”))de-
= plag-1(a"))o-1 = ¢p-1((adr)").

Portanto, {¢g}g4cc € um isomorfismo entre A e B.
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Observacgao 4.2.4. Sejam A = {Ay}gec e B = {By}4ecc fibrados de
Fell isomorfos. Entao

C*A) = CHB) e CHA) = CHB).

Demonstracao: Seja {¢4},c¢ um isomorfismo e para f € C.(A),

colocamos a(f) 0 G = U,eq Be por q?(f)(t) = ¢:(f(¢)). Entao (E(f) é
um elemento de C¢(B). Além disso, se g € C(B), escolhendo f € C¢(A)

dada por t — ¢; *(g(t)), segue que ¢(f) = g.

Usando as propriedades da familia de aplicagoes {¢; }ieq, € facil ver
que ¢ é um s-isomorfismo entre as *-algebras Co(A) e C(B). Assim,
¢ se estende a um *-homomorfismo de C*(A) em C*(B) que tem como
«-homomorfismo inverso a extensio de ¢~ a C*(B).

Vamos ver agora que C}(A) e Cr(B) sdo C*-algebras isomorfas.
Lembremos da Proposi¢ao [2.2.1] que C.(A) é um A.-médulo com pro-
duto interno com a ac¢do de médulo dada por

(&, a) = &a,

em que (£a)(t) = £(t)a, e produto interno

(&m) = > &) n(t).

teG

Similarmente, C.(B) é um B.-médulo com produto interno.
Observamos que, se £ € C.(A),

(€8)a, =D L))

teG

(B(6), D)) B, = > Ge(E(1) De(E()) = e (Z s<t>*£<t>> :

teG teG

donde segue que

I€]a, = 16()]l5..

De mesma forma, para n € C.(A), vale que

16(£) * d(n)]
Sejam Ty : C.(A) — L(I2(A)) e Tg : C.(B) — L(I2(B)) as repre-

B. = [€*nlla.-
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sentagoes regulares de C.(A) e C.(B), respectivamente. Entao, nova-
mente usando que ¢ : C.(A) — C.(B) é isomorfismo,

ITs@ON = sup [6(&) =]z,

In"llz. <1

= sup [[6(&) * ()]s,

lImlla. <1

= sup [|€x7la,
Inlla. <1

= [[Ta(OIl-

Portanto, temos que T4 (C.(A)) e Tp(C.(B)) sdo *-algebras isome-
tricamente isomorfas, donde tal isomorfismo se estende a um isomor-
fismo entre C(A) e C(B).

|

Lembremos da Proposicao [2.1.12] que para cada t € G, a transfor-

magdo linear j; : By — C.(B) dada por

Je(be) |s= [s = t]by,

para todo s € G é tal que C.(B) = ®iecji(By) e vale que |7 (b)]1 =
10el, 75 (bs) * Ge(be) = Jse(bsby) € Je(be)™ = ji—1(bf) para quaisquer s,t €
G e b, € By, bs € Bs. Como a inclusao de C.(B) é injetiva, escrevendo
simplesmente B; para a imagem de j;(B;) em C*(B) temos que C*(B) =
@geGB!r

Defini¢ao 4.2.5. Dizemos que um fibrado de Fell B = {Bg}geq €
estavel se a dlgebra da fibra unidade B, € estdvel.

Seja B = {By}4ecc um fibrado de Fell. Colocamos B ® K = {B; ®
K}geq, em que B,® K =: span{b,Qu : b, € Bj,u € K} CC*(B)®K,
paracada g € G. Entdo B® K possui uma estrutura candnica de fibrado
de Fell com a norma e as operagoes herdadas de C*(B) ® K. Vamos
nos referir ao fibrado de Fell B ® K como a estabilizag¢io de B.

Observagao 4.2.6. Seja p uma representagao fiel de C.(B) em uma
C*-dlgebra A e definimos B = {Bg}g4cc, em que

B; = ¢(By) ® K =:span{p(by) @ u: by € Bg,u € K}.
Dotamos B com a estrutura de fibrado de Fell obtida de AQK . Entao os

fibrados de Fell BR K e B séo isomorfos, através da aplicacdo pR1, em
que @ : C*(B) — A é a extensdo de ¢ obtida pela propriedade universal
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ep®1: C*(B) @K - AR K € tal que (p®1)(b®u) = ¢(b) ®u, para
quaisquer b € C*(B) eu € K.

~ . 3 n
Demonstracgao: Vamos verificar que, para uma soma finita ) ;_; a4, ®

u; vale que
n n
|| Zagi ® ulH = H Z@(agi) ® UiH,
1 1

em que a4, € Bgewu; € K, parai=1,---,n.

Se ¢ é uma *-representacao injetiva de ®gecc By, em particular te-
mos que ¢ é fiel sobre a C*-élgebra B.. Logo, temos que B, ® K e
©(Be) ® K sao isomorfos através da aplicacdo ¢ ® 1. Agora, dado
a € By, ® K, temos pelo C*-axioma que |al|> = |la*a| e, ainda,
a*a € B, ® K. Portanto,

(3] (S

- forn{(Ee) ()

2

2

n
§ :a’gi & u;
=1

n

= Z@(agi) @ U

i=1

)

donde segue que B, ® K e ng sdo isomorfos isometricamente como
espagos de Banach, para cada g € G.

Além disso, ¢ facil ver que as operagoes multiplicagdo e involugao dos
fibrados de Fell BR K e B sao equivalentes, pois p®1 é *-homomorfismo.
Desta forma, B ® K e B sao isomorfos.

|

O préximo resultado nos diz que a C*-édlgebra seccional cheia da
estabilizacdo de um fibrado de Fell é a estabilizagdo de sua C*-algebra
seccional cheia.

Proposigao 4.2.7. Seja B = {B,},cq um fibrado de Fell e seja B& K
sua estabiliza¢ao. Entdo,

C*(B)® K = C*(B® K).

Demonstracao: Por um lado, temos a *-representacdo : de & (B, ®
geG

K) em C*(B) ® K dada pela inclusdo, donde segue da propriedade

73



universal que existe uma #-representagio 7 de C*(B® K) em C*(B)® K
que coincide com 2 em GyeaBy ® K.

Por outro lado, para cada h € G e uma soma finita Y | a,, @ u; €
B, ® K, definimos br@r1 e bp@pr1 por

bh®L1 <Zag ®uz> = thagi R u;
1

(Z ag; @ Uz) (bh®pl) = Zagibh ® Ui,
1 1

em que a4, € By eu; € K,parat=1,2,...,n
Seja (vx)rea uma unidade aproximada para K. Notemos que

bh®L1 (Z g, ®uz> | thagi ® u;
hm (by, @ vy) <Z ag, ®uz) H

= < ||bh||||Zagi®ui||.
1

Similarmente,

H (Z ag, ® Uz) (bh®R1)

Assim, bl e by®gl se estendem a um multiplicador by, ® 1 =
(b, ®1 1,bp, ®r 1) de @yeeBy ® K. De mesma forma, prova-se que
b, ® 1 = (bp, ®1 1,bp, ®p 1) de fato é continuo com rela¢do & norma
universal, donde se estende a um multiplicador de C*(B ® K), que
continuaremos denotando da mesma forma.

Por fim, consideremos a representacao j de ®,cq B, na élgebra de
multiplicadores M (C*(B ® K)) definida por

b Y bl

heG heG

n
< 6ullll Y ag, © uil.
1

Novamente, 7 se estende a um s-homomorfismo 7 de C*(B) em
M(C*(B® K)). Além disso, temos uma *-representacdo p da élgebra
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de operadores compactos K em M(C*(B ® K)) dada por u — 1 ® u.
Como j(C*(B)) e p() comutam, existe um nico *-homomorfismo
de C*(B) @ K tal que 7(a ®b) = j(a) ® p(b). E facil ver que 7 =71

|

Proposicao 4.2.8. Seja B um fibrado de Fell estdvel. Entiao C*(B)
€ uma C*-dlgebra estdvel. Mais ainda, existe um isomorfismo
C*(B) —» C*(B) ® K tal que

‘P(Bg) =B, ® K,
para todo g € G.

Demonstragao: Primeiramente, consideremos E; = 1®e;; € M(B.®
K). Entdo, E; é uma projecdo, para cada j € IN, e Zj E,i=1®1
com convergéncia na topologia estrita de M (B, ® K). Mais ainda, as
projecoes F; sdo mutuamente equivalentes e ortogonais, uma vez que
(I®ey)(l@es) =Eie(1®e;)(1®e;) = Ej.

Suponha agora que B, seja estavel. Assim, B, é isomorfo a B.®K e,
consequentemente, M (B.®K) e M (B,) sdo isomorfos. Tal isomorfismo
é também continuo nas respectivas topologias estritas de M (B, ® K)
e M(B.) (Proposi¢ao[A.3.3), donde concluimos do que foi feito acima
que existe uma sequéncia de projecoes (E;)jen em M (B.), mutuamente
equivalentes e ortogonais, e tais que » j E; = 1 com convergéncia na to-
pologia estrita de M (B.). Observando que a inclusdo de B, em C*(B) é
nao degenerada e novamente usando a Proposi¢ao[A-3:3] podemos con-
siderar uma sequéncia (E;),en em M (C*(B)) satisfazendo as mesmas
propriedades.

Vamos mostrar que C*(B) 2 A; ® K, em que A; = E;C*(B)E;.

Seja p, = >} E; e colocamos A, = p,C*(B)p,. Notemos que
A, € Ay, pois se b € Ay, temos que

anrlbanrl = anrlpnbpnanrl = pnbpn =b.
Seja ¢, : A, = Apy1 ainclusdo e seja

oA, o A oK
b Z v;“bvj®eij,

1<i,j<n

em que vy, vs,... $80 isometrias parciais em M (C*(B)) com v; = Ej,

* _ * - n A
viv; = Eq e vju; = Ej, para j > 2. Vamos mostrar que 9" é um
x-homomorfismo injetor.
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Como v; = vjviv; = v;Ey e vi = vivu; = Eyof, para cada j,

temos que " estd bem definida. Para ver que 9" é x-homomorfismo,
sejam a,b € A,,. Entao,

wn(a)wn(b) = E 'U;‘kavj X e E UZbUl X ekl
1<ij<n 1<k,i<n
n
= E via ( E v;w,j) bu; ® ey
1<i,i<n k=1
= § - viapnbu ® ey
1<i,i<n
= E viaby; ® e;; = Y™ (ab).
1<ii<n

Mais ainda,

Y (a)" = Z viatv; @ ej; = YP"(a”).

1<ij<n
Mostremos que ™ é injetor. Seja a € A, tal que

z/J"(a) = Z v;‘avj ® €ij = 0.

1<ij<n

Isso nos diz que v;av; = 0, para 1 <4, j < n. Multiplicando a igualdade

por v; pela esquerda e por v} pela direita, concluimos que E;aE; = 0,

para 1 <i,j < n. Logo, a = pyap, = (31 E;)a (> ] E;) = 0.
Observamos que se a € A, e j = n + 1, entao

av; = avjvj’fvj =aFp11pe1 =0

*

e similarmente, via = v}

vjvia = 0. Portanto, o diagrama

Pn
An e An+1

wn iwn+l
A @K

comuta.

Desta forma, sendo A o limite direto da sequéncia (A,,vn)5% 4,
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existe um unico *-homomorfismo ¢ : A - A; ® K tal que, para cada
n € N, o diagrama

A @K

comuta, em que ¢" é a inclusdo natural de A, em A (Teorema 6.1.2,
[20]).

No entanto, neste caso A é exatamente U3 ; A,, (Observagao 6.1.3,
[20]). Uma vez que A, = p,C*(B)p, e a sequéncia (p,)nenN converge
a 1 estritamente em M (C*(B)), segue que A = C*(B). Assim, resta
provarmos que % é um isomorfismo para concluir que C*(B) é estavel.

De fato, 1 é injetiva pois cada ™ é isométrica. Vamos provar que
1) é sobrejetora.

Sejam k,l € Ne b®eyy € A; ® K. Temos que b = F1bE, =
vivgbvv;. Tomamos a = vibv/ e temos que a € A,, em que n =
max{k,!}. Uma vez que vfv; = 0 para i # j, temos

Y(a) =¢"(a) = Z vivRbuf v ® e = b @ eyy.

1<ij<n

Como estes elementos geram A; R K, segue que ¢ é um *-isomorfismo
e, portanto, C*(B) é estavel.

Por fim, seja g € G. Como v; € M(B.) C M(C*(B)), para cada
j € N, temos ¥(B,) = E1ByF; ® K, pois os multiplicadores v}s nao
alteram a fibra g. Além disso, o isomorfismo ¢ entre A; QK e A;Q KQK
construido na Proposicao [£.1.3] ¢ tal que

(p(ElBgEl X K) = ElBgEl ® K ® K.

Assim, identificando C*(B) com A; ® K e B, com E1BzE; ® K, o
isomorfismo ¢ entre C*(B) e C*(B) ® K é tal que ¢ (By) = B, ® K.
|

4.3 Projecoes cheias
Nesta se¢do, vamos ver algumas propriedades satisfeitas por proje-
¢Oes cheias e mostrar que se p € M(A) é cheia, em caso de uma C*-

algebra com elemento estritamente positivo ou, equivalentemente, com
uma unidade aproximada sequencial, obtemos uma isometria parcial v
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em M(A® K) satisfazendo v*v = 1 e vv* = p® 1. Tal isometria parcial
fornece um isomorfismo estavel entre A e o canto determinado por p.
Este resultado, assim como os principais resultados desta secao, pode
ser encontrado em [5]. A prova do teorema de Brown-Green-Rieffel
é obtida de [6]. O leitor interessado em uma outra demonstragido do
teorema pode encontra-la em [18§].

Definigao 4.3.1. Um canto de A é uma C*-dlgebra da forma pAp,
para alguma projegcao p em M(A).

Exemplo 4.3.2. Uma vez que (1 ®¢;;) (AR K)(1Qe;;) = AR ejj,
para qualquer j € N, podemos ver A como um canto de A ® K.

Uma C*-subalgebra de uma C*-algebra A é dita ser cheia se nao
esté contida em nenhum ideal proprio de A.

Lema 4.3.3. Seja p uma proje¢io em M(A). Entdo sio equivalentes:

(i) Para qualquer representagdo ndo degenerada w de A, tem-se 7(p) #
0, em que 7 denota a dnica extensdo unital de m a M(A);

ii) Para qualquer representagao irredutivel m de A, tem-se 7w(p) # 0;
iii) pAp € cheia;
iv) ApA = A;

vi) Ap ndo estd contido em nenhum ideal proprio fechado de A;

(
(
(
(v) pA ndo estd contido em nenhum ideal proprio fechado de A;
(
(vil) O ideal fechado de M(A) gerado por p contém A;

(

viii) p ndo pertence a menhum ideal proprio estritamente fechado de
M(A).

Demonstragao: Para (i)=-(ii) ndo ha nada a fazer. Se pAp ndo é
cheia, pelo Teorema 5.3.3 de [20] existe um estado puro p de A tal que
pAp C I C N,, em que I denota o ideal fechado gerado por pApe N, éo
ntcleo do estado puro p. Como p é um estado puro, pelo Teorema 5.1.6
de [20] a representagdo GNS (H,, ¢,) associada a p é irredutivel. Esta
representacao se anula em [ e, consequentemente, em pAp e teremos
©,(p) = 0, contradizendo a hipé6tese. Donde segue (ii)=-(iii).

Para (iii)=-(iv), é suficiente observamos que pAp = pA N Ap e, da
existéncia de unidade aproximada para A, segue que ApA O pA D
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pAp. Utilizando o mesmo argumento, obtemos a implicagdo (iv)=(v).
(v)=(vi) segue diretamente do fato de (pA)* = Ap e qualquer ideal
fechado de A é autoadjunto. Como o ideal fechado gerado por p contém
Ap e pA, temos (vi)=-(vii) e uma vez que A é denso em M(A) na
topologia estrita, temos (vii)=-(viii).

Resta provarmos a implicagdo (viii)=-(i). Observamos que, se 7 é
uma representacdo nido degenerada de A sobre um espaco de Hilbert
H, entao ker(7) é fechado na topologia estrita de M (A). De fato, como
7 é ndo degenerada, se um net (z))xeca em ker(7) é tal que ) — = na
topologia estrita de M (A), em que = € M(A), segue que

0 =m(xa)m(a)h = T(zra)h = T(xa)h = 7(x)m(a)h,

paraa € A e h € H. Logo, z € ker(7) e ker(7) é fechado na topologia
estrita de M (A). Portanto segue (vii)=(i), concluindo a prova.
]

Definicao 4.3.4. Uma projegao p em M(A) € dita ser cheia se satisfaz
as condigoes do Lema[.3.3

Exemplo 4.3.5. A projecio identidade € cheia, para qualquer C*-

dlgebra e se F C N € finito e nao vazio, a projecio > e;; € K , € uma
ieF
projecao cheia.

Demonstragao: De fato, se p = > e;; € K, observamos que qualquer
i€F

elemento da forma e;;, com i € F e j € IN, pertence a pK. Assim, se I é

um ideal fechado de A contendo pK segue que qualquer matriz unidade

ex; € 1. Como as matrizes unidade geram K, segue o resultado.

Proposigao 4.3.6. Seja A uma C*-dlgebra e I um ideal de A que é
denso em A. Entao existe uma unidade aproximada crescente de A
consistindo de elementos de I.

Demonstragio: Seja A a unitizacio de A e seja A o conjunto de
subconjuntos finitos de I ordenados por inclusao.
Para A\ = {z1,x9,...,2,} € A, colocamos

vy =xx] + - Fapx, €1

1 —1
Uy = Uy <n + 7))\> .
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Uma vez que vy é positivo e, portanto, % + vy € invertivel em A,
temos que u) estd bem definido. Além disso, como I é um ideal em
A, segue que uy € I. Uma vez que a funciio de uma variavel real
t—t (% + t)_l s6 apresenta valores entre 0 e 1 para t > 0, temos que
0 < uy < 1. Vamos mostrar que (u))xea ¢ uma unidade aproximada
para A.

Temos, para A € A,

n

D ((un = Vi) ((un = Da)”

=1

(’LL)\ — 1)'[})\('LL)\ — 1)

Il
S
(4

>
7N
S|
+
(4
>
N———
L
|
—_
~
(4
P

Agora, a funcdo de uma varidvel real t — ¢ (L +t)_2 é sempre
n

menor ou igual a 1 De fato, derivando a funcao t — ﬁ + % + ¢ com

relagdo a t obtemos que t = % é ponto de minimo no intervalo (0, +00),
1 _

ou seja, t = — ¢ ponto de maximo para a fungdo ¢t — ¢ (L +1¢) * em
n

[0,400). Donde

~+
7N
S

_|_

~
N——
b

IN
S
7 N\
S

+
S
N———
no

Il
|3



Logo,

n

> ((un — D) ((ux — Day)* < ﬁ

i=1

&l

Parai=1,2,...,n deduzimos que ((uy — 1)a;)((uy — D)z;)* <
e segue que
— D2 < —.
I = Dl < -
Assim, para x € I concluimos que li{n (uprz) = z. Como |uy|| < 1,

para todo A € A, e I é denso em A, temos que (ux)yen € unidade
aproximada para A.

Finalmente, provemos que (u))xea € crescente. Sejam A, pu € A tais
que A < p. Temos A = {z1,22,...,2p} e p={z1,29,...,25},n<pe

assim, vy < v, e
1 -t 1 -t
— + vy > | =+ .
n n

Para qualquer nimero real t > 0 temos

G =G
—(=4t) ==(=+t)
L(1, *>1 L -t
— | =+v | =+v

n\n m “p\p " ’

donde

o que implica

1/1 - 1/1 - 171 B
) e ) T ()
n\n n\n p\p

No entanto,

ou seja,
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s = ) (3 Gee) ) o)

()
1——(=4uw] .
n\n

Desta forma, concluimos de (1)) que

1 -t 1 -1
= —_— < —_— =
U\ = Uy (n +w) < vy (n +vu> Uy,

e (ux)aea € crescente.

[
O seguinte teorema generaliza o que acabamos de provar:

Teorema 4.3.7. Se R é um ideal a direita de A (ndo necessariamente
fechado) que gera um ideal denso em A, entdo A possui uma unidade
aproximada crescente consistindo de somas finitas da forma errj,
T € R.

Demonstragao: O ideal fechado R*R (em que R*R =: span{r*s :
r,s € R}) contém R, pois se (uy)xea ¢ uma unidade aproximada para
R*Rer € R, temos ||r — ruy||?> = [|(r* — uxr*)(r — ruy)|| — 0. Logo,
oideal I = R*R é denso em A. Pela Proposicao A possui uma
unidade aproximada crescente consistindo de elementos de I. Vamos
mostrar que podemos tomar estes elementos como desejado.

Seja, de forma analoga & Proposi¢ao A a unitizacio de A e A
o conjunto de subconjuntos finitos de R ordenados por inclusao.

Para A = {x1,22,...,2,} € A, colocamos

vy =xjr1+ -+ arz, €1

1 —1
Uy = Uy (n —|—U)\> .

1
n 2
Notemos que uy = er;'frj, em que 7; = I; <n +v>\) . Pelo
i=
que fizemos na Proposi¢ao [4.3.6] temos que ||uy|| < 1 para todo A € A
e (ux)aea € crescente. Desta forma, resta provarmos que (ux)yea €
uma unidade aproximada para A, uma vez que o conjunto de indices A

e, novamente,
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considerado aqui é formado por conjuntos finitos de R, e ndo mais do
ideal R*R.

Observamos que, dados a,b € A, entdo 0 < (a — b)*(a — b) =
a*a+b*b — a*b — b*a o que implica

a*b+b"a < a*a+b*b. )

Se z,y € I sdo elementos da forma r*s com r,s € R, digamos
r=r*s ey =r"*s, aplicando para a = s e b = rr’*s’, concluimos
que

z'y +y'r <a’a+bh, (1)

em que a = s e b = rr’*s’ pertencem a R. Mais ainda, dado um
elemento arbitrario x em I, aplicando ({f) nas parcelas de z*x, obtemos
n

que existem c;’sem R, j =1,...,n , tais que 2"z < Zc;fcj.
=1
3
Logo, tomando Ao = {c1,..., ¢y}, temos vy, = > cicj e
j=1
lz (1 = ur)1* = (1= ung)z"z(1 = ux, )|

< 0 =)D e (1 — )l
j=1

1
= @ = un)vag (1 —un )l < oo,

como ja justificado na Proposi¢ao O mesmo vale para A > g,
donde segue que li)r\n uyx = x, com x € I. Como I é denso em A,

concluimos que (uy)xea € unidade aproximada para A.

|
Lema 4.3.8. Se p é uma projecio cheia em M(A), e € A eec > 0,
n
entdo existem ay,as,...,a, € A tais que > afpa; <1 e
i=1

n
(1= aipai)e] <e.
i=1

Demonstragao: Como p € M(A) é projecdo cheia, R = pA é um
ideal & direita de A que gera um ideal denso em A. See € Aee > 0,
pelo Teorema A possui uma unidade aproximada formada por
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elementos da forma Y | afpa; e, portanto, podemos obter aq,...,a, € A

n
tais que Zla;paj <le
]:

n
1-— Zajpaj el <e.
=1

Lema 4.3.9. Seja p uma projegao cheia em M(A) e suponha que A
possua um elemento estritamente positivo e. Entdo, existe uma sequén-

oo

cia (an)nen em A tal que Y aipa; = 1, com convergéncia na topologia
i=1

estrita de M(A).

Demonstragao: Vamos construir recursivamente n; < ng < ... < ng
e a;, 1 <1< ng, tais que

ng
Sk = Zajpai <1
i=1

Para k = 1, a existéncia de s; satisfazendo tais condigoes segue do
Lema Suponha que isto valha para k > 1. Pelo Lema [4.3.8]
podemos escolher by, by, ... by, tais que s" = bipb; < 1e

1 1
1—s1)2(1—8)(1—sp)%e| < —
(0= )31 = )1 = ) bel] <
Seja ngy1 =ng+me an,+; =bj(1— )% para 1 < j < m. Assim,
m
1
1—sppr = (L—sp) = (1—s,)7blipby(1 —sp,)%
j=1
m
1 1
= 1—S;€E Zb; j 1—Sk)520,

Jj=1

donde sg4+1 < 1.
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Além disso,

10 = el = (1= si)e— S (1 — s1)36pby (1 — si)Fel
=1

10— s} (1 - )1 - sp)Fel| <

Sk S Sg)2€ k-l—ll

Agora, vamos provar que klim s = 1 na topologia estrita de M (A).
— 00
De fato, como e é estritamente positivo, temos que eA é denso em

A (Proposigao [A.2.2)), ou equivalentemente, Ae é denso em A. Desta
forma, dado b € A e e > 0, seja a € A tal que ||b — ea|| < e. Temos

|6 — sib| |b — eal| + ||ea — sieal| + ||skea — sib||

<
< 1o —eall + [le — skellllall + [Isklllea — ]| < 3e,
para k suficientemente grande, uma vez que ||sg| < 1, para todo k.
Analogamente segue ||b — bsy|| < 3e.
Resta provarmos que Y afpa; = 1, com convergéncia na topologia
estrita de M(A). Dado = € A, a sequéncia de elementos positivos
n

2*(1 = Y alpa;)x é mondtona decrescente e possui uma subsequéncia
i=1

n n
convergindo a 0. Logo, z*(1 — > afpa;)x — 0. Como |1 — Y alpa;| <
i=1 i=1

1, para todon € N e
n n n
* * 1 1
11 = aipai)al|l < [[(1 = afpa:)?|[|(1 =Y ajpai)za],
i=1 i=1 i=1

o lema é provado.
[ ]

Lema 4.3.10. Seja p uma projecio cheia em M(A) e suponha que A
possua um elemento estritamente positivo. Entdo, para cada j € N,
existe uma isometria parcial u; € M(A® K) tal que uju; =1®ej; e
uju§ <p®1.

Demonstragao: Vamos construir tal isometria parcial para j = 1,
uma vez que para j € IN arbitrario a construgao é analoga. Seja (an)nen
como no Lema[4.3.9} Assim, Y_; afpa; = 1, com convergéncia na topo-
logia estrita de M (A).
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Definimos v = ), pa; ® e;; e mostremos que u estd bem definido,
ou seja, que a série converge na topologia estrita de M (A).

Notemos que se u, = Z;L pa; @ e;1, entao

lun 1 = lluzunll = ;@en|| <1

Desta forma, como somas finitas da forma )" b;; ® €3 sao densas
em A® K e ||u,|]| < 1 para todo n, é suficiente provarmos que as
sequéncias (u, (b ® ejx)),cn € ((b® ejk)un), . convergem, para todo
be Ae j,keN. Mas,

(b ® ejr)un, = [n > klbpar ® ej1
donde lim(b ® e;jx)u, = bpai ® ej1. Para o outro caso, temos
[(um = un)b @ ejil|> = [[(6" @ exz)(ur, — w,) (wm — ) (b @ e )|

(0" @ ex;) (Za pa,®eu> (b® ejr)

n+1

m
Z b*alpa;b® exy
n+1

Z b*a;pa;b

n+1

uma vez que ). a;fpa; converge na topologia estrita de M (A).
Resta verificarmos que u*u =1 ® e11 e uu* < p® 1. Temos que

uwru = Zafpai e =1®eq;.

%

Além disso, uu*(p ® 1) = uu* e pelo Teorema 2.3.2 de [20], segue que
uu® < p® 1, concluindo a prova.
|
O proéximo resultado terd como consequéncia um isomorfismo es-
tavel entre uma C*-algebra possuindo elemento estritamente positivo
e um canto cheio. Com isso em maos, para duas C*-algebras Morita
equivalentes, ambas possuindo elementos estritamente positivos, sera
suficiente tomar a algebra de ligacao de um bimédulo de imprimitivi-
dade para obter o principal resultado deste capitulo, a saber o teorema
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de Brown-Green-Rieffel.

Para fins da proxima demonstracao, alertamos o leitor que usaremos
amplamente o Teorema 2.3.2 de [20], que, entre outras coisas, diz que se
p € g sao projecoes em um espacgo de Hilbert, entao p < ¢ se, e somente
se, pg = qp = p.

Lema 4.3.11. Seja p uma proje¢io cheia em M(A) e suponha que A
possua wm elemento estritamente positivo. Entdo, existe uma isometria
parcial v € M(A® K) tal que viv=1evv* =p® 1.

Demonstragao: Seja IN o conjunto dos ntimeros naturais, g uma bi-
jecao entre IN e IN x IN e escrevemos IN = U;jenIN;, em que IN; =
g (N x {j}). Assim, os IN,’s sdo subconjuntos infinitos de IN, disjun-
tos dois a dois. Para j € IN, seja f; = Ziele 1®e; e M(ARK). A
prova de que f; estd bem definido, para cada j, é feita como no Lema

E3.10

Vamos construir indutivamente uma sequéncia (vy)ren de isome-
trias parciais em M(A® K) tais que as proje¢des vj vy s40 mutuamente
ortogonais, as projecoes v, v; sdo mutuamente ortogonais,

2n—1 n 2n n+1
*
E VLU = E fi s E vEvg < g fi
1 1 1 1

2n—1

n 2n n
Swp <)Y i, Y uwvi=0o1)) [
1 1 1 1

Uma vez que isto é feito, definimos v = Y {° vx, com convergéncia
na topologia estrita.

Para construir ve,_1, precisaremos de um passo intermediario, que
consiste na construcdo de uma outra isometria parcial w satisfazendo
w*w = f,, e ww* < (p® 1) f,. Primeiramente, observamos que p® 1 é
uma projecdo cheia em M(A®K) e A® K possui elemento estritamente
positivo, uma vez que A e K possuem. Logo, pelo Lema para
n € IN existe uma isometria parcial u € M(A® K ® K) tal que u*u =
1®1®ep, euu* =p®1®1. Como na Proposicao [£.1.3] seja ¢ o *-
isomorfismo de AQ K e AQ K ® K tal que p(a®eg) = a® ek, 1, ®ek,i,,
em que (ki,k2) = g(k) e (I1,l2) = g(I). Seja ¢ = ¢! e u' = ¢(u).
Afirmamos que v*u' = f, e v/u* <p® 1.

De fato, temos que > °e; = 1, com convergéncia na topologia
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estrita. Assim, sendo @Z a extensdo de ¥ a M(A® K ® K), temos que
u’*u' = 12;(1 ®1l® 6nn) = J(Z 1® €ii @ enn)

K]
= Z{/Jv(l@@n@enn) = Z 1®eii = fn,
i i€,
pois J é continuo na topologia estrita (Proposicao . Além disso,

un = Plun’) < Pp@1e1) =pe 1.

Seja ¢ : IN,, — IN uma bijecao e colocamos a = Ziean 1® e €
M(A®K). Entdo, a*a =1®1 e aa™ = f,. Definimos w = au e temos,

w'w =u"a*au = f,

ww* = auu*a* <alpa* = (p® laa* = (pR 1) fn.

2n—2
Por fim, colocamos vo,—1 = w(>_} f; —>.1 "  vjvi). Comegamos

por mostrar que ve,_1 ¢ isometria parcial.

s 2n—3 _ n—1 2n—2 n .
Por hipotese > 1" “vivp = >  fie > ] ~wviur <>1 fj, disso
segue que Vs, _oUsp—2 < fp, donde v3, svapn_o = U3, _oUan_2fn =
fnv5,_ovan—2. Logo,

n 2n—2 n 2n—2
* * *
Vop—-1V2n—1 = E fj - § VUk | fn § fj - § Vg Vg
1 1 1 1
* *
(fr = V3n—gV2n—2) fr(fr — V3, _oV2n—2)
*
fn — Vg, —2VU2n—2,
donde v3,,_,v2,—1 € projegdo e, portanto, ve,_; € isometria parcial.
Mais ainda,

2n—1 2n—2
* * *
E VLU = E VL Uk + Vo) _1V2n—1
1 1
n—1 n

D fi Vnavon—a + (fo = U3, _ovan2) = Y _ fj
1

1
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e, novamente por hipoétese,

2n—1 2n—2 n—1

D ukvi = D v Hvan 105, = (p@1) Y fi+van-1v3, . (1)
1 1 1

Agora,
n 2n—2 n 2n—2
* * * *
Vo103, = w (Y fi= D vpue | (Do fi— D v |w
1 1 1 1
2n—2
* *
= w(fo— Y vivp)w
1
2n—2

= w(fn— Z VEUE )W ww™.
1

Desta forma, como w é isometria parcial satisfazendo ww* < (p ®
1) frn, temos que ww*(p ® 1) f,, = ww*. Logo, vap_1v3,_1(p @ 1)f, =
Vap 1035, € concluimos que vo, 105, 1 < (p®@1)f,. De ({f) segue que

2n—1 * n
1w < (e 1)

Vamos mostrar agora que v3, _;v2,—1 € ortogonal a vj v, e também
Van—1V3,_1 € ortogonal a v, v}, paral < k < 2n—2. Inicialmente, como
j& vimos anteriormente, temos que v3,,_sVan—2fn = [fnUs,_oU2n—2 =
V3, _oU2n—2, donde

* * * *
Vs 1V2n— 1V _9V2n—2 = (fn — V3, _oV2n—2)V5, V22 = 0.

Além disso, do fato que 32" 2 vrv, = S0 f;, obtemos que

2n—3

Z Uzvk fn:()
1

e, portanto, multiplicando por f,v;v, pela esquerda concluimos que
Vv frn = 0, para 1 < k < 2n—3. Logo, v3,,_,v2,—1 é ortogonal a v vy,
para 1 <k <2n — 2.

Para mostrarmos que va,_1v5,_; € ortogonal a wvivy, para cada
1 < k < 2n — 2, observamos que, como ja justificado, vap—1v3,,_; =

n—2 —1

Von—103,_1(p® 1) f, e, por outro lado, > 1" “vpvi = (p@1) > f;-
Donde vg,, 105, (327" 2 vp}) = 0 e assim vy, 105, vpvf = 0, para
1<k<2n-2.
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Para construir vg,, precisamos novamente de um passo interme-
diario que consiste na construcido de uma isometria parcial w’ tal que
w*w' < fri1 e w'w™ = (p®1)f,. Para isso, consideremos o’ : IN,, —

o , L
IN,,+1 uma bijegdo e colocamos w’ = (p®@ 1) > ;e 1 ® €i4/(;)- Entéo,

ww™* =(p1) Z I1®ei=@®1)fn

i€N,,
e
W = (pe1) Y 18 emmo
ieN,
= (p®1) Z I1®ei=@®1)fny1 < foy1.
1€ENp 1

Definimos va,, = (p @ 1)(X7 f; — 32" ' opvf)w’.  Ento, como

2n—2 * _ n—1
1 Twpvg =37 " f;, temos que

2n—1 n 2n—1
(p®1) (Z fi— Z v;w,t) w'w'™* (Z fi— Z Ukv2> (po1
1 1 1
= (P 1)(fa —v2n-103, 1) (P @ 1) fr(fn — v2n—1v3, 1)(p® 1)

(P®1)(fn — v2n—1v5, 1)(p® 1
= (p ® 1)fn - U2n71U§n717

*
V2nVay,

pois, como ja observado, vo,_1v3, 1 = von—105,_1(p @ 1) fn, = (p®
1) fnvan—1v3, ;. Logo, ve,v3, é projecao e, portanto, ve, é isometria
parcial.

Vamos verificar que 37" vkvk <SS e vkvk = (p1) 37 ;-
Usando a hipotese de que 21 ne2 vy = (p@1) > f], temos

2n 2n—2 n
D ovi = Y vkviAvan 105, 1 +(PR1) fo—van_1v3,_1 = (p®1) Y f;.
1 1 1

Para a desigualdade, temos

2n
E VLU
1

2n—1

* *
Vo, Von + g VL Vk
1

w™ (Z fi— Z_: vw,’é) (p®1) (Z Z vkvk>
1 1
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+ ij
1

= w’*((p ® 1)fn - U2n71v§n71)w/ + E fj
1
n+1

S fit b= 1
1 1

IN

Aqui, usamos novamente o fato que va,_1v5, | = vo,_105, 1 (P ®
1) fn = (p®1) frvan—1v5,, 1 bem como o fato de (p®1) fr,—van—_103,_1 <
1

A prova de que v2,v3, é ortogonal a viv} e v3, v2, é ortogonal a
vivg, 1 <k < 2n—1, é feita por argumentos semelhantes aos utilizados
no caso impar.

Finalmente, resta provarmos que v = ), vy estd bem definido e
que temos v'v =1evv* =p® 1.

Seja B8, = > vi. Como para k # | tem-se

VR = VR URUR VU5 v; = 0,

temos que 3, é isometria parcial e assim ||, || < 1, para cada n € IN.
Vamos provar que os limites lirrlnﬂn(b ® ei;) e lirrbn(b ® ei;)Pn existem,
para quaisquer b € A e i,j € IN.

Seja N € N tal que i € Ny e seja n > N. Entao, substituindo
S22 vpof por (p@1) 327 fj € Van 105,41 DOT Vap 105, 41 fri1, Obtemos

2n

Bon+1B3n41(b @ es5) = Z URVL(D ® e45) + Vang 105,41 (b @ €i5)
1

= (o) (b®ey)

n

BanBsa(b@eij) = > (p@1)f(b@es;) = (p@1) (DD eyy).

Tomando N’ tal que j € Ny e repetindo os argumentos acima,
concluimos que im(b®e;;)Bn0;; = (b®e;;)(p®1). Agora, paran > N,
n

n+1
Bins1B2n+1(b® ei5) = Z fib®ei;) =b®ei;
1
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2n—1

BsuBon(b@eij) = > vivr(b @ ei5) + V5,020 (b ® €55) = b ey,
1

2n—1 n
uma vez que VRUE = D1 [ @300 = V3,020 frt1 = frt103,V2n.
Logo, limB} 3, (b ® e;;) = b ® e;; e analogamente prova-se que lim(b ®
n n

€ij)B56n = b® e;;. Assim, como

1B = Br) (0 @ €ij)|* = 1|0 @ €;i) (BB — BraBm) (b ® )|

[(6® €i;)(Bn — Bum)lI> = |(b® €i)(Bn By — BrmBr) (b @ €5i) |,

segue que v = y_, vy estd bem definido e temos v'v =1evv* =p® 1,
como desejado.
|

Definigao 4.3.12. Dizemos que duas C*-dlgebras A e B sdo estavel-
mente isomorfas se AQ K e B® K sao isomorfas.

Corolario 4.3.13. Se A é uma C*-dlgebra com elemento estritamente
positivo e B € um canto cheio de A, entio A e B sao estavelmente
isomorfas.

Demonstragao: Seja p € M(A) tal que B = pAp. Identificamos

B K com (p1)A® K(p®1) e seja v € M(A® K) uma isometria

parcial como no Lema [£.3.11] ou seja, v'v =1e vv* =p® 1.
Definimos

T: AQK — B®K
y = uyut,

emquey € AQ K.

Notemos que, se a € A e z € K, entdo v(a ® z)v* = vv*v(a ®
)v*ov* = (p® 1)v(a ® z)v*(p ® 1), donde 7 estd bem definida, ja
que somas finitas da forma Y a ® = formam um conjunto denso em
A ® K. Mais ainda, sendo v*v = 1, temos que 7 é *-homomorfismo.
Para ver que 7 é injetiva, seja y € A ® K tal que vyv* = 0. Entao,
multiplicando por v pela direita e por v* pela esquerda, segue que y = 0.
Dado b € B® K, temos que b = (p ® 1)b(p®) = vv*bvv*. Tomando
y=v*bw € A® K, segue que 7(y) = b e 7 é sobrejetora.
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Portanto, A e B sdo estavelmente isomorfas.
|

Teorema 4.3.14. Seja B uma C*-dlgebra hereditdria cheia de A e
suponha que A e B possuam elementos estritamente positivos. Entao
B € estavelmente isomorfa a A.

Demonstragao: Seja C' a C*-subélgebra de A® M5(C) consistindo de
somas Z” ai; ®e;; tal que arq € B, a2 € BA, as € ABeasy € A, em
que {e;; : 7,5 € {1.2}} é um sistema de matrizes unidade para Ms(C).

Observamos que B ¢é isomorfo ao canto cheio B ® e;; de C, dado
pela projecdo 1 ® eq; € M(C).

De fato, para ver que 1 ® e;; € uma projecao cheia, suponha que
I seja um ideal fechado de C contendo B ® e1; e vamos mostrar que
I = C. Notemos que B C ABN BA e assim J = I N (A ® eay) é nio
nulo, pois dado b € B,

b®eg = 1i§n(UA ®e21)(b®e1n)(ur ® erz),

em que (u))xea € uma unidade aproximada para B. Logo, J é um ideal
em A®egy contendo B ® ego. Identificando A com A ® essy, chegamos a
um absurdo, pois B é uma C*-algebra hereditaria cheia de A. Portanto,
1 ® ey1 é projecao cheia.

De mesma forma, se um ideal I contém A ® eqs, prova-se que I
contém B ® ey, e assim I = C. Consequentemente, 1 ® ezs € também
uma projecao cheia e A é identificado com o canto cheio A ® egs de C.

Se fi € Be fo € A, entao f = f1 ®eq1 + fo ® eso € um elemento es-
tritamente positivo de C, pois se ¢ € C* é um funcional linear positivo,
temos que ¢ |4 e ¢ |p sdo funcionais lineares positivos em A* e B*,
respectivamente, e portanto ¢(f) = ¢ |p (f1®e11)+¢ |a (fo®ear) > 0.
Pelo Corolario [£:3.13] temos que A e B sdo estavelmente isomorfas a C'
e, consequentemente, A e B sdo estavelmente isomorfas.

]

A

Teorema 4.3.15 (Brown-Green-Rieffel). Sejam A e B C*-dlgebras.
Se A e B sdo estavelmente isomorfas, entdo sao Morita equivalentes.
Reciprocamente, se A e B sio Morita equivalentes e ambas possuem
elementos estritamente positivos, entdo A e B sdo estavelmente iso-
morfas.

Demonstragao: Suponha que A e B sejam estavelmente isomorfas.
Seja p =e11 € K. Entdo, AQ K(1®e11)A® K é denso em A ® K,
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pois contém cada elemento da forma a ® e;;, 4,7 € IN. Logo, 1 ®
e11 € projecao cheia e podemos identificar A com o canto cheio A ®
e11- Similarmente, identificamos B com o canto cheio B ® e1; de B®
K. Portanto, A é Morita equivalente a A ® K bem como B e B ®
K sdo Morita equivalentes, pelo Exemplo [[.3:4] Por transitividade e
pelo isomorfismo entre A ® K e B ® K, segue que A e B sdo Morita
equivalentes.

Suponha agora que A e B sao Morita equivalentes e ambas possuem
elementos estritamente positivos. Seja X um A — B bimoédulo de im-
primitividade e seja C' a algebra de ligacao de X. Entao, pelo Teorema
[[4:15] A e B sao cantos cheios de C' determinados pelas projegoes

(30)

(00
q - 0 1 ’
respectivamente.

Além disso, sendo f; e fy elementos estritamente positivos de A e
B, respectivamente, o elemento f de C' dado por

f — fl 0

0 f2
é estritamente positivo, por um argumento ji usado no Teorema
Logo, concluimos do Corolario que A e B sao estavelmente iso-

morfas a C' e, portanto, sao estavelmente isomorfas.

|
A hipotese do Teorema [4.3.15|é indispensavel. Em ||§|| o leitor pode
encontrar um exemplo de duas C*-algebras Morita equivalentes, mas
que nao sao estavelmente isomorfas, mesmo permitindo produtos ten-

soriais com K (H), para H nao separavel.
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Capitulo 5

Produtos smash

Neste capitulo, apresentamos o principal resultado deste trabalho.
No Capitulo [2] estudamos fibrados de Fell sobre grupos discretos, en-
quanto no Capitulo [3] mostramos que é possivel construir um fibrado
de Fell a partir de uma acao parcial. Aqui, queremos mostrar, sob cer-
tas hipoteses, uma equivaléncia entre estes dois conceitos. Em outras
palavras, provamos que um fibrado de Fell qualquer, de fato, pode ser
obtido através de uma acgado parcial do grupo base sobre sua algebra
da fibra unidade. Tais hipoteses consistem na estabilidade do fibrado,
enumerabilidade do grupo e separabilidade da algebra B.. Veremos
exemplos que garantem a necessidade destas hipdteses.

Comecamos definindo C*-algebras graduadas e para este tipo de
C*-algebra, definimos o produto smash. Neste contexto, mostramos o
teorema da dualidade de Takai para o caso discreto e na tltima secao,
por fim, apresentamos nosso principal resultado.

Ao longo deste capitulo, quando nada for dito ao contrario, G é um
grupo discreto com elemento neutro e.

5.1 ('*-algebras graduadas

Definicao 5.1.1. Seja B uma C*-dlgebra, G um grupo e {By}gcc uma
cole¢io de subespagos vetoriais fechados de B. Dizemos que {Bgy}gcc
€ uma graduacao para B se, para quaisquer g, h € G tem-se

i) B; = By,

11) BgBh C Bgiu
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iii) Os subespagos {Bg}4ecc sio independentes e a soma direta Sycc B,y
¢ densa em B.

Neste caso, dizemos que B é uma C*-dlgebra G-graduada.

Observagao 5.1.2. Dada uma C*-dlgebra G-graduada, entao a cole-
¢ao de subespagos {Bg}geq forma um fibrado de Fell com as operagées
herdadas de B.

Exemplo 5.1.3. Seja B = {By}sec um fibrado de Fell. Entdo as
C*-dlgebras seccional cheia e seccional reduzida C*(B) e Cf(B) sdo
G-graduadas.

Demonstragao: Vimos que C.(B) possui uma representagio fiel e
C.(B) = ®4caji(B:) (Proposicao , donde C*(B) e C;(B) sao
graduadas por copias da colegao de subespacos {Bg}gec-
|
Nem sempre uma C*-algebra graduada coincide com a C*-algebra
seccional cheia ou reduzida do fibrado associado & sua graduagio, como
mostra o proximo exemplo.

Exemplo 5.1.4. Como uma consequéncia do Ezemplo [5.1.5, se A é
uma C*-dlgebra e o é uma agao parcial de G em A, os produtos cruza-
dos cheio e reduzido A X, G e A Xq G sao C*-dlgebras G-graduadas,
com a graduacio dada pela colecdo de subespagos {Dyd4}gec-

Exemplo 5.1.5. Seja G um grupo nao amenable (Exemplo VII.2.4,
[8]) e seja B =C*(G)® C}(G). Entio B é G graduada pela cole¢io de
subespagos {Bg}gea, em que By = Cd, @ Cd,. Entretanto, B nao € a
C*-dlgebra seccional cheia ou reduzida de seu fibrado de Fell associado

B= {Bg}gec-

Demonstracao: O fato que a colecdo de subespagos {Bg}lgeq =
{Cé,®Céy}gecc € uma graduacdo para B segue da definicdo das opera-
¢Oes e norma que fornecem uma estrutura de C*-algebra a soma direta
de C*-algebras e do fato que {Cd,}4cc é uma graduacao para C*(G)
e CH(@G).

Vamos mostrar que C*(B) = C*(G) & C*(G) e C¥(B) =2 C*(G) @
CH@G).

De fato, as #-representagbes m e w3 de C*(G) em C*(B) obtidas,
respectivamente, através das inclusoes de @4 Cd, dadas por

D Agbg D (A6, 0) € D> XSy D (0, Ag6)
g g g g
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fornecem uma x-representacdo m = w; @ me de C*(G) @ C*(G) em
C*(B). Por outro lado, temos uma x-representacdo ¢ de C*(B) em
C*(G) ® C*(G) que estende a inclusdo

2(0‘9597 Aglg) = (Z g0, Z /\9551)
g g g
de ®yeqBy em C*(G) ® C*(G). E facil ver que ¢ = 71,

Para ver que C}(B) = C}(G) @ C;(G), notemos que C.(B) =
Ce({Cégtgec) ® Ce({Coy}yeci) e observando a construcdo da repre-
sentacao regular, podemos perceber que, se S e T denotam, respectiva-
mente, as representacoes regulares de C.(B) e C.({Cdg4}4ec), temos que
S =T ®T. Donde segue que C}(B) e C;}(G) ® C}(G) sdo C*-algebras
isomorfas.

Assim, B nao pode ser a C*-algebra seccional cheia ou reduzida de
B. Caso contrério, a extensao S = T'® T' da representagdo regular de
C.(B) seria injetiva e, portanto, T seria injetiva, contradizendo o fato
de G nao ser amenable.

|
Assim como sua demonstragdo, o proximo exemplo é obtido de [12].

Exemplo 5.1.6. Seja B uma C*-dlgebra e suponha que B admita uma
ag¢do continua p de um grupo compacto abeliano I'. Seja G o grupo dual
de I'. Entio B é G-graduada pela cole¢io de subespagos {Bgy}gscc, em
que para cada g € G,

B, ={be€ B: py(b) = g(y)b, para todo v €T}.

Demonstragao: Afirmamos que {B,}4ec¢ € uma graduacdo para B.

Uma vez que p, é um *-automorfismo, cada subespaco B, é fechado.
Além disso, sejam 1,5 € G, a € B, e b € Bs. Para v € ', temos

py(ab) = py(a)py (b) = 7(7)s(v)ab = rs(y)ab

py (@) = py(a)* =r(y)a” =17 (y)a",
donde se verificam os itens (i) e (ii) de Resta mostrarmos que os
subespacos { By }4eq sao independentes e vale que B = GyccBy.

Suponha que uma soma finita ), b, = 0, em que b, € Bj para
cada h. Assim, v €T,
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> h(y)bn = py (Z bh> =0. (1)
h

h

Seja ¢ um funcional linear continuo sobre B. Aplicando ¢ em ambos
os lados da igualdade (i), segue que

> é(bn)h(y) = 0.
h

No entanto, pela invaridncia da medida de Haar, se k,l € G = Ie
v € I' temos que

/ K ((dn) = / k() (v ()
T I
= k() / k()1 (n)uldn).

T

Uma vez que k()= (y) = 1 para todo v € T se e somente se k = [,
concluimos que

[ K@i utan) = k=1

r

e isto implica, em particular, que o conjunto {x € C(T') : x € G = f}
é linearmente independente. Donde ¢(by) = 0, para cada h e, como
¢ é um funcional linear continuo tomado arbitrariamente, segue que

br, = 0, para cada h. Como um resultado, os subespacos {B,}4ecc sdo
independentes.

Por fim, mostremos que ®4cqBy ¢ denso em B. Para isso, seja
P, : B — B a transformagao linear dada por

Py(b) = /F 9(n)py(b)p(dn),

em que b € Beg e G. A continuidade de P segue do seguinte calculo:

12,)] = H / g(n)pnwme < [ llon@®latan) = 101

Notemos que, se b € By, entao
Pyt) = [ e tan) = [ butan) .

98



Mais ainda, P,(B) = By, pois para b € B e v € I', obtém-se da
invariancia da medida de Haar p que

Pv(Pg(b)) = Py (AMPn(b)M(dW)>
= | 5 bntan)
= /F 9(y=1vn) pyn (b) ()

- m>/77’<>wm
= g(7)Py(b),
donde P,(b) € B,.

Logo, P, ¢ uma projecao contrativa cuja imagem & B,.

Consideremos agora um funcional linear continuo ¢ sobre B que se
anula em ®gce B, e provemos que ¢ é identicamente nulo.

Dado b € B, associamos a func¢ao continua ¢ : T' — C, v —
&(py(b)). A transformada de Fourier de ¢’ avaliada em g € G é

5l = AaBWmmwm
:l/awm%w»mm>

g

- ¢<Amm%wmum>¢www»

Como ¢ se anula em ©yccBy e Py(b) € By, segue que a transfor-
mada de Fourier de ¢’ é identicamente nula e, portanto, pelo teorema
de Plancherel (Teorema 1.6.1, [24]) segue que ¢’ é identicamente nula.
Em particular, tomando v = 1 concluimos que ¢(b) = 0. Ou seja, ¢ é
identicamente nulo, completando a prova de que {By}ycc forma uma
graduacao para B.
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5.2 Produtos smash e dualidade de Takai

Seja B = @g4ccBy; uma C*-dlgebra graduada por um grupo G.
Consideremos o subconjunto

S = { > agh ®egn : agn € Bglh} C B® K(I*(G)),

finita

em que ey 5,(€) = (€,01,)8,, £ € 12(G) e §;, denota a fungao caracteristica
no conjunto formado por um tnico elemento k € G.

Proposicao 5.2.1. S é uma *-subdlgebra de B ® K(I*(Q)).

Demonstragao: Para ver que S é subélgebra, é suficiente mostrarmos
que (a®egp)(b®ey,) € S paraa € By-1p e be By-1.
De fato, se h # k o resultado é claro. Se h = k, entao

(a®egn)(b®er;) =ab®ey; €8,

uma vez que
ab € Bg—lhBh—ll - Bg_ll'

Além disso, S ¢ autoadjunto, pois a* € Bj_ ., = Bj-14 € (a ®
€gn)" =a" ®eng.
Logo, S é *-subalgebra de B ® K (I?(G)).
|

Defini¢ao 5.2.2. Seja B = G4cq By uma C*-dlgebra graduada por um
grupo G. A C*-dlgebra produto smash de B, denotada por B#C*(G),
€ o fecho de S em B ® K(I*(Q)).

Exemplo 5.2.3. Seja G um grupo discreto e seja B = C com a G-
graduagdo trivial, ou seja, B, = C e By = {0}, para todo g € G\ {e}.
Entao CH#C*(G) = Cy(Q).

Demonstragao: Primeiramente, observamos que, neste caso, C#C*(G)
é o fecho de
S={) A®egg:) €C}
finita

Além disso, cada elemento b = Zg Ag ®eg4 em S corresponde a uma
funcdo f : G — C de suporte finito dada por f(g) = A4, bem como
qualquer fungdo f de suporte finito tem b =3 f(g) ® g,y como um
elemento correspondente em S.
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E facil ver que a aplicacio @ : S — C.(G), g Ag®eg g féum
x-homomorfismo injetor e sobrejetor. Para ver que ¢ se estende a um
isomorfismo entre C#C*(G) e Cy(G), notemos que S é uma unido de
C*-algebras, uma vez que para cada subconjunto finito F' de G, tem-se
que

CcH(F) = {Z)‘g Regg:Ag €C}

geF

é uma C*-algebra. Portanto, ¢ é também isométrico, donde se estende
a um *-isomorfismo entre CH#C*(G) e Cy(G).
|

Exemplo 5.2.4. Seja A C*-dlgebra, G discreto e a uma a¢ao (global)
de G em A. Entio, (Ax,G)#C*(G) =2 A® K(I*(G)). Em particular,
tomando A = C, tem-se que C*(G)#C*(G) = K (I*(G)).

Demonstragao: Consideremos A x, G com a graduagao dada pela co-
lecdo de subespacos {Bg}4ecq, em que By = Ad,. Seja S a x-subalgebra
densa de (A x4 G)#C*(G) e consideremos

p: S — AK(*Q))
Z aghdg-—1p @ egn Z ag(agn) ® egh.

finita finita
Afirmagdo 1: ¢ estd bem definida e é injetiva.

Demonstragao. De fato, da Observagio 6.3.1 de [20] segue que se vy, . ..
v, € K(I?(G)) sao linearmente independentes, b1,...,b, € A x, G e
S1bj®@wv; =0, entdo by = --- = b, = 0. Logo, uma igualdade
entre dois elementos de S, digamos, z = Zg,heFl agndg—1p @ €gp =
Zk,leFQ bridp-1; @ e =y, em que F; e F, sdo subconjuntos finitos de
G, implica que Iy = Fy e agpdg—1j, = bgpdg—1p,, para cada g,h € Fy.
Assim, © = y implica p(x) = ¢(y), donde ¢ estd bem definida.

Além disso, pelo mesmo argumento aplicado acima, temos que se
uma soma finita ) ag(agn) ® eqn = 0, entdo ag(agn) = 0, ou seja,
agn = 0, pois oy € um automorfismo de A, para cada g € G. Logo, ¢ é
injetiva.

O
Afirmagdo 2: ¢ é um *-homomorfismo.
Demonstra¢ao. Sejam a,b € A, g, h,k,l € G. Temos que
p((adg-1p @ egn)(bop-1 @ ex 1)) = [h=klp(aag-11,(b)dg-1 @ €g1)
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= [h=F(ag(a)an(b) @ eg ).

Por outro lado,

pla)p(b) = (ag(a)®egn)(an(b) @ ex)
= [h=kKl(ag(a)an(b) © eg)-
Mais ainda,
p((adg-1p @ egn)") = @lan-14(a”)0p-1g @ eny)
= oy(a”) ®eng =p(a)".
Logo, ¢ é x-homomorfismo. 0

Vamos mostrar agora que ¢ é isométrica e assim se estende a um
*-homomorfismo injetivo @ de A x, G#C*(G) em A ® K (I*(Q)).

Para isso, observamos que S é uma uniao de C*-algebras, uma vez
que para cada conjunfo finito F' de G tem-se que

C*'(F):=<beS:b= Z aghdg—1p @ egpn
g,he

é uma C*-algebra. Como ja vimos que ¢ é um *-homomorfismo injetivo
sobre S e, consequentemente, sobre cada C*-algebra C*(F), concluimos
que ¢ é isométrica.

Desta forma, estendemos ¢ por continuidade a um *-homomorfismo
injetivo ¢ de A x, G#C*(G) em A ® K(I?(G)) e nos resta provar que
© €& sobrejetivo.

Dado a € A e g,h € G, colocamos

b= a,1(a)5y1p @ egn € Axg GHC*(G).

Aplicando @ obtemos que ¢(b) = a ® e4,. Uma vez que somas finitas

> hea @ © €, formam um conjunto denso em A ® K (I?(Q)), temos
que @ é sobrejetivo.

Portanto, segue que A x, G#C*(G) e A® K(I*(G)) sdo isomorfos.

|

Exemplo 5.2.5. Seja B uma C*-dlgebra possuindo uma agdo continua
p de wm grupo compacto abeliano T'. Consideremos o produto smash
B#C*(Q) de B relativo & graduagdo pelo grupo discreto G =T obtida
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no Exemplo[5.1.6, ou seja,
B, ={be€ B: py(b) = g(v)b, para todo v € T'}.

Entio B#C*(G) € isomorfo ao produto cruzado B x,T.

Demonstragao: Seja S a *-subalgebra densa de B#C*(G) e seja
Y S = CI,B) C Bx,I' dada por ¢(a ® eg1)(y) = h(vy)a, em
que a € By-1j ey €T

A prova de que 1) estd bem definida segue como no Exemplo
Vamos mostrar que ¢ ¢ injetiva.

Se uma soma finita a = >} agn ® egn € B#C*(G) ¢ tal que
¥(a) = 0, entdo

> h(y)agh =>_ h(y) <Z agh> =0,
g;h h g

para todo v € T
Dado ¢ um funcional linear continuo sobre B, segue que

Zh(7)¢ (Z agh) =0, yel.
h g

No entanto, o conjunto {z € C(I') : © € G = I'} ¢ linearmente
independente, em que z é o carater continuo sobre I" dado por v — z(v),
para todo v € T'. Donde segue que qS(Zg agn) = 0, para cada h. Como
¢ é arbitrario, segue que Zg agn = 0 para cada h.

Assim, fixado h, temos que aq, = 0, para cada g. Ou seja, a =
Zg,h agn ® egn =0 e ¢ éinjetiva.

Logo, se provarmos que ¥ é um *-homomorfismo, concluiremos que
1 é isométrica, pois ja vimos que S é uma uniao de C*-algebras.

Vamos provar que @ é x-homomorfismo. Para isso, é suficiente mos-
trarmos que

Y((a®egn)(b®@ers)) =1(a®egn)P(b@ ers)

Y(a®@egn) =¢((a®egn)”),
para a ® eg n,b® e, s € B#C*(G).
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Para v € T temos

P ((a®egn)(b@ers)) (7) = [h = r]s(v)ab.

Agora, como b € B,-1,, temos que p,(b) = n(r~ts)b, para cada
n € I' e assim temos

(P(a®@egn) xh(b@ers))(v) = . h(n)apy, (s(n~"~)b) p(dn)

= / h(n)as(n~'y)r~"s(n)bu(dn)

_ (/ (dn)) s(y)ab.

O fato que [g, h(n)r~—(n)u(dn) = [h = r] nos diz que ) & homo-
morfismo.

Mais ainda,
bla®@egn) () = py (Wla@egn)(v71))
= h(v)p() h(v)g~'h(7)a”
= g(y)a" =v(a” @ eng)(7)-

Portanto, ¥ se estende a um *-homomorfismo injetor
¢ : B#C*(G) = B x,T

e resta provarmos que 1; é sobrejetivo.

Seja axr € B x, I uma func¢ao caracteristica no conjunto mensu-
ravel £ C I'. Suponha que a € By, para algum h € G. Dado € > 0,
usando a regularidade da medida de Haar i de I' obtemos um compacto
KCTeumabertoU CTtaisque K CECU e u(U\K) <e.

Pelo lema de Urysohn, obtemos uma fungdo v € C(T') tal que 0 <
u<l,u(K)=1eu(\U)=0. Dai,

IN

laxe — aullBx,r laxe — aully = /S llaxz(n) — au(n)||p(dn)

/ lall(dn) < <llall
U\K

IN

Pelo teorema de Stone-Weierstrass, temos que span{z € C(I') : z €
G =T} é denso em C(T'), donde segue que existem escalares c,,’s,
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¢ =1,2,...,n tais que

u—chigi <E.
i

Logo,

axg —a (Z cgigi> < 2¢llal|-
i

Bx,I'

Colocando b =3, (cg,a ® eg,p-1 4,), temos que

Il (b) — axelBx,r < 2¢lal.

Assim, observando que as fungoes caracteristicas formam um con-
junto denso em B x,I' e B = @,ccBy, temos que Y(B#C*(Q)) é
denso em B x, T, ou seja, @(B#C*(G)) =Bx,T.

Portanto, B#C*(G) é isomorfo a B x, I,

|

Muito embora o préximo teorema seja vélido para o caso mais geral
de grupos localmente compactos abelianos (veja [25]), apresentamos
aqui uma demonstracao para o caso discreto desenvolvida no contexto
de produtos smash.

A fim de provarmos o préximo teorema, lembremos que, se G é
um grupo localmente compacto abeliano, entdao a aplicagao x — &, é
um isomorfismo topoldgico (um isomorfismo e um homeomorfismo) de

G em G, em que £:(7y) = ~(x), para todo v € G. Esse resultado é
conhecido como teorema da dualidade de Pontryagin (Teorema 1.7.2,
24).

Teorema 5.2.6 (Dualidade de Takai). Seja A uma C*-dlgebra, G um
grupo discreto abeliano e o a¢do de G em A. Seja & a agdo dual. Entao

(AxgG)xs G2 AR K(2(Q)).
Demonstragao: Seja B = A x, G, ' = G e, para cada g € G, seja
B, ={b€ B: a(b) =v(g)b, para todoy €T}
Pelo que fizemos no Exemplo [5.1.1] e pela observagao feita antes de

enunciar este resultado, temos que a colegao de subespacos {By}gecc €
uma graduacao para B.
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Suponhamos inicialmente que B, = Ad,, para todo g em G. Neste
caso, vimos no Exemplo 5.2.4: que B#C*(G) =2 A® K(I*(G) e, por
outro lado, o Exemplo nos diz que B#C*(G) = B x4 I'. Conse-
quentemente, obtemos que B x4 e A® K (I(G)) sao isomorfos, como
desejamos.

Portanto, o que precisamos fazer é verificar que B, = Ad,, para
cada g em G. De fato, como &, (ady) = v(g)ad,, para quaisquer v € I’
ea € A, ainclusao Ad, C By é imediata.

Agora, suponhamos que b € By e seja ¢ um funcional linear continuo
sobre B. Sabemos que B = @,cqAd, e assim podemos obter uma
sequéncia (Tm)men em SgecAdy tal que x,, — b. Neste caso, para
v €T, temos que

|66 (0)) = @&y (2m))| < [ ll|Ey (b = zm) || = (][]0 = 2ml],

donde a sequéncia de funcodes v — ¢(é(xy,)) converge a v — ¢(G (D))
na norma do supremo || - || de C(T'). Em particular, tal convergéncia
também se d4 em L?(I') com a norma || - |2. No entanto, escrevendo
T =, a;,, 04, podemos perceber que tais fungoes sao precisamente
> 0, 04, V&g, € O(b)Ey, respectivamente.

Desta forma,

2

0 = lim

¢(b)§9 - Z (b(aim 6gim )ggim

2

Hqﬁ(b)ég - ¢(aj7n 5gjm )fyjm H; + Z ||¢(aim 59% )ggim

2
927

3
i FJm
em que g;,, = g para todo m.

Isso implica que [|[¢(b)E; — ¢(a;,.04, V&g, |13 = 0 e, como ¢ & arbi-
trario, concluimos que b pertence ao fecho fraco de Ad,. Mas, uma vez
que Ad, é convexo e fechado, assim também ¢é na topologia fraca. Ou
seja, b € Ady, completando a prova do teorema.

[

5.3 Uma equivaléncia entre fibrados de Fell

e acoes parciais

Nesta sec@o, apresentamos nosso principal resultado. Aplicando o
que desenvolvemos neste e no capitulo precedente, mostramos que um

106



fibrado de Fell estavel sobre um grupo enumeréavel cuja dlgebra da fibra
unidade é separavel pode ser obtido através de uma acao parcial do
grupo base na algebra B..

Comegamos apresentando um exemplo de um fibrado de Fell que
nao pode ser obtido a partir de uma acao parcial na sua algebra da
fibra unidade.

Primeiramente, observamos que se B é um fibrado de Fell dado por
uma agdo parcial em B, digamos B = {By}sec = {Dy0,}4ecc, entao
para todo g € G

Bgf1Bg = Dg—lég—ngég = agfl(ozg(Dgfl)Dg)ée = Dgflée.

Logo, neste caso, os ideais B,-1 B, e ByB,-1 sao isomorfos.

Agora, seja B = {By, }nez o fibrado de Fell dado no Exemplo
Ou seja, B,, = {0}, para todon € Z\ {—1,0,1} e B_1, By, By sdo os
subespagcos de M3(C) gerados, respectivamente, por matrizes da forma

0 0 O * 0 0 0 * =
* 0 0 |, 0 * = e 0 0 O
* 0 0 0 *x = 0 0 0

Uma vez que

0 0 O * 0 0
B,131 = 0 * = 5 € BlB,1 = 0 0 O y
0 * = 0 0 0

segue, como justificamos acima, que B nao é um fibrado de Fell dado
por uma acao parcial em By.

Podemos perceber, entretanto, que B_1B; e ByB_; sao Morita
equivalentes. De fato, dado um fibrado de Fell B = {By}4cq, 0 subes-
paco By é um ByB,-1 — By-1By-bimédulo de imprimitividade com as
operagoes de multiplicagao de B e produtos internos g, B, (x,y) = zy*
€ <1‘,y>3g_139 = x*y'

Desta forma, supondo por um instante que o fibrado de Fell é esta-
vel, ou seja, que B, é uma C*-algebra estavel, é possivel provar que cada
ideal B,-1B, é também estavel. Como uma consequéncia do teorema
de Brown-Green-Rieffel, no caso em que B, é também separével, existe
um isomorfismo entre os ideais B,-1 B, e ByB,-1, para cada g € G.

Assim, no caso de um fibrado de Fell (sobre um grupo enumeréavel)
satisfazendo as condigOes acima, ou seja, para um fibrado de Fell estavel
tal que Be € separével, vamos mostrar que C*(B) é isomorfo, como C*-
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algebra graduada, a um produto cruzado parcial.

Definigao 5.3.1. Um fibrado de Fell B é dito ser saturado se BsB; =
Bst, para quaisquer s,t € G.

Exemplo 5.3.2. Seja o wma a¢ao parcial de G em A e seja B o fibrado
de Fell obtido a partir da ag¢do o como na Proposi¢io [3.2.1 Neste
caso, temos que By, = Dyd,, para cada g € G. Entdo B € saturado
se, e somente se, Dy = A, para todo g € G. Em outras palavras, B é
saturado se, e somente se, a € uma ac¢do global.

Demonstragao: Observamos que, para a € Dy e b € Dg-1, temos
Cb5g * bégfl = ag(agfl(a)b)ée S Dgée.

Por outro lado, tomando (ux)xea uma unidade aproximada para Dy,
segue que
ad, = 1i§nau>\5€ = liinaég * rg—1(Ux)0g-1.

Logo, ByBy-1 = Dy0yDy-10,-1 = Dyd.. Donde se B é saturado,
devemos ter D, = A, para cada g. Reciprocamente, se D, = A, para

cada g € G, entao
Bth == A(SsAét - A(Sst,

pois cada oy é um automorfismo de A.
|

Proposigao 5.3.3. Seja B = ©yca By uma C*-dlgebra graduada e seja
I o fecho de

S’ = {Z by—1p ®eghn i bg-1p € Bgf1Bh}

finita

na norma de B#C*(G). Entio I é um ideal da C*-dlgebra produto
smash B#C*(G). Mais ainda, I é Morita equivalente a Be.

Demonstracao: E suficiente mostrarmos que
(bg—lbh X eg7h)(akl ® ekJ) cle (ast X €s7t)(bg—1bh X eg,h) el

em que ag € By-1y, bg—l € Bg—l e by, € By,.
De fato,

(bg-1bp, @ egn)(as @ est) = [h = s]bg-1bpas @ eg ;.
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Se h # s o resultado é claro. Suponha que h = s, entdo
by-1bnas € By-1ByBy-1, C By1 By
Similarmente,
(ast @ €s,)(bg-1bp @ eg ) = [t = glasbg-1bp @ e p,

e no caso em que g = t, tem-se as;b,—1by € By—1 By,

Logo, I é um ideal em B#C*(G).

Vamos mostrar agora que I ~j; B..

Identificamos B, com B, ® e.. C I esejap = 1 Qe € M(I).
Afirmamos que B, ® e. . = pIp e p € uma projecdo cheia.

De fato, é facil ver que B, ® e. . = pIp. Para ver que p é projecao
cheia, notemos que dado a = by,—1b, @ €4, € I, tem-se

a= <b971 ® 697E)p(bh oY ee7h)7

donde concluimos que Ipl é denso em I. Logo, p é projecao cheia.
Assim, B, pode ser visto como um canto cheio de [ e, portanto, sdo
C*-algebras Morita equivalentes.
|

Observagao 5.3.4. Se B = @ycaB, € uma C*-dlgebra graduada e o
fibrado de Fell {B,},cc € saturado, seque da proposicdo anterior que
B, e B#C*(G) sao Morita equivalentes.

Nosso objetivo agora é construir uma acao de G na C*-algebra pro-
duto smash B#C*(G), e assim obter uma agio parcial em I por res-
tricao.

Seja A\, € B(I*(G)) dado por

Ag()(h) = &(g™ " h),

em que £ € [?(G). Entdo cada A\, ¢ unitério e Ay = Ag-1. Mais ainda,
Agh = AgAn, para quaisquer g,h € G. A aplicagao A : G — U(I*(G)),
g — Ag é chamada representacdo regular a esquerda.

Na préxima proposi¢ao, vamos mostrar que, para cada g € G, o
elemento 1 ® A, da origem a um x-automorfismo de B#C*(G).

Proposicao 5.3.5. Seja 0, : B#C*(G) — B#C*(G) dada por

a— (1®Aga(l® Ag-1).
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Entao, 0, estd bem definida e define um x-automorfismo de B#C*(G).
Mais ainda, o aplicagdo g — 04 € uma ag¢io de G em B#C*(G).

Demonstracgao: Primeiramente, temos de mostrar que (1® Ag)a(1l ®
Ag-1) € B#C*(G), para todo a € B#C*(G). Observamos que para
h € G,

es,t(Ag-1(0n)) = €5,t(0g-11) = [g7'h = 1]65 = [h = gt]Js,
donde segue que e, Ag-1 = €5 g¢. Analogamente,
Ag(€s,t(0n)) = [h =t]Ag(ds) = dgs

e concluimos que Ages; = €gs,;-
Assim, se a =b® e;, € B#C*(G), segue que

(1@ X)a(1®@X;-1) = (1®Ag)bRes (10 X;-1) = bReys g¢ € B#C™(G),

pois b € By-1; = B(gg)-1(g1)- Como elementos desta forma geram
B#C*(G), segue que 6, estd bem definida.

Uma vez que cada \, é um unitario em B(I*(G)), tem-se que 0, ¢
um *-automorfismo de B#C*(G). Portanto, resta verificarmos que a
aplicagdo g — 0, ¢ uma acdo de G em B#C*(G).

De fato, sejam a € B#C*(G) e g,h em G. Entao

0y(0n(@) = (18 A)(1 @ An)a(l @ N ) (16 A1)
= (1 (39 )\gh)a(l ® )\h—lg—l) = th(a).

O seguinte é nosso principal resultado:

Teorema 5.3.6. Seja B = {By}scq um fibrado de Fell estdvel sobre um
grupo enumerdvel G cuja dlgebra relativa & fibra unidade é separdvel.
Entao, existe uma acdo parcial de G na dlgebra B, tal que o fibrado de
Fell associado € isomorfo a B.

Demonstragao: Seja C*(B) a C*-algebra seccional cheia do fibrado
B. Lembremos que C*(B) é uma C*-algebra G-graduada, com a gradu-
acdo dada pela colec@o de subespacos {Bg}sec. Seja I o ideal da C*-
algebra produto smash B#C*(G) definido como na Proposigao m
e seja o« = ({Dg}gea,{agtgec) a acdo parcial de G em I, como na
Observacao Vamos mostrar que C*(B) ¢ isomorfa, como C*-
algebra graduada, ao produto cruzado parcial (I ® K) X,g1 G, em que
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a®1l=({Dy® K}yeq,{ag ®1}4ec) é a acdo parcial de G em I ® K
obtida a partir de a.

Observamos que, como a inclusdo ¢ de I em [ x, G é ndo dege-
nerada e injetiva (I contém uma unidade aproximada para I x, G),
podemos ver sua algebra de multiplicadores M () como uma subél-
gebra de M(I x, G), contendo a unidade de M (I x,, G), através da
extensdo 7 (Proposigao[A.3.2)). Além disso, é importante perceber que,
se v e M(I) e aéh S Dhéh,

t(v)ady, = li/{n t(vuy)ady, = li/{n vurdady, = liin vuyady, = vadp,

adpt(v) = adp liin (uyv) = liin adpurvd, = liin ap(ap-1(a)uyv)dp
= ap(ap-1(a)v)dp.
Escrevemos v, para i(v) e assim,
vV0cadp, = vad, € adpvd. = ap(ap-1(a)v)dp,

paratodov € M(I). Em particular, isso implica que vé. Dy 0, C Dpdp, €
Dpopvd. C Dy 6. Este fato serd importante ao longo da demonstragao,
uma vez que estamos interessados em isomorfismos entre C*-algebras
graduadas.

Consideremos p = 1 ® ec. € M(I) e seja pd. € M(I xo G). Mos-
tremos que pd. é projegdo cheia e C*(B) é isomorfa ao canto cheio
pde(I X G)pde.

De fato, (I xq G)pde(I Mo G) 2 (I0)pde(16.) = (IpI)de. Ja vimos
que p é uma projecao cheia vista como um multiplicador de I e assim
segue que

(I Mo G)pde(I ¥y G) D I0e.

Neste caso, o ideal (I X, G)pde(I ¥, G) contém uma unidade aproxi-
mada para I X, G, o que nos diz que pd. é também uma projecao
cheia.

Afirmamos que pd.(I x, G)pd. = B’, em que

B’ := span{by, @ ¢ 10 : h € G, b, € By}.

Seja y = ad, € D0, tal que y € pde(I x4 G)pd.. Por um lado, isso
significa que

ady = (1 ® ecele)ad, = (1 ® eee)ad,.
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Ou seja, a = (1®ee ¢ )a e neste caso, observamos que a € Span{b, e, p, :
h e G, by, € Bh}
Por outro lado,

ad, = ady(pde) = ar(ap-1(a)(1 ® ee.e))or,

o que implica que a,.-1(a)(1Qe, ) = a,-1(a), donde a,.—1(a) € span{b,®
ene:h € G by, € By-1}. Lembrando que a,-1(a) = 0,.-1(a) e 0,-1(b, ®
€e,n) = bp®e,—1 -1, concluimos que a = b, ®e, ., para algum b, € B,.

Agora, sejaa € I xq G ec>0. Sejax =) ag0y € BgegDydy tal
que |la — z|| < e. Desta forma,

lpdeapde — pdexpd.| < e.

No entanto,

POexpde = Poe (Z ag(59> ple = Zpée(agég)pée.
9 9

Para cada g, pdc(agdg)pde € pde(I o G)pde & um elemento de Dyd,
(aqui entra o fato que vd.Dy6n C Dpdp € Dpdpvde C Dypdy, para todo
v € M(I)). Pelo que ja foi feito, segue que, para cada g, existe b, € B,
tal que pde(agdg)pde = by ® ee 4. Logo,

pdexpd. € span{by, @ e 0y : by € B} C B’

lpdeapde — pdexpd.| < €.

Como ¢ é arbitrario, concluimos que pé.apd. € B’. Donde pd.(I X,
G)pd. C B'.
Para a inclusdo inversa, é suficiente observarmos que

POe(br, ® €cndn) = (1 @ €ce)(bn @ €cn)dn = b, @ €cndp

bh ® ee,héh(l ® 66,666) = ah(ah*1 (bh & ee,h)l ® ee,e)(sh
= ap(byp ®ep-1)0n = by @ € nop,

para quaisquer h € G e by, € By,.
Usando a caracterizag¢do provada acima, vamos mostrar que pd.(Ix
G)pd. € isomorfo a C*(B) e, consequentemente, teremos que C*(B) e
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I %, G sdo Morita equivalentes. A fim de simplificar a notacdo, a partir
de agora escrevemos B’ em vez de pd.(I o G)pde..

Considere a aplicacao

0 ®gegBy, — B

Zbg — Zbg@@ee,g&g

geG geG

Afirmamos que ¢ é uma *-representacao de @gcaBy.
Temos que

‘P(bg)@(bh> = (bg ® ee,g‘sg)(bh & ee,héh)
= ag((bg ® eg—le)(bh ® ee,h))dgh
= bgbn ® ec gndgn = p(bgbn),

@(bh)* = (bh ® 667}15}1)* = bz ® 667h715h71 = gp(bZ)

Portanto, pela propriedade universal de C*(B), ¢ se estende a um
*x-homomorfismo ¢ : C*(B) — B’.
Por outro lado, consideremos a aplicagao

Y @geaDyd, — C*(B)@ K(1*G))
Zag g = ag(1®Ag),

e mostremos que ¥ é uma, x-homomorfismo.
De fato, isso segue dos seguintes calculos:

P(ad)p(bds) =

a(l1® A )b

a(1@X)b(1 @ A1) (1@ A\)(1® Ay)
afr(D)(1 ® M)

0, (0,1 (a)b)(1 @ Ars)

(-1 (a)b) (1 ® Aps)

= ¢ ((ady)(bds))

(1® )

P(ady)" =[a(l@A)]" = (1@ A-1)a"
(1@ A-1)a" (1@ X)(1® \—1)
= arfl(a'*)(l by /\rfl) = ¢ ((CL(S,)*) ;
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emquea € D, ebe Ds.
Agora, pela propriedade universal do produto cruzado parcial I x,
G, ¥ se estende a um *-homomorfismo ¢ : Ix,G — C*(B)® K (I*(G)).
Por fim, observamos que para b;, € By,

P(bp ® ee n0n) = by @ e e € C*(B) @ e,

e identificando C*(B) com C*(B) ® e, ., temos que ¥ =3 L. Ou seja,
fica provado que C*(B) e B’ sdo C*-algebras isomorfas.

Como G é enumeravel e B, é separéavel, segue que I é possui ele-
mento estritamente positiwﬂ Como p = 1® eee € M(I) é uma pro-
jecdo cheia, o Lema f:3.11] nos diz que existe uma isometria parcial
veMI®K)talquev'v=1®1lew* =px1.

Seja t ® 1 a inclusdo de I ® K em M((I x, G) ® K). Ou seja, em
um tensor elementar a ® k tem-se (1t ® 1)(a ® k) = ade @ k. Seja (®1a
extensao de t®1 a algebra de multiplicadores M (I ® K). Considerando
u=(t®1)(v) € M((I xyG)®K), temos que u*u = 1 e uu* = pd. ® 1.
Como podemos ver na demonstragio do Corolario [£:3.13] a isometria
parcial u da origem a um isomorfismo entre B’ @ K e (I X, G) @ K
através da aplicagdo y — u*yu, para y € B’ ® K. Tal isomorfismo
é um isomorfismo de C*-algebras graduadas, pois u é imagem de um
multiplicador de I ® K por o1 e, portanto, preserva a graduagao
(anélogo ao feito no inicio desta demonstragao).

Pela Proposigio 4.2.7, segue que (I Xo G) @ K 2 I @ K Xog1 G
e pela Proposicao C'* (B) é uma C*-algebra estavel como C*-
algebra graduada. Como o isomorfismo construido entre C*(B) e B’
também preserva a graduagao, concluimos que C*(B) e (IQ® K) Xag1 G
sao C*-algebras graduadas isomorfas.

Considerando a ac¢do parcial de G sobre a C*-algebra B, corres-
pondente a o ® 1, obtemos um fibrado de Fell isomorfo a B (Exemplo
12.3).

|

Observacio 5.3.7. E possivel enfraquecer a hipdtese do Teorema
exigindo que cada ideal B, By possua elemento estritamente positivo,
em vez da separabilidade de B..

Assumindo um contra-exemplo para o teorema de Brown-Green-
Rieffel (Teorema4.3.15)), fica facil encontrar um exemplo de um fibrado

L Seja {g1,92,---,Gn, .-} uma enumeragio para G e seja (v3)nenN uma unidade
aproximada enumeravel para Bg—lBg. Para n € IN, colocamos un = > 1 Vil ®
€g;9;- Entdo (un)nen € uma unidade aproximada para I.
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de Fell estavel sobre um grupo enumeréavel que nao pode ser obtido a
partir de uma acao parcial.

Com efeito, sejam A e B C*-algebras Morita equivalentes, mas nao
estavelmente isomorfas. Claro, uma delas nao cumpre a hipétese de
possuir um elemento estritamente positivo. Seja X um AQ K — B® K-
bimédulo de imprimitividade e seja C' a algebra de ligacao de X. Seja
{B, }nez o fibrado de Fell como no Exemplo Ou seja, B, = {0},
para cada n € Z \ {-1,0,1}, e B_1, By, By sao os subespacos de C
definidos, respectivamente, por

0 0 A9K 0 0 X
X o)’ o Bek ) ¢ Lo o)

Como ja argumentamos ao longo do texto, se B = {By,}necz € um
fibrado de Fell relativo a uma acao parcial de Z em B., entao deve
existir um isomorfismo entre os ideais B_1B; e B;B_1. No entanto,

0 0\/0 X 0 0
BlBl_(}Z’ 0)(0 0)‘(0 B®K)
(0 X 0 0\ [A®K 0
BlBl_(o 0)()? 0)‘( 0 0>’

que nao sao C*-algebras isomorfas.

Vamos apresentar agora dois corolarios do Teorema No pri-
meiro, aplicamos o teorema para a estabilizagao de um fibrado de Fell
satisfazendo as hipoteses de enumerabilidade do grupo e separabilidade
da algebra da fibra unidade.

Corolario 5.3.8. Seja B = {B,}4cc wm fibrado de Fell sobre um grupo
enumerdvel G cuja dlgebra da fibra unidade € separdvel e seja BRK sua
estabilizacdo. Entao existe uma a¢ado parcial de G na dlgebra B, @ K
tal que o fibrado de Fell associado € isomorfo a B® K.

Demonstracgao: Basta observarmos que B ® K satisfaz as hipoteses
do Teorema [5.3.6] uma vez que B® K ¢é estavel e B, ® K é separavel,
uma vez que B, e K sao separaveis.
]
O proximo corolario é um resultado de [7], que neste trabalho obti-
vemos como uma consequéncia do Teorema [5.3.6

Corolario 5.3.9. Seja B = {By}4cq um fibrado de Fell saturado e
estavel sobre um grupo enumerdvel G cuja dlgebra da fibra unidade é
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separdvel. Entdo eziste uma agdo global de G na dlgebra B, tal que o
fibrado de Fell associado é isomorfo a B.

Demonstragao: Pelo Teorema [5.3.6] existe uma a¢do parcial de G
em B, tal que o fibrado de Fell associado é isomorfo a B. Se a =
({Dg}gea: {agtqeq) € tal agdo parcial, segue do Exemplo que «

¢ uma acgao global.
[
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Consideracoes finais

Combinando o que apresentamos neste trabalho com os resultados
obtidos em [10], podemos tirar importantes conclusoes envolvendo C*-
algebras graduadas.

De acordo com [10], uma C*-élgebra graduada B é dita ser topolo-
gicamente graduada se existe uma transformacdo linear limitada de B
em B, que é a aplicacao identidade em B, e se anula em cada subes-
pago By, para t # e. Ainda em [10], um importante resultado obtido
é que, para um fibrado de Fell amenable B, qualquer C*-algebra topo-
logicamente graduada cujo fibrado de Fell associado coincide com B, é
isomorfa & C*-algebra seccional reduzida de B.

Em particular, através do Teorema [5.3.6] e dos resultados citados
acima, temos condicoes suficientes para determinar se uma C*-algebra
graduada é um produto cruzado parcial da sua algebra da fibra unidade
pelo grupo base. Em suma, se o fibrado de Fell associado a uma C*-
algebra topologicamente graduada é amenable e satisfaz as hipoteses
do Teorema[5.3.6] entao tal C*-algebra é, de fato, um produto cruzado
parcial como definimos na Secao [3.2}
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Apéndice A

Alguns resultados
auxiliares

Neste apéndice, apresentamos a construcao da C*-algebra envol-
vente de uma *-algebra admissivel, algumas defini¢des equivalentes de
elementos estritamente positivos em uma C*-algebra, além de alguns
fatos sobre a algebra de multiplicadores de uma C*-algebra.

A.1 (*-Algebra envolvente

Nesta secao, definimos a C*-algebra envolvente de uma x-algebra e
mostramos que sempre existe a C*-algebra envolvente de uma *-algebra
admissivel. Como referéncias, citamos [9] e [20].

Ao longo desta se¢ao, B é uma x-algebra.

Definigao A.1.1. Uma C*-algebra envolvente de B é uwma C*-dlgebra
A equipada com um x-homomorfismo v : B — A tal que para toda C*-

dlgebra C' e para todo x-homomorfismo ¢ : B — C, existe um 1inico
x-homomorfismo ¢ : A — C tal que o diagrama

B—sA

N

comuta. Em outras palavras, p ot = .
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Definigao A.1.2. Dizemos que B é admissivel se para cada b € B,
existe M > 0 tal que se C é uma C*-dlgebra e p : B — C € um
x-homomorfismo, entdo ||p(b)|| < M.

Se B é uma x-algebra admissivel, vamos denotar sup,. |7 ()| o su-
premo do conjunto

{||r(@®)|| : m : B— C, C éuma C*-algebra, 7 é um *-homomorfismo}.

Teorema A.1.3. Seja B uma *-dlgebra admissivel. Entao eziste uma
C*-dlgebra envolvente para B, que € inica a menos de x-isomorfismos.

Demonstragao: Observamos que a aplicagdo ||| - ||| : B — R" dada
por b — sup, ||7(b)|| estd bem definida e define uma C*-seminorma
em B. Seja N = {b € B : |||b||| = 0}. Entdo, I é um x-ideal de B
e podemos considerar o quociente B/N, que é uma *-algebra com as
operacoes de multiplicacdo e involucao definidas por

(b+ N)(b' + N) :=bb' + N,

(b+ N)* :=b* + N,

para b, V' € B.
Definimos em B/N a aplicagéo || - || : B/N — R™" por

16+ N = sup [|w(b)].-

Notemos que || - || esta bem definida, pois se b+ N = b’ + N, segue
que b—b € N. Logo, w(b) = ('), para todo *-homomorfismo = de B
em uma C*-algebra C. Consequentemente, ||b+ N|| = ||’ + N||.

E facil ver que ||-|| define uma C*-norma em B/N, ji que ||b+N|| = 0
implica que sup,. ||7(b)|| = 0 e, portanto, b € N.

Seja A o completamento de (B/N,|| - ||). Segue que A é uma C*-
algebra. Sendo ¢ : B — A a aplicagdo quociente, ou seja, t(b) = b+ N,
para todo b € B, vamos mostrar que (4, ¢) € uma C*-algebra envolvente
para B.

De fato, seja C uma C*-algebra e ¢ : B — C' um *-homomorfismo.
Definimos

¢:B/N — C
b+ N —  p(b).

Segue que @ estd bem definida, pois se b+ N = b’ + N, temos que
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e(b—1b") =0, ja que sup, ||7(b—b)|| = 0. Como ¢ é linear, obtemos
©(b) = p('). Além disso, ¢ é um *-homomorfismo.

Agora, uma vez que

120+ M) = llp ) < sup [[w(B)[| = I+ N

concluimos que ¢ se estende a um *-homomorfismo de A em C, que
continuaremos denotando por p. Mais ainda, para todo b € B,

P(u(b)) = @(b+ N) = ¢(b)

e assim @ ot = ¢. A unicidade de ¢ segue do fato de ¢(B) ser denso
em A.

Logo, resta somente mostrarmos a unicidade de A, a menos de *-
isomorfismos.

Seja (C,j) uma outra C*-algebra envolvente para B. Primeira-
mente, notemos que o x-automorfismo identidade Id¢ faz o diagrama

comuta.

Por outro lado, usando as propriedades universais de A e C, res-
pectivamente, podemos obter tnicos *-homomorfismos ¢ : A — C e
¢+ C — A tais que os diagramas

B—>A
N

C
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comutam. Dai, podemos concluir que pop’ og=j3e ¢’ opor=1.
Portanto, por unicidade, devemos ter ¢ o ¢’ = Idg e ¢’ o p = Idy,
completando a prova do teorema.
|

A.2 Elementos estritamente positivos

Nesta secao, definimos elemento estritamente positivo e, entre ou-
tras coisas, mostramos que uma C*-algebra possui um elemento es-
tritamente positivo se, e somente se, possui uma unidade aproximada
sequencial. Como uma consequéncia, concluimos que toda C*-algebra
separavel possui elemento estritamente positivo.

A principal referéncia usada nesta segao é [20].

Definigao A.2.1. Dizemos que um elemento positivo e de uma C*-
dlgebra A ¢é estritamente positivo, se eAde = A.

Proposigao A.2.2. Seja A uwma C*-dlgebra e e € A um elemento
positivo. Sio equivalentes:

(i) Ae € denso em A;
(i) ¢(e) > 0 para todo estado ¢ de A;
(iii) e € estritamente positivo.

Demonstragao: Suponha que valha (i) e seja ¢ um estado de A. Uma
vez que e é positivo, escrevemos e = c*c, com ¢ € a. Pelo Teorema 3.3.7
de [20], dizer que ¢(e) = ¢(c*c) = 0, implica que ¢(ac) = 0, para todo
a € A. Uma vez que Ac é denso em A, temos ¢ = 0, 0 que é uma
contradi¢do. Logo, ¢(e) > 0 e segue (i)=-(ii).

Para (ii)=-(iii), vamos usar o Teorema 5.3.1 de |20] que afirma que
se By e By sao C*-subalgebras hereditarias de uma C*-algebra A tais
que By C Bs, entdo se todo funcional linear positivo 7 de A se anula
em B; também se anula em Bs, segue que By = Bs.

Com este resultado em maos, se B = eAe, devemos ter B = A. Com
efeito, caso contrério existiria um estado ¢ de A tal que ¢(B) = 0. Neste
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caso, ¢(ee) = 0 e novamente usando o Teorema 3.3.7 de [20], teriamos
¢(e) = 0, contradizendo (ii). L
Para (iii)=(i) basta observar que eAe C Ae.

Proposicao A.2.3. Seja A uma C*-dlgebra. Sdo equivalentes:
(i) A possui um elemento estritamente positivo;

(ii) A possui uma unidade aprozimada sequencial.

Demonstragao: Comegamos por mostrar a implicagdo (i)=-(ii). Seja
e um elemento estritamente positivo de A. Para cada n € IN, colocamos

U, =el e+ — .
n

Mostremos que (uy)nen ¢ uma unidade aproximada enumerével para
A.
Para cada n € IN, seja g, : o(e) = R a funcio

t2
t+

t— T
n
Entéo, a sequéncia de funcoes (g, )nen € pontualmente crescente e con-
verge pontualmente & funcdo inclusdo z : o(e) — R. Como o(e) é
compacto, pelo teorema de Dini, segue que g, — z uniformemente.
No entanto, o *-isomorfismo ¢ entre C(c(e)) e C*(e,1) & tal que
p(z) = e. Segue que ¢(g,) — e. Como ¢(g,) = eu,, concluimos que
eu, — e. Mas, Ae é denso em A, e assim obtemos que au, — a, para
todo a € A.
Para (ii)=(i), seja (un)nen uma unidade aproximada sequencial

para A. Seja
U
n
€= 2 : on
n=1

e provemos que e é estritamente positivo. Para isso, vamos mostrar
que ¢(e) > 0, para todo estado ¢ de A, e o resultado segue como uma
consequéncia da Proposicao

Suponha que ¢ seja um estado de A. Como ||¢| = lim,, ¢(u,) =1,
deve existir N € IN tal que ¢(uy) > 0. Logo, como ¢(u,) > 0 para
todon € IN,
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]
Uma C*-algebra que possui uma unidade aproximada sequencial é
dita ser o-unital.
O seguinte é uma consequéncia da proposi¢ao anterior, e sua de-
monstracdo pode ser encontrada em [20], Observagao 3.1.1.

Corolario A.2.4. Seja A uma C*-dlgebra separdvel. Entio A possui
elemento estritamente positivo.

A.3 Algebra de multiplicadores

Nesta secdo, definimos a topologia estrita da algebra de multipli-
cadores, mostramos que um *x-homomorfismo naodegenerado de uma
C*-algebra se estende unicamente a um x-homomorfismo unital da sua
algebra multiplicadores e tal *-homomorfismo é também estritamente
continuo. Além disso, definimos o produto tensorial espacial de C*-
algebras e, neste contexto, mostramos um resultado que relaciona o
produto tensorial das algebras de multiplicadores com a algebra de
multiplicadores do produto tensorial.

A.3.1 Topologia estrita

Considere a topologia sobre M (A) gerada pelas seminormas
1blla = llball + [lab]],

em que b € M(A) e a € A. Tal topologia é chamada topologia estrita
de M(A). Assim, um net (px)aca €em M(A) converge a pu na topologia
estrita se, e somente se, pya — pa e apy — ap, para todo a € A.

Observagao A.3.1. A ¢é denso em M(A) na topologia estrita.

Demonstragao: De fato, para u € M(A), temos que uyp converge
a u na topologia estrita, em que (uy)xea € uma unidade aproximada
para A.

]

Proposigao A.3.2. Sejam : A— M(B) um x-homomorfismo naode-
generado ( m(A)B = B). Entdo eziste uma unica extensao de m a um
x-homomorfismo unital T : M(A) — M(B).

Demonstragao: Uma vez que 7 é ndo-degenerada, segue que (uy)b
converge a b, para qualquer b € B. Assim, obtemos uma sequéncia
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{m(an)b}nen tal que lim,, 7(a, )b = b. De mesma forma, podemos obter
uma sequéncia {bn(a})}nen tal que lim, bw(al,) = b. Com isso, para
u € M(A), definimos 7(p) = (7 (1), Tr(p)), em que

L (u)(b) = limm(pan)b, e Tr(u)(b) = limbr(ay,p).

Provemos que 7(u) estd bem definida e é um elemento de M (B).
Primeiramente, sabemos que u*p < ||u||?> e consequentemente

b r(a* p* pa)b < ||p||*o* 7 (a*a)b.

Logo,
[ (ua)bll < [|pllllm(a)bll.

Analogamente,

[om(ap)|| = [l (r"a™)b"[| < el [[om ().

Esta desigualdade tera uma importancia fundamental ao longo da de-
monstracao.

Dai, segue que

17 (pan)b = m(pam )bl < [lpfll7(an)b = m(am)b]

e, consequentemente, o limite lim,, m(ua,)b existe. Com o mesmo ar-
gumento prova-se que tal limite independe da sequéncia que tomarmos
desta forma convergindo a b. Usando que Bw(A) é denso em B e argu-
mentando similarmente, obtemos que o limite lim,, b7 (a,u) existe, em
que br(a,) — b.

Observamos também que se b,¢ € B, w(a,)b — b, w(al)c — ce
m(en)(b+c¢) = b+c, em que (an)nen, (al,)nen € (Cn)nen S0 sequéncias
em A, entdo, para A € A fixado,

[l (k) (7 (an)b + 7(az)e = w(cn) (b + )| < (D),

em que (A) = ||pllll7(an)d + 7(al,)e — w(en)(b + ¢)||, e isto segue da
desigualdade que apresentamos no inicio da demonstracao.

Passando ao limite sobre A e depois sobre n, concluimos que a apli-
cagdo 7r(p) dada por b — lim, 7(pay,)b é linear. O mesmo vale para
7(u) g definida por b — lim, br(a, i), em que br(a,) — b.

Mais ainda, para quaisquer b, b’ € B,

7)1 (00') = i (puan )bb' = () (D)
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ja que m(a, )bb' — bb', sempre que 7(a,)b — b. Também temos que
T (1) r(BY) = b7 () R(D).
Por fim, suponha que br(a,) = b e w(a,)b’ — V', Entao,

7(pn)r(b)Y = lirrlnbw(an,u)w(a;)b’
= lim bre(an)m(pal, )b’ = b (u)r(b').

Logo, m(u) = (7 (1), Tr(1)) é um elemento de M (B). Além disso,
prova-se que 7 : M(A) — M(B), u+ 7(y) é um *-homomorfismo. E
facil ver que 7 é unital e estende 7.

Se ¢ : M(A) - M(B) é outro #-homomorfismo unital estendendo
m, para cada a € A e u € M(A), temos que

p(p)(a) = p(pa) = 7(pa) = 7 (u)m(a).

Usando que 7 é nao-degenerada e unidade aproximada, obtemos que
o(p) = 7(n), donde ¢ = 7.

|

Na proxima proposigao, usaremos a Proposigdo 2.33 de [23], que diz

o seguinte: seja X um A-mddulo de Banach ndodegenerado, no sentido

de que X é um espaco de Banach e ||az| < |la||||z||, e span{az : a €

A,z € X} é denso em X. Entdo todo elemento de X ¢ da forma az,
para algum a € Aex € X.

Proposigao A.3.3. Sejam A e B C*-dlgebras e sejam : A — M(B)
um x-homomorfismo naodegenerado. Entdo a extensio demw, 7 : M(A) —
M(B) € continuo nas respectivas topologias estritas de M(A) e M(B).

Demonstracgao: Seja (pa)rea um net em M(A) tal que py — p
estritamente. Temos de mostrar que 7(uy) — 7(u) estritamente.

Com efeito, seja b € B. Neste caso, B € um A-mo6dulo de Banach
com a acdo de modulo dada por a — 7(a)b. Assim, pela Proposi¢do
que enunciamos acima, temos que b = 7(a)c, para algum a € Aec € B.
Segue que

17 ()b = m ()bl = l|w(pa — pra)e|| < [[ua — pral el

que converge 0. O mesmo vale para ||br(u) — br(py)|| considerando B
como um A-médulo de Banach & direita.
|
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A.3.2 Produto tensorial espacial de dlgebras de mul-
tiplicadores

Lembremos que se A e B sao C*-algebras, com representagoes uni-
versais (¢, H) e (p, K), respectivamente, entdo existe um tdnico *-
homomorfismo injetivo 7 : A® B — B(H®K) tal que 7(a ® b) =
p(a) ® w(b), para quaisquer a € A, b € B. A funcgao

|l.: A® B — R*
c = =)l

é uma C*-norma sobre A ® B chamada C*-norma espacial. O com-
pletamento de A ® B com relacdo a || - ||« é chamado produto tensorial
espacial de A e B, e é denotado por A ®, B.

Dizemos que A é nuclear, se para toda C*-algebra B, existe somente
uma C*-norma sobre A @ B. Neste caso, denotamos a C*-algebra
produto tensorial de A e B simplesmente por A® B. Segue do Exemplo
6.2.3 de [20] que K(H) é nuclear, em que H é um espago de Hilbert e
K(H) denota a C*-élgebra de todos os operadores compactos sobre H.

A fim de mostrar que, se A e B sdo C*-élgebras, entdo M(A) ®.
M(B) C M(A ®, B), fagamos uma proposi¢do que mostra que a alge-
bra de multiplicadores de uma C*-algebra A possui uma propriedade
universal:

Proposicao A.3.4. Seja B uma C*-dlgebra unital contendo A como
um ideal. Entao existe um unico x-homomorfismo unital B — M(A)
cuja restricio a A coincide com a inclusiéo candénica A — M(A).
Mais ainda, se A é essencial em B (bA = 0 = b = 0), entdo o *-
homomorfismo associado B — M(A) € injetivo.

Demonstragao: Seja B uma C*-algebra contendo A como ideal. Dado
b € B, notemos que a aplicagdo L, : A — A, a + ba é linear e
satisfaz Ly(ac) = Ly(a)c, para quaisquer a,c € A. O mesmo vale para
Ry : A— A, a— ab e além disso, Ry(a)c = aLy(c). Definimos
m:B — M(A)
b — (Lb,Rb).

Entdo 7 ¢ unital e estende a inclusdo canonica de A em M (A). Para
b,b' € Beae€ A, temos

Ly(Ly (a)) = bb'a = Lyy (a)
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Rb/(Rb(a)) = abb’ = Rbb/(a),

donde m(b)m(b') = w(bY').
Além disso,

Ly(a) = (Ly(a®))" = ab” = Ry~ (a), Rj(a)=(Ry(a"))" =b"a = Ly-(a).
Portanto,
m(b)" = (Lv, Rp)" = (Ry, L) = (Lo~ Ry-) = m(b"),

0 que completa a prova de que m é um *-homomorfismo.

Para ver que 7 é tnico, seja ¢ : B — M(A) um *-homomorfismo
unital estendendo a inclusdo canénica ¢ : A — M(A). Entdo, para
ac€Aebe B,

p(b)ula) = p(b)p(a) = p(ba) = (ba) = 7(B)i(a).

Logo,
(p(b) — (b)) t(a) = 0, para todo a € A.

Como A é um ideal essencial em M(A), segue que ¢(b) = w(b), para
todo b € B.
Suponha agora que A seja um ideal essencial em B. Assim, se b € B
é tal que 7(b) = 0 temos que bA =0 e Ab =0, donde b = 0. Segue que
7 é injetivo.
|
O seguinte ¢ uma consequéncia da Proposi¢ao

Proposigao A.3.5. Sejam A e B C*-dlgebras, entio existe um *-
homomorfismo injetor e unital de m : M(A) ®,. M(B) - M(A®, B)
estendendo a inclusdo candnica de A @, B em M (A ®. B).

Demonstragao: Sejam (¢, H) e (¢, K) representacoes injetivas e ndo-
degeneradas de A e B, respectivamente. Pelo Teorema 6.3.3 de [20],
existe um tnico *homomorfismo injetor &1 : A ®, B — B(H®K)
tal que
p@(a @ b) = p(a)@(b),

para quaisquer a € A e b € B. Além disso, ¢&1) é ndo-degenerada.

Por outro lado, sejam & : M(A) — B(H) e 1 : M(B) — B(K)
as extensdes de ¢ e 1), respectivamente, a M(A) e M(B), como na
Proposigao Temos que ¢ e J sao injetivos e, assim, obtemos um
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«-homomorfismo injetivo $&¢) : M(A) ®, M(B) — B(H®K) tal que
(#89) (nev) = BWEB(),

para quaisquer p € M(A) e v € M(B).

Observamos que a restri¢ao de @@i{? aA®,Bé exatamentey@)@/}.
Donde se ¢ € M(A) ®. M(B) é tal que ¢c(A®, B) = 0, temos pR(c) =
0, pois p®1 é ndo-degenerada. Portanto, o resultado segue da Propo-
sigao

|
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