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Resumo

Dada uma C∗-álgebra graduada B por um grupo discreto G, de-
�nimos a C∗-álgebra produto smash como uma certa subálgebra de
B ⊗K(l2(G)).

Usamos a C∗-álgebra produto smash para mostrar que, dado qual-
quer �brado de Fell estável sobre um grupo enumerável tal que a álgebra
da �bra unidade é separável, existe uma ação parcial do grupo base na
álgebra da �bra unidade cujo �brado de Fell associado é isomorfo ao
�brado inicial.
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Abstract

Given a graded C∗-algebra B by a discrete group G, we de�ne
the smash product C∗-algebra B#C∗(G) as a certain subalgebra of
B ⊗K(l2(G)).

We use the smash product C∗-algebra to show that given any stable
Fell bundle over a countable group such that the unit �ber algebra is
separable, there is a partial action of the base group on the unit �ber
algebra whose associated Fell bundle is isomorphic to the given one.
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Introdução

Muito embora a teoria de �brados C∗-algébricos, atualmente mais
conhecidos como �brados de Fell, seja desenvolvida no contexto mais
geral de grupos localmente compactos (veja [14, 15]), esta teoria está
estreitamente relacionada com a de C∗-álgebras graduadas quando lida-
mos com grupos discretos. Uma C∗-álgebra B é dita ser graduada por
um grupo G se B = ⊕g∈GBg, em que, para cada g, Bg é um subespaço
fechado de B, B∗g = Bg−1 , e BgBh ⊆ Bgh, para quaisquer g, h ∈ G. Em
termos gerais, um �brado de Fell B sobre um grupo discreto G é uma
coleção de espaços de Banach {Bt}t∈G com operações de multiplicação

· : Bt ×Bs → Bts

e involução
∗ : Bt → Bt−1

satisfazendo as propriedades que seriam satisfeitas se a coleção de subes-
paços {Bt}t∈G fosse, de fato, uma graduação para alguma C∗-álgebra.

Um �brado de Fell dá origem a C∗-álgebras graduadas pela cole-
ção de subespaços {Bt}t∈G um tanto especiais, a saber as C∗-álgebras
seccionais cheia e reduzida. A primeira delas possui uma propriedade
universal e é de�nida de forma mais abstrata, como a C∗-álgebra en-
volvente de uma certa ∗-álgebra, que é obtida naturalmente a partir
do �brado de Fell. Já a última é de�nida a partir de uma representa-
ção concreta desta ∗-álgebra e, de certa forma, é a �menor� C∗-álgebra
graduada pela coleção de subespaços {Bt}t∈G (veja [10]). Isto nos leva
ao fato que uma C∗-álgebra graduada pode não ser necessariamente a
C∗-álgebra seccional cheia ou reduzida do seu �brado de Fell associado
(veja Exemplo 5.1.4). Entretanto, podemos vê-la como o completa-
mento da ∗-álgebra ⊕g∈GBg em uma dada C∗-norma e, neste contexto,
[10] apresenta condições su�cientes para que estas C∗-álgebras sejam
isomorfas.
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C∗-álgebras graduadas também surgem a partir de ações de grupos
em C∗-álgebras. Por exemplo, uma C∗-álgebra admitindo uma ação
contínua de um grupo compacto abeliano Γ é graduada pelo grupo Γ̂.
Já uma ação global α de um grupo discreto G em uma C∗-álgebra A
dá origem ao produto cruzado AoαG, que é uma C∗-álgebra graduada
por uma coleção de subespaços que são cópias de A, pelo menos como
espaços de Banach. No caso em que α é uma ação parcial, temos uma
C∗-álgebra graduada por uma família de subespaços que são cópias de
ideais de A, que chamamos produto cruzado parcial.

O conceito de produto cruzado parcial de uma C∗-álgebra por um
único automor�smo parcial foi introduzido em [12] e, posteriormente,
foi generalizado em [19] para o produto cruzado parcial por um grupo
discreto qualquer. Em suma, na primeira construção, o automor�smo
usado na de�nição do produto cruzado usual de uma C∗-álgebra pelo
grupo dos inteiros foi substituído por um ∗-isomor�smo entre dois ide-
ais, enquanto na última, a partir de uma ação parcial, foi de�nido
uma estrutura de ∗-álgebra de Banach em um certo subespaço das fun-
ções integráveis do grupo na C∗-álgebra. O produto cruzado parcial
foi de�nido como a C∗-álgebra envolvente de tal ∗-álgebra de Banach,
generalizando assim a noção de produto cruzado usual.

Uma ação parcial de um grupo G em uma C∗-álgebra A é um par
α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) em que, para cada g ∈ G, Dg é um ideal de
A, αg : Dg−1 → Dg é um ∗-isomor�smo e, pelo menos quando possível,
temos uma certa compatibilidade entre a operação de composição dos
∗-isomor�smos αg's e a operação do grupo. Em um contexto ainda mais
geral, temos ações parciais torcidas, cuja de�nição, além dos ideais e ∗-
isomor�smos indexados em G, envolve uma coleção de multiplicadores
indexados em G×G.

Em [7], A. Buss, R. Meyer e C. Zhu mostraram que �brados de Fell
saturados, no contexto mais geral de grupos localmente compactos, cor-
respondem a ações (globais) de grupos. Neste trabalho, consideramos
�brados de Fell sobre grupos discretos (não necessariamente saturados)
e, sob certas hipóteses, obtemos uma equivalência entre �brados de Fell
sobre um grupo G e ações parciais de G. Assim, tornamos mais precisa
a ideia de que �brado de Fell é uma espécie de ação de grupo, embora
já saibamos de [11] que dado um �brado de Fell B sobre um grupo
enumerável cuja álgebra da �bra unidade é estável e separável, então B
pode ser obtido a partir de uma ação parcial torcida ou, como também
é conhecido na literatura, B pode ser exibido como um �brado produto
semidireto. Aqui, melhoramos este resultado, exibindo um �brado sa-
tisfazendo as mesmas hipóteses assumidas em [11] como o �brado de
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Fell obtido a partir de uma ação parcial não torcida do grupo base na
sua álgebra da �bra unidade. Desta forma, com o que foi feito em [10],
temos condições su�cientes para que uma C∗-álgebra graduada seja um
produto cruzado parcial.

Organizamos o trabalho como segue:
No primeiro capítulo, embasados em [23] e [18], de�nimos C∗-módu-

los de Hilbert e sua C∗-álgebra de operadores adjuntáveis. Feito isto,
introduzimos o conceito de bimódulos de imprimitividade e, então, de-
�nimos Morita equivalência entre C∗-álgebras. Por �m, mostramos que
esta relação, como o próprio nome sugere, é uma relação de equivalência
entre C∗-álgebras e encerramos construindo a álgebra de ligação de um
bimódulo de imprimitividade, que além da sua importância no estudo
de Morita equivalência, neste trabalho também será usada para obter
importantes resultados subsequentes.

No segundo capítulo, de�nimos o conceito de �brado de Fell sobre
grupos discretos e começamos construindo uma ∗-álgebra relacionada
a um �brado. Mostramos que tal ∗-álgebra é admissível e, assim, de�-
nimos a C∗-álgebra seccional cheia como sendo sua C∗-álgebra envol-
vente. Em seguida, construímos uma representação injetiva do �brado
de Fell, que nos leva a de�nir a C∗-álgebra seccional reduzida, além de
concluir propriedades importantes da C∗-álgebra seccional cheia.

No terceiro capítulo, de�nimos ações parciais de grupos discretos
e mostramos que, a partir de uma ação parcial, é possível obter um
�brado de Fell. Além disso, a �m de ilustrar de�nições posteriores,
introduzimos brevemente o conceito de ações contínuas de grupos lo-
calmente compactos em C∗-álgebras e de�nimos um produto cruzado
associado. Mostramos também que, dada uma ação de um grupo dis-
creto abeliano, podemos obter uma ação contínua do seu grupo dual
no produto cruzado obtido. Este caso será su�ciente para o que pre-
cisamos, muito embora isto também seja verdade quando o grupo em
questão é um grupo localmente compacto abeliano qualquer.

No quarto capítulo, introduzimos o conceito de C∗-álgebras estáveis
e, com isso, de�nimos �brado de Fell estável como sendo um �brado
cuja álgebra da �bra unidade é uma C∗-álgebra estável. Desenvolvemos
alguns resultados nesta teoria, tendo por objetivo obter as ferramentas
necessárias para o capítulo �nal. Por �m, embasados em [5] e [6],
apresentamos o teorema de Brown-Green-Rie�el.

No último capítulo, apresentamos �nalmente o principal resultado
do trabalho. Começamos de�nindo C∗-álgebras graduadas e, para tais,
de�nimos a C∗-álgebra produto smash, que também é conhecida na li-
teratura como produto cruzado, no contexto de coações de grupos (veja
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[22]). Mostramos que, dada uma C∗-álgebra graduada, sua álgebra da
�bra unidade é Morita equivalente a um ideal da C∗-álgebra produto
smash. Tal ideal admite uma ação parcial do grupo base, cujo produto
cruzado parcial obtido é Morita equivalente à C∗-álgebra graduada em
questão, quando esta é a C∗-álgebra seccional cheia de seu �brado de
Fell associado. Com isto em mãos e o teorema de Brown-Green-Rie�el,
assumimos certas hipóteses sobre um �brado de Fell e obtemos o prin-
cipal resultado do trabalho.

No apêndice, apresentamos alguns resultados usados ao longo do
texto envolvendo a álgebra de multiplicadores de uma C∗-álgebra, apre-
sentamos algumas de�nições equivalentes para elemento estritamente
positivo de uma C∗-álgebra e, além disso, construímos a C∗-álgebra
envolvente de uma ∗-álgebra admissível.

Fixemos notações usadas ao longo texto. Dada uma sentença lógica
P , o símbolo [P ] tem valor 1 se a sentença P for verdadeira. Caso
contrário, o símbolo [P ] possui valor 0. Por exemplo, o símbolo [s = t]
tem valor 1 se s = t, e possui valor 0 se s 6= t. De mesma forma, o
símbolo [n ≥ k] tem valor 1 se n ≥ k e, no caso em que n < k, temos
[n ≥ k] = 0.

Com relação a pré-requisitos, a teoria de integração de grupos com
valores em uma C∗-álgebra pode ser encontrada em [27]. O produto
tensorial de C∗-álgebras é usado com bastante frequência, e é abordado
em [20], já a teoria de grupos localmente compactos é apresentada em
[24]. Ao longo do trabalho, citamos alguns resultados úteis e suas
referências, à medida que isso for necessário. Entretanto, acreditamos
que, em sua maioria, estes resultados podem ser encontrados em [20].
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Capítulo 1

Morita equivalência

Neste capítulo, embasados em [23] e [18], começamos introduzindo
C∗-módulos de Hilbert, apresentando algumas de suas propriedades e
construindo a álgebra de operadores adjuntáveis. Feito isto, introduzi-
mos o conceito de Morita equivalência entre C∗-álgebras e mostramos
que isto, de fato, de�ne uma relação de equivalência. A referência [26]
também foi amplamente usada.

1.1 Módulos de Hilbert

De�nição 1.1.1. Seja X um espaço vetorial sobre o corpo dos números
complexos C e A uma C∗-álgebra. Dizemos que X é um A-módulo (à
direita), e denotamos por XA, se existe uma aplicação X × A → X,
(x, a) 7→ xa satisfazendo, para quaisquer x, y ∈ X, a, b ∈ A e λ ∈ C,

(i) x(ab) = (xa)b;

(ii) λ(xa) = (λx)a = x(λa);

(iii) x(a+ b) = xa+ xb;

(iv) (x+ y)a = xa+ ya.

De�nição 1.1.2. Seja XA um A-módulo à direita. Dizemos que XA

é um A-módulo com produto interno se existe uma aplicação 〈·, ·〉A :
X × X → A tal que, para quaisquer x, y, z ∈ X, a ∈ A e escalares
λ, µ ∈ C, satisfaz os seguintes postulados:
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(i) 〈x, λy + µz〉A = λ〈x, y〉A + µ〈x, z〉A;

(ii) 〈x, ya〉A = 〈x, y〉Aa;

(iii) 〈x, y〉∗A = 〈y, x〉A;

(iv) 〈x, x〉A ≥ 0, i.e., 〈x, x〉A é positivo como um elemento da C∗-
álgebra A;

(v) 〈x, x〉A = 0 implica que x = 0.

Neste caso, dizemos que a aplicação 〈·, ·〉A : X × X → A é um
A-produto interno.

Observação 1.1.3. Os axiomas (i) e (iii) implicam que 〈·, ·〉A é conjugado-
linear na primeira variável.

Demonstração: Com efeito, temos

〈λx+ µy, z〉A = 〈λz, λx+ µy〉∗A = (λ〈z, x〉A + µ〈z, y〉A)∗

= λ̄〈z, x〉∗A + µ̄〈z, y〉∗A
= λ̄〈x, z〉A + µ̄〈y, z〉A.

�

Observação 1.1.4. As condições (ii) e (iii) implicam que 〈xa, y〉A =
a∗〈x, y〉A, donde segue que

〈X,X〉A := span{〈x, y〉A : x, y ∈ X}

é um ideal em A.

Observação 1.1.5. Se AX é um A-módulo à esquerda, um A-módulo
com produto interno pode ser de�nido similarmente. Neste caso, o
produto interno é de�nido como sendo A-linear na primeira variável,
ou seja,

A〈λx+ µy, z〉 = λA〈x, y〉+ µ〈y, z〉 e A〈ax, y〉 = aA〈x, y〉,

para quaisquer x, y ∈ X, a ∈ A, e λ, µ ∈ C.

De�nição 1.1.6. Seja X um A-módulo com produto interno. Dizemos
que X é cheio se 〈X,X〉A = A.

8



Exemplo 1.1.7. Todo espaço vetorial complexo (não-nulo) com pro-
duto interno linear na segunda variável é um C-módulo com produto
interno cheio.

Exemplo 1.1.8. Seja A uma C∗-álgebra. Então A é um A-módulo com
produto interno cheio com a ação de módulo dada pela multiplicação
pela direita e produto interno 〈a, b〉A = a∗b, para a, b ∈ A. Se I é
um ideal próprio de A, então I é um A-módulo com ação de módulo e
produto interno de�nidos de forma análoga. No entanto, I não é cheio.

Demonstração: Os itens (i)-(iv) da De�nição 1.1.2 seguem direta-
mente de propriedades e postulados relativos às operações de involução
e multiplicação de A. O item (iv) é uma consequência do C∗-axioma.

Já a igualdade 〈A,A〉A = A, segue do fato que

a = lim
λ
uλa = lim

λ
〈uλ, a〉A,

em que a ∈ A e (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada para A.
�

Fazendo uma analogia com o caso escalar, poderíamos nos pergun-
tar se a aplicação ‖ · ‖A : X → R+, x 7→ ‖〈x, x〉A‖

1
2 é uma norma em

A. Para obter uma resposta a�rmativa, resta provarmos que a desigual-
dade triangular é satisfeita e este é, de fato, nosso próximo objetivo.

Lema 1.1.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um A-módulo
com produto interno e sejam x, y ∈ X. Então

〈x, y〉∗A〈x, y〉A ≤ ‖〈x, x〉A‖〈y, y〉A

como elementos da C∗-álgebra A.

Demonstração: De fato, suponha inicialmente que ‖〈x, x〉A‖ = 1.
Então, para todo a ∈ A

0 ≤ 〈xa− y, xa− y〉A = a∗〈x, x〉Aa− 〈y, x〉Aa− a∗〈x, y〉A + 〈y, y〉A
≤ a∗a− 〈y, x〉Aa− a∗〈x, y〉A + 〈y, y〉A,

em que na última desigualdade usamos o fato que a∗ba ≤ ‖b‖a∗a, para
todo b ∈ A+. Colocando a = 〈x, y〉A obtemos

〈x, y〉∗A〈x, y〉A ≤ 〈y, y〉A,

como desejado.
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Para o caso em que x = 0 não há nada a fazer. Para o caso geral,

basta aplicarmos o que já foi feito para z = λx, em que λ =
1

‖〈x, x〉A‖
1
2

.

�

Corolário 1.1.10. Se X é um A-módulo com produto interno, então

‖x‖A := ‖〈x, x〉A‖
1
2

de�ne uma norma em X tal que ‖xa‖A ≤ ‖a‖‖x‖A. Mais ainda,

X〈X,X〉A := span{x〈y, z〉A : x, y, z ∈ X}

é um supespaço denso em X.

Demonstração: Primeiramente, vejamos que ‖ · ‖A é uma norma em
X.

Para λ ∈ C e x ∈ X temos

‖λx‖A = ‖〈λx, λx〉A‖
1
2 = ‖|λ|2〈x, x〉A‖

1
2 = |λ|‖〈x, x〉A‖

1
2 = |λ|‖x‖A.

Se ‖x‖A = 0, então 〈x, x〉A = 0 e da condição (v) da De�nição 1.1.2
vem que x = 0.

Vamos veri�car que ‖ · ‖A satisfaz a desigualdade triangular. O
Lema 1.1.9 e o C∗-axioma nos dizem que ‖〈x, y〉A‖ ≤ ‖x‖A‖y‖A, para
quaisquer x, y ∈ X. Assim,

‖x+ y‖2A ≤ ‖〈x, x〉A‖+ ‖〈x, y〉A‖+ ‖〈y, x〉A‖+ ‖〈y, y〉A‖
≤ ‖x‖2A + 2‖x‖A‖y‖A + ‖y‖2A
= (‖x‖A + ‖y‖A)2.

Portanto, ‖ · ‖A é uma norma em X. Além disso,

‖xa‖2A = ‖〈xa, xa〉A‖ = ‖a∗〈x, x〉Aa‖,

em que a ∈ A. Uma vez que a∗〈x, x〉Aa ≤ ‖〈x, x〉A‖a∗a, obtemos a
desigualdade ‖xa‖A ≤ ‖a‖‖x‖A.

Por �m, mostremos que X〈X,X〉A é denso em X. Sendo (uλ)λ∈Λ

uma unidade aproximada para o ideal fechado 〈X,X〉A, temos

‖x− xuλ‖2A = ‖〈x, x〉A − 〈x, x〉Auλ − uλ〈x, x〉A + uλ〈x, x〉Auλ‖.

Daí, dado ε > 0, existe λ0 tal que ‖x− xuλ0‖A <
ε

2
.
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Agora, seja y em 〈X,X〉A tal que

‖uλ0 − y‖ <
ε

2
.

Usando a desigualdade triangular para ‖ · ‖A e o fato que ‖x(uλ0 −
y)‖A ≤ ‖x‖A‖uλ0 − y‖, concluímos que

‖x− xy‖A < ε.

Donde X〈X,X〉A é denso A.
Isso completa a prova do corolário.

�

De�nição 1.1.11. Um A-módulo de Hilbert é um A-módulo com pro-
duto interno X que é completo na norma ‖ · ‖A.

Exemplo 1.1.12. Todo espaço de Hilbert com produto interno linear
na segunda variável é um C-módulo de Hilbert.

Exemplo 1.1.13. Seja A uma C∗-álgebra. Então A é um A-módulo de
Hilbert, com a ação de módulo e produto interno de�nidos no Exemplo
1.1.8. Se I é um ideal (fechado) de A, então I é um A-módulo de
Hilbert com ação de módulo e produto interno como no Exemplo 1.1.8.

Demonstração: Isso segue do fato que a norma ‖ · ‖A coincide com a
C∗-norma ‖ · ‖. �

Exemplo 1.1.14. Seja A uma C∗-álgebra e p uma projeção na álgebra
de multiplicadores M(A). Então Ap = {ap : a ∈ A} é um pAp-módulo
de Hilbert cheio com a ação de módulo dada pela multiplicação pela
direita e produto interno de�nido por 〈ap, bp〉pAp = pa∗bp, para a, b ∈
A.

Demonstração: As propriedades algébricas são facilmente veri�cadas
a partir de propriedades das operações de multiplicação e involução de
A.

Novamente, a norma ‖ · ‖pAp coincide com a norma de Ap herdada
de A, pois

‖ap‖2pAp = ‖〈pa∗ap〉pAp‖ = ‖ap‖2.

Segue que Ap é completo, já que Ap = (Ap)p e, portanto, qualquer
sequência em Ap convergente em A, possui o limite em Ap. Além disso,
se (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada para A e a ∈ A, observamos que

pap = lim
λ
puλap = lim

λ
〈uλp, ap〉pAp,
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donde 〈Ap,Ap〉pAp é denso em pAp.
Logo, Ap é um pAp-módulo de Hilbert cheio.

�

Exemplo 1.1.15 (Soma direta). Suponha que X e Y sejam A-módulos
de Hilbert. Então Z = X ⊕ Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } é um
A-módulo de Hilbert com a ação de módulo dada por Z × A → Z,
((x, y), a) 7→ (xa, ya) e produto interno de�nido por

〈(x, y), (x′, y′)〉A := 〈x, x′〉A + 〈y, y′〉A.

Demonstração: Todas as propriedades algébricas seguem da de�nição
da ação de módulo e produto interno, e do fato que X e Y são A-
módulos de Hilbert.

Vamos mostrar que Z é completo com a norma ‖ · ‖A.
Com efeito,

〈x, x〉A ≤ 〈x, x〉A + 〈y, y〉A,

e isso nos diz que

‖x‖2A ≤ ‖〈x, x〉A + 〈y, y〉A‖ = ‖(x, y)‖2A ≤ ‖x‖2A + ‖y‖2A.

Similarmente,

‖y‖2A ≤ ‖(x, y)‖2A ≤ ‖x‖2A + ‖y‖2A.

Ou seja,

max{‖x‖A, ‖y‖A} ≤ ‖(x, y)‖A ≤
√
‖x‖2A + ‖y‖2A. (†)

Seja (zn)n∈N um sequência de Cauchy em Z. Escrevemos zn =
(xn, yn), para cada n. Como X e Y são completos, a desigualdade do
lado esquerdo em (†) nos diz que existe x ∈ X e y ∈ Y tais que xn → x
e yn → y. Agora, a desigualdade do lado direito de (†) implica que
zn = (xn, yn)→ (x, y) em Z.

Logo, Z é um A-módulo de Hilbert.
�

1.2 Operadores adjuntáveis

Nesta seção, vamos construir uma C∗-álgebra a partir de um A-
módulo de Hilbert, a saber, a álgebra de operadores adjuntáveis. Tal

12



C∗-álgebra nos permitirá obter uma representação injetiva de um �-
brado de Fell no próximo capítulo.

Começamos de�ninindo operadores adjuntáveis em um C∗-módulo
de Hilbert.

De�nição 1.2.1. Sejam X e Y A-módulos de Hilbert. Uma função
T : X → Y é adjuntável se existe uma função T ∗ : Y → X tal que

〈T (x), y〉A = 〈x, T ∗(y)〉A,

para quaisquer x, y ∈ A.

Neste caso, dizemos que T ∗ é o adjunto de T . Posteriormente,
veremos que, quando existe, o adjunto é único.

Lema 1.2.2. Toda aplicação adjuntável T : X → Y entre A-módulos
de Hilbert é A-linear (isto é, T é linear e T (xa) = T (x)a, para todo
a ∈ A) e limitada.

Demonstração: Primeiramente, observamos que se Z é um A-módulo
de Hilbert e x ∈ Z é tal que 〈x, z〉A = 0, para todo z ∈ Z, então ao
escolher z = x concluímos que x = 0.

Desta forma, sendo x ∈ X e y um elemento escolhido arbitraria-
mente em Y , temos

〈T (xa), y〉A = 〈xa, T ∗(y)〉A = a∗〈x, T ∗(y)〉A
= a∗〈T (x), y〉A = 〈T (x)a, y〉A.

Isso nos diz que

〈T (xa)− T (x)a, y〉A = 0,

para cada y ∈ Y , donde T (xa) = T (x)a.
Similarmente, prova-se que T (λx) = λT (x) e T (x1 + x2) = T (x1) +

T (x2), em que x1, x2 ∈ X e λ ∈ C.
Resta provarmos que T é limitado. Para isso, vamos usar o teorema

do grá�co fechado.
Seja (xn)n∈N uma sequência emX convergindo a x e tal que T (xn)→

y em Y . Seja z ∈ Y . Por um lado,

〈T (xn), z〉A → 〈y, z〉A

e, por outro lado,

〈T (xn), z〉A = 〈xn, T ∗(z)〉A → 〈x, T ∗(z)〉A = 〈T (x), z〉A,
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em que a continuidade da aplicação x → 〈x, z〉A é uma consequência
da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Portanto, como z é arbitrário, devemos ter y = T (x). Donde T é
limitada.

�
Nem todo operador A-linear e limitado entre módulos de Hilbert é

adjuntável. Isto segue no próximo exemplo.

Exemplo 1.2.3. Seja A = C([0, 1]) e seja J = {f ∈ A : f(0) = 0}.
Do Exemplo 1.1.13, segue que A e J são A-módulos de Hilbert. Seja
X := A ⊕ J e seja T : X → X tal que T (f, g) = (g, 0), para f ∈ A e
g ∈ J . Então, T é A-linear e limitado, mas não é adjuntável.

Demonstração: É fácil ver que T é A-linear. Para ver que T é contí-
nuo, notemos que

‖T (f, g)‖A = ‖(g, 0)‖A = ‖〈g, g〉A‖
1
2

≤ ‖〈f, f〉A + 〈g, g〉A‖
1
2 = ‖(f, g)‖A.

Tomando g ∈ J com ‖g‖A = 1, concluímos que ‖T‖ = 1. Logo, T é
A-linear e limitado.

Suponha que T seja adjuntável e seja (f, g) := T ∗(1, 0). Para todo
(h, k) ∈ X temos

k̄ = 〈T (h, k), (1, 0)〉A = 〈(h, k), (f, g)〉A = h̄f + k̄g. (†)

Daí, segue que f(0) = 0.
Agora, para k ∈ J arbitrário, a igualdade (†) implica que

k̄(1− f − g) = 0.

Logo, devemos ter f + g = 1.
Assim, 1 = f(0) + g(0) = 0 + g(0) = g(0), o que é uma contradição,

pois g ∈ J .
�

De�nição 1.2.4. Sejam X e Y A-módulos de Hilbert. Denotamos
por L(X,Y ) o conjunto de todos os operadores adjuntáveis de X em
Y . Quando X = Y , escrevemos L(X), ou ainda L(XA), em vez de
L(X,X).

Nosso objetivo agora é mostrar que, se X é um A-módulo de Hil-
bert, L(X) é uma C∗-álgebra. A próxima proposição mostra algumas
propriedades dos operadores adjuntáveis.
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Proposição 1.2.5. Sejam X,Y, Z A-módulos de Hilbert e sejam T :
X → Y , S : X → Y e R : Y → Z operadores adjuntáveis. Então:

(i) T ∗ é único;

(ii) T ∗ é adjuntável e T ∗∗ = T ;

(iii) Para cada λ ∈ C, λT + S é adjuntável e (λT + S)∗ = λ̄T ∗ + S∗;

(iv) RT é adjuntável e (RT )∗ = T ∗R∗.

Demonstração: (i) Seja U : Y → X tal que

〈T (x), y〉A = 〈x, U(y)〉A,

para quaisquer x ∈ X e y ∈ Y . Desta forma, �xado y em Y e para x
escolhido arbitrariamente em X, segue

〈x, T ∗(y)〉A = 〈x, U(y)〉A.

Por um argumento já utilizado, isso implica T ∗(y) = U(y).

(ii) Para x ∈ X e y ∈ Y , vale que

〈T ∗(y), x〉A = 〈x, T ∗(y)〉∗A = 〈T (x), y〉∗A = 〈y, T (x)〉A.

Donde T ∗∗ = T .

(iii) Novamente,

〈(λT + S)(x), y〉A = λ̄〈T (x), y〉A + 〈S(x), y〉A
= λ̄〈x, T ∗(x)〉A + 〈x, S∗(y)〉A
= 〈x, λ̄(T ∗ + S∗)(y)〉A.

Como x é arbitrário, �ca veri�cado o item (iii).

(iv) A prova é feita de forma análoga ao item (iii).

�

Teorema 1.2.6. Se X é um A-módulo de Hilbert, então L(X) é uma
C∗-álgebra com respeito à norma herdada da álgebra de Banach B(X).

Demonstração: Da Proposição 1.2.5, segue que L(X) é uma subál-
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gebra de B(X). Como B(X) é uma álgebra de Banach, temos que

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖,

para todo T em L(X).
Além disso, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

‖T ∗T‖ ≥ sup
‖x‖≤1

‖〈T ∗T (x), x〉A‖ = sup
‖x‖≤1

‖〈T (x), T (x)〉A‖ = ‖T‖2

e obtemos que ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. De mesma forma, observando que T ∗∗ = T ,
concluímos que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. Logo, ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Assim, ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2, donde se veri�ca o
C∗-axioma para L(X). Uma vez que a operação de involução é uma
isometria, L(X) é, de fato, uma C∗-álgebra.

�

Corolário 1.2.7. Seja X um A-módulo de Hilbert e T ∈ L(X). Então

〈T (x), T (x)〉A ≤ ‖T‖2〈x, x〉A.

Demonstração: Como ‖T‖2 − T ∗T é um elemento positivo da C∗-
álgebra L(X), existe S ∈ L(X) tal que ‖T‖2 − T ∗T = S∗S. Desta
forma,

‖T‖2〈x, x〉A − 〈T (x), T (x)〉A = ‖T‖2〈x, x〉A − 〈T ∗T (x), x〉A
= 〈(‖T‖2 − T ∗T )(x), x〉A = 〈S∗S(x), x〉A
= 〈S(x), S(x)〉A ≥ 0.

Donde segue 〈T (x), T (x)〉A ≤ ‖T‖2〈x, x〉A.
�

1.3 Bimódulos de imprimitividade

Nesta seção, de�nimos o que seria um A-B bimódulo de imprimi-
tividade, para A e B C∗-álgebras. Apresentamos alguns exemplos e
alguns resultados neste sentido.

De�nição 1.3.1. Sejam A e B C∗-álgebras. Um A-B bimódulo de
imprimitividade é um A-B bimódulo X tal que:

(i) X é um A-módulo de Hilbert cheio à esquerda e um B-módulo de
Hilbert cheio à direita;

16



(ii) Para quaisquer x, y, z ∈ X,

A〈x, y〉z = x〈y, z〉B .

Exemplo 1.3.2. Um espaço de Hilbert H é um K(H)-C bimódulo de
imprimitividade com as ações de módulos à esquerda e à direita dadas
por (T, h) 7→ T (h) e (h, λ) 7→ λh, para T ∈ K(H), λ ∈ C e h ∈ H, e
produtos internos de�nidos como segue:

K(H)〈h, k〉 := h⊗ k,

em que (h⊗ k)(z) = 〈k, z〉h, para todo z ∈ H, e

〈h, k〉C := 〈h, k〉.

Demonstração: Seja F (H) o conjunto dos operadores de posto �nito
sobre H. Sabemos do Teorema 2.4.5 de [20] que F (H) é denso em
K(H). Já o Teorema 2.4.6, novamente em [20], nos diz que F (H) é
gerado por operadores de posto 1, e estes são precisamente os operado-
res da forma h⊗ k, h, k ∈ H. Isso implica que K(H)〈H,H〉 é denso em
K(H).

Mais ainda, observamos

‖h‖K(H) = ‖(h⊗ h)‖ 1
2 = (‖h‖2)

1
2 = ‖h‖,

donde H é um K(H)-módulo de Hilbert cheio.
Vamos veri�car a condição (ii) da De�nição 1.3.1.
Sejam x, y, z ∈ H. Então,

K(H)〈x, y〉z = 〈y, z〉x = x〈y, z〉C.

Logo, H é um K(H)-C bimódulo de imprimitividade.
�

Exemplo 1.3.3. Seja A um C∗-álgebra. Então A é um A-A bimódulo
de imprimitividade com a estrutura de bimódulo dada pela multiplicação
em A, e com produtos internos A〈a, b〉 = ab∗ e 〈a, b〉A = a∗b, para
a, b ∈ A.

Demonstração: Vamos veri�car o item (ii) da De�nição 1.3.1. Isto
segue do seguinte cálculo:

A〈a, b〉c = ab∗c = a〈b, c〉A,
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em que a, b, c ∈ A.
�

Exemplo 1.3.4. Seja A uma C∗-álgebra e sejam p, q projeções em
M(A). Suponha que ApA = AqA = A. Então pAq é um pAp-qAq
bimódulo de imprimitividade com a estrutura de bimódulo dada pela
multiplicação em A, e produtos internos de�nidos por

pAp〈paq, pbq〉 = paqb∗p

e
〈paq, pbq〉qAq = qa∗pbq,

para a, b ∈ A.

Demonstração: O fato de pAq ser um pAp-módulo de Hilbert cheio
e um qAq-módulo de Hilbert cheio é uma consequência imediata da hi-
pótese ApA = AqA = A. A condição (ii) da De�nição 1.3.1 é veri�cada
no seguinte cálculo:

pAp〈paq, pbq〉pcq = paqb∗pcq = paq〈pbq, pcq〉qAq,

em que a, b, c ∈ A. Em particular, ao escolher q = 1, segue que pA é
um pAp-A bimódulo de imprimitividade.

�
Uma projeção p em M(A) satisfazendo a hipótese do exemplo an-

terior (ApA = A) é dita ser cheia. Uma C∗-álgebra da forma pAp,
em que p ∈ M(A) é uma projeção cheia, é chamada canto cheio. Este
tipo de projeção terá um papel importante no desenvolvimento deste
trabalho e será estudado com mais detalhes na Seção 4.3.

Proposição 1.3.5. Sejam A e B C∗-álgebras e suponha que X seja
um A-B bimódulo de imprimitividade. Então

(i) Para quaisquer a ∈ A, b ∈ B, e x, y ∈ X,

A〈xb, y〉 =A 〈x, yb∗〉 e 〈ax, y〉B = 〈x, a∗y〉B ;

(ii) Para quaisquer a ∈ A, b ∈ B, e x ∈ X,

〈ax, ax〉B ≤ ‖a‖2〈x, x〉B e A〈xb, xb〉 ≤ ‖b‖2 A〈x, x〉.

Demonstração: (i) Suponha que X seja um A-B bimódulo de impri-
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mitividade. Pelo item (iii), dados x, y, z ∈ X, temos que

x〈ay, z〉B = A〈x, ay〉z =A 〈x, y〉a∗z = x〈y, a∗z〉B .

Assim, se w é outro elemento de X, vale que

〈w, x〉B〈ay, z〉B = 〈w, x〉B〈y, a∗z〉B .

Uma vez que 〈X,X〉B é denso em B, concluímos que

b〈ay, z〉B = b〈y, a∗z〉B ,

para todo b ∈ B. Por meio de uma unidade aproximada, obtemos que

〈ay, z〉B = 〈y, a∗z〉B ,

para quaisquer y, z ∈ X.
Similarmente, prova-se que A〈yb, z〉 = A〈y, zb〉, para quaisquer y, z ∈

X.

(ii) Pelo que foi feito no item (i), A age por operadores adjuntáveis em
XB . Desta forma, vamos mostrar que a aplicação ϕ : A → L(XB),
a 7→ ϕ(a) é um ∗-homomor�smo injetivo, em que

ϕ(a)(x) = ax,

para todo x ∈ X.
De fato, do item (i), concluímos que ϕ(a)∗ = ϕ(a∗) e ϕ é um ∗-

homomor�smo. Para ver que ϕ é injetivo, seja a ∈ A tal que ϕ(a) = 0.
Então segue que ax = 0, para todo x ∈ X. Mas isso signi�ca que, para
cada y ∈ X,

0 =A 〈ax, y〉 = aA〈x, y〉.

Uma vez que o ideal A〈X,X〉 é denso em A, isso implica que a = 0.
Assim, pelo Corolário 1.2.7,

〈ax, ax〉B = 〈ϕ(a)(x), ϕ(a)(x)〉B ≤ ‖ϕ(a)‖2〈x, x〉B = ‖a‖2〈x, x〉B .

Um argumento análogo mostra que

A〈xb, xb〉 ≤ ‖b‖2 A〈x, x〉.

�

Observação 1.3.6. Do Lema 1.2.2 e do item (i) da Proposição 1.3.5,

19



segue que (ax)b = a(xb) e (λa)(xb) = a(x(λb)). Assim, é redundante
exigir que X seja um A-B bimódulo.

Corolário 1.3.7. Seja X um A-B bimódulo de imprimitividade. En-
tão,

‖x‖A = ‖x‖B ,

para todo x ∈ X.

Demonstração: Seja x ∈ X. Temos que

‖x‖4A = ‖A〈x, x〉‖2 = ‖A〈x, x〉A〈x, x〉‖
= ‖A〈A〈x, x〉x, x〉‖ = ‖A〈x〈x, x〉B , x〉‖.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e item (ii) da Proposição
1.3.5, segue que

‖x‖4A ≤ ‖x〈x, x〉B‖A‖x‖A ≤ ‖x‖2B‖x‖2A.

Logo, ‖x‖A ≤ ‖x‖B . Um cálculo análogo prova a desigualdade
contrária.

Portanto, ‖x‖A = ‖x‖B .
�

1.4 Morita equivalência

Nesta seção, tendo em mãos o que foi feito até aqui, de�nimos Mo-
rita equivalência entre C∗-álgebras. Tal relação é re�exiva e simétrica,
e com um esforço um pouco maior, mostramos que a transitividade
também é satisfeita. Encerramos construindo a álgebra de ligação de
um A-B bimódulo de imprimitividade, que tem grande importância no
estudo de Morita equivalência. Neste trabalho, ela que será usada no
Capítulo 4.

De�nição 1.4.1. Sejam A e B C∗-álgebras. Dizemos que A é Morita
equivalente a B, e denotamos A ∼M B, se existe um A-B bimódulo de
imprimitividade.

Além dos exemplos apresentados na Seção 1.3, traremos a seguir
um outro exemplo, que nos diz que Morita equivalência é um conceito
mais fraco que isomor�smo. No entanto, veremos no Capítulo 4 que,
sob certas hipóteses de enumerabilidade, Morita equivalência implica
isomor�smo estável. Em outras palavras, se A é Morita equivalente a
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B e K denota a C∗-álgebra dos operadores compactos sobre um espaço
de Hilbert separável de dimensão in�nita, então A⊗K ∼= B ⊗K.

Exemplo 1.4.2. Sejam A e B C∗-álgebras. Seja ψ : A → B um
isomor�smo. Então A é Morita equivalente a B.

Demonstração: Colocamos X = B e de�nimos a estrutura de bimó-
dulo por

(a, x) 7→ ψ(a)x e (x, b) 7→ xb

e produtos internos dados por

A〈x, y〉 = ψ−1(xy∗) e 〈x, y〉B = x∗y,

para a ∈ A, b ∈ B e x, y ∈ X.
A�rmamos que X é um A-B bimódulo de imprimitividade.
É claro que 〈X,X〉B é denso em B. Uma vez que ψ é um isomor-

�smo, também vale que A〈X,X〉 é denso em A.
A condição (ii) da De�nição 1.3.1 segue do seguinte cálculo:

A〈x, y〉z = ψ(ψ−1(xy∗))z = xy∗z = x〈y, z〉B .

Logo, X é um A-B bimódulo de imprimitividade.
�

Nosso próximo objetivo é mostrar que Morita equivalência é, como o
próprio nome sugere, uma relação de equivalência. A próxima proposi-
ção mostra a propriedade de simetria da Morita equivalência. Antes de
enunciá-la, lembramos que se V é um espaço vetorial, o espaço vetorial
conjugado de V é o espaço vetorial Ṽ = {ṽ : v ∈ V } com as operações
de soma e multiplicação por escalar dadas por

x̃+ ỹ := x̃+ y, λx̃ := ˜̄λx.
A partir de um A-B bimódulo de imprimitividade, é possível de�nir

uma estrutura de B-A bimódulo de imprimitividade no espaço vetorial
conjugado X̃. Como segue:

Proposição 1.4.3. Seja X um A-B bimódulo de imprimitividade. De-
�nimos uma estrutura de B-A-bimódulo em X̃ por

(b, x̃) 7→ x̃b∗ e (x̃, a) 7→ ã∗x

e produtos internos por

B〈x̃, ỹ〉 := 〈x, y〉B e 〈x̃, ỹ〉A :=A 〈x, y〉,
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para a ∈ A, b ∈ B e x̃, ỹ ∈ X̃. Então, X̃ é um B-A bimódulo de
imprimitividade.

Demonstração: Diretamente da de�nição dos produtos internos e do
fato que X é um A-B bimódulo de imprimitividade, segue que B〈X̃, X̃〉
é denso em B e 〈X̃, X̃〉A é denso em A.

Os seguintes cálculos provam que X̃ é um A-módulo de Hilbert à
direita:

〈x̃, ỹa〉A = A〈x, a∗y〉 = A〈x, y〉a = 〈x̃, ỹ〉Aa.

De mesma forma, prova-se que X é um B-módulo de Hilbert à
esquerda.

Além disso,

B〈x̃, ỹ〉z̃ = ˜z〈y, x〉B
= ˜

A〈z, y〉x = x̃〈ỹ, z̃〉A.

Logo, com estas operações X̃ é um B-A bimódulo de imprimitivi-
dade.

�
Para provar a propriedade transitiva da Morita equivalência, pre-

cisamos estudar completamentos de C∗-módulos com produto interno.
A partir de agora, vamos desenvolver um pouco da teoria nesse sentido.

De�nição 1.4.4. Seja A0 uma ∗-subálgebra densa de uma C∗-álgebra
A e seja X0 um A0-módulo à direita. Dizemos que X0 é um A0-módulo
com pré-produto interno se existe uma aplicação 〈·, ·〉0 : X0×X0 → A0

que satisfaz as condições (i)-(iv) da De�nição 1.1.2 (em que 〈x, x〉0 ≥ 0
é interpretado como elemento de A).

Observação 1.4.5. A desigualdade de Cauchy-Schwarz (Lema 1.1.9)
também vale no contexto da De�nição 1.4.4 com uma demonstração
idêntica.

Proposição 1.4.6. Seja A0 uma ∗-subálgebra densa de uma C∗-álgebra
A e seja X0 um A0-módulo com pré-produto interno 〈·, ·〉0. Então existe
um A-módulo de Hilbert X e uma aplicação linear q : X0 → X tal que
q(X0) é denso em X, q(xa) = q(x)a para todo x ∈ X0, a ∈ A0, e
〈q(x), q(y)〉A = 〈x, y〉0.

Demonstração: Seja N = {x ∈ X0 : 〈x, x〉0 = 0}. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

〈x, y〉0 = 0 = 〈y, x〉0, sempre que y ∈ X0 e x ∈ N. (†)
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Logo, N é um subespaço vetorial de X0 e podemos considerar o espaço
vetorial quociente X0/N .

Seja q : X0 → X0/N a aplicação quociente. Como 〈xa, xa〉0 =
a∗〈x, x〉0a, segue que N é um A0-submódulo. Desta forma, segue que
se q(x) = q(x′), tem-se ax = ax′. Mais ainda, por (†), se q(y) = q(y′)
vale que

〈x, y − y′〉0 = 0 e 〈x− x′, y′〉0 = 0

donde 〈x, y〉0 = 〈x′, y′〉0.
Portanto, as fórmulas

〈q(x), q(y)〉A := 〈x, y〉0 e q(x)a := q(xa)

estão bem de�nidas e fazem de X0/N um A0-módulo com produto
interno.

Analogamente ao Corolário 1.1.10,

‖q(x)‖ := ‖〈x, x〉0‖
1
2

é uma norma em X0/N , donde podemos considerar seu completamento
X. Identi�cando X0/N com o subespaço correspondente em X, temos
que

‖q(x)a‖2 = ‖〈xa, xa〉0‖ = ‖a∗〈x, x〉0a‖ ≤ ‖〈x, x〉0‖a‖2 = ‖q(x)‖2‖a‖2.

Isso signi�ca que a multiplicação pela direita por um elemento a
de A0 é um operador limitado sobre X0/N , e assim se estende a um
operador sobre X satisfazendo ‖ax‖ ≤ ‖a‖‖x‖, para todo x ∈ X. No-
vamente usando a continuidade, podemos estender a ação de módulo à
C∗-álgebra A.

Similarmente, sendo x, y ∈ X, e {q(xn)}n∈N, {q(xn)}n∈N sequên-
cias em X0/N tais que q(xn) → x e q(yn) → y, podemos de�nir um
produto interno colocando

〈x, y〉A := lim
n
〈q(xn), q(yn)〉A.

O limite acima existe pois

‖〈xn, yn〉0 − 〈xm, ym〉0‖ = ‖〈xn − xm, yn〉0 + 〈xm, yn − ym〉0‖
≤ ‖q(xn)− q(xm)‖‖q(yn)‖

+‖q(xm)‖‖q(yn)− q(ym)‖.

De mesma forma, prova-se que o limite independe da sequência que
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tomarmos convergindo a x e a y. Ou seja, 〈·, ·〉A está bem de�nido.
Uma vez que o conjunto dos elementos positivos de A é fechado, �ca

fácil ver que 〈·, ·〉A satisfaz (i) − (iv) da De�nição 1.1.2. Além disso,
〈x, x〉0 = 0 implica limn ‖q(xn)‖ = 0. Mas, este limite é exatamente
‖x‖. Ou seja, x = 0, o que completa a prova de que 〈·, ·〉A é um
A-produto interno.

Portanto, X é um A-módulo de Hilbert.
�

Vamos nos referir ao A-módulo de Hilbert X construído acima como
o completamento do A0-módulo X0 com produto interno.

De�nição 1.4.7. Sejam A e B C∗-álgebras e sejam A0 e B0 ∗-subálge-
bras densas de A e B, respectivamente. Um A0-B0 pré-bimódulo de
imprimitividade é um espaço vetorial complexo X0 que é um A0-B0

bimódulo satisfazendo:

(i) X0 é um A0-módulo com pré-produto interno à esquerda e um B0-
módulo com pré-produto interno à direita;

(ii) A0〈X0, X0〉 e 〈X0, X0〉B são ideais densos em A e B, respectiva-
mente.

(iii) Para quaisquer a ∈ A0, b ∈ B0, e x ∈ X0,

〈ax, ax〉B0 ≤ ‖a‖2〈x, x〉B0 e A0〈xb, xb〉 ≤ ‖b‖2 A0〈x, x〉;

(iv) Para quaisquer x, y, z ∈ X0,

A0
〈x, y〉z = x〈y, z〉B0

.

Proposição 1.4.8. Sejam A e B C∗-álgebras e sejam A0 e B0 C∗-
álgebras densas de A e B, respectivamente. Seja X0 um A0-B0 pré-
bimódulo de imprimitividade. Então existem um A-B bimódulo de im-
primitividade X e um homomor�smo de bimódulos q : X0 → X (isto
é, q é linear e q(axb) = aq(x)b, para quaisquer x ∈ X0, a ∈ A0 e
b ∈ B0) tal que q(X0) é denso em X e

A〈q(x), q(y)〉 = A0〈x, y〉 e 〈q(x), q(y)〉B = 〈x, y〉B0

sempre que x, y ∈ X0.

Demonstração: Primeiramente, aplicando o item (iii) da De�nição
1.4.7 em vez do item (ii) da Proposição 1.3.5, temos que A0

‖x‖ = ‖x‖B0
,
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para todo x ∈ X0, com uma demonstração idêntica à que foi feita no
Corolário 1.3.7. Donde segue que os N 's da Proposição 1.4.6 coincidem.
Em outras palavras, NA = NB , em que NA = {x ∈ X0 :A0

〈x, x〉 = 0}
e NB = {x ∈ X0 : 〈x, x〉B = 0}. Assim, continuamos usando a notação
q para aplicação quociente q : X0 → X0/N.

Novamente usando o fato que A0
‖ · ‖ = ‖ · ‖B0

, concluímos que o
completamento X de (X0/N, ‖ · ‖B0) é um A-módulo de Hilbert cheio
e um B-módulo de Hilbert cheio. Mais ainda, para quaisquer a ∈ A0,
b ∈ B0, e x ∈ X0,

q(axb) = q(ax)b = aq(x)b.

Como para quaisquer x, y, z ∈ X0 vale que A0
〈x, y〉z = x〈y, z〉B0

,
tem-se que

A〈q(x), q(y)〉q(z) = A0
〈x, y〉q(z) = q(A0

〈x, y〉z)
= q(x〈y, z〉B0

) = q(x)〈y, z〉B0

e assim também é verdade para quaisquer x, y, z ∈ X.
Portanto, �ca provado que X é um A-B bimódulo de imprimitivi-

dade.
�

Corolário 1.4.9. Sejam A e B C∗-álgebras e seja X um A-B bimódulo
satisfazendo os itens (i), (ii) e (iv) da De�nição 1.4.7. Então X é um
A-B pré-bimódulo de imprimitividade se e somente se

(iii)' para quaisquer x, y ∈ X, a ∈ A, e b ∈ B,

〈ax, y〉B = 〈x, a∗y〉B e A〈xb, y〉 = A〈x, yb∗〉.

Demonstração: Suponha que X seja um A-B bimódulo satisfazendo
as condições (i), (ii) e (iv) da De�nição 1.4.7 e a condição (iii)'. Seja

Ã = {a+ λ1 : a ∈ A, λ ∈ C}

a unitização de A. Então, a ação de A em X se estende a uma ação de
Ã por (a+ λ1, x) 7→ ax+ λx. Notemos que

〈(a+ λ1)x, y〉B = 〈ax+ λx, y〉B
= 〈ax, y〉B + 〈λx, y〉B
= 〈x, a∗y〉B + 〈λx, λ̄y〉B
= 〈x, (a+ λ1)∗y〉B .
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Em particular, se c = d∗d é um elemento positivo em Ã, obtemos
que

〈x, cx〉B = 〈x, d∗dx〉B = 〈dx, dx ≥ 0.

Como ‖a‖21− a∗a é um elemento positivo em Ã, concluímos que

‖a‖2〈x, x〉B − 〈ax, ax〉B = 〈x, (‖a‖21− a∗a)x〉B ≥ 0.

Contas análogas mostram que o mesmo vale para o B-produto in-
terno, ou seja, ‖b‖2 A〈x, x〉 −A 〈xb, xb〉 ≥ 0, para quaisquer x ∈ X, e
b ∈ B. Logo, X satisfaz (iii) da De�nição 1.4.7, e portanto, é um A-B
pré-bimódulo de imprimitividade.

Suponha agora que X seja um A-B pré-bimódulo de imprimitivi-
dade e vamos mostrar que X satisfaz (iii)'.

Sejam x, y, z, w ∈ X. Então,

〈A〈x, y〉z, w〉B = 〈x〈y, z〉B , w〉B = 〈z, y〉B〈x,w〉B
= 〈z, y〈x,w〉B〉B = 〈z,A 〈x, y〉∗w〉B .

Logo, se a ∈ A é da forma A〈x, y〉, para alguns x, y ∈ X, vale que
〈az, w〉B = 〈z, a∗w〉B . Por Cauchy-Schwarz e pela condição (iii), temos
que

‖〈az, w〉B‖ ≤ ‖az‖B‖w‖B ≤ ‖a‖‖z‖B‖w‖B .

Assim, usando a desigualdade que acabamos de obter e que A〈X,X〉
é denso em A, concluímos que a igualdade 〈az, w〉B = 〈z, a∗w〉B se
veri�ca para todo a ∈ A.

Similarmente, prova-se que A〈zb, w〉 =A 〈z, wb∗〉, para todo b ∈ B.
Portanto, X satisfaz a condição (iii)'.

�
Sejam X um A-módulo de Hilbert (à direta) e Y um B-módulo de

Hilbert (à direita). Seja φ : A → L(Y ) um ∗-homomor�smo. Quere-
mos construir um espaço vetorial X ⊗φ Y possuindo uma estrutura de
um B-módulo de Hilbert.

Seja X⊗alg Y o produto tensorial algébrico dos espaços vetoriais X
e Y . Consideramos Y como um A-módulo à esquerda através da ação
(a, y) 7→ φ(a)y e assim podemos construir o produto tensorial algébrico
de X e Y sobre A, denotado por X �A Y . Mais precisamente, X �A Y
é o quociente do espaço vetorial produto tensorial X ⊗alg Y sobre C
pelo subespaço

N := span{xa⊗ y − x⊗ φ(a)y : x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A}.
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Como podemos ver no Lema a, da Seção 9.5 de [21], X �A Y pos-
sui uma estrutura de B-módulo à direita com a ação em um tensor
elementar dada por

(x⊗ y, b) 7→ x⊗ yb.

Na próxima proposição, vamos ver queX�AY possui uma estrutura
de um B-módulo com produto interno.

Proposição 1.4.10. Sejam A e B C∗-álgebras, X um A-módulo de
Hilbert e Y um B-módulo de Hilbert. Seja φ : A → L(Y ) um ∗-
homomor�smo. Então X �A Y é um B-módulo com produto interno.
Mais ainda, em tensores elementares o B-produto interno é dado por

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉B = 〈y1, φ(〈x1, x2〉A)y2〉B .

Demonstração: Vamos de�nir um B-pré-produto interno no produto
tensorial algébrico X ⊗alg Y e, feito isto, vamos mostrar que N ′ =
{z ∈ X ⊗alg Y : 〈z, z〉B = 0} é exatamente o supespaço vetorial N que
de�nimos acima. Ou seja, vamos provar que

N ′ = span{xa⊗ y − x⊗ φ(a)y : x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A}.

Sejam x ∈ X e y ∈ Y �xados. A aplicação X × Y → B, (x′, y′) 7→
〈y, φ(〈x, x′〉A)y′〉B é bilinear e, portanto, se estende a uma aplicação
linear Tx,y : X ⊗alg Y → B tal que

Tx,y(x′ ⊗ y′) = 〈y, φ(〈x, x′〉A)y′〉B ,

para quaisquer x′ ∈ X e y′ ∈ Y . Por outro lado, seja T ∗x,y a trans-
formação de X ⊗alg Y em B dada por z 7→ (Tx,y(z))∗. Então T ∗x,y é
conjudado-linear. Agora, a aplicação (x, y) 7→ T ∗x,y é uma bilinear de
X×Y no espaço das transformações conjugado-lineares de X⊗algY em
B. Se CL(X⊗alg Y,B) denota o espaço das transformações conjugado-
lineares de X⊗alg Y em B, segue que existe uma única aplicação linear
T ∗ : X ⊗alg Y → CL(X ⊗alg Y,B) tal que

T ∗(x⊗ y) = T ∗x,y,

para quaisquer x ∈ X e y ∈ Y .
Por �m, colocamos

〈z, w〉B := (T ∗(z)(w))∗,

para z, w ∈ X ⊗alg Y . Notemos que para x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2 ∈ X ⊗alg Y

27



tensores elementares, temos

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉B = (T ∗(x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2))∗ = (T ∗x1,y1(x2 ⊗ y2))∗

= (Tx1,y1(x2 ⊗ y2)∗)∗ = Tx1,y1(x2 ⊗ y2)

= 〈y1, φ(〈x1, x2〉A)y2〉B .

Além disso, se b ∈ B,

〈x1 ⊗ y1, (x2 ⊗ y2)b〉B = 〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ (y2b)〉B
= 〈y1, φ(〈x1, x2〉A)y2b〉B
= 〈y1, φ(〈x1, x2〉A)y2〉Bb
= 〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉Bb.

Vamos veri�car agora a positividade de 〈·, ·〉B .
Seja z =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ X ⊗alg Y . Então,

〈z, z〉B =
∑
i,j

〈yi, φ(〈xi, yi〉A)yj〉B

= 〈y, φ(n)(M)y〉,

em que y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Y n, M ∈ Mn(A) é a matriz cujas en-
tradas são dadas por aij = 〈xi, xj〉A, para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, e
〈·, ·〉 denota o produto interno usual de�nido no produto cartesiano de
módulos de Hilbert (veja Exemplo 1.1.15).

O Lema 2.65 de [23] nos diz que a matriz M é positiva. Como φ
é um ∗-homomor�smo entre C∗-álgebras, φ é completamente positivo,
donde φ(n)(M) ≥ 0. Como resultado, 〈z, z〉B = 〈y, φ(n)(M)y〉 ≥ 0.

Nosso último passo é mostrar que N ′ e N coincidem, em que

N = span{xa⊗ y − x⊗ φ(a)y : x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A},

e
N ′ = {z ∈ X ⊗alg Y : 〈z, z〉B = 0}.

Seja z ∈ N da forma xa⊗ y−x⊗φ(a)y. Então, usando que φ é um
∗-homomor�smo, segue

〈z, z〉B = 〈y, φ(〈xa, xa〉A)y〉B + 〈φ(a)y, φ(〈x, x〉A)φ(a)y〉B
−〈y, φ(〈xa, x〉A)φ(a)y〉B − 〈φ(a)y, φ(〈x, xa〉A)y〉B

= 〈y, φ(〈xa, xa〉A)y〉B + 〈φ(a)y, φ(〈x, xa〉A)y〉B
−〈y, φ(〈xa, xa〉A)y〉B − 〈φ(a)y, φ(〈x, xa〉A)y〉B = 0.
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Assim, obtemos a inclusão N ⊆ N ′.
Novamente, seja z =

∑n
i=1 xi⊗yi ∈ X⊗alg Y e, como �zemos ante-

riormente, escrevemos 〈y, φ(n)(M)y〉 para 〈z, z〉B . Seja T = φ(n)(M).
Então, T ≥ 0 e podemos considerar T

1
2 ∈ L(Y n) sua única raiz qua-

drada positiva. Temos que T
1
2 (y) = 0, pois

〈T 1
2 (y), T

1
2 (y)〉 = 〈y, T (y)〉.

Analogamente, temos que T
1
4 (y) = 0.

Consideramos agora Xn com a estrutura de Mn(A)-módulo de Hil-
bert. Então, sendo m = (x1, x2, . . . , xn) e se |m| :=

√
〈m,m〉Mn(A),

temos que |m| = M
1
2 .

Vamos usar agora o Lema 4.4 de [18]: Seja X um A-módulo de
Hilbert, x ∈ X e 0 < α < 1. Então existe um elemento w em X tal que
x = w|x|α.

Por este resultado, obtemos w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Xn tal que
wM

1
4 = m. Escrevemos cij para a entrada i, j da matriz M

1
4 . Uma

vez que T
1
4 = φ(n)(M

1
4 ), a matriz de T

1
4 é (φ(cij))i,j . Portanto,

xj =
∑
i

wicij e
∑
j

φ(cij)yj = 0.

Daí,
∑
i,j wi ⊗ φ(cij)yj = 0 e vem que∑

j

xj ⊗ yj =
∑
i,j

wicij ⊗ yj =
∑
i,j

(wicij ⊗ yj − wi ⊗ φ(cij)yj),

que é um elemento de N ′. Donde N = N ′.
Desta forma, X�AY é, de fato, um B-módulo com produto interno.

�

De�nição 1.4.11. O completamento do B-módulo com produto in-
terno X �A Y , denotado por X ⊗φ Y , é chamado produto tensorial
interno de X e Y (relativo a φ).

Para �ns da próxima demonstração, teremos Y um B-C bimódulo
de imprimitividade e vamos considerar o produto tensorial interno rela-
tivo à inclusão de B na C∗-álgebra dos operadores adjuntáveis L(YC).
Ou seja, neste caso, teremos φ = ιB , em que ιB(b)y = by, para todo
y ∈ Y e b ∈ B. Neste caso, vamos denotar o produto tensorial interno
X ⊗ιB Y simplesmente por X ⊗B Y .
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Proposição 1.4.12. Sejam A, B e C C∗-álgebras e suponha que X
seja um A-B bimódulo de imprimitividade e Y seja um B−C-bimódulo
de imprimitividade. Então Z = X �B Y é um A-C bimódulo e existem
únicos produtos internos avaliados em A e C, respectivamente, satisfa-
zendo

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉C = 〈y1, 〈x1, x2〉By2〉C
e

A〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉 =A 〈x1 B〈y1, y2〉, x2〉,

em que x1, x2 ∈ X e y1, y2 ∈ Y . O produto tensorial interno X ⊗B Y
é um A-C bimódulo de imprimitividade.

Demonstração: Por meio dos mesmos argumentos que utilizamos na
Proposição 1.4.10, concluímos que A age sobre Z à esquerda e tal ação
é dada em um tensor elementar por

(a, x⊗ y) 7→ (ax)⊗ y.

Mais ainda, existe um produto interno em X �B Y com valores em A
satisfazendo

A〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉 =A 〈x1 B〈y1, y2〉, x2〉,

sempre que x1, x2 ∈ X e y1, y2 ∈ Y .
Exatamente como construímos na Proposição 1.4.10, C age à direita

em X �B Y e tal ação é dada em tensores elementares por

(x⊗ y, c) 7→ x⊗ (yc),

em que c ∈ C. Além disso, existe um produto interno em X �B Y com
valores em C satisfazendo

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉C = 〈y1, 〈x1, x2〉By2〉C ,

para quaisquer x1, x2 ∈ X e y1, y2 ∈ Y .
Vamos mostrar que X �B Y é um A-C pré-bimódulo de imprimiti-

vidade.
Pelo Corolário 1.1.10, XB é denso em X e BY é denso em Y . Como

A〈X,X〉 e 〈Y, Y 〉C são densos em A e C, respectivamente, segue que
AX �B Y e X �B YC são cheios.

Seja a ∈ A. Então

〈a(x1 ⊗ y1), x2 ⊗ y2〉C = 〈(ax1)⊗ y1, x2 ⊗ y2〉C
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= 〈y1, 〈ax1, x2〉By2〉C
= 〈y1, 〈x1, a

∗x2〉By2〉C
= 〈x1 ⊗ y1, (a

∗x2)⊗ y2〉C
= 〈x1 ⊗ y1, a

∗(x2 ⊗ y2)〉C .

Similarmente prova-se que

A〈(x1 ⊗ y1)c, x2 ⊗ y2〉 = A〈x1 ⊗ y1, (x2 ⊗ y2)c∗〉,

para todo c ∈ C.
Além disso, se z ∈ X e w ∈ Y ,

A〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉(z ⊗ w) = (A〈x1 B〈y1, y2〉, x2〉z)⊗ w
= (x1〈x2 B〈y2, y1〉, z〉B)⊗ w
= x1 ⊗ (〈x2 B〈y2, y1〉, z〉Bw)

= x1 ⊗ (B〈y1, y2〉〈x2, z〉B w)

= x1 ⊗ (B〈y1, 〈z, x2〉By2〉w)

= x1 ⊗ (y1〈〈z, x2〉By2, w〉C)

= x1 ⊗ (y1〈y2, 〈x2, z〉Bw〉C)

= (x1 ⊗ y1)〈x2 ⊗ y2, z ⊗ w〉C .

Logo, pelo Corolário 1.4.9, concluímos que X �B Y é um A-C pré-
bimódulo de imprimitividade. Assim, o produto tensorial interno X⊗B
Y é um A-C bimódulo de imprimitividade.

�
Agora, temos todas as ferramentas para mostrar que Morita equi-

valência é de fato uma relação de equivalência. Como segue:

Proposição 1.4.13. Morita equivalência é uma relação de equivalên-
cia entre C∗-álgebras.

Demonstração: Acabamos de provar a transitividade na Proposição
1.4.12 e que Morita equivalência é uma relação simétrica, segue da
Proposição 1.4.3. Já a re�exividade vimos no Exemplo 1.3.3.

�

Exemplo 1.4.14. Sejam m,n ∈ N. Então Mn(C) e Mm(C) são Mo-
rita equivalentes.

Demonstração: Identi�candoMn(C) comB(Cn) eMm(C) comB(Cm),
sabemos do Exemplo 1.3.2 queMn(C) ∼M C bem comoMm(C) ∼M C.
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Uma vez que Morita equivalência é uma relação de equivalência, segue
que Mn(C) e Mm(C) são Morita equivalentes.

Uma outra forma de mostrar a Morita equivalência entre Mn(C)
e Mm(C), seria considerarmos A = Mn+m(C), p =

∑n
i=1 eii e q =∑n+m

i=n+1 eii, em que denota a matriz cuja entrada aii é igual a 1, e todas
as outras são nulas. Então p e q são projeção cheias e Mn(C) ∼= pAp e
Mm(C) ∼= qAq, e pelo Exemplo 1.3.4 obtemos Mn(C) ∼M Mm(C). Ou
ainda,

�
Lembremos que uma C∗-subálgebra B de uma C∗-álgebra A é dita

ser um canto cheio se existe uma projeção cheia em M(A) (ApA = A)
tal que B = pAp. Dois cantos cheios pAp e qAq são ditos complemen-
tares se p+ q = 1. Vimos no Exemplo 1.3.4 que cantos cheios de uma
C∗-álgebra são Morita equivalentes. No próximo teorema, vamos ver
duas C∗-álgebras Morita equivalentes A e B como cantos complemen-
tares cheios de uma C∗-álgebra, chamada álgebra de ligação.

Teorema 1.4.15. Sejam A e B C∗-álgebras. Então, A e B são Morita
equivalentes se, e somente se, existe uma C∗-álgebra C com cantos
complementares cheios isomorfos a A e B, respectivamente.

Demonstração: Seja X um A-B bimódulo de imprimitividade e seja
X̃ seu espaço vetorial conjugado com a estrutura de B-A bimódulo de
imprimitividade, de�nida na Proposição 1.4.3. Seja M = X ⊕ B. De
acordo com o Exemplo 1.1.15, M é um B-módulo de Hilbert.

Para a ∈ A, b ∈ B, x, y ∈ X, colocamos

L =

(
a x
ỹ b

)
(‡)

para denotar a aplicação de M →M dada por(
a x
ỹ b

)(
z
c

)
=

(
az + xc
〈y, z〉B + bc

)
,

em que z ∈ X e c ∈ B.
Se C denota a coleção de todos as aplicações dessa forma, queremos

mostrar que C é uma C∗-subálgebra de L(M). Primeiramente, vamos
provar que o operador L em (‡) é adjuntável e

L∗ =

(
a∗ y
x̃ b∗

)
.
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Sejam z, z′ ∈ X e c, c′ ∈ B. Então,〈(
a x
ỹ b

)(
z
c

)
,

(
z′

c′

)〉
B

=

〈(
az + xc
〈y, z〉B + bc

)
,

(
z′

c′

)〉
B

= 〈az + xc, z′〉B + (〈y, z〉B + bc)∗c′

= 〈z, a∗z′ + yc′〉B + c∗〈x, z′〉B + c∗b∗c′

=

〈(
z
c

)
,

(
a∗z′ + yc′

〈x, z′〉B + b∗c′

)〉
B

=

〈(
z
c

)
,

(
a∗ y
x̃ b∗

)(
z′

c′

)〉
B

.

Logo, C é, de fato, um subconjunto de L(M) fechado em relação à
operação de involução. Além disso, é fácil ver que C é um subespaço
vetorial de L(M), com as operações de soma e multiplicação por escalar
usuais de matrizes.

Vamos veri�car agora que C é uma ∗-subálgebra de L(M). Com
efeito,(

a x
ỹ b

)(
a′ x′

ỹ′ b′

)(
z
c

)
=

(
a x
ỹ b

)(
a′z + x′c
〈y′, z〉B + b′c

)

=

(
aa′z + ax′c+ x〈y′, z〉B + xb′c
〈y, a′z + x′c〉B + b〈y′, z〉B + bb′c

)
= (4).

Rearranjando os termos,

(4) =

(
(aa′ +A 〈x, y′〉)z + (ax′ + xb′)c

(〈a′∗y, z〉B + 〈y′b∗, z〉B) + (〈y, x′〉B + bb′)c

)
=

(
aa′ +A 〈x, y′〉 ax′ + xb′

ỹa′ + bỹ′ 〈y, x′〉B + bb′

)(
z
c

)
.

Ou seja, C é uma ∗-subálgebra de L(M) e(
a x
ỹ b

)(
a′ x′

ỹ′ b′

)
=

(
aa′ +A 〈x, y′〉 ax′ + xb′

ỹa′ + bỹ′ 〈y, x′〉B + bb′

)
,

para quaisquer a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e x, x′, y, y′ ∈ X.
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Resta mostrarmos que C é fechado em L(M), e como resultado
teremos que C é uma C∗-álgebra.

Para isso, vamos provar que se L ∈ L(M) é dado por (‡), então

max{‖a‖, ‖x‖B , ‖y‖B , ‖b‖} ≤ ‖L‖ ≤ ‖a‖+ ‖x‖B + ‖y‖B + ‖b‖. (1.1)

Escrevendo

L =

(
a 0
0 0

)
+

(
0 x
0 0

)
+

(
0 0
ỹ 0

)
+

(
0 0
0 b

)
,

e usando a desigualdade triangular, é su�ciente mostrarmos que cada
parcela possui norma menor ou igual que a norma de sua entrada não
nula. De forma mais precisa, temos a igualdade.∥∥∥∥( a 0

0 0

)∥∥∥∥ = ‖a‖,
∥∥∥∥( 0 0

0 b

)∥∥∥∥ = ‖b‖,

e ∥∥∥∥( 0 x
0 0

)∥∥∥∥ = ‖x‖B ,
∥∥∥∥( 0 0

ỹ 0

)∥∥∥∥ = ‖y‖B .

De fato, como a inclusão de A em L(XB) é injetiva, segue que
‖a‖ = sup‖x‖B≤1 ‖ax‖B , donde∥∥∥∥( a 0

0 0

)∥∥∥∥ = ‖a‖.

Usando o fato que B possui unidade aproximada e que ‖xc‖B ≤
‖x‖B‖c‖, segue que ∥∥∥∥( 0 x

0 0

)∥∥∥∥ = ‖x‖B .

Por Cauchy-Schwarz, temos que ‖〈y, z〉B‖ ≤ ‖y‖B‖z‖B . Colocando
z =

y

‖y‖B
, temos que ‖z‖B = 1 e

‖〈y, z〉∗B〈y, z〉B‖ = ‖〈y, z〉B‖2 = ‖〈y, y〉B‖ = ‖y‖2B .

Daí, obtemos a igualdade∥∥∥∥( 0 0
ỹ 0

)∥∥∥∥ = ‖y‖B .
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Claramente temos ∥∥∥∥( 0 0
0 b

)∥∥∥∥ = ‖b‖.

Para a desigualdade do lado esquerdo de (1.1), observamos que

‖y‖4B = ‖〈y, y〉B‖2 =

∥∥∥∥〈( 0
〈y, y〉B

)
, L

(
y
0

)〉
B

∥∥∥∥
≤ ‖〈y, y〉B‖‖L‖‖y‖B = ‖L‖‖y‖3B .

Similarmente,

‖x‖4B = ‖〈x, x〉B‖2 =

∥∥∥∥〈( x
0

)
, L

(
0

〈x, x〉B

)〉
B

∥∥∥∥
≤ ‖x‖B‖L‖‖〈x, x〉B‖ = ‖L‖‖x‖3B .

Assim, ‖L‖ domina ‖x‖B e ‖y‖B . Novamente usando que a inclusão
de A em L(XB) é injetiva e, portanto, isométrica, podemos obter x′ ∈
X tal que ‖x′‖B = 1 e ‖ax′‖B é aproximadamente ‖a‖. Desta forma,

‖a‖2 ∼ ‖ax′‖2B = ‖〈ax′, ax′〉B‖

=

∥∥∥∥〈( ax′

0

)
, L

(
x′

0

)〉
B

∥∥∥∥
≤ ‖ax′‖B‖L‖‖x′‖B
≤ ‖a‖‖L‖‖x′‖2B
= ‖a‖‖L‖,

e portanto ‖a‖ ≤ ‖L‖.
Por �m, sendo (uλ)λ∈Λ uma unidade aproximada para B,

‖b‖2 = lim
λ
‖b∗buλ‖ = lim

λ

∥∥∥∥〈( 0
b

)
, L

(
0
uλ

)〉
B

∥∥∥∥ ≤ ‖b‖‖L‖.
Logo, �ca provado a desigualdade (1.1). Consequentemente, C é

uma C∗-subálgebra de L(M).

Resta provarmos que A e B são cantos complementares cheios de
C. Pelo que �zemos até aqui, �ca claro que as aplicações

a 7→
(
a 0
0 0

)
, e b 7→

(
0 0
0 b

)
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são ∗-homomor�smos injetivos de A e B em C, respectivamente. Seja
p o operador adjuntável sobre M dado por

p

(
z
c

)
=

(
z
0

)
.

É fácil ver que p = p∗ = p2. Escrevemos(
1 0
0 0

)
para p, em que �1� é o operador identidade sobre X.

Analogamente, seja q o operador L(M) de�nido por

q

(
z
c

)
=

(
0
c

)
e escrevemos (

0 0
0 1

)
para q, em que �1� é o operador identidade sobre B. Novamente temos
q = q∗ = q2.

Além disso, prova-se que

p

(
a x
ỹ b

)
=

(
a x
0 0

)
,

(
a x
ỹ b

)
p =

(
a 0
ỹ 0

)
bem como

q

(
a x
ỹ b

)
=

(
0 0
ỹ b

)
,

(
a x
ỹ b

)
q =

(
0 x
0 b

)
.

Logo, as projeções p e q são multiplicadores de C e temos pCp ∼= A
e qCq ∼= B. Mais ainda, p+ q = 1.

Agora, para concluir a demonstração, só precisamos mostrar que p
e q são projeções cheias. Mas,

CpC =

{(
aa′ ax′

ỹa′ 〈y, x′〉B

)
: a, a′ ∈ A, y, x′ ∈ X

}
e assim, como X é um B-módulo cheio, AX é denso em X com a norma
‖ · ‖A e as normas ‖ · ‖A e ‖ · ‖B coincidem (Corolário 1.3.7), usamos
o lado direito da desigualdade (1.1) para obter que p é uma projeção
cheia.
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Com argumentos semelhantes, prova-se que

CqC =

{(
A〈x, y′〉 xb′

bỹ′ bb′

)
: b, b′ ∈ B, x, y′ ∈ X

}
é denso em C, donde q é projeção cheia.

Portanto, A e B são cantos complementares cheios de C.
A recíproca segue do Exemplo 1.3.4.

�

De�nição 1.4.16. Seja X um A-B bimódulo de imprimitividade. A
álgebra de ligação de X é a C∗-álgebra de matrizes construída no Te-
orema 1.4.15.

A álgebra de ligação é tão importante quanto o resultado apresen-
tado no Teorema 1.4.15. Por exemplo, tal C∗-álgebra tem um papel
fundamental no teorema de Brown-Green-Rie�el, que aqui se encontra
na Seção 4.3.
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Capítulo 2

Fibrados de Fell

Neste capítulo, de�nimos �brados de Fell sobre grupos discretos e
construímos suas C∗-álgebras seccionais cheia e reduzida. A primeira, é
obtida de uma forma mais abstrata, a partir da C∗-álgebra envolvente
de uma certa ∗-álgebra e a segunda, é de�nida de maneira mais con-
creta, como a C∗-álgebra gerada pela imagem de uma ∗-representação
injetiva da ∗-álgebra relacionada a um �brado de Fell. As principais
referências usadas foram [13], [15], [14], [4].

Ao longo de todo o capítulo, G é um grupo discreto com elemento
neutro e.

2.1 A C∗-álgebra seccional cheia de um �-
brado de Fell

Nesta seção, de�nimos �brados de Fell e apresentamos alguns exem-
plos. Obtemos uma relação entre um �brado de Fell e uma determinada
∗-álgebra, e a partir disso de�nimos a C∗-álgebra seccional cheia.

De�nição 2.1.1. Um �brado de Fell sobre um grupo discreto G é
uma coleção de espaços de Banach B = {Bg}g∈G munida com uma
família de aplicações bilineares · : Bs × Bt → Bst e uma família
de aplicações conjugado lineares ∗ : Bt → Bt−1 , chamadas de mul-
tiplicação e involução, respectivamente, satisfazendo, para quaisquer
bs ∈ Bs, bt ∈ Bt, br ∈ Br, e s, t, r ∈ G:

(i) As operações de multiplicação são associativas: (bsbt)br = bs(btbr);
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(ii) ∗ : Bt → Bt−1 é involutiva e isométrica;

(iii) (bsbt)
∗ = b∗t b

∗
s;

(iv) ‖bsbt‖ ≤ ‖bs‖‖bt‖;

(v) ‖b∗t bt‖ = ‖bt‖2;

(vi) Para todo bt ∈ Bt, existe a ∈ Be tal que b∗t bt = a∗a.

Para cada t ∈ G, o espaço de Banach Bt é denomidado a �bra da
entrada t ou �bra com entrada t do �brado de Fell B.

Observação 2.1.2. As condições (i)-(iv) nos dizem que Be é uma ∗-
álgebra de Banach. Adicionando a condição (v) temos que Be é, de
fato, uma C∗-álgebra.

Antes da próxima observação, para �xar notações, com BtBs quere-
mos dizer o espaço vetorial fechado gerado por {btbs : bt ∈ Bt, bs ∈ Bs}.

Observação 2.1.3. Para cada g ∈ G, Bg−1Bg é um ideal em Be.

Demonstração: Suponha que a ∈ Bg−1Bg seja da forma ag−1ag, com
ag−1 ∈ Bg−1 e ag ∈ Bg. Seja b ∈ Be. Então,

ba = (bag−1)ag ∈ BeBg−1Bg ⊆ Bg−1Bg

e
ab = ag−1(agb) ∈ Bg−1BgBe ⊆ Bg−1Bg.

Uma vez que elementos da forma ag−1ag geram Bg−1Bg, segue o
resultado.

�

Exemplo 2.1.4. Seja G um grupo discreto. Colocamos, para cada t ∈
G, Bt = C× {t}, com a estrutura de espaço de Banach obtida através
da bijeção canônica entre C × {t} e C. Escrevemos λδt para (λ, t) e
assim Bt = Cδt. Seja B = {Bt}t∈G com as operações de multiplicação
e involução dadas por

λδsαδt = λαδst, e (λδt)
∗ = λ̄δt−1 ,

para s, t ∈ G e λ, α ∈ C. Então, B = {Bt}t∈G é um �brado de Fell,
chamado �brado trivial.
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Exemplo 2.1.5. Seja A = M3(C). Sejam B−1, B0 e B1 os subespaços
de A gerados, respectivamente, pelas matrizes da forma 0 0 0

∗ 0 0
∗ 0 0

 ,

 ∗ 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 e

 0 ∗ ∗
0 0 0
0 0 0

 .

Para n ∈ Z\{−1, 0, 1} colocamos Bn = {0}. Então, B = {Bn}n∈Z mu-
nido com as operações de multiplicação e involução usuais de matrizes
é um �brado de Fell.

Demonstração: Notemos que B0 é uma C∗-álgebra, B∗1 = B−1 bem
como B∗1 = B−1. Além disso,

B−1B1 =,

 0 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 , B1B−1 =,

 ∗ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

donde B−1B1 ⊆ B0 e B1B−1 ⊆ B0. Observamos também que B0B1 =
B1 = B1B0, B−1B0 = B−1 = B0B−1, B1B1 = {0} = B2 e B−1B−1 =
{0} = B−2.

Se

a =

 0 0 0
a21 0 0
a31 0 0


é uma matriz em B−1, então

a∗a =

 |a21|2 + |a31|2 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

é um elemento positivo em B0. Analogamente, a∗a ≥ 0 em B0, para
toda matriz a ∈ B1.

Os outros axiomas da De�nição 2.1.1 seguem diretamente do fato
que Mn(C) é uma C∗-álgebra. Donde B = {Bn}n∈Z é um �brado de
Fell.

�

Exemplo 2.1.6. Sejam A e B C∗-álgebras e X um A − B-bimódulo
de imprimitividade. Seja C a álgebra de ligação de X. Sejam B−1, B0
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e B1 os subespaços de C de�nidos, respectivamente, por(
0 0

X̃ 0

)
,

(
A 0
0 B

)
e

(
0 X
0 0

)
.

Para cada n ∈ Z \ {−1, 0, 1}, colocamos Bn = {0}. Então, com as
operações herdadas de C, B = {Bn}n∈Z é um �brado de Fell.

Demonstração: Vamos mostrar somente a condição (vi) da De�nição
2.1.1.

Seja x ∈ X. Então,(
0 0
x̃ 0

)(
0 x
0 0

)
=

(
0 0
0 〈x, x〉B

)
=

(
0 0

0 〈x, x〉
1
2

B

)(
0 0

0 〈x, x〉
1
2

B

)
.

Similarmente,(
0 x
0 0

)(
0 0
x̃ 0

)
=

(
A〈x, x〉 0

0 0

)
=

(
A〈x, x〉

1
2 0

0 0

)(
A〈x, x〉

1
2 0

0 0

)
.

Logo, B = {Bn}n∈Z é um �brado de Fell.
�

Exemplo 2.1.7. Seja D o disco unitário {z ∈ C : |z| ≤ 1} e S1 =
{z ∈ C : |z| = 1} o círculo unitário. Sejam A = C(D) a C∗-álgebra
das funções contínuas com valores complexos sobre D e G o grupo mul-
tiplicativo de dois elementos {−1, 1}. De�nimos os seguintes espaços
fechados B1 e B−1 de A:

B1 = {f ∈ A : f(−z) = f(z), para todo z ∈ S1},
B−1 = {f ∈ A : f(−z) = −f(z), para todo z ∈ S1}.

Então, com as operações herdadas de A, B = {Bt}t∈G é um �brado de
Fell.

Demonstração: Como a operação de multiplicação em A = C(D)
é de�nida pontualmente, �ca fácil ver que BtBs ⊆ Bts, para t, s ∈
{−1, 1}. Também B∗1 = B1 e B∗−1 = B−1.

Vamos veri�car a condição (vi) da De�nição 2.1.1. Seja f ∈ B−1.
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Observamos que se g ∈ A é dada por D → C, z 7→ |f(z)|, para
z ∈ S1 temos

g(−z) = |f(−z)| = | − f(z)| = |f(z)|.

Donde g ∈ B1 e f∗f = g∗g.
Portanto, B = {Bt}t∈G é um �brado de Fell.

�

Proposição 2.1.8. Seja B = {Bt}t∈G um �brado de Fell. Se (uλ)λ∈Λ

é uma unidade aproximada para Be, então

lim
λ
btuλ = lim

λ
uλbt = bt,

para quaisquer t ∈ G e bt ∈ Bt.

Demonstração: De fato, uma vez que b∗t bt ∈ Be, vale que b∗t bt =
limλ b

∗
t btuλ = limλ uλb

∗
t bt. Assim, segue do axioma (v) da De�nição

2.1.1 que

‖bt − btuλ‖ = ‖(bt − btuλ)∗(bt − btuλ)‖
= ‖b∗t bt − b∗t btuλ − uλb∗t bt + uλb

∗
t btuλ‖ → 0.

Logo, limλ btuλ = bt. Para provar que bt = limλ uλbt, basta aplicar o
que já foi feito para b∗t e usar que a operação de involução é isométrica.

�

Observação 2.1.9. Podemos perceber na demonstração da Proposição
2.1.8 que

bt = lim
λ
btvλ

e
bt = lim

λ
v′λbt,

sendo (vλ)λ∈Λ e (v′λ)λ∈Λ unidades aproximadas para os ideais Bt−1Bt
e BtBt−1 , respectivamente.

Nosso objetivo agora é, partindo de um �brado de Fell, construir
uma C∗-álgebra. Para isso, consideramos o espaço vetorial sobre C
dado por

Cc(B) =

{
ξ : G→

⋃
t∈G

Bt : ξ(t) ∈ Bt, ∀t ∈ G e supp(ξ) é �nito

}
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com as operações de soma e multiplicação por escalar de�nidas pontu-
almente. Ou seja, Cc(B) é soma direta ⊕g∈GBg.

Na próxima proposição, vamos de�nir em Cc(B) uma estrutura de
∗-álgebra.

Proposição 2.1.10. Seja B = {Bt}t∈G um �brado de Fell. De�nimos
em Cc(B) as operações de multiplicação e involução da seguinte forma:

∗ : Cc(B)× Cc(B) → Cc(B)

(ξ, η) 7→ ξ ∗ η,

em que (ξ ∗ η)(s) =
∑
t∈G ξ(t)η(t−1s), para todo s ∈ G, e

∗ : Cc(B) → Cc(B)

ξ 7→ ξ∗,

em que ξ∗(t) = ξ(t−1)∗, para todo t ∈ G. Então, Cc(B) é uma ∗-
álgebra.

Demonstração: A operação de multiplicação ∗ é bilinear, pois a mul-
tiplicação · : Bs × Bt → Bst é bilinear. Vamos veri�car que ∗ é
associativa.

De fato, sejam ξ, η e ζ em Cc(B). Seja s ∈ G. Usando o axioma de
bilinearidade da multiplicação em B, temos

((ξ ∗ η) ∗ ζ)(s) =
∑
t∈G

(ξ ∗ η)(t)ζ(t−1s)

=
∑
t∈G

(∑
r∈G

ξ(r)η(r−1t)

)
ζ(t−1s)

=
∑
t∈G

∑
r∈G

ξ(r)η(r−1t)ζ(t−1s)

=
∑
r∈G

∑
t∈G

ξ(r)η(r−1t)ζ(t−1s)

=
∑
r∈G

ξ(r)

(∑
t∈G

η(r−1t)ζ(t−1s)

)

=
∑
r∈G

ξ(r)

(∑
t∈G

η(r−1t)ζ(t−1rr−1s)

)
.
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Fazendo a mudança de variável t′ = r−1t e substituindo vem que

((ξ ∗ η) ∗ ζ)(s) =
∑
r∈G

ξ(r)

(∑
t′∈G

η(t′)ζ(t′−1r−1s)

)
=

∑
r∈G

ξ(r)(η ∗ ζ)(r−1s)

= (ξ ∗ (η ∗ ζ))(s).

Donde ∗ é associativa.
Vejamos que (ξ ∗ η)∗ = η∗ ∗ ξ∗. Para s ∈ G,

(ξ ∗ η)∗(s) =
(
(ξ ∗ η)(s−1)

)∗
=

(∑
t∈G

ξ(t)η(t−1s−1)

)∗
=

∑
t∈G

η(t−1s−1)∗ξ(t)∗

=
∑
t∈G

η∗(st)ξ∗(t−1)

=
∑
t∈G

η∗(st)ξ∗((st)−1s).

Fazendo a mudança de variável t′ = st, obtemos

(ξ ∗ η)∗(s) =
∑
t′∈G

η∗(t′)ξ∗(t′−1s)

= (η∗ ∗ ξ∗)(s),

concluindo que (ξ ∗ η)∗ = η∗ ∗ ξ∗.
Mais ainda, observando que a operação de involução de B é involu-

tiva, temos para todo t ∈ G

(ξ∗)∗(t) = (ξ∗(t−1))∗ = (ξ(t)∗)∗ = ξ(t).

Portanto, estas operações de multiplicação e involução fazem de
Cc(B) uma ∗-álgebra.

�

Observação 2.1.11. A função ‖·‖1 : Cc(B)→ R+, ξ 7→
∑
t∈G ‖ξ(t)‖

faz de Cc(B) uma ∗-álgebra normada.

Lembremos que se P é uma sentença lógica, representamos por [P ]
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o valor 1 se a sentença P for verdadeira, e 0 se a sentença P for falsa.
Por exemplo, o símbolo [s = t] tem valor 1 se s = t. Caso contrário,
[s = t] = 0.

Proposição 2.1.12. Para cada t ∈ G, consideremos a transformação
linear jt : Bt → Cc(B) dada por

jt(bt) |s= [s = t]bt,

para todo s ∈ G. Então Cc(B) = ⊕t∈Gjt(Bt) e, para quaisquer s, t ∈ G
e bt ∈ Bt, bs ∈ Bs, vale que:

(i) ‖jt(bt)‖1 = ‖bt‖;

(ii) js(bs) ∗ jt(bt) = jst(bsbt);

(iii) jt(bt)∗ = jt−1(b∗t ).

Demonstração: Seja ξ ∈ Cc(B). Para cada t ∈ G, seja bt = ξ(t).
Então, se s ∈ G, temos que(∑

t∈G
jt(bt)

)
(s) =

∑
t∈G

jt(bt) |s= bs = ξ(s).

Além disso, se
∑
t∈G jt(bt) = 0 e s ∈ G, segue que

bs =

(∑
t∈G

jt(bt)

)
(s) = 0,

donde jt(bt) = 0, para cada t. Logo, Cc(B) = ⊕t∈Gjt(Bt).
Para o item (i), observamos que

‖jt(bt)‖1 =
∑
s∈G
‖jt(bt)(s)‖ = ‖jt(bt)(t)‖ = ‖bt‖.

Já o item (ii) segue do seguinte cálculo:

(js(bs) ∗ jt(bt)) (r) = bsjt(bt)(s
−1r) = [r = st]bsbt = jst(bsbt)(r),

e portanto (js(bs) ∗ jt(bt) = jst(bsbt). De mesma forma,

jt(bt)
∗(s) = jt(bt)(s

−1)∗ = [s = t−1]b∗t

e segue que jt(bt)∗ = jt−1(b∗t ).
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�

Proposição 2.1.13. Sejam π : Cc(B) → A uma ∗-representação de
Cc(B) em uma C∗-álgebra A e ξ ∈ Cc(B). Então ‖π(ξ)‖ ≤ ‖ξ‖1.

Demonstração: Se π é uma ∗-representação de Cc(B), as a�rmações
(ii) e (iii) da Proposição 2.1.12 implicam que π ◦ je : Be → A é um
∗-homomor�smo de C∗-álgebras. Assim,

‖π(je(be))‖ ≤ ‖be‖, para todo be ∈ Be.

Por outro lado, dado bt ∈ Bt, b∗t bt é um elemento de Be. Desta
forma,

‖π(jt(bt))‖2 = ‖π(jt(bt))
∗π(jt(bt))‖ = ‖π(je(b

∗
t bt))‖ ≤ ‖b∗t bt‖ = ‖bt‖2.

Ou seja, ‖π(jt(bt))‖ ≤ ‖bt‖.
Agora, para um elemento arbitrário ξ em Cc(B), novamente usando

a Proposição 2.1.12, escrevemos ξ =
∑
t∈G jt(ξt), em que ξt = ξ(t).

Daí,
‖π(ξ)‖ ≤

∑
t∈G
‖π(jt(ξt))‖ ≤

∑
t∈G
‖ξt‖ = ‖ξ‖1.

Portanto, ‖π(ξ)‖ ≤ ‖ξ‖1, para todo ξ ∈ Cc(B).
�

Como uma consequência da proposição anterior, segue que Cc(B) é
uma ∗-álgebra admissível.

De�nição 2.1.14. A C∗-álgebra seccional cheia de um �brado de Fell
B, denotada por C∗(B), é a C∗-álgebra envolvente da ∗-álgebra Cc(B).

Exemplo 2.1.15. Seja G = Z e seja B o �brado trivial. Ou seja,
Bn = C× {n} = Cδn. Então, C∗(B) ∼= C(S1).

Demonstração: Primeiramente, observamos que C∗(B) é abeliana,
pois Z é um grupo abeliano, bem como a C∗-álgebra dos números
complexos. Além disso, o elemento δ1 é unitário e gera C∗(B), pois
(δ1)n = δn, para cada n ∈ Z.

Desta forma, sabemos que C∗(B) ∼= C(σ(δ1)), em que σ(δ1) denota
o espectro do elemento δ1. Uma vez que δ1 é unitário, temos que
σ(δ1) ⊆ S1 e, portanto, precisamos mostrar que S1 ⊆ σ(δ1).

De fato, seja λ ∈ S1. Consideremos a aplicação

τλ : ⊕n∈ZCδn → C
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∑
i

αiδi 7→
∑
i

αiλ
i.

Então, para α, β ∈ C e n,m ∈ Z, temos

τλ(αδnβδm) = τλ(αβδn+m) = αβλn+m

= αλnβλm = τλ(αδn)τλ(βδm)

e
τλ(αδn)∗ = (αλn)∗ = ᾱλ−n = τλ((αδn)∗).

Logo, τλ é uma ∗-representação de Cc(B) = ⊕n∈ZCδn e, segue da
propriedade universal de C∗(B), que existe um único ∗-homomor�smo
τ̃λ : C∗(B)→ C tal que o diagrama

Cc(B)

τλ

$$

ι // C∗(B)

τ̃λ
��
C

comuta.
Donde, τ̃λ é um caráter sobre C∗(B), ou seja, um homomor�smo

não nulo de C∗(B) em C. Portanto,

λ = τλ(δ1) = τ̃λ(δ1) ∈ σ(δ1)

e concluímos que C∗(B) ∼= C(S1).
�

Observação 2.1.16. Se G é um grupo discreto e B = {Cδt}t∈G é o
�brado trivial, C∗(B) é chamada C∗-álgebra do grupo G e é denotada
por C∗(G).

2.2 A representação regular

Nesta seção, estamos interessados em construir uma representação
�el de Cc(B), que será chamada representação regular. A partir dela,
será de�nida uma outra C∗-álgebra relacionada a um �brado de Fell.
Uma importante consequência da representação regular é que podemos
considerar Cc(B) como uma ∗-subálgebra de C∗(B) e, além disso, C∗(B)
é uma C∗-álgebra graduada, cuja de�nição veremos no Capítulo 5.

Começamos os preparativos para construir a representação regular
de�nindo uma estrutura de Be-módulo com produto interno no espaço
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vetorial Cc(B).

Proposição 2.2.1. O espaço vetorial Cc(B) é um Be-módulo com pro-
duto interno com a ação de módulo dada por

Cc(B)×Be → Cc(B)

(ξ, a) 7→ ξa,

em que (ξa)(t) = ξ(t)a, para todo t ∈ G, e produto interno

〈·, ·〉Be : Cc(B)× Cc(B) → Be

(ξ, η) 7→
∑
t∈G

ξ(t)∗η(t),

para ξ, η ∈ Cc(B).

Demonstração: As propriedades de produto interno e de ação de mó-
dulo seguem diretamente dos axiomas de �brado de Fell e da estrutura
de ∗-álgebra de Cc(B).

�
Denotaremos o completamento do Be-módulo com produto interno

Cc(B) por l2(B).
Nosso objetivo agora é construir uma ∗-representação de Cc(B) na

C∗-álgebra dos operadores adjuntáveis sobre l2(B). Para isso, precisa-
mos do seguinte lema:

Lema 2.2.2. Seja bs ∈ Bs e a um elemento positivo de Be. Então

b∗sabs ≤ ‖a‖b∗sbs.

Demonstração: De fato, sabemos que a ≤ ‖a‖ na unitização B̃e.
Sendo assim, se (uλ)λ∈Λ uma unidade aproximada para Be e λ ∈ Λ,
segue que

0 ≤ uλb∗s(‖a‖ − a)bsuλ = ‖a‖uλb∗sbsuλ − uλb∗sabsuλ.

Uma vez que B+
e é fechado, concluímos que b∗sabs ≤ ‖a‖b∗sbs.

�
A partir de agora, para facilitar a notação, vamos denotar sim-

plesmente por bt a imagem de um elemento bt ∈ Bt em Cc(B) pela
transformação linear jt : Bt → Cc(B) de�nida na Proposição 2.1.12.
Assim, Cc(B) = ⊕t∈GBt. Ficará claro pelo contexto quando estaremos
nos referindo a bt como um elemento de Cc(B) ou como um elemento
do espaço de Banach Bt.
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Para cada t ∈ G e para cada bt ∈ Bt, de�nimos

T̃bt : Cc(B) → Cc(B)

ξ 7→ bt ∗ ξ.

Notemos que (bt ∗ ξ)(s) = btξ(t
−1s), para todo s ∈ G. É fácil ver que

T̃bt é linear, pois a multiplicação ∗ em Cc(B) é bilinear. Mais ainda,
segue do Lema 2.2.2, que ‖T̃bt(ξ)‖ ≤ ‖bt‖‖ξ‖Be , donde T̃bt se estende a
um operador linear Tbt : l2(B)→ l2(B) tal que ‖Tbt‖ ≤ ‖bt‖.

A seguinte proposição nos diz que Tbt é um operador adjuntável em
l2(B):

Proposição 2.2.3. Tbt é adjuntável e Tbt
∗ = Tb∗t .

Demonstração: Primeiramente, consideramos ξ, η ∈ Cc(B). Então,

〈Tbtξ, η〉Be =
∑
s∈G

ξ(t−1s)∗b∗t η(s) =
∑
s∈G

ξ(t−1s)∗b∗t η(tt−1s).

Fazendo a mudança de variável s′ = t−1s e substituindo na igualdade
acima, vem que

〈Tbtξ, η〉Be =
∑
s′∈G

ξ(s′)∗b∗t η(ts′) =
∑
s′∈G

ξ(s′)Tb∗t (η)(s′) = 〈ξ, Tb∗t η〉Be .

Agora, se ξ, η ∈ l2(B), da continuidade de Tbt e Tb∗t segue que

〈Tbt(ξ), η〉Be = lim
m
〈Tbt(ξm), ηm〉Be = lim

m
〈ξm, Tb∗t (ηm)〉Be

= 〈ξ, Tb∗t (η)〉Be ,

em que (ξm)m∈N e (ηm)m∈N são sequências em Cc(B) convergindo a ξ
e η, respectivamente.

Logo, Tbt
∗ = Tb∗t .

�

Proposição 2.2.4. Sejam at, bt ∈ Bt, bs ∈ Bs e λ ∈ C. Então:

(i) Tat+λbt = Tat + λTbt ;

(ii) TbtTbs = Tbtbs .

Demonstração: (i) Para ξ ∈ Cc(B), vale que

Tat+λbt(ξ) = (at + λbt) ∗ ξ = at ∗ ξ + λbt ∗ ξ = Tat(ξ) + λTbt(ξ).
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Para o caso ξ ∈ l2(B), basta argumentar por continuidade.

(ii) Novamente, sendo ξ ∈ Cc(B), temos que

Tbt(Tbs(ξ)) = bt ∗ (bs ∗ ξ) = (bt ∗ bs) ∗ ξ = (btbs) ∗ ξ = Tbtbs(ξ).

O caso geral em que ξ ∈ l2(B) segue por continuidade.
�

Corolário 2.2.5. A aplicação

T : Cc(B) → L(l2(B))

ξ 7→
∑
t∈G

Tξ(t),

é um ∗-homomor�smo injetivo.

Demonstração: As proposições 2.2.3 e 2.2.4 nos dizem que T é um
∗-homomor�smo. Assim, resta somente veri�carmos que T é injetor.

Seja ξ ∈ Cc(B) tal que T (ξ) = 0. Seja (uλ)λ∈Λ uma unidade apro-
ximada para Be. Então, para λ ∈ Λ e s ∈ G,

0 = T (ξ)(je(uλ)) |s=
∑
t∈G

ξ(t)je(uλ)(t−1s).

Escolhendo s = t, obtemos que ξ(t)uλ = 0. Como λ ∈ Λ é arbitrá-
rio, segue da Proposição 2.1.8 que ξ(t) = 0.

Portanto, ξ = 0 e T é um ∗-homomor�smo injetivo.
�

O ∗-homomor�smo T da proposição acima é chamado representação
regular à esquerda de Cc(B).

De�nição 2.2.6. A C∗-álgebra seccional reduzida do �brado de Fell
B, denotada por C∗r (B), é o fecho de T (Cc(B)) em L(l2(B)).

Corolário 2.2.7. A C∗-álgebra seccional cheia de um �brado de Fell
B é o completamento de Cc(B) na norma

|‖ · ‖| : Cc(B) → R+

ξ 7→ sup{‖π(ξ)‖ : π é ∗-representação de Cc(B)}.

Demonstração: Sabemos do Teorema A.1.3 que C∗(B) é o completa-
mento de Cc(B)/N na norma

|‖ξ +N |‖ = sup{‖π(ξ)‖ : π é ∗-representação de Cc(B)},

50



em que N = {η ∈ Cc(B) : supπ ‖π(η)‖ = 0}.
Neste caso, o Corolário 2.2.5 implica que N = {0}, ou seja, a proje-

ção canônica ι : Cc(B)→ Cc(B)/N é injetiva e a C∗-álgebra envolvente
de Cc(B) é simplesmente o completamento de Cc(B) na norma

‖|ξ‖| = sup{‖π(ξ)‖ : π é ∗-representação de Cc(B)}.

�

Observação 2.2.8. Pela propriedade universal da C∗-álgebra envol-
vente, existe um único ∗-homomor�smo T̃ : C∗(B)→ C∗r (B) tal que o
diagrama

Cc(B)

T

$$

ι // C∗(B)

T̃
��

C∗r (B)

comuta, em que ι é a inclusão de Cc(B) em C∗(B).

De�nição 2.2.9. O �brado de Fell B é dito ser amenable se T̃ é
injetivo.

O leitor interessado em mais detalhes sobre �brados de Fell amena-
ble pode encontrá-los em [10].
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Capítulo 3

Produtos Cruzados

Neste capítulo de�nimos o conceito de ação parcial de um grupo
discreto em C∗-álgebras, que é uma generalização de ação global. De-
pois, mostramos que existe um �brado de Fell associado a uma ação
parcial, através do qual de�nimos os produtos cruzados parciais cheio e
reduzido, aplicando o que desenvolvemos no Capítulo 2. As principais
referências que usamos são [11], [12] e [19].

Na última seção, apresentamos brevemente a teoria de produtos
cruzados no caso de ações globais de grupos localmente compactos. No
caso em que a ação é de um grupo discreto abeliano, mostramos que
é possível obter uma ação do seu grupo dual no produto cruzado re-
sultante, muito embora isto seja possível no caso mais geral de grupos
localmente compactos abelianos. A teoria de grupos localmente com-
pactos é encontrada em [24]. Já uma ótima referência para produtos
cruzados é [27]. Em [25], é provada a existência da ação dual no caso
mais geral, além de trazer importantes resultados relativos ao produto
cruzado obtido.

3.1 Ações parciais de grupos

De�nição 3.1.1. Uma ação parcial de um grupo discreto G em uma
C∗-álgebra A é um par

α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G),

em que para cada g ∈ G, Dg é um ideal fechado em A e αg é um
∗-isomor�smo de Dg−1 em Dg, satisfazendo para quaisquer g, h ∈ G
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(i) De = A,

(ii) αg(Dg−1 ∩Dh) ⊆ Dgh,

(iii) αg(αh(a)) = αgh(a), para todo a ∈ Dh−1 ∩Dh−1g−1 .

Dizemos que (A,G, α) é um C∗-sistema dinâmico parcial ou, sim-
plesmente, um sistema dinâmico parcial. No caso em que Dg = A, para
todo g, α é dita ser uma ação global, ou simplesmente uma ação, de G
em A e (A,G, α) é chamado sistema dinâmico.

Observação 3.1.2. (ii) consiste das condições necessárias para que
αg(αh(a)) em (iii) esteja bem de�nido.

Demonstração: De fato, se a ∈ Dh−1 ∩ Dh−1g−1 , (ii) nos diz que
αh(a) ∈ Dh(h−1g−1) = Dg−1 . �

Observação 3.1.3. αe é o automor�smo identidade.

Demonstração: Dado a ∈ A, segue de (iii) que αe(αe(a)) = αe(a).
Uma vez que αe é injetiva, obtemos que αe(a) = a. Donde, αe é o
automor�smo identidade.

Observação 3.1.4. Se θ é uma ação global de um grupo discreto G
em uma C∗-algebra A e I é um ideal de A, colocando Dg = θg(I)∩ I e
αg = θg |Dg−1 , para cada g ∈ G, temos que α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) é
uma ação parcial de G em I.

Demonstração: Cada Dg é um ideal em I, pois é uma interseção de
ideais. Para ver que αg é um isomor�smo de Dg−1 e Dg, consideremos
um elemento x em Dg−1 , ou seja, x ∈ θg−1(I)∩I. Desta forma, αg(x) =
θg(x) ∈ I pois y ∈ θg−1(I) e também αg(x) ∈ θg(I), uma vez que x ∈ I.
Logo, αg(x) ∈ θg(I) ∩ I = Dg.

Dado y ∈ Dg, basta colocarmos x = αg−1(y) ∈ Dg−1 , e assim
αg(x) = y, donde cada αg é um isomor�smo. Os outros axiomas da
de�nição de ação parcial seguem diretamente do fato de θ ser uma ação
de G em A.

�

Proposição 3.1.5. A condição (ii) na De�nição 3.1.1 é equivalente a:

(ii)' αg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh, para quaisquer g, h ∈ G.
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Demonstração: É fácil ver que (ii)' implica (ii). Suponha que valha
(ii) e seja b ∈ Dg ∩ Dgh. Por (ii), temos que αg−1(b) ∈ Dg−1 ∩ Dh.
Logo, colocando y = αg−1(b), temos que y ∈ Dg−1 ∩ Dh e αg(y) =
αg(αg−1(b)) = b.

�

Exemplo 3.1.6. Seja A uma C∗-algebra e sejam I e J ideais de A.
Seja α : I → J um ∗-isomor�smo.

De�na D0 = A, D1 = J e D−1 = I. Para cada n > 1, seja Dn

de�nido indutivamente como

Dn = {x ∈ Dn−1 : α−(n−1)(x) ∈ J}

e para n < −1

Dn = {x ∈ Dn+1 : α−(n+1)(x) ∈ I}.

Seja αn := αn, em que α0 é de�nido como sendo o automor�smo
identidade de A. Então α = ({Dn}n∈Z, {αn}n∈Z) é uma ação parcial
e (A,Z, α) é um sistema dinâmico parcial.

Demonstração: Observamos que cada Dn é, de fato, o domínio de
α−n e αn : D−n → Dn é um isomor�smo. De fato, suponha n > 0 e
seja x ∈ D−n. Então αn(x) = αn(x) ∈ J e temos, para n ≥ k ≥ 1 que

α−k+1(αn(x)) = αn−k+1(x) ∈ J

pois 1 ≤ n− k + 1 ≤ n, ou seja, as potências de α são positivas. Além
disso, se y ∈ Dn, tomando x = α−n(y) ∈ D−n segue que αn(x) = y. O
caso n < 0 é análogo.

Vamos agora provar por indução em n ≥ 0 que cada Dn é um ideal
em A.

Para isso, vamos provar que Dn é um ideal em Dn−1, para n > 0
e Dn é um ideal em Dn+1, para n < 0. Como I e J são ideais em A,
teremos que Dn é ideal de A, para todo n.

Para n = 0 e n = 1 não há nada a fazer, pois D1 = J . Suponha
n > 1 e que Dn−1 é um ideal em Dn−2. Vamos mostrar que Dn é um
ideal em Dn−1.

Sejam b ∈ Dn e y ∈ Dn−1. Uma vez queDn é fechado por involução,
basta provarmos que é um ideal à esquerda, ou seja, yb ∈ Dn. Como
Dn−1 é um ideal em J , segue que yb ∈ Dn−1. Temos que

α−(n−1)(yb) = α−1[α−(n−2)(yb)] = α−1[α−(n−2)(y)α−(n−2)(b)],
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pois y, b ∈ Dn−2, que é o domínio de α−(n−2). Por hipótese, temos que
α−(n−2)(y), α−(n−2)(y) ∈ J , donde

α−(n−1)(yb) = α−1[α−(n−2)(y)]α−1[α−(n−2)(b)] ∈ J

pois α−(n−1)(b) = α−1[α−(n−2)(b)] ∈ J .
Logo, yb ∈ Dn e assim Dn é ideal em Dn−1, ou seja, Dn é ideal em

A. Para n < 0 a prova é análoga.
Sejam m,n ∈ Z. Precisamos provar que αm(D−m ∩Dn) ⊆ Dm+n,

a condição (ii) da de�nição de ação parcial.
O caso m = 0 é direto e o caso n = 0 já argumentamos. Se m,n > 0

e x ∈ D−m ∩Dn, temos que

α−k+1(αm(x)) = αm−k+1(x) ∈ J

para cada 1 ≤ k ≤ m < m+ n, pois m− k+ 1 > 0. Se k = m+ r, com
1 ≤ r ≤ n então

α−k+1(αm(x)) = α−m−r+1(αm(x)) = α−r+1(x) ∈ J,

uma vez que x ∈ Dn.
Suponha agora m > 0 e n < 0 e seja x ∈ D−m ∩ Dn. Suponha

m > m + n > 0. O resultado segue do fato que αm(x) ∈ Dm ⊆
Dm+n. Agora, para n < m + n < 0, seja n < m + n ≤ k ≤ −1.
Observamos que αm(x) ∈ I, pois neste caso −m − 1 ≥ n e assim
(αm(x)) = α−((−m−1)+1)(x) ∈ I. Mais ainda,

α−k−1(αm(x)) = α−k−1+m(x) ∈ I,

pois αr(x) ∈ I para todo 0 ≤ r ≤ −n− 1.
Os casos em que m < 0 e n > 0, e m < 0 e n < 0 são análogos.

O fato que αn+m(x) = αn(αm(x)), para x ∈ D−m ∩ D−m−n, segue
diretamente da de�nição de αn como composição de isomor�smos.

Logo, α = ({Dn}n∈Z, {αn}n∈Z) é uma ação parcial.
�

3.2 Produtos cruzados parciais

Nosso objetivo nesta seção é construir um �brado de Fell a partir de
um ação parcial α de um grupo discreto G em uma C∗-álgebra A. Isto
é feito em [11] no caso mais geral, e mais complicado, de ações parciais
torcidas. No caso de ações parciais não torcidas, de�nindo a coleção de
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espaços de Banach e as operações de multiplicação e involução, é um
tanto mais simples provar a associatividade do produto.

Começamos por de�nir a coleção de espaços de Banach indexados
em G.

Seja α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) uma ação parcial de G em uma C∗-
álgebra A. Seja

B̃ = {(a, g) ∈ A×G : a ∈ Dg},

e para cada t ∈ G, seja Bt o subconjunto de B̃ formado por todos
os pares (a, g) com g = t. Usaremos a notação aδt para (a, t), donde
Bt = Dtδt.

Dotamos Bt com a estrutura de um espaço de Banach obtida através
da bijeção canônica entre Bt e Dt.

Considere a família B = {Bg}g∈G de espaços de Banach. De�nimos
em B as operações de multiplicação e involução por

(asδs) ∗ (btδt) = αs(αs−1(as)bt)δst

e

(asδs)
∗ = αs−1(a∗s)δs−1 ,

para as em Ds e bt em Dt.

Proposição 3.2.1. Com as operações acima, B é um �brado de Fell.

Demonstração:

A bilinearidade da operação de multiplicação ∗ : Bs → Bt segue do
fato que cada αg é um isomor�smo e, portanto, linear. Vamos mostrar
que a operação ∗ está bem de�nida, ou seja, (asδs) ∗ (btδt) ∈ Dstδst,
s, t ∈ G. De fato,

(asδs) ∗ (btδt) = αs(αs−1(as)bt)δst,

e observando que αs−1(as)bt ∈ Ds−1 ∩ Dt, concluímos do item (ii) da
De�nição 3.1.1 que αs(αs−1(as)bt) ∈ Dst, donde a operação de multi-
plicação ∗ está bem de�nida.

Vamos mostrar que ∗ é associativa. Seja cg ∈ Dg. Temos

(asδs ∗ btδt) ∗ (cgδg) = αs(αs−1(as)bt)δst ∗ cgδg
= αst(αt−1s−1(αs(αs−1(as)bt))cg)δstg.
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Por outro lado,

(asδs) ∗ (btδt ∗ cgδg) = asδs ∗ αt(αt−1(bt)cg)δtg

= αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg))δstg.

Ou seja, precisamos provar que αst(αt−1s−1(αs(αs−1(as)bt)cg) =
αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)).

Uma vez que αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg) ∈ Ds−1 ∩Dt, pelo item (ii) da
de�nição de ação parcial concluímos que

αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)) ∈ Ds ∩Dst.

Logo,

αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)) = αst(αt−1s−1(αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)),

e pela injetividade de αst é su�ciente mostrarmos a seguinte igualdade:

αt−1s−1(αs(αs−1(as)bt))cg = αt−1s−1 [αs(αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg))]. (†)

Para isso, seja (uλ)λ∈Λ uma unidade aproximada para Dt−1s−1 ∩
Dt−1 e seja (wµ)µ∈L uma unidade aproximada para Dt−1 . Usando o
fato que αt−1s−1αs = αt−1 em Ds−1 ∩ Dt, o lado esquerdo de (†) se
torna

αt−1(αs−1(as)bt)cg = lim
λ
αt−1(αs−1(as)bt)uλcg

= lim
λ
αt−1(αs−1(as)bt)αt−1(αt(uλcg)

= lim
λ
αt−1 [αs−1(as)btαt(uλcg)]

= lim
λ

lim
µ
αt−1 [αs−1(as)btαt(uλcgwµ)]

= lim
λ

lim
µ
αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)].

Como (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada para Dt−1s−1 ∩Dt−1 e αt
é um isomor�smo de Dt−1s−1 ∩Dt−1 em Dt ∩Ds−1 (Proposição 3.1.5),
segue que {αt(uλ)}λ∈Λ é uma unidade aproximada para Dt ∩ Ds−1 .
Assim, se supusermos por um instante que podemos trocar a ordem do
limite, a expressão acima se torna
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lim
µ
αt−1 [αs−1(as)btαt(cgwµ)] = lim

µ
αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cgwµ)]

= αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)],

e novamente usando que αt−1 = αt−1s−1αs em Ds−1 ∩Dt, a expressão
obtida acima é idêntica ao lado direito de (†).

Assim, resta provarmos que podemos trocar a ordem do limite. Mas,
considerando que

αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)] = lim
µ

lim
λ
αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)]

e

αt−1(αs−1(as)bt)cg = lim
λ

lim
µ
αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)],

temos

‖αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)]− αt−1(αs−1(as)bt)cg‖ ≤ (4),

em que

(4) = ‖αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)]− αt−1 [αs−1(as)btαt(cgwµ)]‖
+ ‖αt−1 [αs−1(as)btαt(cgwµ)]− αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)]‖
+ ‖αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)]− αt−1(αs−1(as)bt)cg‖.

Observando que ‖αt(cgwµ)‖ ≤ ‖cg‖, para todo µ ∈ L, vem que

(4) ≤ ‖αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)]− αt−1 [αs−1(as)btαt(cgwµ)]‖
+ ‖αt−1 [αs−1(as)bt]− αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)]‖‖cg‖
+ ‖αt−1 [αs−1(as)btαt(uλ)αt(cgwµ)− αt−1(αs−1(as)bt)cg‖.

Aplicando o limite sobre µ e em seguida sobre λ em ambos os lados
da desigualdade obtida, concluímos que

αt−1 [αs−1(as)αt(αt−1(bt)cg)] = αt−1(αs−1(as)bt)cg,

ou seja, podemos trocar a ordem do limite. Portanto, �ca provada a
associatividade da multiplicação em B.
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Mais ainda, temos

(agδg)
∗ ∗ (agδg) = αg−1(a∗g)δg−1 ∗ agδg = αg−1(a∗gag)δe,

que é um elemento positivo em Be = Aδe.
Agora, mais uma vez observando que αt−1s−1αs = αt−1 em Ds−1 ∩

Dt, temos

(asδs ∗ btδt)∗ = (αs(αs−1(as)bt)δst)
∗

= αt−1s−1 [αs(b
∗
tαs−1(a∗s))]δt−1s−1

= αt−1 [b∗tαs−1(a∗s)]δt−1s−1

= (αt−1(b∗t )δt−1) ∗ (αs−1(a∗s)δs−1)

= (btδt)
∗ ∗ (asδs)

∗.

Como cada αg é um isomor�smo de C∗-álgebras, temos que a ope-
ração de involução em B é isométrica. Logo, B é um �brado de Fell.

�

De�nição 3.2.2. O produto cruzado parcial de A e G por α, denotado
por A oα G, é a C∗-álgebra seccional cheia do �brado de Fell B =
{Bg}g∈G.

De�nição 3.2.3. O produto cruzado parcial reduzido de A e G por
α, denotado por Aoα,r G, é a C∗-álgebra seccional reduzida do �brado
de Fell B = {Bg}g∈G.

Observação 3.2.4. No caso em que α é uma ação global de G em A,
A oα G é chamado produto cruzado de A e G por α. Similarmente,
Aoα,r G é dito ser o produto cruzado reduzido de A e G por α.

Exemplo 3.2.5. Seja A = Cn, I = {(x1, x2, . . . , xn−1, xn) ∈ Cn :
xn = 0} e J = {(x1, x2, . . . , xn−1, xn) ∈ Cn : x1 = 0}. Seja α : I → J ,
(x1, . . . , xn−1, 0) 7→ (0, x1, . . . , xn−1). E seja α = ({Dn}n∈Z, {αn}n∈Z)
a ação parcial de�nida como no Exemplo 3.1.6. Então, Cn oα Z =
Mn(C).

Demonstração: Observamos que

D1 = J,

D2 = {(0, x2, x3, . . . , xn) ∈ J : x2 = 0},
...
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Dn−1 = {(0, x2, x3, . . . , xn) ∈ J : x2 = x3 = · · ·xn−1 = 0},
Dm = {0}, para todo m ≥ n

e similarmente

D−1 = I,

D−2 = {(x1, x2, . . . , xn−1, 0) ∈ I : xn−1 = 0},
...

D−n+1 = {(x1, x2, . . . , xn−1, 0) ∈ I : x2 = x3 = · · ·xn−1 = 0},
Dm = {0}, para todo m ≤ −n.

Seja ei,j := eiδi−j , em que ei = (0, 0, . . . , 1︸︷︷︸
entrada i

, . . . , 0), para 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.
Notemos que, para i− j < 0, ei,j ∈ Bi−j = Di−jδi−j , pois

α−i+j−1(ei) = (0, 0, . . . , 1︸︷︷︸
entrada j−1

, . . . , 0) ∈ I

e para i− j > 0,

α−i+j+1(ei) = (0, 0, . . . , 1︸︷︷︸
entrada j+1

, . . . , 0) ∈ J.

Sejam 1 ≤ k, l ≤ n. Então,

ei,jek,l = eiδi−j ∗ ekδl−k = αi−j(αj−i(ei)ek)δ(i−j)+(k−l)

= [j = k]eiδi−l = [j = k]eiδi−l = ei,l,

donde {ei,j : 1 ≤ i, j ≤ n} é um sistema de unidades matriciais. Como
geram Coα Z, segue que Coα Z = Mn(C).

�

Exemplo 3.2.6. Seja A = Mn1(C) ⊕ Mn2(C) ⊕ · · · ⊕ Mnk(C) uma
C∗-álgebra de dimensão �nita. Seja N = n1 +n2 + · · ·+nk e para cada
1 ≤ l ≤ k, seja αl o isomor�smo entre os ideais Il e Jl de Cnl como no
exemplo acima. Colocamos CN = Cn1⊕· · ·⊕Cnk , I = I1⊕I2⊕· · ·⊕Ik
e J = J1 ⊕ J2 ⊕ · · · ⊕ Jk. Seja α : I → J o isomor�smo dado por
α1 ⊕ · · · ⊕ αk e α a ação parcial de Z em CN de�nida no Exemplo
3.1.6. Então A = CN oα Z.
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Demonstração: Observamos que, neste caso, se Dl
i denota o ideal em

Cnl correspondente à ação parcial αl do Exemplo 3.2.5, temos que

D1 = J1 ⊕ J2 ⊕ · · · ⊕ Jk,
D2 = D1

2 ⊕D2
2 ⊕ · · · ⊕Dk

2 ,

...

Dn−1 = D1
n1−1 ⊕D2

n2−1 ⊕ · · · ⊕Dk
nk−1,

Dm = {0}, para todo m ≥ n,

em que n = max{n1, n2, . . . , nk}.

Similarmente,

D−1 = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ik,
D−2 = D1

−2 ⊕D2
−2 ⊕ · · · ⊕Dk

−2,

...

D−n+1 = D1
−n1+1 ⊕D2

−n2+1 ⊕ · · · ⊕Dk
−nk+1,

Dm = {0}, para todo m ≤ −n.

Fixamos l ∈ {1, 2, . . . , k} e, de�ninindo n0 := 0, seja

eli,j := enl−1+iδi−j ,

em que enl−1+i = (0, 0, . . . , 1︸︷︷︸
entrada nl−1+i

, . . . , 0) e para 1 ≤ i ≤ nl,

1 ≤ j ≤ nl.

Assim, os mesmos argumentos usados no Exemplo 3.2.5 garantem
que eli,j está bem de�nido, ou seja, enl−1+i ∈ Di−j .

Já vimos no Exemplo 3.2.5 que eli,je
l
h,k = [j = h]eli,k, donde é

su�ciente mostrarmos que eli,je
m
h,k = 0, para l 6= m. Com efeito,

eli,je
m
h,k = enl−1+iδi−j ∗ enm−1+hδh−k

= αi−j(αj−i(enl−1+i)enm−1+h)δ(i−j)+(h−k)

= 0.

Portanto, uma vez que {eli,j : 1 ≤ i, j ≤ nl, 1 ≤ l ≤ k} é uma base
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para CN oα Z, a aplicação

eli,j 7→ (0, 0, . . . , ei,j︸︷︷︸
entrada l

, . . . , 0)

é um isomor�smo entre CN oα Z e A.
�

3.3 Ações de grupos localmente compactos

A �m de fornecer exemplos e, consequentemente, uma melhor com-
preensão da de�nição do produto Smash, que será apresentada no Capí-
tulo 5, de�ninimos nesta seção o que é uma ação contínua de um grupo
localmente compacto G em uma C∗-álgebra A. Além disso, apresen-
tamos brevemente o produto cruzado de A por uma ação contínua de
G e, para o caso discreto, mostramos que se G é abeliano, o produto
cruzado Aoα G admite uma ação contínua do grupo dual Ĝ.

Primeiramente, lembremos que um grupo topológico localmente
compacto G admite uma medida de Borel µ regular e invariante à
esquerda, ou seja, se E é um subconjunto de Borel de G e s ∈ G, en-
tão µ(sE) = µ(E). Tal medida é única a menos de multiplicação por
escalar e é chamada medida de Haar. Uma prova de sua existência e
unicidade pode ser encontrada em [16]. Quando G é compacto, µ é
�nita, e neste caso usamos a medida normalizada µ(G) = 1. Se G é
discreto, µ é a medida de contagem.

Em geral, uma medida de Haar pode não ser invariante por transla-
ção à direita. No entanto, existe um homomor�smo contínuo ∆ : G→
R+, conhecido como função modular, tal que µ(Es) = ∆(s)µ(E). Se
G é compacto ou abeliano, ∆ é o homomor�smo trivial.

Usaremos também nesta seção o conceito de integração sobre grupos
localmente compactos com valores em uma C∗-álgebra. Mais detalhes
e propriedades deste conceito de integração bem como a teoria geral de
produtos cruzados por grupos localmente compactos são encontrados
em [27].

Seja A uma C∗-álgebra. Vamos denotar por Aut(A) o grupo de
todos os ∗-automor�smos de A.

De�nição 3.3.1. Seja G um grupo localmente compacto. Uma ação
contínua de G em A é um homomor�smo α : G → Aut(A) que é
contínuo na topologia forte, ou seja, para cada a ∈ A, a aplicação
g 7→ αg(a) é contínua.
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Sejam α : G → Aut(A) uma ação contínua e Cc(G,A) o espaço
vetorial de todas as funções contínuas com suporte compacto de G em
A. Para f, g ∈ Cc(G,A) e s ∈ G, de�nimos

(f ∗ g)(s) =

∫
G

f(r)αr(g(r−1s))dµ(r).

O Corolário 1.104 de [27] garante que s 7→ (f ∗g)(s) de�ne um elemento
de Cc(G,A), chamado convolução de f e g.

De�nimos em Cc(G,A) uma operação de involução por

f∗(s) = ∆(s)−1αs(f(s−1)∗).

Com estas operações, Cc(G,A) é uma ∗-álgebra.
A ∗-álgebra Cc(G, a) possui uma norma, a saber

‖f‖1 =

∫
G

‖f(t)‖dµ(t)

e que se relaciona com as operações de multiplicação e involução de
Cc(G, a) da seguinte forma:

Proposição 3.3.2. Sejam f, g ∈ Cc(G,A). Então,

‖f∗‖1 = ‖f‖

e
‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

Demonstração: Temos que

‖f∗‖1 =

∫
G

‖f∗(s)‖dµ(s) =

∫
G

∆(s−1)‖αs(f(s−1)∗)‖dµ(s)

=

∫
G

∆(s−1)‖f(s−1)‖dµ(s)

=

∫
G

‖f(s)‖dµ(s) = ‖f‖1.

Acima, usamos o Lema 1.67 de [27], que nos diz que∫
G

∆(s−1)f(s−1)dµ(s) =

∫
G

f(s)dµ(s),

sempre que f ∈ Cc(G).
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Além disso,

‖f ∗ g‖1 =

∫
G

‖
∫
G

f(r)αr(g(r−1s))dµ(r)‖dµ(s)

≤
∫
G

∫
G

‖f(r)αr(g(r−1s))‖dµ(r)dµ(s)

≤
∫
G

∫
G

‖f(r)‖‖αr(g(r−1s))‖dµ(r)dµ(s)

=

∫
G

‖f(r)‖
(∫

G

‖αr(g(r−1s))‖dµ(s)

)
dµ(r)

= ‖f‖1‖g‖1.

�
Como um resultado da proposição acima, temos que Cc(G,A) é uma

∗-álgebra normada.

De�nição 3.3.3. Seja π uma ∗-representação de Cc(G,A). Dize-
mos que π é L1-norma decrescente se ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖1, para todo f ∈
Cc(G,A).

Vamos denotar por Rep(Cc(G,A)) o conjunto de todas as ∗-represen-
tações L1-norma decrescentes de Cc(G,A).

A próxima proposição consiste na de�nição de uma C∗-norma em
Cc(G,A). Embora não demonstraremos aqui, ela é uma consequência
da Proposição 2.23 e do Lema 2.26 de [27].

Proposição 3.3.4. Seja (A,G, α) um sistema dinâmico e para cada
f ∈ Cc(G,A), colocamos

‖f‖ := sup{‖π(f)‖ : π ∈ Rep(Cc(G,A))}.

Então, ‖ · ‖ é uma C∗-norma em Cc(G,A).

De�nição 3.3.5. Seja (A,G, α) um sistema dinâmico. De�nimos o
produto cruzado de A e G por α, denotado por Aoα G, como sendo o
completamento de Cc(G,A) na norma de�nida na Proposição 3.3.4.

O produto cruzado também pode ser de�nido como o completa-
mento da ∗-álgebra de Banach L1(G,A) com as mesmas operações de
convolução e involução e a mesma de�nição de norma. Claro, neste
caso o supremo é tomado sob todas as representações, que já são auto-
maticamente L1-norma decrescentes. O Apêndice B de [27] apresenta
um pouco da teoria de�nida desta forma.
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Um produto cruzado reduzido de uma C∗-álgebra A e um grupo
localmente compacto G por uma ação contínua α é de�nido na Seção
7 de [27] como sendo o completamento de Cc(G,A) em uma norma
dada por uma ∗-representação especial. No entanto, vale ressaltar que
a de�nição de produto cruzado reduzido por grupos discretos que apre-
sentamos em 3.2.3 coincide com a de [27], e isso segue da Proposição
3.8 de [10].

Dada uma ação de um grupo discreto abeliano G, é possível obter
uma ação contínua do um certo grupo compacto abeliano no produto
cruzado Aoα G. Nosso objetivo agora é construir esta ação.

De�nição 3.3.6. Seja G é um grupo localmente compacto abeliano.
Um caráter sobre G é um homomor�smo χ : G→ S1.

O conjunto Ĝ de todos os caráteres contínuos de G é um grupo
localmente compacto com a operação de multiplicação de�nida pontu-
almente e topologia para a qual os conjuntos

P (F, ε) = {χ ∈ Ĝ : |χ(x)− 1| < ε, para todo x ∈ F},

para F ⊆ G compacto e ε > 0, formam uma base na identidade 1
(1(x) = 1, para todo x ∈ G).

O grupo Ĝ é chamado grupo dual de G. O Teorema 1.2.5 de [24]
a�rma que se G é discreto, então Ĝ é compacto. Por outro lado, se G
é compacto, então Ĝ é discreto.

Proposição 3.3.7. Seja G um grupo discreto abeliano e (A,G, α) um
sistema dinâmico. Para cada γ ∈ Ĝ, de�nimos uma aplicação α̂γ :
Cc(G,A)→ Aoα G por

α̂γ

(∑
g

agδg

)
= γ(g)agδg.

Então α̂γ se estende a um ∗-automor�smo de A oα G e a aplicação
α̂ : Ĝ→ Aut(Aoα G), γ 7→ α̂γ é uma ação contínua.

Demonstração: Escrevemos Γ para Ĝ e seja γ ∈ Γ. Notemos que

α̂γ(aδg)α̂γ(bδh) = γ(g)γ(h)aαg(b)δgh

= γ(gh)aαg(b)δgh

= α̂γ(aδgbδh)
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e

α(aδg)
∗ = γ(g)αg−1(a∗)δg−1

= γ(g−1)αg−1(a∗)δg−1

= α̂γ((aδg)
∗).

Logo, α̂γ é uma ∗-representação de Cc(G,A), e pela propriedade
universal do produto cruzado A oα G, segue que α̂γ se estende a um
∗-endomor�smo de Aoα G, que vamos continuar denotando por α̂γ .

Para ver que α̂γ é de fato um ∗-automor�smo, vamos mostrar que
α̂γ1 α̂γ2 = α̂γ1γ2 , para quaisquer γ1, γ2 ∈ Γ. Consequentemente, como
α̂1 é o automor�smo identidade de Aoα G, concluiremos que α̂γ é um
∗-automor�smo com α̂−1

γ = α̂γ−1 .
De fato,

α̂γ1(α̂γ2(aδg)) = α̂γ1(γ2(g)aδg)

= γ1(g)γ2(g)aδg

= (γ1γ2)(g)aδg

= α̂γ1γ2(aδg).

Argumentanto por continuidade, obtemos que α̂γ1 α̂γ2 = α̂γ1γ2 .
Para a continuidade na topologia forte da aplicação γ 7→ α̂γ , basta

ver que a aplicação γ 7→ α̂γ(b) é contínua sempre que b é da forma aδg,
e como ‖α̂γ‖ = 1, para todo γ ∈ Γ, o resultado segue também para
qualquer b ∈ Aoα G.

�
A ação α̂ da proposição anterior é chamada ação dual de α. É pos-

sível de�nir uma ação dual de Ĝ em AoαG para um grupo localmente
compacto abeliano qualquer. O leitor interessado pode encontrar mais
detalhes em [25]. No Capítulo 5 vamos ver que (A oα G) oα̂ Ĝ é iso-
morfo a A ⊗K(l2(G)). Este resultado é conhecido como dualidade de
Takai.
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Capítulo 4

Teorema de
Brown-Green-Rie�el

Neste capítulo, nosso principal resultado é o teorema de Brown-
Green-Rie�el, que a�rma que Morita equivalência entre C∗-álgebras
possuindo elementos estritamente positivos (De�nição A.2.1) equivale
a isomor�smo estável. Este teorema terá uma importância crucial no
nosso principal resultado, que será apresentado no Capítulo 5. O teo-
rema é apresentado em [6], embora seja uma consequência de resultados
obtidos em [5] e da existência da álgebra de ligação (Teorema 1.4.15).
Ou seja, primeiramente, o resultado é obtido para um canto cheio de
uma C∗-álgebra e usando a álgebra de ligação, é estendido para o caso
mais geral de C∗-álgebras Morita equivalentes.

Depois de de�nir C∗-álgebras estáveis, de�nimos �brados de Fell
estáveis e mostramos que, neste caso, sua C∗-álgebra seccional cheia
é estável. A prova disto foi obtida de [17]. Embora não tenhamos
feito isso aqui, uma demonstração idêntica garante que a C∗-álgebra
seccional reduzida de um �brado de Fell estável é também estável.

Usaremos amplamente a teoria de produtos tensoriais de C∗-álge-
bras, que é abordada no Capítulo 6 de [20]. Além disso, vamos usar sem
mencionar que existe uma inclusão de M(A)⊗∗M(B) em M(A⊗∗B),
em que A⊗∗B denota o produto tensorial espacial de A e B (Proposição
A.3.5).

Para �xar notações, ao longo de todo o capítulo, K denota a C∗-
álgebra de todos os operadores compactos sobre um espaço de Hilbert
separável de dimensão in�nita e {ei,j : i, j ∈ N} é um sistema de
unidades matriciais que geram K. Ou seja, sendo {ei}i∈N uma base
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ortonormal para tal espaço de Hilbert e sendo ei,j o operador h 7→
〈ej , h〉ei, temos que span{ei,j : i, j ∈ N} é uma ∗-subálgebra densa
de K e a identidade ei,jek,l = [j = k]ei,l é satisfeita, para quaisquer
i, j, k, l ∈ N.

4.1 C∗-álgebras estáveis

De�nição 4.1.1. Uma C∗-álgebra A é dita ser estável se A é isomorfa
a A⊗K.

Exemplo 4.1.2. K é estável.

Demonstração: Temos que mostrar que K e K ⊗ K são isomorfas.
Para isso, seja f : N→ N×N uma bijeção. Detonaremos por (i1, i2)
a imagem f(i) de um elemento i ∈ N. Primeiramente, vamos de�nir
um homomor�smo na ∗-subálgebra densa S de K gerada pelo sistema
de unidades matriciais {eij : i, j ∈ N}.

Consideremos a aplicação ϕ̃ : S → K ⊗ K dada por ϕ̃(eij) =
ei1j1 ⊗ ei2j2 . Então, para k, l ∈ N

ϕ̃(eijek,l) = [j = k]ϕ̃(eil) = [j = k](ei1l1 ⊗ ei2l2).

Por outro lado,

ϕ̃(ei,j)ϕ̃(ek,l) = (ei1j1⊗ei2j2)(ek1l1⊗ek2l2) = [j1 = k1][j2 = k2](ei1l1⊗ei2l2),

e como j = k se, e somente se, j1 = k1 e j2 = k2, segue que ϕ̃(eij)ϕ̃(ekl) =
ϕ̃(eijekl).

Além disso,

ϕ̃((eij)
∗) = ϕ̃(eji) = ej1i1 ⊗ ej2i2 = (ei1j1 ⊗ ei2j2)∗ = ϕ̃(eij)

∗.

Logo, �ca provado que ϕ̃ é um ∗-homomor�smo.
Provemos agora que ϕ̃ é injetiva. Observamos que se dois pares

(i, j) e (k, l) são distintos, digamos, sem perda de generalidade, que
i 6= k, então i1 6= k1 ou i2 6= k2, donde ϕ̃(eij) = ei1j1 ⊗ ei2j2 e
ϕ̃(ekl) = ek1l1 ⊗ ek2l2 são distintos e, consequentemente, linearmente
independentes. Mais geralmente, concluímos que a imagem da base
{eij : i, j ∈ N} de S pelo homomor�smo ϕ̃ é linearmente independente
já que o conjunto {eij ⊗ ekl : i, j, k, l ∈ N} é linearmente independente
em K ⊗K. Portanto, ϕ̃ é injetiva.
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Para cada conjunto �nito F ⊆ N, temos uma C∗-álgebra CF ⊆ S
associada. Na verdade, CF = {

∑
i,j

λi,jeij : i, j ∈ F}. Claro que ϕ̃

restrita à C∗-álgebra CF é injetiva e, portanto, isométrica. Como S é
a união destas C∗-álgebras, segue que ϕ̃ é isométrico.

Desta forma, ϕ̃ se estende a um homor�smo isométrico ϕ : K →
K ⊗ K. Uma vez que a imagem de ϕ contém a ∗-subálgebra densa
gerada pelo conjunto {eij ⊗ ekl : (i, j), (k, l) ∈ N ×N}, segue que ϕ é
um isomor�smo. �

Proposição 4.1.3. Seja A uma C∗-álgebra. Então, A é estável se, e
somente se, existe uma C∗-álgebra B tal que A é isomorfa a B ⊗K.

Demonstração: Se A é estável, por de�nição temos que A é isomorfa
a A⊗K, donde basta tomarmos B = A. Por outro lado, se A é isomorfa
a B ⊗K para alguma C∗-álgebra B, então

A⊗K ∼= (B ⊗K)⊗K ∼= B ⊗ (K ⊗K).

Do Exemplo 4.1.2 segue que A ⊗ K ∼= B ⊗ K ∼= A e, portanto, A é
estável.

�

4.2 Fibrados de Fell estáveis

Nesta seção, vamos de�nir �brados de Fell estáveis e de�nir uma
espécie de estabilização de �brados de Fell. Mostraremos que a C∗-
álgebra seccional cheia obtida através deste novo �brado de Fell é, na
verdade, a estabilização da antiga.

Para mostrar a boa de�nição da estabilização, precisamos do con-
ceito de isomor�smos entre �brados de Fell, que é nossa primeira de�-
nição.

De�nição 4.2.1. Seja G um grupo discreto e A = {Ag}g∈G, B =
{Bg}g∈G �brados de Fell. Um isomor�smo entre A e B é uma coleção
de aplicações {φt}t∈G tal que, para cada t ∈ G, φt : At → Bt é linear
e injetiva, e para quaisquer s, t ∈ G, at ∈ At e as ∈ As,

(i) φt(At) = Bt;

(ii) φst(asat) = φs(as)φt(at);

(iii) φt−1(a∗t ) = (φt(at))
∗.
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Observação 4.2.2. Uma vez que φe : Ae → Be é um isomor�smo
entre C∗-álgebras, segue que ‖φt(at)‖ = ‖at‖, para cada t ∈ G e cada
at ∈ Bt.

Demonstração: De fato, a a�rmação segue dos seguintes cálculos:

‖φt(at)‖2 = ‖φt(at)∗φt(at)‖ = ‖φe(a∗tat)‖ = ‖a∗tat‖ = ‖at‖2.

�

Exemplo 4.2.3. Seja (A,G, α) um sistema dinâmico parcial e suponha
que ϕ : A → B seja um isomor�smo entre C∗-álgebras. Seja θ =
({D′g}g∈G, {θg}g∈G) a ação parcial de G em B obtida através de ϕ
colocando

D′g = ϕ(Dg) e θg = ϕ ◦ αg ◦ ϕ−1, para cada g ∈ G.

Sendo Ag = Dgδg , Bg = D′gδg, segue que A = {Ag}g∈G e B =
{Bg}g∈G são �brados de Fell isomorfos.

Demonstração: De�nimos φg : Ag → Bg por aδg 7→ ϕ(a)δg. Ob-
servamos que, como a ∈ Dg, ϕ(a) ∈ D′g, por de�nição, donde φg está
bem de�nida e φg(Ag) ⊆ Bg. Também é fácil ver que φg é linear.
Além disso, dado bδg ∈ Bg, temos que b ∈ D′g = ϕ(Dg). Logo, to-
mando a = ϕ−1(b), temos que a ∈ Dg e φg(aδg) = bδg, e portanto
φg(Ag) = Bg.

Dados asδs e atδt em A, temos que

φs(asδs)φt(atδt) = ϕ(as)δsϕ(at)δt

= θs(θs−1(ϕ(as))ϕ(at))δst

= θs(ϕ(αs−1(as))ϕ(at))δst

= θs(ϕ(αs−1(as)at))δst

= ϕ(αs(αs−1(as)at))δst

= φst(asδsatδt).

Mais ainda,

φt(aδt)
∗ = (ϕ(a)δt)

∗ = θt−1(ϕ(a)∗))δt−1

= ϕ(αt−1(a∗))δt−1 = φt−1((aδt)
∗).

Portanto, {φg}g∈G é um isomor�smo entre A e B.
�
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Observação 4.2.4. Sejam A = {Ag}g∈G e B = {Bg}g∈G �brados de
Fell isomorfos. Então

C∗(A) ∼= C∗(B) e C∗r (A) ∼= C∗r (B).

Demonstração: Seja {φg}g∈G um isomor�smo e para f ∈ Cc(A),
colocamos φ̃(f) : G →

⋃
t∈GBt por φ̃(f)(t) = φt(f(t)). Então φ̃(f) é

um elemento de Cc(B). Além disso, se g ∈ Cc(B), escolhendo f ∈ Cc(A)

dada por t 7→ φ−1
t (g(t)), segue que φ̃(f) = g.

Usando as propriedades da família de aplicações {φt}t∈G, é fácil ver
que φ̃ é um ∗-isomor�smo entre as ∗-álgebras Cc(A) e Cc(B). Assim,
φ̃ se estende a um ∗-homomor�smo de C∗(A) em C∗(B) que tem como
∗-homomor�smo inverso a extensão de φ̃−1 a C∗(B).

Vamos ver agora que C∗r (A) e C∗r (B) são C∗-álgebras isomorfas.
Lembremos da Proposição 2.2.1 que Cc(A) é um Ae-módulo com pro-
duto interno com a ação de módulo dada por

(ξ, a) 7→ ξa,

em que (ξa)(t) = ξ(t)a, e produto interno

(ξ, η) 7→
∑
t∈G

ξ(t)∗η(t).

Similarmente, Cc(B) é um Be-módulo com produto interno.
Observamos que, se ξ ∈ Cc(A),

〈ξ, ξ〉Ae =
∑
t∈G

ξ(t)∗ξ(t)

e

〈φ̃(ξ), φ̃(ξ)〉Be =
∑
t∈G

φt(ξ(t))
∗φt(ξ(t)) = φe

(∑
t∈G

ξ(t)∗ξ(t)

)
,

donde segue que
‖ξ‖Ae = ‖φ̃(ξ)‖Be .

De mesma forma, para η ∈ Cc(A), vale que

‖φ̃(ξ) ∗ φ̃(η)‖Be = ‖ξ ∗ η‖Ae .

Sejam TA : Cc(A) → L(l2(A)) e TB : Cc(B) → L(l2(B)) as repre-
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sentações regulares de Cc(A) e Cc(B), respectivamente. Então, nova-
mente usando que φ̃ : Cc(A)→ Cc(B) é isomor�smo,

‖TB(φ̃(ξ))‖ = sup
‖η′‖Be≤1

‖φ̃(ξ) ∗ η′‖Be

= sup
‖η‖Ae≤1

‖φ̃(ξ) ∗ φ̃(η)‖Be

= sup
‖η‖Ae≤1

‖ξ ∗ η‖Ae

= ‖TA(ξ)‖.

Portanto, temos que TA(Cc(A)) e TB(Cc(B)) são ∗-álgebras isome-
tricamente isomorfas, donde tal isomor�smo se estende a um isomor-
�smo entre C∗r (A) e C∗r (B).

�
Lembremos da Proposição 2.1.12, que para cada t ∈ G, a transfor-

mação linear jt : Bt → Cc(B) dada por

jt(bt) |s= [s = t]bt,

para todo s ∈ G é tal que Cc(B) = ⊕t∈Gjt(Bt) e vale que ‖jt(bt)‖1 =
‖bt‖, js(bs) ∗ jt(bt) = jst(bsbt) e jt(bt)∗ = jt−1(b∗t ) para quaisquer s, t ∈
G e bt ∈ Bt, bs ∈ Bs. Como a inclusão de Cc(B) é injetiva, escrevendo
simplesmenteBt para a imagem de jt(Bt) em C∗(B) temos que C∗(B) =
⊕g∈GBg.

De�nição 4.2.5. Dizemos que um �brado de Fell B = {Bg}g∈G é
estável se a álgebra da �bra unidade Be é estável.

Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell. Colocamos B ⊗K = {Bg ⊗
K}g∈G, em que Bg⊗K =: span{bg⊗u : bg ∈ Bg, u ∈ K} ⊆ C∗(B)⊗K,
para cada g ∈ G. Então B⊗K possui uma estrutura canônica de �brado
de Fell com a norma e as operações herdadas de C∗(B) ⊗ K. Vamos
nos referir ao �brado de Fell B ⊗K como a estabilização de B.

Observação 4.2.6. Seja ϕ uma representação �el de Cc(B) em uma
C∗-álgebra A e de�nimos B̃ = {B̃g}g∈G, em que

B̃g = ϕ(Bg)⊗K =: span{ϕ(bg)⊗ u : bg ∈ Bg, u ∈ K}.

Dotamos B̃ com a estrutura de �brado de Fell obtida de A⊗K. Então os
�brados de Fell B⊗K e B̃ são isomorfos, através da aplicação ϕ̃⊗1, em
que ϕ̃ : C∗(B)→ A é a extensão de ϕ obtida pela propriedade universal
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e ϕ̃⊗ 1 : C∗(B)⊗K → A⊗K é tal que (ϕ̃⊗ 1)(b⊗u) = ϕ(b)⊗u, para
quaisquer b ∈ C∗(B) e u ∈ K.

Demonstração: Vamos veri�car que, para uma soma �nita
∑n
i=1 agi⊗

ui vale que

‖
n∑
1

agi ⊗ ui‖ = ‖
n∑
1

ϕ(agi)⊗ ui‖,

em que agi ∈ Bg e ui ∈ K, para i = 1, · · · , n.
Se ϕ é uma ∗-representação injetiva de ⊕g∈GBg, em particular te-

mos que ϕ é �el sobre a C∗-álgebra Be. Logo, temos que Be ⊗ K e
ϕ(Be) ⊗ K são isomorfos através da aplicação ϕ ⊗ 1. Agora, dado
a ∈ Bg ⊗ K, temos pelo C∗-axioma que ‖a‖2 = ‖a∗a‖ e, ainda,
a∗a ∈ Be ⊗K. Portanto,

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

agi ⊗ ui

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

agi ⊗ ui

)∗( n∑
i=1

agi ⊗ ui

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(ϕ⊗ 1)

((
n∑
i=1

agi ⊗ ui

)∗( n∑
i=1

agi ⊗ ui

))∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ϕ(agi)⊗ ui

∥∥∥∥∥
2

,

donde segue que Bg ⊗ K e B̃g são isomorfos isometricamente como
espaços de Banach, para cada g ∈ G.

Além disso, é fácil ver que as operações multiplicação e involução dos
�brados de Fell B⊗K e B̃ são equivalentes, pois ϕ̃⊗1 é ∗-homomor�smo.
Desta forma, B ⊗K e B̃ são isomorfos.

�
O próximo resultado nos diz que a C∗-álgebra seccional cheia da

estabilização de um �brado de Fell é a estabilização de sua C∗-álgebra
seccional cheia.

Proposição 4.2.7. Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell e seja B⊗K
sua estabilização. Então,

C∗(B)⊗K ∼= C∗(B ⊗K).

Demonstração: Por um lado, temos a ∗-representação ı de ⊕
g∈G

(Bg ⊗

K) em C∗(B) ⊗ K dada pela inclusão, donde segue da propriedade
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universal que existe uma ∗-representação ı̃ de C∗(B⊗K) em C∗(B)⊗K
que coincide com ı em ⊕g∈GBg ⊗K.

Por outro lado, para cada h ∈ G e uma soma �nita
∑n

1 agi ⊗ ui ∈
Bg ⊗K, de�nimos bh⊗̃L1 e bh⊗̃R1 por

(bh⊗̃L1)

(
n∑
1

agi ⊗ ui

)
=

n∑
1

bhagi ⊗ ui

e (
n∑
1

agi ⊗ ui

)
(bh⊗̃R1) =

n∑
1

agibh ⊗ ui,

em que agi ∈ Bg e ui ∈ K, para i = 1, 2, . . . , n.
Seja (vλ)λ∈Λ uma unidade aproximada para K. Notemos que∥∥∥∥∥(bh⊗̃L1)

(
n∑
1

agi ⊗ ui

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
1

bhagi ⊗ ui

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥lim
λ

(bh ⊗ vλ)

(
n∑
1

agi ⊗ ui

)∥∥∥∥∥
= ≤ ‖bh‖‖

n∑
1

agi ⊗ ui‖.

Similarmente,∥∥∥∥∥
(

n∑
1

agi ⊗ ui

)
(bh⊗̃R1)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖bh‖‖
n∑
1

agi ⊗ ui‖.

Assim, bh⊗̃L1 e bh⊗̃R1 se estendem a um multiplicador bh ⊗ 1 =
(bh ⊗L 1, bh ⊗R 1) de ⊕g∈GBg ⊗ K. De mesma forma, prova-se que
bh ⊗ 1 = (bh ⊗L 1, bh ⊗R 1) de fato é contínuo com relação à norma
universal, donde se estende a um multiplicador de C∗(B ⊗ K), que
continuaremos denotando da mesma forma.

Por �m, consideremos a representação  de ⊕g∈GBg na álgebra de
multiplicadores M(C∗(B ⊗K)) de�nida por∑

h∈G

bh 7→
∑
h∈G

bh ⊗ 1.

Novamente,  se estende a um ∗-homomor�smo ̃ de C∗(B) em
M(C∗(B ⊗K)). Além disso, temos uma ∗-representação ρ da álgebra
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de operadores compactos K em M(C∗(B ⊗K)) dada por u 7→ 1 ⊗ u.
Como ̃(C∗(B)) e ρ(K) comutam, existe um único ∗-homomor�smo π
de C∗(B)⊗K tal que π(a⊗ b) = ̃(a)⊗ ρ(b). É fácil ver que π = ı̃−1.

�

Proposição 4.2.8. Seja B um �brado de Fell estável. Então C∗(B)
é uma C∗-álgebra estável. Mais ainda, existe um isomor�smo ϕ :
C∗(B)→ C∗(B)⊗K tal que

ϕ(Bg) = Bg ⊗K,

para todo g ∈ G.

Demonstração: Primeiramente, consideremos Ej = 1⊗ejj ∈M(Be⊗
K). Então, Ej é uma projeção, para cada j ∈ N, e

∑
j Ej = 1 ⊗ 1

com convergência na topologia estrita de M(Be ⊗K). Mais ainda, as
projeções Ej são mutuamente equivalentes e ortogonais, uma vez que
(1⊗ eij)(1⊗ eji) = Ei e (1⊗ eji)(1⊗ eij) = Ej .

Suponha agora que Be seja estável. Assim, Be é isomorfo a Be⊗K e,
consequentemente,M(Be⊗K) eM(Be) são isomorfos. Tal isomor�smo
é também contínuo nas respectivas topologias estritas de M(Be ⊗K)
e M(Be) (Proposição A.3.3), donde concluímos do que foi feito acima
que existe uma sequência de projeções (Ej)j∈N emM(Be), mutuamente
equivalentes e ortogonais, e tais que

∑
j Ej = 1 com convergência na to-

pologia estrita deM(Be). Observando que a inclusão de Be em C∗(B) é
não degenerada e novamente usando a Proposição A.3.3, podemos con-
siderar uma sequência (Ej)j∈N em M(C∗(B)) satisfazendo as mesmas
propriedades.

Vamos mostrar que C∗(B) ∼= A1 ⊗K, em que A1 = E1C
∗(B)E1.

Seja pn =
∑n

1 Ej e colocamos An = pnC
∗(B)pn. Notemos que

An ⊆ An+1, pois se b ∈ An, temos que

pn+1bpn+1 = pn+1pnbpnpn+1 = pnbpn = b.

Seja ϕn : An → An+1 a inclusão e seja

ψn : An → A1 ⊗K
b 7→

∑
1≤i,j≤n

v∗i bvj ⊗ eij ,

em que v1, v2, . . . são isometrias parciais em M(C∗(B)) com v1 = E1,
v∗j vj = E1 e vjv∗j = Ej , para j ≥ 2. Vamos mostrar que ψn é um
∗-homomor�smo injetor.
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Como vj = vjv
∗
j vj = vjE1 e v∗j = v∗j vjv

∗
j = E1v

∗
j , para cada j,

temos que ψn está bem de�nida. Para ver que ψn é ∗-homomor�smo,
sejam a, b ∈ An. Então,

ψn(a)ψn(b) =

 ∑
1≤i,j≤n

v∗i avj ⊗ eij

 ∑
1≤k,l≤n

v∗kbvl ⊗ ekl


=

∑
1≤i,l≤n

v∗i a

(
n∑
k=1

vkv
∗
k

)
bvl ⊗ eil

=
∑

1≤i,l≤n

v∗i apnbvl ⊗ eil

=
∑

1≤i,l≤n

v∗i abvl ⊗ eil = ψn(ab).

Mais ainda,

ψn(a)∗ =
∑

1≤i,j≤n

v∗j a
∗vi ⊗ eji = ψn(a∗).

Mostremos que ψn é injetor. Seja a ∈ An tal que

ψn(a) =
∑

1≤i,j≤n

v∗i avj ⊗ eij = 0.

Isso nos diz que v∗i avj = 0, para 1 ≤ i, j ≤ n. Multiplicando a igualdade
por vi pela esquerda e por v∗j pela direita, concluímos que EiaEj = 0,
para 1 ≤ i, j ≤ n. Logo, a = pnapn = (

∑n
1 Ej) a (

∑n
1 Ej) = 0.

Observamos que se a ∈ An e j = n+ 1, então

avj = avjv
∗
j vj = aEn+1vn+1 = 0

e similarmente, v∗j a = v∗j vjv
∗
j a = 0. Portanto, o diagrama

An
ψn

##

ϕn // An+1

ψn+1

��
A1 ⊗K

comuta.

Desta forma, sendo A o limite direto da sequência (An, ϕn)∞n=1,
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existe um único ∗-homomor�smo ψ : A → A1 ⊗K tal que, para cada
n ∈ N, o diagrama

An
ψn

##

ϕn // A

ψ

��
A1 ⊗K

comuta, em que ϕn é a inclusão natural de An em A (Teorema 6.1.2,
[20]).

No entanto, neste caso A é exatamente ∪∞n=1An (Observação 6.1.3,
[20]). Uma vez que An = pnC

∗(B)pn e a sequência (pn)n∈N converge
a 1 estritamente em M(C∗(B)), segue que A = C∗(B). Assim, resta
provarmos que ψ é um isomor�smo para concluir que C∗(B) é estável.

De fato, ψ é injetiva pois cada ψn é isométrica. Vamos provar que
ψ é sobrejetora.

Sejam k, l ∈ N e b ⊗ ekl ∈ A1 ⊗ K. Temos que b = E1bE1 =
v∗kvkbv

∗
l vl. Tomamos a = vkbv

∗
l e temos que a ∈ An, em que n =

max{k, l}. Uma vez que v∗i vj = 0 para i 6= j, temos

ψ(a) = ψn(a) =
∑

1≤i,j≤n

v∗i vkbv
∗
l vj ⊗ eij = b⊗ ekl.

Como estes elementos geramA1⊗K, segue que ψ é um ∗-isomor�smo
e, portanto, C∗(B) é estável.

Por �m, seja g ∈ G. Como vj ∈ M(Be) ⊆ M(C∗(B)), para cada
j ∈ N, temos ψ(Bg) = E1BgE1 ⊗ K, pois os multiplicadores v′js não
alteram a �bra g. Além disso, o isomor�smo ϕ entreA1⊗K eA1⊗K⊗K
construído na Proposição 4.1.3 é tal que

ϕ (E1BgE1 ⊗K) = E1BgE1 ⊗K ⊗K.

Assim, identi�cando C∗(B) com A1 ⊗K e Bg com E1BgE1 ⊗K, o
isomor�smo ϕ entre C∗(B) e C∗(B)⊗K é tal que ϕ (Bg) = Bg ⊗K.

�

4.3 Projeções cheias

Nesta seção, vamos ver algumas propriedades satisfeitas por proje-
ções cheias e mostrar que se p ∈ M(A) é cheia, em caso de uma C∗-
álgebra com elemento estritamente positivo ou, equivalentemente, com
uma unidade aproximada sequencial, obtemos uma isometria parcial v
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emM(A⊗K) satisfazendo v∗v = 1 e vv∗ = p⊗1. Tal isometria parcial
fornece um isomor�smo estável entre A e o canto determinado por p.
Este resultado, assim como os principais resultados desta seção, pode
ser encontrado em [5]. A prova do teorema de Brown-Green-Rie�el
é obtida de [6]. O leitor interessado em uma outra demonstração do
teorema pode encontrá-la em [18].

De�nição 4.3.1. Um canto de A é uma C∗-álgebra da forma pAp,
para alguma projeção p em M(A).

Exemplo 4.3.2. Uma vez que (1 ⊗ ejj)(A ⊗ K)(1 ⊗ ejj) = A ⊗ ejj,
para qualquer j ∈ N, podemos ver A como um canto de A⊗K.

Uma C∗-subálgebra de uma C∗-álgebra A é dita ser cheia se não
está contida em nenhum ideal próprio de A.

Lema 4.3.3. Seja p uma projeção em M(A). Então são equivalentes:

(i) Para qualquer representação não degenerada π de A, tem-se π̃(p) 6=
0, em que π̃ denota a única extensão unital de π a M(A);

(ii) Para qualquer representação irredutível π de A, tem-se π̃(p) 6= 0;

(iii) pAp é cheia;

(iv) ApA = A;

(v) pA não está contido em nenhum ideal próprio fechado de A;

(vi) Ap não está contido em nenhum ideal próprio fechado de A;

(vii) O ideal fechado de M(A) gerado por p contém A;

(viii) p não pertence a nenhum ideal próprio estritamente fechado de
M(A).

Demonstração: Para (i)⇒(ii) não há nada a fazer. Se pAp não é
cheia, pelo Teorema 5.3.3 de [20] existe um estado puro ρ de A tal que
pAp ⊆ I ⊆ Nρ, em que I denota o ideal fechado gerado por pAp eNρ é o
núcleo do estado puro ρ. Como ρ é um estado puro, pelo Teorema 5.1.6
de [20] a representação GNS (Hρ, ϕρ) associada a ρ é irredutível. Esta
representação se anula em I e, consequentemente, em pAp e teremos
ϕ̃ρ(p) = 0, contradizendo a hipótese. Donde segue (ii)⇒(iii).

Para (iii)⇒(iv), é su�ciente observamos que pAp = pA ∩ Ap e, da
existência de unidade aproximada para A, segue que ApA ⊇ pA ⊇
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pAp. Utilizando o mesmo argumento, obtemos a implicação (iv)⇒(v).
(v)⇒(vi) segue diretamente do fato de (pA)∗ = Ap e qualquer ideal
fechado de A é autoadjunto. Como o ideal fechado gerado por p contém
Ap e pA, temos (vi)⇒(vii) e uma vez que A é denso em M(A) na
topologia estrita, temos (vii)⇒(viii).

Resta provarmos a implicação (viii)⇒(i). Observamos que, se π é
uma representação não degenerada de A sobre um espaço de Hilbert
H, então ker(π̃) é fechado na topologia estrita deM(A). De fato, como
π é não degenerada, se um net (xλ)λ∈Λ em ker(π̃) é tal que xλ → x na
topologia estrita de M(A), em que x ∈M(A), segue que

0 = π̃(xλ)π(a)h = π̃(xλa)h→ π̃(xa)h = π̃(x)π(a)h,

para a ∈ A e h ∈ H. Logo, x ∈ ker(π̃) e ker(π̃) é fechado na topologia
estrita de M(A). Portanto segue (vii)⇒(i), concluindo a prova.

�

De�nição 4.3.4. Uma projeção p emM(A) é dita ser cheia se satisfaz
as condições do Lema 4.3.3.

Exemplo 4.3.5. A projeção identidade é cheia, para qualquer C∗-
álgebra e se F ⊆ N é �nito e não vazio, a projeção

∑
i∈F

eii ∈ K , é uma

projeção cheia.

Demonstração: De fato, se p =
∑
i∈F

eii ∈ K, observamos que qualquer

elemento da forma eil, com i ∈ F e j ∈ N, pertence a pK. Assim, se I é
um ideal fechado de A contendo pK segue que qualquer matriz unidade
ekl ∈ I. Como as matrizes unidade geram K, segue o resultado.

�

Proposição 4.3.6. Seja A uma C∗-álgebra e I um ideal de A que é
denso em A. Então existe uma unidade aproximada crescente de A
consistindo de elementos de I.

Demonstração: Seja Ã a unitização de A e seja Λ o conjunto de
subconjuntos �nitos de I ordenados por inclusão.

Para λ = {x1, x2, . . . , xn} ∈ Λ, colocamos

vλ = x1x
∗
1 + · · ·+ xnx

∗
n ∈ I

e

uλ = vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

.
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Uma vez que vλ é positivo e, portanto, 1
n + vλ é invertível em Ã,

temos que uλ está bem de�nido. Além disso, como I é um ideal em
Ã, segue que uλ ∈ I. Uma vez que a função de uma variável real
t 7→ t

(
1
n + t

)−1
só apresenta valores entre 0 e 1 para t ≥ 0, temos que

0 ≤ uλ ≤ 1. Vamos mostrar que (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada
para A.

Temos, para λ ∈ Λ,

n∑
i=1

((uλ − 1)xi)((uλ − 1)xi)
∗ = (uλ − 1)vλ(uλ − 1)

=

(
vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

− 1

)
vλ(

vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

− 1

)

= vλ

(
v2
λ

(
1

n
+ vλ

)−2
)

+vλ

(
−2vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

+ 1

)

= vλ

(
v2
λ − 2vλ

(
1

n
+ vλ

)
+

(
1

n
+ vλ

)2
)(

1

n
+ vλ

)−2

=
vλ
n2

(
1

n
+ vλ

)−2

.

Agora, a função de uma variável real t 7→ t
(

1
n + t

)−2
é sempre

menor ou igual a
n

4
. De fato, derivando a função t 7→ 1

n2t + 2
n + t com

relação a t obtemos que t = 1
n é ponto de mínimo no intervalo (0,+∞),

ou seja, t =
1

n
é ponto de máximo para a função t 7→ t

(
1
n + t

)−2
em

[0,+∞). Donde

t

(
1

n
+ t

)−2

≤ 1

n

(
1

n
+

1

n

)−2

=
n

4
.
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Logo,
n∑
i=1

((uλ − 1)xi)((uλ − 1)xi)
∗ ≤ 1

4n
.

Para i = 1, 2, . . . , n deduzimos que ((uλ − 1)xi)((uλ − 1)xi)
∗ ≤ 1

4ne segue que

‖(uλ − 1)xi‖2 ≤
1

4n
.

Assim, para x ∈ I concluímos que lim
λ

(uλx) = x. Como ‖uλ‖ ≤ 1,

para todo λ ∈ Λ, e I é denso em A, temos que (uλ)λ∈Λ é unidade
aproximada para A.

Finalmente, provemos que (uλ)λ∈Λ é crescente. Sejam λ, µ ∈ Λ tais
que λ ≤ µ. Temos λ = {x1, x2, . . . , xn} e µ = {x1, x2, . . . , xp}, n ≤ p e
assim, vλ ≤ vµ e (

1

n
+ vλ

)−1

≥
(

1

n
+ vµ

)−1

.

Para qualquer número real t ≥ 0 temos

1

n

(
1

n
+ t

)−1

≥ 1

p

(
1

p
+ t

)−1

,

donde
1

n

(
1

n
+ vµ

)−1

≥ 1

p

(
1

p
+ vµ

)−1

,

o que implica

1− 1

n

(
1

n
+ vλ

)−1

≤ 1− 1

n

(
1

n
+ vµ

)−1

≤ 1− 1

p

(
1

p
+ vµ

)−1

. (1)

No entanto,(
vλ +

1

n

)(
1− 1

n

(
1

n
+ vλ

)−1
)

= vλ,

ou seja,
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vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

=

(
vλ +

1

n

)(
1− 1

n

(
1

n
+ vλ

)−1
)(

vλ +
1

n

)−1

= 1− 1

n

(
1

n
+ vλ

)−1

.

Desta forma, concluímos de (1) que

uλ = vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

≤ vµ
(

1

n
+ vµ

)−1

= uµ

e (uλ)λ∈Λ é crescente.
�

O seguinte teorema generaliza o que acabamos de provar:

Teorema 4.3.7. Se R é um ideal à direita de A (não necessariamente
fechado) que gera um ideal denso em A, então A possui uma unidade
aproximada crescente consistindo de somas �nitas da forma

∑
r∗j rj,

rj ∈ R.

Demonstração: O ideal fechado R∗R (em que R∗R =: span{r∗s :
r, s ∈ R}) contém R, pois se (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada para
R∗R e r ∈ R, temos ‖r − ruλ‖2 = ‖(r∗ − uλr∗)(r − ruλ)‖ → 0. Logo,
o ideal I = R∗R é denso em A. Pela Proposição 4.3.6, A possui uma
unidade aproximada crescente consistindo de elementos de I. Vamos
mostrar que podemos tomar estes elementos como desejado.

Seja, de forma análoga à Proposição 4.3.6, Ã a unitização de A e Λ
o conjunto de subconjuntos �nitos de R ordenados por inclusão.

Para λ = {x1, x2, . . . , xn} ∈ Λ, colocamos

vλ = x∗1x1 + · · ·+ x∗nxn ∈ I

e, novamente,

uλ = vλ

(
1

n
+ vλ

)−1

.

Notemos que uλ =
n∑
j=1

r∗j rj , em que rj = xj

(
1

n
+ vλ

)− 1
2

. Pelo

que �zemos na Proposição 4.3.6, temos que ‖uλ‖ ≤ 1 para todo λ ∈ Λ
e (uλ)λ∈Λ é crescente. Desta forma, resta provarmos que (uλ)λ∈Λ é
uma unidade aproximada para A, uma vez que o conjunto de índices Λ
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considerado aqui é formado por conjuntos �nitos de R, e não mais do
ideal R∗R.

Observamos que, dados a, b ∈ A, então 0 ≤ (a − b)∗(a − b) =
a∗a+ b∗b− a∗b− b∗a o que implica

a∗b+ b∗a ≤ a∗a+ b∗b. (†)

Se x, y ∈ I são elementos da forma r∗s com r, s ∈ R, digamos
x = r∗s e y = r′∗s′, aplicando (†) para a = s e b = rr′∗s′, concluímos
que

x∗y + y∗x ≤ a∗a+ b∗b, (‡)

em que a = s e b = rr′∗s′ pertencem a R. Mais ainda, dado um
elemento arbitrário x em I, aplicando (‡) nas parcelas de x∗x, obtemos

que existem cj 's em R, j = 1, . . . , n , tais que x∗x ≤
n∑
j=1

c∗jcj .

Logo, tomando λ0 = {c1, . . . , cn}, temos vλ0
=

n∑
j=1

c∗jcj e

‖x(1− uλ0
)‖2 = ‖(1− uλ0

)x∗x(1− uλ0
)‖

≤ ‖(1− uλ0
)

n∑
j=1

c∗jcj(1− uλ0
)‖

= ‖(1− uλ0
)vλ0

(1− uλ0
)‖ ≤ 1

4n
,

como já justi�cado na Proposição 4.3.6. O mesmo vale para λ ≥ λ0,
donde segue que lim

λ
uλx = x, com x ∈ I. Como I é denso em A,

concluímos que (uλ)λ∈Λ é unidade aproximada para A.
�

Lema 4.3.8. Se p é uma projeção cheia em M(A), e ∈ A e ε > 0,

então existem a1, a2, . . . , an ∈ A tais que
n∑
i=1

a∗i pai ≤ 1 e

‖(1−
n∑
i=1

a∗i pai)e‖ < ε.

Demonstração: Como p ∈ M(A) é projeção cheia, R = pA é um
ideal à direita de A que gera um ideal denso em A. Se e ∈ A e ε > 0,
pelo Teorema 4.3.7 A possui uma unidade aproximada formada por
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elementos da forma
∑
a∗i pai e, portanto, podemos obter a1, . . . , an ∈ A

tais que
n∑
j=1

a∗jpaj ≤ 1 e

∥∥∥∥∥∥
1−

n∑
j=1

a∗jpaj

 e

∥∥∥∥∥∥ < ε.

�

Lema 4.3.9. Seja p uma projeção cheia em M(A) e suponha que A
possua um elemento estritamente positivo e. Então, existe uma sequên-

cia (an)n∈N em A tal que
∞∑
i=1

a∗i pai = 1, com convergência na topologia

estrita de M(A).

Demonstração: Vamos construir recursivamente n1 < n2 < . . . < nk
e ai, 1 ≤ i ≤ nk, tais que

sk =

nk∑
i=1

a∗i pai ≤ 1

e

‖(1− sk)e‖ ≤ 1

k
.

Para k = 1, a existência de s1 satisfazendo tais condições segue do
Lema 4.3.8. Suponha que isto valha para k > 1. Pelo Lema 4.3.8,
podemos escolher b1, b2, . . . bm tais que s′ =

∑
b∗jpbj ≤ 1 e

‖(1− sk)
1
2 (1− s′)(1− sk)

1
2 e‖ < 1

k + 1
.

Seja nk+1 = nk +m e ank+j = bj(1− sk)
1
2 , para 1 ≤ j ≤ m. Assim,

1− sk+1 = (1− sk)−
m∑
j=1

(1− sk)
1
2 b∗jpbj(1− sk)

1
2

= (1− sk)
1
2

1−
m∑
j=1

b∗jpbj

 (1− sk)
1
2 ≥ 0,

donde sk+1 ≤ 1.
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Além disso,

‖(1− sk+1)e‖ = ‖(1− sk)e−
m∑
j=1

(1− sk)
1
2 b∗jpbj(1− sk)

1
2 e‖

= ‖(1− sk)
1
2 (1− s′)(1− sk)

1
2 e‖ < 1

k + 1
.

Agora, vamos provar que lim
k→∞

sk = 1 na topologia estrita de M(A).

De fato, como e é estritamente positivo, temos que eA é denso em
A (Proposição A.2.2), ou equivalentemente, Ae é denso em A. Desta
forma, dado b ∈ A e ε > 0, seja a ∈ A tal que ‖b− ea‖ < ε. Temos

‖b− skb‖ ≤ ‖b− ea‖+ ‖ea− skea‖+ ‖skea− skb‖
≤ ‖b− ea‖+ ‖e− ske‖‖a‖+ ‖sk‖‖ea− b‖ < 3ε,

para k su�cientemente grande, uma vez que ‖sk‖ ≤ 1, para todo k.
Analogamente segue ‖b− bsk‖ < 3ε.

Resta provarmos que
∑
a∗i pai = 1, com convergência na topologia

estrita de M(A). Dado x ∈ A, a sequência de elementos positivos

x∗(1 −
n∑
i=1

a∗i pai)x é monótona decrescente e possui uma subsequência

convergindo a 0. Logo, x∗(1−
n∑
i=1

a∗i pai)x→ 0. Como ‖1−
n∑
i=1

a∗i pai‖ ≤

1, para todo n ∈ N e

‖(1−
n∑
i=1

a∗i pai)x‖ ≤ ‖(1−
n∑
i=1

a∗i pai)
1
2 ‖‖(1−

n∑
i=1

a∗i pai)
1
2x‖,

o lema é provado.
�

Lema 4.3.10. Seja p uma projeção cheia em M(A) e suponha que A
possua um elemento estritamente positivo. Então, para cada j ∈ N,
existe uma isometria parcial uj ∈ M(A ⊗K) tal que u∗juj = 1 ⊗ ejj e
uju
∗
j ≤ p⊗ 1.

Demonstração: Vamos construir tal isometria parcial para j = 1,
uma vez que para j ∈ N arbitrário a construção é análoga. Seja (an)n∈N
como no Lema 4.3.9. Assim,

∑
i a
∗
i pai = 1, com convergência na topo-

logia estrita de M(A).
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De�nimos u =
∑
i pai ⊗ ei1 e mostremos que u está bem de�nido,

ou seja, que a série converge na topologia estrita de M(A).
Notemos que se un =

∑n
1 pai ⊗ ei1, então

‖un‖2 = ‖u∗nun‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
1

a∗i pai ⊗ e11

∥∥∥∥∥ ≤ 1.

Desta forma, como somas �nitas da forma
∑
bjk ⊗ ejk são densas

em A ⊗ K e ‖un‖ ≤ 1 para todo n, é su�ciente provarmos que as
sequências (un(b⊗ ejk))n∈N e ((b⊗ ejk)un)n∈N convergem, para todo
b ∈ A e j, k ∈ N. Mas,

(b⊗ ejk)un = [n ≥ k]bpak ⊗ ej1

donde lim
n

(b⊗ ejk)un = bpak ⊗ ej1. Para o outro caso, temos

‖(um − un)b⊗ ejk‖2 = ‖(b∗ ⊗ ekj)(u∗m − u∗n)(um − un)(b⊗ ejk)‖

=

∥∥∥∥∥(b∗ ⊗ ekj)

(
m∑
n+1

a∗i pai ⊗ e11

)
(b⊗ ejk)

∥∥∥∥∥
= [j = 1]

∥∥∥∥∥
m∑
n+1

b∗a∗i paib⊗ ekk

∥∥∥∥∥
= [j = 1]

∥∥∥∥∥
m∑
n+1

b∗a∗i paib

∥∥∥∥∥→ 0,

uma vez que
∑
i a
∗
i pai converge na topologia estrita de M(A).

Resta veri�carmos que u∗u = 1⊗ e11 e uu∗ ≤ p⊗ 1. Temos que

u∗u =
∑
i

a∗i pai ⊗ e11 = 1⊗ e11.

Além disso, uu∗(p ⊗ 1) = uu∗ e pelo Teorema 2.3.2 de [20], segue que
uu∗ ≤ p⊗ 1, concluindo a prova.

�
O próximo resultado terá como consequência um isomor�smo es-

tável entre uma C∗-álgebra possuindo elemento estritamente positivo
e um canto cheio. Com isso em mãos, para duas C∗-álgebras Morita
equivalentes, ambas possuindo elementos estritamente positivos, será
su�ciente tomar a álgebra de ligação de um bimódulo de imprimitivi-
dade para obter o principal resultado deste capítulo, a saber o teorema
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de Brown-Green-Rie�el.

Para �ns da próxima demonstração, alertamos o leitor que usaremos
amplamente o Teorema 2.3.2 de [20], que, entre outras coisas, diz que se
p e q são projeções em um espaço de Hilbert, então p ≤ q se, e somente
se, pq = qp = p.

Lema 4.3.11. Seja p uma projeção cheia em M(A) e suponha que A
possua um elemento estritamente positivo. Então, existe uma isometria
parcial v ∈M(A⊗K) tal que v∗v = 1 e vv∗ = p⊗ 1.

Demonstração: Seja N o conjunto dos números naturais, g uma bi-
jeção entre N e N × N e escrevemos N = ∪j∈NNj , em que Nj =
g−1(N× {j}). Assim, os Nj 's são subconjuntos in�nitos de N, disjun-
tos dois a dois. Para j ∈ N, seja fj =

∑
i∈Nj 1 ⊗ eii ∈ M(A ⊗K). A

prova de que fj está bem de�nido, para cada j, é feita como no Lema
4.3.10.

Vamos construir indutivamente uma sequência (vk)k∈N de isome-
trias parciais emM(A⊗K) tais que as projeções v∗kvk são mutuamente
ortogonais, as projeções vkv∗k são mutuamente ortogonais,

2n−1∑
1

v∗kvk =

n∑
1

fj ,
2n∑
1

v∗kvk ≤
n+1∑

1

fj

e
2n−1∑

1

vkv
∗
k ≤ (p⊗ 1)

n∑
1

fj ,
2n∑
1

vkv
∗
k = (p⊗ 1)

n∑
1

fj .

Uma vez que isto é feito, de�nimos v =
∑∞

1 vk, com convergência
na topologia estrita.

Para construir v2n−1, precisaremos de um passo intermediário, que
consiste na construção de uma outra isometria parcial w satisfazendo
w∗w = fn e ww∗ ≤ (p⊗ 1)fn. Primeiramente, observamos que p⊗ 1 é
uma projeção cheia emM(A⊗K) e A⊗K possui elemento estritamente
positivo, uma vez que A e K possuem. Logo, pelo Lema 4.3.10, para
n ∈ N existe uma isometria parcial u ∈M(A⊗K ⊗K) tal que u∗u =
1 ⊗ 1 ⊗ enn e uu∗ = p ⊗ 1 ⊗ 1. Como na Proposição 4.1.3, seja ϕ o ∗-
isomor�smo de A⊗K e A⊗K⊗K tal que ϕ(a⊗ekl) = a⊗ek1l1⊗ek2l2 ,
em que (k1, k2) = g(k) e (l1, l2) = g(l). Seja ψ = ϕ−1 e u′ = ψ(u).
A�rmamos que u′∗u′ = fn e u′u′∗ ≤ p⊗ 1.

De fato, temos que
∑∞

1 eii = 1, com convergência na topologia
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estrita. Assim, sendo ψ̃ a extensão de ψ a M(A⊗K ⊗K), temos que

u′∗u′ = ψ̃(1⊗ 1⊗ enn) = ψ̃(
∑
i

1⊗ eii ⊗ enn)

=
∑
i

ψ̃(1⊗ eii ⊗ enn) =
∑
i∈Nn

1⊗ eii = fn,

pois ψ̃ é contínuo na topologia estrita (Proposição A.3.3). Além disso,

u′u′∗ = ψ̃(uu∗) ≤ ψ̃(p⊗ 1⊗ 1) = p⊗ 1.

Seja σ : Nn → N uma bijeção e colocamos a =
∑
i∈Nn 1⊗ eiσ(i) ∈

M(A⊗K). Então, a∗a = 1⊗1 e aa∗ = fn. De�nimos w = au e temos,

w∗w = u∗a∗au = fn

e
ww∗ = auu∗a∗ ≤ a(p⊗ 1)a∗ = (p⊗ 1)aa∗ = (p⊗ 1)fn.

Por �m, colocamos v2n−1 = w(
∑n

1 fj −
∑2n−2

1 v∗kvk). Começamos
por mostrar que v2n−1 é isometria parcial.

Por hipótese
∑2n−3

1 v∗kvk =
∑n−1

1 fj e
∑2n−2

1 v∗kvk ≤
∑n

1 fj , disso
segue que v∗2n−2v2n−2 ≤ fn, donde v∗2n−2v2n−2 = v∗2n−2v2n−2fn =
fnv
∗
2n−2v2n−2. Logo,

v∗2n−1v2n−1 =

(
n∑
1

fj −
2n−2∑

1

v∗kvk

)
fn

(
n∑
1

fj −
2n−2∑

1

v∗kvk

)
= (fn − v∗2n−2v2n−2)fn(fn − v∗2n−2v2n−2)

= fn − v∗2n−2v2n−2,

donde v∗2n−1v2n−1 é projeção e, portanto, v2n−1 é isometria parcial.
Mais ainda,

2n−1∑
1

v∗kvk =

2n−2∑
1

v∗kvk + v∗2n−1v2n−1

=

n−1∑
1

fj + v∗2n−2v2n−2 + (fn − v∗2n−2v2n−2) =

n∑
1

fj
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e, novamente por hipótese,

2n−1∑
1

vkv
∗
k =

2n−2∑
1

vkv
∗
k+v2n−1v

∗
2n−1 = (p⊗1)

n−1∑
1

fj+v2n−1v
∗
2n−1. (†)

Agora,

v2n−1v
∗
2n−1 = w

(
n∑
1

fj −
2n−2∑

1

v∗kvk

)(
n∑
1

fj −
2n−2∑

1

v∗kvk

)
w∗

= w(fn −
2n−2∑

1

v∗kvk)w∗

= w(fn −
2n−2∑

1

v∗kvk)w∗ww∗.

Desta forma, como w é isometria parcial satisfazendo ww∗ ≤ (p ⊗
1)fn, temos que ww∗(p ⊗ 1)fn = ww∗. Logo, v2n−1v

∗
2n−1(p ⊗ 1)fn =

v2n−1v
∗
2n−1 e concluímos que v2n−1v

∗
2n−1 ≤ (p⊗1)fn. De (†) segue que∑2n−1

1 vkv
∗
k ≤ (p⊗ 1)

∑n
1 fj .

Vamos mostrar agora que v∗2n−1v2n−1 é ortogonal a v∗kvk e também
v2n−1v

∗
2n−1 é ortogonal a vkv

∗
k, para 1 ≤ k ≤ 2n−2. Inicialmente, como

já vimos anteriormente, temos que v∗2n−2v2n−2fn = fnv
∗
2n−2v2n−2 =

v∗2n−2v2n−2, donde

v∗2n−1v2n−1v
∗
2n−2v2n−2 = (fn − v∗2n−2v2n−2)v∗2n−2v2n−2 = 0.

Além disso, do fato que
∑2n−3

1 v∗kvk =
∑n−1

1 fj , obtemos que(
2n−3∑

1

v∗kvk

)
fn = 0

e, portanto, multiplicando por fnv∗kvk pela esquerda concluímos que
v∗kvkfn = 0, para 1 ≤ k ≤ 2n−3. Logo, v∗2n−1v2n−1 é ortogonal a v∗kvk,
para 1 ≤ k ≤ 2n− 2.

Para mostrarmos que v2n−1v
∗
2n−1 é ortogonal a vkv

∗
k, para cada

1 ≤ k ≤ 2n − 2, observamos que, como já justi�cado, v2n−1v
∗
2n−1 =

v2n−1v
∗
2n−1(p⊗ 1)fn e, por outro lado,

∑2n−2
1 vkv

∗
k = (p⊗ 1)

∑n−1
1 fj .

Donde v2n−1v
∗
2n−1(

∑2n−2
1 vkv

∗
k) = 0 e assim v2n−1v

∗
2n−1vkv

∗
k = 0, para

1 ≤ k ≤ 2n− 2.
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Para construir v2n, precisamos novamente de um passo interme-
diário que consiste na construção de uma isometria parcial w′ tal que
w′∗w′ ≤ fn+1 e w′w′∗ = (p⊗ 1)fn. Para isso, consideremos σ′ : Nn →
Nn+1 uma bijeção e colocamos w′ = (p⊗ 1)

∑
i∈Nn 1⊗ eiσ′(i). Então,

w′w′∗ = (p⊗ 1)
∑
i∈Nn

1⊗ eii = (p⊗ 1)fn

e

w′∗w′ = (p⊗ 1)
∑
i∈Nn

1⊗ eσ′(i)σ′(i)

= (p⊗ 1)
∑

i∈Nn+1

1⊗ eii = (p⊗ 1)fn+1 ≤ fn+1.

De�nimos v2n = (p ⊗ 1)(
∑n

1 fj −
∑2n−1

1 vkv
∗
k)w′. Então, como∑2n−2

1 vkv
∗
k =

∑n−1
1 fj , temos que

v2nv
∗
2n = (p⊗ 1)

(
n∑
1

fj −
2n−1∑

1

vkv
∗
k

)
w′w′∗

(
n∑
1

fj −
2n−1∑

1

vkv
∗
k

)
(p⊗ 1)

= (p⊗ 1)(fn − v2n−1v
∗
2n−1)(p⊗ 1)fn(fn − v2n−1v

∗
2n−1)(p⊗ 1)

= (p⊗ 1)(fn − v2n−1v
∗
2n−1)(p⊗ 1)

= (p⊗ 1)fn − v2n−1v
∗
2n−1,

pois, como já observado, v2n−1v
∗
2n−1 = v2n−1v

∗
2n−1(p ⊗ 1)fn = (p ⊗

1)fnv2n−1v
∗
2n−1. Logo, v2nv

∗
2n é projeção e, portanto, v2n é isometria

parcial.
Vamos veri�car que

∑2n
1 v∗kvk ≤

∑n+1
1 fj e

∑2n
1 vkv

∗
k = (p⊗1)

∑n
1 fj .

Usando a hipótese de que
∑2n−2

1 vkv
∗
k = (p⊗ 1)

∑n−1
1 fj , temos

2n∑
1

vkv
∗
k =

2n−2∑
1

vkv
∗
k+v2n−1v

∗
2n−1+(p⊗1)fn−v2n−1v

∗
2n−1 = (p⊗1)

n∑
1

fj .

Para a desigualdade, temos

2n∑
1

v∗kvk = v∗2nv2n +

2n−1∑
1

v∗kvk

= w′∗

(
n∑
1

fj −
2n−1∑

1

vkv
∗
k

)
(p⊗ 1)

(
n∑
1

fj −
2n−1∑

1

vkv
∗
k

)
w′
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+

n∑
1

fj

= w′∗((p⊗ 1)fn − v2n−1v
∗
2n−1)w′ +

n∑
1

fj

≤
n∑
1

fj + fn+1 =

n+1∑
1

fj .

Aqui, usamos novamente o fato que v2n−1v
∗
2n−1 = v2n−1v

∗
2n−1(p ⊗

1)fn = (p⊗1)fnv2n−1v
∗
2n−1 bem como o fato de (p⊗1)fn−v2n−1v

∗
2n−1 ≤

1.

A prova de que v2nv
∗
2n é ortogonal a vkv∗k e v∗2nv2n é ortogonal a

v∗kvk, 1 ≤ k ≤ 2n−1, é feita por argumentos semelhantes aos utilizados
no caso ímpar.

Finalmente, resta provarmos que v =
∑
k vk está bem de�nido e

que temos v∗v = 1 e vv∗ = p⊗ 1.

Seja βn =
∑n

1 vk. Como para k 6= l tem-se

v∗kvl = v∗kvkv
∗
kvjv

∗
j vj = 0,

temos que βn é isometria parcial e assim ‖βn‖ ≤ 1, para cada n ∈ N.
Vamos provar que os limites lim

n
βn(b ⊗ eij) e lim

n
(b ⊗ eij)βn existem,

para quaisquer b ∈ A e i, j ∈ N.
Seja N ∈ N tal que i ∈ NN e seja n ≥ N . Então, substituindo∑2n

1 vkv
∗
k por (p⊗1)

∑n
1 fj e v2n+1v

∗
2n+1 por v2n+1v

∗
2n+1fn+1, obtemos

β2n+1β
∗
2n+1(b⊗ eij) =

2n∑
1

vkv
∗
k(b⊗ eij) + v2n+1v

∗
2n+1(b⊗ eij)

= (p⊗ 1)(b⊗ eij)

e

β2nβ
∗
2n(b⊗ eij) =

n∑
1

(p⊗ 1)fj(b⊗ eij) = (p⊗ 1)(b⊗ eij).

Tomando N ′ tal que j ∈ NN ′ e repetindo os argumentos acima,
concluímos que lim

n
(b⊗eij)βnβ∗n = (b⊗eij)(p⊗1). Agora, para n ≥ N ,

β∗2n+1β2n+1(b⊗ eij) =

n+1∑
1

fj(b⊗ eij) = b⊗ eij
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e

β∗2nβ2n(b⊗ eij) =

2n−1∑
1

v∗kvk(b⊗ eij) + v∗2nv2n(b⊗ eij) = b⊗ eij ,

uma vez que
∑2n−1

1 v∗kvk =
∑n

1 fj e v
∗
2nv2n = v∗2nv2nfn+1 = fn+1v

∗
2nv2n.

Logo, lim
n
β∗nβn(b ⊗ eij) = b ⊗ eij e analogamente prova-se que lim

n
(b ⊗

eij)β
∗
nβn = b⊗ eij . Assim, como

‖(βn − βm)(b⊗ eij)‖2 = ‖(b⊗ eji)(β∗nβn − β∗mβm)(b⊗ eij)‖

e

‖(b⊗ eij)(βn − βm)‖2 = ‖(b⊗ eij)(βnβ∗n − βmβ∗m)(b⊗ eji)‖,

segue que v =
∑
k vk está bem de�nido e temos v∗v = 1 e vv∗ = p⊗ 1,

como desejado.
�

De�nição 4.3.12. Dizemos que duas C∗-álgebras A e B são estavel-
mente isomorfas se A⊗K e B ⊗K são isomorfas.

Corolário 4.3.13. Se A é uma C∗-álgebra com elemento estritamente
positivo e B é um canto cheio de A, então A e B são estavelmente
isomorfas.

Demonstração: Seja p ∈ M(A) tal que B = pAp. Identi�camos
B ⊗K com (p ⊗ 1)A ⊗K(p ⊗ 1) e seja v ∈ M(A ⊗K) uma isometria
parcial como no Lema 4.3.11, ou seja, v∗v = 1 e vv∗ = p⊗ 1.

De�nimos

π : A⊗K → B ⊗K
y 7→ vyv∗,

em que y ∈ A⊗K.
Notemos que, se a ∈ A e x ∈ K, então v(a ⊗ x)v∗ = vv∗v(a ⊗

x)v∗vv∗ = (p ⊗ 1)v(a ⊗ x)v∗(p ⊗ 1), donde π está bem de�nida, já
que somas �nitas da forma

∑
a ⊗ x formam um conjunto denso em

A ⊗ K. Mais ainda, sendo v∗v = 1, temos que π é ∗-homomor�smo.
Para ver que π é injetiva, seja y ∈ A ⊗ K tal que vyv∗ = 0. Então,
multiplicando por v pela direita e por v∗ pela esquerda, segue que y = 0.
Dado b ∈ B ⊗ K, temos que b = (p ⊗ 1)b(p⊗) = vv∗bvv∗. Tomando
y = v∗bv ∈ A⊗K, segue que π(y) = b e π é sobrejetora.
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Portanto, A e B são estavelmente isomorfas.
�

Teorema 4.3.14. Seja B uma C∗-álgebra hereditária cheia de A e
suponha que A e B possuam elementos estritamente positivos. Então
B é estavelmente isomorfa a A.

Demonstração: Seja C a C∗-subálgebra de A⊗M2(C) consistindo de
somas

∑
i,j aij⊗eij tal que a11 ∈ B, a12 ∈ BA, a21 ∈ AB e a22 ∈ A, em

que {eij : i, j ∈ {1.2}} é um sistema de matrizes unidade para M2(C).
Observamos que B é isomorfo ao canto cheio B ⊗ e11 de C, dado

pela projeção 1⊗ e11 ∈M(C).
De fato, para ver que 1 ⊗ e11 é uma projeção cheia, suponha que

I seja um ideal fechado de C contendo B ⊗ e11 e vamos mostrar que
I = C. Notemos que B ⊆ AB ∩ BA e assim J = I ∩ (A ⊗ e22) é não
nulo, pois dado b ∈ B,

b⊗ e22 = lim
λ

(uλ ⊗ e21)(b⊗ e11)(uλ ⊗ e12),

em que (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada para B. Logo, J é um ideal
em A⊗e22 contendo B⊗e22. Identi�cando A com A⊗e22, chegamos a
um absurdo, pois B é uma C∗-álgebra hereditária cheia de A. Portanto,
1⊗ e11 é projeção cheia.

De mesma forma, se um ideal I contém A ⊗ e22, prova-se que I
contém B ⊗ e11, e assim I = C. Consequentemente, 1⊗ e22 é também
uma projeção cheia e A é identi�cado com o canto cheio A⊗ e22 de C.

Se f1 ∈ B e f2 ∈ A, então f = f1⊗ e11 + f2⊗ e22 é um elemento es-
tritamente positivo de C, pois se φ ∈ C∗ é um funcional linear positivo,
temos que φ |A e φ |B são funcionais lineares positivos em A∗ e B∗,
respectivamente, e portanto φ(f) = φ |B (f1⊗e11)+φ |A (f2⊗e22) > 0.
Pelo Corolário 4.3.13, temos que A e B são estavelmente isomorfas a C
e, consequentemente, A e B são estavelmente isomorfas.

�
A

Teorema 4.3.15 (Brown-Green-Rie�el). Sejam A e B C∗-álgebras.
Se A e B são estavelmente isomorfas, então são Morita equivalentes.
Reciprocamente, se A e B são Morita equivalentes e ambas possuem
elementos estritamente positivos, então A e B são estavelmente iso-
morfas.

Demonstração: Suponha que A e B sejam estavelmente isomorfas.
Seja p = e11 ∈ K. Então, A ⊗ K(1 ⊗ e11)A ⊗ K é denso em A ⊗ K,
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pois contém cada elemento da forma a ⊗ eij , i, j ∈ N. Logo, 1 ⊗
e11 é projeção cheia e podemos identi�car A com o canto cheio A ⊗
e11. Similarmente, identi�camos B com o canto cheio B ⊗ e11 de B ⊗
K. Portanto, A é Morita equivalente a A ⊗ K bem como B e B ⊗
K são Morita equivalentes, pelo Exemplo 1.3.4. Por transitividade e
pelo isomor�smo entre A ⊗ K e B ⊗ K, segue que A e B são Morita
equivalentes.

Suponha agora que A e B são Morita equivalentes e ambas possuem
elementos estritamente positivos. Seja X um A − B bimódulo de im-
primitividade e seja C a álgebra de ligação de X. Então, pelo Teorema
1.4.15, A e B são cantos cheios de C determinados pelas projeções

p =

(
1 0
0 0

)
e

q =

(
0 0
0 1

)
,

respectivamente.
Além disso, sendo f1 e f2 elementos estritamente positivos de A e

B, respectivamente, o elemento f de C dado por

f =

(
f1 0
0 f2

)
é estritamente positivo, por um argumento já usado no Teorema 4.3.14.
Logo, concluímos do Corolário 4.3.13 que A e B são estavelmente iso-
morfas a C e, portanto, são estavelmente isomorfas.

�
A hipótese do Teorema 4.3.15 é indispensável. Em [6] o leitor pode

encontrar um exemplo de duas C∗-álgebras Morita equivalentes, mas
que não são estavelmente isomorfas, mesmo permitindo produtos ten-
soriais com K(H), para H não separável.
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Capítulo 5

Produtos smash

Neste capítulo, apresentamos o principal resultado deste trabalho.
No Capítulo 2, estudamos �brados de Fell sobre grupos discretos, en-
quanto no Capítulo 3 mostramos que é possível construir um �brado
de Fell a partir de uma ação parcial. Aqui, queremos mostrar, sob cer-
tas hipóteses, uma equivalência entre estes dois conceitos. Em outras
palavras, provamos que um �brado de Fell qualquer, de fato, pode ser
obtido através de uma ação parcial do grupo base sobre sua álgebra
da �bra unidade. Tais hipóteses consistem na estabilidade do �brado,
enumerabilidade do grupo e separabilidade da álgebra Be. Veremos
exemplos que garantem a necessidade destas hipóteses.

Começamos de�nindo C∗-álgebras graduadas e para este tipo de
C∗-álgebra, de�nimos o produto smash. Neste contexto, mostramos o
teorema da dualidade de Takai para o caso discreto e na última seção,
por �m, apresentamos nosso principal resultado.

Ao longo deste capítulo, quando nada for dito ao contrário, G é um
grupo discreto com elemento neutro e.

5.1 C∗-álgebras graduadas

De�nição 5.1.1. Seja B uma C∗-álgebra, G um grupo e {Bg}g∈G uma
coleção de subespaços vetoriais fechados de B. Dizemos que {Bg}g∈G
é uma graduação para B se, para quaisquer g, h ∈ G tem-se

i) B∗g = Bg−1 ,

ii) BgBh ⊆ Bgh,
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iii) Os subespaços {Bg}g∈G são independentes e a soma direta ⊕g∈GBg
é densa em B.

Neste caso, dizemos que B é uma C∗-álgebra G-graduada.

Observação 5.1.2. Dada uma C∗-álgebra G-graduada, então a cole-
ção de subespaços {Bg}g∈G forma um �brado de Fell com as operações
herdadas de B.

Exemplo 5.1.3. Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell. Então as
C∗-álgebras seccional cheia e seccional reduzida C∗(B) e C∗r (B) são
G-graduadas.

Demonstração: Vimos que Cc(B) possui uma representação �el e
Cc(B) = ⊕g∈Gjt(Bt) (Proposição 2.1.12), donde C∗(B) e C∗r (B) são
graduadas por cópias da coleção de subespaços {Bg}g∈G.

�
Nem sempre uma C∗-álgebra graduada coincide com a C∗-álgebra

seccional cheia ou reduzida do �brado associado à sua graduação, como
mostra o próximo exemplo.

Exemplo 5.1.4. Como uma consequência do Exemplo 5.1.3, se A é
uma C∗-álgebra e α é uma ação parcial de G em A, os produtos cruza-
dos cheio e reduzido Aoα G e Aoα,r G são C∗-álgebras G-graduadas,
com a graduação dada pela coleção de subespaços {Dgδg}g∈G.

Exemplo 5.1.5. Seja G um grupo não amenable (Exemplo VII.2.4,
[8]) e seja B = C∗(G)⊕C∗r (G). Então B é G graduada pela coleção de
subespaços {Bg}g∈G, em que Bg = Cδg ⊕ Cδg. Entretanto, B não é a
C∗-álgebra seccional cheia ou reduzida de seu �brado de Fell associado
B = {Bg}g∈G.

Demonstração: O fato que a coleção de subespaços {Bg}g∈G =
{Cδg⊕Cδg}g∈G é uma graduação para B segue da de�nição das opera-
ções e norma que fornecem uma estrutura de C∗-álgebra à soma direta
de C∗-álgebras e do fato que {Cδg}g∈G é uma graduação para C∗(G)
e C∗r (G).

Vamos mostrar que C∗(B) ∼= C∗(G) ⊕ C∗(G) e C∗r (B) ∼= C∗r (G) ⊕
C∗r (G).

De fato, as ∗-representações π1 e π2 de C∗(G) em C∗(B) obtidas,
respectivamente, através das inclusões de ⊕g∈GCδg dadas por∑

g

λgδg 7→
∑
g

(λgδg, 0) e
∑
g

λgδg 7→
∑
g

(0, λgδg)
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fornecem uma ∗-representação π = π1 ⊕ π2 de C∗(G) ⊕ C∗(G) em
C∗(B). Por outro lado, temos uma ∗-representação φ de C∗(B) em
C∗(G)⊕ C∗(G) que estende a inclusão

∑
g

(αgδg, λgδg) 7→

(∑
g

αgδg,
∑
g

λgδg

)

de ⊕g∈GBg em C∗(G)⊕ C∗(G). É fácil ver que φ = π−1.

Para ver que C∗r (B) ∼= C∗r (G) ⊕ C∗r (G), notemos que Cc(B) =
Cc({Cδg}g∈G) ⊕ Cc({Cδg}g∈G) e observando a construção da repre-
sentação regular, podemos perceber que, se S e T denotam, respectiva-
mente, as representações regulares de Cc(B) e Cc({Cδg}g∈G), temos que
S = T ⊕ T . Donde segue que C∗r (B) e C∗r (G)⊕C∗r (G) são C∗-álgebras
isomorfas.

Assim, B não pode ser a C∗-álgebra seccional cheia ou reduzida de
B. Caso contrário, a extensão S̃ = T̃ ⊕ T̃ da representação regular de
Cc(B) seria injetiva e, portanto, T̃ seria injetiva, contradizendo o fato
de G não ser amenable.

�

Assim como sua demonstração, o próximo exemplo é obtido de [12].

Exemplo 5.1.6. Seja B uma C∗-álgebra e suponha que B admita uma
ação contínua ρ de um grupo compacto abeliano Γ. Seja G o grupo dual
de Γ. Então B é G-graduada pela coleção de subespaços {Bg}g∈G, em
que para cada g ∈ G,

Bg = {b ∈ B : ργ(b) = g(γ)b, para todo γ ∈ Γ}.

Demonstração: A�rmamos que {Bg}g∈G é uma graduação para B.

Uma vez que ργ é um ∗-automor�smo, cada subespaço Bg é fechado.
Além disso, sejam r, s ∈ G, a ∈ Br e b ∈ Bs. Para γ ∈ Γ, temos

ργ(ab) = ργ(a)ργ(b) = r(γ)s(γ)ab = rs(γ)ab

e
ργ(a∗) = ργ(a)∗ = r(γ)a∗ = r−1(γ)a∗,

donde se veri�cam os itens (i) e (ii) de 5.1.1. Resta mostrarmos que os
subespaços {Bg}g∈G são independentes e vale que B = ⊕g∈GBg.

Suponha que uma soma �nita
∑
h bh = 0, em que bh ∈ Bh para

cada h. Assim, γ ∈ Γ,
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∑
h

h(γ)bh = ργ

(∑
h

bh

)
= 0. (‡)

Seja φ um funcional linear contínuo sobre B. Aplicando φ em ambos
os lados da igualdade (‡), segue que∑

h

φ(bh)h(γ) = 0.

No entanto, pela invariância da medida de Haar, se k, l ∈ G = Γ̂ e
γ ∈ Γ temos que∫

Γ

k(η)l−1(η)µ(dη) =

∫
Γ

k(γη)l−1(γη)µ(dη)

= k(γ)l−1(γ)

∫
Γ

k(η)l−1(η)µ(dη).

Uma vez que k(γ)l−1(γ) = 1 para todo γ ∈ Γ se e somente se k = l,
concluímos que ∫

Γ

k(η)l−1(η)µ(dη) = [k = l]

e isto implica, em particular, que o conjunto {x ∈ C(Γ) : x ∈ G = Γ̂}
é linearmente independente. Donde φ(bh) = 0, para cada h e, como
φ é um funcional linear contínuo tomado arbitrariamente, segue que
bh = 0, para cada h. Como um resultado, os subespaços {Bg}g∈G são
independentes.

Por �m, mostremos que ⊕g∈GBg é denso em B. Para isso, seja
Pg : B → B a transformação linear dada por

Pg(b) =

∫
Γ

¯g(η)ρη(b)µ(dη),

em que b ∈ B e g ∈ G. A continuidade de Pg segue do seguinte cálculo:

‖Pg(b)‖ =

∥∥∥∥∫
Γ

g(η)ρη(b)µ(dη)

∥∥∥∥ ≤ ∫
Γ

‖ρη(b)‖µ(dη) = ‖b‖.

Notemos que, se b ∈ Bg, então

Pg(b) =

∫
Γ

g(η)ρη(b)µ(dη) =

∫
Γ

bµ(dη) = b.
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Mais ainda, Pg(B) = Bg, pois para b ∈ B e γ ∈ Γ, obtém-se da
invariância da medida de Haar µ que

ργ(Pg(b)) = ργ

(∫
Γ

g(η)ρη(b)µ(dη)

)
=

∫
Γ

g(η)ργη(b)µ(dη)

=

∫
Γ

g(γ−1γη)ργη(b)µ(dη)

= g(γ)

∫
Γ

g(η)ρη(b)µ(dη)

= g(γ)Pg(b),

donde Pg(b) ∈ Bg.

Logo, Pg é uma projeção contrativa cuja imagem é Bg.

Consideremos agora um funcional linear contínuo φ sobre B que se
anula em ⊕g∈GBg e provemos que φ é identicamente nulo.

Dado b ∈ B, associamos a função contínua φ′ : Γ → C, γ 7→
φ(ργ(b)). A transformada de Fourier de φ′ avaliada em g ∈ G é

φ̂′(g) =

∫
Γ

g(η)φ′(η)µ(dη)

=

∫
g

g(η)φ(ρη(b))µ(dη)

= φ

(∫
Γ

g(η)ρη(b)µ(dη)

)
= φ(Pg(b)).

Como φ se anula em ⊕g∈GBg e Pg(b) ∈ Bg, segue que a transfor-
mada de Fourier de φ′ é identicamente nula e, portanto, pelo teorema
de Plancherel (Teorema 1.6.1, [24]) segue que φ′ é identicamente nula.
Em particular, tomando γ = 1 concluímos que φ(b) = 0. Ou seja, φ é
identicamente nulo, completando a prova de que {Bg}g∈G forma uma
graduação para B.

�
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5.2 Produtos smash e dualidade de Takai

Seja B = ⊕g∈GBg uma C∗-álgebra graduada por um grupo G.
Consideremos o subconjunto

S :=

{∑
finita

agh ⊗ eg,h : agh ∈ Bg−1h

}
⊆ B ⊗K(l2(G)),

em que eg,h(ξ) = 〈ξ, δh〉δg, ξ ∈ l2(G) e δk denota a função característica
no conjunto formado por um único elemento k ∈ G.

Proposição 5.2.1. S é uma ∗-subálgebra de B ⊗K(l2(G)).

Demonstração: Para ver que S é subálgebra, é su�ciente mostrarmos
que (a⊗ eg,h)(b⊗ ek,l) ∈ S para a ∈ Bg−1h e b ∈ Bk−1l.

De fato, se h 6= k o resultado é claro. Se h = k, então

(a⊗ eg,h)(b⊗ ek,l) = ab⊗ eg,l ∈ S,

uma vez que
ab ∈ Bg−1hBh−1l ⊆ Bg−1l.

Além disso, S é autoadjunto, pois a∗ ∈ B∗g−1h = Bh−1g e (a ⊗
eg,h)∗ = a∗ ⊗ eh,g.

Logo, S é ∗-subálgebra de B ⊗K(l2(G)).
�

De�nição 5.2.2. Seja B = ⊕g∈GBg uma C∗-álgebra graduada por um
grupo G. A C∗-álgebra produto smash de B, denotada por B#C∗(G),
é o fecho de S em B ⊗K(l2(G)).

Exemplo 5.2.3. Seja G um grupo discreto e seja B = C com a G-
graduação trivial, ou seja, Be = C e Bg = {0}, para todo g ∈ G \ {e}.
Então C#C∗(G) ∼= C0(G).

Demonstração: Primeiramente, observamos que, neste caso, C#C∗(G)
é o fecho de

S = {
∑
finita

λg ⊗ eg,g : λg ∈ C}.

Além disso, cada elemento b =
∑
g λg ⊗ eg,g em S corresponde a uma

função f : G → C de suporte �nito dada por f(g) = λg, bem como
qualquer função f de suporte �nito tem b =

∑
g f(g) ⊗ eg,g como um

elemento correspondente em S.
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É fácil ver que a aplicação ϕ̃ : S 7→ Cc(G),
∑
g λg ⊗ eg,g 7→ f é um

∗-homomor�smo injetor e sobrejetor. Para ver que ϕ̃ se estende a um
isomor�smo entre C#C∗(G) e C0(G), notemos que S é uma união de
C∗-álgebras, uma vez que para cada subconjunto �nito F de G, tem-se
que

C∗(F ) = {
∑
g∈F

λg ⊗ eg,g : λg ∈ C}

é uma C∗-álgebra. Portanto, ϕ̃ é também isométrico, donde se estende
a um ∗-isomor�smo entre C#C∗(G) e C0(G).

�

Exemplo 5.2.4. Seja A C∗-álgebra, G discreto e α uma ação (global)
de G em A. Então, (AoαG)#C∗(G) ∼= A⊗K(l2(G)). Em particular,
tomando A = C, tem-se que C∗(G)#C∗(G) ∼= K(l2(G)).

Demonstração: Consideremos AoαG com a graduação dada pela co-
leção de subespaços {Bg}g∈G, em que Bg = Aδg. Seja S a ∗-subálgebra
densa de (Aoα G)#C∗(G) e consideremos

ϕ : S → A⊗K(l2(G))∑
finita

aghδg−1h ⊗ egh 7→
∑
finita

αg(agh)⊗ egh.

A�rmação 1: ϕ está bem de�nida e é injetiva.

Demonstração. De fato, da Observação 6.3.1 de [20] segue que se v1, . . .
vn ∈ K(l2(G)) são linearmente independentes, b1, . . . , bn ∈ A oα G e∑n

1 bj ⊗ vj = 0, então b1 = · · · = bn = 0. Logo, uma igualdade
entre dois elementos de S, digamos, x =

∑
g,h∈F1

aghδg−1h ⊗ eg,h =∑
k,l∈F2

bklδk−1l ⊗ ek,l = y, em que F1 e F2 são subconjuntos �nitos de
G, implica que F1 = F2 e aghδg−1h = bghδg−1h, para cada g, h ∈ F1.
Assim, x = y implica ϕ(x) = ϕ(y), donde ϕ está bem de�nida.

Além disso, pelo mesmo argumento aplicado acima, temos que se
uma soma �nita

∑
αg(agh) ⊗ eg,h = 0, então αg(agh) = 0, ou seja,

agh = 0, pois αg é um automor�smo de A, para cada g ∈ G. Logo, ϕ é
injetiva.

A�rmação 2: ϕ é um ∗-homomor�smo.

Demonstração. Sejam a, b ∈ A, g, h, k, l ∈ G. Temos que

ϕ((aδg−1h ⊗ eg,h)(bδk−1l ⊗ ek,l)) = [h = k]ϕ(aαg−1h(b)δg−1l ⊗ eg,l)
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= [h = k](αg(a)αh(b)⊗ eg,l).

Por outro lado,

ϕ(a)ϕ(b) = (αg(a)⊗ eg,h)(αh(b)⊗ ek,l)
= [h = k](αg(a)αh(b)⊗ eg,l).

Mais ainda,

ϕ((aδg−1h ⊗ eg,h)∗) = ϕ(αh−1g(a
∗)δh−1g ⊗ eh,g)

= αg(a
∗)⊗ eh,g = ϕ(a)∗.

Logo, ϕ é ∗-homomor�smo.

Vamos mostrar agora que ϕ é isométrica e assim se estende a um
∗-homomor�smo injetivo ϕ̃ de Aoα G#C∗(G) em A⊗K(l2(G)).

Para isso, observamos que S é uma união de C∗-álgebras, uma vez
que para cada conjunfo �nito F de G tem-se que

C∗(F ) :=

b ∈ S : b =
∑
g,h∈F

aghδg−1h ⊗ eg,h


é uma C∗-álgebra. Como já vimos que ϕ é um ∗-homomor�smo injetivo
sobre S e, consequentemente, sobre cada C∗-álgebra C∗(F ), concluímos
que ϕ é isométrica.

Desta forma, estendemos ϕ por continuidade a um ∗-homomor�smo
injetivo ϕ̃ de Aoα G#C∗(G) em A⊗K(l2(G)) e nos resta provar que
ϕ̃ é sobrejetivo.

Dado a ∈ A e g, h ∈ G, colocamos

b = αg−1(a)δg−1h ⊗ eg,h ∈ Aoα G#C∗(G).

Aplicando ϕ̃ obtemos que ϕ̃(b) = a⊗ eg,h. Uma vez que somas �nitas∑
g,h∈G a ⊗ eg,h formam um conjunto denso em A ⊗K(l2(G)), temos

que ϕ̃ é sobrejetivo.
Portanto, segue que AoαG#C∗(G) e A⊗K(l2(G)) são isomorfos.

�

Exemplo 5.2.5. Seja B uma C∗-álgebra possuindo uma ação contínua
ρ de um grupo compacto abeliano Γ. Consideremos o produto smash
B#C∗(G) de B relativo à graduação pelo grupo discreto G = Γ̂ obtida
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no Exemplo 5.1.6, ou seja,

Bg = {b ∈ B : ργ(b) = g(γ)b, para todo γ ∈ Γ}.

Então B#C∗(G) é isomorfo ao produto cruzado B oρ Γ.

Demonstração: Seja S a ∗-subálgebra densa de B#C∗(G) e seja
ψ : S → C(Γ, B) ⊆ B oρ Γ dada por ψ(a ⊗ eg,h)(γ) = h(γ)a, em
que a ∈ Bg−1h e γ ∈ Γ.

A prova de que ψ está bem de�nida segue como no Exemplo 5.2.4.
Vamos mostrar que ψ é injetiva.

Se uma soma �nita a =
∑
g,h agh ⊗ eg,h ∈ B#C∗(G) é tal que

ψ(a) = 0, então

∑
g,h

h(γ)agh =
∑
h

h(γ)

(∑
g

agh

)
= 0,

para todo γ ∈ Γ.

Dado φ um funcional linear contínuo sobre B, segue que

∑
h

h(γ)φ

(∑
g

agh

)
= 0, γ ∈ Γ.

No entanto, o conjunto {x ∈ C(Γ) : x ∈ G = Γ̂} é linearmente
independente, em que x é o caráter contínuo sobre Γ dado por γ 7→ x(γ),
para todo γ ∈ Γ. Donde segue que φ(

∑
g agh) = 0, para cada h. Como

φ é arbitrário, segue que
∑
g agh = 0 para cada h.

Assim, �xado h, temos que agh = 0, para cada g. Ou seja, a =∑
g,h agh ⊗ eg,h = 0 e ψ é injetiva.

Logo, se provarmos que ψ é um ∗-homomor�smo, concluiremos que
ψ é isométrica, pois já vimos que S é uma união de C∗-álgebras.

Vamos provar que ψ é ∗-homomor�smo. Para isso, é su�ciente mos-
trarmos que

ψ ((a⊗ eg,h)(b⊗ er,s)) = ψ(a⊗ eg,h)ψ(b⊗ er,s)

e
ψ(a⊗ eg,h)∗ = ψ ((a⊗ eg,h)∗) ,

para a⊗ eg,h, b⊗ er,s ∈ B#C∗(G).
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Para γ ∈ Γ temos

ψ ((a⊗ eg,h)(b⊗ er,s)) (γ) = [h = r]s(γ)ab.

Agora, como b ∈ Br−1s, temos que ρη(b) = η(r−1s)b, para cada
η ∈ Γ e assim temos

(ψ(a⊗ eg,h) ∗ ψ(b⊗ er,s))(γ) =

∫
S1

h(η)aρη
(
s(η−1γ)b

)
µ(dη)

=

∫
S1

h(η)as(η−1γ)r−1s(η)bµ(dη)

=

(∫
S1

h(η)r−1(η)µ(dη)

)
s(γ)ab.

O fato que
∫
S1 h(η)r−1(η)µ(dη) = [h = r] nos diz que ψ é homo-

mor�smo.
Mais ainda,

ψ(a⊗ eg,h)∗(γ) = ργ
(
ψ(a⊗ eg,h)(γ−1)∗

)
= h(γ)ργ(a)∗ = h(γ)g−1h(γ)a∗

= g(γ)a∗ = ψ(a∗ ⊗ eh,g)(γ).

Portanto, ψ se estende a um ∗-homomor�smo injetor

ψ̃ : B#C∗(G)→ B oρ Γ

e resta provarmos que ψ̃ é sobrejetivo.
Seja aχE ∈ B oρ Γ uma função característica no conjunto mensu-

rável E ⊆ Γ. Suponha que a ∈ Bh, para algum h ∈ G. Dado ε > 0,
usando a regularidade da medida de Haar µ de Γ obtemos um compacto
K ⊆ Γ e um aberto U ⊆ Γ tais que K ⊆ E ⊆ U e µ(U \K) < ε.

Pelo lema de Urysohn, obtemos uma função u ∈ C(Γ) tal que 0 ≤
u ≤ 1, u(K) = 1 e u(Γ \ U) = 0. Daí,

‖aχE − au‖BoρΓ ≤ ‖aχE − au‖1 =

∫
S1

‖aχE(η)− au(η)‖µ(dη)

≤
∫
U\K
‖a‖µ(dη) < ε‖a‖.

Pelo teorema de Stone-Weierstrass, temos que span{x ∈ C(Γ) : x ∈
G = Γ̂} é denso em C(Γ), donde segue que existem escalares cgi 's,
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i = 1, 2, . . . , n tais que ∥∥∥∥∥u−∑
i

cgigi

∥∥∥∥∥
∞

< ε.

Logo, ∥∥∥∥∥aχE − a
(∑

i

cgigi

)∥∥∥∥∥
BoρΓ

< 2ε‖a‖.

Colocando b =
∑
i(cgia⊗ egih−1,gi), temos que

‖ψ̃(b)− aχE‖BoρΓ < 2ε‖a‖.

Assim, observando que as funções características formam um con-
junto denso em B oρ Γ e B = ⊕g∈GBg, temos que ψ̃(B#C∗(G)) é
denso em B oρ Γ, ou seja, ψ̃(B#C∗(G)) = B oρ Γ.

Portanto, B#C∗(G) é isomorfo a B oρ Γ.
�

Muito embora o próximo teorema seja válido para o caso mais geral
de grupos localmente compactos abelianos (veja [25]), apresentamos
aqui uma demonstração para o caso discreto desenvolvida no contexto
de produtos smash.

A �m de provarmos o próximo teorema, lembremos que, se G é
um grupo localmente compacto abeliano, então a aplicação x 7→ ξx é
um isomor�smo topológico (um isomor�smo e um homeomor�smo) de

G em ̂̂
G, em que ξx(γ) = γ(x), para todo γ ∈ Ĝ. Esse resultado é

conhecido como teorema da dualidade de Pontryagin (Teorema 1.7.2,
[24]).

Teorema 5.2.6 (Dualidade de Takai). Seja A uma C∗-álgebra, G um
grupo discreto abeliano e α ação de G em A. Seja α̂ a ação dual. Então

(Aoα G) oα̂ Ĝ ∼= A⊗K(l2(G)).

Demonstração: Seja B = Aoα G, Γ = Ĝ e, para cada g ∈ G, seja

Bg = {b ∈ B : α̂γ(b) = γ(g)b, para todo γ ∈ Γ}.

Pelo que �zemos no Exemplo 5.1.1 e pela observação feita antes de
enunciar este resultado, temos que a coleção de subespaços {Bg}g∈G é
uma graduação para B.
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Suponhamos inicialmente que Bg = Aδg, para todo g em G. Neste
caso, vimos no Exemplo 5.2.4 que B#C∗(G) ∼= A ⊗ K(l2(G) e, por
outro lado, o Exemplo 5.2.5 nos diz que B#C∗(G) ∼= B oα̂ Γ. Conse-
quentemente, obtemos que Boα̂ Γ e A⊗K(l2(G)) são isomorfos, como
desejamos.

Portanto, o que precisamos fazer é veri�car que Bg = Aδg, para
cada g em G. De fato, como α̂γ(aδg) = γ(g)aδg, para quaisquer γ ∈ Γ
e a ∈ A, a inclusão Aδg ⊆ Bg é imediata.

Agora, suponhamos que b ∈ Bg e seja φ um funcional linear contínuo
sobre B. Sabemos que B = ⊕g∈GAδg e assim podemos obter uma
sequência (xm)m∈N em ⊕g∈GAδg tal que xm → b. Neste caso, para
γ ∈ Γ, temos que

|φ(α̂γ(b))− φ(α̂γ(xm))| ≤ ‖φ‖‖α̂γ(b− xm)‖ = ‖φ‖‖b− xm‖,

donde a sequência de funções γ 7→ φ(α̂γ(xm)) converge a γ 7→ φ(α̂γ(b))
na norma do supremo ‖ · ‖∞ de C(Γ). Em particular, tal convergência
também se dá em L2(Γ) com a norma ‖ · ‖2. No entanto, escrevendo
xm =

∑
i aimδgim podemos perceber que tais funções são precisamente∑

i φ(aimδgim )ξgim e φ(b)ξg, respectivamente.
Desta forma,

0 = lim
m

∥∥∥∥∥φ(b)ξg −
∑
i

φ(aimδgim )ξgim

∥∥∥∥∥
2

2

=
∥∥φ(b)ξg − φ(ajmδgjm )ξgjm

∥∥2

2
+
∑
i

im 6=jm

∥∥φ(aimδgim )ξgim
∥∥2

2
,

em que gjm = g para todo m.
Isso implica que ‖φ(b)ξg − φ(ajmδgjm )ξgjm‖

2
2 → 0 e, como φ é arbi-

trário, concluímos que b pertence ao fecho fraco de Aδg. Mas, uma vez
que Aδg é convexo e fechado, assim também é na topologia fraca. Ou
seja, b ∈ Aδg, completando a prova do teorema.

�

5.3 Uma equivalência entre �brados de Fell
e ações parciais

Nesta seção, apresentamos nosso principal resultado. Aplicando o
que desenvolvemos neste e no capítulo precedente, mostramos que um
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�brado de Fell estável sobre um grupo enumerável cuja álgebra da �bra
unidade é separável pode ser obtido através de uma ação parcial do
grupo base na álgebra Be.

Começamos apresentando um exemplo de um �brado de Fell que
não pode ser obtido a partir de uma ação parcial na sua álgebra da
�bra unidade.

Primeiramente, observamos que se B é um �brado de Fell dado por
uma ação parcial em Be, digamos B = {Bg}g∈G = {Dgδg}g∈G, então
para todo g ∈ G

Bg−1Bg = Dg−1δg−1Dgδg = αg−1(αg(Dg−1)Dg)δe = Dg−1δe.

Logo, neste caso, os ideais Bg−1Bg e BgBg−1 são isomorfos.
Agora, seja B = {Bn}n∈Z o �brado de Fell dado no Exemplo 2.1.4.

Ou seja, Bn = {0}, para todo n ∈ Z \ {−1, 0, 1} e B−1, B0, B1 são os
subespaços de M3(C) gerados, respectivamente, por matrizes da forma 0 0 0

∗ 0 0
∗ 0 0

 ,

 ∗ 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 e

 0 ∗ ∗
0 0 0
0 0 0

 .

Uma vez que

B−1B1 =

 0 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 , e B1B−1 =

 ∗ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

segue, como justi�camos acima, que B não é um �brado de Fell dado
por uma ação parcial em B0.

Podemos perceber, entretanto, que B−1B1 e B1B−1 são Morita
equivalentes. De fato, dado um �brado de Fell B = {Bg}g∈G, o subes-
paço Bg é um BgBg−1 −Bg−1Bg-bimódulo de imprimitividade com as
operações de multiplicação de B e produtos internos BgBg−1 〈x, y〉 = xy∗

e 〈x, y〉Bg−1Bg = x∗y.
Desta forma, supondo por um instante que o �brado de Fell é está-

vel, ou seja, que Be é uma C∗-álgebra estável, é possível provar que cada
ideal Bg−1Bg é também estável. Como uma consequência do teorema
de Brown-Green-Rie�el, no caso em que Be é também separável, existe
um isomor�smo entre os ideais Bg−1Bg e BgBg−1 , para cada g ∈ G.

Assim, no caso de um �brado de Fell (sobre um grupo enumerável)
satisfazendo as condições acima, ou seja, para um �brado de Fell estável
tal que Be é separável, vamos mostrar que C∗(B) é isomorfo, como C∗-
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álgebra graduada, a um produto cruzado parcial.

De�nição 5.3.1. Um �brado de Fell B é dito ser saturado se BsBt =
Bst, para quaisquer s, t ∈ G.

Exemplo 5.3.2. Seja α uma ação parcial de G em A e seja B o �brado
de Fell obtido a partir da ação α como na Proposição 3.2.1. Neste
caso, temos que Bg = Dgδg, para cada g ∈ G. Então B é saturado
se, e somente se, Dg = A, para todo g ∈ G. Em outras palavras, B é
saturado se, e somente se, α é uma ação global.

Demonstração: Observamos que, para a ∈ Dg e b ∈ Dg−1 , temos

aδg ∗ bδg−1 = αg(αg−1(a)b)δe ∈ Dgδe.

Por outro lado, tomando (uλ)λ∈Λ uma unidade aproximada para Dg,
segue que

aδe = lim
λ
auλδe = lim

λ
aδg ∗ αg−1(uλ)δg−1 .

Logo, BgBg−1 = DgδgDg−1δg−1 = Dgδe. Donde se B é saturado,
devemos ter Dg = A, para cada g. Reciprocamente, se Dg = A, para
cada g ∈ G, então

BsBt = AδsAδt = Aδst,

pois cada αg é um automor�smo de A.
�

Proposição 5.3.3. Seja B = ⊕g∈GBg uma C∗-álgebra graduada e seja
I o fecho de

S′ := {
∑
finita

bg−1h ⊗ eg,h : bg−1h ∈ Bg−1Bh}

na norma de B#C∗(G). Então I é um ideal da C∗-álgebra produto
smash B#C∗(G). Mais ainda, I é Morita equivalente a Be.

Demonstração: É su�ciente mostrarmos que

(bg−1bh ⊗ eg,h)(akl ⊗ ek,l) ∈ I e (ast ⊗ es,t)(bg−1bh ⊗ eg,h) ∈ I,

em que ast ∈ Bs−1t, bg−1 ∈ Bg−1 e bh ∈ Bh.
De fato,

(bg−1bh ⊗ eg,h)(ast ⊗ es,t) = [h = s]bg−1bhast ⊗ eg,t.
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Se h 6= s o resultado é claro. Suponha que h = s, então

bg−1bhast ∈ Bg−1BsBs−1t ⊆ Bg−1Bt.

Similarmente,

(ast ⊗ es,t)(bg−1bh ⊗ eg,h) = [t = g]astbg−1bh ⊗ es,h,

e no caso em que g = t, tem-se astbg−1bh ∈ Bs−1Bh.
Logo, I é um ideal em B#C∗(G).
Vamos mostrar agora que I ∼M Be.
Identi�camos Be com Be ⊗ ee,e ⊆ I e seja p = 1 ⊗ ee,e ∈ M(I).

A�rmamos que Be ⊗ ee,e = pIp e p é uma projeção cheia.
De fato, é fácil ver que Be ⊗ ee,e = pIp. Para ver que p é projeção

cheia, notemos que dado a = bg−1bh ⊗ eg,h ∈ I, tem-se

a = (bg−1 ⊗ eg,e)p(bh ⊗ ee,h),

donde concluímos que IpI é denso em I. Logo, p é projeção cheia.
Assim, Be pode ser visto como um canto cheio de I e, portanto, são

C∗-álgebras Morita equivalentes.
�

Observação 5.3.4. Se B = ⊕g∈GBg é uma C∗-álgebra graduada e o
�brado de Fell {Bg}g∈G é saturado, segue da proposição anterior que
Be e B#C∗(G) são Morita equivalentes.

Nosso objetivo agora é construir uma ação de G na C∗-álgebra pro-
duto smash B#C∗(G), e assim obter uma ação parcial em I por res-
trição.

Seja λg ∈ B(l2(G)) dado por

λg(ξ)(h) = ξ(g−1h),

em que ξ ∈ l2(G). Então cada λg é unitário e λ∗g = λg−1 . Mais ainda,
λgh = λgλh, para quaisquer g, h ∈ G. A aplicação λ : G → U(l2(G)),
g 7→ λg é chamada representação regular à esquerda.

Na próxima proposição, vamos mostrar que, para cada g ∈ G, o
elemento 1⊗ λg dá origem a um ∗-automor�smo de B#C∗(G).

Proposição 5.3.5. Seja θg : B#C∗(G)→ B#C∗(G) dada por

a 7→ (1⊗ λg)a(1⊗ λg−1).
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Então, θg está bem de�nida e de�ne um ∗-automor�smo de B#C∗(G).
Mais ainda, a aplicação g 7→ θg é uma ação de G em B#C∗(G).

Demonstração: Primeiramente, temos de mostrar que (1⊗ λg)a(1⊗
λg−1) ∈ B#C∗(G), para todo a ∈ B#C∗(G). Observamos que para
h ∈ G,

es,t(λg−1(δh)) = es,t(δg−1h) = [g−1h = t]δs = [h = gt]δs,

donde segue que es,tλg−1 = es,gt. Analogamente,

λg(es,t(δh)) = [h = t]λg(δs) = δgs

e concluímos que λges,t = egs,t.
Assim, se a = b⊗ es,t ∈ B#C∗(G), segue que

(1⊗λg)a(1⊗λg−1) = (1⊗λg)b⊗es,t(1⊗λg−1) = b⊗egs,gt ∈ B#C∗(G),

pois b ∈ Bs−1t = B(gs)−1(gt). Como elementos desta forma geram
B#C∗(G), segue que θg está bem de�nida.

Uma vez que cada λg é um unitário em B(l2(G)), tem-se que θg é
um ∗-automor�smo de B#C∗(G). Portanto, resta veri�carmos que a
aplicação g 7→ θg é uma ação de G em B#C∗(G).

De fato, sejam a ∈ B#C∗(G) e g, h em G. Então

θg(θh(a)) = (1⊗ λg)(1⊗ λh)a(1⊗ λh−1)(1⊗ λg−1)

= (1⊗ λgh)a(1⊗ λh−1g−1) = θgh(a).

�
O seguinte é nosso principal resultado:

Teorema 5.3.6. Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell estável sobre um
grupo enumerável G cuja álgebra relativa à �bra unidade é separável.
Então, existe uma ação parcial de G na álgebra Be tal que o �brado de
Fell associado é isomorfo a B.

Demonstração: Seja C∗(B) a C∗-álgebra seccional cheia do �brado
B. Lembremos que C∗(B) é uma C∗-álgebra G-graduada, com a gradu-
ação dada pela coleção de subespaços {Bg}g∈G. Seja I o ideal da C∗-
álgebra produto smash B#C∗(G) de�nido como na Proposição 5.3.3
e seja α = ({Dg}g∈G, {αg}g∈G) a ação parcial de G em I, como na
Observação 3.1.4. Vamos mostrar que C∗(B) é isomorfa, como C∗-
álgebra graduada, ao produto cruzado parcial (I ⊗K)oα⊗1 G, em que
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α⊗ 1 = ({Dg ⊗K}g∈G, {αg ⊗ 1}g∈G) é a ação parcial de G em I ⊗K
obtida a partir de α.

Observamos que, como a inclusão ι de I em I oα G é não dege-
nerada e injetiva (I contém uma unidade aproximada para I oα G),
podemos ver sua álgebra de multiplicadores M(I) como uma subál-
gebra de M(I oα G), contendo a unidade de M(I oα G), através da
extensão ι̃ (Proposição A.3.2). Além disso, é importante perceber que,
se v ∈M(I) e aδh ∈ Dhδh,

ι̃(v)aδh = lim
λ
ι(vuλ)aδh = lim

λ
vuλδeaδh = lim

λ
vuλaδh = vaδh,

e

aδhι̃(v) = aδh lim
λ
ι(uλv) = lim

λ
aδhuλvδe = lim

λ
αh(αh−1(a)uλv)δh

= αh(αh−1(a)v)δh.

Escrevemos vδe para ι̃(v) e assim,

vδeaδh = vaδh e aδhvδe = αh(αh−1(a)v)δh,

para todo v ∈M(I). Em particular, isso implica que vδeDhδh ⊆ Dhδh e
Dhδhvδe ⊆ Dhδh. Este fato será importante ao longo da demonstração,
uma vez que estamos interessados em isomor�smos entre C∗-álgebras
graduadas.

Consideremos p = 1 ⊗ ee,e ∈ M(I) e seja pδe ∈ M(I oα G). Mos-
tremos que pδe é projeção cheia e C∗(B) é isomorfa ao canto cheio
pδe(I oα G)pδe.

De fato, (I oα G)pδe(I oα G) ⊇ (Iδe)pδe(Iδe) = (IpI)δe. Já vimos
que p é uma projeção cheia vista como um multiplicador de I e assim
segue que

(I oα G)pδe(I oα G) ⊇ Iδe.

Neste caso, o ideal (I oα G)pδe(I oα G) contém uma unidade aproxi-
mada para I oα G, o que nos diz que pδe é também uma projeção
cheia.

A�rmamos que pδe(I oα G)pδe = B′, em que

B′ := span{bh ⊗ ee,hδh : h ∈ G, bh ∈ Bh}.

Seja y = aδr ∈ Drδr tal que y ∈ pδe(I oα G)pδe. Por um lado, isso
signi�ca que

aδr = (1⊗ ee,eδe)aδr = (1⊗ ee,e)aδr.
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Ou seja, a = (1⊗ee,e)a e neste caso, observamos que a ∈ span{bh⊗ee,h :
h ∈ G, bh ∈ Bh}.

Por outro lado,

aδr = aδr(pδe) = αr(αr−1(a)(1⊗ ee,e))δr,

o que implica que αr−1(a)(1⊗ee,e) = αr−1(a), donde αr−1(a) ∈ span{bh⊗
eh,e : h ∈ G, bh ∈ Bh−1}. Lembrando que αr−1(a) = θr−1(a) e θr−1(bh⊗
ee,h) = bh⊗er−1,r−1h, concluímos que a = br⊗ee,r, para algum br ∈ Br.

Agora, seja a ∈ I oα G e ε > 0. Seja x =
∑
g agδg ∈ ⊕g∈GDgδg tal

que ‖a− x‖ < ε. Desta forma,

‖pδeapδe − pδexpδe‖ < ε.

No entanto,

pδexpδe = pδe

(∑
g

agδg

)
pδe =

∑
g

pδe(agδg)pδe.

Para cada g, pδe(agδg)pδe ∈ pδe(IoαG)pδe é um elemento de Dgδg
(aqui entra o fato que vδeDhδh ⊆ Dhδh e Dhδhvδe ⊆ Dhδh, para todo
v ∈M(I)). Pelo que já foi feito, segue que, para cada g, existe bg ∈ Bg
tal que pδe(agδg)pδe = bg ⊗ ee,gδg. Logo,

pδexpδe ∈ span{bh ⊗ ee,hδh : bh ∈ Bh} ⊆ B′

e
‖pδeapδe − pδexpδe‖ < ε.

Como ε é arbitrário, concluímos que pδeapδe ∈ B′. Donde pδe(Ioα
G)pδe ⊆ B′.

Para a inclusão inversa, é su�ciente observarmos que

pδe(bh ⊗ eehδh) = (1⊗ eee)(bh ⊗ eeh)δh = bh ⊗ eehδh

e

bh ⊗ ee,hδh(1⊗ ee,eδe) = αh(αh−1(bh ⊗ ee,h)1⊗ ee,e)δh
= αh(bh ⊗ eh−1,e)δh = bh ⊗ ee,hδh,

para quaisquer h ∈ G e bh ∈ Bh.
Usando a caracterização provada acima, vamos mostrar que pδe(Ioα

G)pδe é isomorfo a C∗(B) e, consequentemente, teremos que C∗(B) e
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IoαG são Morita equivalentes. A �m de simpli�car a notação, a partir
de agora escrevemos B′ em vez de pδe(I oα G)pδe.

Considere a aplicação

ϕ : ⊕g∈GBg → B′∑
g∈G

bg 7→
∑
g∈G

bg ⊗ ee,gδg.

A�rmamos que ϕ é uma ∗-representação de ⊕g∈GBg.
Temos que

ϕ(bg)ϕ(bh) = (bg ⊗ ee,gδg)(bh ⊗ ee,hδh)

= αg((bg ⊗ eg−1e)(bh ⊗ ee,h))δgh

= bgbh ⊗ ee,ghδgh = ϕ(bgbh),

e
ϕ(bh)∗ = (bh ⊗ ee,hδh)∗ = b∗h ⊗ ee,h−1δh−1 = ϕ(b∗h).

Portanto, pela propriedade universal de C∗(B), ϕ se estende a um
∗-homomor�smo ϕ̃ : C∗(B)→ B′.

Por outro lado, consideremos a aplicação

ψ : ⊕g∈GDgδg → C∗(B)⊗K(l2(G))∑
agδg 7→ ag(1⊗ λg),

e mostremos que ψ é uma ∗-homomor�smo.
De fato, isso segue dos seguintes cálculos:

ψ(aδr)ψ(bδs) = a(1⊗ λr)b(1⊗ λs)
= a(1⊗ λr)b(1⊗ λr−1)(1⊗ λr)(1⊗ λs)
= aθr(b)(1⊗ λrs)
= θr(θr−1(a)b)(1⊗ λrs)
= αr(αr−1(a)b)(1⊗ λrs)
= ψ ((aδr)(bδs))

e

ψ(aδr)
∗ = [a(1⊗ λr)]∗ = (1⊗ λr−1)a∗

= (1⊗ λr−1)a∗(1⊗ λr)(1⊗ λr−1)

= αr−1(a∗)(1⊗ λr−1) = ψ ((aδr)
∗) ,
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em que a ∈ Dr e b ∈ Ds.
Agora, pela propriedade universal do produto cruzado parcial I oα

G, ψ se estende a um ∗-homomor�smo ψ̃ : IoαG→ C∗(B)⊗K(l2(G)).
Por �m, observamos que para bh ∈ Bh,

ψ̃(bh ⊗ ee,hδh) = bh ⊗ ee,e ∈ C∗(B)⊗ ee,e,

e identi�cando C∗(B) com C∗(B)⊗ ee,e, temos que ψ̃ = ϕ̃−1. Ou seja,
�ca provado que C∗(B) e B′ são C∗-álgebras isomorfas.

Como G é enumerável e Be é separável, segue que I é possui ele-
mento estritamente positivo1. Como p = 1 ⊗ eee ∈ M(I) é uma pro-
jeção cheia, o Lema 4.3.11 nos diz que existe uma isometria parcial
v ∈M(I ⊗K) tal que v∗v = 1⊗ 1 e vv∗ = p⊗ 1.

Seja ι⊗ 1 a inclusão de I ⊗K em M((I oα G)⊗K). Ou seja, em
um tensor elementar a⊗ k tem-se (ι⊗ 1)(a⊗ k) = aδe⊗ k. Seja ι̃⊗ 1 a
extensão de ι⊗1 à álgebra de multiplicadoresM(I⊗K). Considerando
u = (ι̃⊗ 1)(v) ∈M((IoαG)⊗K), temos que u∗u = 1 e uu∗ = pδe⊗1.
Como podemos ver na demonstração do Corolário 4.3.13, a isometria
parcial u dá origem a um isomor�smo entre B′ ⊗ K e (I oα G) ⊗ K
através da aplicação y 7→ u∗yu, para y ∈ B′ ⊗ K. Tal isomor�smo
é um isomor�smo de C∗-álgebras graduadas, pois u é imagem de um
multiplicador de I ⊗ K por ι̃⊗ 1 e, portanto, preserva a graduação
(análogo ao feito no início desta demonstração).

Pela Proposição 4.2.7, segue que (I oα G) ⊗ K ∼= I ⊗ K oα⊗1 G
e pela Proposição 4.2.8, C∗(B) é uma C∗-álgebra estável como C∗-
álgebra graduada. Como o isomor�smo construído entre C∗(B) e B′

também preserva a graduação, concluímos que C∗(B) e (I⊗K)oα⊗1G
são C∗-álgebras graduadas isomorfas.

Considerando a ação parcial de G sobre a C∗-álgebra Be corres-
pondente a α ⊗ 1, obtemos um �brado de Fell isomorfo a B (Exemplo
4.2.3).

�

Observação 5.3.7. É possível enfraquecer a hipótese do Teorema 5.3.6,
exigindo que cada ideal Bg−1Bg possua elemento estritamente positivo,
em vez da separabilidade de Be.

Assumindo um contra-exemplo para o teorema de Brown-Green-
Rie�el (Teorema 4.3.15), �ca fácil encontrar um exemplo de um �brado

1 Seja {g1, g2, . . . , gn, . . .} uma enumeração para G e seja (vgn)n∈N uma unidade
aproximada enumerável para Bg−1Bg . Para n ∈ N, colocamos un =

∑n
i=1 v

gi
n ⊗

egigi . Então (un)n∈N é uma unidade aproximada para I.
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de Fell estável sobre um grupo enumerável que não pode ser obtido a
partir de uma ação parcial.

Com efeito, sejam A e B C∗-álgebras Morita equivalentes, mas não
estavelmente isomorfas. Claro, uma delas não cumpre a hipótese de
possuir um elemento estritamente positivo. Seja X um A⊗K−B⊗K-
bimódulo de imprimitividade e seja C a álgebra de ligação de X. Seja
{Bn}n∈Z o �brado de Fell como no Exemplo 2.1.6. Ou seja, Bn = {0},
para cada n ∈ Z \ {−1, 0, 1}, e B−1, B0, B1 são os subespaços de C
de�nidos, respectivamente, por(

0 0

X̃ 0

)
,

(
A⊗K 0

0 B ⊗K

)
e

(
0 X
0 0

)
.

Como já argumentamos ao longo do texto, se B = {Bn}n∈Z é um
�brado de Fell relativo a uma ação parcial de Z em Be, então deve
existir um isomor�smo entre os ideais B−1B1 e B1B−1. No entanto,

B−1B1 =

(
0 0

X̃ 0

)(
0 X
0 0

)
=

(
0 0
0 B ⊗K

)
e

B1B−1 =

(
0 X
0 0

)(
0 0

X̃ 0

)
=

(
A⊗K 0

0 0

)
,

que não são C∗-álgebras isomorfas.
Vamos apresentar agora dois corolários do Teorema 5.3.6. No pri-

meiro, aplicamos o teorema para a estabilização de um �brado de Fell
satisfazendo as hipóteses de enumerabilidade do grupo e separabilidade
da álgebra da �bra unidade.

Corolário 5.3.8. Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell sobre um grupo
enumerável G cuja álgebra da �bra unidade é separável e seja B⊗K sua
estabilização. Então existe uma ação parcial de G na álgebra Be ⊗K
tal que o �brado de Fell associado é isomorfo a B ⊗K.

Demonstração: Basta observarmos que B ⊗ K satisfaz as hipóteses
do Teorema 5.3.6, uma vez que B ⊗K é estável e Be ⊗K é separável,
uma vez que Be e K são separáveis.

�
O próximo corolário é um resultado de [7], que neste trabalho obti-

vemos como uma consequência do Teorema 5.3.6.

Corolário 5.3.9. Seja B = {Bg}g∈G um �brado de Fell saturado e
estável sobre um grupo enumerável G cuja álgebra da �bra unidade é
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separável. Então existe uma ação global de G na álgebra Be tal que o
�brado de Fell associado é isomorfo a B.

Demonstração: Pelo Teorema 5.3.6, existe uma ação parcial de G
em Be tal que o �brado de Fell associado é isomorfo a B. Se α =
({Dg}g∈G, {αg}g∈G) é tal ação parcial, segue do Exemplo 5.3.2 que α
é uma ação global.

�
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Considerações �nais

Combinando o que apresentamos neste trabalho com os resultados
obtidos em [10], podemos tirar importantes conclusões envolvendo C∗-
álgebras graduadas.

De acordo com [10], uma C∗-álgebra graduada B é dita ser topolo-
gicamente graduada se existe uma transformação linear limitada de B
em Be que é a aplicação identidade em Be e se anula em cada subes-
paço Bt, para t 6= e. Ainda em [10], um importante resultado obtido
é que, para um �brado de Fell amenable B, qualquer C∗-álgebra topo-
logicamente graduada cujo �brado de Fell associado coincide com B, é
isomorfa à C∗-álgebra seccional reduzida de B.

Em particular, através do Teorema 5.3.6 e dos resultados citados
acima, temos condições su�cientes para determinar se uma C∗-álgebra
graduada é um produto cruzado parcial da sua álgebra da �bra unidade
pelo grupo base. Em suma, se o �brado de Fell associado a uma C∗-
álgebra topologicamente graduada é amenable e satisfaz as hipóteses
do Teorema 5.3.6, então tal C∗-álgebra é, de fato, um produto cruzado
parcial como de�nimos na Seção 3.2.
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Apêndice A

Alguns resultados
auxiliares

Neste apêndice, apresentamos a construção da C∗-álgebra envol-
vente de uma ∗-álgebra admissível, algumas de�nições equivalentes de
elementos estritamente positivos em uma C∗-álgebra, além de alguns
fatos sobre a álgebra de multiplicadores de uma C∗-álgebra.

A.1 C∗-álgebra envolvente

Nesta seção, de�nimos a C∗-álgebra envolvente de uma ∗-álgebra e
mostramos que sempre existe a C∗-álgebra envolvente de uma ∗-álgebra
admissível. Como referências, citamos [9] e [20].

Ao longo desta seção, B é uma ∗-álgebra.

De�nição A.1.1. Uma C∗-álgebra envolvente de B é uma C∗-álgebra
A equipada com um ∗-homomor�smo ι : B → A tal que para toda C∗-
álgebra C e para todo ∗-homomor�smo ϕ : B → C, existe um único
∗-homomor�smo ϕ̃ : A→ C tal que o diagrama

B
ϕ

��

ι // A

ϕ̃

��
C

comuta. Em outras palavras, ϕ̃ ◦ ι = ϕ.
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De�nição A.1.2. Dizemos que B é admissível se para cada b ∈ B,
existe M > 0 tal que se C é uma C∗-álgebra e ϕ : B → C é um
∗-homomor�smo, então ‖ϕ(b)‖ ≤M .

Se B é uma ∗-álgebra admissível, vamos denotar supπ ‖π(b)‖ o su-
premo do conjunto

{‖π(b)‖ : π : B → C, C é uma C∗-álgebra, π é um ∗-homomor�smo}.

Teorema A.1.3. Seja B uma ∗-álgebra admissível. Então existe uma
C∗-álgebra envolvente para B, que é única a menos de ∗-isomor�smos.

Demonstração: Observamos que a aplicação ‖| · ‖| : B → R+ dada
por b 7→ supπ ‖π(b)‖ está bem de�nida e de�ne uma C∗-seminorma
em B. Seja N = {b ∈ B : ‖|b‖| = 0}. Então, I é um ∗-ideal de B
e podemos considerar o quociente B/N , que é uma ∗-álgebra com as
operações de multiplicação e involução de�nidas por

(b+N)(b′ +N) := bb′ +N,

e
(b+N)∗ := b∗ +N,

para b, b′ ∈ B.
De�nimos em B/N a aplicação ‖ · ‖ : B/N → R+ por

‖b+N‖ = sup
π
‖π(b)‖.

Notemos que ‖ · ‖ está bem de�nida, pois se b+N = b′ +N , segue
que b− b′ ∈ N . Logo, π(b) = π(b′), para todo ∗-homomor�smo π de B
em uma C∗-álgebra C. Consequentemente, ‖b+N‖ = ‖b′ +N‖.

É fácil ver que ‖·‖ de�ne uma C∗-norma em B/N , já que ‖b+N‖ = 0
implica que supπ ‖π(b)‖ = 0 e, portanto, b ∈ N .

Seja A o completamento de (B/N, ‖ · ‖). Segue que A é uma C∗-
álgebra. Sendo ι : B → A a aplicação quociente, ou seja, ι(b) = b+N ,
para todo b ∈ B, vamos mostrar que (A, ι) é uma C∗-álgebra envolvente
para B.

De fato, seja C uma C∗-álgebra e ϕ : B → C um ∗-homomor�smo.
De�nimos

ϕ̃ : B/N → C

b+N 7→ ϕ(b).

Segue que ϕ̃ está bem de�nida, pois se b+N = b′ +N , temos que
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ϕ(b − b′) = 0, já que supπ ‖π(b − b′)‖ = 0. Como ϕ é linear, obtemos
ϕ(b) = ϕ(b′). Além disso, ϕ̃ é um ∗-homomor�smo.

Agora, uma vez que

‖ϕ̃(b+N)‖ = ‖ϕ(b)‖ ≤ sup
π
‖π(b)‖ = ‖b+N‖,

concluímos que ϕ̃ se estende a um ∗-homomor�smo de A em C, que
continuaremos denotando por ϕ̃. Mais ainda, para todo b ∈ B,

ϕ̃(ι(b)) = ϕ̃(b+N) = ϕ(b)

e assim ϕ̃ ◦ ι = ϕ. A unicidade de ϕ̃ segue do fato de ι(B) ser denso
em A.

Logo, resta somente mostrarmos a unicidade de A, a menos de ∗-
isomor�smos.

Seja (C, ) uma outra C∗-álgebra envolvente para B. Primeira-
mente, notemos que o ∗-automor�smo identidade IdC faz o diagrama

B


��

 // C

IdC
��
C

comutar. Analogamente, o diagrama

B

ι

��

ι // A

IdA
��
A

comuta.

Por outro lado, usando as propriedades universais de A e C, res-
pectivamente, podemos obter únicos ∗-homomor�smos ϕ : A → C e
ϕ′ : C → A tais que os diagramas

B


��

ι // A

ϕ

��
C
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e
B

ι

��

 // C

ϕ′

��
A

comutam. Daí, podemos concluir que ϕ ◦ ϕ′ ◦  =  e ϕ′ ◦ ϕ ◦ ι = ι.
Portanto, por unicidade, devemos ter ϕ ◦ ϕ′ = IdC e ϕ′ ◦ ϕ = IdA,

completando a prova do teorema.
�

A.2 Elementos estritamente positivos

Nesta seção, de�nimos elemento estritamente positivo e, entre ou-
tras coisas, mostramos que uma C∗-álgebra possui um elemento es-
tritamente positivo se, e somente se, possui uma unidade aproximada
sequencial. Como uma consequência, concluímos que toda C∗-álgebra
separável possui elemento estritamente positivo.

A principal referência usada nesta seção é [20].

De�nição A.2.1. Dizemos que um elemento positivo e de uma C∗-
álgebra A é estritamente positivo, se eAe = A.

Proposição A.2.2. Seja A uma C∗-álgebra e e ∈ A um elemento
positivo. São equivalentes:

(i) Ae é denso em A;

(ii) φ(e) > 0 para todo estado φ de A;

(iii) e é estritamente positivo.

Demonstração: Suponha que valha (i) e seja φ um estado de A. Uma
vez que e é positivo, escrevemos e = c∗c, com c ∈ a. Pelo Teorema 3.3.7
de [20], dizer que φ(e) = φ(c∗c) = 0, implica que φ(ac) = 0, para todo
a ∈ A. Uma vez que Ac é denso em A, temos φ = 0, o que é uma
contradição. Logo, φ(e) > 0 e segue (i)⇒(ii).

Para (ii)⇒(iii), vamos usar o Teorema 5.3.1 de [20] que a�rma que
se B1 e B2 são C∗-subálgebras hereditárias de uma C∗-álgebra A tais
que B1 ⊆ B2, então se todo funcional linear positivo τ de A se anula
em B1 também se anula em B2, segue que B1 = B2.

Com este resultado em mãos, se B = eAe, devemos ter B = A. Com
efeito, caso contrário existiria um estado φ de A tal que φ(B) = 0. Neste
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caso, φ(ee) = 0 e novamente usando o Teorema 3.3.7 de [20], teríamos
φ(e) = 0, contradizendo (ii).

Para (iii)⇒(i) basta observar que eAe ⊆ Ae.
�

Proposição A.2.3. Seja A uma C∗-álgebra. São equivalentes:
(i) A possui um elemento estritamente positivo;

(ii) A possui uma unidade aproximada sequencial.

Demonstração: Começamos por mostrar a implicação (i)⇒(ii). Seja
e um elemento estritamente positivo de A. Para cada n ∈ N, colocamos

un = e

(
e+

1

n

)−1

.

Mostremos que (un)n∈N é uma unidade aproximada enumerável para
A.

Para cada n ∈ N, seja gn : σ(e)→ R a função

t 7→ t2

t+ 1
n

.

Então, a sequência de funções (gn)n∈N é pontualmente crescente e con-
verge pontualmente à função inclusão z : σ(e) → R. Como σ(e) é
compacto, pelo teorema de Dini, segue que gn → z uniformemente.

No entanto, o ∗-isomor�smo ϕ entre C(σ(e)) e C∗(e, 1) é tal que
ϕ(z) = e. Segue que ϕ(gn) → e. Como ϕ(gn) = eun, concluímos que
eun → e. Mas, Ae é denso em A, e assim obtemos que aun → a, para
todo a ∈ A.

Para (ii)⇒(i), seja (un)n∈N uma unidade aproximada sequencial
para A. Seja

e =

∞∑
n=1

un
2n

e provemos que e é estritamente positivo. Para isso, vamos mostrar
que φ(e) > 0, para todo estado φ de A, e o resultado segue como uma
consequência da Proposição A.2.2.

Suponha que φ seja um estado de A. Como ‖φ‖ = limn φ(un) = 1,
deve existir N ∈ N tal que φ(uN ) > 0. Logo, como φ(un) ≥ 0 para
todo n ∈ N,

φ(e) =

∞∑
n=1

φ(un)

2n
≥ φ(uN )

2N
> 0.
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�
Uma C∗-álgebra que possui uma unidade aproximada sequencial é

dita ser σ-unital.
O seguinte é uma consequência da proposição anterior, e sua de-

monstração pode ser encontrada em [20], Observação 3.1.1.

Corolário A.2.4. Seja A uma C∗-álgebra separável. Então A possui
elemento estritamente positivo.

A.3 Álgebra de multiplicadores

Nesta seção, de�nimos a topologia estrita da álgebra de multipli-
cadores, mostramos que um ∗-homomor�smo nãodegenerado de uma
C∗-álgebra se estende unicamente a um ∗-homomor�smo unital da sua
álgebra multiplicadores e tal ∗-homomor�smo é também estritamente
contínuo. Além disso, de�nimos o produto tensorial espacial de C∗-
álgebras e, neste contexto, mostramos um resultado que relaciona o
produto tensorial das álgebras de multiplicadores com a álgebra de
multiplicadores do produto tensorial.

A.3.1 Topologia estrita

Considere a topologia sobre M(A) gerada pelas seminormas

‖b‖a = ‖ba‖+ ‖ab‖,

em que b ∈ M(A) e a ∈ A. Tal topologia é chamada topologia estrita
de M(A). Assim, um net (µλ)λ∈Λ em M(A) converge a µ na topologia
estrita se, e somente se, µλa→ µa e aµλ → aµ, para todo a ∈ A.

Observação A.3.1. A é denso em M(A) na topologia estrita.

Demonstração: De fato, para µ ∈ M(A), temos que uλµ converge
a µ na topologia estrita, em que (uλ)λ∈Λ é uma unidade aproximada
para A.

�

Proposição A.3.2. Seja π : A→M(B) um ∗-homomor�smo nãode-
generado ( π(A)B = B). Então existe uma única extensão de π a um
∗-homomor�smo unital π̃ : M(A)→M(B).

Demonstração: Uma vez que π é não-degenerada, segue que π(uλ)b
converge a b, para qualquer b ∈ B. Assim, obtemos uma sequência
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{π(an)b}n∈N tal que limn π(an)b = b. De mesma forma, podemos obter
uma sequência {bπ(a′n)}n∈N tal que limn bπ(a′n) = b. Com isso, para
µ ∈M(A), de�nimos π̃(µ) = (π̃L(µ), π̃R(µ)), em que

π̃L(µ)(b) = lim
n
π(µan)b, e π̃R(µ)(b) = lim

n
bπ(a′nµ).

Provemos que π̃(µ) está bem de�nida e é um elemento de M(B).
Primeiramente, sabemos que µ∗µ ≤ ‖µ‖2 e consequentemente

b∗π(a∗µ∗µa)b ≤ ‖µ‖2b∗π(a∗a)b.

Logo,
‖π(µa)b‖ ≤ ‖µ‖‖π(a)b‖.

Analogamente,

‖bπ(aµ)‖ = ‖π(µ∗a∗)b∗‖ ≤ ‖µ‖‖bπ(a)‖.

Esta desigualdade terá uma importância fundamental ao longo da de-
monstração.

Dai, segue que

‖π(µan)b− π(µam)b‖ ≤ ‖µ‖‖π(an)b− π(am)b‖

e, consequentemente, o limite limn π(µan)b existe. Com o mesmo ar-
gumento prova-se que tal limite independe da sequência que tomarmos
desta forma convergindo a b. Usando que Bπ(A) é denso em B e argu-
mentando similarmente, obtemos que o limite limn bπ(anµ) existe, em
que bπ(an)→ b.

Observamos também que se b, c ∈ B, π(an)b → b, π(a′n)c → c e
π(cn)(b+c)→ b+c, em que (an)n∈N, (a′n)n∈N e (cn)n∈N são sequências
em A, então, para λ ∈ Λ �xado,

‖π(µuλ)(π(an)b+ π(a′n)c− π(cn)(b+ c))‖ ≤ (4),

em que (4) = ‖µ‖‖π(an)b + π(a′n)c − π(cn)(b + c)‖, e isto segue da
desigualdade que apresentamos no início da demonstração.

Passando ao limite sobre λ e depois sobre n, concluímos que a apli-
cação π̃L(µ) dada por b 7→ limn π(µan)b é linear. O mesmo vale para
π̃(µ)R de�nida por b 7→ limn bπ(anµ), em que bπ(an)→ b.

Mais ainda, para quaisquer b, b′ ∈ B,

π̃(µ)L(bb′) = lim
n
π(µan)bb′ = π̃(µ)L(b)b′,
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já que π(an)bb′ → bb′, sempre que π(an)b→ b. Também temos que

π̃(µ)R(bb′) = bπ̃(µ)R(b′).

Por �m, suponha que bπ(an)→ b e π(a′n)b′ → b′, Então,

π̃(µ)R(b)b′ = lim
n
bπ(anµ)π(a′n)b′

= lim
n
bπ(an)π(µa′n)b′ = bπ̃(µ)L(b′).

Logo, π̃(µ) = (π̃L(µ), π̃R(µ)) é um elemento de M(B). Além disso,
prova-se que π̃ : M(A)→M(B), µ 7→ π̃(µ) é um ∗-homomor�smo. É
fácil ver que π̃ é unital e estende π.

Se ϕ : M(A) → M(B) é outro ∗-homomor�smo unital estendendo
π, para cada a ∈ A e µ ∈M(A), temos que

ϕ(µ)π(a) = ϕ(µa) = π(µa) = π̃(µ)π(a).

Usando que π é não-degenerada e unidade aproximada, obtemos que
ϕ(µ) = π̃(µ), donde ϕ = π̃.

�
Na próxima proposição, usaremos a Proposição 2.33 de [23], que diz

o seguinte: seja X um A-módulo de Banach nãodegenerado, no sentido
de que X é um espaço de Banach e ‖ax‖ ≤ ‖a‖‖x‖, e span{ax : a ∈
A, x ∈ X} é denso em X. Então todo elemento de X é da forma ax,
para algum a ∈ A e x ∈ X.

Proposição A.3.3. Sejam A e B C∗-álgebras e seja π : A → M(B)
um ∗-homomor�smo nãodegenerado. Então a extensão de π, π̃ : M(A)→
M(B) é contínuo nas respectivas topologias estritas de M(A) e M(B).

Demonstração: Seja (µλ)λ∈Λ um net em M(A) tal que µλ → µ
estritamente. Temos de mostrar que π(µλ)→ π(µ) estritamente.

Com efeito, seja b ∈ B. Neste caso, B é um A-módulo de Banach
com a ação de módulo dada por a 7→ π(a)b. Assim, pela Proposição
que enunciamos acima, temos que b = π(a)c, para algum a ∈ A e c ∈ B.
Segue que

‖π(µ)b− π(µλ)b‖ = ‖π(µa− µλa)c‖ ≤ ‖µa− µλa‖‖c‖

que converge 0. O mesmo vale para ‖bπ(µ)− bπ(µλ)‖ considerando B
como um A-módulo de Banach à direita.

�
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A.3.2 Produto tensorial espacial de álgebras de mul-

tiplicadores

Lembremos que se A e B são C∗-álgebras, com representações uni-
versais (ψ,H) e (ϕ,K), respectivamente, então existe um único ∗-
homomor�smo injetivo π : A ⊗ B → B(H⊗̂K) tal que π(a ⊗ b) =
ϕ(a)⊗ π(b), para quaisquer a ∈ A, b ∈ B. A função

‖ · ‖∗ : A⊗B → R+

c 7→ ‖π(c)‖

é uma C∗-norma sobre A ⊗ B chamada C∗-norma espacial. O com-
pletamento de A⊗B com relação a ‖ · ‖∗ é chamado produto tensorial
espacial de A e B, e é denotado por A⊗∗ B.

Dizemos que A é nuclear, se para toda C∗-álgebra B, existe somente
uma C∗-norma sobre A ⊗ B. Neste caso, denotamos a C∗-álgebra
produto tensorial de A e B simplesmente por A⊗B. Segue do Exemplo
6.2.3 de [20] que K(H) é nuclear, em que H é um espaço de Hilbert e
K(H) denota a C∗-álgebra de todos os operadores compactos sobre H.

A �m de mostrar que, se A e B são C∗-álgebras, então M(A) ⊗∗
M(B) ⊆M(A⊗∗ B), façamos uma proposição que mostra que a álge-
bra de multiplicadores de uma C∗-álgebra A possui uma propriedade
universal:

Proposição A.3.4. Seja B uma C∗-álgebra unital contendo A como
um ideal. Então existe um único ∗-homomor�smo unital B → M(A)
cuja restrição a A coincide com a inclusão canônica A → M(A).
Mais ainda, se A é essencial em B (bA = 0 ⇒ b = 0), então o ∗-
homomor�smo associado B →M(A) é injetivo.

Demonstração: Seja B uma C∗-álgebra contendo A como ideal. Dado
b ∈ B, notemos que a aplicação Lb : A → A, a 7→ ba é linear e
satisfaz Lb(ac) = Lb(a)c, para quaisquer a, c ∈ A. O mesmo vale para
Rb : A→ A, a 7→ ab e além disso, Rb(a)c = aLb(c). De�nimos

π : B → M(A)

b 7→ (Lb, Rb).

Então π é unital e estende a inclusão canônica de A emM(A). Para
b, b′ ∈ B e a ∈ A, temos

Lb(Lb′(a)) = bb′a = Lbb′(a)
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e
Rb′(Rb(a)) = abb′ = Rbb′(a),

donde π(b)π(b′) = π(bb′).
Além disso,

L∗b(a) = (Lb(a
∗))∗ = ab∗ = Rb∗(a), R∗b(a) = (Rb(a

∗))∗ = b∗a = Lb∗(a).

Portanto,

π(b)∗ = (Lb, Rb)
∗ = (R∗b , L

∗
b) = (Lb∗ , Rb∗) = π(b∗),

o que completa a prova de que π é um ∗-homomor�smo.
Para ver que π é único, seja ϕ : B → M(A) um ∗-homomor�smo

unital estendendo a inclusão canônica ι : A → M(A). Então, para
a ∈ A e b ∈ B,

ϕ(b)ι(a) = ϕ(b)ϕ(a) = ϕ(ba) = π(ba) = π(b)ι(a).

Logo,
(ϕ(b)− π(b)) ι(a) = 0, para todo a ∈ A.

Como A é um ideal essencial em M(A), segue que ϕ(b) = π(b), para
todo b ∈ B.

Suponha agora que A seja um ideal essencial em B. Assim, se b ∈ B
é tal que π(b) = 0 temos que bA = 0 e Ab = 0, donde b = 0. Segue que
π é injetivo.

�
O seguinte é uma consequência da Proposição A.3.4:

Proposição A.3.5. Sejam A e B C∗-álgebras, então existe um ∗-
homomor�smo injetor e unital de π : M(A) ⊗∗M(B) → M(A ⊗∗ B)
estendendo a inclusão canônica de A⊗∗ B em M(A⊗∗ B).

Demonstração: Sejam (ϕ,H) e (ψ,K) representações injetivas e não-
degeneradas de A e B, respectivamente. Pelo Teorema 6.3.3 de [20],
existe um único ∗-homomor�smo injetor ϕ⊗̂ψ : A ⊗∗ B → B(H⊗̂K)
tal que

ϕ⊗̂ψ(a⊗ b) = ϕ(a)⊗̂ψ(b),

para quaisquer a ∈ A e b ∈ B. Além disso, ϕ⊗̂ψ é não-degenerada.
Por outro lado, sejam ϕ̃ : M(A) → B(H) e ψ̃ : M(B) → B(K)

as extensões de ϕ e ψ, respectivamente, a M(A) e M(B), como na
Proposição A.3.2. Temos que ϕ̃ e ψ̃ são injetivos e, assim, obtemos um
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∗-homomor�smo injetivo ϕ̃⊗̂ψ̃ : M(A)⊗∗M(B)→ B(H⊗̂K) tal que(
ϕ̃⊗̂ψ̃

)
(µ⊗ ν) = ϕ̃(µ)⊗̂ψ̃(ν),

para quaisquer µ ∈M(A) e ν ∈M(B).
Observamos que a restrição de ϕ̃⊗̂ψ̃ a A⊗∗ B é exatamente ϕ⊗̂ψ.

Donde se c ∈M(A)⊗∗M(B) é tal que c(A⊗∗B) = 0, temos ϕ̃⊗̂ψ̃(c) =
0, pois ϕ⊗̂ψ é não-degenerada. Portanto, o resultado segue da Propo-
sição A.3.4.

�
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