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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de solugoes para
um problema de Cauchy associado a uma equacao semilinear do tipo
placas/Boussinesq generalizada, com efeitos dissipativos e poténcias
fracionérias do operador Laplaciano. Além disso, estudamos taxas de
decaimento da solucdo na norma L2 e da energia associada ao sistema.
Mostramos que as taxas de decaimento dependem das poténcias fraci-
onarias do operador Laplaciano que definem a equacao de evolugao de
segunda ordem no tempo.

Palavras-chave: Equacao tipo placas/Boussinesq. Laplaciano fra-

cionério. Existéncia e unicidade de solucao. Taxas de decaimento.
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Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of solutions for
a Cauchy problem associated with a generalized plate/Boussinesq se-
milinear type equation with dissipative effects and fractional Laplacian
operators. In addition, we study decay rates of the solution in L? norm
and of the energy associated with the system. We show that the decay
rates depend on the fractional powers of the operators that define the
fractional second order evolution equation.

Keywords: Plate/Boussinesq type equation. Fractional Laplacian.

Existence and uniqueness of solution. Decay rates.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy em (1) a seguir,
associado a uma equagao diferencial parcial semilinear dissipativa gene-
ralizada de segunda ordem no tempo, envolvendo poténcias fracionarias

do operador Laplaciano.

gt + (=A) up 4+ (=A)%u+ (=A) u, = f(=A)7 (wP),
u(0, z) = uo(x), (1)

ut(0,2) = uq (),

onde u = u(t,z), com (t,z) € (0,00) x R", § # 0, p > 1 inteiro e as

poténcias do operador Laplaciano a;, ¢, 0 e v satisfazem

o a+9d
0<d<a<2, 0<0<—— e 53%%.

Esse problema de Cauchy generaliza diversos tipos de fenémenos fi-
sicos como por exemplo, vibracoes de placas, propagacao de ondas, além
de problemas de hidrodindmica como por exemplo, ondas em &aguas
rasas. Também em [21] Maugin prop6s um tipo de modelo de Bous-

sinesq para tratar dindmica de redes nao lineares em cristais elasticos.

Sander-Hutter [27] relatam resumidamente a historia da evolugao desses



problemas em hidrodindmica, em especial na teoria de ondas solitarias.

A primeira tentativa de modelagem matematica de ondas em aguas
rasas, foi feita por Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929) em 1871,
que levou em consideragao as aceleracoes verticais das particulas fluidas
e admitiu uma onda solitaria como solugao, mas negligenciou um certo
nimero de termos de produtos de derivadas considerando apenas os
efeitos de primeira ordem nao lineares. Essas equacoes sao chamadas
equagoes classicas de Boussinesq.

Para melhor modelar alguns desses fenomenos hidrodindmicos, fo-
ram desenvolvidas outras equagoes, com origem nas equagoes classicas,
considerando termos de ordem superior que Boussinesq ignorou, cha-
madas equagoes da classe Boussinesq. Entre elas estao as equacoes de
Korteweg-de Vries, Green-Naghdi [9] e Peregrine [25]. Outras equa-
goes relacionadas as de Boussinesq, sdo as chamadas IBq (Boussinesq
melhorada) e IMBq (Boussinesq melhorada modificada).

Para o modelo que consideramos neste trabalho, quando 6 = a = 2,
v =1ep = 2, temos uma equagao de Boussinesq de sexta ordem
e quando, além disso, # = 1, temos uma equacao de Boussinesq sob
efeitos de uma dissipacao hidrodindmica. Mais detalhes sobre equacoes
de Boussinesq e suas caracteristicas, podem ser encontradas nos artigos
de Esfahani-Farah-Wang [4], Wang-Chen [31], Wang-Xu [33] e [34] e
Wang-Xue [35], citados nas referéncias bibliograficas deste trabalho.

Por outro lado, quandoéz1,a=2,9=0,’y=00u*y:%e
n = 2, temos uma equagao (linear se 8 = 0) para vibragoes nao lineares
de placas sob efeitos de inércia rotacional (ver Geredeli-Lasiecka [7]) e
de uma dissipacao friccional. Resultados particulares sobre problemas
associados a equagoes com essas propriedades, podem ser encontra-

dos nos artigos de Charao-Luz-Ikehata [3], Luz-Charao [18] e Sugitani-



Kawashima [29], citados nas referéncias deste trabalho.

Além disso, quando a =1, =60 =0, 8 # 0 e v = 0, temos uma
equacgao de ondas semilinear com dissipagao friccional. Quando a =1,
0=0=0,8#0,v=1ep =2, temos uma equagao classica de
Boussinesq dissipativa.

Os resultados apresentados neste trabalho generalizam e/ou recu-
peram resultados obtidos anteriormente na literatura. Em particular
citamos os trabalhos de Charao-Luz-Tkehata [3], Horbach [11], Horbach-
Charao [12], Tkehata [13], Ikehata-Natsume [14], Luz-Charéo [18], Mat-
sumura [20], Schnaubelt [28] e Sugitani-Kawashima [29], citados nas
referéncias deste trabalho.

O presente trabalho esté dividido em cinco capitulos, sendo que no
Capitulo 1 apresentamos algumas defini¢oes e alguns resultados impor-
tantes de analise funcional, teoria de distribuigoes, espacos de Sobolev,
além de resultados relativos & teoria de semigrupos.

Esses resultados sao usados para mostrarmos a existéncia e a unici-
dade de solugoes, bem como, para encontrar taxas de decaimento para
a energia e para a norma L? da solucdo do problema (1), tanto para o
problema associado & equagao linear (8 = 0), quanto para o problema
associado & equagao semilinear.

Usando resultados de analise funcional e da teoria de semigrupos,
mostramos no Capitulo 2, a existéncia e a unicidade de solugbes para
o problema definido em (1), quando consideramos 8 = 0. Concluimos
o capitulo, enunciando o teorema de existéncia e unicidade de solugao
global para o problema associado a equagao linear (Teorema 2.1).

Provada a existéncia e unicidade de solugao global para o problema
linear, estudamos no Capitulo 3, o decaimento da energia e da norma, L2

da solugao do problema linear, usando o método da energia no espago



de Fourier e o método proposto por Luz-Tkehata-Charao no artigo [19]
citado nas referéncias deste trabalho. Esses métodos tem apoio basilar
no estudo de taxas de decaimento para o problema, na regiao de baixa
frequéncia no espago de Fourier (|| < 1, £ € R™) e na regido de alta
frequéncia nesse espago (|| > 1, £ € R™).

Para o estudo do problema proposto, na regiao de alta frequéncia,
trabalhamos separadamente o caso em que § < 6 e o caso em que 6 < §,
dado que neste tltimo caso, a equagio diferencial em (1) apresenta uma
estrutura de perda de regularidade, o que nao ocorre para a equacao
na regiao de baixa frequéncia.

Devido a essa estrutura da equacao, a obtencao de taxas de decai-
mento na regiao de alta frequéncia iguais as taxas validas na regiao
de baixa frequéncia, exige assumir maior regularidade sobre os dados
iniciais do problema. As taxas obtidas através desse estudo, estéo sis-
tematicamente reunidas ao final do Capitulo 3.

Anélogo & forma como provamos o teorema de existéncia e unici-
dade para o problema linear, mostramos no Capitulo 4 deste trabalho, a
existéncia e a unicidade de solugoes para o problema associado a equa-
¢ao semilinear que aparece no problema (1). Na primeira se¢do desse
capitulo, mostramos através dos Teoremas 4.1 e 4.2, a existéncia de
solugao local para o problema semilinear. Na segao seguinte, supondo
inicialmente que a solucao esti definida para intervalos limitados da
forma [0,7T), com T finito, concluimos que, na verdade, a solugdo esta
definida globalmente para todo ¢t > 0. Formalizamos esses resultados
através dos Teoremas 4.3 e 4.4.

Por fim, no Capitulo 5, usando novamente o método da energia no
espago de Fourier, obtemos taxas de decaimento da energia e da norma

L? da solugao do problema associado & equagao semilinear em (1).



Observamos que, para o caso em que 0 < 0 < %, a taxa obtida para
a norma L2 da solucdo do problema semilinear, é diferente das taxas
obtidas para a norma L? da solucdio do problema linear. Neste caso,
as taxas dependem também do intervalo a que pertence a constante da
dimensao espacial n, em relagao aos expoentes do Laplaciano.

Com relagdo as taxas de decaimento da energia, no caso em que
0<6< %, embora tenha sido necessario impor mais regularidade nos
dados iniciais, as taxas obtidas para a energia associada ao sistema
semilinear foram piores. Isso se deve ao fato de usarmos outro método
para a obtencao das taxas no caso linear que é mais eficiente quando
0<6< % (ver o artigo de Luz-Tkehata-Charao [19]).

Naturalmente que poderiamos obter taxas para o problema semi-
linear, usando as taxas obtidas para o problema linear e a formula
de variacao dos parametros. Entretanto, preferimos trabalhar direta-
mente com a equagao semilinear como pode ser observado nas Segoes
5.1 e 5.2. Observamos que a obtencao de taxas 6timas, para o caso
em que 0 < 0 < %7 em comparagdo com o caso 0 > %, apresenta
maior dificuldade, mesmo no caso mais simples da equagao da onda
com dissipagao estrutural.

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Fundagao de Am-

paro & Pesquisa e Inovagao do Estado de Santa Catarina — FAPESC.






Capitulo 1

Resultados Importantes

Neste capitulo apresentamos alguns resultados importantes sobre
Teoria de Distribuigoes, Espacos de Sobolev e Teoria de Semigrupos.
Ao final deste capitulo, apresentamos ainda, alguns lemas técnicos que
serao usados no decorrer do trabalho, para obtermos taxas de decai-
mento para a norma L? da solucdo do problema de Cauchy que estu-
damos e para a energia associada esse sistema.

Omitimos as demonstragoes de alguns lemas, por se tratarem de
resultados conhecidos e que podem ser facilmente encontrados em li-
teraturas relacionadas ao assunto. No entanto, sempre que julgamos
necessario, citamos as referéncias.

Neste trabalho, Q2 C R"™, representa um subconjunto aberto, po-
dendo inclusive ser todo o espago R™. Além disso, em desenvolvimentos
de estimativas, representamos as constantes positivas por C, de modo

que, diferentes constantes sao representadas por esta mesma letra.



1.1 Notacoes

Neste trabalho usamos as notac¢oes padrao, relacionadas a seguir.

K indica o corpo R ou o corpo C e N={n € Z; n > 0};

i = v/—1 é a unidade imaginéria dos niimeros complexos;

o] = a1 +... 4+ a,, onde a = (a1,...,a,) € N* com n € N;

e 1 - £ representa o produto interno usual entre x e £ em R";

|z| ou ||z||, representa a norma usual de x no espago R™;

D;u representa a derivada da fungao u, em relagao a i-ésima va-

L . ou
riavel, ou seja, Dyu = —, onde u = u (21, ...,Ty);
61‘i
dlely
e Dy=————— onde u=u(z), comz €R” eac N

o Qy
0xi", ..., 0xn"

Se F(z) = (fi(z),..., fa(x)) &€ uma fungao vetorial de classe

C1(9), denotamos o divergente de F por div(F') e definimos

, — Jfi
F)=V-F= -
div(F) =V 2221 oz,
) . . 0 0
onde V é o operador gradiente definidopor V= | —,..., — |;
oy oz,

e Se f(x) ¢ uma fungao escalar de classe C?(), definimos o Lapla-
ciano de f por
0% f

Af:div(Vf)=V~Vf:Z@.
i=1 z

E conhecido que o operador —A é positivo definido e auto-adjunto
em L?(R"), com dominio H?(R").
8



1.2 Espacos Importantes

Nesta se¢ao definimos os espagos de fungoes que usamos para o
desenvolvimento deste trabalho e apresentamos alguns dos principais
resultados validos nesses espagos.

Os resultados que apresentamos nesta se¢do, bem como suas de-
monstragoes, podem ser encontrados em Adams [1], Brezis [2], Kesa-
van [16], Kreyszig [17], Medeiros-Rivera [22] e [23] e Rivera [26], citados

nas referéncias bibliograficas deste trabalho.

1.2.1 Espaco das Distribuigoes

Seja u uma fungao numérica mensuravel, definida sobre QQ C R™, e
{Ai};c; a familia de todos os subconjuntos abertos A; de Q tais que

u = 0 quase sempre sobre A;. Entao

u =0 quase sempre sobre A = U A;.
il

Considerando isso, definimos o suporte de u, denotado por supp(u),

como sendo o subconjunto fechado de €2, dado por
supp(u) = Q\ A.
Definigcao 1.1 Representamos por C§° () o conjunto das fungdes
p:Q—K

cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte
é um conjunto compacto de Q. Os elementos de C5°(2) sdo chamados

de funcoes testes.



O conjunto C§°(£2) é um espagco vetorial sobre K com as operacoes
usuais de soma de funcoes e multiplicagao de fungoes por escalar.

A seguir, definimos uma nogao de convergéncia em C§°(€2).
Definicao 1.2 Sejam {pr}),cy uma sequéncia de fungoes em Cg°(S2)
e p € C§°(Q). Dizemos que pr — ¢, quando k — oo, se

i) 3K C Q, compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;

i) Ya € N, D%pp(x) — D%p(x), uniformemente para x € 2.

Definigao 1.3 O espago vetorial C§° () com a nogao de convergéncia
estabelecida no Defini¢ao 1.2, é denotado por D(Y) e chamado espago

das fungoes testes.
A partir da definicao de D(2), definimos o espago das distribuicoes.

Definigao 1.4 Uma distribui¢do sobre Q@ C R™, € um funcional linear
T:D(Q) — K, continuo em relagio & nogao de convergéncia estabe-
lecida ma Definicao 1.2. O conjunto de todas as distribuicoes sobre )

é denotado por D'().

Sendo assim, D’'(2) é um espago vetorial sobre K e pode ser repre-

sentado na forma
D'(Q)={T:D(Q) — K; T é linear e continuo} .

Por convengao, denotamos a aplica¢do de um funcional T' € D’(Q)
em um elemento ¢ € D(Q), por (T, ). Com isso, definimos a nogao de
convergéncia no espago das distribuigoes.

Definicao 1.5 Sejam {T},cy uma sequéncia em D'(Q2) e T € D'(12).

Dizemos que {T}.},cy converge para T em D'(Q), quando k — oo, se

(T, p) = (Ti ), Vo € D(Q).
10



1.2.2 Espaco de Schwartz

Definicao 1.6 Uma fungao ¢ € C®(R"™) ¢ dita ser rapidamente de-
crescente no infinito, se para todo polinéomio P : R™ — K e para todo

a € N, verifica-se que

O espago das fungoes que satisfaz essa propriedade, é denotado por
S(R™) e é chamado espago de Schwartz.
A seguir, enunciamos um lema que fornece uma caracterizagao util

para identificar fungoes contidas no espago de Schwartz.
Lema 1.1 Seja ¢ € C°°(R™). Entdo sao equivalentes as afirmagoes:
i) ¢ € S(R™);

it) para todo k € N, existe uma constante C = Cy, tal que
k
(14 [1z]*)" [D¥(2)| < Cy,

para todo x € R™ e € N, com o] =1 + -+ + o, < k.

Considerando o Lema 1.1, para cada m € N, definimos a seminorma

pul) = sup (sup (14 2P?)" |D%<x>|) 7

|a|<m \xzeR™

para todo ¢ € S(R™).
A partir das seminormas p,, definidas acima, temos uma noc¢ao de
convergéncia de fungoes no espago de Schwartz, conforme mostramos

no lema a seguir.

11



Lema 1.2 Sejam {or},cn sequéncia de fungoes em S(R™) e p € S(R™).
A sequéncia {@y},cn converge para ¢ em S(R™), quando k — oo, se

para todo m € N,

pm (pr — ) = 0.

Definigao 1.7 Uma distribuicao temperada sobre R™, é um funcional
linear T : S(R™) — K, continuo em relag¢do a nog¢ao de convergéncia

definida acima, no Lema 1.2.

O conjunto de todas as distribui¢oes temperadas sobre o espago R,
é denotado por S§'(R™).

Assim como para distribuigoes em D’'(2), denotamos a aplicagao de
um funcional 7' € §’'(R™) em um elemento ¢ € S(R™), por (T, v).

A nocao de convergéncia no espaco S'(R™) é analoga a nocao de

convergéncia em D’(€)), como mostramos a seguir.

Definicao 1.8 Sejam {T}}, oy uma sequéncia em S'(R™) eT € S'(R™).

Dizemos que {Ty}, oy converge para T em S'(R™), quando k — oo, se

<T/€’ 4,0> - <T’ (P>a

para todo ¢ € S(R™).

1.2.3 Espagos LP(Q2), LV ()

loc

Consideramos a mensurabilidade de fungoes e o célculo de integrais

sobre conjuntos mensuraveis 2 C R"™, no sentido de Lebesgue.

Observagao 1.1 Seja e u: Q@ — R uma funcao.

a) Dizemos que u é limitada quase sempre em §), se u € limitada a

menos de um conjunto de medida nula, ou seja, u € limitada se,

12



e somente se existe M > 0 e existe Qg C Q com med(€y) = 0, tal
que lu(z)| < M, para todo x € (Q\Q), onde med(SY) representa

a medida de Lebesgue do conjunto mensurdvel €);

b) Definimos o supremo essencial da uma fun¢ao u, por

supess [u(x)] = inf{M > 0; med(z € R"; |u(z)] > M) =0}
inf {M > 0; |u(x)| < M quase sempre em Q}.

Definigao 1.9 Sejam @ C R™ um subconjunto aberto e 1 < p < oo.

Definimos o conjunto das fungoes p-integrdaveis por

P(Q) = {u : Q — K; u mensurdvel e / lu(z)|? dex < oo},
Q

L™(Q) ={u: Q — K; u mensurdvel e supess|u(z)| < co}.

Os conjuntos LP(2) assim definidos, munidos com as normas
1
P P
fully = ([ @rae)”, 1<p<o,
Q
[ull » = supess {[u(z)[; z € 2}, p= oo,

respectivamente, definem espagos vetoriais normados.
De acordo com o Teorema de Riesz-Ficher, para 1 < p < o0, os
espagos LP(£2) munidos com as normas definidas acima, sdo espagos de

Banach. Em particular, L%(£2) munido com o produto interno usual

(u,v)z/ﬂu(w)ﬁ(m) dx,

para u,v € L?(R"), é um espago de Hilbert.

Além disso, para 1 < p < 00, os espagos LP(R™) sao reflexivos.
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Teorema 1.1 (Interpolacdo de Espacgos LP) Sejam p,q,r € R tais
que 1 <p<r<g<ooeuecLlP(R")NLIYR"). Entiou e L"(R™) e
A 1-X
ull e < lullzs llullpa”

(1=
=

I A
onde A€ (0,1) e — = — +
rop

Teorema 1.2 (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q € R tais que

1<p<ooeq=i1 ou p=legq=00 ou p=oxeq=1.

Se ue LP(R™) e v € LYR"), entdo uv € L*(R") e

[ @) do < fulo ol

Definigao 1.10 Sejam Q2 C R™ um subconjunto aberto e 1 < p < co.

Definimos o conjunto das funcoes localmente p-integraveis por

LP

1oe() = {u : Q@ — K; u mensurdvel e uxg € LP(Q), VK CC Q},

onde Xk € a fungdo caracteristica sobre K C ), compacto.

Da defini¢ao de espagos LP(fQ), temos que uma fungio u € LY (),

loc

se e somente se uxx € LP(Q) ou, equivalentemente,

/ luxr (z)[Pdz < oo ou / lu(z)|Pdz < oo,
Q K

para todo K subconjunto compacto contido em Q.

Dado u € L} (), definimos o funcional T, : D(Q) — K, por

(Turg) = / u()p(x)dz,

que define uma distribuigao sobre €.
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Lema 1.3 (Du Bois Reymond) Seja u € L, (Q). Entio T, = 0,

loc

se e somente se u = 0 quase sempre em §).

Observagao 1.2 Como consequéncia do Lema de Du Bois Reymond,

temos que a aplicacao

T: L, (Q) — D(Q

u — Ty,

€ linear, injetiva e continua, de modo que podemos identificar a distri-
buigao T, € D'(Q) com a respectiva fungio u € L}, (52).
Assim, L}, () C D'(Q) e, como LP() C L}, .(Q), seque que toda

fungao em LP(QY), define uma distribuicao sobre Q.

A maioria dos problemas envolvendo equagoes diferenciais parci-
ais, requerem um conceito mais amplo de derivada do que o conceito

classico. A defini¢do a seguir, generaliza o conceito de derivada.
Defini¢ao 1.11 Sejam T € D'(Q) e« € N™. A derivada distribucional
de ordem o de T, denotada por D*T, € definida por

(DT, ¢) = (—1)I*T, D*¢),  para todo ¢ € D(),
onde |a| =a1 + ...+ ay, e, para cada k =1,...,n, oy indica a ordem
da derivada da fungdo ¢ em relag¢io a k-ésima varidvel.

Esse conceito é global, no sentido que fungoes nao derivaveis em

grande parte do seu dominio, sao derivaveis sob esse novo conceito.

1.2.4 Transformada de Fourier

Para estudar a existéncia e unicidade de solucoes e encontrar taxas

de decaimento da energia e da norma L? da solucdo do problema de
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Cauchy em (1), usamos como ferramenta a transformada de Fourier.
Definicao 1.12 Definimos a transformada de Fourier de uma funcao
u € LY(R™), por

n

a(6) = (Fu) (€) = (2m) / e~ () d,

onde x - & =x1&1 4+ -+ - + Tpn.

Notamos que, para todo u € L'(R"), temos Fu € L*(R") e o
operador F : L'(R™) — L°>°(R™) ¢ linear e continuo.

Como S(R™) C LP(R™), para 1 < p < oo, podemos restringir o
dominio de F, ao espaco de Schwartz. Entao, dado u € S(R"™), temos
que Fu € S(R™) e F é um operador linear, continuo e bijetivo.

Dessa forma, a transformada de Fourier é inversivel e definimos a

transformada de Fourier inversa F~! : S(R") — S(R") por

u(w) = (F71) () = (21 # [ erea(e)dg,

Além disso, S(R™) ¢ denso em L%(R"), de modo que podemos es-
tender a transformada de Fourier ao espago L?(R"). Para fungoes nesse

espago, vale o teorema enunciado a seguir.

Teorema 1.3 (Identidade de Plancherel/Parseval) Sejam u e v

fungoes em L*(R™). Entdo valem as identidades

A~

(,0)pe = (@0) 2 e ullpz = [[ull g2 -

O teorema acima, estabelece uma relagao entre a funcao e sua trans-
formada de Fourier, através da norma no espago L?(R™).

Essa relagao permite obtermos informagoes sobre o comportamento
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de uma dada funcdo u € L?(R"), a partir do estudo de suas proprieda-
des no espaco de Fourier.

Neste ponto, usando a transformada de Fourier e o fato que

F(=A)u(-)) (&) = €*a(€),

introduzimos a nogao de derivada fracionaria para funcoes definidas em

todo o espago R™.

Defini¢ao 1.13 Seja u € H*(R™). Definimos a derivada fraciondria

de (—A)*u da seguinte forma
(=8)%u(z) = F~H[| - [**a(+)] (=),

onde | - |**: R" — R € a fun¢do definida por | - |?*(€) = |£]>*.

A definicdo acima, permite caracterizar a transformada de Fourier

de fungoes (—A)%u, na forma

F(=A)%u(+)) (&) = [¢l**a(9),

para fungoes u € H*(R™).

Outros resultados com aplicagbes da transformada de Fourier a
problemas associados a equagoes diferenciais parciais, podem ser en-
contrados em Figueiredo [6], Guenther-Lee [10], Kesavan [16] ¢ Luz-

Charao [18], citados nas referéncias bibliograficas deste trabalho.

1.2.5 Espagos W™?(Q) e W™P(Q)

Lembramos que, conforme mencionamos no inicio deste capitulo,

neste trabalho consideramos 2 C R™, um subconjunto aberto.
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Definigao 1.14 Sejam m € N e 1 < p < co. Definimos o espago de

Sobolev de ordem m relativo ao espago LP () por

WmP(Q) ={ue LP(Q); Du e LP(Q), V a € N, com |a| < m},

onde D“u € o operador de derivacao dado pela Definicao 1.11.

Os conjuntos W™P(Q)) assim definidos, munidos com as normas

1/p
[ullyms = | D IDullf, , 1<p<oo,
la|<m
[ullyme = Y D ullpe, p= o0,
|| <m

respectivamente, definem espacgos vetoriais normados.

Observagao 1.3 Os espagos W™P () possuem as seguintes proprie-

dades:
i) Quando m =0, temos que W™P(Q) = LP(2).
it) Quando p = 2, representamos W™P(Q) = H™(Q), que € um

espago de Hilbert com o produto interno

(u,v)gm = Z (D%u, D), >, Vu,ve H™(Q).

la|<m

iit) Para cada 0 < m < 0o e cada 1 < p < oo, 0s espago D(R™) e
S(R™) sao densos em W™P(R™).

i) Para cada 1 < p < oo, W™P(Q) é um espago de Banach em

relagdo a norma || - || yym.p-
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Teorema 1.4 Seja Q C R™, um subconjunto aberto. Se 1 < p < oo,
entdo o espago W™P(Q) é separdvel e se 1 < p < 00, entdo o espago

W™P(Q) ¢é reflexivo e uniformemente convero.

Outro espago que usamos com certa frequéncia neste trabalho, é o

espago que definimos por
WmP(R") = {u e S'(R"); Jv e LP(R™), tal que u = )" Zu},

para todo m € Z e p € R, o que implica que (—A)%u € LP(R"), de

modo que definimos a norma no espaco W™? (R™), por

el = ( JRESETE! dx)
Rn

1.2.6 Espagos H*(R")

Conforme mencionamos anteriormente na introducgao deste traba-
lho, para mostrarmos a existéncia e unicidade de solugoes e estudar
o decaimento da solugao do problema associado & equacao semilinear,
usamos o método da energia no espago de Fourier. Por essa razao, nos
capitulos relativos ao estudo dessas propriedades, usamos frequente-

mente a definigdo de espacos H*(R"), que definimos a seguir.

Definicao 1.15 Seja s € R. Definimos o espago
H*(R™) = {u eS'(RY); (1+]-2)Fac LZ(R")}.

Devido a forma como definimos o espago H*(R™), podemos definir

uma norma em H*(R™) a partir da norma em L?(R"), pela identidade

19



ull g = H (1+]-1%)° ﬂHL2, de modo que

fullge = ([ (@ 1P) fafa) "

Para o desenvolvimento deste trabalho usamos uma norma no es-
pago H*(R™), diferente norma usual definida acima. O lema a seguir,

permite estabelecer uma equivaléncia entre essas duas normas.
Lema 1.4 Sejam £ € R™ e s > 0. Entdao valem as sequintes relacoes:
) 5 (412 < (14 IeR) <20 (14 Jef2);
i) 270 (L4 [e2) 7 < (L+[e?) " <2 (14 JgP)

Demonstra¢ao. Mostramos cada item do lema, dividindo-o em dois

casos, quando |£] <1 e quando [¢] > 1.

i) Para |£] < 1, temos que

% (L+gP) <1< (1+gP) <22 <2 (14 ).

Por outro lado, para |£| > 1, temos

(1+1gl*) < [g* <27l <27 (L + [*) -

DN | =

if) Para [¢] < 1, temos (1+ |§|2)S < 2% e 1+ [¢[*® < 2. Isso implica
2 (L) T e 2t < (1 gD < <2 (1)

Agora, para |£] > 1, temos (1 + |§|2)8 < 2%¢|% < 28 (1 + \§|2s) e
(1+1¢%) < 2/¢>* <2(1+¢?)°, de onde segue que

27 (1+1¢) < (1+[¢) T <2(1+¢>) "
20



u
A partir desse lema, concluimos que a norma usual em H*®(R"),

dada acima, é equivalente & norma

fullr = ([l o ac)

O produto interno associado e essa norma é

(u,0) e = / (1l adde

Para espagos H*(R"™), com s > 0 usamos a norma

=1~
-, = / (11 Je2*) " (a2 de

e produto interno associado

(u,v) g—s = / (1+1€2) " adde.

Usando a norma e o produto interno definidos a partir das relagoes
do Lema 1.4, mostramos algumas propriedades em espagos H*(R").

Essas propriedades sao fundamentais para mostrarmos a existéncia
e unicidade de solugoes para o problema proposto neste trabalho, bem
como para obtermos taxas de decaimento , tanto para o problema linear

quanto para o problema semilinear definido em (1).

Lema 1.5 Seja u € H*(R™). Se s > g, entdo existe C > 0, tal que
lu(@)] < Cllullys, paratodo xz € R™.
Demonstragao. Seja u € H°(R™). Da defini¢do da transformada de
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Fourier inversa e do fato que |e”'5| <1, temos

<C / e En(€) de

<0/ a(e)] de = 0/ (1 162) "% (14 1¢)F ace)] de.

o) = |i2n) [ e <ate) de

Além disso, usando a Desigualdade de Holder (Teorema 1.2) e o

Lema 1.4, obtemos

wo=c ([ ) rate |ds) ([ a+ier)
<o [ o+ |d£) ([ a+ien )

n
No entanto, para s > 9 temos que

\_/
Nl

N|=

/n (1+[¢?)°de = C < o0.

Segue da estimativa acima e da defini¢gdo de norma em H*(R™), que

<o ([ avie) Iﬂ(f)Qdé)é = Clully..

]
Outro resultado importante para o estudo que propusemos neste

n
trabalho é o fato que, para s > 5 o espago H*(R™) é uma algebra.

Formalizamos esse resultado através do lema a seguir.

Lema 1.6 Seja s > g Entao existe uma constante C' > 0, tal que
[uw| e < Clul| s [Jw]] -,

para todo u,w € H*(R™).
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A demonstracao desse lema pode ser encontrada nos artigos de
Kato-Ponce [15] e de Wang-Chen [32], citados nas referéncias biblio-
graficas ao final deste trabalho.

De modo geral, para mp > n, o espagco W™P(R") também define
uma algebra. Esse resultado, bem como sua demonstragao, pode ser

encontrado em Adams [1], também nas referéncias deste trabalho.

. n . . . . .
Lema 1.7 Sejam s > 5 e p > 1 um numero inteiro. Entao existe uma

constante C' > 0, tal que
WP\ e < Cllullfye,  para todo uw € H*(R™).

. . n
Demonstracao. Sejam s > 5 eu € H3(R™).
Demonstramos este lema usando indugao finita sobre p.
Para p = 1, o resultado é imediato. Suponhamos agora, que o

resultado valha para p, ou seja, que
1wl e < Cllullfs -

Entao, para k = p+ 1, segue do Lema 1.6 e da hipdtese de indugao

P+

[ . = el < C Nl Nl = C ulls"

Portanto, se s > 5 o lema ¢ valido para todo p > 1 inteiro.

n
Lema 1.8 Sejam s > 3 e p > 1 um numero inteiro. Entao, dado

u € H*(R™), existe uma constante C > 0, tal que

[uPllpr < Cllulls -
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Demonstragao. Sejam u € H*(R™) e p > 1 um namero inteiro.

Pela definigao de norma em L!'(R"), temos que

w0l = [ w@lde = [ @) juto)] de

Entéo, usando a Desigualdade de Holder (Teorema 1.2) com p = 2

e g =2 e a Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), obtemos

([ ot ([ o)
-(L Lﬁ(ﬁ)fdf)% (] |a(£>|2d5)é
< (/R (1+ 1) 1ﬁ(5>\2d€)é </R L) |ﬂ(€)2d§)é

= ([ o Null g -

Assim, como p > 1 é um ndmero inteiro, temos que p — 1 > 1 e entao,

n
para s > 5 segue do Lema 1.7 que

-1
[uPl| g2 < C lullf

lull o = C'llullf -

. n . . . ~ .
Lema 1.9 Sejam s > 3 ep > 1 um ndmero inteiro. Entao existe uma

constante C' > 0, tal que

—1 —1
w? = wll e < € (Jlullf + Tollf') llu = wl e

para todo u,w € H*(R™).

n
Demonstragdo. Sejam u,w € H*(R™), s > 5 ep> 1 um inteiro.
Definido a funcio h(v) = vP, temos que h’(v) = pvP~1L.
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Assim, segue do teorema do valor médio, que
(uP — wP) = poP~t (u—w),

onde v = ((1 — €)u + ew) € H*(R™), para algum € € (0, 1).
Entao, como s > g ep—12>1, segue dos Lemas 1.6 e 1.7, que

existe uma constante C' > 0, tal que

? = w? e = pl|o? " (= w)| . < C 0Py = ]

-1 —1
<Ol v —wlg. < CI(1 = eu+ew|.

lu —w|| g -
Logo, usando a desigualdade triangular e o fato que € € (0, 1), temos
~1 ~1
= w?l e < € (Nl + ol ) llu = wll

onde C' > 0 é a constante decorrente dos lemas usados.

1.3 Teorema de Existéncia e Unicidade:

Problema Linear

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados importantes relativos a
teoria de semigrupos, que usamos neste trabalho para mostrar a exis-
téncia e unicidade de solugbes do problema proposto em (1), associado
a equagao linear (quando 8 = 0).

Os resultados de analise funcional e relativos a teoria de semigru-
pos de operadores lineares, que apresentamos nesta se¢ao, podem ser
encontrados em Brezis [2], Gomes [8], Kesavan [16], Kreyszig [17] e

Pazy [24], citados nas referéncias bibliograficas deste trabalho.
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1.3.1 Teorema de Lax-Milgram

Para os resultados que apresentamos nesta subsecao, consideramos
o espago de Hilbert (H, (-,-)), sobre os nimeros reais, munido com a

norma || - || ; definida pelo produto interno no espago H.

Definicao 1.16 Uma aplicagao B : Hx H — R € dita ser uma forma
bilinear se, para cada x € H, B(x, -) € linear e além disso, para cada

y € H, B(-y) € linear.

Definicao 1.17 Uma forma bilinear B : H x H — R € dita ser

limitada, se existe uma constante C' > 0, tal que
|B(z,y)| < Cllzlly lylly, para todo x,y € H.

Segue da Defini¢ao 1.17, que toda forma bilinear limitada é continua.

Definicao 1.18 Uma forma bilinear B : H x H — R ¢é dita ser

coerciva, se existe uma constante C' > 0, tal que
|B(z,z)] > C ||ac||§{7 para todo x € H.

Teorema 1.5 (Lax-Milgram) Seja B : H x H — R uma forma bi-
linear, limitada e coerciva. Entao para cada funcional linear e continuo

F: H— R, existe um tunico u € H, tal que
B(u,z) = F(x), para todo x € H.

As defini¢oes e a demonstragao do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [2], citado nas referéncias deste trabalho.
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1.3.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta subse¢do consideramos (X, || - || ) um espago de Banach, so-
bre o corpo dos nimeros reais, e o conjunto 5(X) o espago dos opera-

dores lineares limitados sobre X.

Definicao 1.19 Uma aplicagiao S : Ry — B(X) € dita ser um semi-

grupo de operadores lineares limitados em X se:
i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de B(X);
ii) S(t+s) =S(t)S(s), para todot,s > 0.

Definigao 1.20 Um semigrupo de operadores lineares limitados S é

dito ser fortemente continuo, se

lim ||(S(t) —I)z|y =0, para todo x € X.

t—0t

Definigao 1.21 Um semigrupo de operadores lineares limitados S €

dito ser uniformemente continuo, se

li S(t)—1 =0.
t_1>%1+ [15(t) HB(X)

Um semigrupo de operadores lineares limitados fortemente conti-

nuo, é chamado semigrupo de classe Cjy ou simplesmente, Cjy semigrupo.

Teorema 1.6 Se S é um semigrupo de classe Cy, entdo existem cons-

tantes w >0 e M > 0, tais que
1SOllgx) < Me*t,  para todo t > 0.
Definicao 1.22 Um semigrupo S de classe Cy, satisfazendo

1Sl gx) < Me**,  para todo t >0,
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comw = 0, é dito ser um semigrupo uniformemente limitado. Se, além

disso, M =1, € dito ser um semigrupo de contragoes de classe Cy.
Definicao 1.23 O operador B : D(B) C X — X, definido por

Bz = lim 7S(t)x — I

t—0+ t ’

com dominio dado por

D(B) = {m € X; lim w e:m'ste}7

t—0t+
¢ chamado gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)},~-

Teorema 1.7 Um operador B : D(B) C X — X ¢ gerador infinite-
simal de um semigrupo uniformemente continuo se, e somente se, B €

um operador linear limitado em X.

Teorema 1.8 Se B : D(B) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de
um semigrupo de classe Cy, entdo B € um operador linear fechado e

D(B) é um subespago linear denso em X.

1.3.3 Teorema Lumer-Phillips

Nesta subsec@o consideramos (X, || - || ;) um espaco de Banach so-
bre o corpo dos nimeros complexos, e £(X) o espago dos operadores

lineares sobre X.

Definicao 1.24 Seja B : D(B) C X — X um operador linear. O
conjunto dos elementos A € C, tais que o operador (A — B)_1 eriste,
€ limitado e estd definido sobre um subconjunto denso em X, € cha-

mado conjunto resolvente de B e é denotado por p(B). O operador

(M — B)_l, é chamado resolvente de B e é denotado por R(\, B).
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Definigao 1.25 Seja X um espago de Banach e X* o espago dual as-
sociado. Denotamos o valor de um operador x* € X* em um elemento

x € X, por (x*,x). Para cada x € X, definimos o conjunto dual
* * * 2 %112
J(z) = {o" € X" (2, 2) = Jall = 2% }

Observacgao 1.4 Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach,

para cada x € X, temos que J(x) # 0.

Defini¢ao 1.26 Um operador linear B : D(B) C X — X € dissipa-

tivo se, para cada x € D(B), existe x* € J(x), tal que
Re(Bx,z*) <0.

Para operadores definidos sobre espagos de Hilbert (H, (-,-)), a de-

finicdo de operador dissipativo é a seguinte:

Definicao 1.27 Um operador linear B : D(B) C H — H ¢€ dissipa-

tivo se, para todo x € D(B) temos que
Re(Bx,z) <0.

Na sequéncia apresentamos um resultado para a caracterizagao de

operadores lineares dissipativos definidos em espagos de Banach.

Teorema 1.9 Um operador linear B : D(B) C X — X ¢€ dissipativo

se, e somente, se existe A > 0, tal que

(AT — B)z|| > A||z||, para todo x € D(B).
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Teorema 1.10 (Lumer-Phillips) Seja B : D(B) — X um opera-

dor linear, com D(B) denso em X.

a) Se B ¢é dissipativo e existe \g > 0, tal que Im (Al — B) = X,
entdo B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes

de classe Cy;

b) Se B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragées de

classe Cy, entdo B é dissipativo e Im (M — B) = X, para A > 0.

Teorema 1.11 (Perturbacgao de Geradores) Sejam B o gerador in-
finitesimal de um semigrupo de classe Cy, definido em um espago de
Banach X e J é um operador linear limitado em X. Entao B+ J € o

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X.

1.3.4 Problema de Cauchy Abstrato

Nesta subsecao definimos o problema de Cauchy abstrato e apre-
sentamos um teorema para provar a existéncia e unicidade de solugoes
para o problema linear, bem como caracterizar a solugao desse pro-
blema, usando a teoria de semigrupos.

Sejam (X, || -]/ y) um espaco de Banach e B: D(B) C X — X um

operador linear. Considere o problema de Cauchy abstrato

dU
) = BU(®), )
U(0) = Uo,

para todo t > 0, com Uy € X.

Defini¢ao 1.28 Seja B o operador linear definido no problema (1.1).
Uma fun¢io U : Ry — X continua, continuamente diferencidvel e
U(t) € D(B), para todo t > 0, satisfazendo o sistema em (1.1), € dita

ser uma solugao forte do problema (1.1).

30



Teorema 1.12 Seja B o operador definido no problema (1.1), gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X. Entao, para cada
dado inicial Uy € D(B), existe uma tnica solugao forte U(t) = S(t)Uy
para o problema de Cauchy em (1.1), definida para t > 0, com

U(t) € C([0,00), D(B)) N C*([0,00), X),

onde S(t) € o semigrupo gerado pelo operador B.

Considerando somente Uy € X, dizemos que a solugao dada no

Teorema 1.12, é uma solugao fraca (mild solution) do problema (1.1).

1.4 Teorema de Existéncia e Unicidade:

Problema Semilinear

Sejam (X, -||y) um espaco de Banach e B um operador linear

definido sobre X. Considere o problema de Cauchy abstrato

dU
—= =BU®) + FU(1)), (1.2)
U(0) = Uy,

para todo t > 0, com Uy € X e F um operador nao linear sobre D(B).

Definigao 1.29 Um operador F : Y C X — X € Lipschitz continuo
sobre conjuntos limitados, se para todo conjunto limitado A C'Y, existe

uma constante (de Lipschitz) L > 0, tal que

[1EU) = FWV)lx < LU =Vllx,

para todo U,V € A.
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Para estudar existéncia e unicidade de solugoes do problema semi-
linear no Capitulo 4 deste trabalho, usamos a Defini¢ao 1.30 a seguir,
que é equivalente a Definigcao 1.29 para operadores Lipschitz continuos

sobre conjuntos limitados do dominio.

Definigao 1.30 Seja B um operador definido sobre um espago de Ba-
nach X. Um operador F' : D(B) C X — X ¢€ dito ser Lipschitz
continuo em conjuntos limitados A C D(B) se dado M > 0, existe

uma constante (de Lipschitz) Ly = L(M) > 0, tal que

I1EU) = FW)l[x + |1B(FU) = F(W))llx

<Ly (U =Wy +1BU-W)lx),
para todo U,W € D(B), tais que
[Ullx +BUlx <M e |[W]x+[BW|x < M.

Enunciamos a seguir, o teorema que usamos no Capitulo 4, para
mostrarmos a existéncia e unicidade de solugdo (local) do problema

semilinear dado em (1).

Teorema 1.13 Sejam B o operador definido no problema (1.2), gera-
dor infinitesimal de um semigrupo de classe Co em X e F : D(B) C
X — X um operador Lipschitz continuo em conjuntos limitados A C
D(B). Entao, para cada dado inicial Uy € D(B), existe uma unica
solugao forte U = U(t) para problema de Cauchy em (1.2), definida em

um intervalo mazimal [0,T), com
UeC([0,T),D(B)NC*([0,T),X),

de modo que vale uma e somente uma das sequintes condigoes:
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a) T = o0,
b) T' < oo e lim (UM x + [BU®)llx) = oo

O Teorema 1.13, bem como sua demonstracido, podem ser encon-
trados no livro de Pazy, indicado em [24] nas referéncias bibliograficas

ao final deste trabalho.

1.5 Lemas Técnicos

Nesta secao apresentamos alguns resultados que usamos para de-
monstrar teoremas de existéncia e unicidade de solugoes do problema
que estudamos neste trabalho, bem como para obter taxas de decai-
mento da norma L? da solucdo e da energia associada ao sistema.

Seja € um subconjunto aberto, conexo e regular, no espago R".

Considere o problema de Cauchy

Aqug + Asug + Asu =0,
U(Oa (E) = UO(x)7 (13)

ut (0, 2) = up (),

onde u = u(t,x), com (t,z) € (0,00) x Q e Ay, Ay e A3 operadores

autoadjuntos pseudo-diferenciais, com simbolos P; (&), P2(§) e P5(§).
Para obter taxas de decaimento da energia e da norma L? da solucao

de problemas de Cauchy associados a equagoes de evolugao de segunda

ordem, estudamos o problema no espaco de Fourier

Pty + Pty + Psu = 0,
(0, 2) = Tio(a), (1.4)

ut(0,z) = up (),
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onde U = u(t,§), com (t,€) € (0,00) x Q.
A energia global associada a equagao diferencial em (1.4), depende

do parametro £ € €2, sendo definida por

1

E(t) =5 P3(€) [al* + Pu() || ) g, (1.5)
. )

para todo t > 0.

A partir da definigdo da energia no espaco de Fourier em (1.5), o ob-
jetivo é encontrar taxas de decaimento para esse funcional, assumindo
que E(t) esteja bem definido e seja continuo para t > 0.

Posto isso, encontramos no artigo de Luz-Tkehata-Charao [19] das
referéncias bibliograficas deste trabalho, resultados validos mediante
satisfagao da Hipotese 1 que apresentamos adiante.

Para isso, definimos a seguir a fungéo p = p(z) a partir das fungoes

Py, Py, P3: 2 C R™ — [0, 00) mencionadas no inicio desta segao.

Defini¢ao 1.31 Considerando a equagdo diferencial linear em (1.4),

definimos a fungao p = p(§) por

p(§) = min {eP5(§) Py 1 (£), e Pa (&) P (6) ],

£en
onde € > 0 é uma constante que depende da equacao.

Hipétese 1 Existe um numero > 0 tal que, para as funcoes men-
surdveis e positivas (exceto em um subconjunto de medida nula) P;(§),
i1 =1,2,3, definidas sobre Q € R™, pelo menos uma das duas condi¢oes

a sequir € satisfeita:

) 3= [ pO PO <00 ¢ Ch= [ p(e)FPue)ds < o

Q
ii) C} = /Q Pa(€) 5 Pa(€) e < 0o; O = /Q p(€)F Py(€)de < oo;
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Cj = /Qp(&)‘%Ps(f)Pz(é‘)‘zPl(6)2615 < 00;

C = [ &) FPae) 2 PrOPie e < x.

Considerando a hipétese acima, enunciamos o teorema a seguir,
proposto por Luz-Ikehata-Charao [19] citado nas referéncias deste tra-

balho.

Teorema 1.14 Sejam (U, u1) € L™®(R"™) x L>®(R™) e sejam P;(§),
1 =1,2,3 e B > 0 satisfazendo a Hipdtese 1. Entao a energia total

associada ao problema em (1.4), sobre Q, satisfaz

! 148 o ll? a2\’
B0 < G (Jolie + T~ ) B(S),

para 0 < S < T < oo, onde Cg > 0 € uma constante que depende de (3.

A partir do Teorema 1.14 e usando o Lema de Haraux-Komornik
(Teorema 1.12) enunciado mais adiante, Luz-Ikehata-Chardo [19] mos-
traram o corolario a seguir, que usamos neste trabalho para obtermos

taxas de decaimento na regiao de baixa frequéncia.

Corolario 1.1 Mediante as hipdteses do Teorema 1.14, a energia total
associada ao problema em (1.4) possui o sequinte decaimento assinto-
tico

E(t) < Ot 7,

para t — 0o, onde > 0 € a constante dada na Hipdtese 1 e C > 0

depende dos dados inicias do problema.

As demonstracoes do Teorema 1.14 e do Corolério 1.1, podem ser
encontradas no artigo [19] das referéncias bibliograficas deste trabalho.
Usamos o lema a seguir, para obtermos taxas de decaimento para o

problema associado & equagao linear, na regiao de alta frequéncia.
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Lema 1.10 Sejam c,r numeros positivos e a € R. Entdo existe uma

constante C = C(c,r) > 0, tal que
tre—clflat < C|§|—ar,

para todot >0 e £ € R”, com & # 0.

Demonstragao. Sejam c,r nimeros positivos, a € R e considere a

fungéo s = ¢|¢|%t, parat > 0 e £ € R", com & # 0. Entéo
t/l" — C—TST|€|—H/I"7

paratodot >0e & € R, com & # 0.

Notamos que, para cada r > 0 fixo, a fungdo f(s) = s"e™*, com
s > 0, é limitada. Logo, existe C' > 0, tal que
trefc|£|“t _ Cfrsr|£|farefs < C|£|far’
sendo que a constante C' depende de c e r.
[

O proximo lema é usado para encontrar taxas de decaimento para o
problema associado & equagao linear, tanto na regiao de baixa frequén-

cia quanto na regiao de alta frequéncia.

Lema 1.11 Sejam n > 0 um nidmero inteiro, k > —n, ¥4 >0 e C > 0.

Entao existe uma constante K = K(n,k,9) > 0, tal que
/ Ol lk de < Ki T,

para todo t > 0.
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Demonstragao. Sejam k > —n, ¥ > 0 e C > 0. Entao

/e—le\ﬁtmkdg:/ / e‘crﬂtrkdsgdr
R 0 |&|=r

o0 o0
e _ —_Cr? _
/ o= CrVt K (wnr™1) dr wn/ e~ Crltpktn=1 g
0 0

com a constante w,, definida por w,, = med{{ € R™: [{| = 1}.

. 1
Usando a mudanga de varidvel s = rtv, temos que

9
/ —Clel’t

n+k—1

oo
£Fde = wn/ e=Cs’ ghtn—14= 25— 5 g
0

oo
_ktn _os? _
=wpt™ v e~ Cs" ghtn=1 g,

0

Observamos que, para k + n > 0, temos
o 9
/ e kTl s < 0.
0

Portanto,

/ O ek dg < K",

onde K > 0 é uma constante dependendo de n, k e 9.

Quando buscamos taxas de decaimento para o problema associado

A equagao linear na regiao de baixa frequéncia, para o caso em que

o] -, . s
0<6< bx esse lema nao é suficiente para obtermos a taxa 6tima.

Conforme comentamos anteriormente, para o desenvolvimento deste

trabalho, usamos resultados propostos por Luz-Tkehata-Charao no ar-

tigo [19] citado nas referéncias deste trabalho.

Referimo-nos aqui, ao Teorema 1.14 e ao Corolario 1.1 cuja demons-

tragao usa o Lema de Haraux-Komornik, que enunciamos a seguir.
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Lema 1.12 (Haraux-Komornik) Seja E : [0,00) — [0,00) uma
funcao nao-crescente. Assuma que existam constantes r >0 e Ty > 0,
tais que

/S T (BT dt < Ty (B(0)) E(S),

para todo S > 0. Entao, para todo t > Ty, vale a estimativa

3=

E(t) < E(0)T, (1 + i) ' £

Lema 1.13 Seja k > —n, ¥ >0 e C > 0. Entao existe K > 0, tal que

9
/ —Clel’t

para todo t > 0, com K uma constante dependendo de n.

grde < K1+

Demonstragao. Sejam k > —n, 9 > 0, C > 0 e considere

10) = [ e gt ag,

para todo ¢t > 0.
Inicialmente, mostramos que o lema é valido para t € (0, 1].
Nesse sentido, como I(t) é uma func¢ao continua sobre (0, 1], existe

uma, constante Cy > 0, tal que
I(t) < Cy, parate (0,1].
Como 0 < t < 1, existe uma constante C7 > 0, tal que

ntk

Co(1+8)"5" < Co2"" <Oy,
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de onde segue que

_ntk

It) < Co < Ci(1+t)" 7,

para t no intervalo (0, 1].
Mostramos agora, que o lema também é valido para t € [1, c0).

No entanto, ja sabemos do Lema 1.11, que
1(t) :/ e~ gk de < Ct= %,
para todo t > 0 e em particular, para ¢t > 1.

Considerando isso e o fato que ¢ € [1,00), temos que

k+n k+n k4n k+n _k+tn

I(t) < Ot 5" < 25" (2t) " < C255" (1 4+1) 5",

Portanto, definindo Cy := 02" e tomando K —= max {C1, Cs},
concluimos a demonstracao do lema.

n

Usamos a estimativa do lema a seguir, para obter taxas de decai-

mento para o problema associado a equagao semilinear.

Lema 1.14 Sejam a > 1 e p > 1 um numero inteiro. Entdo
t
1+ t)a/ 1+7) " A+t—7)%dr <C,
0

para todo t > 0, onde C = C(a,p) € uma constante positiva.

Demonstrag¢ao. Dividimos a demonstracao do lema, em duas partes.

t
Na primeira parte consideramos a integral sobre o intervalo [0, 2]

. t
e na segunda parte a integral sobre §7t .
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t
i) Notamos que, para T € [0, 2] , temos

1+t=1+2—1t<242t—2r =2(1+t—7),

e como a > 1, segue que (1 4+t —7)"* <2%1+¢)

Entao, como ap > 1, obtemos

N+

(1 +t)“/ (14 7) (14t — r)dr

L 1 1—ap %
< 2“/2 (14 7)"Pdr =27 << 1) )
0

1—ap 0
1 Ll—ap a
) TR [
ap—1 ap—1 ap—1

t
il) Agora, para T € [2, t] , temos 1+t < 2(1 4 7), que implica em

(147)7P*<29P(1 4 ¢)~ P
Entao, como ap > a, obtemos

(1+t)* /tt (I+7)"PA4+t—7)"%r

2

t
< 29P(1 —|—t)“_“p/ (1+t—7)"%r
1 _ —a
e (U0 )

1—a
= 29714+ t)*~ ‘”’(
1

<2ap(1+ta ap __ — <
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29p

sendo que 1 > 0 pois, por hipdtese, a > 1.

Considerando agora, as estimativas obtidas nos itens (i) e (ii) acima
e definindo

C C 2(1 20/p
= (a,p) .—maX{apl,al},

concluimos que, para qualquer ¢ > 0 fixado, vale
t
(1+ t)a/ 1+7) A +t—71)%dr <C.
0

n
Por ultimo, enunciamos um lema auxiliar que usamos para mostrar
a existéncia e unicidade de solugao global para o problema semilinear

e também, para obter taxas de decaimento para esse problema.

Lema 1.15 Seja F : [0,00) — R wma func¢do continua e positiva
definida por
F(M) = aly + bTMP — M,

onde a,b, Iy, T sao constantes positivas e p > 1 um ndmero real. Entdo
F possui um tnico ponto de minimo global My € (0,00) e além disso,

existe € > 0 tal que, se 0 < Iy < e, entao F(My) < 0.

Demonstracao. Pelo teste da derivada primeira, temos que os pontos

criticos de F' sao da forma

1
1\ 7t
M= ()7
° (pr>

Observamos que My é positivo, pois b,T > 0e p > 1 e como F esta

definida sobre [0, 00), My é o tnico ponto critico da fungao.
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Além disso, o teste da derivada segunda, implica que F' assim defi-
nida, é uma fungao convexa, de onde concluimos que My > 0 é ponto

de minimo global, conforme sugere o grafico da Figura 1.1.

F(M) 4 G(F) F(M) 4

alo—é

: N

Mo M M

Figura 1.1: No segundo grafico, 0 < € < ea.

Além disso, F(0) = alp > 0, pois a,Iy > 0. Portanto, para I
suficientemente proximo de zero, ou seja, se 0 < Iy < g, para algum

e > 0, entao temos que F(Mp) < 0.
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de

Solucoes: Problema Linear

Neste capitulo mostramos a existéncia e a unicidade de solugoes

para o problema de Cauchy associado & equagao linear

uge + (=AY uy + (—=A)%u + (—A)u = 0,
u(0, ) = ug(z), (2.1)

ut (0, ) = up (),

onde u = u(t,z), com (t,x) € (0,00) x R™ e as poténcias fracionarias

0
do operador Laplaciano satisfazem 0 < <a<2e0<0< a;r .

Calculando formalmente o produto interno usual em L?(R"), da

equagao diferencial em (2.1) com a fungéo wu;, temos

/n (utt + (—=A)uy 4+ (—A)u + (—A)out>ut dz = 0. (2.2)
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Desenvolvendo o primeiro termo a integral acima, temos

o (1,\, 1d )
/n Upptty dx = /Rn 5 ( ut>dx = 5%/]1@ |ue|” de. (2.3)

Agora, usando a Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), segue que

/n (_A)[suttut dx = ((_A)guttvut)Lz = (‘f|25l/bt\t7@)L2
= [l ads = [ 160 €0 de = (6T 61T
— (8t (-8 ) = [ (-8 ua(-a) b da

B o (1 5 3 1d
_/Rn ot (2(_A) ut>dx 2dt Jpn (=4

Analogamente, temos também que

/ (-A)ugdr = / el dg = / el el de

:/n<_A) 1d

2dt Jr
assim como

N1)

u(—A)2uy do = ‘(—A)%u|2dx, (2.5)

[ oy - / €7, @ de = /R 1617 ¢l de

= / (—A)3u(~A) Suy do = /

Substituindo as identidades obtidas em (2.3) a (2.6), na equagao

(—A)%ut‘z dz. (2.6)

acima em (2.2), obtemos

1d g
St ||Ut||L2+H Zut‘

PR (ONE Y (CNEA

para todo ¢t > 0.
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Definimos a energia total do sistema (2.1) por

5 2
2ut

50) = 5 (Il + )b

+ H(—A)%‘uH;) (2.8)

e entao reescrevemos a equacao em (2.7) na forma

d 2

LB + [[(-2)fu,

7 =0, parat>0. (2.9)

L2

Observamos na equagao (2.9), que a funcdo energia E(t) é ndo cres-
cente no tempo e que o termo (—A)%u; na equacio diferencial em (2.1),
representa uma dissipacao de energia do sistema.

Considerando a fungao em (2.8), definimos o espago da energia por
X = HY(R") x H°(R"). (2.10)

Observamos que, para os casos em que § > « > 0, temos que
uy € H°(R™) € HY(R"), de modo que a regularidade exigida da funcio
ut, € maior do que a regularidade da fungao u e além disso, o espago para
os dados iniciais do problema (2.1), também exige maior regularidade.

Neste trabalho estudamos somente os casos em que 0 < § < q,
situagao em que (u,u;) € H*(R") x H°(R™), e o espago X esta defi-
nido de forma adequada e é o mais importante, pois é o espago onde
ocorrem grande parte das aplicagdes fisicas. Considerando « € [0,2] e
3,0 € [0,a], a maior poténcia para o operador Laplaciano na equagao
diferencial do problema (2.1), é dois.

Considerando a relagdo entre as poténcias & e 6 do operador La-
placiano, dividimos o estudo da existéncia e unicidade de solugdes do

problema associado & equacao linear, nos casos

1) Caso 0< 0 <d <y
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2) Caso 0 <§ < GSQTM.

Com o objetivo de usar resultados da teoria de semigrupos, enun-
ciados no Capitulo 1 deste trabalho, consideramos o espago da energia
definido em (2.10) e reduzimos a ordem do problema de Cauchy dado

em (2.1), reescrevendo-o na forma

d
~“U=RB
U =BU+J(U),
U(0) = Uy,

(2.11)

onde U = (u,u;), Uy = (ug,u1), com B e J operadores definidos ade-
quadamente para cada um dos dois casos citados acima, conforme mos-
tramos nas proximas secoes deste capitulo.

Em seguida, usando o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.10),
mostramos que B é gerador infinitesimal de um semigrupo de contra-
¢oes de classe Cy em X e mostramos também, que J é um operador
linear limitado sobre o espaco X.

A partir disso, usando resultados da teoria de semigrupos, decorre
do Teorema de Perturbagao de Geradores (Teorema 1.11), que B+ J é
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X e portanto,
pelo Teorema 1.12, existe uma tdnica solugdo para o problema (2.11) e
equivalentemente, para o problema (2.1).

Apresentamos formalmente esse resultado através do Teorema 2.1,
que enunciamos ao final deste capitulo. Para a demostracao desse teo-
rema, definimos e analisamos inicialmente, as propriedades de um ope-
rador que chamamos A, que usamos para definir o operador B dado
no problema de Cauchy em (2.11), de modo que B seja gerador infini-

tesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy em X.
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2.1 Operador A,

Nesta se¢ao consideramos 0 < ¢ < ¢ e definimos o operador A, de

modo que seu dominio seja um subespacgo de H? (R™), ou seja,

D(4,) = {ue H'R"); 3y =y, € H'®R"),
(1,9) + (=8 8w, (-8)F0) = (9,9) + ((-2) 8y, (-A)

Ve H"(R”)}.

[SI5

).

A partir da condi¢do imposta sobre D(A,), é natural definirmos o
operador A, na forma
A, . D(A,) — HO(R™)

(2.12)
u — Y,

comy = Asu= (I + (—A)‘S)fl I+ (-A)7)u.

Mostramos a seguir, que D(A,) # () e que, para cada u € D(A4,),
existe um tnico elemento y € H°(R™), tal que A,u = y, concluindo
que o operador A, esta bem definido.

De forma mais geral, mostramos no Lema 2.1 que cada u € H? (R™)
esta associado a, no maximo, um elemento y € H ‘5(R”), através das

igualdades propostas, satisfazendo as propriedades em D (A,).

Lema 2.1 Para todo u € H°(R"™), existe no mdzimo um elemento

y =y € H*(R™), tal que Asu =y, ou seja,

(,9) + (—8) 8w, (-8)F0) = (5, 9) + ((-2)Fy, (-2) B,

para todo ¢ € H?(R™).

47



Demonstracgao. Claro que a equagao variacional do lema é satisfeita
para u = v = 0. Assim, 0 € D(A,) e entao D(A,) # 0.
Seja u € H?(R™). Suponhamos que existam yi, y2 € H®(R"),

satisfazendo a equacao do lema. Entao temos

[SIEH

(1:9) + (A) 391, (—8)30) = (12.0) + ((—A) 3, (~2) ).

para todo ¢ € H?(R"™), ou seja,

(1= v2.9) + ((=2)3 (1 — 1), ()

[N
AS)
N—
Il
=

para todo ¢ € H?(R™).

Como C§°(R"™) esta densamente imerso em H?(R™), em particular

s s
(11— 2.9) + (—2)3 (01 — o), (-2)Bp) =0, (2.13)
para qualquer ¢ € H?(R™).
Definindo y = y1 — ya, segue da densidade de C§°(R™) no es-

paco H®(R™), que existe uma sequéncia {ov},en em C5°(R™), tal que

@, — y em H?(R"), quando v — 0o, ou seja,
lev —yllys — 0, quando v — oo,
assim como,

2 2 2
lew = yllzrs = llewlls =2 (@ws W) s + ylls — 0, (2.14)

quando v — oo. Além disso, como |||¢y || s — (|9l gs| < low = yllgs,
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temos que
leullgs — lyllgs »  quando v — oc. (2.15)
Assim, dos resultados em (2.14) e em (2.15), segue que
(.90 s — llyllys,  auando v — oo, (2.16)

Por outro lado, pela definicio do produto interno no espago H°(R™)

e considerando o resultado em (2.13), temos também que

s

W0 )s = W:00) + (D). (-2)F0, ) =0, (2.17)

para todo v € N.
Portanto, de (2.16) e (2.17), resulta que

2 .
[Yllers = Jim (y, %) s = 0,

de onde concluimos que y =0 € H?(R"), ou seja, y1 = y2 € H7(R™).
u

Como consideramos § < o, temos o < 20 — § e entao,
H20—6(Rn) C HU(RTL) C Hé(Rn).

Posto isso, determinamos na sequéncia uma caracterizagao para o

dominio do operador A,, mostrando nos Lemas 2.2 e 2.3 que

D (A,) = H*73(R"™).
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Lema 2.2 Se 0 < § < o, entdo D(A,) C H**79(R") e existe uma

constante C' > 0, tal que
lull g2e—s < C||Agull s

para todo u € D(A,).

Demonstracao. Seja u € D(A,). Pela definigdo de D(A,), dada no

inicio desta segdo, existe um y =y, € H°(R"™), tal que

(,0) + (—8) 2w, (-8)30) = (1,9) + ((—2)Fy, (-2)Ep) . (218)

para todo ¢ € H?(R™).

Definimos o funcional F' : H°(R™) — R, na forma

)

Dessa forma, o funcional F' est4 bem definido e é linear.

lon

(F0) = (5.0) + ((=2)Fy, (-2)

Além disso, F' é continuo pois, dado ¢ € H°(R™), temos que

(F.o)l < 1 9)l + | (-8)Ey (-a)ke)|

S
< lyllas llellars + ([ (=2 %],

CINE

HS

Entdo, considerando a definicio de norma em H°(R") e usando a

Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), temos que

(E o) < gl 181+ [|1el°g]] l1el’ 2]
<a o+ 125 a6

< 2|lyllas llellas,
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para todo ¢ € H°(R"), ou seja, || F|| < 2|yl gs. Logo, F' é um funcional
limitado e portanto, continuo em H? (R™).

Assim, dado u € D(A,), existe F' € (H°(R"))' = H~%(R") tal que

(uv 90) + ((_A)%u7 (_A)%Qa) = <Fv <,0>, (219)

para todo ¢ € H®(R™).
Como D(R™) C S(R™) C H°(R™), em particular,

D(R") <= S(R") — LP(R"), Vp=>1,
o resultado & valido em H®(R™) e também

(’LL, SD) + ((7A)%u7 (*A)%QD) = <Fa §0>7

u+ (—=A)u=F, (2.20)
¢ valida no espago dual §&'(R™) C D'(R™).

Aplicando a Transformada de Fourier na equagao (2.20) e conside-

rando a defini¢ao do funcional F', temos que
(L+lePo)a= (1+1¢*)7,
para u € D(A,) C H°(R") e y € H*(R™), ou ainda,

(1+ |§|25)_% (1+EP)a=(1+ \§|25)%§. (2.21)
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No entanto, da definicao de A,, temos que y = A,u e entao

. 1 20/\
=A,u= igéu.
L+ [¢]

<)

(2.22)

Por outro lado, tomando o quadrado da norma L? de cada um dos

membros da equagao em (2.21), obtemos

L) i) ke = [ (1) P

Como consideramos 0 < § < ¢ e entao também 20 — § > 0, segue

do Lema 1.4 apresentado do Capitulo 1, a equivaléncia

A+1€2) T A+1e) <c@+1¢R) " (1 +1g)>
=C (1 + |§|2)2076 <C (1 + |§|2(20_5)) 7

onde C é uma constante que depende de o e §.

Assim, a equacdo integral acima, pode ser reescrita como

[ asigeara e [ avie) e @)

n

Portanto, considerando a defini¢ao de ;1:, em (2.22), concluimos da

inequagao em (2.23) e da Identidade de Plancherel (Teorema 1.3) que
lullzze—s < Clyllas = Cf| Az o,

para todo u € D(A,), ou seja, D(A,) C H>**~9(R").
m
Observagao 2.1 Lembramos que, por defini¢io, D(A,) C H?(R™).
Isso justifica a condicio 0 < 0 < o, imposta no inicio desta se¢cdo, pois
ela garante que D(A,) C H?**~%(R™) C H?(R").
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Lema 2.3 Se 0 < § < o, entio H**°(R") C D(A,), ou seja, dado
u € H?°~°(R") existe y € H°(R™) tal que

(1,0) + ((-2)Fu, (—8) %) = (5,9) + (-2 3y, (-2)%9) . (2:29)
para todo ¢ € H7(R™).

Demonstracdo. Sejam u € H>*°(R") e G : H*(R") — R o funcio-

nal dado por
(G, 0) = (u0) + ((-8)° Fu, (~0) ).
Dessa forma, o funcional G esta bem definido e é linear, pois
u e H*~(R"™) c H°(R™).

Além disso, G é continuo, pois dado ¢ € HO(R™),

)

(G0l < (s 0)| + | (=) Fu, (- 8) )|

< Nullzellellz +||(=a)7%u||[|(-2)2¢|

L2 Lz’

Entao, considerando a definicio de norma em H®(R") e usando a

Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), temos que

(G o) < lall e 182 + [[1EP 0w (112 2
< (Il g2 + [11€P7=°a] 1) ol o

< 2|ull o5 [|@l s,

para todo ¢ € H?(R™), ou seja, |G| < 2 ||ul| g2o—s-
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Logo, G é um funcional linear continuo e entao
G e (H(RY) = H*(R™).

Com objetivo de usar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5),
definimos a aplicagao
b: HO(R™) x HO(R") — R,

5 5 (2.25
bp.0) = (0.6) + (D). (-2)%0) :

Assim, a aplicagdo b(-,-) estd bem definida, é uma forma bilinear e

é continua pois, dado (¢, ¢) € H?(R") x H°(R™), temos
b, 0)| < I @)l + | ((—2)Ep, (-2)80) |

2l
€1°9)

< lpllzligllze + | (-2)%¢]

2

L2

<11@llz |||, + el .

L2

< 2|lellasli @l ars-
Além disso, b(-,-) é coerciva pois, para todo ¢ € H°(R™),
~12 ~|12 ~2
blpve) = 1915 + 165015 = | (1+16P) 13Pde = Dol

Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5) que,
para o funcional linear e continuo G, existe um tnico y € H°(R"™), que

é solugao para o problema variacional
by, ) = (G, ), para todo p € H’(R™). (2.26)

Assim, para a forma bilinear continua e coerciva b(-, -) e o funcional
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linear e continuo G, conforme definidos nesta demonstragao, existe um

tinico y € H°(R™), de modo que

[VEY
AS)
~——
|
=
3
_l’_
N
|
B
Q
|
£
|
B
Nl
©
SN—
™
[\
-

(v 0)+((—8) 8y, (-A)’

para todo ¢ € H?(R"™).
No entanto, como H?(R") C H’(R"), em particular a equacio
variacional em (2.27), vale para todo ¢ € H?(R").

Além disso, usando a Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), temos

(=8 b (=a)k0) = (0 16°3) = [ IePmalelpae

0
s
[V
AS)
N—

_ 20511 _ oo _ _ Z

= [ lepealepas = [ leralerads = ((-a)fu

Como isso, segue de (2.27), que existe y € H°(R"™), tal que
(1:0) + (~0) 8y, (-2)86) = (w,9) + ((-2) Fu, (-2)Fp),

para todo ¢ € H7(R™).
Assim, a identidade que define D(A, ) é satisfeita para u € H?*~9(R")
e portanto, u € D(A,), o que implica que H2*~°(R") C D(A4,).

Observagao 2.2 Lembramos que, conforme justificamos anteriormente,

o0 espago definido para a energia do sistema apresentado em (2.1) é

X = Ha(Rn) % H(S(Rn)
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munido com os produtos internos

(oo = [ (L+]¢Pe) AT (2.28)

(mesz/;(L+m%)ﬂ5%, (2.29)

e respectivas mormas, que $ao equivalentes as normas usuais nesses

espagos, devido as desigualdades provadas no Lema 1.4 do Capitulo 1.

2.2 Caso0<¥f<d<a

Nesta segao, reescrevemos o problema de Cauchy (2.1) na forma

d

YU =BU+ (),

dt ! 1) (2.30)
U(0) = U,

onde U = (u,uy),Up = (ug,u1) € X, com By e J; adequados, de modo
que Bj é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe
Co em X, J; é um operador linear e limitado sobre X.

Em seguida, usando resultados da teoria de semigrupos, mostramos
que B; + J; é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em
X e portanto, o problema admite uma tnica solugao.

Com o objetivo de determinarmos os operadores By e J;, de modo
que atendam as hipdteses desejadas, somamos e subtraimos o termo u

a equagdo diferencial em (2.1), obtendo assim,
(I + (fA)‘;) upgp =— I+ (—A)¥)u+ (u — (fA)Gut) )

A defini¢do do operador A, estudado na Segdo 2.1, implica que
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(I + (—A)‘S) é inversivel. Entao, definindo v = u;, segue que
ve=— (T4 (=A)) 7 (T4 (=A)) u+ (T+ (=A)°) " (1= (=A)%).

Relacionando o expoente o com o que ocorre na definigdo do ope-

rador A, na segdo anterior, reescrevemos a equacao na forma
-1
v =—Aqu+ (I+(=A)°) " (u—(=A)%),

com A, = (I + (—A)‘S)_1 (I + (—A)%) e conforme mostramos nos Le-

mas 2.2 e 2.3 daquela secao,
D(A,) = H**7%(R™).

Assim, a equagao diferencial em (2.30) pode ser reescrita na forma

d U B v
dt \ o —AquAt (I + (=A)°) "' (u— (~A)%)
u u
= Bl + Jl )
(% v

onde By : D(Ay) x H*(R™) — H*(R") x HY(R") definido por

U v
B =
v —Aju

e Jp: H*(R") x H?(R") — H*(R"™) x H’(R"™) operador definido por

Ji =



Observagao 2.3 Conforme mostramos anteriormente na Segdo 2.1,
D(A,) = H**=%(R"™). Assim, como D(B;) = D(A,) x H*(R™), temos
que BiU € H*(R™) x H*(R™), ou seja, By(D(B;)) C X.

Mostramos nesta sec¢ao, que o operador By + J; é gerador infinite-
simal de um semigrupo de classe Cy em X, digamos {S1(t)},~,-

Entao, usando a teoria de semigrupos, concluimos que
U(t) = S1(t)Uy, >0,

¢ a solugdo para o problema de Cauchy em (2.30).

Assim, para dados iniciais Uy = (ug,u1) € H*(R") x H°(R"), temos
U e C([0,00), H*(R™) x H(R")).

Dessa forma, a primeira componente de U(t) = S1(¢)Up, é a (anica)

solugao do problema linear (2.1) e satisfaz
ue 0([0,00),1{“(]&")) nct ([o,oo),Hﬁ(R")).
Além disso, para dados iniciais
Uy = (ug,u1) € D(By) = H**7°(R") x H*(R™),
temos que

ue c([o, o), HQO‘*‘S(R")) net ([o, ), H‘“(R”)) ne? ([o, o), H5(R")>.
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2.2.1 B; é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contracgoes de Classe C

Mostramos nesta subsecao, que By é um operador bem definido e
que é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe
Cp no espago X = H*(R"™) x HO(R").

De acordo com os Lemas 2.2 e 2.3 na secao anterior deste capitulo,
D (Ay) = H>**9(R™).

Além disso, tomando u € D (Ay,), temos que Aqu € H®(R™).
Posto isso, segue que o operador
Bi: D(A,) x HY(R") — HR") x H(R"),

(2.31)
(u,v) — (v, —Aqu)

est4 bem definido.

Lema 2.4 O operador By definido em (2.31), € o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contragées de classe Cy em H®(R™) x HO(R™).

Demonstracao. Vamos mostrar que o operador B satisfaz as hipote-
ses do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.10) e portanto, é gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy em X.

Naturalmente que o conjunto D(B;) é denso em X, pois 0 < ¢ < a,
D(B;y) = H*79(R") x H*(R") e X = H%R") x H°(R").

Para mostrar que B; é dissipativo, consideramos o produto interno
no espaco H*(R") x H®(R"™), definido a partir da soma dos produtos
internos em H*(R") e em H°(R™).

59



Nesse sentido, dados (u,v) € D(By),

(Bl(uav)a(u’v))HaxHé = (('U, 7Aau)>(uav))H“><H5

= (U,U)Ha — (AQU7U)H5 .

Considerando os produtos internos definidos em (2.28) e (2.29), para

os espacos H*(R") e H?(R™), respectivamente, temos que
(B0}, (0,0)) s = | (14 J6) 5
- [ i) A

— 14

e usando o resultado em (2.22), ou seja, Aju = ‘€|25 u, obtemos
1+

(B1(u, ), (1, 0)) e 11
:/ “*'ﬂm)ﬁdﬁ—/ 1+ e G5 g
R™ o
= 1 20\ ([~ ~= d
[ i) (57 - a7) dg
= 2i / (1+ [€[2) Im (57) de,
Rn

onde o termo Im(ﬁﬁ) representa a parte imaginaria de v .

Assim, para todo (u,v) € D(By), temos que

Re ((Bl(uvu)v (u7v))H(lXH6) =0

e portanto, segue da definigdo, que B; é dissipativo.

Além disso, conforme mostramos a seguir,

Im(I — By) = H*(R™) x H*(R").
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De fato, Im(I—B;) C H*(R™)x H®(R™), pois dado (f, g) € Im(I—
By), existe (u,v) € D(By) = H**~°(R") x H*(R"), tal que

(U’U) - Bl(uﬁv) = (I - Bl)(u7v) = (fag)'

Entretanto, como 0 < § < a, temos (u,v) € H*(R") x H°(R") e

além disso, por definigao,
By : H**73(R") x HY(R™) — H*(R") x H’(R"),
ou seja Bi(u,v) € H*(R™) x H°(R™), de onde segue que
(f.9) = (I = B1)(u,v) € H*(R") x H°(R").

Por outro lado, dado (f,g) € H*(R") x H’(R™), existe um par
(U,U) € D(Bl)7 tal que (I - Bl)(uvv) = (fv g)v ou Sejaa

(u—v,v—i—Aau) =(f,9).

No entanto, provar a identidade acima, é equivalente a mostrar que

existe (u,v) € D(B;) = H**79(R") x H*(R"), satisfazendo

u—v=f e H*R"),

(2.32)
v+ Ayu=g € H(R").

Da primeira equacao do sistema, temos que v = u — f e entao,

substituindo na segunda equagao, obtemos
Asu+u=f+g. (2.33)

Assim, dado (f,g) € H*(R") x H’(R"), devemos mostrar que existe
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u € H?>*9(R") satisfazendo a equagdo (2.33).
Usando a defini¢io de A, = (I+(—A)%) - (I+(—A)%) e aplicando
o operador (I 4+ (—A)?) a ambos os lados da equagdo variacional em

(2.33), temos que
(T4 (=2)Mu+ (T + (=8)")u = (I +(=2)")(f +9).

Com o objetivo de usar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5)
para mostrar a existéncia de solugdo para a equacao em (2.33), defini-
mos uma forma bilinear b e um funcional linear ' e mostramos que b
é continua e coerciva e que F' é continuo.

Seja b(+, ) : H¥(R"™) x H*(R™) — R, a forma definida por

b(uv 90) = (uv QO)HO‘ + (u» QO)H‘;'

Notamos que b(+,-) estd bem definida, pois 0 < § < a, e é bilinear,
pois é definida como soma de produtos internos.

Além disso, dados u, p € H*(R"), como H*(R") C H’(R™), temos

< lulle el e + lull s llell s

< 2 ull =l 7.

Logo, b(-,-) é limitada e portanto, continua.

Além disso, b(-,-) é coerciva, pois para todo u € H*(R™) temos que

b(u,u) = (u,u)go + (u,u)gs

= lullfra + llullZs = llulle-
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Agora, seja F': H?(R™) — R, o funcional definido por

<Fa 90> = (fv @)H‘s + (gvSO)H‘;‘

Naturalmente que F' est4 bem definido e é linear, pois é definido
como soma de produtos internos e f € H*(R") C H°(R").
Além disso, para f € H*(R") e g € H*(R™) dados, temos

KE o) < |(f, 0 ms| + [(9,90)ms]
< W fllwmsllelles + gl e ol ms

< (Ifllme + ligllzs) el s,

para ¢ € H°(R™). Logo F ¢é limitado e portanto, continuo em H°(R™).

Também, como F é um funcional linear e limitado sobre H°(R"),
Fe (HR™) = H(R") ¢ H *(R").

Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5), que

existe um tunico elemento v € H*(R™), tal que

b(u, ) = (F' ¢),
para todo ¢ € H®(R").

Assim, pela definicdo de b(+,-) e de F, existe um tnico elemento

u € H*(R™), satisfazendo a equagao

(w, @) + (u, ) s = (f,0) s + (9, 0) g

e considerando a definicio de produto interno em H*(R") e em H°(R"),
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temos que

u, (~8) ) +2(u,0) = (£, Q)s +(g, P,

para todo ¢ € H°(R").
Como D(R") denso em H°®(R™), a equago variacional acima é vé-

lida para todo ¢ € D(R™) e portanto,
Autu=f+g (2.34)

no sentido das distribuigdes, ou seja, em D'(R™). Entdo, aplicando a

transformada de Fourier em (2.34), obtemos

—

Aau+a: f+§
ou ainda,
1 1o
(1+16P)? Agu = (1+1¢*)* (F+5- 1)

Agora, tomando a integral sobre R™ em cada lado da identidade

acima, temos que

2

— 2 ~
| i) [Auo] as= [ (162 [fio) +a© - a@)] g
R™ "
Entdo segue da definigio de norma em H°(R") que
1Aaullzrs < £ 175 + gl 7o + Il - (2.35)

Como u, f € H*(R") C H°(R") e g € H°(R"), a soma das normas
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em (2.35) ¢é finita e entdo usando o Lema 2.2, resulta
2 2
[l z2e—s < [[Aaullzs < oo,

de onde concluimos que u € H2*~9(R").

Além disso, do sistema definido em 2.32 temos que u = f 4+ v e
v = g — Aqu. Logo, para todo (f,g) € H*(R™) x H®(R") existe
u,v) € H?*79(R") x H*(R"), tal que (I — By)(u,v) = (f,g), ou seja,

(f,9) € Im(I = By).

Concluimos assim, que D(B;) é denso em X = H*(R") x H®(R"),
que By é um operador dissipativo e Im(l — By) = X.

Portanto, segue do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.10), que
By é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cjy

no espago da energia X.

n
2.2.2 J; € um Operador Limitado
Mostramos a seguir, através do Lema 2.5, que o operador
S X — H*(R") x H%(R"),
(2.36)

(o) — (0, (T+(=4))7" (u=(-A)"))
é linear e limitado no espaco da energia X = H*(R") x H°(R™).
Observamos que J; estd bem definido, pois 0 < 6 < § < a.
Lema 2.5 O operador Jy definido em (2.36), € linear e limitado.

Demonstragao. A linearidade de Jy, segue da linearidade do operador

Laplaciano e suas poténcias fracionarias.
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Além disso, para todo (u,v) € X, temos que

2. 0) [

=+ =277 (- (—A)%)H2

HS
_ 25y | 8= €25
- L 1) [ |

¢
</ ; mm"“*/ |K%||%

Usando o Lema 1.4 dado no Capitulo 1, valem as seguintes estimativas:

1 L€ _
T+ e = T+ e =

1t _ 1+
TG = T e

€%
1+ g%

[ [ [
T+ 67 = 1% = e
Para |£| = 0, a relagdo é verificada de maneira imediata.

i) Para & € R™ <1+ €2

)2075

ii) Para 0 < [£] < 1: C(1+¢)?

e entdo como 0 < 4, §0(1+|§|2)5 SC’(1+|§|26)3

Para |¢] > 1: <1+ g

Considerando as estimativas mostradas nos itens (i) e (ii), temos

wmwmﬁwms/“o+mMWW@+c/o+mew%
R™ R

= llullge + Cllvlgs < CllU| o xns-

Concluimos assim, que J; é um operador linear limitado em X.
n
Reunindo os resultados obtidos nos Lemas 2.4 e 2.5, segue do Te-
orema de Perturbagdo de Geradores (Teorema 1.11), que By + J; é
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X e portanto,
concluimos do Teorema 1.12, que existe uma tunica solucao para o pro-

blema de Cauchy dado em (2.30).
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a+90

2.3 Caso00<o<h<

Assim como na secao anterior, também aqui reescrevemos o pro-
blema de Cauchy descrito em (2.1), na forma

d
~U=B
U = BoU + 1y (U),

U(0) = Uy,

(2.37)

onde U = (u,ut),Up = (ug,u1) € X, com By e Jy adequados, de modo
que Bj é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe
Cy em X, Jo € um operador linear e limitado sobre X.

Nesse sentido, definimos v = u; e entao, somando e subtraindo os

termos u e v & equagao diferencial em (2.1) obtemos
I+ (=A)) vy =T+ (=A))u— (I+(=A)) v+ (u+v).

A defini¢do do operador A, estudado na Segdo 2.1, implica que

(I +(—A)°) & inversivel. Entdo, temos que
vy = —Aqu — Agv + (I + (—A)‘s)71 (u+wv),

com
1

Au = (T4 (=AY (T4 (A)%),
Ag=(I+(=2)") 7" (I +(-4)),

podem ser relacionados com o operador A, definido na segao anterior

e conforme mostramos nos Lemas 2.2 e 2.3 daquela segao,

D(A,) = H* 7 %(R") e D(Ag) = H¥(R").

67



Assim, a equagao diferencial em (2.37) pode ser reescrita na forma

d U v
at \ o —Aqu— Agv+ (I + (—A)‘S)_1 (u+v)
u u
= By + J2 )
v v

onde By : D(A,) x D(Ag) — H*(R™) x H®(R™) definido por

U v
By =
v —Aqju — Agv

e Jy: H*(R") x H*(R") — H®(R™) x H°(R™) operador definido por

J L 0
v (I+ (—A)‘S)_1 (u+v)

Observagao 2.4 Conforme mostramos na Secao 2.1, a defini¢ao do

operador By erige somente
D(By) = D(As) x D(Ag) = H**7°(R™) x H*~°(R™).

No entanto, na prorima subsecao calculamos o produto interno da se-
gunda coordenada de U = (u,v), no espago H*(R™).

. +0
Assim, como 0 <6 <0< QT, temos que

HQafé(Rn) C Ha(Rn) C H2076(Rn) C HJ(Rn)
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e entao definimos
D(By) = H**7%(R") x H*(R").

Assim como na se¢@o anterior, mostramos que o operador By + Ja
é gerador de um semigrupo de classe Cy em X, digamos {Sa(t)},~,-

Entao, usando a teoria de semigrupos, concluimos que
U(t) = SQ(t)UOa t Z Oa

¢ a solugao para o problema de Cauchy em (2.37).

Assim, para dados iniciais Uy = (ug,u1) € H*(R") x H®(R"), temos
U e C([0,00), H*(R™) x H°(R")).

Dessa forma, a primeira componente de U (t) = S2(t)Up, ¢ a (unica)

solugéo do problema linear (2.1) e satisfaz
u € C([0,00), H*(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) .
Além disso, para dados iniciais
Uy = (uo,u1) € D(By) = H**°(R") x H*(R™),
temos que

u € C([0,00), H** % (R™))N C* ([0, 00), H*(R™))N C2 ([0, 00), H*(R™)) .
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2.3.1 By é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo
de Contracoes de Classe C
Mostramos nesta subsegao, que By é um operador bem definido e
que é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe
Cp no espago X = HY(R") x H*(R™).

De acordo com os Lemas 2.2 e 2.3 na primeira segao deste capitulo,
D (A,) = H>**9R") e D(Ag) = H¥R").

Além disso, tomando u € D (A,) , temos que Aqu € H(R") e
tomando v € D (Ay), temos Agv € H?(R™).
Posto isso e considerando a Observagao 2.4, segue que o operador
By: D(A,) x H*(R") — H*R") x H*(R")

(2.38)
(u,v) — (v, —Aqu — Agv),

estid bem definido.

Lema 2.6 O operador By definido em (2.38), € o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contragées de classe Coy em H*(R™) x H®(R™).

Demonstra¢ao. Também aqui, mostramos que o operador Bs satisfaz
as hipoteses do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.10) e portanto,
é gerador de um semigrupo de contragoes de classe Cy em X.

Naturalmente que o conjunto D(B3) é denso em X, pois 0 < ¢ < a,
D(By) = H*79(R") x H*(R") e X = H%(R") x H°(R").

Para mostrar que By é dissipativo, consideramos o produto interno

no espago H®(R™) x H°(R™), definido a partir da soma dos produtos
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internos em H®(R") e em H®(R™).
Nesse sentido, dados (u,v) € D(B1),

(B2(u7 U)7 (u; 'U)>Ha><H5 = ((U, —Aju — Ag’l}), (u7 U))HWXHJ
= (Uvu)H“ - (Aau, 'U)Hs — (A91)7’())H5 .

Considerando os produtos internos definidos em (2.28) e (2.29), para

os espagos H*(R") e H’(R™), respectivamente, temos que

(Ba(t,0), (1, 0)) jra 15 = / (14 [¢PyoTde
f/ (1+ [€2) Amu T de — / (14 €2 Ao de

N R Sl
e usando o resultado em (2.22), ou seja, Ao,u = ————-1, obtemos

(BZ(U, U),(U,U))Hang :/ (1 + |§|2a)5§d§
]R'n
7). 20 _
- /n (1 + |€|26)(iji|é||25)aﬁd§ — /” (1 + ‘§|26)ﬂﬁﬁdf
= /n (1 + |§|2Q) (AA %\) df /R" (1 + |§|20)|i}\|2dg

_ 9 / (U [P Im(5T) d — (o],

onde o termo ]m(@ﬂ) representa a parte imaginaria de v .

Assim, para todo (u,v) € D(Bz), temos que
RG(BQ(’U,,U)7 (u>v))Ha><H6 = _HUH%IG <0

e portanto, segue da definigdo, que By é dissipativo.
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Além disso, conforme mostramos a seguir,
Im(I — By) = H*(R™) x H°(R"™).

De fato, Im(I — Bs) C H®(R™)x H®(R™), pois dado (f, g) € Im(I—
By), existe (u,v) € D(By) = H>**°(R") x H*(R"), tal que

(u,v) = By(u,v) = (I = Bs)(u,v) = (f,9)-

Entretanto, como 0 < § < a, temos (u,v) € H*(R") x H*(R"), e

além disso, por definigao,
By : H**7%(R") x H*(R") — H*(R") x H°(R"),
ou seja, By(u,v) € H*(R™) x H?(R"), de onde segue que
(f.9) = (I = Bs)(u,v) € H*(R") x H°(R").

Por outro lado, dado (f,g) € H*(R") x H’(R™), existe um par
(U,’U) € D(BQ)a tal que (I - Bl)(U,U) = (fv 9)7 ou Sejav

(u—v,v—i—Aau—i—Agv) =(f,9).

No entanto, provar a identidade acima, é equivalente a mostrar que

existe (u,v) € D(By) = H?*~9(R") x H*(R"), satisfazendo

u—v=f € H*R"),

(2.39)
v+ Aqu+ Agv = g € HO(R™).

Da primeira equacao do sistema, temos que v = u — f e entao,
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substituindo na segunda equagao, obtemos
Asu+Apgu+u=f+g+ Aof. (2.40)

Assim, dados (f,g) € H*(R™) x H°(R"), devemos mostrar que
existe u € H?*~°(R") satisfazendo a equagio (2.40).

Usando a defini¢ao de

Ay = I+ (-
Ag = (I+(-A)°)"
e aplicando o operador (I + (—A)5) a ambos os lados da equagao vari-

acional em (2.40), temos que

I+ (=A))u+ I+ (-A))u+ I+ (-A)Y°)u
=T+ (=A)°) f+ T+ (=A)P°) g+ (I+(=A)) f.

Com o objetivo de usar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5)
para mostrar a existéncia de solu¢do para a equagao em (2.40), defini-
mos uma forma bilinear b e um funcional linear F' e mostramos que b
é continua e coerciva e que F' é continuo.

Seja b(-,-) : H*(R™) x H*(R") — R, a forma definida por

b(“?@) = (u7(p)H“ + (U,@)Hé’ + (ua<p)H‘5'

Notamos que b(-,-) estd bem definida, pois 0 < § < 0 < «, e é

bilinear, pois é definida como soma de produtos internos.

73



Além disso, dados u, p € H¥(R") C H?(R") C H’(R"™), temos

[b(w, ) < [(w, @) e |+ |(u, @) mel + [(u, 0) s |

< Mlullzellellae + l[ullmellelae + lullgs el < 3llullme

ol o

Logo, b(+,-) é limitada e portanto, continua.

Além disso, b(-, ) é coerciva pois, para todo u € H*(R™) temos que

b(u,u) = (u,u)go + (u,u) go + (u, u)gs

= llullFre + lulFe + llullfps > llulle.
Agora, seja F': H*(R™) — R, o funcional definido por
<Fa §D> = (f7 @)HG + (fv QO)H‘; + (9a@)H5~

Naturalmente que F' est4 bem definido e é linear, pois é definido
como soma de produtos internos e f € H*(R") C H?(R™) C H°(R").
Além disso, para f € H*(R") e g € H*(R™) dados, temos

(Eo) < [(fs @) el +1(fs @) msl + (9, @) ms |

<A aollellze + 1A s lolas + lglms el as
< (e + W s + Ngllers) ol zre,

para ¢ € H*(R™). Logo F é limitado e portanto, continuo.

Também, como F' é um funcional linear e limitado sobre H(R™),
Fe (H*R") = H™*(R").
Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.5), que
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existe um tunico elemento v € H*(R™), tal que

b(u, p) = (F,¢),

para todo ¢ € H*(R"™).
Assim, pela definigdo de b(-,-) e de F, existe um tnico elemento

u € H*(R"™), satisfazendo a equagao

(u, p)me + (u, ) o + (w,0) s = (f,0)ms + (fs0) e + (9, 9) s

e considerando a definigdo de produto interno em H*(R™), temos que

((-a)%u, (-8)F ) + ((—a)fu, (—a)ke) + (-a)fu, (-2)fp)

+3(u,0) = (f,0)ms + (fy0)mo + (9,9 s

para todo ¢ € H*(R™).
Como D(R™) denso em H*(R"), a equagao variacional acima € va-

lida para todo ¢ € D(R™) e portanto,
Agu+ Apu+u=f+g+ Agf (2.41)

no sentido das distribuigoes, ou seja, em D’'(R™). Entao, aplicando a

transformada de Fourier em (2.41), obtemos

—

Aou+Agu+id=F+g+Agf

ou ainda

—

(141629} Aqu= (1+16P%)* (F+5+ 4] - Au—7).
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Agora, tomando a integral sobre R™ em cada lado da identidade

acima, temos que

0 i) 1A P e

2

= [ i) |F© + ) + Ate) - Ante) ~ate)| e
Entdo segue da definicdo de norma em H®(R™) que

1Aaullzgs < 1117 + Ngllzes + A0 f s + IAqullrs + llul s
Agora, usando o Lema 2.2 para a norma do operador Ay, obtemos

2 2 2 2 2 2
| Aatil3s < € (17115 + lgl3gs + 17 Wigaos + laos + 1l )

(2.42)

Como u, f € H*(R"), g € H°(R™) e estamos considerando o caso
em que 0 < § < 0 < a, temos que u, f € H*(R") C H*~%(R"). Entdo

a soma das normas em (2.42) ¢é finita e usando o Lema 2.2, resulta
lullzrze-s < 1 Aaulzrs < o0

de onde concluimos que u € H2*(R™).

Além disso, do sistema definido em (2.39) temos que u = f + v e
v =g— Aqu— Apv. Logo, para todo (f,g) € H*(R"™) x H°(R") existe
(u,v) € H**~9(R™) x H*(R™), tal que (I — By)(u,v) = (f,g), ou seja,

(f:9) € Im (I = By).

Concluimos assim, que D(Bsy) ¢ denso em X = H*(R™) x H°(R"),

que By é um operador dissipativo e Im(I — By) = X.
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Portanto, segue do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 1.10), que
B5 é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy

no espago da energia X.

n
2.3.2 J; € um Operador Limitado
Mostramos a seguir, através do Lema 2.7, que o operador
Jo: X — H*(R™) x H°(R"™)
(2.43)

(o) — (0, (T+(=4)) " (w+v),

é linear e limitado no espaco da energia X = H*(R") x H°(R™).

)
Observamos que Jo estd bem definido, pois 0 < § < 0 < %.

Lema 2.7 O operador Jo definido em (2.43), € linear e limitado.

Demonstrag¢ao. A linearidade de Jo, segue da linearidade do operador
Laplaciano e suas poténcias fracionéarias.

Além disso, para todo (u,v) € X, temos que

o0 B = (14 (-8) w0
u+v

2
— 20 ~|2 ~12
= [0 || de< [ apder [ e

< lullfra + vlFs < 1UNFaxms-

Concluimos assim, que Jy é um operador linear limitado em X.
u
Reunindo os resultados obtidos nos Lemas 2.6 e 2.7, segue do Te-
orema de Perturbagdo de Geradores (Teorema 1.11), que By + Jo é

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X e portanto,
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concluimos do Teorema 1.12, que existe uma tinica solugao para o pro-
blema de Cauchy dado em (2.37).

A partir dos resultados obtidos nas Se¢oes 2.2 e 2.3, concluimos que
existe uma tnica soluc¢do para o problema de Cauchy em (2.11) ou equi-
valentemente, para o problema em (2.1), resultado que formalizamos

através do teorema a seguir.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade) Seja n a dimensdo do es-
a+6

pago, comn > 1 esejam 0 < d < ael <0< % Entao, para

dados iniciais

(ug,u1) € H**°(R™) x H*(R"),

existe uma unica solugdo global u para o problema de Cauchy associado

& equagdo linear em (2.1), com

u € C ([0,00), H** °(R™))NC* ([0, 00), H*(R™))NC? ([0, 00), H’ (R™)) .
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento:

Problema Linear

Aplicando a transformada de Fourier no problema definido em (2.1),

obtemos o problema de Cauchy

(1+ €]2) e + |62 + €28, = 0,
a(oaf) = ao(f), (3_1)
ﬂt(O,f) = al(f),

no espago de Fourier, onde u = u(t,§), com (¢,§) € (0,00) x R™ e

poténcias fracionarias 0 < d < ae0 <0< a,com0<a <2

3.1 Estimativas Gerais

Multiplicando (3.1) por @y, obtemos a equacio
(1+ |f|26) Ugetly + €U + |€[* e = 0,
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que é equivalente a

d 8\ 1~ 12 o |52 01 |2
= (U 1) [l + lg2 [@l?) + 1€ @l = o,

N

para (£,£) € (0,00) x R™.

Definimos a densidade da energia do sistema em (3.1) por
Er(t,€) = €7 [al” + (1+ [¢%°) [@:” (3:2)

e reescrevemos a equagao diferencial acima na forma

1d 2 |~ (2 _
§%El(ta§)+ €] [ue|” = 0, (3.3)

para (t,£) € (0,00) x R™.

Multiplicando (3.1) por @ e tomando a parte real, obtemos
Re ((1-+ 16%) 8T + 6737 + €2,3) 0,
que é equivalente a

d N = o~ N
= (16271 +2 (1 + 1g”) Re (@) ) + [¢l* [l = (1 + lg*) [an]?,

N | =

para (t,&) € (0,00) x R™. Entdo, definindo
Ex(t,€) = ¢ [af* +2 (1+ |¢*") Re (@)

reescrevemos a equagao diferencial acima na forma

1d ~ ~
5 gp P2t 6) [P [al* = (14 [¢*) [l (34)

para (t,&) € (0,00) x R™.
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Considerando as equagoes diferenciais em (3.3) e em (3.4), definimos

B(1,€) = Fy(t,€) + 50O Ba(t,6), (35

para (t,£) € (0,00) x R™, onde p : R — [0, 00), é definido por

el jel<1, 0<6<3,
|§|29 o a+9d
_ ) o @t
P(f) = 8(1 I |£|25)7 |£| 5 <fh< 5 (3 6)
|£|20 a+6
Cle=1, 0<e< 22
TTremy H= )

com £ > 0, a ser escolhido adequadamente mais adiante.

Observagao 3.1 Para o método que usamos neste estudo, o sucesso
na obtencao de taxas otimas de decaimento da energia, depende direta-
mente da escolha da func¢ao p que definimos em (8.6). Definimos essa

funcao, usando a Defini¢ao 1.31 do Capitulo 1.

Derivando a expressao (3.5) em relacao a variavel ¢ e usando as

equagdes em (3.3) e (3.4), obtemos

2dt 3

—%E(t,f) L2 By (t,6) + 2p(©) (;jE (t, 0)
= (16l f?) + 5oe) (1Pl + (1 + 16 1)

de onde segue que

= Lo (i)

B(t,€) + 162 13 + Sp(€)le 3 = 3

1d
2dt
que reescrevemos na forma

1d

5 E6) + F(t.€) = R(1,€), (3.7)
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onde F, R : (0,00) x R™ — [0, 00) séo os funcionais definidos por

F(t,€) = |6 18] + 3p(€)leP 2,

R(,€) = 3() (1+ 1) [l (39)

Na sequéncia enunciamos e mostramos os Lemas 3.1 & 3.6, que usa-

mos para determinar uma estimativa para a norma de u.

a+9d

Lema 3.1 Sejam 0 <6 < — e 0 <e < =. Entao,

N =

oe) <
(1+€17)
para todo § € R™, com p como definido em (3.6).

«a 1
Demonstragao. Para |£] <1e0<6 < 5 como € < 2’ temos que

elE]? (14 |€%) < 2e)é?> < g™ < |¢]*

e entao, da definicao de p, temos

pl) = el < LT
(1+€%)
) )
Para\§|§1e%<0§ ot epara [§| >1e0<0 < ot , COmMO
€ < 1, temos imediatamente
€% €%
pl&) =e¢ < .
O =T < T
Portanto, o resultado é valido para todo £ € R”.
n
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a+0

Lema 3.2 Sejam 0 <6 < el<e . Entao,

M\»—t

R(1€) < SF(,6),

para todot >0 e £ € R™.

Demonstragao. Segue das defini¢coes de R e F' e do Lema 3.1, que

R,€) = Sp(e) (1+ 162) [P < 2 (1 4 1) ja?
A R ICRREEY t

1 . 1 B 1
e 07 < 5 (16 @l + gp(@leP ol ) = 1Fe.6),

paratodot > 0e & € R™.

a+90

Lema 3.3 Sejam 0 <6 < ? el<e . Entao,

l\.')\)—l

OB < F(1.6)

para todo t >0 e & € R™, com p como definido em (3.6).

Demonstragdo. Para £ = 0, o resultado ¢ imediato, pois p(0) =

Para £ # 0, segue das definicoes de F' e E; e do Lema 3.1, que

F(t,6) = [¢* [a]” + p( &)lef* [al”

1 91420 1 |2 200 |32

L0(6) (p(@a - e fa) )

> 20(€) (1+ I6P?) 1@l + I fal®)
= 2HOF(1,9),

para todot > 0e & € R™.
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1)
at el<e<

Lema 3.4 Sejam 0 <6 < . Entao,

N | =

p(E) < JEPP2,

para todo t >0 e £ € R™, com p como definido em (3.6).

. o
Demonstracao. Para 0 < 0 < Px €] <1e0<e<1, temos que

p(&) = elg*7*" < Jg*.

)
Para%<9§ a—2|— 1€l <1e0<e<1, como2a < 40, temos
elg*® < 1gPP> < 1gP> (1 + 1¢*)

e entao, da definigao de p, temos que

_ |£|20 2a0—260
a+9
Para 0 <6 < 5 , 1€l >1e0<e <1, como 46 < 2a+ 26, temos

el€]*? < Je[ < ¢ (1+ [¢*)
e entao, da defini¢ao de p, temos que
_ |£|29 < 2a0—20

Portanto, o resultado é valido para todo £ € R™.
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1
Lema 3.5 Sejam 0 <6 < x+9 el<e< 3 Entao,
1 2

para todo t >0 e £ € R™, com p como definido em (3.6).

Demonstracao. Considerando 6 e € como nas hipoteses do lema, vale

IN

OB < 30l6) (162 a1 +2 1+ 162 a3

A

p(&) (1627 [al® + g2 [al® + (1 + [¢17)* 16172 @)
(P(OIE" @l + p&) (1 +161%)” I [aul?)

IN
WIN Wl Wl

Agora, usando os resultados dos Lemas 3.1 e 3.4, obtemos

HOR.0)

2 20—20| #1260 |~(2 €% 2612 | ¢1—20 |~ |2
> (1ePe1eP? ol + s (14 16" 6 il

= (16213 + (1+ 1P [l = SB1(9),

IN

IN

para todot >0 e £ € R”.

a+9d

Lema 3.6 Sejam 0 <6 < — e 0 <e < =. Entao,

N |

€12l + (14 J€[2°) fif® < 5e O (1gf2* faol? + (1+ [¢)%7) [ )

para todo t >0 e £ € R™, com p como definido em (3.6).

Demonstracao. Usando os resultados dos Lemas 3.2 e 3.3 na identi-
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dade obtida em (3.7), temos que
5 B8+ F(6.6) = R, < 1F(1,0
2dt ) ) - ) — 3 ) )

de onde obtemos

d

SB(L6) < ~F(L,) < ~3p(O B (1,6)

e assim, para todot > 0 e £ € R™,

d

CB(,6) < ~3pOF(1,6). (3:9)

Como resultado do Lema 3.5, temos que
2 1 2
SEI(18) < 5O Ba(t,€) < SEi(4E),
de onde segue que
1 1 5
e entdo, considerando a defini¢do do funcional E em (3.5), obtemos
1 5

para todot > 0e ¢ € R™.

Além disso, segue das desigualdades obtidas em (3.9) e (3.10), que

d

SE(1,6) < 5O F(1.) < —£p©)Bl1,€),
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de onde obtemos a inequagao diferencial

d 1
PG+ 2p(OE(€) <0,

que tem como solugoes
E(t,€) < e 57O E(0,€),

para todot > 0e & € R™.

Assim, usando a equivaléncia obtida em (3.10), segue que
Ex(1,€) < 3E(t,€) < 3¢ 57O E(0,€) < 5e™ 57O B (0,€),

ou seja, a densidade de energia do problema definido em (3.1) no espago

de Fourier, decai exponencialmente na forma
Ey (t, f) < 567%p(£)tE1 (07 E)v

para todot > 0e & € R™.

Portanto, da definicao do funcional da energia F7, temos que

P @l + (1+ [€*°) [
< 540" (€[2[0, €)1 + (1 + [61%) [ (0,6)I*)

= 540 (J62 ol + (1-+16%) )

para todot > 0e & € R™
m
Na segao seguinte, o objetivo é determinar taxas de decaimento
da soluc¢do do problema dado em (3.1), na norma relativa ao espago

L?(R") e encontrar taxas de decaimento da energia total desse sistema,

87



na norma do espaco X = HY(R") x H(R").
Para a obtencao de taxas para a energia, integramos ambos os mem-
bros da desigualdade obtida no Lema 3.6 enquanto que, para a norma

L? da solucdo, usamos a estimativa a seguir, decorrente do Lema 3.6,

A R 1+ [e26)
[Q|? < 5e 5P <|u0|2 + (|§||§a|) |U1|2> ; (3.11)

valida para todo ¢t > 0 e £ € R", com & # 0.
Além disso, para a obtencao de taxas de decaimento na regiao de
. . « a+9d
baixa frequéncia, para o caso em que 3 <0< —5 » Usamos tam-
o
bém o Lema 1.11, enquanto que, para 0 < 0 < 3 usamos o método
proposto por Luz-Ikehata-Chardo no artigo [19] citado nas referéncias

bibliograficas deste trabalho, visto que o método que usamos para o

o a+d .

caso 3 <0< , nao produz taxas 6timas.
Por outro lado, para a obtencao de taxas na regiao de alta frequén-
cia, necessitamos também do Lema 1.10, devido & estrutura de perda

de regularidade da equacdo em (2.1), para o caso em que 6 < J.

3.2 Taxas de Decaimento para || <1

Nesta secao, estimamos a desigualdade do Lema 3.6 e a desigualdade
decorrente desse lema, dada em (3.11), na regido de baixa frequéncia.
Devido a forma como definimos a fungao p = p(&) (ver em (3.6)),

dividimos esta se¢ao nos casos
) @
i) CasoOSHSE;

a+4d
— 0<7
)Ca802< 5
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3.2.1 Caso0<0< %

Pelas razoes mencionadas anteriormente, estudamos taxas de de-
caimento para este caso, usando o método proposto por Luz-Tkehata-
Chardo no artigo [19] das referéncias deste trabalho. Os resultados
apresentados no Teorema 1.14 e no Corolario 1.1 do Capitulo 1, sao
relativos a esse método e serao usados nesta secao.

Usamos esse método tanto na primeira parte desta subsegao, onde
estudamos o decaimento da energia do sistema, quanto na segunda
parte, onde determinamos taxas para o decaimento da norma L? da
solugdo do problema de Cauchy dado em (2.1).

Conforme mostramos em (3.1), a equacao associada ao problema de

Cauchy, no espaco de Fourier, é dada por
(1 1€1%) e + €20 + €], = 0, (3.12)

onde u = u(t,€), com (t,£) € (0,00) x R™ e poténcias fracionarias
0<id<ael<f#<a,com0<a<?2.

O objetivo é determinar 8 > 0 de modo a satisfazer a Hipotese 1 na
Segao 1.5, que aqui chamamos Hipdtese 2, e entao usar o Corolario 1.1
dessa mesma se¢ao, para concluir que a taxa de decaimento da energia
associada ao sistema (3.1) na baixa frequéncia é 5.

Usando na equagao (3.12), a notagao definida para a equagao dife-

rencial em (1.4) na Secao 1.5, temos

P& =(1+1¢*), P& =1 e P3()=¢P"  (3.13)
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(67

de modo que, para [£] <1e0 <6< 5

p(€) = min { P3(&) Py ' (€), P2() P (&)} = €[> (3.14)

e o espago de integragao mencionado no Corolério 1.1, que consideramos

aqui é
Q={¢eR™ [¢|<1}. (3.15)

Observagao 3.2 Na Hipdtese 2 a sequir, usamos o sequinte resultado:

1 1
[ [ [ oasiar= [lo ([ ase)a
l€1<1 0 JIgl=r 0 |€l=r
1 1
:/ rP (wnr("_1)>d7":C/ rPH=Ddr < oo,
0 0

e(p+n—1)> -1, ou seja, p> —n, comn > 1.

Devemos calcular § > 0, que satisfaca as condigbes (i) e (ii) da
Hipotese 1 do Corolario 1.1. Fazemos a verificagdo das condigoes dessa

hipétese, no que chamamos Hipotese 2, como a seguir.

Hipotese 2 Sejam Py, Po, Ps e p fungoes obtidas em (3.13) e (3.14),
respectivamente e ) espago definido em (3.15).

i) Determinar 8 > 0, de modo que as integrais Cg e Cé que calcu-

lamos a sequir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que

C3 = / (5)‘%131 (€)de

L1+ [¢*) d£<2/\5
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20 — 2 200 — 2
se w > —n, ou seja, 5 > M, paran > 1;
ci- | p(f)—%&(ﬁ)df
:/|g— T2 e < oo,
Q
20 — 2 200 — 2
se W + 2a > —n, ou seja, B > M, para n > 1.

Entao, considerando que o« > 0, concluimos que as integrais C’g

€ Cg sao simultaneamente finitas para

8> max{(Qa_ 20) (20— 29)} _ (20-29)

n  (n+2a)

para 0 € [O, %}, comn > 1.

Determinar § > 0, de modo que as integrais Cy, C%, Cj e C§

que calculamos a sequir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

148

cs= [ Py 3o Fag
/lé\” (1+1¢2) F ae < %/ e # de < oo,

) 20
se —— > —n, ou seja, f > —, paran > 1;
n

B

cl = /ﬂ p(€)”F Pa(6)de = /Q =
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c3 = / P()F Py(€)Pa(6) 2Pi(€)dg
(2a—26)

Q
= [l E21¢) 4 (1 + 1¢1>) de

<4 / | (7 H20m40) ge < o,
Q

20 — 2
seu+2a—49>—n ou B >

B

(20 — 20)

—_— >1;
(n+ 2a — 46) com =4

o / p(€)F Pa(€) 2 Py (€) Py (€)%
- / €7 2522 649 (14 (¢ ¢4 de

<2 / | (5 ~a610) g < oo
Q

(20 — 2a)

200 — 20
seT—49+4a>—n,ouseja,ﬁ> (2a )

—_— d
(n+4a —46)° senao

C’g e C’g vdlidos para n > 1, pois 20 < a.

Assim, concluimos que as integrais C’é, Cg, Cg e Cg sGo simul-
taneamente finitas para
20 (2a—20) (20— 20) (20 — 20)

ﬁ>max{n, (n+2a)’(n+2a40)’(n+4a49)}::62’

(3.16)

para 0 € [0, %}, comn > 1.

. (67 .
Como estamos considerando 0 < 6 < 3 notamos facilmente que

(20-20) _ (20-20) (20-20) _ (20-20)
(n+2a—40) = n+ 2« ¢ (n+2a—40) — n+4a —46°
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Para verificarmos sob quais condi¢oes

(2a — 20)

20
B,
(n+2a—460) — n

ou seja, 80% — 4 (n + )0 + 2an > 0, definimos a funcdio

F(0) =80% —4(n+a)f +2an, (3.17)

(0% . . ~
onde 0 € [0, —] , cujas raizes sao

2

« n
0, = — 0y = —.
1 B) € 2 5

A depender da relagao entre o e m, temos 01 < 0 ou O3 < 6.

F(g) A F(@) A
G(F G(F
a<n n <«
N o0, 0

Figura 3.1: Casos 01 < 0 e 05 < 64

Assim, analisando o grifico de F' (Figura 3.1), concluimos que

a) se a < n, entio F(0) > 0, para todo 0 € [0, 2} , ou seja,

2
(2a0 — 20) < 20
(n+2a—460) = n’
~ 2a0 — 260
de modo que o mdzimo em (3.16) é By = M;
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b) sen < a, entao F(0) >0, para 0 € [0, g}, ou seja,

(2c — 26) < 20
(n+2a—460) = n’
~ 2a — 26
de modo que o mdzimo em (3.16), é o = (R(Jzaiﬂ);
¢) sen < a, entao F(0) <0, para 0 € [g, %}, ou seja,
(2c — 26) < 20
(n+2a—460) — n’
. = 26
de modo que o mdzimo em (3.16), € By = —-

Posto isso, seque do Coroldrio 1.1, que a taxa de decaimento da
energia total do sistema associado & equagao em (3.19) na baiza frequén-

L _1
cia, € dada por t~ %, onde

a) Paran>a el € [0, %}, temos que

> min

(20 —20) (20— 26) _ (2a—-20)
{ ’(n+2a—49)}_(n—|—2a—40)7

b) Paran < aef € [0, 5}, assim como no item anterior,

. =1 (2a—-20)
6>m1n{[31,ﬂ2}— (n+2a —46)’
¢) Paran < a ef € [27%}, temos que

8> min {1, } =min{(2a_29),29} _ 2

n n n
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Portanto e considerando a densidade da energia dada em (3.2), segue
do Corolario 1.1, que a taxa de decaimento da energia total do sistema

em (3.1) na baixa frequéncia, pode ser estimada na forma

1 1

E(t) =3 /§<1 (|§|2“ jal® + (1 + 1¢*) |at|2)dg <Ct7F,  (3.18)

para t > 0, com «, S, 6 e n como nos casos (a), (b) e (c) acima.
Agora, para obtermos taxas de decaimento para a solug¢ao do pro-

blema em (2.1), na norma L2, consideramos novamente a equagao

associada ao problema, no espago de Fourier, que ¢ dada em (3.1),

reescrevendo-a na forma

(1+1¢*)
€]

€%

att + a"‘ W'Ilt = 0, (319)

onde u = u(t, &), com (¢,€) € (0,00) x R™\ {0} e poténcias fracionarias
0<di<ael<f#<a,com0<a<?2.
Considerando a equagao em (3.19) e usando mais uma vez o Coro-

lario 1.1, obtemos estimativas para o funcional

1 (LH1EP) =2
L(t)2/|£|<1< gpa (b 1Al Jde (3.20)

e em particular, para a norma L? da solugiao do problema em (2.1) na

baixa frequéncia, pois

[ fawora <z2Le.
[€]1<1

Usando novamente a notacao definida na equagao diferencial em

(1.4) na Segao 1.5, agora para equacao em (3.19), temos que
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(1+1¢)
g2

€%
€[>

Py(§) = Py (&) = e B =1, (3.21)

para |£] <1, com [£| # 0. Assim como no caso anterior,

p(€) = min {Ps(&) Py 1 (€), Po(§) P (€)} = [¢>* % (3.22)

e o espago de integracao que consideramos é
Q={(eR” 0< ¢ <1}. (3.23)

Assim como fizemos anteriormente, devemos mais uma vez calcu-
lar 8 > 0 que satisfaca as condigoes da Hipotese 1 do Corolario 1.1.
Fazemos a verificagao das condigbes dessa hipotese, no que chamamos

agora, Hipotese 3, como a seguir.

Hipotese 3 Sejam Py, Po, Ps e p fungoes obtidas em (3.21) e (3.22),
respectivamente e ) espago definido em (3.23).

i) Determinar 8 > 0, de modo que as integrais Cg e Cg que calcu-

lamos a seguir, sejam finitas. Nesse sentido, temos que

3 = / p(6)F Pu(€)de

(2a ~20) 1 + |§|25 B
- [ e LI e < 2 [ 167 e <
20 — 2 2a0 — 2
se M —2a > —n, ou seja, § > M, para n > 2q;
B (n —2a)

o;*:/gp@)-%Pg(s)dg:/er
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20 — 2
se M > —n, ou seja, B >

B

Entao, considerando que o > 20, concluimos que as integrais C’g

2a0 — 20
w, para n > 1.

€ Cg sao simultaneamente finitas para

3>max{<2a_2'9) (2a—29)}: (20 — 20) =

(n—2a)’ n

para 0 € [O, %} , comn > 2.

it) Determinar § > 0, de modo que as integrais C’é, C’g, CE € C’g

que calculamos a sequir, sejam finitas. Nesse sentido temos que

Cl = /Q Py(6) H Py (6)F de

1+8
B

20—2a 1+ 26
:/Q|f(ﬁ)<( |§|2£a| )> dg

148 _ (204208)
<277 / €] 7 d€ < oo,
Q

se 2D o seja, 8> (nEQZa)

B

, para n > 2o

(20—2a)

cg=/ﬂp<s>—%P3(5)d5=/Q|£| = 4e < oo,

se B> (2a — 20)

, paran > 1;

3 = / p(€)F Pa(€) Pa(€) 2Py (6)2de

, 251\ 2
= [rameige-an (LEEED) 4
0 €

<4 / 16| (FF 1) g < oo,
Q
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20 — 2
seg—49>—n, ou seja, B >

B

(2c0 — 20)

(n—49) , para n > 40,

Cs = [ pe)F Pa() P Pl

Q
S RRPRCEEET) |£|29>‘2 (L+ 1)
= [ () g e

<2 / €| (FF +20-40) g < oo
Q

(20 — 2a)

200 — 260
seT+2a—49>—n, ou seja, B > (2a )

R S—— d
(n+ 2a — 46)’ sendo

Cg vdlido para n > 1, pois 20 < a.
Assim, concluimos que as integrais C’é, Cé, Cg e Cg sGo simul-

taneamente finitas para

5 maX{ 20 (2a—260) 2a—260) (2a—20) } . B,

(n—2a)’ n  (n—40) " (n+2a—40)
(3.24)

para 0 € [07 %}, com n > 2.

. [e% .
Como estamos considerando 0 < 6 < 3 notamos facilmente que

(2a — 26) < (2a — 26) (2a — 26) (2a — 26)
n—40) = n © (n—40) T (n+2a—40)

Para verificarmos sob quais condi¢oes

(20-20) _ 20
(n—40) = (n—2a)’

ou seja, 802 + 4 (o —n) 0 + 2 (n — 2a) > 0, definimos a fungdo

F(0) = 86% + 4(a — n)f + 2a(n — 20), (3.25)
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@ .
onde 0 € [O, —} , comn > 2, cujas raizes sao

n — 2«

0, = .

% e 92:

Comparando as raizes, observamos facilmente que, para n > 3,

temos 01 < 05 e para 2a < n < 3a, temos Oy < 0.

F(Q) A F(g) A
G(F) G(F
3a<n n < 3a
91\_/92 0 92\/91 0

Figura 3.2: Casos 61 < 65 e 05 < 6,

Assim, analisando o grdfico de F' (Figura 8.2), concluimos que

a) sen > 3a, entao F(0) >0, para todo 0 € [O, %} , ou seja,

(2c — 26) < 26
(n—40) — (n—2a)’

(2a — 26)

de modo que o mdzximo em (3.24), é By = W;
n—

-2
b) se2a < n < 3a, entio F(0) >0, para 6 € [O,n 3 a]} ou

(20-20) _ 20
(n—40) — (n—2a)’

(2a —20)
(n—40)

de modo que o mdzximo em (3.24), é By =
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—2
c) se2a < n < 3a, entio F(0) <0, para 6 € [n 5 a,g], ou

(20 — 20) 20
(n—40) — (n—2a)’

z 20
de modo que o mdzimo em (3.24) € Ba = _26)

(n—20)
Posto isso, seque do Coroldrio 1.1, que a taxa de decaimento da
energia total do sistema associado & equagio em (3.19) na baiza frequén-

L _1
cia, € dada por t~ 7, onde

a) Paran > 3a ef € [0, %} , temos que

3> min{ﬁh@} _ min{(za—ze) (2a—29)} (2 —-20)

(n—2a)" (n—40) | (n—46)"

-2
b) Para2a<n<3aef€ {0, (112(1)}, também

5 {5 o = min G20 G201 _ (2020

(n—2a) (n—40) | (n—46)"

n—2a «
,—|, temos que
2 2

¢) Para 20 < n < 3a €9€|:

ﬂ>min{ﬂ1,,§2}min{(2a20) 20 } : 26

(n—2a)’ (n—20) n—2a)

Portanto, ainda de acordo com o Corolario 1.1, o funcional definido

em (3.20), pode ser estimado na forma

_1 o LHIE) o 1
L(t)_Q/Iglgl <|u| P Jas< ot (326)

para t > 0, com «, 3, 6 e n como nos casos (a), (b) e (¢) acima.
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A partir da estimativa para o funcional L, apresentada em (3.26),
obtemos estimativas para o decaimento da norma L? da solugdo do
problema de Cauchy em (2.1), na regido de baixa frequéncia.

Através do lema a seguir, reunimos e apresentamos formalmente,
estimativas de decaimento da solugdo do problema em (2.1) na norma
L?, bem como de decaimento da energia desse sistema, para || < 1,
resultados que obtivemos em (3.26) e (3.18).

Lema 3.7 Seja 0 <0<

a . . .
<5 Valem as seguintes estimativas:
<

i) Paran >3a e0 < %, se ug,u; € LY(R™), entdo

n—460)

~ _
/|£|<1 |’Uz|2df <Ct (2a—20) T€ (HuO”il + ||u1Hil> :

-2
i1) Para2a<n <3ae0<0< w, se ug,u; € LY(R™),

- _ (n—40)
[ s < 0 S (ol + )

(n —2a)

i) Para 2o <n < 3a e 5 <h< %, se ug,u; € L'(R™),

(n—2a)

[ e < S (ol + )
<1

iv) Paran > a e0 <0< —, seug,u; € LY(R"™), entio

o[ R

[ (el + (162 @) de
lg1<1

_(nt2a—46)
< Ct (2a—20) Te (HUOH%A + ||u1Hil) )
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v) Paral<n<ae0<6< g, se ug,u; € LY(R™), entdo

[ (il + (162 @) dg
lg1<1

_(n2a-40)
< Ct™ @2 +e (HUOHil + ||U1H2L1) )

vi) Para1<n<ae— <0< —, seup,u; €LY R"), entio

ol R

n
2
[l + (162 @) de
l€1<1

< B+ (ol + )

para todo t >0 e € > 0 fizado arbitrariamente.

As estimativas do Lema 3.7, exigem somente norma L' dos dados

iniciais ug e u1, de acordo com o Teorema 1.14 do Capitulo 1.

a+o
2

Para este caso, como [£| < 1, a defini¢do de p em (3.6), implica que

3.2.2 Caso % <6<

[ i

p(€) = 5(1 ) 2 e (3.27)
Além disso, para 0 < [£| < 1, temos que
1 20
( L'ﬂ ) <2072, (3.28)

A partir das relagdes em (3.27) e (3.28), mostramos o lema a seguir,

valido na regiao de baixa frequéncia.

a+9d
2

Lema 3.8 Seja — <0 < . Valem as sequintes estimativas:

| Q
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i) Paran>1, seug € L'(R") e u; € W—*1(R"), entdo
~2 —n 2 2
[ falds < ot (fuoll + fnlfy—on )
l€1<1

ii) Paran > 2a, se ug € LY(R") e u; € LY(R"™), entdo

n _(n—2a)
/W a2 de < Ct™% JJug 31 + Ot~ 2 w2
1

iii) Paran >1, se ug € H*(R") e uy € H*(R™), entdo
oy Qe+ 01679 ) de < €175 (Junl + ).

para todo t > 0.

Demonstracao.

i) Usando as relagoes em (3.27) e (3.28) e a estimativa obtida em

(3.11), temos que

1 25
/ af*de < / be~ 5Pt |ao|2+#m1|2 dg
le|<1 lg1<1 €|
<c [ e B (faf 4 2le 2 @) de
[€1L1

<c A (it + ()= de.

|§|<1

Entao, tomando a norma em L* dos dados iniciais e usando o

Lema 1.11 com ¢ = 26 e k = 0, obtemos

[ atde <o (Il +igemi.) [ e
l€1<1

l€1<1
< ot # (Jlioll; + [llel @} )
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para todo t > 0, com n > 1.

Usando a transformada de Fourier inversa e as defini¢des de norma

em L'(R") e em L>°(R"), segue que

e < o (ol + ) b,
[€1<1

para todo t > 0, com n > 1.

Logo, da defini¢do de norma em W~ (R"), concluimos que

[ s < 0 (ol + ).
<1

para todo ¢ > 0, com n > 1.

ii) De forma anéloga ao item anterior, temos que

~ — £ |g|2¢ ~ —2q |~
/|§|<1 |U|2d§ = C/§|<1 ‘ i (|UO|2 + 2|§| ’ |u1|2>d§

<O [ (eI @ 4 e g ) e,
1€1<1

para todo ¢t > 0.

Entao, usando o Lema 1.11 com k£ = 0 para o dado inicial uyg,

k = —2a para uy e com 9 = 260 para ambos, obtemos

/ [al2de < O[] / oo l€ e
[€1<1 [€1<1

+C||alH2Loo/ e_lio‘f\zetm—zadg

l€1<1
(n—2a)

< Ct 3 o2 + C+ 20 g2

para todo ¢t > 0, com n > 2aq.
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Usando novamente a transformada de Fourier inversa e as defini-

¢oes de norma em L!'(R") e em L>°(R"), concluimos que

(n—2a)

/|£|<1 |a|2df < Ct_% HUOHil +Ct™ 20 ||,u1||i1 ’

para todo t > 0, com n inteiro tal que n > 2a.

ili) Agora, usando a relagdo em (3.27) e o Lema 3.6, estimamos a

norma da energia do sistema na baixa frequéncia, como segue

(e (1) )
< [ et (Jg ol + (1 4 ) il
l€1<1

<c / eI (Jgf2 fao | + (1 + |¢[*) fan | ) de.
[€1<1
Entao, usando o Lema 1.11 com k& = 0 e com ¢} = 26, obtemos

/ (12 (@l + (1 + 16127 [l ) g
[€1<1

m = _ e |g20
< (C||uo|'im+20|uli(,o)/l“16 1612t g

—n ~ 112 =12
<o (J@l + @) .

para todo t > 0, com n > 1.

Logo, usando mais uma vez a transformada de Fourier inversa e

as definicoes de norma L' e norma L*°, concluimos que

[l + (162 @) de < 0% (Jualls + 3.
|€1<1

para todo ¢t > 0, com n > 1.
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3.3 Taxas de Decaimento para |£| > 1

Nesta secao estudamos o decaimento de energia do sistema linear no
espago de Fourier, dado em (3.1), na regido de alta frequéncia. Nessa

regido, conforme definimos em (3.6), a fungao p é dada por

€%

p(§) = Tt @)

0
para todo 0 < 0 < %.
Além disso, para o caso || > 1, o comportamento do funcional da
energia do sistema, depende da relagao entre os expoentes 6 e 6.

Por isso, dividimos o estudo desta se¢ao, nos seguintes casos:

a+9

3.31 Caso0<i<O<

Neste caso, como ] > L e § < 6, temos (1 + [£[*%) < 2[¢[*° < 2|¢[%.

Entao, a defini¢ao de p em (3.6), implica que

20
pO) =i 2 5 (329)
Além disso, para |£] > 1, temos que
1+ ¢
(ﬂfa) < (1+¢*). (3.30)
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)
Lema 3.9 Sejam 0 <6 <6 < %. Paran > 1, se ug € H*(R") e

up € H(R™), entdo valem as sequintes estimativas:

9 [ e < 0ot (Juolls + ol )
l€1>1

i) [ (6 7 (o ) i) < O (ol + ol ).
>1
para todo t > 0.
Demonstracao. Sejam ug € H*(R"), u; € H*(R") e n > 1.

i) Usando as relagoes em (3.29) e (3.30) e a estimativa obtida em

(3.11), temos que

. . L+ €%°)
/ |u|2d§§/ 5e 5P |u0|2+7( Li' )\u1|2 de
le|>1 l€]>1 €]

< C/ et (|l + (1+ 1€1%7) | ) e
[§1>1

gcen%t/ (170l + (1 + [€[2%) [a ) de.
R’Vl

Entéo, da defini¢do de norma em L?(R"™) e de norma em H®(R™),

concluimos que

. e < 0t (ol + o)

para todo t > 0, com n > 1.

il) Agora, usando o Lema 3.6, estimamos a norma da energia do

sistema na alta frequéncia, da seguinte forma:
[ (r=ar +  le) g
[§1>1
< [ e dmOr (j6e ol + L+ [€°) [l e,
l¢1>1
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Entao, usando a relagdo em (3.29) e a defini¢do de norma H® e

de norma H?, concluimos que

[ (il + (162 @) de
1€1>1

C — 1ot 1 2\ |75 (2 1 26\ |32 d
<ce bt [ (1) ol + (141620 1) de

= Cem " (Jluollfre + w3 )

para todo ¢ > 0, com n > 1.

Observagao 3.3 Para os casos (ii) e (i) citados no inicio desta se-
¢ao, usamos o Lema 1.10 da Segao 1.5, na sequinte forma:

Dados ¢, > 0 e a € R, existe uma constante C' > 0 tal que
efc\.f\“t < Ot7r|§-|far,
para todot >0 e £ €R, com £ # 0, onde C depende de r e c.

3.3.2 Ca500§9<5e0§«9§%

Nesta caso, a estrutura da equagao é caracterizada pela funcao

€127

PO =S ey

que degenera para zero quando |[¢| — oo, pois § > 6.

Essa estrutura implica em perda de regularidade nos dados iniciais,
ou seja, para a obtencao de taxas de decaimento na regiao de alta
frequéncia, iguais as obtidas na regiao de baixa frequéncia, é necessario

maior regularidade nos dados iniciais do problema.
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Neste caso, como [£| > 1, temos (1 + |¢]?%) < 2[¢[*, o que implica

260
) =eq 'flw) g2, (3.31)

Além disso, para |£] > 1, temos que

(1+¢*)

e < 2[¢[20=), (3.32)

O objetivo é obter estimativas na regido de alta frequéncia, para a
norma L? da solugdo e para a energia do sistema em (2.1), iguais as
encontradas para a regiao de baixa frequéncia.

Por isso, dividimos o estudo deste caso na alta frequéncia, de acordo

com os casos considerados na regiao de baixa frequéncia.

Lema 3.10 Seja 0 < 0 < 6. Valem as sequintes estimativas:

i) Paran > 3« eO§0§%,

(6—6)(n—40) (6-0)(n—40) L 5_ ~
seug € H @20 (R") euy € H @o—20) (R™), entdo

/ a2de
[€1>1

_M_i_g
< Ot~ a2 T (g | MJFHMH EEEEDNTN

. n — 2«
it) Para 2a < mn < 3« eOSQSg,
(6—0)(n—46) (5—6)(n—460) N
seug € H @20 (R") euy € H a2 TO7%(R"), entio

/ al2de
[€]>1

_ a0y
< Ct™ @a=209) ||u0|| (5 9)(n 46) + ||u1|| (5 9)(71 ;49)+5 N
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(n —2a) <9§g7

(R™) ewuy € HWM_O‘(R”), entdo

ii) Para 2a <n < 3a e

(5—0)(n—2a)
260

seuyg € H

/ al2de
[€1>1

(n—2a)

<Ct =t (||UO||2(5—9)2(2L—204) + HU:l”iI(é—G)Q(g—Zoc)_HS_a) ;

. o (=) (nt20-40) |
iw) Paran > a e 0 < 6 < 3 se ug € H (a=20 (R™) e
(6—6) (n+2a—460) N
w € H @200 TO(R"), entdo

/ (I&IQ" @l + (1+ [€) \ﬂt\Q)dg <
=1

(n+2a—460)
—— " +e€ 2 2 .
Ct (2a—26) <||UO| (5=0)(n+2a-46) | + ||U1H (59)(n+2a49)+5) )
H (2a—26) H (2a—26)
n (B=0)(n+20-10)

v) Paral<n<ael<6< 5 seug € H  (a—20) +°‘(R") e
(5—0)(n4+2a—40) N
w, € H @200 TO(R"), entdo

[ =l + (1 + 1P 1l ag <
[§1>1

_(n42a-40) 9 9
(2a—20) O (mtge I .
Ct <||UO|H(5 6()2(041—59) 10) + ||U1HH(5 6()2(041—59) 49>+5> ;

(5—0)n (5—6)n

vi) Para 1 <n <a, seug € H 20 TR") eu; € H 20 T°(R"),

‘i n<6<a
entao para — —,
5 SV=5

[ (el + (162 @) de
|€1>1

—n4 2 2
< O (Juolly s, + s, )
para todo t >0 e € > 0 fizado arbitrariamente.
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Demonstracao.

i) Usando as relagoes em (3.31) e (3.32) e a estimativa obtida em

(3.11), temos que
~ _ £ (6-9) ~ _ ~
[ jara<c T (ol 210 e
g1 g1

— 40
Entao, usando o Lema 1.10 com r = ((21;_20)) ea=2(0-29),

obtemos

/| s
£l>1
<ot [ (ol + 160 @ )
€1>1
< o1 T / (12072 o ) e
+Ct™ ﬁ/ <|£| (L2 4i—a) |ﬁ1|2)d§,

para todo ¢t > 0, com n > 46.

Assim, segue da defini¢gdo de norma em espagos H*(R"), que

R (n=10)_
/ |u | d¢ < Ct™ = (UOH (5_9)(n,—49))
[€1>1 (2e=20)

(7

para todo ¢ > 0, com n > 46 e em particular, para n > 3a.

-2
ii) A demonstracdo para o caso 2a < n < 3a e <0 < w7

é andloga & demonstracao do item anterior, visto que o resultado

. . . , . «
em no item (i), é valido também para n > 2«, pois § < 5
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iii) Da mesma maneira como nos itens anteriores, temos que
~ _ e |g]2(6=9) ~ _ ~
[ gaPdg<e [ e R (@) o0 @ ag.
1€1>1 |€1=1

-2
Entao, usando o Lema 1.10 com r = % ea=2(0-9),

obtemos

~ 7(n7 a) (579)(77,7 ) e
/| s < cr 3 / €25 g P
£>1

(n—20) (=6)(n=20) Y  __
<ct / 1627 (@ Pde

+ o / g2 -0) 5 12,
RTL

-2
paratodot >0ef € [(nQa) a

,— |, com n > 2a.
)

Portanto, pela defini¢do de norma em H*(R™), concluimos que

/ alde
[€]>1

(n—2a)
20 (HUOHZW + ||U1||Zwﬁ,a) ,

<Ct™

paratodot>0ef € [(n—z2a) a

,2],com2a<n<3a.

iv) Agora, usando a relacdo em (3.31) e o Lema 3.6, estimamos a

norma da energia do sistema na alta frequéncia, na forma

[ (el + (162 @) de
[§1>1

= e26-0) o 1~ ~
<0 [ e (g ol + 2 e
§1>1
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vi)

2a — 46
Entao, usando o Lema 1.10 com r = ntce— 40 ea=2(0-9),

200 — 20
obtemos

~|2 ~ 2
[ (er=ar + o le) g
[€]1>1
(n+2a—40) _ 2(0-8)(n+2a—460) N R

< Ct™ (a= 29)*/ |§| (2a—20) (|§|2a |u0|2Jr |§|25 |u1|2)df
[€]>1

<ot / ¢ PR ) g 2ae
|£1>1

(n+2a—40) (6—0)(n+2a )
vor [ SR o,
1€1>1

para todo ¢t > 0, com n > «.

Novamente pela defini¢do de norma em H*(R™), concluimos que

[l + (162 @) de
[§1>1

_ (n42a ) 2 2
< Ct™  @a-20) (|u0 (5-6)(n+2a-16) | + HU1H (59)(n+2a49)+6) R
H (2a—26) H (2a—26)
para todo t > 0, com n > «.

A demonstracgao deste item, é aniloga a do item (iv) e também
usa a relagao em (3.31) e o Lema 3.6, além do usar o Lema 1.10
n+2a — 40

COmT:meCLZQ(a*(s).

O resultado neste item vale para todo ¢t > 0, com 1 < n < a.

Usando mais uma vez a relagao em (3.31) e o Lema 3.6, estimamos

a norma da energia na alta frequéncia, na forma

[ (ep=ar +  le) anf g
[€1>1

<C | e EET (e ol + 20 ) de
g2t
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Entao, usando o Lema 1.10 com r = % ea=2(0—-19), obtemos

[ (b= ar + o b @l e
|€1=1
<ot [ (e ol + e i )

<Ot / <|§|2(<"’3>
€121

para todo ¢t > 0, com n > 1.

o) i + Jg 205570 [ ) e,

Novamente pela defini¢io de norma em H*(R™), concluimos que

[ (= ar + o 1) il ag
1€1>1

< Ct™ 29 (HUOHiI((S;g)n + ||U1|| G-om ) s

para todo ¢ > 0, com n > 1.

a+o
2

Também neste caso, || > 1 implica em (1 + [£[?°) < 2|¢|? e entéo

3.33 Caso0<0<de % 0 <

€209, (3.33)

Além disso, como [£| > 1, temos que

26

0
Lema 3.11 Sejam 0 <@ <{ e % <f< @ 5 Valem as estimativas:
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(5— 9)7:.

e (R™) ey € H* +o-(R"), entdio

—~2 n 9 ) .
/|£|21 |U| dg S Ct . (HUOHH((;;g)n + ||U1||H%+6—a) ’

(6—0)(n—2a)
26

it) Paran > 20, ug € H (R™) euy € H 5 to—a(Rn),

/ jalPde
| |>1

<Cf

(ol mmgmzer + it sz, )

(5—0)n (=0)n ~
iii) Paran > 1, seug € H % te(R™) euy € H 20 T9(R™), entdo

[ (= ar + o 1) g ag
1€1>1

< Ct™ 30 (HUOH G-om .t ||u1||2(553)n+5> ,

para todo t > 0.

Demonstragao.

i) Usando as relagoes em (3.33) e (3.34) e a estimativa obtida em

(3.11), temos que

[ pra<c e (10f? + 200~ ) e
§l>1 ¢I>1

Entao, usando o Lema 1.10 com r = 2% e a=2(0— ), obtemos

[ gatde<ces |
|§1>1 |€1>1

<crd [ (1ep(F) @l + g

(5—0)n ~ —a) |~
” (|u0|2+|§|2(6 ) de

oo iy ) d,
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para todo t > 0, com n > 1.

Logo, da defini¢do de norma em espagos H*(R™), segue que

20

~12 —n 2 2
[ e < € (ol e + ol ).

para todo ¢ > 0, com n > 1.

ii) De forma anéloga ao item anterior, temos
[ sz o [ e e (oo Pac
|€1>1 [§1>1

n — 2«
20

Entao, usando o Lema 1.10 com r = ea = 2(0-79),

obtemos

~ _(n—2a) B—-0)(n—2a)
/w aPde < o /W €2 g P

(n—2a) 2(6—6)(n—2a) R
+Ct™ 2 / |5|$|§‘2(5*a) |u1|2d£
[€]>1

< o / €25 g P
R’VL

+ Ot / [P0 | P,
n

para todo ¢ > 0, com n > 2a.

Portanto, pela defini¢do de norma em H*(R™), concluimos que

/ jaPde < O
[€1>1

para todo t > 0, com n inteiro tal que n > 2a.

(n—2a)
36 (HuOHj{(J*")ég’%‘) + ||U1||i1(579)2(g72a> +5—o¢> ,

iii) Agora, usando a relacdo em (3.33) e o Lema 3.6, estimamos a
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norma da energia do sistema na alta frequéncia, na forma

[l + (162 @) de
|€1=1

_ € |g|2(6-06) ~ ~
<o [ e (g ol + 26 ) de
gl>1

Entao, usando o Lema 1.10 com r = 2 oea= 2(6 — 0), obtemos

20

[ (il + (1P @) de
[€1=1

2(5—0)n

<o [ e T (jg 1wl + I @) dg
|€1=1

(3—0)n

<o [ (PUF) @of? 4+ P50 @1 ag
Rn

para todo t > 0, com n > 1.

Novamente pela definicio de norma em H*(R™), concluimos que

[ (= ar + 1+ 1) g ag
1€1>1

< Ct 3 (Huo‘|2(553>n+0 + ||u1||2<553)n+5) ,

para todo ¢ > 0, com n > 1.

3.4 Resultados Gerais de Decaimento

Nesta secdo reunimos as estimativas obtidas para a norma L? da

solugdo do problema de Cauchy definido em (2.1), bem como estimati-

vas para a energia total desse sistema, em relacao & norma no espago

da energia, que observamos ser o espaco X = H*(R") x H°(R"™).
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Nos Teoremas 3.1 e 3.2 a seguir, usamos a Identidade de Plancherel
(Teorema 1.3) e apresentamos de maneira sistematica as estimativas
para solucao do problema na norma L?, que decorrem dos Lemas 3.7 a
3.11, apresentados neste capitulo.

No Teorema 3.3 também usamos a Identidade de Plancherel (Te-
orema 1.3) e apresentamos as estimativas para a energia do sistema,

resultantes dos mesmos lemas citados no pardgrafo anterior.

Teorema 3.1 Seja 0 < § < 0. Valem as segquintes estimativas para a
norma L? da solugdo u(t,x) do problema de Cauchy em (2.1):

. !

i) Paran > 3« eO§0<§,

seug € L' (R*) N L? (R") ewuy € L' (R™) N H® (R™), entdo

_ (n—46)
[t a) s < o EH (Juol+ )

+Ce™ " (JluolF2 + un s ) ;

(n —2a)

7

it) Para2a <n <3ae0<0<

seug € L' (R*) N L? (R") e uy € L' (R™) N H® (R™), entdo
(n—40)
/ lu(t, z)[Pdx < C~ Gazzny e <||uo||i1 + HulHil)
+ Ce 0" (Jluoll7 + llur 3 )
(n —2a)

2
seug € L' (R*) N L? (R") euy € L' (R™) N H® (R™), entdo

i) Para 2o <n < 3a e

)

<p< 2
=Y=7

(n—2a)
n-20) te (HuOHil + ||U1||il)

/ lu(t, 2)|2dz < Ct-

+ e (Jluol 2 + ua s )
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(a+9)
2 )
seug € L' (R") N L2 (R") e up € W1 (R*) N H® (R™), entio

iv) Pamnzleggeg

[ttt o) < 0t (ol + funlFy .

+ Ce " (JJuoll3e + llunlfs )

)
v) Pamn>2ae%§9§ (a—2&— ),
seup € L' (R*) N L? (R™) e uy € L' (R™) N H® (R™), entdo

(n—2a)

/ Jult, z)*dz < O3 |lug|| 7 + Ct™ 30 Jua 7,

+ Cem ! (Jluoll3a + uallfs )

para todo t >0 e € > 0 fixzado arbitrariamente.

Teorema 3.2 Seja 0 < 0 < 6. Valem as seguintes estimativas para a

norma L? da solugio u(t,x) do problema de Cauchy em (2.1):

i) Paran > 3a e 0 < 6 < %, se ug,u; € L*(R™) e além disso,

5-6)(n—40) (6=0)(n—40) 4 s

(
up € H @20 (R") euy € H o209 (R™), entao

_ (n—40)
[ utt.o)Pds < oG (fuol + a3

_ (n—40)
+Ct (2a—20) T€ <|u0|2 (5—6)(n—40) + ||u1||2 (59>(n49)+5a) ;
H (2a-20) H (2a-20)

.. n — 2«
it) Para 2a < n < 3ae0 <6 < g, se ug,u; € LY(R™) e
(6—6)(n—46) (6—60)(n—46) _
ainda, up € H o= (R") euy € H Co-20) 0% (R"),
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_ (n—40)
/ u(t, z)[Pde < Ct~ a2t (||u0||il - Huluil)

b Ot Gt (IIuolzw(f;“;ei”’ + |ul||i]<“(fg%ei‘”+“);

-2
(n=20) < %, se ug,u; € L' (R™) e

iii) Para 20 < n < 3a e
(579)5572&)4»67(1 (Rn),

0
. (6—0)(n—2a) n
ainda, ug € H™ 20 (R™) euy € H

(n—2a)
[ttt oo < o6 =T (ol + )

_ (n—2a) 2 2
+ 0t T (uo | -z + 2 smonpozen ) 5

6 n
(@59 oy € Lt ®RM) 1 B &Y

iv) Pamn>le%<0<

eu; € W= (R") N H 25+ (R™), entao

[ttt o)ds < 06 (ol + il

_n 2 2 :
+ Ct 20 (HuOHH(a;g)n + ||u1||H%+5—a) ’

+6 .
v) Paran > 2a e ) < (o 5 ), se ug,u; € L' (R™) e ainda
A (R™) euy € H 4 (R™), entdo

Q
SS
VAN

ug € H

/ fu(t, 2)Pde < Ct 5 Jugl|Z +C

+Ct 2 (HUOHZ“*‘%Q*”) + ||u1||2(afe)2(g72a)+57a) ,

para todo t >0 e € > 0 fixzado arbitrariamente.
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Teorema 3.3 Para todo t > 0, valem as sequintes estimativas para a
energia E(t,x) do sistema dado em (2.1):
i) Pamnzoz,OgégeeOSGS%,

se ug € L' (R™) N H* (R™) e uy € L' (R") N H° (R™), entdo

/n <|Ut|2 + | (—A)5 Ut|2 +(=A) U|2)dx <

(n+2a—

Ot~ FET (ol + a3 ) + Ce™ 5 (Jluol e + s
n

2)

seug € L' (R™) N H* (R™) e uy € L' (R*) N HO (R™), entdo

i) Paral<n<a,0<0<0e0<0<

/R' (|ut|2+|(_A)6ut|2+|(—A)au|2)da:§

(n4+2a—

Ot~ 52 (gl + a7 ) + Ce™ 5 (Ifuoll e + ualys )

it1) Para 1l <n < a, 0<5<96270§%,

se ug € L' (R™) N H* (R™) e uy € L' (R") N H° (R™), entdo

/n (|Ut|2 + | (*A)(s Ut|2 + | (7A)a U|2)da:

< O (JJuoll§a + llurllfs) + Cem 5 (Jluollfa + fualfs )

)
i) Paran>1,0<d6<6 e % 0§(O‘; ),
seug € LY (RM) N H™ (R™) e uy € L' (R*) N H? (R™), entdo

/Rn (|ut|2 + | (—A)é wel? + | (—A)O‘u\2>dm

< 03 (Juoll}s + lunllf,) + Cem " (uolfse + el ) 5
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v) Pamnza,0§0<560§0§%, se ug,u; € L' (R™) e ainda,

(6—0)(n+2a—20) (B=0)(n+2a-20) | ¢
up € H o200 T*(R") euy € H o200 T°(R),

5
[ (P 187 w4 | (-8)" uf)da
R’Vl
_ (n+2a-40)
< Ot @20 +e (”UOHil + ||u1||i1)
_ (nt2a-40)
+ Ct™ e te ||U0||2 (6=6)(nt20-46)
H (2a—26)
_ (nt2a—40)
+ Ot @m0 T g | 5oy mizasn)
H (2a—20)
se ug,up € L* (R") e

vi) Paral1<n<a, 0<0<deld <<
(6—0)(n+2a—260) (6—0)(n+2a—26)
T TY(RY)euwp € Ho Geom O (R,

(2a—26)

n
57
ainda, ug € H
s
/ (luel? +1 (=) wl? + | (-2)" uf? ) da
RTL
_ (n+20-40)
< O T (ol + )
_ (n+20-40)
+ Ot~ a-m) Tt ||U0||2 (B=0)(n+2a-46)
H (2a—20)
_ (n420-40)
+ Ot w2 (5=0)(n+20-10)
H (2a—20)
[0 1 n
-, seug,u; € L' (R™) e

vii) Para1§n<a,0§9<(5eg§6‘§ 5
E37m e (R ¢ uy € H 30+ (RM), entiio

além disso, ug € H

/ (|ut|2 + | (—A)5 wl? + | (—A)° uIQ)dx

< 0+ (Jug 2 + 2

—n4 2 2 .
+ O (ol g, + el osmn )

(OH_(S), se ug,u; € L' (R") e

viti) Paran>1,0<6 <4 e
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(5— 9)!1, (5— 9)!1,

além disso, ug € H TO(R™) eup € H* +9(R™), entdo

L (4180wl + [ ) uf?) o
_n 2 2
< ot (Jluollfs + )

+ — 30 UQ 2 CELIN + U1 (5 9)71 s
H 20

para todo t >0 e € > 0 fixzado arbitrariamente.

Observagao 3.4 Tanto no Teorema 3.1, quanto no Teorema 3.2, a
taza obtida no item (iv) € melhor do que a taxa em (v). Isso se deve a
maior reqularidade exigida sobre o dado inicial uy.

A razao pela qual ocorre € > 0 arbitrdrio, em algumas taxas de de-
caimento apresentadas nos Lemas 3.7 e 3.10, assim como nos Teoremas
8.1, 8.2 e 8.3, € devido ao fato que essas tazxas foram obtidas a partir
do Coroldrio 1.1 do Capitulo 1.

As tazxas obtidas nesses lemas e teoremas, sao arbitrariamente me-

1
nores do que a taza (dtima) 7 enunciada no Coroldrio 1.1.
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Capitulo 4

Existéncia e Unicidade de
Solucoes: Problema

Semilinear

Neste capitulo estudamos o problema de Cauchy dado em (4.1),
associado a uma equacao dissipativa semilinear do tipo Boussinesq,

envolvendo poténcias fracionarias do operador Laplaciano

Ut + (—A)éutt + (—A)au + (—A)Qut = 6(—A)7 (Up) 5
u(0,x) = ugp(x), (4.1)

ug (0, x) = uq (x),

onde u = u(t,z), com (t,z) € (0,00) x R", § # 0, p > 1 inteiro e as
poténcias do operador Laplaciano a, ¢, 8 e v satisfazem
oa+0

[0
N<g< —— o <
=v= ¢ =T



Assim como no caso do problema associado & equagao linear, es-
tudamos a existéncia e unicidade de solugoes do problema associado a

equagao semilinear, dividindo-o em dois casos

1) Caso 0< 0 < <qy

2) Ca500§6§9§a—2i_6.

Para ambos os casos, consideramos o espago da energia definido por
X = H*(R") x H’(R").

Posto isso, reduzimos a ordem do problema de Cauchy em (4.1),

reescrevendo-o na forma

dUu
& = BU+ F(U), )
U(0) = Uo,

onde U = (u,ut), Uy = (up,u1), B: D(B) C X — X o operador na
forma como definimos e estudamos no Capitulo 2, de acordo com os
casos (1) e (2) citados acima, e F': D(B) — X o operador contendo
o0 termo nao linear da equagao associada ao Problema (4.1), conforme

definimos mais adiante.

4.1 Existéncia e Unicidade Local

O objetivo nesta secao, é mostrar que os operadores B e F na
equagao diferencial em (4.2) satisfazem as hipoteses do Teorema 1.13
apresentado no Capitulo 1 deste trabalho, verificar sob quais condigoes
isso ocorre e entao, usar esse teorema para mostrar que existe uma tinica
solugdo para o problema semilinear em (4.2) ou, equivalentemente, para

o problema associado & equagdo semilinear em (4.1).
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Entretanto, conforme mostramos no Capitulo 2, para os casos (1) e
(2) citados no inicio deste capitulo, o operador B definido a partir da
equacgao linear, é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes
de classe Cj no espago X.

Assim, no sentido de verificarmos as hipéteses do Teorema 1.13 para
o problema de Cauchy em (4.2), basta mostrarmos que o operador F na
forma como definimos mais adiante, esta bem definido sobre o dominio

de B e ¢ Lipschitz continuo em conjuntos limitados A C D(B).

Observagao 4.1 Lembramos que, para mostrarmos a existéncia local
de solugao do problema semilinear, condicionamos a poténcia fraciond-

ria vy ao intervalo mencionado no inicio deste capitulo, ou seja,

§v§“;§

(] o)

Além disso, assim como no caso do problema associado & equacao
linear estudado no Capitulo 2, consideramos o espa¢o usual definido

para a energia do sistema em (2.1), dado por
X = HY(R") x H°(R"),

munido com os produtos internos em (2.28) e (2.29) e respectivas nor-
mas, que $ao equivalentes as normas usuais nesses espagos, devido as

desigualdades provadas no Lema 1.4 do Capitulo 1.

4.1.1 Caso0<0< i<«

Com o objetivo de determinarmos operadores B e F' adequados, de

modo que atendam as hipéteses do Teorema 1.13, somamos e subtrai-
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mos o termo u & equagao diferencial em (4.1), obtendo assim,
(T4 (=A))uge = — (I + (=A)*) u+ (u— (=A)u + B(—A)uP).

Lembramos que a defini¢ao do operador A, estudado no Capitulo
2, implica que (I+ (—A)5) é inversivel. Entao, definindo v = u; e
relacionando o expoente o com ¢ que ocorre na defini¢do de A,, segue

da equagao acima, que
v = —Agu+ (I +(=A)°) " (u— (=A)Pv + B(—A)"uP)

com A, = (I + (fA)‘S)f1 (I +(—A)%) e conforme mostramos nos Le-

mas 2.2 e 2.3 daquele capitulo,
D(A,) = H** 7% (R™).

Assim, a equagao diferencial em (4.2) pode ser reescrita na forma

d U B v
dt \ —Aqu+ (I+ (—A)‘S)71 (u—(=A)v + B(—A)TuP)
u u
= Bl + F )
v v

onde B; : D(A,) x H*(R™) — H*(R™) x H°(R™) definido por

B =
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e [': D(Ay) x H*(R") — H*(R") x H°(R™) operador definido por

U 0
I3 = .
v (I+(=A)°) " (u—(=A)v+ B(—=A)TuP)
Mostramos a seguir, que o operador Fj; estd bem definido sobre
o dominio de B; e que é Lipschitz continuo em conjuntos limitados
A C D(By), quando 2a — § > g
De fato, dado U = (u,v) € D(B;) e considerando a definigao de

norma em H*(R™), temos que

2
||F1(Uav)||D(Aa)xHa

= [+ 2% 7 = Ao+ seaye)]

Ho
= M o (e|205 2v"512
(1+1¢P) ~ N
= C/Rn 1) ([al? + €[ [0 + 812 1€[* [uP[?) dé.

Observagao 4.2 Usando o Lema 1.4 do Capitulo 1, observamos que

(1+¢)*)

e A e e A G

=) <0 (1 o),

quando a—2§ > 0 e, por outro lado, quando o —26 < 0, também temos

1 2« B ) )
<(1:||§|25>)2 = (1+16l) (1 +16) " < O (14+167)" (1 +16) 7
- c
=C (1 + |§|2)( 20) _ W <C (1 + ‘§|2(a725)> .
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Considerando a Observagao 4.2 e usando o Lema 1.4, temos que

1Py (1, 0) [ 4y 1o
<C / (1 + |s|2<a-2‘”) (1> + 1821€1012 + €| [aP|2) de
Rn

<o (1rigpe)japae o [ (14 [gHem20) pRde
R

R"L
+C [ (1 Jefleo ) furfag
]Rn

= Cllulfass + Cllvllia-2ssao + Cllu[Fasssar - (4.3)

Como estamos considerando o caso em que 0 < 0 < § < «,
i) a—20 <2a—46,pois =0 <0< <
i) a—20 420 < a, pois 0 < 6 < d;

5
i) o — 20 + 2y < 2a — 6, pois 0 < v < O‘;F .

Assim, usando a defini¢do de norma em H*(R"™) e a imersao natural

de H*(R™) em H"(R™) para s > r, segue de (4.3) a estimativa
171 (u 0) |20 o < ClllFraa—s + CllvllFra + ClluPlFrza—s-

n
Usando o Lema 1.7 com s = 2o — § > 5 temos que

1B (, 0) 3205 e < Cllul3paa—s + Clloll e + CllulFaa-s < 00,

de onde concluimos que o operador

Fy @ H*79(R") x HY(R™) — H**7°(R"™) x H*(R")

)
ot en < 4a—26.

esta bem definido, mediante as condigoes 0 < v <
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Na sequéncia, mostramos que o operador F; é Lipschitz continuo
sobre conjuntos limitados em seu dominio.

Para isso, inicialmente calculamos uma estimativa para a norma de
Fy, no espaco da energia X = H*(R") x H°(R") e em seguida, obtemos

uma estimativa para a norma de F}, em seu espaco de definigao.

)
Lema 4.1 Sejam 0 < 0 < § < a, 0 < vy < %,p> 1 inteiro e
1<n<22a—-9). SeU = (u,v) e W = (w, z) sao tais que

U, W € D(By) = H*°(R") x H*(R"),
entdo existe C > 0, tal que

IF(U) = F(W)ll
<C(1+ B +IBW)IE) 1B1(U = W)l -

Demonstragao. Dados U = (u,v) e W = (w, z) em D(Fy) = D(By),

segue da definigdo de F; e de norma em H’(R"), que

IEL(U) = Fr (W)l e w119
2

=+ %) T (= w) = (—A) (0 - 2) + =AY @ - wh))|

HS
1 20 . N
B / ((1_:—525))2 (@ — @) — ]* (0 — 2) + BIEI* (wP — wP)|2d§
1 ~ ~ 2 1 40 1~ 12
- o d R B J

1 - —
+ [ g 1@ - e
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Observagao 4.3 Usando o Lema 1.4 do Capitulo 1, observamos que

(1+1€1*)

e ~ A1) () 7 < carle)™ (1)

_ C (1 4 |£|2)(2975) S C (1 + |§|2(29—5)> ,

quando 20 — 6 > 0 e, por outro lado, quando 20 — § < 0, temos

1+ 460 _ B
&+|§%§:(“+m“>0+ﬂﬂ%)1SCW1+fPfWﬂ+mF)5
— 20-6) . C (20—5)
=C(1+ ) < T < C (14 JgPee).

As estimativas apresentadas nesta observacao, envolvendo o expoente

0, sao igualmente vdlidas quando consideramos o expoente 7.

Considerando a Observagao 4.3 e usando novamente o Lema 1.4,

obtemos

1EL(U) = FLOWV) oo
< c/ \ﬂ—zﬁ|2d§+0/ (14 1€230-9) [5 - 2f%a
R’Hr Rn
+O/ (1 + |§|2<2H>) P — wh|*dg
R’VL

=Cllu—wlrz+ Cllv — 2lf3p20-s + ClluP — wP||2ors.  (4.4)

Como estamos considerado o caso em que 0 < 0 < 6 < q,

i) 20 —d < a, pois 0 <0 <0 < q

a+0

i) 2y -0 <2a—4, pois 0 <y < e0<d<a.

Assim, usando novamente a definigdo de norma em H*(R") e a
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imersao de H*(R") em H"(R™) para s > r, segue de (4.4) que

IF(U) — By (W) %

< Cllu = wlzacs + Cllo = 2l3e + Clle? = P gzas.
Usando o Lema 1.9 com s =2a — § > % e p> 1, temos que

IF1(U) = F (W)X < Cllu = w][jze—s + Cllv — 2 Fa

O (Il + ol )l = wles.

Por outro lado conforme mostramos na Segao 2.1, através do Lema

2.2, como 0 < ¢ < a, existe uma constante C' > 0, de modo que
[ul| r2a-s < C'lAqull s ,

para todo u € D (A4,).

Usando esse resultado e a defini¢do do operador By, concluimos que

IF(0) = ROV < CllAa(u— w)l3s +Cllo = 2l
0 (el + 1 Aawlet) 1 4a (- w) s
2
< OB =W +C (IBUIE + 1BWIE) 1BV = W)k

2
<O (1+ B + 1BWIE) 1By - W),

para p > 1 um ntmero inteiro e n < 2(2a — 6).

0
Lema 4.2 Sejam0§9<6§a,0§7§%,p>1inteime
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1<n<da—25. SeU = (u,v) e W = (w, z) sdo tais que
UW € D(By) = H** °(R") x H*(R"),
entio existe C > 0, tal que

1By (Fy(U) = Fa (W) || x
<C(1+ 1B + IBVIE) 1B:U = W)x.

Demonstragao. Sejam U = (u,v) e W = (w,z) em D(Fy) = D(By).
Lembrando que Bj(u,v) = (v,—Ayu) e usando a defini¢do de norma

no espago H*(R™),

|B1 (F1(U) = Fy (W ))H?{QXH‘S

=+ Ca) 7 (- w) — AV - )+ B-AY @ - )
(

1 2a N N
-, n(ljg% @ @)~ 160~ 2) + pleP (@ — )| dg

2

Ho

A

1 2a - B
—/ 1: ||§|25 (@ = D) + 1617 1(@ — 2) + 1BPIEl | - wP)”) de.

Considerando a Observagao 4.2 e usando mais uma vez o Lema 1.4,

By (R (U) = Fx (W)l
<O [ (14| @ - @)
R

+C [ (1 [PE2) (14 Jg*) |5 - 2)Pdg

Rn
c 2(a-29) ) |(@ — o) *d
+ /Rn(HIE\ ) (1+1g*) [ — wn)|*de
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e entao,

1By (Fi(U) = FL (W) (4.5)

<o [ (ve i) - o
R"L
+C (1 + |§|2(a725+29)) |%\ _ 2|2d§
Rn

n C'/ (1 + |§|2(a—26+2w)) |ﬂ§ _ 1:17’|2d§
R’!‘L

= Cllu = w|a—zs + Cllo = 2laasszs + Cllu? — 0P |Zusssay. (46)

Como estamos considerando o caso em que 0 < 0 < § < «,
i) a—20 <2a—4,pois 0 <d < ay
i) a—20+20 < a,pois0<60 <0 <aq;

5
i) @ — 26 4+ 2y < 20 — 4, pois 0 <y < 22,

Assim, usando mais uma vez a definigdo de norma em H*(R"™)

imersao de H*(R") em H"(R™) para s > r, segue de (4.5) que

| By (Fy(U) = Fy(W)) ||

< Ollu — w||32a—s + Cllv — 2[|}a + Clluf — wP||32a—s.
Usando o Lema 1.9 com s = 2o — § > g e p > 1, temos que

1B1 (R (U) = FL (W) |5 < Cllu = w]l3eams + Cllv — 2|3

e a

.0 (b + ot ) = wlaas.

Aplicando novamente o Lema 2.2 da Secao 2.1 e usando a defini¢ao
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de B, concluimos que

2
1B: (F1(U) = L (W) [[ < C | Aalu—w) s + Cllo = 23
p—1 p—1 2 2
+C (I Aaullts’ + 1 Aawl:") I Aa(u = )|
2
< B =W + C(IBUIE + IBWIE) 1BV = W)k

2
<0 (14 IBUIE + IBWIE) B30 - W),

para p > 1 um ndmero inteiro e n < 2(2a — 9).
"

Reunindo os resultados dos Lemas 4.1 e 4.2, concluimos que, dados
U, W € D(By) = H* %(R") x H*(R"),
existe uma constante C' > 0, de modo que

IFL(©) = FL(W)llx + 1By (F(U) = FL (W)
<O (1+IBUO)IE " + IBUW)IE) [1B1(U = W)l

Portanto, dada uma constante M > 0 e dados elementos
U,W € H**75(R") x H*(R")
tais que
IO+ BT <M e WK+ [Bi((W)|5 < M,
vale a seguinte estimativa:

[F1(U) = Fy(W) || x+[ By (F1(U) = Fi(W))| x < CLuy [|B1(U = W)l x
(4.7)
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onde Ly é a constante definida por Ly = 1+ 2MP~1,

Concluimos assim, que o operador F; é Lipschitz continuo sobre
conjuntos limitados em seu dominio de defini¢ao D (Bj).

Portanto, como By é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cyp em X e F; é um operador Lipschitz continuo
em conjuntos limitados de D (B7), segue do Teorema 1.13, que existe
uma Unica solugao para o problema de Cauchy dado em (4.2).

Posto isso, obtemos como resultado o teorema de existéncia e uni-
cidade de solugoes para o problema de Cauchy associado & equacgao

semilinear em (4.1), para o caso estudado nesta segao.

Teorema 4.1 (Existéncia e Unicidade Local) Seja n a dimensao
do espaco, tal que 1 < n < 2(2a — ) e sejam 0 < 6 < § < «,
0<n< a+9d

e p > 1 um numero inteiro. Entao, para dados iniciais
(u07u1) € Hzaié(Rn) x Ha(Rn)v

existe uma unica solu¢do u para o problema de Cauchy associado a

equagao semilinear dado em (4.1), com
ue C?([0,7), H(R")) nC* ([0,T), H*(R™) N C ([0,T), H**°(R"))

definida em uwm intervalo mazimal [0,T), de modo que vale uma, e

somente uma, das sequintes condigoes:
a) T = oo;

b) T < oo e lim (JUt)||x + |B1U(t)]|x) = oo.
t—T
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4.1.2 Casoogégﬁg#

Assim como na secao anterior, o objetivo nesta secao ¢ determinar
operadores B e F' adequados, de modo que atendam as hipoteses do
Teorema 1.13, considerando B o operador definido no Capitulo 2 para
0 caso que estamos considerando.

Para isso, somamos e subtraimos os termos u e u; & equagao dife-

rencial em (4.1), obtendo assim,

(I + (—A)é) Ut
=~ ([ +(=8))u— (I +(=2)") u + (u+u + f(=A)uP).

Lembramos que a defini¢ao do operador A, estudado no Capitulo
2, implica que (I 4+ (—A)?) é inversivel. Entao definindo v = u; e
relacionando os expoentes a e  com o que ocorre na definigdo de A,

segue da equacao acima, que
vy = —Aqu — Agv + (I + (fA)6)71 (u+v+ B(=A)"uP),

com

A +(=A)P) T I+ (—A)),

a — 1
Ap = (I+(=A)") " (I +(-A)),
podem ser relacionados com o operador A, estudado no Capitulo 2 e

conforme mostramos nos Lemas 2.2 e 2.3 daquele capitulo,
D(A,) = H**79(R"™) e D(Ag) = H*7(R™).

Assim, a equagao diferencial em (4.2) pode ser reescrita na forma

138



d U v

dt \ — At — Agv + (T + (=A)) 7" (u+ v+ B(—A)TuP)
u u
= B + ;
v v

onde By : D(A,) x D(Ag) — H*(R™) x H°(R™) definido por

U v
B? = )
v —A,u— Agv

e F: D(Ay) x D(Ap) — H*(R™) x H%(R") operador definido por

U 0
P - )
v (I + (—A)‘;)_ (u+ v+ B(=A)TuP)

Observagao 4.4 Conforme comentamos na Obervacao 2.4 no capitulo
anterior, de acordo com os Lemas 2.2 e 2.3, a definicdo do operador

Bs, exige somente
D(By) = D(Ay) x D(Ay) = H?**°(R™) x H?¥=(R").
No entanto, pelas razoes citadas naquela observagao, definimos
D(B,) = H**7%(R") x H*(R").

Mostramos a seguir, que o operador Fy estd bem definido sobre
o dominio de By e que é Lipschitz continuo em conjuntos limitados

A C D(Bs3), quando 2a — § > g
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De fato, dado U = (u,v) € D(Bz) e considerando a definicdo de

norma em H*(R™), temos que

2
||F2(uvv)||D(AQ)><H°‘

2

= [[(7+ (8" w0+ =AY )

L+ [EP>) —~
/]R" ((1 + |§§|25 2 ’ +5|€‘27“p’2d§

+ 204 R R -
—/Rn (1+|§|25 ([al* + 312 + [B|&| 7 fup ) de

Ho

A

Considerando a Observagdo 4.2 mencionada na Subsecao 4.1.1 e

usando mais uma vez o Lema 1.4, segue que

2
(| F2(u, U)HD(Aa)xHa

<C [ (LHIEPE) (P + 0 + Jg ) g

<c [ (vrlgPe) aprae o [ (14 jge) g
R R™
+ C/ <1 + |§|2(a725+2v)> |a;|2d£
]R’n

= Cllulfa-2s + CllvllFa—2s + Clul [ Fra-ssian- (4.8)

Como estamos considerando o caso em que 0 < § < 0 <

a+0

1) a—20 <2a—4§,pois —6 <0<4§ <
i) a—26+ 20 < a, pois 0 < 6 < d;

0
i) « =25 +2y <2a—6, pois 0 <y < ot .

Assim, usando a defini¢do de norma em H*(R"™) e a imersao natural
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de H*(R™) em H"(R") para s > r, segue de (4.8) a estimativa
1F2 (1, 0) 205 gree < Clullgzas + Cllvllra + Cllu? [ Fraa—s.

Usando o Lema 1.7 com s = 2a — § > 27 temos que

1B (u, ) 205 g < CllutllFgaa—s + Cllvllia + Cllulloa—s < o0,

de onde concluimos que o operador

Fy: H*7°(R") x H*(R") — H**°(R") x H*(R")

)
ot en < 4a—296.

estd bem definido, mediante as condigbes 0 < v <
Na sequéncia, mostramos que o operador Fy é Lipschitz continuo
sobre conjuntos limitados em seu dominio.
Para isso, assim como no caso estudado na se¢ao anterior, primei-
ramente calculamos uma estimativa para a norma de F5, no espaco da
energia X = H*(R") x H°(R") e em seguida, obtemos uma estimativa

para a norma de F5, em seu espago de definigao.

a+6 a+6

Lema 4.3 Sejam 0 < 6 < 0 < Sa,OS’yST,p>1

inteiro e 1 <n <4a—25. Se U = (u,v) e W = (w, z) sao tais que
U W € D(By) = H**°(R") x H*(R"),
entao existe C > 0, tal que
[1F2(U) = F> (W)l x

<O (14 IB0) 5 + I B2(W) ) I1B2(U = W)l -
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Demonstragao. Dados U = (u,v) e W = (w, z) em D(F) = D(Bs),

segue da defini¢do de F e de norma em H°(R"),

1Fo(U) = Fo (W) e s
2

= [+ 2% 7 (= w) + (0= 2) + B W —wr))|

H
1 25 o
- /Rn ((1:_|§||25))2 ’(a_ ) + (0 —2) + BlE* (uP — wp)‘zdf
1 N 1 o
g/;u+«w®““w”wf+4na+kgﬁuvaﬁ%
1 — —~
+ /Rn sz\ﬂ“ |(@P — wP)[*de. (4.9)

Considerando a Observagdo 4.3 mencionada na Subsecao 4.1.1 e
usando novamente o Lema 1.4, segue que
2

[E2(U) = Fa(W)ll o o

< 0/ |a—w|2d§+c/ 5 — 22de
n ]Rn

+ C/ (1 + |§|2<27*5>) P — wh|*de

]:R’VL

= Cllu—w|2: + Cllo - 23 + Cllw? = wP[3ers. (4.10)

a+0

Como estamos considerando 0 < v < , entao 2y — 9 < 2a— 4.

Além disso, para todo s > 0, temos que ||| 2 < ||ull ..
Assim, usando novamente a defini¢do de norma em H*(R"™) e a

imersdo de H*(R™) em H"(R") para s > r, segue de (4.10) que

IB(U) — (W) %

< Cllu— wl32ams + Cllo = 23e + Cllt? = P [ 2gaas.
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Usando o Lema 1.9 com s = 2a — § > % e p> 1, temos que

IF2(U) = B(W)|I% < Cllu = w[jz2a-s + Cllv — 2| e

40 (s Tl s) = s

Aplicando mais uma vez o Lema 2.2 da Secao 2.1 e usando a defi-

ni¢ao de Bs, concluimos que

IF(U) = Fa(W)Ik < CllAa(u — w) s + Cllo = 2l
0 (gl + [ Aawl ) | Aa(u - w) s
2
< OB = W)k +C (1BUIE + 1BWIS ) 1Ba(U - W)

2
<C(1+1BUIE + 1BWIET) 1Bo(U = W%

para p > 1 um ndmero inteiro e n < 2(2a — 9).

1) 0
Lema4.4SejamO§5§0§%SO@OS’YS%;p>1

inteiro e 1 <m < 4o —25. Se U = (u,v) e W = (w, z) sdo tais que
U W € D(By) = H**°(R") x H*(R"),
entdo existe C > 0, tal que

1Bz (Fa(U) = Fa (W)l
<C(1+ 1B + 1BW)IE) 1B2U = W)x

Demonstracdo. Sejam U = (u,v) e W = (w,z) em D(Bz). Lem-

brando que Ba(u,v) = (v,—A,u— Agv) e usando as definigdes de
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norma em H(R") e em H?(R"),

1B (Fa(U) = Fa(W) | e s (4.11)
= H(I+ (—A)ﬁ)*l ((u—w)+ (v—2)+ B(=A) (uP — w”))’ j{a
+ H—Ag (I + (—A)is)*l ((u—w) + (v—2)+ B(=A) (uP — wp))’ j{&
= M -0 T—% 2Y(uP — wP 2
- [ A @0+ -9+ e @ - ) o
(LHIE) 1) e
+/n 03 ) (@ — @) + (0 —2) + BIE* (wP — wP)|” d¢
(1 +1¢[*)

< [ g (G 0F + 162 + 167 @@ — ) as

202 2
*/Rn m (1@ =@ + 1@ -2 + 18211 |@ - 7)) de.

Observagao 4.5 Usando o Lema 1.4 do Capitulo 1, observamos que

(1+[¢[2)?

gy~ (I (1) T < 0 (e i) (1)

=1+ )7 s 0 (14 jgP),

quando 20 — 36 > 0 e, por outro lado, quando 20 — 35 < 0, temos

1 202 B -
Ele:%))‘“’ = (4P (L 1P) T s o (1 IgP)™ (1 1eP)

:C(1+|£‘2)(29—35) <

0—36
< g SO (1),

Assim, considerando a Observagao 4.2 para o primeiro termo e a

Observagao 4.5 para o segundo termo da soma em (4.11), e usando
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mais uma vez o Lema 1.4, segue o seguinte desenvolvimento:

1B (Fa(U) — F2(W) %
<c (1 + g2 | (@ - @) d
R’!L

L Je2e20) |5 - 2)[ag

%\

Lo Je2e20) (14 Jef ) | @ — wP)|"dg

n

(
(
(1 1o (@ - @)l
(
(

+
Q
%\

+
Q Q
—

+

L J¢[22030) |5 - 2) g

n

L JE[220730) (14 1) | — wP)|*dg

n

+
Q
%\

e entao, usando mais uma vez o Lema 1.4, obtemos
1B2 (Fa(U) = Fa(W)IIx
<O [ (1+1gPe) - aldg
R‘n.

O (1 1gRPe) o - 22
+C
e /
v [ (L+1ePer) @2

JrC/ (1+ |§|2(29735+27)) |(ﬁffu?’)|2d§
RTL

= Cllu—w|a-2s + Cllo = 2l[3aczs + Cll? —wPyoasrs,  (4.12)

1+ |§|2(a—26+27)> |@ — ﬂﬂzdf

J.
J

=

L ¢[00 [ (@ - @) Pdg

n

=

(
A
(
(

+C|lu— 'LUH%Izefs.s +C|lv — Z”%zefa& + C|u? — wp||%{29735+2w-

a4+
Como estamos considerando o caso 0 < § <0 < 5 <«
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i) a—20 <2a—46,pois 0 <6 < ay

ii) =20 <a, pois 0<0 < q

)
i) @« —25+2y <2a—6, pois 0 < v < a;_ ;

iv) 20 — 30 <2a — 6, pois 0 <0 < a+ J;

v) 20 —30 < @, pois 0 <0 < a+;
a+d

vi) 20 —304+2y<2a—0,pois0<i<f<ael<y<
Assim, usando mais uma vez a definigdo de norma em H*(R"™) e a

imersao de H*(R™) em H"(R™) para s > r, segue de (4.12) que

|| B2 (F(U) — Fa(W)) ||%

< Ollu — w||32a—s + Cllv — 2[|}a + ClluP — wP||32a—s-
Usando o Lema 1.9 com s = 2o — § > g e p> 1, temos que

1B2 (Fa(U) = Fa (W)l < Cllu = wllfzacs + Cllv = 2[30
.0 (s + ool ) e = s

Aplicando novamente o Lema 2.2 da Secao 2.1 e usando a defini¢ao

de Bs, concluimos que
B2 (F(U) = Fa(W)) % < CllAalu—w)ls +Cllv = 2l
0 (el + 1 Aawlla!) 1 Aa (e — w) s
2
< ClIBoU = W)k +C (IBUI5 + 1BWI5) 1B = W) %
2
<C(1+BUIE + BWIE) 1BaU = W),

para p > 1 um ntimero inteiro e n < 2(2a — 9). L]
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Reunindo os resultados dos Lemas 4.3 e 4.4, concluimos que, dados
U W € D(By) = H**°(R") x H*(R"),
existe uma constante C' > 0, de modo que

|Eo(U) = Ba (W)l + 1Bz (Fa(U) = Fa(W)]
<C(1+ 1B + IBW)IE) 1B2U = W) x.

Portanto, dada uma constante M > 0 e dados elementos
U,W € H**°(R") x H*(R"),
tais que
OIS +B(U)IE < M e W+ [1B(W)5 < M,
vale a seguinte estimativa:

|Eo(U) = Ea(W) |+ Bz (Fa(U) = Fa(W)ll < CLas | Ba(U = W)l
(4.13)
onde Ly é a constante definida por Ly = 1+ 2MP~1,

Concluimos assim, que o operador F5 é Lipschitz continuo sobre
conjuntos limitados em seu dominio de defini¢ao D (Bs).

Portanto, como By é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cy em X e Fy é um operador Lipschitz continuo
em conjuntos limitados de D (Bs), segue do Teorema 1.13, que existe
uma Unica solugdo para o problema de Cauchy dado em (4.2).

Posto isso, obtemos como resultado o teorema de existéncia e uni-

cidade de solugoes para o problema de Cauchy associado & equacgao
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semilinear em (4.1), também para o caso estudado nesta segao.

Teorema 4.2 (Existéncia e Unicidade Local) Seja n a dimensao
a+d

’

do espago, com 1 < n < 22a — ) e sejam 0 < 6 < 6 <

0§vsa;5

e p > 1 um ndmero inteiro. Entao, para dados iniciais
(ug,u) € H**°(R™) x H*(R™),

existe uma unica solugdo u para o problema de Cauchy associado a

equagao semilinear dado em (4.1), com
ue C([0,7), H**~°(R™) N C* ([0,T), H*(R™)) N C* ([0, T), H*(R"))

definida em um intervalo mazimal [0,T), de modo que vale uma, e

somente uma, das sequintes condigoes:
a) T = oo;
b) T < oo e lim (JU®)]x +[1BU(1)]|x) = oo

Observagao 4.6 Conforme mostramos no Capitulo 1, satisfeitas as
hipéteses do Teorema 1.13, para dados iniciais Uy € D(B), a solugdo

U do problema em (1.2), pertence a classe
C([0,7), X)NC([0,T), D(B)).

Lembrando que meste trabalho U = (u,u) e os espagos de fungdes

que consideramos sao
X = HYR") x H*(R") e D(B)= H**°(R") x H*(R"),

temos que
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i) (u,us) € 1 ([0,7), H(R") x HO(R™));
i) (u,uy) € C ([07T),H2°“5(R”) X H“(R")),

sendo que o item (i) implica que u € C? ([0,T), H*(R™)]).
Logo, a solugao local w do problema de Cauchy associado & equagdo

semilinear em (4.1), pertence & classe de fungoes
C* ([0,7), H*(R™) N C* ([0, T), H*[R™) N C ([0, T), H**~*(R")) ,

em conformidade com os resultados obtidos nos Teoremas 4.1 e 4.2.

4.2 Existéncia e Unicidade Global

Nesta secao mostramos que o intervalo maximal de existéncia de
solugdo para o problema definido em (4.2) e consequentemente, para o
problema (4.1), obtida para os casos estudados nas Subsegoes 4.1.1 e
4.1.2, é na verdade, [0,T) = [0,00), ou seja, a solucao é global.

Para isso, supomos inicialmente, que T' < oo e a partir disso, mos-
tramos que ||U||x + ||BU||x < oo, concluindo assim, que T = oco.

No sentido de estabelecer teoremas que formalizem esse resultado,
usaremos o Lema 1.15 que enunciamos e demonstramos no Capitulo 1.

Aplicando a transformada de Fourier em relagdo a variavel x, no

problema de Cauchy em (4.1), obtemos o problema

(1 [61%2) Ty + [ + [ = Ble|> e,
u(0,&) = o (&), )
u(0,6) = w(¢),

no espago de Fourier, onde @ = @(t, ), com (¢,£) € (0,00) x R™, 8 # 0,
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p > 1 inteiro e as poténcias fracionarias «, d, 0 e v satisfazem

a+90
< v < —,.
=7 B

[¢]
[N Ne)

De acordo com o Principio de Duhamel (ver Guenther-Lee [10]), a

solugdo do problema de Cauchy em (4.14), é dada por

t
(.6 (. + [ ot~ €
0
onde Uy (t,€) € solugao do problema homogéneo

(14 [£[20) Ty + €220 + €20, = 0,
ﬂt(O,f) = a1(§)

e w(t,T,€) é solugdo do problema

(14 [€2°) @ye + [€)*@ + |€* D, = 0,
w(0,7,§) =0, (4.16)

_ _a e
wt(OaTa 6) - ﬂ(l ¥ |£|2§)up(7—7 é)

O problema homogéneo definido em (4.15), esta associado a uma
equagao diferencial ordinéria de segunda ordem. Entao a solugao geral

desse problema, é da forma
n(t,6) = ae™" + be ",

onde A\; e A_ sao as raizes do polinémio caracteristico da equagao e

a=a(§) eb=>b(&) dependem dos dados iniciais do problema.
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Impondo as condigoes iniciais do problema, temos

uo(§) = un(0,€) = a+0,
al (g) = (ah)t(oag) = aA"r + b)‘—7

de onde resulta que

1 — A1 Ay o — Uy
Q= —""—— € b= +

Ay — Ao Ay — A
e portanto, a solugdo do problema (4.15) é dada por

=R >\+€/\7t _ )\76)\+t,\ e)\+t _ e/\ft/\
t&) = £ "% G
up(t,€) o + N o

Analogamente, a solucao geral do problema em (4.16), é dada por
W(t, 7,8) = ce™t 4 det?
e impondo as condigoes iniciais do problema, temos

0=w(0,7,&) =c+d,

2
3 €%

1+ |£‘25)ﬁ(77 €) = (@)4(0,7,6) = cAp +dA_,

de onde resulta que

€ (1,6
(L4 1E) (A —A-)

d=—c=-0

e portanto, a solugdo do problema (4.16) é dada por

2y Apt LAt
o009 = B ().
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Definindo as fungoes

N At At ~
Glt6) = =1 e Glha) = F GO,
. Ayt _ At ~
(1,6 = —5— e H(ta)=FHEO) (@),

reescrevemos as solugoes na forma

Un(t,€) = G(t,€)ao + H(t, &),

- _a & = a5
w(t77-a f) - ﬁ(l I |§|25)up(7-a f)H(tvg)

Entao, segue do Principio de Duhamel, que a solugao do problema

de Cauchy associado & equagao semilinear ndo homogénea em (4.14), é

€17

T g

t
a(t,€) = Gt o + H (t, €)1 + B / (- 7.6)

(4.17)

Além disso, derivando a equacao acima em relagdo & variavel t e

observando que H(0,&) = 0, temos que

(1, €) = Gult, O+ Filt, 1+ 5 [ Bt — 7.8 1 B s (g

(4.18)

Conforme mostramos no Lema 3.6 do Capitulo 3, a densidade da
energia do sistema linear definido em (3.1), no espago de Fourier, apre-

senta um decaimento exponencial, satisfazendo

~ ~ _1 ~ ~
€2 + (14 6Pl < 5e 00" (e @l + (1 + ) [ )

(4.19)

para todo t > 0 e £ € R™, com p = p(£) como definido em (3.6).
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Usando essa estimativa, demonstramos o lema enunciado a seguir.

Lema 4.5 Sejam @(t,&) e H(t,&) solugées fundamentais de problema

(4.15) definidas acima. Entdo temos as sequintes estimativas:

~ 2 )
i) G(t’§)‘ < e~ 5Ot
i) |Gyt 6)‘2 < 5o boen P
t\by = (1 + |£|25)7
26
iii) ﬁ(t’g)’Q < 5eép(£)t%§),'

~ 2
) Ht(t,ﬁ)‘ < Be—3r(O)
para todot >0 e & € R™, com p = p(&) definido em (3.6).

Demonstrag¢ao. Considerando a solucao 4y (t,€) do problema homo-

géneo dado em (4.15), com o dado inicial u; = 0, temos que
n(t,6) = Gt e (@), (t,€) = Cu(t, O)to.
Substituindo essas identidades na inequagao em (4.19), obtemos
2 ~ 2 _1 tel20 |~ 12
o] * < Be 5P e [

~|2 ~
6P |G ol + (1+ 1¢1%°) |G

e considerando %y(t,&) # 0 para todo (¢,£) € [0,00) x R™, temos

]2 —~ 12
|£‘2a G’ +(1+|§|25) ‘Gt‘ §567%p(f)t|£‘2a7

de onde seguem os resultados dos itens (i) e (ii).
Considerando agora solugao uy(t, &) do problema homogéneo, com

o dado inicial 1y = 0, temos que

Ut = Hta e (), (1,€) = Hy(t, ).
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Substituindo essas identidades na inequacdo em (4.19), obtemos

~12 ~ |2 1 ~
2o | i+ (14 1€2) [ i < 5em b0 1 je)

e considerando U1 (¢, &) # 0 para todo (t,&) € [0,00) x R™, temos

2
< 5em PO (L [¢2),

~ |2 ~
e [ ]+ (14 Je?) |

de onde seguem também os resultados dos itens (iii) e (iv).

Observagao 4.7 Como e~ 57t < 1. para todo (t,£) € [0,00) x R™,

sequem imediatamente do Lema 4.5, as segquintes estimativas:

ol < el <5 1€
G| <5, Gt 0] <5 5 ey
’ﬁu@ﬂ2<5(1+KF% ’ﬁxu@rg5.

I [

O objetivo nesta segao é mostrar que, dado qualquer 7" > 0 finito,
U@O)]Ix + I1BU@)]|x < oo,

para t € [0,T), com U = (u,u;) € X, onde u é a solugdo do problema

semilinear em (4.1), obtida nos Teoremas 4.1 e 4.2 do Capitulo 4.
Para isso, assim como na demonstragao da existéncia local de solu-

¢ao do problema semilinear, dividimos o estudo da existéncia global de

solucao, nos dois casos abaixo,
1) Caso 0<0 < <qy

2) Caso0 <0 <6<

)

a+6
2

a+6
5

sendo que em ambos os casos consideramos — < v <

| R
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421 Caso0<0<i<a«a
Para o caso que estudamos nesta subsecao, consideramos o operador

Bi: D(A,) x H*(R") —s H(R") x H(R")

(u7 ut) — (ut7 _Aocu) s

definido na Sec¢ao 2.2, onde A, = (I+ (fA)‘s)71 (I +(=A)%), com
D (A,) = H?*9(R"), conforme mostramos na Secio 2.1.
Posto isso e lembrando que neste trabalho o espago da energia é

dado por X = H®(R™) x H®(R™), temos que

2 2 2 2 2 2
Ul +I1B1Ux = llullga + luellzs + lluellza + [ Aaullzs

= [ rle) afde [ 016 e
Rn R

2
2a\ |~ 12 20 (1 + |§|2@) a
[ asiE @l [ Q) i 4
— [ iy arae+ [ i@
R R
1 200\ 2
+ [ asieriatae [ (i) ((lié'”)) e
= [ rle) afde [0+ 1) e
R™ R™
1 200\ 2
v [ avierapar [ S e

Como estamos considerando 0 < 6 < § < «, segue do Lema 1.4, que

(1+[¢]2)?

200—0
(1+€*) '

<O+ (1+1eP) " <C(1+1¢P)

Com isso e usando o Lema 1.4 também nos demais termos da soma
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m (4.20), limitamos a soma de normas em (4.20), como a seguir

U1 + |1 B:U1I%
<o (+iep) i+ c / (1+ [62)° || 2de

Rn

|~ 200—0 |~
+0/ (1+1¢) |ut|2d§+C’/ (1+162)7 7" [alPde.  (4.21)
]Rn R’IL
Agrupando adequadamente as integrais em (4.21), temos que

IUNI% + 1B:UI%
<C 1+ 1€ + (1 + 1)) [ad
<o [ ((+1er)"+ (1)) alag

" C/Rn (14162 + L+ 1)) lalPds. (@22)

Substituindo os termos U e U; em (4.22), pelas expressoes obtidas

m (4.17) e (4.18), respectivamente, obtemos

101 + B0 (4.23)
a— ~12 ~ ~|2 ~
<o [ ((+1er)"+ (1 +1er)™ ) (\G\ @l + | | |u1|2)d5

+01;[XU+MQQ+O+KH“5)KHW”|\(—r@(%m

(1+1¢2)”
+C ((1+I£\ )"+ (1+1e)) (\ét2|ao|2+\fft2a12)df
gl Jwr[* BN
+q//n1+m #(16R)") i [ o) dear

onde G = G(t,€), Gy = Gy(t,€), H = H(t,€) e H, = Hy(t,€).

Agora, reorganizando as integrais em (4.23) e usando o Lema 1.4
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no ultimo termo dessa soma, resulta

101 + 1B:U
sc/w (@ +ieP) + (1 +1e?)™ ) e faoPae
vo [ (1) + @+ e)) [l fmolae

R™

e ((1+|§|2)"+ (1+162)* ‘5) ’H (t,€) ‘ 1 [2de (4.24)
o

v [ (@) + 1)) [mo] mla

' a 205 |§|4"*|ﬁ|2 . 2
co [ [ (e s aeeey) B g

+C/0t/n ((+ 1)+ (1+ 1) )m ’Ht E)’dedr

~ |2 | ~2

H|,

~ |2

7 J

2
Observagao 4.8 Usando as estimativas para ’G ,
apresentadas anteriormente na Observacao 4.7 e usando movamente
as equivaléncias do Lema 1.4, obtemos as sequintes relagoes para o0s

coeficientes que compéem os integrandos em (4.24):
i) Para todo £ € R™, temos que
2a 4 2
(14162 + (412" ) |Gee.g)|
2\ 2ac—6
<5((1+1ER)"+ 1+ 167 ");

it) Para todo £ € R™, temos que
N 2
((1+16R)" + L+ 1)) | Gutts )|

2\ ‘§|2a
<5 ((ma) <+\s|>)*(l+m2)g
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e entao, usando as relagoes do Lema 1.4, seque que

(@ +16m) + 0+ 1)) |G|
<50 (14167 + (1+16R)") (116
<50 (141677 + (1 +16P)°)

iii) A terceira parcela da soma no sequndo membro em (4.24) envolve

um termo da forma 5o que pode gerar dificuldades no desen-

m

volvimento na baiza frequéncia, pois —— — 00, quando |£| — 0.

1
€12

Por isso, analisamos o coeficiente de |u1| , separando-o em dois

casos: |€] <1 (baiza frequéncia) e |£] > 1 (alta frequéncia).

Para |€] < 1, temos que

((+1e®)™+ (1 +1g®)™ ") A ‘

<5(U+¢£ﬂa+(1+£Ffw4)(ﬁgﬁf)

2(x+5 + 22(1

<5 < ClE
e €l

Para |€] > 1, temos que

((1+ €2)" + (1+ [¢2)* 5) )H (t,€) ‘
5 ((1 +IEP) T+ (1+ IEIQ)M_&) (CGadlivh

€12
9 2\ +6 9
( |£| ) €|2a( |§‘ ) C( |€|26+|§|2a)

<O((1+1e)" + (1 +1P)’)s

IN

5
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iv) Para todo & € R™, temos que

(@ +ieR) + (1)) [0
<5((1+1€®)"+ (1+16P))

v) Desde que 0 < 2y —a < §, para todo £ € R™, temos que

‘ 2

((1 +IEP)T + (1 + |§I2)2a_5) e ’ﬁ(t —7,8)

(1+12)*
<5 (AP + 0+ 16)7) 5 fg 2 - Z'ff)a
a— 2(2y—a)
<0 (416" + (1)) S
a— 1+
<o (1) + 1+l ) L 1f'|£|
a— 1+
<O (41" + (14 169) ) 1+:§:
<C (1) + QL+ ) s

vi) Desde que 0 < 2y < oo+ 0, para todo & € R™, temos que

((+16P)" + (1+ 1)) u+|§|£1>” A -0

2\ @ 2\9 9
<5((1+1¢P) ””'5'))*@“5\2)%

<5 (e P + 1+ 16)°) S

2)a+5

o o (1
<o (0 i) S

<C ((1 + 162" + (1 + \§|2)2"_5) .
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Assim, usando as relagdes obtidas nos itens (i) a (vi) da Observacao

4.8, resulta da estimativa em (4.24), que
U115 + 1B:U|%
<c [ (i) + @ igP) ") ol
C —2a 1 2\ 1 2\0Y) |~ 2,
wo [ (i) (e’ s
c L+ €2 + (1+1€2)°) Jay2d
w0 [ (i) (i) e
t
+C/O / (1) + (1+ 16> ") [ | dgar

e entdo, como 6 < a e a < 2a — §, segue que

200—0 |~
U3 + I1B.U K < C / (14 1€2)% 7 faode

ol g mpPat o / (14 JE[2)° [ Pde
1€1<1

l€1<1

t
+C (1+|§|2)“\a1\2d§+0// (1+162)%° [wp|"dedr
[€]>1 0 JRrn

a—08 |~ —2a |~
<o (11 1eP) 0 @o2ae +C / €72 @y 2de
RTL RTl

t
2\ |~ 12 2\ 2a—3 | =2
+C/Rn(1+|§|) | | d£+0/0 /R”(1+|§|) |up|"dédr.

Portanto, usando a definigdo de norma em H*(R™) e de norma em

W—*1(R"), concluimos que
2 2
IUNI% + I1B1UN% < Clluollfrzas + C llurlli—a.s (4.25)

t
+ O urllye +C / -
0

Além disso, usando o fato que H*(R™) é uma éalgebra se s > g,
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n
usando o Lema 1.7 com s = 2a — 0 > 3 e p > 1 inteiro, obtemos de

(4.25), a seguinte estimativa:

UK + I1B:1UIIX < Clluollfza-s + C llua |G- (4.26)

+C lur) e +0/ [l

Conforme mencionamos no inicio desta segao, supomos inicialmente
que o intervalo maximal onde a solugdo do problema em (4.2) esta
definida é limitado, ou seja, esta definida para ¢t € [0,T), com T finito.

Entao, supondo que T > 0 seja finito, tomando o supremo no ultimo

termo da soma em (4.26), temos que

@5 + IBLU @I < C luollzrza-s + C llua o (4.27)

+C lua]lfra +CT sup [u(r)|[7fzes-
0<r<t

Ainda, de acordo com o Lema 2.2 da Secao 2.1, como 0 < ¢ < «,

existe uma constante C' > 0 de modo que, para todo u € D(A,), vale
[ull fraa—s < CllAaul gs -
Usando esse resultado e a defini¢do do operador By, segue de (4.27)

ITOI% + 1B.U 0%

< C || Aatollzys + C llualFre + Clluallfy—an + CT sup [ Aqu(r)||7s
0<r<t

< CIBG I +C sl + T sup [BUGIY, (429
0<r<¢t

para t € [0,T), com T > 0 finito.
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Definimos agora, a func¢do M : [0,7] — [0, 00), na forma

Mi(t) = sup {JU@I +IBU)I - (4.29)

up
0<r<t

Com M assim definida, da desigualdade em (4.28), temos que
Mi(t) < € (I Bioll% + leallfy o ) + CTME(2), (4.30)

para t € [0,T), com T > 0 finito.

Nosso objetivo é mostrar que a solugéo do problema em (4.2), obtida
localmente na Subsecgao 4.1.1, esta definida para todo ¢ > 0, ou seja,
que seu intervalo de definigao é [0,7T) com T = oo.

Para isso, definimos a fungéo F : [0,00) — [0, 00) por
F(M)=CI} +CTM? — M, (4.31)

ondep>1lell= ||BlU0||§( + ||u1||$,~[,,a,1.

Da defini¢ao em (4.29), M; é continua e M;(t) > 0, para t € [0,T).

Além disso, F' é continua (polinémio de grau p) e pela desigualdade
obtida em (4.30), temos que F (M;(t)) > 0, para t € [0,T).

Segue do Lema 1.15, que a func¢do F definida em (4.31) possui um
tinico ponto de minimo global M} > 0 e existe ¢ > 0 tal que, se
0 < I} < ¢, entdo F(M&) < 0. Logo, M = M;(t) nao pertence ao
intervalo onde F' (M) < 0, para todo t € [0,T).

Por outro lado, M;(0) = CIj e assumindo a hipotese adicional que
Cly < M, segue que M;(0) < M. Entao pela continuidade de M (t),
concluimos que M (t) < M, para todo t € [0,T).
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Assim, para qualquer T > 0 finito, temos que
2
UM% + 1BU®)x < Mg,

para todo t € [0,T), desde que 0 < I} < e e Cly < M{, o que contradiz
a condigdo (b) do Teorema 4.1, de onde segue que a solucao v = u(t, z)
desse teorema, esta definida no intervalo [0,7"), com T = occ.
Portanto, concluimos a existéncia global de solugao para o problema
de Cauchy associado & equagio semilinear em (4.1), para o caso em que
0§9<6§a,%SWSQTM,Qa—5>gep>11nteiro.

Formalizamos esse resultado através do teorema a seguir.

Teorema 4.3 (Existéncia e Unicidade Global) Seja n a dimen-

sao do espago, com 1 < n < 2(2a —9) e sejam 0 < 0§ < 0 < q,

(07

5 <~v< —5 P > 1 um numero inteiro e dados iniciais

(uo, uy) € H3(R™) x (H"‘(]R") N W—a»l(Rn)) .
Sejam ainda,

I3 = 1B1Uoll % + llual[y—en -

My(0) = ||Us| % + I1B1Uoll % >0

e M} > 0 o minimo global da fungio F(M) = CIy + CTM? — M, para
M >0, com C >0 a constante da estimativa em (4.30).

Entdo existe e > 0 tal que, se 0 < I} < e e M1(0) < Mg, existe uma
dnica solugdo global u = u(t,z) para o problema de Cauchy associado

a equagdo semilinear dado em (4.1), com

u € C%([0,00), H(R™))NC* ([0, 00), H*(R™))NC ([0, 00), H**~°(R™)) .
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4.2.2 CasoOSéSHS#ga

Para o caso que estudamos nesta subsecao, consideramos o operador

By: D(As) x H*(R") —» H(R") x H(R")

(u, ug) — (ug, —Aqu — Aguy),

definido na Secao 2.3, onde

com D (A,) = H?>*79(R") e D (Ay) = H*~°(R"™), conforme mostra-
mos anteriormente, na Segao 2.1.
Posto isso e lembrando que neste trabalho o espago da energia é

dado por X = H®(R") x H°(R"™), temos que

2 2 2 2 2 2 2
WU + B < Nl 2ge + el s + el e + | Aatul 25 + [ Aol 2
- / (1+ €22 [al*de + / (1+ [6]) | 2de + / (1+ 62 | 2de

(1+1¢[2) @ |
(1+ €29

o | (L I Al ,
+/n(1+\§|) FSEE) d§+/w(1+\§|)

= [ iy aracs [ el @l [ e @
R" R"

dg

Rﬂ,
2 2
(L+EP*)" (L+1E)"
+/7ud§+/7u dg. 4.32
gy T T ey (132
. a+9d ~
Estamos considerando agora, 0 < § < 6 < 5 < «a. Entao
seguem do Lema 1.4, as relagoes
2 2a
14 |2 1+ [¢)? a-

(T+1E®) — 7 @+gp)y® ~
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2602
ii) m <C(1+ |§\2)29‘5 <O (1+1¢gH)"

(L+[g°) —
Com isso e usando o Lema 1.4 também nos demais termos da soma

em (4.32), limitamos a soma de normas em (4.32), como a seguir

U1+ 1801 < € [ (1+1€R)" e
v [ Py IaPds e C [ i) e
R Rn

200—6 |~ Q|
+C [ A+ [ade + C/ (L+ 162" [aede.  (4.33)
R™ Rn
Agrupando adequadamente as integrais em (4.33), temos que
U5 + 1B2U %

< c/Rn (16" + (1 16P)™ ") [afae

) (416" + (L +1e)° ) lalPds.  (@34)

Substituindo os termos U e U; em (4.34), pelas expressoes obtidas

em (4.17) e (4.18), respectivamente, obtemos
IUN% + 1B2U % (4.35)
« a— ~|2 =R 12 N
gC/R ((+1eR)+ 1+ 1g7) ™) (‘G‘ @l + | A u1|2)d§
t 4 — 2
o asy le @ z
+C// L+ 12)" + (14 g2)*° H(t—7,¢)| déd
o (O 1)+ i)™ °) S s A = o) dgar
2\ 2\ (1A 12~ 2, |87~ 2
w0 [ (1) + @ +16)°) (6] ol + | A finf? )as
Rﬂ.
g @ i

* C/Ot/n ((+ 1)+ (1+1eP)") ey - r.¢)| dedr.

onde G = G(t,€), Gy = Gi(t,€), H = H(t,£) e Hy = Hy(t,€).
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Agora, reorganizando as integrais em (4.35) e usando o Lema 1.4

no ultimo termo dessa soma, resulta

IU11% + 1B2U %

<c [ (i) + i) G| e

v [ (i) + 1 ig)’)
Rn

+C ((1+|§\2)“+(1+|g| ) ‘5) (Ht £) ‘ |2 de (4.36)
-

Gu(1,6)| 170l

vof (( -+ + (1 +1eP))

A(t,0)] [l

t — 2
+ C/O / ((+1®)+ (1 +1g7)™ ) (|f|_:|£|f)’25 -, 5)‘2dfdr

! 2@ € [up|”
+C/O/n((1+|£\) +(1+|€|))( )P

Usando novamente as relagoes obtidas anteriormente nos itens (i) a

A - g)‘ dedr.

(vi) da Observagéo 4.8, resulta da estimativa em (4.36), que
015 + 1BU 1%
o 2a—0\ |~
<O | (1) + (1167 ol de
—2a 2\ @ 2\0) |~ |2
O [ (7 1) (1 kD))l
|g1<1

w0 | (1) + (4 1eP)’) fifae

1€1>1

+c/ [ (@eigm)+ @ gy ") [@fagar
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e entdo, como 6 < o e a < 2a — J, segue que

20— |
IU[% + |1B2U % < C / (14 1€2) 7 o de

e g mpPat o / (14 JE2)° @ 2de
[€]<1

l€1<1

t
e] (1+|§|2)°‘|a1\2d§+c// (14 162)%*° [wp|"dedr
0 R

1€1>1

<c / (14 162)> " Jaol2de +C / €72 @y [2de
R» Rn

t
o) (1+|§|2)‘“|a1|2d5+0// (1 +1¢2)* " |up | dedr.
0 R

R’ll
Portanto, usando a defini¢do de norma em H*(R™) e de norma em
W—*1(R™), concluimos que
2 2
IUN% + 1B2UI% < C lluollzrza-s + C llunlf5i - (4.37)

t
+C||u1||2Ha +C’/ ||upHi,2a_(;dT.
0

n
Além disso, usando o fato que H*(R™) é uma &algebra se s > 5
n
usando o Lema 1.7 com s = 2o — § > 3 e p > 1 inteiro, obtemos de

(4.37), a seguinte estimativa:

2 2
IUN1% + I1B2U% < Clluollggza-s + Cllua s (4.38)
2 ! 2
4l +C [l s
0
Assim como no caso anterior, supomos inicialmente que o intervalo
maximal onde a solugdo do problema em (4.2) esta definida é limitado,

ou seja, esta definida para t € [0,7"), com T finito.

Entao supondo que T' > 0 seja finito, tomando o supremo no altimo
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termo da soma em (4.38), temos que

IU@I% +11B2U 1% < Clluollzgzas + C llu[[f—an (4.39)

+ Cur]fa + CT sup |Ju(7)|Fau-s-
0<r<t

Ainda, de acordo com o Lema 2.2 na Secao 2.1, como 0 < ¢ < «,

existe uma constante C' > 0 de modo que, para todo u € D(A,), vale:
[ull groe—s < CllAaull s -
Usando esse resultado e a defini¢do do operador By, segue de (4.39),
UM% + 1B2U (1)1 %
< CllAaollis + € fullzra + Cllur iy o + CT sup [ Aau(r)7s
<7<t
< C|BiU|% + C Jus|}y—an + CT sup ||BLU(T)|%, (4.40)
0<r<t
parat € [0,T), com T > 0 finito.

A exemplo da fungéo que definimos em (4.29) para o caso anterior,

definimos aqui, a fungdo My : [0,T] — [0, c0), na forma

M(t) = sup {IIU(I% + 1BU ) - (4.41)

up
0<r<t
Com M, assim definida, da desigualdade em (4.40), temos que
My (t) < C (11 BaUoll% + et [y ar ) + CTME(®), (4.42)

para t € [0,T), com T > 0 finito.
Assim como para o caso anterior, nosso objetivo é mostrar que a

solucdo do problema em (4.2), obtida localmente na Subsecdo 4.1.2,
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esta definida no intervalo [0,7) com T = co.

Para isso, definimos a fungéo F : [0,00) — [0, 00) por
F(M)=CI§ +CTM? — M, (4.43)

onde p > 1 e I3 = || BaUp |5 + l[ta |5 -

Da defini¢ao em (4.41), My é continua e Ms(t) > 0, para t € [0,T).

Além disso, F' é continua (polinémio de grau p) e pela desigualdade
obtida em (4.42), temos que F (Ms(t)) > 0, para t € [0,T).

Segue do Lema 1.15, que a funcdo F definida em (4.43) possui um
tinico ponto de minimo global Mg > 0 e existe € > 0 tal que, se
0 < I < ¢, entao F(Mg) < 0. Logo, M = M5(t) nao pertence ao
intervalo onde F' (M) < 0, para todo t € [0,T).

Por outro lado, M5(0) = C1j e assumindo a hipotese adicional que
Cly < Mg, segue que M2(0) < MZ. Entao pela continuidade de Ms(t),
concluimos que Ms(t) < Mg, para todo t € [0,T).

Assim, a exemplo do caso anterior, para T finito, temos que
2
U5 + [ B2U ()] x < M§,

para todo t € [0,T), desde que 0 < I3 < e e Cly < MZ, o que contradiz
a condicao (b) do Teorema 4.2, de onde segue que a solu¢do u = u(t, x)
desse teorema, esta definida no intervalo [0,7"), com T = oco.
Portanto, concluimos a existéncia global de solugao para o problema
de Cauchy associa:gdo a equagao semilinear em (4.1), também para o caso
+

)
Ogég@g%ga,%gyg%,2a75>gep>lin‘ceiro.

Formalizamos também esse resultado através do teorema a seguir.
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Teorema 4.4 (Existéncia e Unicidade Global) Seja n a dimen-

a+d
sao do espago, com 1 <n < 2(2a—9) e sejam 0 < § <0 < % < aq,
Q a+d
) <7< %, p > 1 um numero inteiro e dados iniciais

(ug, u1) € H2 I(R™) x (H“(R”) N W‘a’l(R")) .
Sejam ainda,

12 = 1|B2Uoll % + llualFy—an

M5(0) = ||Uoll% + || B2Uoll %

e MZ > 0 o minimo global da fun¢io F(M) = CI? + CTM? — M, para
M >0, com C >0 a constante da estimativa em (4.42).

Entao existe e > 0 tal que, se 0 < I3 < ¢ e My(0) < Mg, existe uma
dnica solugao global u = u(t,z) para o problema de Cauchy associado

a equagdo semilinear dado em (4.1), com

u € C? ([0,00), H*(R™))NC* ([0, 00), H*(R™))NC ([0, 00), H**~°(R™)) .
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Capitulo 5

Taxas de Decaimento:

Problema Semilinear

De acordo com os Teoremas 4.3 e 4.4 apresentados no Capitulo 4,

5 5
dadosO§5§a,O§9§%,%<7<%7comp>l

um namero inteiro e a dimensdo do espago 1 < n < 2(2a — J§) um
nimero inteiro, existe uma tnica solugéo global u = u(¢, z) do problema

associado & equagao semilinear definido em (4.1), com
u € C?([0,00), H*(R™))NC" ([0, 00), H*(R™))NC ([0, 00), H**~°(R™)),
desde que os dados iniciais

(ug,u1) € H2275(R™) x (H“(R”) N W*wl(R")) ,

sejam suficientemente pequenos, como nos teoremas citados.
O objetivo neste capitulo é encontrar taxas de decaimento para o

problema Cauchy em (4.1), tanto para a solugao do problema na norma
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L? quanto para a energia total associada do sistema.
Nesse sentido, consideramos a soma da norma L? da solucdo com a

norma da energia do problema em (4.1), que é dada por

QP = el = (104 162 @) e
= [ (Pl P (1 ) ) e
l€1<1
[ (Pt s 1P @)ds (6)
|€1>1
Considerando que 0 < § < «a, observamos que

i) para [¢] <1, temos
€P* <1< (LH[EPC) e (T+[€*°) <2< 2(1+[€);
ii) para |[€] > 1, segue de a < 2a — 4§, que

€2 < €20 < (14 [¢P20=9)) e (14 [¢17°) < (1+ [€7).

Assim, estimamos a soma das integrais em (5.1), na forma
[ (P 1R @+ (16 ) e
< [ (1P (1P ) [ 2 (1 €P) @) de
1€1<1
[ (P (1 e [ (1 e @) de
1€1=1
< [ ((L+lePeo) @l + (1 1) @) de
R’ﬂ
2 2 2
= lullzrza-s + lwelre < 1(us we) 2o pra - (5.2)

de modo que, para obtermos taxas de decaimento para a norma L2
da solugao do problema de Cauchy em (4.1) e para a norma da energia

desse sistema, basta estimar || (u,u;)||7za s, o -
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Para isso, usamos mais uma vez as estimativas obtidas em (4.17) e

(4.18) do Capitulo 4, que implicam em

) e = [ (1 16PCD Y [ 4 (14 J) [l

: C/Rn (1 1ePee) (’@(T, o laol* + A0 |a1|2>d§

+C/Ot/n (1+|§|2(2““”) ﬂﬁ;‘sf ‘ﬁ(t—T,E)‘z |ap | dedr

o [ i) (|Ginof 1l + o ol )as

2 ~ 2
+C/ /71 +|§|2a |||£|26)‘Ht(t_7—7£)‘ ‘up|2d§d7'. (53)

Reorganizando adequadamente os termos do segundo membro da

estimativa em (5.3), temos

2
”(uvut)HH?“*JxHo‘

< c/Rn ((1 + |g|2<2a*5>) ’é(v,g)f + (1 + [¢]*)

+ 0/0/ (1 + |gpee=) aﬁ;w ¢ 7.0)[ [ dear

w0 [ ((1+ o) B[ + (416

R

~ 2 9
Gi(r ') fnlae

~ 2 2
il o)) e

' oy T 5 252
+C/O / (1+ ¢ )W‘Ht(t—ﬂf)‘ [up|"dédr. (5.4)
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Usando as estimativas obtidas anteriormente no Lema 4.5, obtemos

2
H(uvut)HHza*foHu

1ot 2(2a—0) 2oy EPP” ~ 2
<o e (14 1622=) 4 (14 [€2) s ) [

(1+[£%)
t 2(2a—9) 4y 20
—1p(&)(t—7) (1 + ¢ ) [3 (1 + (¢ ) 12
+O/0 /"e (1 + |¢[20)2 GES |uP|"dgdr

—5r(6) (2a—94) M o ~ 12
ol p“<(”5'“ ) g + (k) ) e

+C/t/ e 5PE-T) (1+\§|2a)$|@]2d§d7. (5.5)
o Jrr (1+[¢|2)?

Observagao 5.1 Limitamos as integrais em (5.5), usando o Lema 1.4
a+d
5

. «
e o fato que estamos considerando 3 <~ <

i) Para a primeira integral em (5.5), temos que

/ e,%p(g)t (1 + |£|2(2a75)> + (1 + |£‘2a) & i |2d§
. (L+ o)) ™

< fee ((”'f'““ 5))+Cﬁi'é'|?; (1+|£|2)a> g
S/ne Lo(e)t (<1+|£|2 (20— 5>+C(1+|£‘2(2a76)>)|a0|2d€

<C [ B0 (14 (g2 fip g
]R'n,

it) Como 2a < 4y < 2424, para a sequnda integral em (5.5), temos

" teou—n LLEIPCT) T e
. T ey e |1 el

77p(§)t ) (1+|§|2 (2a=9) ) ‘€|2a > 2d dr
/ /ﬂq T+ ey 1T

2(20—8)Y | ¢4
+/ / e 5PO)(t=T) (1 e ) il |1/L;|2d§d7'
0 Jig>1 (L+[&[20) €420
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e entao obtemos

t 2(2a—4) 4
/ / e_%p(g)(t—T) (1 + ‘€| ) ‘€| i }'l/,t;|2d£d’7'
o Jrn (14 [g>2) |12

< /t/ o PO (t—7) (1+[gPE) (1+ )
=y Ja

(1+151*)

g/t/ e O (14 o209 73 dgar,
0 n

iit) Agora, para a terceira integral em (5.5), temos que

20
/” 6_%0(5)1‘/ ((1 + ‘§|2(2a—5)) (1?2'|2§O|z) + (1 + |€|2a)> |a1|2dg

4
< / e 5P1 (2& +2> | | de
g1<1 i§
4 2(2a—0)|¢|26 R
_|_/ P(ﬁ)t ( |€‘ — |€| + 2|£|2a) |U1|2d§
|5|21 €l

<C e3P g| 2 g Pde + C / e 37O g2 |,y | de
[€1<1 [€1>1

= 0/ e3P |72 [y [Pdg
[€1L1

|up|*dedr

+C [ e 5O (14 [¢2) [ de;

Rn

iv) Finalmente, como o — 20 + 2y < 2a — 4, da quarta integral temos

Lp(&)(t—7) 2a |§|4
et (i) L

1+ ¢
C1pe—n (LT IER) T (1+ 1 )
SC(/O /"e (1+|€|2)25 ’uP‘ dé-dT

t
S C/ / ei%p(g)(t*T) (1 + |£|2)o‘_25+27 {’L/l:;|2d€d7'
0 n

t
< C/ / e~ 2P(O)(E=7) (1 + |£|2)2a7‘S ‘ﬁ|2dfd7'
0 n
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e entao obtemos

t 4
—3p(&)(t-7) 200 (S D 2d d
/0 /ne L+ I6) (e [

t 1 —2
< c/ / e HOU) (14 g2 i der.
O n

Considerando agora, as relagoes obtidas acima, nos itens (i) a (iv)

da Observagdo 5.1, reescrevemos a estimativa em (5.5) na forma

) sz < € [ e300 (1 20 g
Rn
t
+(;/ / e O (14 g2 i dedr
O n

+0/ e~ 5Pt |g| 720 |ﬂ1|2d§+0/ e3P (14 |€[2) [y |de
1€1<1 R™
t
+C// e~ 5O (1+|§|2<2a*5)) |ap | dedr
0 n
ou equivalentemente,

||(U,Ut)H§pa—axHa <C e~ 5P (1 I |£|2(2a75)) Iﬂo|2d§

RTL
+C e~ s Otg| 72 @y | *dg + C / 5O (14 |62 [ [*dg
€l<1 B
t
o [ [ e (1 epenn) g (5:6)
o Jan

para todo t > 0, de modo que, para estimarmos ||(u,us)|| yza—sxmo,
basta obtermos uma estimativa para cada uma das integrais em (5.6).

Simplificamos a notagao, representando as integrais em (5.6) por

I(t) := C/ e~ 5P(Et (1 + ‘€|2(2a76)> |ﬂ0|2d§;

I(t) == C/ ei%p(g)tmf%‘ @y |2 de;
[€1L1
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Ig(t) =C 6_%/7(5)75 (1 + |£‘2a) |a1|2d£’
R

¢ 1 — 2
) :c/ / e 1O (14 200 i dedr
0 n

e reescrevemos a estimativa em (5.6) na forma

1t ) [z pre < T2(8) + Ia(8) + Ia(2) + La(t), (5.7)

para todo t > 0.

Observamos que cada um dos integrandos em (5.6) contém a fun-
¢ao p = p(&) definida em (3.6) no Capitulo 3. Devido & forma como
definimos essa funcao e a estrutura de perda de regularidade sobre os
dados iniciais quando 6 < ¢, dividimos esse estudo nos quatro casos

que mencionamos abaixo:

)Caso()<5<960<9 %

ii) Caso0<d<0e 2 < 9<a+5;
2~ 2

iii) Caso 0<f<del<OH< %;

iv) Caso0< 0 <beS < osagé-

Em razao da estrutura de perda de regularidade apresentada pela
equagdo diferencial em (4.1) quando € < 4, restringimos o estudo para
obtencao de taxas de decaimento para o problema de Cauchy semili-
near, aos casos (i) e (ii), em que 0 < 6.

Para esses casos, nao ha necessidade de exigéncia de regularidade
sobre os dados iniciais ug e u1, além da regularidade exigida no Capitulo
3, onde obtivemos taxas de decaimento para o problema de Cauchy

associado & equagao linear.
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Para os casos (iii) e (iv), estudados no Capitulo 3 para o problema

associado & equacao linear, nao serao estudados neste capitulo.

(0
5.1 CasoOchgGeOg@gE
De acordo com a defini¢ao de p(§) dada em (3.6) no Capitulo 3,

o
para 0 <0 < 3 temos que

el Jgl<1, 0<6<3,
p(§) = |£‘29 S gepe bt
6W7 |§| - 4 >~ S 5

Assim como no Capitulo 3, estimamos p(§) na baixa frequéncia e

na alta frequéncia, como abaixo.
a) Para 0 < [¢] < 1, segue da definicdo, que p(&) > g|¢|2227;

b) Para [¢] > 1, segue de (1+ [£]*°) < 2> < 2[¢**, que p(€) >

N ™

Lema 5.1 Sejan a dimensao do espago, com 2cc—20 < n < 2(2ac—9)

e p > 1 um numero

)
esejam0§5§9,0§9§%,%§7<a+

inteiro. Entao, para dados iniciais
(ug, ) € (L' (R™) N H2—0 (R™)) x (Ll (R™) N H® (R™) N W1 (R”)) ,
temos que

2
H(U,, ut)HH?a*‘sta

n

<C(1+t) @ (”(UOyul)Hilel + [ |ffy—an + ||(U0»U1)H?qza—sxm)

t
+C/ (L4t —7) 72 [|(w(T), ue (7)) | Fans , e 0T
0

para todo t > 0.
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Demonstracao. Para a demonstracao deste lema, estimamos as inte-
grais I, I, I e I em (5.7), separando-as na regiao de baixa frequéncia
e na regiao de alta frequéncia e usamos as estimativas para p(§) obtidas
nos itens (a) e (b) acima.

Nesse sentido, desenvolvendo a primeira integral em (5.7), temos

L(t)=C | e 8O (14 ¢[00 fio|dg
Rn
<O e ET (1 g ) (g g
[€1<1

e! e Tt (1 + |5|2(2a—5>) ITio |2 de
[€1>1

e entdo, tomando a norma L na regido de baixa frequéncia, temos

eg2a—20 R
Lt)<C e 51T @ |7 e g
j€l<1

+ Ce o / (14 1g[22=) fio de.

Usando o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de baixa frequén-

cia e a defini¢do de norma em H*(R™), segue que

/\ _ e a—26 _ &
L(t)<C ||U0||ioo / e~ §leF td¢ + Ce™ 1ot ||u0||§{2a76
l¢l<1

n

< Cllull7s (1+¢) @29 + Ce™ 1 |Jug | Fza-s

n

<+ (Jluol, + lluolfpzn-s ) -

Desenvolvendo a segunda integral em (5.7), temos que

I(t) = C/ e_%p(g)qf\_% |2 dg
[€1<1

< C/§<1 67%|£|QQ_261§ ||€|7aa1|2d§’

179



entdo, tomando a norma L™ e usando a definicao de T —! (R™), temos

BOSC [ HE e

_ C/ 67%‘5‘2(1_2%
|€1<1

o 2 C 22
cfearal, [ o
Lt Jigl<a

Usando a defini¢do de norma em W—! ¢ 0 Lema 1.13, obtemos

2

dg

L1

(~8)7%

[2(1}) <C ||U1||$,V_a,1/ e*§|§|2a_29td£
l§1<1

<O +1)7 T [fuy | Fan
Desenvolvendo agora, a terceira integral em (5.7), temos que

Lt)=C [ e 57O (14 [¢]*) [ay| de
]R’n,

<C e BIEPTH (1 ) Jay Pde
[€1<1

+C/ e~ 108 (14 [€)%) @ |*d¢
|§1>1
e entdo, tomando a norma L para [£| < 1, segue que
L) <O [ e BT a7 de
|§]<1

¥ ce—%t/ (1 + [€1) iy de.
RTL

Usando novamente o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de

baixa frequéncia e a defini¢ao de norma em H*(R™), obtemos
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I(t) < C llua % / e~ HE g | Cem ot ug |
[€1<1

<Ol (1 +1) 722 4 Cem 0! ||uy |37

n

<O+ (Jurlfs + )

Desenvolvendo a quarta e tltima integral em (5.7), temos que
t 1 — 2
Li(t) = c/ / e~ sPO=T) (1+ |§\2<2“*5>) |uP(r,¢)| dédr
O n
t
< c/ / e 5l (t=7) (1 - |§\2<2a—5>) |aP(7,6)|"dedr
0 JI§I<1

t . — 2
+C/ / eiﬁ(tiﬁr) <1 + |§|2(2a*5)) ‘up(7'7 §)| dEdT
0 Jg[>1

e tomando a norma L, essa estimativa implica que

t
Lt <C / / eI g ()| dedr
0 J|¢I<1

6 —~ 2
o [[emtn [ (14 jgen) @i, o) acar
0 R

Usando mais uma vez o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de

baixa frequéncia e a defini¢do de norma em H*(R"™), obtemos

t
L) <C / lu? (7)1, /
0 |€1<1

t
+C/ e [P (7)|[2a-sdT
0

|€|2a729

(= dgdr

t
<0 [ I, (47
0

t
+C / e ) ||u (1) 320 s dT.
0
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Por fim, aplicando o Lema 1.8 na tltima estimativa e em seguida,

o Lema 1.7 para s = 2a — 6 > g, resulta

(1 =) 250 1 ) () Faadr
(4t =) Emm e ) Jlu(r) [ s

t
< c/ (41— 1) T |fu(r)|Ponsdr
0

paratodot>0ep> 1.
Portanto, somando as estimativas obtidas acima para as integrais
I, I, I3 e I, concluimos de (5.7) a demonstragao do Lema.
u
Agora, multiplicando por (1 + ?) @30 g desigualdade demonstrada

no Lema 5.1, obtemos

(146 [ (u(t), we(t)) | 205 e (5-8)

< € (I, ) o+l + 10, 0) a0 )

t
+ C/ (L+6)@52 (Lt = 7) " O | (u(r), (7)) f2a s gradTs
0

para todo t > 0.
Posto isso, definimos a fungdo Mj : [0,00) — [0, o0), por
Ml (t) = sup {(1 + 7—) (2aﬁ29) ||(’u,(7')7 Ut(T))”?r_Iga,(;XHQ } (59)

0<r<t

Observagao 5.2 Definindo a func¢ao

N(r) = [[(w(r), (7)) 3205 o »
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podemos reescrever a integral em (5.8) na forma

t n n
/ (14 1)@ (14t —7)” @ N(7)Pdr
0
(1+ T)ﬁp N(r)P
(1+ 7)E-=P
(1+ 7)== N(r))
(1+ T)ﬁ

t
:/ (1+8)@m (1 +t—7) @
0

dr.

t n n (
:/ (14¢t)C—20 (1+¢t—7) 20

0
Da defini¢ao de My em (5.9), temos que

swp {((1+n)@m N())'} < M)

0<7<t

de onde segque que
t n n
/ (1+ )T (1 1t — 1) =2 N(r)Pdr
0

- t —n n
= Mp0) (497 [ ()T (14— )
0

e entdo, usando o Lema 1.1 com a = > 1, obtemos

_n

(2c0 — 26)
t n n

/0 (L4 )2 (14t — 1)~ O N(r)Pdr < MI(1)C,

para alguma constante positiva C(n,p,0), desde que n > 2a — 20.

Considerando a Observagao 5.2, segue da estimativa em (5.8), que

(1+ )2 [|(u, )| Fr2ams gro (5.10)

2 2 2
< O (Muoy )l Za g + a5 + N, wn)lpzasc o ) + CME(@),
para todo t > 0.
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Tomando agora o supremo em ambos os lados de (5.10), resulta

M) = sup {1477 () wn() s} (51D

2 2 2
< C (o )3 s + Nl s + 10, w2) 320 g1 ) + CMEQ),

para todo t > 0.
Com o objetivo de concluir a obtengao de taxas de decaimento para

o problema semilinear, definimos a fungéo F : [0,00) — [0, c0) por
F(M)=CI}+CM? — M, (5.12)

onde p > 1 e I§ = ||(uos ur)[[71, o1 + un [§ir—a + 1o, wn) [ rz0-s  gro-

Da defini¢ao em (5.9), M; é continua e My (t) > 0, para ¢t > 0.

Além disso, F' é continua e pela desigualdade obtida em (5.11),
temos que F' (M (t)) > 0, para todo t > 0.

Segue do Lema 1.15, que a func¢do F definida em (5.12) possui um
tinico ponto de minimo global M} > 0 e existe ¢ > 0 tal que, se
0 < I§ <e, entdo F (M) <O0.

Logo, M = M;(t) ndo pertence ao intervalo onde F (M) < 0.

Por outro lado, M;(0) = CI} e, assumindo a hipotese adicional que
CI} < M}, segue que M;(0) < M.

Entéo, pela continuidade de M;(t), concluimos que M;(t) < Mg,

para todo t > 0, ou seja,

sup {(1 —+ 7-) (2a7129) H (U, U’t)”?{m"*‘; XHQ} S Mol
0<r<t

para todo t > 0 e consequentemente,

(2, ) [ G205 pra < Mg (14 8)" @20 ¥t >0,
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Portanto, segue da estimativa obtida anteriormente em (5.2), que

/ (1 + el @l + (1+ [€7) [l ) dg < Mg (1+ ¢)==2m

Rn

e entao, usando a Identidade de Plancherel (Teorema 1.3), obtemos
[ (uaf?  J 85w + 1Al + Juf?)do < b (14 1) 5557
Rn

para todo t > 0, o que conclui a demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 5.1 (Decaimento Polinomial) Seja n a dimensao do es-

pago, com 2a — 20 < n < 2(2a —9) esejam 0 <5 <0,0<0 <
a+0

<y < , p > 1 um nidmero inteiro e dados iniciais

2
(ug,u1) € (LY (R™) N H20 (R™)) x (Ll (R™) N H® (R™) O W~ (R")) .

Sejam ainda,

Ig = II(uo, un)l 7o oo + M |- + 11 (o, ) [ r20-s e

2
Ml (0) = ||(u0? ul)”H?a—é X Ho

e Mg > 0 o minimo global da fun¢io F(M) = CI2 +CMP — M, para
M >0, com C >0 a constante da estimativa em (5.11).

Entao existe € > 0 tal que, se 0 < I} < e e M;(0) < M}, vale a
sequinte estimativa para o energia total e para a norma L? da solucéo
do problema de Cauchy associado & equagao semilinear em (4.1):

[ (el 1805w+ 1AMl + uf?)do < M3 (14 1) 557

R™

para todo t > 0.
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a+90
2

De acordo com a defini¢ao de p(§) dada em (3.6) no Capitulo 3,

5.2 Casoogégee%<0§

0
para % <fg< %, temos que

1>

_ A R™.
(Lt [epy €€

p(§) =¢

Assim como na segdo anterior, também aqui estimamos p(£) na

baixa frequéncia e na alta frequéncia, como abaixo.

lf\%
a) Para 0 < [¢| <1, temos que p(&) >

62 o 1e e
"¢ = 20 T 2

b) Para || > 1, temos que p(§) > ¢

Lema 5.2 Seja n a dimensio do espago, com 20 < n < 2(2a— ) e
a+d «

2 72 =72
inteiro. Entao, para dados iniciais

sejam 0 <5 <0, — <9< e p > 1 um nimero

(w0, w) € (L' (R™) N H2~0 (R)) x (L' (R™) 0 H (R™) N~ (R")),
temos que

2
[ (w(t), we ()| r2a—s e
_n 2 2 2
<C(141t) 2 (“(uo,ul)”leLl + lurlljp-an + ||(u07u1)HH2a*5><HO<)
+ c/ ) I ()P e,
para todo t > 0.

Demonstrag¢ao. Assim como na demonstragao do Lema 5.1, estima-

mos as integrais I, I, Iz, I em (5.7), separando-as na regiao de baixa
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frequéncia e na regiao de alta frequéncia e usamos as estimativas para
p(€), obtidas nos itens (a) e (b) acima.

Nesse sentido, desenvolvendo a primeira integral em (5.7), temos

L(t)=C [ e 5@t (1 n |§|2(2a75)) o 2de
Rn

<C e B (1 gD [ g
gl<

+C [ et (1 |gPE0) (g g
g1

e entao, tomando a norma L na regiao de baixa frequéncia, temos

L <c e~ B0 |2 L de
[€1L1

Jrce—l%t/]R (1 + |§|2<2“‘5>) |tio| *de.

Usando o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de baixa frequén-

cia e a defini¢do de norma em H*(R™), segue que

B() < Clalli [ e B 4 Ce 0 s
le]<1

< Cluoll7: (1+1)7% + Cem 0" [[ug | 2
<+ (Jluol}s + luollzas )
Desenvolvendo a segunda integral em (5.7), temos que
L) =C [ e Ot i g

l€1<1

SC/ 6_%|f‘29t||£|_@a1|2d§
[g1<1
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entdo, tomando a norma L™ e usando a definicao de T —! (R™), temos

Lt)y<C e~ 60 | e o2 L de
[€1<1

:c/ o 161t
[€1<1

2 £
; / e~ ol g,
LT Jlg1<1

Usando a defini¢do de norma em W—! ¢ 0 Lema 1.13, obtemos

2

dg

Lt

(~8)7% u

<C H(—A)_% U1‘

L) <C HU1||§v—a,1/ e*%\g\%tdg

|€1<1

<CU+07 Jun3ans
Desenvolvendo agora, a terceira integral em (5.7), temos que

Lt)=C [ e 57O (14 [¢]>) [y de
Rn

<C e~ I (1 4 ¢ 2) | [de
[€1<1

+C/ e 10t (14 [€]%) @] *de
[€1>1
e entdo, tomando a norma L para || < 1, segue que
L) <O | e m a7 dg
|§]<1

¥ ce—%t/ (1 + [€1) iy de.
RTL

Usando novamente o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de

baixa frequéncia e a defini¢ao de norma em H*(R™), obtemos
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L(t) < Cllu |2 / e~ 10 g 4 Cem Bt [un |
[£1<1

< Ol (L4172 + Ce™ 0 uy|| 37

R

<O+ (Julfs + funle)
Desenvolvendo a quarta e tltima integral em (5.7), temos que

t
I(t) = C’/ / e~ () (t-7) (1 n |€|2(2a75)) P (r, ) dedr
0 n
t
< C/ / e‘%|5|29(t_7) (1 + |§|2(2a—6)) |@(T,§)‘2dfd7'
0 JIgI<1

t
v [ [ e B (1 o) [, o) dear
0 J|¢I>1
e tomando a norma L, essa estimativa implica que

t
I4(t)§0// e*ﬁlfl”’(t*ﬂzW(T)Himdgdr
0 JIgI<1
t

o [[emtn [ (14 jgen) @i, o) acar
0 R

Usando mais uma vez o Lema 1.13 para a integral sobre a regiao de

baixa frequéncia e a defini¢do de norma em H*(R"™), obtemos

t
oy <c [ @ [ e B
0 [€£1<1
t £
+C [ e B0 () s
0
t n
< c/ la ()2 (14t — ) Fdr
0

t
+C / e T | (1) 320 s dT.
0
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Por fim, usando o Lema 1.8 na ultima estimativa e em seguida, o

Lema 1.7 para s = 2a — 6 > g, resulta

t
) <€ [ (=) 4 e HO) o (o) odr
0

IN

t
C/ ((1 +t— T)_% + eflio(t*T)> ||u(7')||ifz(l,5d7
0

t
< o/ (14t — 1) 5 [[u(r)||Pu_sdr,
0

paratodot>0ep> 1.

Portanto, somando as estimativas obtidas acima para as integrais

I, I, I3 e I, concluimos de (5.7) a demonstragao do lema.

u
Agora, multiplicando por (1 + t)% a desigualdade demonstrada no

Lema 5.2, obtemos

(L4 0)% [[(ult), we ()25 e (5.13)

< © (110 ) 1o + Mt Iy s + (0, 02) 05110 )

t
+ C/ (L6 (Lt =7) 72 || (), ()| f2a s pradTs
0

para todo t > 0.

Posto isso, definimos a fungdo M, : [0,00) — [0, 00), na forma
_ 36 2
My(t) = sup {(L+7)F [ (u(r), we() s e b (5:14)
0<r<t

Observagao 5.3 Assim como na Observacao 5.2, definindo a fun¢ao

N(r) = [[(w(r), (7)) 3205 gro »
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podemos reescrever a integral em (5.13) na forma

t
/ (1+)% (1+t—7)"% N(r)Pdr
0

_ /[ Y L LEDPIN@P
_/0 (1+8)> (1+t—7) LT d
t 1413 N(r P
= [0 ari-n (a0 Ne)
0 (1+7)2

Da defini¢ao de My em (5.14), temos que

sup {((1 + 7)% N(T))p} < ML (t)

0<7<t

de onde segque que

/t 14+ 0% (141 —7) % N(r)Pdr
0

n t —n n
gMg(t)(Ht)ﬁ/ (14+7)20 (14+t—7)" %dr
0

. n
e entdo, usando o Lema 1.1} com a = — > 1, obtemos

20
t n n
/O (1+6)2 (14+t—7) 20 N(r)Pdr < M¥(¢)C,

para alguma constante positiva C(n,p,0), desde que n > 26.

Considerando a Observagao 5.3, segue da estimativa em (5.13), que

(1483 [|(y 1) | Fraams . gre (5.15)

<c(

2 2 2
|(uos w)l|Zaspr + ]l —en + H(uO,ul)IIHzafsta) +COM (),

para todo t > 0.
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Tomando agora o supremo em ambos os lados de (5.15), resulta

Ma(t) = sup {(1+7)% (), wa(r) raemscrre (5.16)

2 2 2
< C (o )3 s + Nl s + 10, 02) [3r2a-s g1 ) + CMEQ),

para todo t > 0.
Com o objetivo de concluir a obtengao de taxas de decaimento para

o problema semilinear, definimos a fungéo F : [0,00) — [0, c0) por
F(M)=CI3+CM? — M, (5.17)

onde p > 1 e I = ||(uos ur)[[71, g1 + un [y + 1o, wn) [ r20-sx gro-

Da defini¢ao em (5.14), My é continua e Ms(t) > 0, para t > 0.

Além disso, F' é continua e pela desigualdade obtida em (5.16),
temos que F' (Maz(t)) > 0, para todo t > 0.

Segue do Lema 1.15, que a funcdo F definida em (5.17) possui um
tinico ponto de minimo global M > 0 e existe ¢ > 0 tal que, se
0 < I3 <e, entdo F (M3) < 0.

Logo, M = M5(t) ndo pertence ao intervalo onde F (M) < 0.

Por outro lado, M2(0) = C'I2 e, assumindo a hipotese adicional que
CIZ < Mg, segue que M2(0) < M¢.

Entéo, pela continuidade de Ma(t), concluimos que My(t) < Mg,

para todo ¢t > 0, ou seja,

sup { (14 1) () [z pre | < M,
0<r<t

para todo t > 0 e consequentemente,

(s ) 3205 e < Mg (14+8)7%, V>0,
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Portanto, segue da estimativa obtida anteriormente em (5.2), que

[ (41 (14 1629 ) < M3 14075

e entdo, usando o Teorema de Plancherel (Teorema 1.3), obtemos
/Rn (\ut|2 + ‘(—A)5ut|2 +|(=AY)ul® + |u|2)dx < MZ(1+ £)73

para todo t > 0, o que conclui a demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 5.2 (Decaimento Polinomial) Seja n a dimensao do es-

)
pago, com 20 < n < 2(2a — ) e sejam 0 < 6 < 0, —<9<ﬂ

2
a+4d

(67
557

5 S , p > 1 um niumero inteiro e dados iniciais

(ug,u1) € (LY (R™) N H20 (R™)) x (Ll (R™) N H® (R™) O W~ (R")) .
Sejam ainda,

15 = 1o, un)l 7oy oo+ M |- + 110, ) [ r20-s e

2
MQ(O) = ||(u0? ul)”H?a—é X Ho

e MZ > 0 o minimo global da fun¢io F(M) = CI2 +CMP — M, para
M >0, com C >0 a constante da estimativa em (5.16).

Entdo existe € > 0 tal que, se 0 < I3 < & e My(0) < MZ, vale a
sequinte estimativa para o energia total e para a norma L? da solucéo

do problema de Cauchy associado & equagao semilinear em (4.1):

s

[ (el 1805w+ 1AMl + ol o < MG (1407,
Rn
para todo t > 0.
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Observagao 5.4 As tazas de decaimento obtidas no Teorema 5.1 para
a norma L? da solu¢do do problema associado & equacdo semilinear, sao
diferentes das tazas obtidas no Capitulo 3 para o problema associado a
equagao linear.

Lembramos que, para o problema linear, as tazas para a norma L?
da solugao, obtidas no caso em que 0 < 0 < %, s@o

(n—46)

_ o
@20 paran>3ae0<0< Px

_ (n—40) n —2a
@20 para2a<n <3ae0 <0< !;
(n—2a) n—2a «
7 TC pam2a<n<3ae%<0§§,

enquanto que, para o problema semilinear, a taxa é tiﬁ, que €
melhor do que as citadas acima, mas mediante a exigéncia de maior
regularidade e pequenez sobre os dados inicias do problema, bem como
hipdteses sobre a dimensao do espago.

Para a energia total associada ao sistema, as taxas obtidas no caso

«
emqueogﬂgi, a0

_ (nt2a—40) a
t a2 *6, para n > « 60§9§§;
_(n+2a-46) n
t @a-29) +€7 para1§n<oz60§9§§;
t—20 T para1§n<ae§<9§§7

—_-—n
enquanto que, para o problema semilinear obtemos t™ 2a—29) ,
A diferenca entre as taxas obtidas para este caso, se deve ao fato de

termos usado outro método para a obtengdo das tazas (ver [19]).
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