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Resumo

Neste trabalho foram estudados alguns conceitos fundamentais da Teoria
de Grafos para o entendimento dos algoritmos de Busca de Caminhos em Grafos. Es-
tudamos os algoritmos de Busca Horizontal, Busca em Profundidade, Dijkstra e A*. Na
aplicacdo do problema do alinhamento de proteinas usamos o algoritmo A* para construir
um emparelhamento entre os dtomos de carbono de duas proteinas. Nosso objetivo era
tornar este algoritmo mais rdpido que o algoritmo de Programacdo Dinamica, que € na
literatura o algoritmo padrdo para obter tal emparelhamento. Os algoritmos de Dijkstra
e A* foram aplicados ao problema do quebra-cabeca de 15 pecas. Notamos que devido
ao espaco de busca ser muito grande, o algoritmo A* teve desempenho muito melhor que
o algoritmo de Dijkstra, isto porque A* faz uso de uma informagdo heuristica. Mesmo
assim a estimativa conhecida nao € suficiente para resolver este problema. Apresentamos
uma nova estimativa com que obtivemos resultados muito melhores mas que ainda nao faz
com que o algoritmo A* resolva todas as instancias do problema usando nossos recursos

computacionais.

X



Abstract

In this work we study some fundamental concepts in Graph Theory nee-
ded to understand graph search algorithms. We studied breadth-first, depth-first, Dijkstra
and A* algorithms. In the application to protein alignment we used the A* algorithm to
construct a matching between the carbon atoms of two given proteins. Our objective was
to obtain an algorithm faster than Dynamic Programming, which appears in the literature
as the standard method for this matching. Dijkstra’s algorithm and A* were applied to
solving the fifteen puzzle. We noted that A* had a much better performance than Dijks-
tra, due to the use of the heuristic information. Even using this information, A* was not
capable of solving the problem, and then we developed a process for obtaining better es-
timated costs. These estimates greatly improved the results, but were still unable to solve

all instances of the problem with our computational resources.



Introducao

Esta dissertac@o iniciou a partir do interesse despertado pela teoria de
otimizacdo em grafos durante o curso de Pesquisa Operacional ministrado pelo profes-

sor Clovis Gonzaga durante o segundo semestre de 2005.

Durante este curso tive meu primeiro contato com a teoria necessaria para
o estudo dos algoritmos de busca de caminhos em grafos, na oportunidade estudei os
algoritmos de Busca Horizontal, Busca em Profundidade e Dijkstra. Neste curso também
tive a oportunidade de ver a correspondéncia entre o algoritmo de Busca Horizontal e o
algoritmo de Programacdo Dinamica Progressiva para problemas discretos, na ocasido o
exemplo tratava-se da decisdo da quantidade de dgua a ser utilizada na geracdo de energia

em uma usina hidrelétrica.

Assim como no exemplo acima a modelagem de grafos a problemas reais
¢ muito interessante, permitindo adaptar problemas complexos a representagdes simples

e gerais.

Entretanto em muitos problemas o grafo que o modela pode tornar-se
muito grande e consequentemente o espaco de busca é muito vasto. Desta maneira, os
algoritmos citados acima podem ndo ser suficientes para resolver determinados proble-
mas. Um exemplo é o problema do quebra-cabeca de 15 pecas que foi abordado por nés

no quarto capitulo.

Com a informagdo que o algoritmo A* com heuristicas convenientes en-
contra um caminho 6timo com um nimero menor de expansdes que qualquer outro algo-
ritmo de rotulacdo (Busca Horizontal, Busca em Profundidade e Dijkstra) iniciamos em

2006 o estudo deste algoritmo.

O desenvolvimento deste algoritmo, originado no contexto de Inteligéncia
Artificial, comegou com o seguinte problema: em uma sala encontra-se um robd, deseja-
se que ele atravesse a sala percorrendo o menor caminho possivel sem bater nos moéveis.

Assim, os cantos dos méveis bem como a entrada e a saida da sala sdo interpretados



como os nds do grafo, as retas sobre as quais o robd pode se movimentar entre os nds sao
os ramos do grafo. Para encontrar o menor caminho que ele deve percorrer para chegar
até a saida da sala, em cada n6 estima-se quanto ele ainda precisa movimentar-se para
chegar ao destino se prosseguir num caminho através deste n6, obviamente o caminho
com menor estimativa € o escolhido para ele continuar. Neste problema a estimativa
usada foi a distancia em linha reta entre o n6 terminal do caminho e o n6 que representa

a saida da sala.

Neste trabalho aplicamos as técnicas de busca de caminhos de custos 6timos

em um grafo a dois problemas bem distintos.

O primeiro, na 4rea de Biologia Estrutural, € um sub-problema do pro-
blema de alinhamento de proteinas. Estudam-se métodos de alinhamento para medir o
grau de semelhanca entre duas proteinas, através de uma fun¢ao de pontuacdao. Em nosso
estudo buscamos o emparelhamento entre duas proteinas que obtem a maior pontuagao
possivel, sendo assim buscamos o maior caminho em um grafo que represente o problema.
Em geral este emparelhamento € feito utilizando Programacao Dinamica, desta forma a

modelagem feita por nés é nova.

O segundo, de Inteligéncia Artificial, busca determinar o nimero minimo
de movimentos necessdrios para resolver o quebra-cabega de 15 pecas a partir de uma
configuracdo dada arbitraria. A estimativa conhecida, baseada na distancia de Manhattan,
para este problema ndo € suficiente para resolvé-lo, utilizando um algoritmo bem geral,
pois em muitos casos o erro em relagao ao custo 6timo é grande. Desta forma no capitulo
quatro propomos uma nova estimativa em que os resultados obtidos foram melhores mas

ainda ndo suficientes para resolver este problema usando o algoritmo A*.

Porém existem trabalhos que apresentam solucdes para este problema usan-
do outras técnicas. Em [8] Korf e Felner descrevem como encontraram solugdes 6timas
para o quebra-cabeca usando o algoritmo I DA*, que é uma variagdo do algoritmo A*.
Em [5] Culberson e Schaeffer resolver este problema com algoritmos feitos explorando

propriedades especificas do quebra-cabeca de 15 pecas.



Capitulo 1

Introducao a Teoria de Grafos

Iniciamos com alguns conceitos e resultados que entendemos ser suficien-
tes para o estudo de otimizacdo em grafos, em especial ao problema de busca de caminhos
em grafos que € o nosso objeto de estudo. A nomenclatura e as notagdes que padroniza-

remos agora, assim com as demonstragdes dos teoremas seguem de [12] e [13].

A teoria de grafos € uma das ferramentas matematicas mais simples e po-
derosas usadas para constru¢cdo de modelos e resolu¢cdo de problemas, tais como: fluxos

em redes, escolha de uma rota 6tima, tatica e logistica.

A mais antiga citagdo sobre a teoria ocorreu no ano de 1736, através do

matematico suico Leonhard Euler em seu artigo “The Seven Bridges of Konigsberg”.

Em Konisberg, Alemanha, havia uma ilha, um rio que passava pela cidade
e que logo apds passar por esta linha se bifurcava. Sobre este rio havia sete pontes, a
pergunta era: € possivel passar pelas sete pontes numa caminhada continua sem passar

duas vezes por qualquer uma das pontes?

Figura 1.1: Pontes de Konisberg

Euler analisou o problema trocando as areas de terra por pontos (nos) e

as pontes por arcos (ramos), ¢ modelando desta forma provou que o problema nao tinha



solucdo, uma anélise de como Euler chegou a esta conclusio pode ser vista em [15]. Teve

inicio assim o que hoje conhecemos como Teoria de Grafos.

Porém o desenvolvimento desta teoria veio se dar somente na segunda me-
tade do século XX, sob o impulso das aplicacdes de otimizagdo organizacional. Tal de-
senvolvimento se deu com a invencao do computador, sem o qual a maioria das aplicacdes

em grafos seria impossivel.

1.1 Principais conceitos

Definicdo 1.1. Um grafo é caracterizado por um par G = (N, M) em que N é um
conjunto enumerdvel e M é um conjunto de pares ordenados de elementos de N', M C

N x N,
N é um conjunto (nq,nz, ns, ...) ndo vazio de nds.

M é o conjunto dos ramos r = (n;,n;) em que n; € a extremidade inicial

e n; a extremidade final, comr € N' x N.

G é um grafo finito se N' e M forem finitos.

—_—
04 A
/ )\
0 !O 1/n Q\\ 0
1/2

1

Figura 1.2: Exemplo de grafo infinito

G é um grafo simples se nao existirem ramos diferentes associados aos
mesmos nds, assim dizemos que ele ndo possui ramos multiplos. Neste trabalho sé consi-
deramos grafos simples pois em problemas de busca de caminhos, ramos multiplos podem

sempre ser eliminados.



Figura 1.3: Grafo com ramos miiltiplos

Definicao 1.2. O né n é adjacente ao ramo r se n é uma extremidade de r.

Observacao 1.3. Dizemos que um né n; é a cauda do ramo r; se ele é o né inicial do

ramo. Se n; é a extremidade final do ramo r; dizemos que ele é a cabega do ramo.
Definicdo 1.4. r € M é incidente an € N se e somente se n é cabegca ou cauda de .

Defini¢do 1.5. Dados n,n € N, dizemos que n é sucessor de n se e somente se (n,n) €

M.

Dizemos que P € o conjunto das partes dos elementos de N.

Defini¢do 1.6. Operador Sucessor é uma aplicacdoT' : N — P(N') em que i € T'(n) se

e somente se n ¢ sucessor de n.

I' € uma regra para a construcdo dos sucessores. Um grafo simples pode
ser caracterizado por seu operador sucessor, assim uma nova designac¢io do grafo G é

dada por G = (N, T), desprezando a descrigio dos ramos.

Definicio 1.7. G' = (N, M) é um grafo parcial de G(N', M) se e somente se G' =
(N, M) com M C M.

Definicao 1.8. Um grafo G' = (N', M') é subgrafo de G = (N', M) se e somente se
N CNeM ={(ni,n;)/ni,n; € N' e (n;,n;) € M}.



; ®

. ()

Figura 1.4: (a) Grafo, (b) Grafo parcial, (c) Subgrafo

Por nossa defini¢do os grafos sdo sempre orientados, ja que os ramos sao
pares ordenados. Para definir grafo ndo orientado, basta nao utilizar a orientacdo, ou
definir os nés como pares ndo orientados {n;,n;}, ou ainda exigir que sempre estejam

presentes os ramos (n;,n;) e (n;, n;).

1.2 Conceitos em grafos nao orientados

Definicao 1.9. Uma sequéncia C' = (ny,71,n2, 72, ..., Ny, Tp, Npy1) € uma cadeia (ligando
Ny a npy1) e existir uma sequéncia de nos (n = nq,ng, ..., np+1), tais que r; é adjacente

an;eniyy, t=1,...,p.

Dizemos que os nds n e 7 estdo ligados se existe uma cadeia entre eles.

Defini¢do 1.10. Um grafo G = (N, M) é conexo se quaisquer dois nds sdo ligados por

alguma cadeia, caso contrdrio o grafo é dito desconexo.

Figura 1.5: Grafo desconexo



Definiciio 1.11. G’ = (N, M) é uma componente conexa de G = (N, M) se e somente

! Ve z / 7 . z 4
se G é um subgrafo conexo de G e nenhum né de G' é ligado a nenhum né em N' — N

Um subgrafo conexo maximal de G € uma componente conexa de G.
Definicao 1.12. Um ciclo é uma cadeia de um né n a ele mesmo.

Definicao 1.13. Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos.

Figura 1.6: Arvore

Definicao 1.14. Uma folha é um né com no mdximo um ramo incidente.

Na figura 1.6 0s n6s ny4, ng, ng, N9, N19, N11 € N2 sao folhas.
Lema 1.15. Toda drvore tem folhas.
Teorema 1.16. Uma drvore com n nos tem exatamente n — 1 ramos.

Demonstragao:
Seja G = (N, M) uma drvore com n nés e m ramos. Como G tem uma folha 2, G' =

(N —{n}, M —{7F}), com 7 ramo ligado a 71, é uma drvore com n — 1 nés e m — 1 ramos.

Por recorréncia, chega-se a um grafo com apenas um n6 e nenhum ramo

apos n — 1 passos.
U

Teorema 1.17. Seja G = (N, M) uma drvore. Entdo qualquer par de nés n,n é ligado

por uma unica cadeia.

Demonstragao:

Suponha que existe um par de nés n, n que estd ligado por duas cadeias distintas.

_ ’ ’ ’ ’ ’ _
=M1, 71, M2, T2y ey Ny = Ty =T, T, Ny, Ty ey Ny = 1

7



/ . . .
Se r, = ry, facamos n = n, e reindexamos as cadeias. Repetindo o processo chegamos a
. ~ !/
situacdio em que r; # 1.

! . ! /
Se ng = n, chegamos a um ciclo n, 11, ne, Ny, 11, N.

~ . . , . . . !
Sendo buscamos o primeiro n6 comum as cadeias, sabemos que existe pois n, = n,, €
assim chegamos a um ciclo.
Mas isto contradiz a definicdo de arvore.
0J

1.3 Conceitos em grafos orientados

Definicao 1.18. Um caminho de n € N an € N é uma sequéncia (n = ny,no, ...,

n, = n) de nds tais que (n;,niy1) € M, i=1,...,p— 1
Defini¢do 1.19. . € N é acessivel a partir de n se existir um caminho de n a n.
Defini¢io 1.20. Circuito é um caminho de um né n € N a ele mesmo.

Definicio 1.21. Um né n € N é raiz do grafo se e somente se todos os nds sdo acessiveis

a partir de n.

Definicao 1.22. Uma arborescéncia é uma drvore com raiz.

Uma arborescéncia possui somente uma raiz e cada né € acessivel a partir

da raiz por um dnico caminho.

Dado um grafo G = (N, M), uma drvore (arborescéncia) maximal de G

¢ um grafo parcial de GG que € arvore (arborescéncia).

Dada uma aplicag¢do ¢ : M — R, chamada de custo associado ao ramo,

podemos definir o que € o custo de um caminho.

Definicao 1.23. Custo de um caminho P = (ny,ns, ...,n,) € dado por

3
L

C(P)= ) clni,ny),

<.
Il
—

isto é, é a soma dos custos de todos os ramos do caminho.

Observacao 1.24. Definimos caminho por uma sequéncia de nés P = (ny,ng, ..., nyp).
Poderiamos também caracterizar o caminho pela sequéncia de ramos P = (11,74, ...,
rp—1), comr; = (n;,nipq1), © = 1,2, ...,p — 1. Utiliza-se esta caracterizagdo quando for

mais conveniente.



Capitulo 2

Algoritmos de Busca de Caminhos

Ap6s definir conceitos basicos da teoria de grafos, definiremos neste ca-
pitulo o nosso problema e em seguida os algoritmos de otimiza¢do em grafos que sdo

usados para resolveé-lo.

Na teoria de grafos, o problema do Caminho de Custo Minimo consiste na

minimizacao do custo de travessia de um grafo entre dois nés.

Dizemos que um caminho P tem custo minimo se C(P) < C(P') para

. / . .
todo caminho P que tenha a mesma origem e o mesmo destino que P.

Para definir nosso problema, através da caracterizagdao do grafo pelo ope-

rador sucessor, considere:

e um grafo G = (N, T);
e um né s € N, chamado nd inicial ou raiz do grafo,

e um subconjunto 7" C N chamado alvo.

Problema
Encontrar, se existir, um caminho de s a algum né do alvo com custo
minimo entre todos os caminhos de s ao alvo.
Sempre que este caminho exista ele é dito caminho étimo.

Este problema sempre admite solugc@o se o grafo for finito, sem circuitos
de custo negativo, e se algum n6 do alvo for acessivel a partir de s. De agora em diante

consideramos apenas grafos finitos.



2.1 Principio de Otimalidade de Bellman para Grafos

Teorema 2.1. Suponha que s = ny,ny, ...,n, =t é um caminho de custo minimo de s ao
alvo. Entdo ny, Nyi1, ..., gy, com 1 < k, k + j < p é um caminho de custo minimo de

N a N4 4.

Demonstragao:
Suponha que s = n,ng, ...,n, = t € um caminho de custo minimo.

o~ . ’ / ’ .
Por contradi¢@o, suponha que o caminho ny = ny, ny, ..., n, = ny; satisfaz

’

O(nh n/27 s n;) < C(”k? NEg41y -0y nk—i—j)a

ou seja, existe outro caminho de ny, a n44; com custo menor.

/ / / , .
Temos que nq, ng, ..., N = Ny, Ny, ..., N, = Ny j, ..., t € um caminho de s a ¢t com custo
/ / /
C(s,...;t) = C(Mhy Mgt 1, ooy Niprj) + C(ny, 0y, ymy) < Csy oy t).

A desigualdade acima contradiz a hipétese que o caminho s = ny,ns,...,n, = t tem

custo minimo.

2.2 Algoritmos de Rotulacao
Defini¢do 2.2. Dados dois nés n, 7, define-se (usando a convengéo inf ) = +00):
o h(n,n) =inf{C(P)| P = (n=ny,ny,...n, =)}
o c*(n) = h(s,n);
o h(n) =inf{h(n,t)|t € T}
Temos:

— h(n,n) é o custo de um caminho de custo minimo de n a n, que chamaremos de

“distdnciade nan’;
— ¢*(n) é a distancia do n6 inicial a n;
— h(n) é a distdncia de n ao alvo T’

— h(s) é o custo de um caminho 6timo.
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Utilizando a notagdo introduzida por Gonzaga em [17] representamos 0s

caminhos por triplas ordenadas:

n=(n,c,p),
em que:
e 1) representa um caminho (s = ny, ng, ..., N, = N);
e n representa o nd terminal do caminho;
e ¢ é o custo do caminho;

e p ¢ um apontador para o caminho (s = ny,ng, ..., Ny_1).

Poderiamos guardar, ao invés do apontador, todo o caminho mas em grafos
com muitos nods, isto geraria um gasto muito grande de memoria. Assim, esta estrutura
serve somente para memoria de computador. Para construir um caminho completo, basta

seguir os apontadores de tras para frente.

Exemplo:
)
Figura 2.1: Caminhos guardados
a - = (Cl, ¥ O)
ab - = (b, . 1)
abc - M= (C7 °y 2)
ad - M= (d, . 1)
abed - 75 =(d,.,3)
ade - M = (6’ S 4)
abcde - n;=(e,.,b)
abce - 3= (e,.,3)

Definicdo 2.3. Seja G = (N, T") um grafo finito em que o alvo é acessivel a partir de s.

Entdo um elemento n = (n, ¢, p) é dito minimal se
c=c"(n)ec+ h(n) = h(s),

11



ou seja, 1 coincide em parte com um caminho otimo.

Como consequéncia imediata da Principio de Otimalidade temos que se

n = (n,c,p) é minimal e aponta para 77 = (7, ¢, p), entdo 7 também € minimal.

Definicao 2.4. Dados dois caminhos n; = (n;, ¢, p;), n; = (nj,¢;,p;), dizemos que 1,

domina 1); se e somente se n; = n; e ¢; < c;.

Definicao 2.5. Dado um caminho n = (n,c,p), os sucessores de 1 sdo os caminhos

{n=(n,¢,p)| n € T'(n), papontador para n}.

Apresentaremos agora um algoritmo geral de rotulagdo. Esse algoritmo

serd estudado em detalhes adiante.

Dados G = (N,T'), s € N, T C N. Dizemos que um caminho jé foi

expandido por um algoritmo quando ja foram gerados os seus sucessores.

Um algoritmo de rotulac@o gera iterativamente caminhos a partir de s, que

sdo guardados em duas listas, chamadas Aberto e Fechado.

A lista Aberto é a dos caminhos 77 = (n, ¢, p) ainda ndo expandidos. Dize-

mos que um noé n estd aberto quando existe um caminho aberto com n6 terminal 7.

A lista Fechado é a dos caminhos 1 = (n, ¢, p) ja expandidos. O né termi-

nal € dito n6 fechado.

Desta forma cada caminho possui um rétulo, Aberto ou Fechado, ai estd o

motivo de também chamarmos o algoritmo de Algoritmo de Rotulagdo.

Nos Algoritmos de Rotula¢do os elementos! sdo gerados iterativamente.
A cada iteracdo escolhe-se um elemento em Aberto para ser expandido, que passarad a
ter o rotulo Fechado. Os elementos sucessores gerados poderdo ou ndo receber o rétulo

Aberto, segundo um critério de eliminacdes.

Seja G = (N,T') um grafo finito, sem circuitos de custo negativo, cujo
alvo € acessivel a partir de s, entdo o algoritmo descrito abaixo resolve o problema de

busca.

IUtilizaremos as palavras “elemento” e “caminho” de modo equivalente, lembrando que os elementos
listados 7 representam caminhos no grafo.
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Algoritmo 1 Algoritmo de Rotulagdo

1: Introduza em Aberto o elemento 7; = (s,0,0)
2: Enquanto Aberto ndo estéd vazia
3: Escolha um elemento 17 = (n, ¢, p) em Aberto para fechar.
4 Construa os elementos sucessores 7,7z, ..., 7, associados aos nds I'(n) =
{71,092, ..., 0y}
ni = (R, ¢+ c(n, ng), i),
p; € o apontador para 7
5: Elimine os elementos sucessores dominados por algum elemento listado (aberto
ou fechado).
Elimine os elementos listados dominados por algum sucessor.
Introduza em Aberto os sucessores remanescentes
Fim Enquanto
Se ha caminhos até o alvo em Fechado, encontrar um de custo minimo e obter o
caminho correspondente, seguindo os apontadores.

R N

A regra de eliminacdo faz com que exista nas listas em cada instante no
maximo um caminho listado até cada né. Note que o fato de serem feitas elimina¢des nao
interfere no algoritmo, elas apenas sdo feitas com a finalidade de economizar memoria de

computador.

Este formato do algoritmo € muito geral. Adiante comentaremos o critério

para a escolha do aberto a expandir em cada iteracdo e a regra de parada.

Proposicao 2.6. Um elemento listado minimal, n; = (n;, c*(n;), .), nunca pode ser elimi-

nado.

Demonstragao:

Para eliminar um elemento seria necessdrio um sucessor 7; = (n;, ¢;,.) com
&
c; < c'(n;).

Mas obrigatoriamente

¢j 2 ¢ (n;)

pois ¢*(n;) é o custo de um caminho de custo minimo de s até n;.

Proposicao 2.7. O caminho correspondente a um elemento listado ndo tem circutos.

A demonstragdo desta proposi¢do pode ser vista em [12].
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Teorema 2.8. Seja G um grafo finito sem circuito de custo negativo. Entdo o algoritmo

pdra em um niimero finito de iteragoes.

Demonstragao:
Pela proposi¢do 2.7, cada elemento listado corresponde um caminho sem circuitos. O
mesmo caminho ndo pode ser listado duas vezes, pois o elemento correspondente a se-

gunda obten¢do do caminho seria eliminado.

O nimero de caminhos sem circuitos em um grafo finito € finito e portanto

o numero de iteracdes € finito, uma vez que a cada iteracdo fecha-se um aberto.

O

O lema a seguir é de grande valia. Ele afirma que enquanto ndo se encon-
trou um caminho de custo minimo a um no arbitrario, todos os caminhos de custo minimo

aquele no6 estao sendo pesquisados pelo algoritmo.

Lema 2.9. Em uma iteracdo qualquer, seja n um no arbitrdrio acessivel a partir de s.
Seja P = (s = ny,na, ..., n, = n) um caminho de custo minimo de s a n. Entdo:
Se ndo existe um fechado com a forma 7 = (n,c*(n),.) entdo existe um aberto com a

forman, = (ng, c*(ng),.), ¢ =1,2,...,p.

Demonstragao:
Seja m um noé arbitrdrio acessivel a partir de s por um caminho de custo minimo (s =
ny,Ng, ...,Nyp = ﬁ)

Na primeira itera¢ao (s, 0, 0) estd aberto e nada hd a provar.

Em outra iterag@o: suponha que ndo existe fechado (7, ¢*(n), .).

Seja ¢ — 1 o mais alto indice tal que algum (n,_1, ¢*(n,_1), .) estd fechado,
l<g¢g—-1<p

e ¢ — 1 existe pois (s,0,0) estd fechado
e ¢ — 1 < p por hipétese

Como (n,_1,c*(ng—1),.) esta fechado, foi expandido anteriormente, ge-

rando o sucessor
(ng; ¢*(ng), -) pois ¢*(ng) = ¢*(ng—1) + c(ng—1,nq)

uma vez que P € um caminho de custo minimo.

Se esse sucessor nao foi eliminado, foi aberto.

14



Se foi eliminado, havia um aberto (n,, ¢, p,) que o eliminou, com ¢, < ¢*(n,). Obvia-
ok
mente ¢, = c*(n,).

Em qualquer caso, foi listado em aberto

(g, ¢"(14), Dg)-

Esse elemento ndo € eliminado e ndo é fechado por defini¢ao de q.

Portanto permanece aberto, completando a demonstrag@o.
O

Corolario 2.10. Quando o algoritmo termina, todos os elementos listados (fechados por
construcdo) correspondem a caminhos de custo minimo. Isto é, para todo
n = (n,¢,p) listado,

¢ =c"(n).

Além disso, todos os nos acessiveis a partir de s estdo fechados.

Desta forma a lista Fechado descreve uma arborescéncia maximal minima

do subgrafo acessivel por s.

Corolario 2.11. Se G ¢ grafo finito sem circuitos de custo negativo e existe né do alvo
acessivel a partir de s, entdo o algoritmo termina com um caminho de custo minimo entre

s e o alvo, ou seja, um caminho étimo.

Em nenhum momento especificamos o procedimento de escolher um ele-
mento para expandir em cada iteragdo. Esta escolha é um procedimento muito importante
e pode ser feito de diferentes maneiras, € esta escolha que da origem a diferentes algorit-
mos de rotulagdo.

A seguir apresentaremos os algoritmos de Busca Horizontal, Busca em
Profundidade e Algoritmo de Dijkstra que ndo utilizam nenhuma informacdo quanto a
proximidade do alvo em cada iteracdo. Em seguida apresentaremos o Algoritmo A* que
usa esta informacdo. O estudo dos trés primeiros algoritmos foram iniciados por nds
através de [13] e depois foi fortemente enriquecido pela abordagem feita em [12]. Em
[12], Gonzaga faz um estudo bastante detalhado do algoritmo A* ficando evidente a im-

portancia de pensar em caminhos os invés de nos.

15



2.3 Algoritmo de Busca Horizontal

Este algoritmo, também conhecido como método Breadth-First ou FIFO
(first in first out), escolhe o elemento mais antigo da lista Aberto para expandir, ou seja,
expande caminhos na ordem em que eles sdo gerados. Desta maneira o primeiro elemento

a entrar na lista Aberto € também o primeiro a sair.

12-1 @
5 o

>

a-10

Figura 2.2: Busca Horizontal

No grafo da figura 2.2 mostramos seis iteracoes deste algoritmo. Os nu-
meros em vermelho indicam a ordem em que eles foram abertos e conseqiientemente a
ordem em que foram fechados. A cor amarela representa os nds abertos ao fim da sexta

iteracdo e a magenta representa os nds fechados ao fim dessa iteracao.

Note que este algoritmo desenvolve o grafo sistematicamente, evoluindo
“de camada em camada”. E conveniente se o alvo for pequeno, ou em grafos naturalmente

estruturados em camadas, sem circuitos.

Neste caso, que ocorre por exemplo em problemas de decisdes sequenciais,
as listas podem ser manipuladas de maneira simplificada: em cada iteragdo s sdo proces-
sados nds de duas camadas. Os nds de uma camada somente sdo fechados quando todos
os nds da camada anterior j4 estdo fechados em caminhos de custo minimo. O algoritmo

entdo coincide com o método de programacao dinamica discreta progressiva.

Se prosseguirmos no grafo da figura 2.2 segundo o algoritmo 1 estaremos
construindo uma arborescéncia maximal de custo minimo para o subgrafo formado pelos

nos acessiveis a partir de s descrita pela figura 2.3.
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Figura 2.3: Arborescéncia maximal

2.4 Algoritmo de Busca em Profundidade

Este algoritmo, também conhecido como método Depth-First ou LIFO
(last in first out), escolhe o elemento mais recente da lista Aberto para expandir. Assim o

ultimo elemento que entra em Aberto € o primeiro a sair.

Figura 2.4: Busca em Profundidade

Na figura 2.4 representamos cinco iteragdes do algoritmo de Busca em
profundidade. Os nimeros em vermelho indicam a ordem em que eles foram abertos. A
cor amarela representa os nds abertos e a magenta representa os nds fechados ao fim da

quinta iteragdo.

Note que se algum sucessor do elemento expandido em uma iteracao for
listado, a proxima iteracdo vai fechar um desses sucessores, seguindo assim até atingir

uma folha do grafo, ou até que todos os sucessores de um elemento sejam eliminados.

Esta € a busca mais “arrojada”, procurando obter rapidamente solucdes nao
6timas. E conveniente se o alvo € grande e se o tempo de computacdo € critico: pode-se

parar o processamente antes de obter uma solugdo 6tima.
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Também neste método as listas podem ser manipuladas de maneira sim-
plificada: em cada instante todos os nds abertos sdao sucessores de nds pertencentes a um

caminho originado em s.

Se algum caminho, 7 de s a T' é conhecido, seu custo pode ser usado como
limitante na busca de novos caminhos. Desta forma elementos com custo, ou estimativa
para o custo, maior que o custo de 1 podem ser eliminados, pois ndo nos levardo a ca-
minhos 6timos até o alvo. Algoritmos que procedem desta forma sdo conhecidos como
Branch and Bound e foram desenvolvidos para resolver problemas de Programacao Li-

near Inteira.

2.5 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra € o mais importante dos algoritmos para encontrar
um caminho de custo minimo entre nds de um grafo com custos nao negativos e é o

primeiro estudado por nds que leva em consideracdo nas expansdes o custo.

Este algoritmo escolhe em cada iteracio um elemento com custo mini-
mo entre os custos de todos os elementos da lista Aberto para expandir. Empates sao
resolvidos arbitrariamente, mas sempre dando preferéncia a caminhos cujos nds ja estao

no alvo.

Os préximos dois teoremas, extraidos de [13], nos transmitem as seguin-
tes informacdes: para grafos com custos ndo negativos, todos os caminhos fechados sao
caminhos de custo minimo. Ou seja, no momento em que o nd terminal de um caminho
¢ expandido, ja foi encontrado um caminho de custo minimo até ele. Desta forma, no

momento em que um né do alvo for fechado, o problema de busca esté resolvido.

Teorema 2.12. Seja G = (N, T") um grafo finito tal que todos os ramos tem custos néo
negativos. Entdo o elemento fechado, n = (n,c,p), em cada iteragdo tem custo minimo,
ou seja

c=c"(n).

Demonstragao:

Suponha que em uma iteragao é fechado um elemento

n=(n,cp).
Por construcao, todos os abertos 7; nessa iteragdo tem custos c¢; > c.
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O mesmo ocorrerd com todos os sucessores gerados no futuro, pois 0s
custos sao nao negativos.
O elemento 7 nunca poderad ser eliminado.

Pelo corolério (2.10),  tem custo minimo.
O

Teorema 2.13. Seja G = (N, T") um grafo finito tal que todos os ramos tem custos ndo
negativos e que o alvo é acessivel a partir de s. Entdo o primeiro caminho cujo no
terminal n estd no alvo, fechado pelo algoritmo de Dijkstra fornece uma solu¢do otima

para o problema.

Demonstragao:
Pelo teorema (2.12), o elemento n = (n, ¢, p), com n € T, fechado tem custo minimo.
Assim qualquer caminho fechado posteriormente tem custo maior ou igual a c. Portanto,

posteriormente nenhum caminho melhor podera ser encontrado.

O

Com este teorema podemos estabelecer um novo critério de parada para o
algoritmo de Dijkstra para grafos com custos ndo negativos: parar ao fechar um né do

alvo.

O algoritmo pode ser usado sobre grafos orientados ou ndo, e admite que
todos os ramos possuem custos ndo negativos. Esta restricdo € satisfeita por redes de
transportes, onde os ramos representam normalmente distdncias ou tempos médios de
percurso; poderdo existir, no entanto, aplicagdes onde ha ramos com custos negativos,

nestes casos o algoritmo com este critério de parada nao funcionard corretamente.

Ainda, em [12] Gonzaga conclui que o algoritmo de Dijkstra avanca pelo
grafo em “frentes de onda de custo constante” e observa que o algoritmo de Busca Ho-
rizontal corresponde a aplicacdo do algoritmo de Dijkstra ao problema de caminhos de

comprimento minimo.

Apresentamos abaixo uma ilustragdo do algoritmo de Dijkstra para o grafo

dado pela figura 2.5.

19



Figura 2.5: Grafo inicial

. Primeira Iteracao
Fechou: 71 = (n4,0,0), a raiz do grafo.
Abriu:

— 19 = (n9,23,1)
—n3 = (ns3,5,1)

— g = (ng,19,1)
— 15 = (ns5,15,1)

. Segunda Iteracdo
Fechou: 15 = (ns,5,1)
Abriu:

— M6 = (nﬁu 77 3)
—Nr = (77,7, 23, 3)
. Terceira Iteragdao

Fechou: ng = (ng, 7, 3)
Abriu:

— g = (nloa 11, 6)
— 19 = (n7,13,6)

17 pode ser eliminado, pois 13 < 23.

. Quarta Iteracdo
Fechou: ng = (n49, 11, 6)
Abriu:

— Mo = (n13, 18, 8)

. Quinta Iteracdo
Fechou: 75 = (ns, 15,1)
Abriu:
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— 1 = (ng, 25,5)
— 12 = (ng, 28, 5)
6. Sexta Iteracdo

Fechou: 79 = (n7, 13, 6)
Abriu:

— s = (n12, 247 9)

7. Sexta Iteragdo
Fechou: 119 = (n13, 18, 8)

Como 743 estd no alvo, o algoritmo para.

A figura 2.6 ilustra o grafo ao fim do algoritmo. Os nds em magenta repre-
sentam os caminhos cujos nds terminais foram expandidos, os em amarelo representam
os nods terminais dos caminhos que estdo na lista Aberto e, o tracejado em vermelho re-

presenta os caminhos eliminados.

Observe que os nds em magenta com os ramos entre eles representam uma
arborescéncia de custo minimo. Porém esta arborescéncia ndo ¢ maximal pois a lista

Aberto nio esta vazia.

Figura 2.6: Grafo final

2.6 Algoritmo A*

O algoritmo A* foi introduzido por Hart, Nilsson e Raphael em [9] e am-
plamente discutido por Nilsson em [14]. Este algoritmo € idéntico ao algoritmo de Dijks-
tra, exceto pelo uso de alguma informacdo heuristica a respeito da estrutura do grafo,

através de uma func¢do “estimativa”.
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A abordagem adotada por nds, assim como defini¢des e resultados que

hora apresentamos, seguem as idéias de Gonzaga em [12] e [17].

Definicao 2.14. O custo de um caminho de custo minimo de n ao alvo é definido pela
aplicagado:

h: N —R

Em adi¢do define-se para cada caminho 1 = (n, ¢, p) a aplicag¢do:

n— f(n) = c'(n) + h(n),

€ o custo de um caminho de custo minimo entre s e o alvo, que contém 1

como trecho inicial.

Em problemas em que € possivel associar a cada n6 n do grafo uma esti-
mativa para o custo de um caminho ao alvo, o valor da estimativa de custo de um caminho
entre s e o alvo, f , seré utilizado como critério de escolha do caminho a expandir em cada
iteracdo. Esta estimativa € obtida em geral resolvendo um problema relaxado. Veremos

exemplos de estimativas assim nos préximos capitulos.

Definicao 2.15. A estimativa de custo de um caminho de custo minimo de n ao alvo é
uma aplicagdo:

iL:,/\/’—ﬂR

com h(t) = h(t) = 0 para todot € T.
A estimativa de custo de um caminho de custo minimo, entre s e o alvo que

contémn = (n, ¢, p) como trecho inicial, é definida por:

Observacao 2.16. Note que:

— h(n) é associada ao né n e deve estimar o valor de h(n);

— f (n) € uma estimativa do custo do melhor caminho que se pode obter expandido o

caminho n.

2.6.1 Estimativa admissivel

Definicao 2.17. Uma estimativa ]AZ() é dita admissivel se para qualquer n € N :

~

h(n) < h(n).
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Teorema 2.18. Seja G = (N, T") um grafo finito sem circuitos de custo negativo. Se a
estimativa é admissivel e se o alvo é acessivel a partir de s, entdo a qualquer itera¢do
antes de A* fechar o primeiro no do alvo e para qualquer caminho étimo P do no s até

P . . !/ !/ I !/ !
umnd t € T, existe um caminho aberton = (n ,c,p)commn em P e

~

f(') < h(s).

Demonstragao:
Considere uma iteragdo k£ # 1 do algoritmo.
Seja P = (s = ny,ny, ...,n; = t) um caminho 6timo de s ao alvo.

Sabemos que s estd fechado e que n; ndo esta fechado.

Pelo lema 2.9 existe um aberto com a forma 7, = (n,, ¢*(n,), py)-

~

Ainda, por defini¢do tem-se f(1,) = ¢*(nq) + h(n,). Como a estimativa &

admissivel

A

f(ng) < c"(ng) + h(ng) = h(s).

Em [14], Nilsson conclui que o teorema 2.18 garante que quanto maior a

precisao da sub-estimativa menor serd o nimero de elementos nao minimais fechados.

Teorema 2.19. Seja G = (N, T") um grafo finito sem circuitos de custos negativos. Se a
estimativa é admissivel e se o alvo é acessivel a partir de s, entdo na primeira iteracdo
em que o algoritmo A* fecha um caminho até o alvo esse caminho é solugdo otima do

problema.

Demonstragao:

Pelo corolério 2.10 n6s do alvo sdo fechados.

Sejan = (1, ¢, p) o primeiro caminho até o alvo a ser fechado, em alguma iteragdo k > 1.
Comon €T, f(ﬁ) =c

Entdo pela regra de escolha

para todo 7) aberto nesta iteracao.
Pelo teorema 2.18 existe um caminho 7 aberto tal que f(77) < h(s).
Segue-se que ¢ < h(s).

Como ¢ > h(s) por defini¢do de h(s), s6 pode ocorrer ¢ = h(s), como queriamos.
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O

Desta forma o critério de parada para este algoritmo pode ser mudado para:

até fechar um né no alvo.
2.6.2 Estimativa consistente

A definicdo seguinte, extraida de [12], estabelece para o algoritmo A* pro-

priedades andlogas aquelas do algoritmo de Dijkstra mostradas nos teoremas 2.12 e 2.13.

Definicao 2.20. Uma estimativa h: N — R é consistente se é admissivel e se para
todo ny,ny € N,
h(nl) S h(nl, 712) + h(TLQ)

Teorema 2.21. Suponha que h é uma estimativa consistente e seja 1) o elemento escolhido

em uma iteragdo do algoritmo A*. Entdo nessa iteracdo f(n;) > f(7), i = 1,2, ...,q,

onde os n; sdo os sucessores do elemento 1.

Demonstragao:

Seja n; = (n;, ¢;, p;) um sucessor do elemento 77 = (7, ¢, p).

~

f(mi)

il(ni)
c(n,n;) + iz(nl)
,n;) + B(nl)

), pois a estimativa é consistente.

(&

vV
(@]

h(n
h(n

v I
ol ol
+ + + 4

I
~k»
—~
)
SN—

logo f(m;) > f(n).
O

Corolario 2.22. Se o algoritmo utiliza uma estimativa consistente, entdo f (n;) € cres-

cente com as iteragdes (onde 1); é o elemento escolhido em cada iteragdo).

Teorema 2.23. Se a estimativa é consistente, entdo todo elemento fechado 1 = (n, ¢, p)

satisfaz ¢ = c¢*(n).

Demonstragao:
Suponha que 7 = (7, ¢, p) é fechado em alguma iteragdo, com ¢ > ¢*(n).

Pelo lema 2.9, existe um aberto = (n, ¢, p) tal que:
c=c"(n), c+ h(n,n) = c*(n).

24



Portanto,

*
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n)
) n
n) + h(n)
< f(7)) pois & > ¢*(nn),

(n)

~

N
o
S
=

h(n,n) + h(n), pois a estimativa € consistente.

*

I
o

0 que contraria a escolha de 7 para ser expandido.

Do teorema 2.18 concluimos que:

e nenhum caminho 7 com f(1)) > h(s) serd expandido pelo algoritmo;

e se i(.) = h(.) (estimativa perfeita), entdo serdo fechados somente caminhos 7 que

sdo trechos iniciais de caminhos 6timos;

® se ﬁ(n) < h(n) (estimativa admissivel), o nimero de elementos fechados depende

do erro da estimativa: poderdo ser fechados os elementos 7 = (n,¢,p) com ¢ +

~

h(n) < h(s).

A melhor situac@o ocorre no caso de estimativas consistentes. Nesse caso,
todos os fechados sdo caminhos de custo minimo (como ocorre no algoritmo de Dijkstra)
e f(nx) é crescente com as iteragdes k. O algoritmo explora o grafo em “frentes de onda”

de f crescente.

Em [9] é demonstrado que nenhum algoritmo de rotulagido pode encontrar
um caminho 6timo ao alvo com menos expansdes que A*, se a unica informagao adicional

disponivel sobre o grafo é dada por h(.).
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Capitulo 3

Alinhamento de Proteinas

Neste capitulo propomos uma abordagem matemética computacional, uti-
lizando algoritmos de busca em grafos, para o problema de alinhamento de proteinas. A
idéia para esta abordagem surgiu a partir de um semindrio feito pelo Prof. José Mario
Martinez em uma visita ao Dep. de Matematica da Universidade Federal de Santa Cata-
rina. Em seu trabalho Martinez constréi o melhor emparelhamento entre 4tomos de duas
proteinas utilizando programag¢do dindmica. Propomos uma nova modelagem para este

problema via algoritmos de busca em grafos.

Proteinas sdo corpos rigidos definidos por sequéncias de aminoacidos. Em
[20] encontramos a seguinte defini¢do: um aminodcido é constituido por um atomo cen-
tral de carbono ligado a quatro grupos: hidrogénio, grupo carboxilico (COOH), grupo
aminico (N Hs), comum a todos os aminodcidos, e um outro grupo R, ou cadeia lateral,

que os distingue entre si.

Figura 3.1: Proteina

Em sua estrutura primaria cada proteina é representada por uma sequéncia
de aminodcidos (uma sequéncia de letras). Em nosso estudo, como estamos interessados

em alinhamento estrutural, uma proteina com /N dtomos de carbono € representada por N
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pontos no espago Euclidiano tri-dimensional, onde cada ponto refere-se as coordenadas

espaciais de cada d4tomo de carbono. Desta forma uma proteina tem dimensdo N x 3.

O objetivo de alinhar proteinas [19] € estabelecer parametros de semelhanga
entre duas ou mais proteinas, respeitando critérios especificos. Entdo desenvolvem-se
algoritmos para que sejam feitas pesquisas em bancos de dados e possam-se comparar
proteinas. Comparacdo de proteinas € um importante problema em Biologia Estrutural

[3] pois proteinas semelhantes ou com pedacos semelhantes podem ter a mesma fungao.

Tendo em vista que o numero de proteinas obtidas experimentalmente esta
se tornando maior a cada ano [3], € preciso desenvolver algoritmos que sejam rapidos na
pesquisa em bancos de dados e que tenham uma boa maneira de medir semelhancas entre

proteinas.

Para alinhar proteinas, deve-se respeitar a seqiiencialidade dos atomos.
Também pode ocorrer que seja melhor ndo emparelhar algum dtomo de uma das proteinas,

neste caso dizemos que ocorreu um gap. Sempre que ocorrem gaps € preciso penalizi-los.

3.1 Definicao do problema

Para definir o problema de alinhamento de proteinas considere:

e Uma proteina fixa espacialmente, caracterizada pelas coordenadas de seus dtomos
de carbono y1, ¥, ..., yar € R3.

e Uma proteina caracterizada por pontos z1, s, ..., Ty € R3.

e Uma funcdo de pontuagio (score) que associa a um par de vetores x,y € R3 o valor

20

oD ==y T 2y .

Esta func¢do € usada na literatura em [3].

Vamos separar o problema em duas fases:

1. Emparelhamento: nesta fase consideram-se duas proteinas fixas no espago e busca-

se um emparelhamento entre pontos de duas proteinas

{(xi,y5.) |k = 1,2, ..., p} ou simplesmente { (i, jk) } k=12, p
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com p < min{M, N} e iy, j, crescentes com k (respeita-se a sequencialidade).

Figura 3.2: Emparelhamento

A figura 3.2 mostra um emparelhamento entre duas proteinas com a seguinte cor-

respondéncia entre indices:

ir 1 2 356
r 1 45 6 7

Neste emparelhamento vemos que x4 nio estd emparelhado, o mesmo ocorrendo
com ¥, € y3. O emparelhamento apresenta um gap em cada proteina. Neste pro-
blema os gaps sdo penalizados com lucro igual a —10, que independe da extensao
do gap.

A cada emparelhamento & = { (i, jx) } k=12, p» associa-se uma pontua¢ao

P
F(E) =) f(xi,y;) — 10n,, (3.2)
k=1
em que n, € o nimero total de gaps do emparelhamento.

O problema da primeira fase é: entre todos os emparelhamentos possiveis £ =

{(k, Jk) Yk=12....p» p < min{M, N'}, encontrar um com o maximo valor de F'(£).

Este € o problema que vamos resolver nesta dissertagao.

. Deslocamento: uma vez estabelecido um emparelhamento dos dtomos, desloca-se
a proteina (x1, ..., x) por meio de uma translagdo e uma rotagio (mantendo rigida

a estrutura), de modo a otimizar um critério dado.

Existem duas abordagens na literatura:
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e O problema de Procrustes!: € um problema de quadrados minimos em que minimiza-
se >y Il i — i I
A resolugdo deste problema é simples: faz-se uma translacdo de proteina para fa-
zer coincidir os centros de massa e busca-se uma matriz de rota¢do da proteina em
torno do centro de massa para minimizar o critério acima. Este problema € classico

(problema de Procrustes) e admite solu¢do analitica (que faz parte do pacote Ma-
tlab).

e O critério de pontuagdo: busca-se um deslocamento que maximize o critério de

pontuagdo.

O algoritmo completo consiste em ciclos emparelhamento-deslocamento.
Dada uma posi¢ao da proteina, faz-se um emparelhamento seguido de um deslocamento.
Ap0s o deslocamento, o emparelhamento pode deixar de ser 6timo, e deve ser refeito. O

processo € repetido até que se estabilize, ou entre em um ciclo.

O método Structal

O método Structal [10] € o mais utilizado atualmente, e usa o problema de
Procrustes para o deslocamento. O método € descrito em Andreani, Martinez e Martinez
[3]. Tem desvantagens Obvias: utiliza dois critérios distintos nas duas fases e ndo maxi-
miza a pontuacdo [2]. Pode entrar em ciclo e isto de fato ocorre frequentemente?. Como

vantagem, tem a simplicidade do problema de Procrustes.

Método LOVO para alinhamento de proteinas

Este método [3], [2] utiliza 0 mesmo critério em ambas as fases, produ-
zindo resultados melhores. Mas o problema de deslocamento é muito mais dificil, devido

a dificuldade do critério, que nao é convexo.

Neste trabalho ndo mencionaremos mais o problema de deslocamento. Va-
mos descrever um novo método para o problema de emparelhamento utilizando a mode-
lagem de grafos, que é comum a ambos métodos. A partir de agora, consideramos dadas

duas proteinas fixas no espaco.

"Processo de obter a superposicdo de corpos rigidos que minimiza um critério entre correspondente
atomos de carbono de duas proteinas [2].
2Aﬁrmag€10 de Andreani, Martinez e Martinez em [3].
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Em ambas as abordagens citadas, o problema de emparelhamento € resol-
vido por programac¢do dindmica. Em um problema discreto, o algoritmo de programacgao

dindmica tem o desempenho de Busca Horizontal.

Como o problema é de maximiza¢ao com custos positivos, o que equivale
a minimiza¢do com custos negativos, ndo podemos utilizar o algoritmo de Dijkstra, mas

mostraremos como usar o algoritmo A*.

A matriz de pontuacao

Para o problema de emparelhamento, construimos uma matriz de pontuacao

ou lucro (score) L, (N x M), com

20

L(#3) =1 +(d(i, §)/2, 24

2 d(i, j) =l z: — y; | (3.3)

A qualidade do alinhamento é medida através da equacdo (3.2), isto é
pela soma dos pontos obtidos através deste emparelhamento menos as penalidades pela

introducao de gaps.
3.2 Definindo o grafo

Estamos buscando um emparelhamento {(ix, jx) }x—1.2,.. , que maximize
p
> f(@i.y5,) — 10ny, comp < min{M, N} (3.4)
k=1

O lema a seguir, feito por nds, limita a distribui¢do de gaps em um empa-

relhamento 6timo.

Lema 3.1. Suponha que {(iy, jk)}k:1727,,_7p é um emparelhamento otimo. Entdo ndo po-

dem ocorrer simultaneamente 1,1 > i+ 1 e Jro1 > jp+ 1 paranenhumk =1,....p—1.

Demonstragao:
Suponha que {(ix, ji) tr=12,.., € 6timo e que para algum ¢ = 1,....p — 1, 4,41 > i, + 1

(hd um gap entre i, € t441) € jg+1 > Jg + 1 (hd um gap entre j, € j,41). Entdo podemos
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construir um novo emparelhamento unindo os atomos 7, + 1 e j, + 1:

{(i17j1)7 ceey (itqu)a (Zq + 17jq + 1)7 (iq—i-lajq—i-l)a ceey (iphjp)}

Este novo emparelhamento tem um ndmero de gaps menor ou igual ao do antigo, e

pontuagdo excedente em L(i, + 1, j, + 1), contradizendo a otimalidade do alinhamento.

O

Figura 3.3: Ilustracdo do lema

Para construir um grafo que represente o problema, partimos do seguinte
raciocinio: suponha que ja decidimos como emparelhar os dtomos i = 1,2, ...,
a—1lej=1,2,...,3—1, equeremos decidir se « serd ligado a § ou ndo. Considerando

o lema 3.1, existem trés situacdes possiveis:

e o — 1 e 3 — 1 estdo emparelhados;
e o — 1 ndo faz parte do emparelhamento (ocorreu gap a esquerda de «);

e 3 — 1 ndo faz parte do emparelhamento (ocorreu gap a esquerda de [3).

3.2.1 No

Os n6s N do grafo correspondem a todas as combinagdes de i,j e gaps

compativeis com as situagdes acima. Um né n é uma trinca («, 3, gap) em que:
e « € um atomo da primeira proteina;
e (3 & um atomo da segunda proteina;
e gap indica se ha ou ndo gaps a esquerda de o ou [3:
— gap= 1 se ha gap a esquerda de «
— gap= 2 se ha gap a esquerda de (3

— gap= 0 se ndo hd gaps a esquerda de o ou f3.
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NG inicial: s = (1, 1,0).

Figura 3.4: Definicdo do n6

O né n = (3;2; 1) representa que no emparelhamento da figura 3.4, houve

um gap a esquerda do terceiro atomo da proteina A.

3.2.2 Ramo

Os ramos do grafo correspondem as decisdes que podemos tomar a partir
de um né (a, 3, gap). As decisdes possiveis sdo: ligar o e 3 ou rejeitar um dos dtomos.
O lucro da decisdo (lucro do ramo) serd L(«, [3) se eles forem ligados, —10 se for criado

um novo gap ou 0 se nenhuma dessas opgdes ocorrer.

3.23 Alvo

Sempre que emparelharmos o ultimo atomo de uma das proteinas nao ha
mais emparelhamentos a fazer pois devemos respeitar a sequencialidade dos atomos.
Sendo assim qualquer n6 que € cabeca de um ramo indicando que o dltimo dtomo de

uma das proteina foi emparelhado, este n6 € um né do alvo.
Note que os nds do conjunto alvo correspondem as folhas do grafo.

Para simplificar a exposi¢@o, vamos definir os seguintes nos ficticios:

T ={(N+1,j,g9ap), (i, M+1,gap)|i=1,. ., N+1, j=1,... M +1, gap =0,1,2}.
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Considere duas proteinas tais que N =3 e M = 3,

Figura 3.5: Representagdo do grafo

Desta forma, no grafo da figura 3.5:

e 0 ramo ligando o n6 (1,2,2) ao né (2, 3,0) indica que emparelhamos o primeiro

atomo da primeira proteina com o segundo dtomo da segunda proteina;

e o ramo ligando o n6 (2,2,0) ao n6 (2, 3, 2) indica que houve um gap a esquerda do

terceiro 4tomo da segunda proteina;

e o ramo ligando o n6 (2,2,0) ao n6 (3,2, 1) indica que houve um gap a esquerda do

segundo atomo da primeira proteina;
e osnos (4,2,1), (4,3,0), (3,4,0) e (2,4, 2) sdo nds do alvo.

Observacao 3.2. Um né («, 3, gap) ndo contém nenhuma informagdo sobre o empare-
lhamento dos dtomos o e (3. Sdo os ramos que informam sobre a decisdo que tomamos.
Se examinarmos um emparelhamento das proteinas descrita por uma sequéncia de nos

(cvi, Bi, gap;), saberemos que ;1 e [3;_1 foram emparelhados se gap; = 0.

3.3 Operador sucessor

Cada n6 tem no maximo trés sucessores € nos ficticios nao tem sucessores.
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Defini¢io 3.3. Operador sucessor é uma aplicagdo T : n = («, 3, gap) € N — T'(n),

em que I'(n) tem elementos descritos a seguir com os custos dos ramos correspondentes:

e Ligacdo de v e 3:

u=(a+1,541,0) com lucro c(n,u) = L(a, 3).

e Criagdo de um novo gap:
Se gap= 0
Osea=Noua=1

v=(a+1,0,1), lucro = {

—10 no caso contrdrio

Oseb=Moup=1

w = (a, 3+ 1,2), lucro = _
—10 no caso contrdrio

e Aumento de um gap (respeitando o lema 3.1):
Se gap=lea < N
v=(a+1,0,1), lucro =0

Se gap=2e [ < M
w=(a,+1,2), lucro=0

Observacao 3.4. No operador sucessor, ndo permitimos o aumento de gap na situagoes
que contradizem o lema 3.1 e nem quando o dtomo é o iltimo da proteina. Poderiamos
aceitar esses sucessores, mas eles nunca poderiam pertencer a um emparelhamento otimo

e aumentariam o tamanho do grafo.

3.4 Caminho

Um caminho (nq, ng, ..., n,) no grafo corresponde a um emparelhamento.
Sejam n,. = (i, j.,gap,). Entdo parar = 1,...,p — 1 (i, j,) estdo emparelhados se e

somente se gap,+1 = 0. O lucro do emparelhamento € o lucro do caminho.

3.5 Super-estimativas

No problema de busca de caminhos de custo minimo usando o algoritmo

A* procuravamos uma subestimativa que fosse a maior possivel. Neste problema, em que
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estamos interessados em maximizar o lucro, procuramos por uma super-estimativa que

seja a menor possivel. Para isto analisamos a matriz L.

Definicao 3.5. Considere um né n = («, 3, gap). Queremos calcular uma super-estima-
tiva ﬁ(a, B, gap) para a lucro h(«a, 3, gap) de um caminho Jtimo entre («, 3, gap) e o

alvo, ou seja, de um emparelhamento 6timo entre os dtomos (o, v+ 1, ..., N) e os dtomos
(B,8+1,..., M).

A estimativa é calculada relaxando a exigéncia de sequencialidade, e per-

mitindo que um dtomo seja ligado a vdrios outros. Temos duas estimativas:

e Tomando como referéncia a primeira proteina e ligando cada um de seus dtomos 1

ao dtomo de mdxima pontuagdo L(i, j), obtemos
N
h(a, 8, gap) <> maz{L(i,j)|j = B,..., M}) (3.5)

e Tomando como referéncia a segunda proteina e agindo de modo similar, obtemos

M

h(, B, gap) < maz{L(i,j)|i = a, ..., N}) (3.6)
Jj=8

A estimativa iz(a, B) serd calculada pelo menor entre esses dois limitantes

superiores. O valor de gap ndo é levado em conta no cdlculo da estimativa.

O célculo de h é feito facilmente a partir de L, gerando uma matriz HCHA-

PEU de mesma dimensao.

HCHAPEU(«, 3) = h(n), (3.7)

para todo n = (a, 3, .), tal que n ndo estd no alvo, pois

h(t) = 0 para t no alvo.

Observacao 3.6. Obtemos esta matriz de uma maneira bastante prdtica. Primeiro so-
mamos para todo par («, 3) o mdximo por linhas da matriz L(« : N, 3 : M), obtendo
uma matriz que denotamos Linha. Depois somamos o mdximo por colunas obtendo uma
matriz que denotamos Coluna. Temos HCHAPEU fazendo o minimo entre as entradas

correspondentes das duas matrizes.
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Vamos analisar o seguinte exemplo, onde a matriz representa que estamos

tentando emparelhar uma proteinas com quatro 4&tomos e outra com cinco:

34 28 25 24 27
33 35 34 31 29
40 26 27 32 25
30 31 26 28 36

177 137 102 68 36
177 137 102 68 36
166 126 95 68 36
151 121 95 64 36

Coluna =

145 131 129 126 117
111 103 102 99 90
76 68 68 68 61
36 36 36 36 36

Linha =

145 131 102 68 36
111 103 102 68 36

68 68 68 36
36 36 36 36 36

HCHAPEU =

3.6 Testes numéricos

Neste problema nao foi possivel utilizar o algoritmo de Dijkstra puro pois
como este grafo possui ramos com custos negativos, o critério de parada geralmente
usado, “até fechar né do alvo” nao se aplica. Sendo assim, acreditando termos uma boa
estimativa, testamos resolver este problema com o algoritmo A*. Como estamos interes-
sados em analisar o desempenho da modelagem feita com grafos em relag¢do ao algoritmo
de Programacao Dinamica, considerando o que foi exposto na se¢do 2.3, comparamos o

algoritmo A* com o algoritmo de Busca Horizontal.

Para podermos comparar o desempenho dos dois algoritmos guardamos o
nimero de caminhos: abertos, fechados, reabertos, eliminados. Guardamos também o
numero de elementos sucessores guardados, o tempo gasto por cada algoritmo e, como

neste problema o alvo € um conjunto, guardamos também o nimero de caminhos até o
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alvo que foram abertos antes de se encontrar um caminho 6timo.

Exemplo 3.7. Este exemplo se refere a uma proteina com 100 dtomos de carbono e outra

Estes testes foram feitos em um computador com um processador de 3Ghz
e 512 MB de memoria.

com 60 dtomos de carbono que estdo proximas em trés trechos.

Exemplo 3.8. Os proximos exemplos sdo idénticos ao do item anterior exceto pela intro-

Lucro 6timo = 1040

dugdo de uma perturbacdo aleatoria.

Algoritmo | Abertos | Fechados | Reabertos | Alvos | Eliminados | Sucessores
Horizontal | 51949 49499 34167 67 63073 115088
A* 16013 15444 0 1 20024 36037
Algoritmo | Tempo total
Horizontal | 48 segundos
A* 14 segundos

Exemplo 3.9. Os proximos exemplos sdo idénticos ao do item anterior exceto pela intro-

Lucro 6timo = 460,3477

dugdo de uma perturbacdo aleatoria.

Algoritmo | Abertos | Fechados | Reabertos | Alvos | Eliminados | Sucessores
Horizontal | 50949 46595 31222 66 57357 108371
A* 16431 15444 0 1 19606 36037
Algoritmo | Tempo total
Horizontal | 44 segundos
A* 14 segundos

Lucro 6timo = 263,4077
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Algoritmo | Abertos | Fechados | Reabertos | Alvos | Eliminados | Sucessores
Horizontal | 43906 39011 23634 50 46702 90657
A* 17212 15444 0 1 18824 36036
Algoritmo | Tempo total
Horizontal | 31 segundos
A* 12 segundos




Exemplo 3.10. Este exemplo se refere a uma proteina com 200 dtomos de carbono e

outra com 110 dtomos de carbono que estdo proximas em quatro trechos.

Algoritmo | Abertos | Fechados | Reabertos | Alvos | Eliminados | Sucessores
Horizontal | 342988 | 334448 273120 106 434469 777562
A* 62514 61491 0 1 80966 143480

Algoritmo | Tempo total

Horizontal | 6,7 minutos
A* 47 segundos

Lucro 6timo = 2050

Exemplo 3.11. O proximo exemplo é idéntico ao do item anterior exceto pela introducdo

de uma perturbagdo aleatoria.

Algoritmo | Abertos | Fechados | Reabertos | Alvos | Eliminados | Sucessores
Horizontal | 340985 | 326147 264779 113 418717 759814
A* 63384 61486 0 6 80077 143466

Algoritmo | Tempo total

Horizontal | 6,3 minutos
A* 42 segundos

Lucro 6timo = 857,5231

A seguir apresentamos o emparelhamentos obtido em cada um dos exem-
plos acima. Esta apresentacdo é importante para analisarmos o comportamento da esti-
mativa.
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Exemplo 3.7 Exemplo 3.8

Emparelnou  Lucro  Estimativa  f(n) Emparelhou  Lucro  Estimativa  f(n)
90 53 1040 0 1040 9253 460 0 460
89 52 1020 20 1040 9152 456 4 460
88 51 1000 40 1040 90 51 439 22 461
87 50 980 60 1040 89 50 436 27 463
86 49 960 80 1040 88 49 433 34 467
8548 940 100 1040 87 48 429 49 478
84 47 920 120 1040 86 47 423 58 482
83 46 900 140 1040 8546 405 85 490
8245 880 160 1040 84 45 398 112 510
8144 860 180 1040 83 44 390 152 541
8043 840 200 1040 8243 385 166 551
79 42 820 220 1040 8142 368 184 552
78 41 800 240 1040 8041 366 189 555
77 40 780 260 1040 79 40 357 212 569
76 39 760 280 1040 76 39 352 230 581
7538 740 300 1040 7538 346 237 583
7437 720 320 1040 74 37 330 258 589
73 36 700 340 1040 73 36 326 281 607
72 35 680 360 1040 7235 315 301 616
7134 660 380 1040 7134 300 322 622
70 33 640 400 1040 7033 296 337 634
5032 630 420 1050 5232 293 351 644
49 31 610 440 1050 46 31 290 365 654
48 30 590 460 1050 45 30 283 372 654
4729 570 480 1050 4429 263 395 658
46 28 550 500 1050 4328 251 417 669
4527 530 520 1050 4227 247 437 684
4426 510 540 1050 41126 228 456 684
4325 490 560 1050 4025 208 476 684
4224 470 580 1050 3724 206 490 696
4123 450 600 1050 3623 188 508 696
4022 430 620 1050 3522 185 526 712
3021 420 640 1060 3421 181 540 721
29 20 400 660 1060 3320 179 542 721
28 19 380 680 1060 3219 160 561 721
2718 360 700 1060 3118 157 565 721
26 17 340 720 1060 3017 140 583 722
2516 320 740 1060 29 16 125 599 724
2415 300 760 1060 28 15 121 605 727
23 14 280 780 1060 27 14 119 613 732
2213 260 800 1060 26 13 111 632 744
2112 240 820 1060 24 12 105 668 773
2011 220 840 1060 2311 86 696 782
1910 200 860 1060 2210 79 704 784
189 180 880 1060 219 75 715 790
178 160 900 1060 208 59 747 805
167 140 920 1060 197 56 751 807
156 120 940 1060 186 52 761 813
145 100 960 1060 175 37 778 815
134 80 980 1060 144 37 807 844
123 60 1000 1060 133 27 818 845
112 40 1020 1060 122 9 849 858
101 20 1040 1060 111 4 859 863
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Exemplo 3.9 Exemplo 3.10

Emparelhou  Lucro  Estimativa  f(n) Emparelhou  Lucro  Estimativa  f(n)
8753 263 0 263 160 104 2050 0 2050
86 52 261 2 263 159 103 2030 20 2050
8551 246 18 264 158 102 2010 40 2050
84 50 242 22 264 157 101 1990 60 2050
8349 237 39 276 156 100 1970 80 2050
8248 218 60 279 15599 1950 100 2050
8147 216 81 297 154 98 1930 120 2050
80 46 215 90 305 153 97 1910 140 2050
79 45 214 94 308 152 96 1890 160 2050
73 44 216 121 337 15195 1870 180 2050
7243 204 133 337 150 94 1850 200 2050
7142 203 149 352 14993 1830 220 2050
66 41 194 174 368 148 92 1810 240 2050
65 40 174 199 374 14791 1790 260 2050
64 39 174 215 389 146 90 1770 280 2050
63 38 171 218 389 145 89 1750 300 2050
62 35 176 256 432 144 88 1730 320 2050
6134 157 277 435 143 87 1710 340 2050
60 33 147 301 447 142 86 1690 360 2050
5932 146 319 465 141 85 1670 380 2050
58 31 145 321 466 140 84 1650 400 2050
57 30 142 340 482 139 83 1630 420 2050
56 29 140 347 487 138 82 1610 440 2050
5528 138 364 502 137 81 1590 460 2050
5327 143 381 524 136 80 1570 480 2050
5226 138 387 525 13579 1550 500 2050
5125 122 406 528 13478 1530 520 2050
50 24 120 412 532 13377 1510 540 2050
4923 117 427 544 13276 1490 560 2050
4422 109 462 572 13175 1470 580 2050
4321 107 474 581 130 74 1450 600 2050
4220 105 478 583 12973 1430 620 2050
4119 92 495 587 128 72 1410 640 2050
4018 91 505 596 12771 1390 660 2050
3917 87 511 598 126 70 1370 680 2050
38 16 86 516 602 125 69 1350 700 2050
3715 85 523 608 124 68 1330 720 2050
36 14 84 539 623 123 67 1310 740 2050
3513 83 552 635 122 66 1290 760 2050
3412 80 564 645 121 65 1270 780 2050
3311 65 584 648 120 64 1250 800 2050
3210 62 594 656 119 63 1230 820 2050
319 45 614 658 118 62 1210 840 2050
307 50 638 687 117 61 1190 860 2050
296 48 644 692 116 60 1170 880 2050
285 30 670 700 11559 1150 900 2050
214 26 722 748 114 58 1130 920 2050
203 25 734 759 113 57 1110 940 2050
132 16 808 824 112 56 1090 960 2050
121 15 810 825 11155 1070 980 2050

110 54 1050 1000 2050

90 53 1040 1020 2060

89 52 1020 1040 2060

88 51 1000 1060 2060
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Continuagao 3.10

Emparelnou  Lucro  Estimativa  f(n)
87 50 980 1080 2060
86 49 960 1100 2060
8548 940 1120 2060
84 47 920 1140 2060
83 46 900 1160 2060
82 45 880 1180 2060
8144 860 1200 2060
8043 840 1220 2060
79 42 820 1240 2060
78 41 800 1260 2060
77 40 780 1280 2060
76 39 760 1300 2060
7538 740 1320 2060
74 37 720 1340 2060
7336 700 1360 2060
7235 680 1380 2060
7134 660 1400 2060
70 33 640 1420 2060
5032 630 1440 2070
49 31 610 1460 2070
48 30 590 1480 2070
4729 570 1500 2070
46 28 550 1520 2070
4527 530 1540 2070
4426 510 1560 2070
4325 490 1580 2070
42 24 470 1600 2070
4123 450 1620 2070
4022 430 1640 2070
3021 420 1660 2080
29 20 400 1680 2080
28 19 380 1700 2080
2718 360 1720 2080
26 17 340 1740 2080
2516 320 1760 2080
2415 300 1780 2080
23 14 280 1800 2080
2213 260 1820 2080
2112 240 1840 2080
2011 220 1860 2080
19 10 200 1880 2080
189 180 1900 2080
178 160 1920 2080
167 140 1940 2080
156 120 1960 2080
145 100 1980 2080
134 80 2000 2080
123 60 2020 2080
112 40 2040 2080
101 20 2060 2080
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3.6.1 Analise dos testes

Nestes testes o algoritmo de Busca Horizontal e o algoritmo A* agiram
dentro do esperado. Em todos os testes o algoritmo A* foi superior pois o nimero de
caminhos que ele precisa fechar até encontrar um caminho 6timo € menor que o algoritmo

de Busca Horizontal, que precisa fechar todos os caminhos até o alvo.

Notamos também que o nimero de caminhos reabertos pelo algoritmo de
Busca Horizontal € grande isto faz com que o tempo gasto por este algoritmo seja maior.
Em relacdo ao tempo, observamos que a medida que aumentamos o tamanho do pro-
blema a diferenga do tempo gasto pelo algoritmo de Busca Horizontal e pelo algoritmo

A* aumenta.

Em relacdo a estimativa, nos exemplos onde ndo inserimos uma perturba-
cao aleatdria ela foi excelente, nos outros exemplos ela comegou alta em relagdo ao custo

6timo. Porém, mesmo assim nao diminuiu a superioridade do algoritmo A*.

Foram testados alguns exemplos ficticios, o que d4 ao método alguma ex-
pectativa boa quanto ao seu comportamento. Para testar o método efetivamente seria
necessario introduzi-lo nos algoritmos Structal ou LOVO e fazer testes praticos utilizando

banco de dados de proteinas. Isso excede os objetivos deste trabalho.

A metodologia introduzida aqui pode também ser aplicada ao sequencia-

mento em gendmica, em que hd problemas semelhantes.

42



Capitulo 4

O quebra-cabeca de 15 pecas

Na 4rea de Inteligéncia Artificial, algoritmos de busca em espago de esta-
dos e planejamento de trajetéria e agcdes sdo usados para o desenvolvimento de jogos tais
como: 8 puzzle, 15 puzzle, Resta 1, Xadrez. Neste capitulo apresentamos uma aplicagdo
do problema de busca de caminhos em grafos para o quebra-cabecga de 15 pecas (fifteen

puzzle).

O quebra-cabeca de 15 pecas consiste em 15 quadrados numerados de 1
a 15 mais um quadro branco que s@o colocados em uma caixa 4 X 4. Os quadrados

numerados simbolizam as 15 pecas do quebra-cabeca.

O jogo consiste no seguinte: dada uma configuracdo inicial arbitraria dese-
jamos chegar a configuragdo original, figura 4.1, que chamaremos de configuragdo alvo.
Em cada passo desliza-se uma peca do quebra-cabeca, fazendo-a ocupar o quadrado nao

numerado que de agora em diante chamaremos de posic¢ao vazia.

1 2|3 |4
5 6 7 |8

9 10|11 (12
13 14 |15

Figura 4.1: Quebra-cabeca de 15 pecas

Em 1878 o americano Sam Loyd dizia estar conduzindo o mundo a lou-
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cura, quando desafiava as pessoas a resolver o problema citado acima oferecendo recom-
pensa de 1000 doléres a primeira solugdo correta. Porém a configuracdo que ele propunha
ser resolvida era impossivel, idéntica a da figura acima exceto pela troca da peca 14 com
apeca 15. A loucura comegou segundo [21] nos Estados Unidos em Janeiro de 1880 e na

Europa em Abril do mesmo ano.

Sabe-se agora que se trocarmos a posicdo de duas pegas, levantando-as da
caixa, a configuracdo resultante ndao tem solucdo, pois para que exista solucdo o nimero
de trocas deve ser par. Por esta razdo ninguém conseguia resolver o jogo proposto por

Sam Loyd.

Loyd foi realmente quem popularizou o quebra-cabega mas segundo [25]
ele foi inventado por Noyes Chapman, um agente de correio de Canastota no estado de
Nova lorque, em 1874. Em [21] temos a informa¢ao que Chapman obteve sua patente em
Marco de 1880.

Este problema chamou tanto a aten¢cdo do mundo como o Cubo de Rubik
ou Cubo mdgico cem anos mais tarde. O inventor (Erno Rubik) teve inspiracao no quebra
cabeca de 15 pecas para desenvolver este jogo de raciocinio visto como uma versao tri-

dimensional do quebra cabeca.

E evidente que uma configuracio pode ser restaurada para a configuracio
alvo se ela foi obtida a partir da configuragdo alvo por meio de deslocamentos permitidos:

para obter a solucdo € preciso apenas percorrer o caminho inverso.

Dada uma configuracio inicial, existem regras simples (descritas em varios
sites da internet) que levam a uma solu¢@o do quebra-cabecas. Nosso problema € encon-
trar uma solu¢do com o menor nimero possivel de movimentos. Neste trabalho ten-
taremos resolver este problema utilizando dois dos algoritmos estudados, algoritmo de
Dijkstra e algoritmo A*. Existem na literatura, [7] e [5], variagdes do algoritmo A* que

resolvem este problema.

4.1 Definindo o grafo

O problema de encontrar uma sequéncia de operacdes tranformando uma
configuracdo em outra é equivalente ao problema de encontrar um caminho em um grafo.
Entao tratamos este problema como o de busca de caminho de custo minimo através de
um grafo orientado. Esta modelagem para o quebra-cabeca de 15 pecas é muito comum e

pode ser vista por exemplo em [14], [23], [24].
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Figura 4.2: Grafo do quebra-cabeca

4.1.1 No e Ramo

Um n6 do grafo representa uma configuracdo do quebra-cabeca e cada
deslizamento de peca para uma determinada posi¢c@o corresponde a um ramo.

Como € possivel termos 16! configuragdes para o quebra-cabega, este pro-
blema ¢ representado por um grafo GG de 16! nds. Este grafo € sempre bipartido em duas
componentes conexas, uma consistindo das configuracdes que podem ser restauradas até
a configuragdo alvo e outra das que ndo podem.

Representamos um né por um vetor coluna n € R, Cada componente
do vetor representa uma posi¢ao do quebra-cabeca e o valor de cada componente indica a

peca que esta ocupando tal posi¢dao. O nimero 16 indica qual posicdo esta vazia.
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142 |15 | 4

7
9110 1|12
1313 3 14 615 111G

Figura 4.3: Representacdo do nd

Na figura 4.3 a peca 14 estd ocupando a primeira posi¢ao do quebra-cabeca,
assim o nimero 14 estd na primeira componente do vetor n. Desta forma o né correspon-

dente a esta configuracao é dado por:
n = (14,2,15,4,5,16,7,8,9,10,1,12,13,3,6, 11)".
Note que a posi¢ao 6 estd vazia, logo o nimero 16 aparece na sexta componente do vetor.

O no¢ inicial € o n6 que representa a configuragdo que queremos resolver.

4.2 Operador sucessor e custo

Observe que dada uma configuracdo arbitraria a partir dela com apenas um
deslocamento € possivel obter duas, trés ou quatro configuracdes. Isto equivale a dizer
que dado um né n ele admite dois, trés ou quatro sucessores. Para definir o operador

sucessor usamos uma matriz dada, de dimensdo 16 x 4, que chamamos de matriz A.

Na matriz A as 16 linhas indicam as 16 posi¢des vazias possiveis para o
quebra-cabeca e as 4 colunas indicam a peca de qual posi¢do pode ser deslizada para a
posicdo vazia. Cada componente A(,j), comi = 1,2,....,16 e j = 1,2, 3, 4, representa

as possiveis mudancgas para uma peca em funcdo da posi¢ao que estd vazia. Por exemplo:

e Ocelemento A(1, 1) representa que a peca que ocupa a posicao 2 pode ser deslizada

até a posic¢ao 1;

e A(1,2) representa que a peca que ocupa a posi¢ao 5 pode ser deslizada até a posi¢ao
L;

e Os elementos A(1,3) e A(1,4) estdo indicando que ndo é possivel fazer mais des-

lizamentos se a posi¢ao que estiver vazia € a posicao 1.
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Definicao 4.1. Definimos um né n sucessor ao no n pelo seguinte procedimento:
Suponha que n(i) = 16 para um dado i € {1,2, ...,16}.
Se A(i,j) # Opara j =1,2,3,4

(i) = n(A(, 7)),
a(A(i,5)) = 16

as demais componentes de n permanecem iguais as respectivas componentes de n.
O operador sucessor I'(n) € definido pela aplicagcdo do procedimento des-

crito acima a n.

Exemplo: n = (6,3,14,4,10,2,16,8,9,7,13,12,11,1,15,5)7

6 |3 |14

10| 2

9 |7 |13 |12
11/1 (155

Nesta configuragdo n(7) = 16, ou seja, a sétima posi¢do estd vazia. Logo
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e A(7,1) = 3, indica que a peca que ocupa a posi¢do 3 pode ser deslizada até a
posi¢ao 7, n1(7) = n(3) = 14 e n1(3) = 16, assim
ny = (6,3,16,4,10,2,14,8,9,7,13,12,11,1,15,5)T.

e A(7,2) = 6, indica que a peca que ocupa a posi¢do 6 pode ser deslizada até a
posicdo 7, no(7) = n(6) = 2 e n2(6) = 16, assim
ny = (6,3,14,4,10,16,2,8,9,7,13,12,11,1,15,5).

e A(7,3) = 8, indica que a peca que ocupa a posi¢do 8 pode ser deslizada até a
posi¢do 7, n3(7) = n(8) = 8 e n3(8) = 16, assim
ns = (6,3,14,4,10,2,8,16,9,7,13,12,11,1,15,5)T.

e A(7,4) = 11, indica que a pega que ocupa a posi¢ao 11 pode ser deslizada até a
posicdo 7, n4(7) = n(11) = 13 e ny(11) = 16, assim
ns = (6,3,14,4,10,2,13,8,9,7,16,12,11,1,15,5).

Note que ao gerarmos os sucessores de qualquer um dos nos: 1y, ng, N,
n4, um destes sucessores € o né n. Desta forma ao expandirmos um caminho ) = (n, ¢, p),
excluimos o caminho sucessor cujo né terminal corresponde ao predecessor de n em 17,

este caminho sucessor seria sempre eliminado.

Observe também que ao gerarmos um sucessor 7 do né n estamos apenas
deslocando uma peca do quebra-cabeca entre duas configuracdes. Desta forma o custo

associado ao ramo que representa este deslizamento € 1.

4.3 Caminho e custo de um caminho

Um caminho P = (ny,ns,...,n,) no grafo corresponde a uma sequéncia
de movimentos para a partir da configuragcao representada pelo n6 n; se chegar na confi-
guracdo representada pelo n6 n,. O custo do caminho PP € p — 1, pois para se chegar em

n, a partir de n; foram precisos p — 1 deslocamentos.

4.4 Sub-estimativa

Procuramos uma sub-estimativa para o custo de um caminho até o alvo a

partir de um determinado né n que seja a maior possivel.
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Um sub-estimativa conhecida se baseia na distdncia de Manhattan também
conhecida como distdncia pombalina ou distdncia de tdxi e foi desenvolvida por Her-
mann Minkowski [26] no século 19. Ela recebeu esse nome pois define a menor distancia
possivel que um carro € capaz de percorrer numa malha urbana reticulada ortogonal, tal

como se encontram em zonas como Manhattan ou a Baixa Pombalina.

Para um sistema de coordenadas fixo, a distincia de Manhattan entre dois

pontos S e () é simplesmente || S — Q ||;.

Pensando em uma configuracdo do quebra-cabeca, consiste em determinar
quantos movimentos seriam necessarios para mover cada peca da posi¢ao que ela ocupa
até a posi¢do em que desejamos que ela esteja, se fosse possivel levantd-la com a mao e

mover.

Definiremos agora a estimativa de custo de caminho entre um né n e o alvo
T', onde T' nao necessariamente € o nd que representa a configuracao da figura 4.1, que

dizemos ser o alvo padrao.

Para isso representamos as 16 posicdes do quebra-cabeca (as 16 compo-
nentes do vetor n) por 16 pontos em um sistema de coordenadas: a posi¢ao 1 corresponde

ao ponto S; = (1, 1), a posi¢do 15 corresponde ao ponto Si5 = (4, 3).

(1,1)|(1,2)|(1,3) (1,4)

(2,1)((2,2)|(2,3)|(2,4)

(3.1)|(3,2) |(3,3) |(3.,4)

13 1 15 16

(4.1)|4,2)|(4.3)|(4.4)

Dados dois nés n e t, com n representado por 16 pontos .S;, com ¢ =
1,2,...,16, e t € T representado por 16 pontos J;, comi = 1,2, ..., 16, cada pecga n(7)
ocupa uma posi¢do que corresponde a um ponto S; em n, gostariamos de deslocd-la até a
posigdo que corresponde a um ponto @) tal que ¢(j) = n(i),com j = 1,2,...,16, em ¢.

Logo,

Definicao 4.2. A estimativa de custo h de um caminho de custo minimo entre n e um alvo

té:

16

hnt) = > 1Si=@Q; | j=1,2,...,16 @.1)
n(i)zyilfi
t(j)=n(i)
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A estimativa de custo entre o né n e o alvo 7' é dada por:

h(n,T) = minger{h(n,t)} (4.2)

Exemplo:
7 2 3|1
2 7
13 12 10 |11 |12
14|11 (10|15 13 14 |15
(@) n (b) ¢

Figura 4.4: Estimativa entre onéneondt

Para n e t acima tem-se que:

— A pecan(l) =9 estd no ponto S} gostariamos que estivesse em o,

| S1— Qo |l1=2;
— A pecan(2) = 3 estd no ponto S, gostariamos que estivesse em (),
| S2 = Q2 1= 0;

Prosseguindo desta maneira chega-se a h(n,t) = 19

Se o alvo for dado pelo n6 que representa a configuracdo da figura 4.1

utilizamos uma matriz D, de dimensdo 16 x 16, para obter esta estimativa. Neste caso
desejamos sempre que a pega 7 esteja na posi¢do i, ¢ = 1,2, ..., 15. Os elementos D(%, j)
indicam a distancia da peca j (que deveria estar na posi¢ao j) até a posicao .
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012312342345 3456
1012 2123323443435
2101321243235 434
3210432154326 543
1234012312342 3 435
2123101221233 2 34
3 2122101321243 23
D_ 4321321043215 432
23 451234012312 34
3 2342123101221 23
43 2332122101321 2
543 2432132104321
3456 234512340123
43 4532342123101 2
543 4432332122101
6 5435 43243213210

Lembrando a defini¢do 4.2, onde padronizamos h(n) sendo o custo de um

caminho de custo minimo entre n e o alvo padrao, define-se:

Definicao 4.3. A estimativa de custo de um caminho entre um no n até o alvo é:

16

hn)= > D(,n(i) (4.3)

i=1,n(i)#16

Exemplo:

10 11 |12
13 |14 15

n=(23,1,4,56,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16)’

e Parai = 1,n(1) = 2 na posi¢do 1 estd a peca 2, temos que D(1,2) = 1.
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e Parai = 2, n(2) = 3 na posi¢do 2 estd a peca 3, temos que D(2,3) = 1.
e Parai = 3,n(3) = 1 na posi¢do 3 estd a peca 1, temos que D(3,1) = 2.
e Paraide4al6n(i) =ie D(i,n(:)) =0.
Portanto a estimativa de custo de um caminho a partir do né 7 até o alvo é

4.

Observacao 4.4. E importante observar que a estimativa de um né n e de seu né sucessor

n varia em 1 ou —1 para um alvo fixo.

7 93|17 93|17

2 4 65 2|4 6 5|2

13 12 8 13/11(12| 8 13 |12
1411|1015 14 10|15 1411|1015
(a) h(n) =21 (b) h(n) = 20 (c) h(n) =22

Figura 4.5: Variacdo da estimativa

Para um alvo T a variagdo é -1, 0 ou 1.

Na se¢do 2.6.2 definimos estimativa consistente € constatamos que com
estimativas consistentes se estabelece propriedades andlogas entre o algoritmo de Dijkstra

e o algoritmo A*.
Teorema 4.5. A sub-estimativa dada pela definicdo 4.2 é consistente.

Demonstragao:
. / . L. /
Seja P = (n = ng,nq,...,n, = n ) um caminho de custo 6timo entre n e n . Pela

observago acima temos que A(n;y1,t) > h(n;,t) — 1 para todo ¢t € T, e portanto

h(nig1, T) > h(n;, T) — 1.
Desta forma h(n',T) > h(n,T) — p, mas h(n,n') = p jé que P é um
caminho de custo minimo.

Portanto h(n',T) + h(n,n’) > h(n,T), o que prova que a sub-estimativa & consistente.

0
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Entdo, de acordo com o teorema 2.23, uma vez que um caminho € fechado
Ja se encontrou um caminho de custo minimo até seu n6 terminal. Sendo assim, nenhum

caminho pode ser reaberto pelo algoritmo A*.

Tendo uma sub-estimativa consistente para o quebra-cabega pode-se usar

o algoritmo A* para “tentar” resolver este problema.

4.5 Estrutura de dados

Neste problema a lista aberto cresce rapidamente pois o grafo é muito
grande. Para se ter uma idéia: para armazenarmos todas as configuracdo do quebra-
cabeca que estdo na mesma componente conexa que a configuragdo alvo seriam ne-
cessarios 150000 Gigabytes de memoria de computador, ou, se pudessemos escrever cada
configuracdo em 1 cm? de papel, seria necessdrio uma drea maior que a area da Ilha de
Santa Catarina para armazenarmos todas as configura¢do que podem ser resolvidas. Na
implementag¢do apenas os caminhos gerados pelo algoritmo sdo armazenados em uma

estrutura {7); }i=1,.. 4, €m que g € o nimero de elementos listados na iteragdo k.

Ha duas operagdes de alto custo computacional em cada iteragdo, para as

quais utilizamos estruturas de dados apropriadas:

1. busca de um aberto de custo (ou estimativa) minimo, que utiliza a estrutura heap;

2. eliminacao ou introdu¢do de um sucessor na lista, que utiliza a estrutura hashing.

Os custos, ou as estimativas de custos, e um indicador para um caminho da
lista Aberto sdo armazenados em um Heap. Os custos, ou as estimativas, representam as
chaves do Heap sendo os itens os indicadores para os caminhos. Os itens sdo dispostos

de maneira que um caminho com chave minima esteja na raiz do heap.

Assim com apenas uma consulta ao Heap pode-se extrair um caminho com
minima chave, e € este caminho que escolhemos para expandir. Apds extrair este elemento

de um maneira muito rapida se reordena o Heap.
Uma breve explicacdo sobre Heap encontra-se no Apéndice A.

No processo de eliminacdes € preciso varrer listas para verificar se os ca-

minhos j4 foram listados. Fazemos isto usando um vetor de Hashing.
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A cada caminho 7; = (n;, ¢;, p;) uma fungdo de espalhamento (Hash) as-
socia um valor H(n;). O Hashing é um vetor inicialmente com componentes nulas. Na
linha deste vetor correspondente ao valor H (n;) guarda-se o valor i. Assim sempre que
um caminho 77 = (7, ¢, p) for gerado, a componente ¢ do Hashing correspondente a H (71)
nos dd a seguinte informac¢do: se a componente € nula, o n6 ndo estd listado; sendo, estd

listado um né n com H (n) = H(n) é é necessario comparar n e 7 diretamente.

Uma explicagdo sobre Hash pode ser vista em [11].

4.6 Testes numéricos

Como dados relevantes a observar guardamos 0s seguintes nimeros: ca-
minhos abertos, caminhos fechados, caminhos eliminados, colisdes feitas pela fun¢do de
hashing. Guardamos também a quantidade de nés gerados pelo operador sucessor, a esti-

mativa de custo de um caminho através do no inicial e o alvo.

Os proximos dois exemplos obtivemos deslizando as pecas do quebra-
cabeca a partir da configuracao alvo pois sabemos que eles t€ém solu¢do pois estdo na
mesma componente conexa que a configuragdo alvo e, deslizando as pecas temos uma
super-estimativa para o custo de um caminho de custo 6timo. Para estes testes adotamos
como 100000 o nimero maximo de iteracdes, a auséncia do nimero de passos indica que

o algoritmo termina sem encontrar uma solucgao.

Estes testes foram feitos em Matlab em um computador com um processa-
dor de 3Ghz e 512 MB de memodria.

Exemplo 4.6.

5 | 2
13 12
14|11 /10|15

Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes | f
Dijkstra | 197085 | 100001 13709 210793 - 2314 -
A* 2108 1040 28 2141 27 1 21

54



Algoritmo

Tempo total

Dijkstra | 68,3 minutos
At 2,2 segundos
Exemplo 4.7.
3(11/15| 4
14
2 | 6 8
13 /1012
Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes f
Dijkstra 198782 | 100001 12434 211215 - 2326 -
A* 10016 4972 230 10267 36 5 28
Algoritmo | Tempo total
Dijkstra 68,8 minutos
A* 17,2 segundos

Os proximos exemplos foram obtidos fazendo-se um niimero par de trocas

entre as pecas do quebra-cabeca pois desta forma as configuracdes apresentadas estdo na

mesma componente conexa que a configuragio alvo e assim possuem solugao.

Exemplo 4.8. Duas trocas:

3|1
7
10 11|12
13 |14 15
Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes f
Dijkstra | 198075 | 100001 13469 211543 - 2380 -
A* 3536 1755 122 3684 20 0 4
Algoritmo | Tempo total
Dijkstra | 66,4 minutos
A* 4 segundos
Nos proximos testes aumentamos o nimero miximo de iteragdes para
200000.
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Exemplo 4.9. Quatro trocas:

1
8
10 (11 (12
13 |14 15
Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes f
Dijkstra | 393417 | 200001 28939 422355 - 9184 -
A* 36576 18774 2011 38872 28 103 8
Algoritmo | Tempo total
Dijkstra 4.4 horas
A* 2.7 minutos
Exemplo 4.10. Seis trocas:
3 4
7|8
11|12 |10
13 |14 15
Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes f
A* 316278 | 164812 24722 341179 34 6024 12
Algoritmo | Tempo total
A* 3,1 horas
No préximo exemplo usamos 550000 para o limite de iteracoes.
Exemplo 4.11. Oito trocas:
3
7 8
11|12 |10
15 (13 14
Algoritmo | Abertos | Fechados | Eliminados | Sucessores | Passos | Colisdes f
A* 1036695 | 550001 93101 1129795 - 63827 | 16
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Algoritmo | Tempo total
A* 54,6 horas

O algoritmo para com 550000 iteracdes sem resolver o problema.

4.6.1 Analise dos testes

Ao fim destes testes confirmamos a superioridade do algoritmo A* em
relacdo ao algoritmo de Dijkstra na tentativa de resolver este problema. E importante
salientar que devido ao espaco de busca ser muito grande € indispensdvel o uso desta
informacao quanto a proximidade do alvo para se chegar nele com maior rapidez e con-

sequentemente diminuir o esfor¢co computacional.

Embora, em algumas configuracdes, o algoritmo A* tem sido muito efici-
ente, notamos que a medida que aumentamos o nimero de trocas o nimero de iteragoes
e o tempo computacional aumentaram significativamente. Além disso encontramos con-
figuracdes que o algoritmo A* ndo conseguiu resolver, exemplo 4.11 onde o algoritmo

atingiu 550000 iteracdes em mais de 54 horas.

Analisando o comportamento da estimativa dos primeiros caminhos fecha-
dos observamos que o erro em relag@o ao custo 6timo € grande, em especial a estimativa
do caminho a partir da raiz. Por exemplo, no exemplo 4.8 a estimativa do caminho através
de seu no inicial é 4, enquanto que o custo 6timo é 20, no exemplo 4.9 a estimativa € 8
e o custo 6timo € 28. Sendo assim propomos uma nova estimativa que continue sendo

admissivel mas que diminua o erro em relacdo ao custo 6timo.

4.7 Uma nova sub-estimativa

Sugerimos aumentar o alvo, que originalmente é T' = {{,}, ¢, a configuraco

padrao, construindo um novo alvo definido por:

T = {n € N|h(n,ty) = k},

com k£ € N. Utilizaremos valores de k entre 8 e 16.
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Figura 4.6: Representacao da nova estimativa

Para um dado £, esse conjunto pode ser construido pelo algoritmo de Dijks-
tra, que neste caso equivale a Busca Horizontal. Utilizamos o algoritmo até fechar o
ultimo elemento de custo k£ — 1. Neste momento os nds abertos sao a frente de onda de

custo k, que coincide com 7.

Seja N' = {n € N|h(n,ty) < k}. Se s € N ous € T, entio o problema
de otimizacgdo € simples: basta procurar s entre os n6s listados pelo algoritmo de Dijkstra

e 14 se encontrard um caminho 6timo de ¢ a s (que invertido é um caminho 6timo de s a

t).
Vamos supor que o né inicial s é tal que s € N’ — N. Entdo h(s) > k.

Definicao 4.12. A estimativa de custo h associada a cadané n € N' — N é:

h(n) = mintef{ﬁ(n, t)} 4.4)

Os seguintes fatos sd@o imediatos:

e A(.) é admissivel, pois para qualquer t € T, h(n) < h(n,t) < h(n,t).

e h(.) é consistente. Isso se demonstra exatamente como no teorema 4.5.

h(n,ty) = k + h(n,T) paratodo n € N' — N. Todo caminho 6timo de s a t tem

seus k ultimos nés na lista gerada pelo algoritmo de Dijkstra.

e k + h(n) é sub-estimativa para h(n, ty).
O algoritmo

Roda-se o algoritmo A* com alvo T e estimativa iz() Ao se fechar um
caminho 7j = (71, ¢, ) com 7 € T, obtém-se um caminho Gtimo de custo h(s) = k + ¢,
recuperando o caminho de s a n associado a 77 € o caminho de n € T aty com k nés a

partir da lista construida por Dijkstra.
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4.7.1 Novos testes

Iniciamos guardando alguns conjuntos 7'. Analisamos o tempo e o nimero

de iteracOes gastos para gerar este conjunto:

Alvos | Fechados | Tempo
446 414 1 seg
946 860 1,9 seg
10 | 1948 1806 3,8 seg
11| 3938 3754 9.8 seg
12 | 7808 7692 29,8 seg
13 | 15544 15500 2,1 min
14 | 30821 31044 7,1 min
15 | 60842 61865 27 min
16 | 119000 | 122707 | 1,7 horas

Observacio 4.13. E importante ressaltar que estes conjuntos obtidos acima ndo sdo
gerados toda vez que vamos resolver um problema, eles sdo gerados uma tinica vez e em
seguida guardados na memoria do computador. Sendo assim para analisarmos o tempo
para resolver o problema é necessdrio apenas olhar para o tempo gasto pelo algoritmo

A

Para comparar com as dados obtidos na se¢ao 4.6 guardamos o nimero de
caminhos fechados, o tempo total gasto pelo algoritmo (A* e suas funcdes: listagem de
caminho, heap, hashing,...), o valor da estimativa de custo de cada caminho a partir do n6é
inicial e, considerando que o cédlculo da estimativa é muito mais complexo, o tempo gasto

para a estimativa.

Para cada exemplo analisamos diferentes conjuntos de alvos. A primeira

linha da tabela repete os resultados obtidos pelo algoritmo A* na se¢éo 4.6.

Exemplo 4.6, custo 6timo 27.

k | Fechados f Estimativa | Total
1040 21 - 2,2 seg
9 208 23 0,2 seg 2 seg
10 173 21 0,2 seg 2 seg
11 132 23 0,2 seg 2 seg
12 133 23 0,3 seg 3 seg

Exemplo 4.7 custo 6timo 36.
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k | Fechados | f | Estimativa | Total
1 4972 28 - 17,2 seg
10 1985 30 1,6 seg 8 seg
11 975 30 1,1 seg 5 seg
12 898 30 1,4 seg 6 seg
13 772 32 1,7 seg 6 seg
Exemplo 4.8 custo 6timo 20.
k | Fechados | f | Estimativa | Total
1 1755 4 - 4 seg
8 507 16 | 0,4 seg 3 seg
9 122 16 | 0,2 seg 1 seg
10 83 16 | 0,2 seg 1 seg
11 59 16 | 02seg | 2seg
12 39 16 | 0,1 seg 3 seg
15 12 20 0,2 seg 7 seg
Exemplo 4.9 custo 6timo 28.
k | Fechados f Estimativa | Total
1 18774 8 - 2,7 min
10 2500 18 2,1 seg 11 seg
11 2207 20 2,6 seg 10 seg
12 1647 20| 2,4 seg 8 seg
13 644 20 1,6 seg 6 seg
14 552 20 2,3 seg 8 seg
Exemplo 4.10 custo 6timo 34.
k | Fechados f Estimativa | Total
1 164812 | 12 - 3,1h
10 | 17832 |20 13 seg 2,9 min
11| 20028 |22 19 seg 3,8 min
12| 16694 |22 | 214seg | 2,9 min
13 11154 22 | 224seg | 1,6 min
14 4522 22 | 16,5seg | 36seg
15 4056 24 31 seg 52 seg

Exemplo 4.11
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k | Fechados | f | Estimativa | Total

13| 39315 |26| 1,.3min | 13,8 min
14| 44932 | 26| 2,5min | 18,5 min
15 36863 28 4.4 min 15,4 min
16 | 27442 |28 | 8,.8min | 15,3 min

Este problema € resolvido em 40 passos.

Exemplo 4.14. oito trocas

15 14 |13

12/11/10| 9

8 | 7 5

4 |3 2
k | Fechados f Estimativa Total
13 | 200001 | 64 | 5.6min 3.4 horas
14 | 200001 | 64 | 10.6 min | 4,01 horas
15| 200001 | 64 | 21.9 min 4,2 horas
16 | 200001 | 64 | 57.7 min 4,9 horas

Com 200000 iteragdes este problema nao foi resolvido.
4.7.2 Analise dos testes

Comparando com as testes feitos na secdo 4.6 vemos que com a nova es-
timativa, o desempenho do algoritmo A* teve uma melhora bem consideravel, principal-
mente nos exemplos obtidos fazendo-se trocas. Isto se deve ao fato que o erro entre o
custo 0timo e a estimativa de custo do caminho entre o no inicial e o alvo ter diminuido,
J& que para estas configuracoes iniciais f (1) € bem menor que o custo 6timo do caminho

representado pelo caminho inicial 7.

Outro dado importante a comentar é o nimero de caminhos Fechados
(equivalente ao numero de iteracoes). Como a estimativa estd mais proxima do custo
6timo o algoritmo tende a fechar um nimero menor de caminhos que nao fazem parte
de caminhos 6timos, esta € uma explicagdo para o nimero de caminhos fechados ter di-
minuido em relagdo ao testes da secdo 4.6, contribuindo assim para o melhora do tempo

computacional.
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Note também que a medida que aumentamos o custo de 7' o tempo gasto
para calcular A (.) aumenta, isto porque o nimero de nds em 7" cresce bastante ao aumentar

o custo de k — 1 para k.

Entretanto a melhora néo foi tdo boa como esperdvamos, pois ainda encon-
tramos configuracdes que nao conseguimos obter a solugdo. No exemplo 4.14 com oito
trocas, testamos diferentes custos para o alvo com 200000 iteracdes e para nenhum deles

conseguimos obter solugdo.
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Conclusao

Este trabalho propiciou-me uma boa oportunidade para entender como sao
feitas as modelagens em problemas de grafos. Percebi que o estudo do modelo deve ser

feito com muito cuidado pois a resolucao do problema depende da qualidade do modelo.

Em relacdo aos algoritmos estudados e implementados, os resultados obti-
dos com o0s problemas propostos vieram confirmar o que haviamos visto na teoria. Con-
firmamos que se é possivel obter uma estimativa de custo para um problema, nenhum

algoritmo de rotulagdo supera o algoritmo A*, pois ele realiza menos expansoes.

Concluo também que devido ao fato de que o tamanho das listas pode ficar
muito grande € necessdrio sabermos administra-las usando ferramentas essenciais, por
1ss0 0 uso do Heap e do Hashing foi fundamental. Desta forma creio ser indispensavel
o conhecimento de estruturas de dados que facilitem o trabalho diminuindo o esfor¢o

computacional.

As aplicacoes que foram feitas possibilitaram-me entender como € cons-
truido um modelo e quao rica a Matemaética pode ser ao descrevé-los. No problema de
alinhamento de proteinas ndo obtive grandes surpresas quanto ao desempenho dos algorit-
mos, pois esperava pela superioridade do algoritmo A*. No problema do quebra-cabeca
percebi como um problema pode ficar grande e entendi porque o algoritmo A* ndo é

suficiente para resolver este problema.
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Apéndice A

Heap

Um heap é uma arborescéncia com as seguintes propriedades:

A cada nd z associam-se:

e Um item ¢ (elemento de algum conjunto pré-definido como vetores ou estruturas).
e Uma chave c(i) € R (custos).

e Se um né y contendo o item j € sucessor de  entdo c(j) > c(7).

Da defini¢do acima conclui-se que a chave da raiz do heap € minima.
Mais ainda, a raiz de qualquer sub-arborescéncia do heap tem chave minima nesta sub-

arborescéncia.

Heaps sdo usados para ordenar listas, e sdo muito eficientes quando se
necessita manter atualizada a informacao sobre itens de custo minimo em uma lista, como
ocorre nesta dissertagdo: a cada iteracao dos algoritmos escolhe-se um elemento aberto

de minimo custo ou estimativa.

Como de costume vamos associar a um né do grafo a tripla n = (n, ¢, p)

em que p é um apontador para o antecessor do né na arborescéncia. !

d-Heap

Um d-heap é um heap em que cada né possui no maximo d sucessores,

d € N. O caso mais comum, que utilizaremos neste trabalho, e d=2 (arvore bindria).

'No texto 7 representa um caminho da raiz ao né. Aqui, como o grafo é uma arborescéncia, caminhos e
nds sdo bi-univocamente associados.
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Figura A.1: 2-Heap

Um 2-heap é armazenado em um vetor (array) com componentes h(j),
j=1,2,...,2P: os sucessores do né h(j) sdo h(2j) e h(2j + 1).

Procedimentos basicos de reodenacao: siftup e siftdown

Dado um heap, suponha que = (i,¢(¢), p) € um nd. Suponha que por
alguma razdo mudamos o valor de ¢(i) de modo a romper a ordenacdo exigida para o

heap. Podem ocorrer dois casos que necessitam de reordenagdo:

1. Sejan = (j,¢(j),p) o antecessor de n (apontado por 7). Se c(j) > (i), deve-se
trocar os itens nos dois nds, empurrando para cima o item ¢ que esta barato. Agora
n = (4, c(4), p) ndo viola a regra de ordenagdo, mas 77 = (i, ¢(7), p) pode violar e o

procedimento deve ser executado novamente.

Constréi-se o seguinte procedimento recursivo para n = (i, ¢(i), p)
siftup(n) :
se p = 0, pare (o no € raiz).
recupere o né 7 = (7, ¢(j), p) antecessor de 7).
se c(j) > c(i)
1= (i,c(i),p)
n=(j,c(j).p)
st ftup(i)
2. Sejanp = (j,c(j),p) o sucessor de menor custo de 1. Se ¢(i) > c(j), devem-se

trocar os itens dos dois n6s, empurrando para baixo o item ¢ que estd caro. Proce-

dimento:
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siftdown(n) :
se 1) € folha do grafo, pare.
recupere o n6 77 = (j, ¢(j), p) de menor custo entre os sucessores de 7).

se c(7) < (i)

n = (iv C@)?ﬁ)
n = (j,c4), p)
si ftdown(n)

Com esses procedimentos pode-se operar no heap:

Inserir um novo item ¢: precisamos criar um novo né 7 = (i, ¢(i), p):

Basta escolher arbitrariamente um né da arborescéncia que nao tem ainda o nimero
maximo de sucessores (em um 2-heap, adiciona-se uma componente nova no final

do array). Seja p um apontador para esse no.
adiciona-se o n6 77 = (7, (i), p) ao grafo
si ftup(7)
Descartar (deletar) um item i: seja n = (i, ¢(i), p) o né que contém o item i.

Se 77 € uma folha, basta eliminé-lo da arvore.

Sendo, escolhe-se uma folha qualquer 77 = (j, ¢(j), p) e faz-se:
eliminar 7 da arvore
n=(j,c(j),p)
si ftdown(n)

Complexidade: em um 2-heap com profundidade p guardam-se 27 — 1

itens. Cada insercao faz um maximo de p passos (siffup) consistindo de comparacao e

troca de elementos.

Em termos do niimero de itens, cada inser¢ao tem complexidade

O(logap). Para ordenar uma lista de p itens fazendo p inser¢des a partir de um heap vazio,

fazem-se O(p.logap) operagdes.

Para descartar itens, a complexidade € semelhante.

Este estudo foi baseado em [16].
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