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RESUMO

As Algebras de Steinberg sdo dlgebras de convolucio definidas a partir de grupoides
amplos de Hausdorff e que podem ser caracterizadas por meio de dlgebras de semigrupos in-
versos. As dlgebras de caminhos de Leavitt sdo exemplos de Algebras de Steinberg. Neste
trabalho, mostramos como as dlgebras de Steinberg se aplicam a teoria de dlgebras boolianas,
especialmente no que se refere ao Teorema da Representacdo de Stone, a dualidade de Stone
e a boolianizacdo de um semigrupo inverso. Finalmente, estudamos condi¢Ges necessarias €
suficientes a fim de que as dlgebras de Steinberg sejam simples ou primitivas. Apresentamos
aplicacdes a teoria de grafos e a topologia algébrica.

Palavras-chave: Algebras de Steinberg; Dualidade de Stone; Algebras boolianas; grupoides;

semigrupos inversos; Teorema da Representagdo de Stone.



ABSTRACT

Steinberg algebras are convolution algebras defined from ample Hausdorff groupoids
and which can be characterized by inverse semigroup algebras. Leavitt path algebras are exam-
ples of Steinberg algebras. In this paper, we show how Steinberg algebras apply to the theory
of Boolean algebras, especially with regard to Stone’s Representation Theorem, Stone’s dua-
lity and the Booleanization of an inverse semigroup. Finally, we study necessary and sufficient
conditions for Steinberg algebras to be simple or primitive. We present applications to graph
theory and algebraic topology.

Keywords: Steinberg Algebras; Stone’s duality; Boolean Algebras; groupoids; inverse semi-

groups; Stone’s representation theorem.
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1 Introducao

A Topologia e a Algebra exercem papel de ferramenta fundamental ao estudo da
Andlise, a qual mostra-se repleta de aplicagdes a fisica e as engenharias em geral, especialmente
levando-se em conta sua importancia ao Célculo, a teoria de equacdes diferenciais, grafos e aos
Sistemas Dinamicos.

Dentro desse contexto, sdo de extrema importancia todos os estudos que conduzam
a uma melhor compreensao topolégica por meio de métodos algébricos e vice-versa. A To-
pologia Algébrica, por exemplo, é uma das areas que se desenvolve em torno desse dilema.
Evidentemente, a maneira mais moderna de abordar as relagdes entre esses topicos se retrata
numa temadtica categorica e funtorial, buscando estabelecer e analisar funtores entre categorias
topologicas e algébricas.

Levando em conta essa médxima, a no¢do de grupo topoldgico se desenvolve natu-
ralmente. Além disso, a importancia da ideia de grupoide (que consiste, grosso modo, na
flexibilizacao da no¢ao de grupo) ao estudo dos sistemas de equagdes parciais, desenvolve natu-
ralmente o interesse pela ideia de grupoide topoldgico. Esse pensamento se transpde de maneira
andloga ao trocar a palavra grupoide pelo conceito de semigrupo inverso. A conveniéncia pela
escolha do espaco € regulada a partir do contexto e dos objetivos. Além disso, essas duas estru-
turas também podem ser associados de maneira funtorial, como por exemplo ocorre na defini¢ao
do grupoide universal de um semigrupo inverso.

Dessa forma, no comeco deste século, as chamadas Algebras de Steinberg surgem
com o objetivo de definir e associar, de forma funtorial, uma dlgebra a partir de um grupoide
topoldgico, de tal forma que a algebra do grupoide fundamental de Paterson (veja (PATERSON,
2012)) e a dlgebra do semigrupo inverso associado a tal grupoide coincidam.

O trabalho presente objetiva apresentar as definicdes e ideias acima mencionadas,
assim como justificar a sua conceituacdo. Elas serdo definidas a fim de estender o conceito
de dualidade Stone, que provavelmente seja o resultado mais importante do Capitulo 1. Seu
entendimento deve ser precedido de alguns conceitos mais bdsicos, como o da no¢do de dlgebras
boolianas (generalizadas) e dos homomorfismos de dlgebras boolianas, os quais bem poderiam
ser apresentados como um apéndice, mas decidimos apresentd-los inicialmente. Além disso,
apresentaremos algumas aplicacdes desses conceitos a teoria de grafos. Por fim, apresentaremos
alguns resultados naturais que decorrem dessa ideia, bem como algumas discussdes modernas

que aparecem com frequéncia aos pesquisadores dessa drea.
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Procuramos expor um nimero considerdavel de exemplos, a fim de tornar o texto mais
concreto aos leitores. A escrita foi pensada para servir como uma divulgagdo cientifica, nela
predominando um carater expositivo e divulgador, ao contrario da metodologia assumida em
(SCHAFASCHEK, 2018), na qual procuramos fornecer demonstragdes bem detalhadas e exem-
plos fartos a fim de servir de bom proveito até para leitores iniciantes. Assim, as demonstracoes
aparecerdo de forma sucinta, sem maiores preocupacoes em desenvolver célculos excessiva-
mente longos, e muitas vezes referenciadas. Cremos que essa decisdo permite expor, de forma
compacta e informativa, alguns dos problemas mais importantes que vem sendo discutidos
acerca desses temas.

A fim de entendimento tedrico, sugere-se que a leitura do presente trabalho deve ser
precedida do estudo de alguns requisitos e resultados basicos, entre os quais um bom conhe-
cimento de topologia; estruturas de semigrupos, aneis, grupos, médulos e dlgebras; e alguns
termos introdutdrios da teoria de categorias e funtores. Também as no¢des de grupoides e se-
migrupos inversos sao expostas de maneira direta, sem meng¢do a muitos detalhes.

A referéncia definitiva para os conceitos de dlgebra booliana, bem como dos resulta-
dos procedentes, devidos a Stone, estabelecidos no Capitulo 1, € o livro (HALMOS; GIVANT,
2009), de Halmos. As ideias associadas diretamente a semigrupos inversos e grupoides, no fi-
nal do capitulo, sdo muito bem definidas e detalhadamente expostas em (PATERSON, 2012) e
(BOSSA,).

O Capitulo 2, no qual se formaliza a ideia de boolianizag¢ao, conta com vérias defini¢des
e resultados indicados em (STEINBERG, 2010), (EXEL, 2009), (EXEL*, 2008), (PATERSON,
2012), (HALMOS; GIVANT, 2009) e (KUDRYAVTSEVA, 2019).

Finalmente, uma introdug@o ao estudo da simplicidade e primitividade das 4lgebras
de Steinberg € fornecida no Capitulo 3, cujas referéncias principais sao (STEINBERG, 2010),
(STEINBERG, 2016) e (EXEL, 2009).
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2 A Representacao de Stone

2.1 Nocoes Iniciais

Em todo esse trabalho, R denotara um anel comutativo com unidade. Todas as R-
algebras mencionadas serdo associativas.

Se <7 é uma R-dlgebra e B C <7, denotamos por Ann(B) = {r € R; r-B={0}} o
conjunto dos elementos anuladores de B. Este serd chamado o anulador de B.

Se X é um conjunto, denotamos por P(X) = {Y : Y C X} o conjunto das partes de X.

Definicao 2.1.1. Um conjunto L, munido de uma ordem parcial <, chama-se um reticulado
quando, para quaisquer a,b € L, existirem elementos a\VV b, a Ab € L, chamados o supremo e o
infimo de a e b, respectivamente, os quais cumprem as condi¢des:

NDa<aVbeb<aVb,

i) Sea<ceb<c,comc€eL,entioaVb<c;

m)anb<aealAb<b;

iv)Sec<aec<b,comc € L,entaoc <aAb.

Noutras palavras, o supremo a Vb de a e b € o elemento minimo do conjunto das cotas
superiores do conjunto {a,b}. Analogamente, o infimo a Ab é o elemento méaximo das cotas
inferiores do conjunto {a,b}.

As condigoes (i) e (i1) acima referem-se ao supremo e as condi¢des (iii) e (iv) referem-
se ao infimo. Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) que cumpre apenas as condi¢des (i) e
(i1) ou apenas as condig¢des (ii1) e (iv) chama-se um semirreticulado. Mais especificamente, as
condicoes (1) e (i1) caracterizam um semirreticulado superior e as condicdes (iii) e (iv) referem-

se ao que se costuma chamar um semirreticulado inferior.

Exemplo 2.1.1. Um conjunto L, munido de operagdes internas V e /A, é um reticulado se, e
somente se, ambas as operacdes sa0 comutativas, associativas e que possuem a propriedade de
absorg¢do, isto é, tal que aV (aAb) =aea(aVb) = a, para quaisquer a,b € L.

Com efeito, € imediato demonstrar que essas propriedades ocorrem em todo reti-
culado. Reciprocamente, supondo que (L, A,V) possui tais propriedades, podemos definir a
relacdo de ordem < em L, de forma que a < b < a A b = a, para quaisquer a,b € L. Dessa
forma, L é um reticulado e as operacdes A e V coincidem exatamente com o infimo € o su-

premo. Mais detalhes podem ser estudados em (STONE, 1936).
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Quando um (semir)reticulado possuir um elemento minimo, denotaremos tal ele-
mento por 0. Analogamente, se um (semir)reticulado possuir um elemento maximo, este serd

denotado pelo simbolo 1.

Exemplo 2.1.2. Os conjuntos R,Q,7Z e N, munidos da ordem usual, sdo todos reticulados
pondo aV b = max{a,b} e aAb=min{a,b}. Nenhum deles possui elemento méximo, embora

N possua elemento minimo.

Exemplo 2.1.3. No conjunto N dos nimeros naturais, escreva a < b quando b|a. Nota-se
imediatamente que < € uma relacdo de ordem segundo a qual (N, <) é um reticulado. Como
n|0 e 1|n, paratodo n € N\ {0}, segue que o elemento minimo de N segundo a ordem =< ¢ igual
a0 e o elemento maximo é igual a 1. Além disso, tem-se a\Vb = mdc(a,b) e aAb = mmc(a,b),

para todo a, b naturais nao nulos.

Exemplo 2.1.4. Seja L um reticulado. Tem-se a\VVa =a =aAa, paratodo a € L. Isso estabelece

a propriedade da idempoténcia do supremo e do infimo em um reticulado.

Definicao 2.1.2. Um reticulado L diz-se distributivo quando, para quaisquer a,b,c € L, valem
as seguintes condicoes:

Dan(bVe)=(anb)V(aNc);

iiyaVv(bAc)=(aVD)N(aVec).

Exemplo 2.1.5. O reticulado do Exemplo 2.1.3 na pagina 11 € distributivo. De fato, isso
ocorre porque o calculo do maximo divisor comum e do minimo multiplo comum entre dois
nimeros naturais se reduz ao calculo do minimo e do maximo dos expoentes que ocorrem na
decomposicao desses nimeros em poténcias de nimeros primos.

Todo reticulado que provém de uma relacio de ordem total € distributivo. A demonstragdo
¢ bastante simples e pode ser encontrada em (HALMOS; GIVANT, 2009).

A fim de fornecer um exemplo de reticulado ndo distributivo, considere o conjunto
L={a,b,c,d,e}, com arelagdo de ordem < segundo aquala <b<e,a<c<eea<d<e.
Assim, a =0 e e = 1 no reticulado R. Tem-se bV (cAd) =bV 0 =b, mas (bVc)A(bVd) =
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I A1 =1. Segue que L ndo € um reticulado distributivo.

e=1

Definicao 2.1.3. Seja (L, <) um reticulado. Um filtro em L é um subconjunto préprio nio vazio
F C L, tal que:
aA)xcFex<y=yc.ZF,

b)x,ye ¥ =xANye .Z.

Exemplo 2.1.6. Seja (L, <) um reticulado ndo vazio com elemento minimo e tome a € L. Seja
A={x€L; a<x}. Tem-sea€A. SexcAex<y,entdo y € A em virtude da transitividade
da ordem. Além disso, se b,c € A, entdo a < b/ c, de forma que bAc € A. E claro que A=1L

no caso em que a = 0. Portanto, A € um filtro em L se, e somente se, a # 0.

Definicao 2.1.4. Seja L um reticulado com elemento minimo e mdximo. Dado a € L, diz-se

que b € L é um complementar de a quandoaAb=0eaVb=1.

Exemplo 2.1.7. Seja L = {0,a,b,c,1} umreticulado tal que 0 <a<1,0<b<1e0<c< 1.
Os elementos a, b e ¢ ndo se comparam entre si. Note que b e ¢ sdo ambos complementares de

a. Isso significa que o complementar, quando existe, ndo é necessariamente Uinico.

Proposicao 2.1.1. Se L ¢ um reticulado distributivo, entdo os complementares, quando existi-

rem, Sao Unicos.

Demonstracao: Tome a € L e suponha que b,c € L sdo complementares de a. Nesse caso,
b=bANl1=bA(aVc)=(bANa)V(bNc)=0V (bAc)=bAc. Analogamente, c = b Ac. Dai
b=c. (c.q.d)

Definicao 2.1.5. Seja L reticulado com médximo e minimo. Diz-se que L € complementado
quando todos os seus elementos possuem complementar. Se todo intervalo [a,b] C L é um

reticulado complementado, entdo L chama-se um reticulado relativamente complementado.

Seja L um reticulado relativamente complementado. Para cada ¢ € [a,b] C L, o com-
plementar de ¢ em [a,b] chama-se o complementar de c relativo a [a,b]. Esse é, por defini¢do,

um elemento d € [a,b] tal que cAd =aecVd=h.
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Por convencio, se L tem elemento minimo e a,b € L, o complementar de a relativo a

b é o complementar de a relativo a [0,a V b], o qual serd denotado por b\ a.

2.2 Algebras Boolianas

Definicao 2.2.1. Uma Algebra booliana é um reticulado distributivo, com elemento minimo e

relativamente complementado.

Exemplo 2.2.1. Se X é um conjunto, entdo o conjunto P(X) das partes de X é uma algebra
booliana. Seu elemento minimo € o conjunto vazio e seu elemento maximo é X. Além disso,

tem-se ANAB=ANBeAVB=AUB, para quaisquer A,B € P(X).

Exemplo 2.2.2. Seja R um anel comutativo. Considere o conjunto &(R) ={a €R : a* =a} dos
elementos idempotentes de R. Pomos a < b < ab = a. Isso define uma relagdo de ordem parcial
segundo a qual &(R) é uma élgebra booliana com elemento minimo 0 = Og e relativamente
complementado. Tem-se a Ab =ab, aVb=a-+b—ab e a\b=a—ab, como se verifica

imediatamente. Os detalhes podem ser encontrados em (HALMOS; GIVANT, 2009).

Definicao 2.2.2. Um filtro .# chama-se um ultrafiltro quando nao existe um filtro em L que o
contém propriamente. Isso significa que se .# € um ultrafiltro, entdo para todo filtro ¥ em L tal

que . C 9, tem-se . = 9.

Exemplo 2.2.3. Considere o conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,2,3,...} com a ordem
usual e seja ¥ = {n € N:n > 1}. Tal .% é um ultrafiltro em N. De fato, claro que .% é um filtro
em N. Se Z é filtro contendo .%, entdo a Gnica maneira de se ter % # & seriase Z =N, o que
nao ocorre em razdo de Z ser um filtro. Por conseguinte, F = &, como queriamos demonstrar.

Mais geralmente, se P € um conjunto parcialmente ordenado com elemento minimo e

0 # a € P é um elemento minimal em P, entdo ¢, = {x € P; x > a} é um ultrafiltro em P.

Definicao 2.2.3. Seja L um reticulado. Um filtro .# chama-se primo quando, para quaisquer

a,beLtaisqueaVbe F, tem-seac.¥ oubc F.

Exemplo 2.2.4. Considere o conjunto dos nimeros naturais N, com a ordem usual, e seja .%
um filtro préprio em N. Suponha que a,b € N sio tais que aVb € F. Como aVb € {a,b}, isso
significa que a € .# ou b € .%, ou seja, .# € primo.

Agora, seja X = {1,2,3} e Y = P(X) o conjunto das partes de X. Como sabemos,

relativamente as operagdes de unido e intersec¢do, Y é uma dlgebra booliana. Seja &4 = {X}.
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Entdo ¢ € um filtro em Y. Entretanto, ¢ ndo é primo, pois {2,3}U{1} =X, apesarde {2,3} ¢ ¢
e{l}¢9.

A raz@o pela qual o filtro ¢ do exemplo acima ndo € um filtro primo se traduz pelo fato
de Y ser uma dlgebra booliana e ¢ nao ser um ultrafiltro, conforme explicaremos nos resultados
que se seguem.

Por notacéo, se L € um reticulado, a € L e .% é um filtro em L, escrevemos a A % =

{anx: xe F}.

Proposicao 2.2.1. Seja L um reticulado distributivo com elemento minimo. Se .# C L é um

ultrafiltro, entdo .# é primo.

Demonstracao: Suponha que existem a,b € L\ .% tais que aVb € .%. Tem-se 0 ¢ a \.% ou
0¢ bA.Z. De fato, se existissem x,y € .% para os quaisaAx=0=>bAy,entio 0 =0A0 =
(aAxNy)V(bAxAy) = (aVb) Ax Ay € .F, uma contradi¢do, pois .# & ultrafiltro, logo préprio.
Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 ¢ a A .%.

Considere o conjunto
J ={x€eL: x>aly, para algum y € # }.

Entdo ¢ ¢ um filtro préprio contendo a e tal que .# C _¢. Por conseguinte, como a ¢ .7,

segue que .# nao € ultrafiltro, isto é, uma contradigdo. (c.q.d)

Teorema 2.2.1. Seja % uma élgebra booliana. Um filtro proprio .# ¢ um ultrafiltro se, e

somente se, .%# € primo.

Demonstracao: (= ): Segue da proposi¢do acima.

(«<): Suponha que .# ¢ primo e seja _# um filtro préprio tal que .# C ¢ . Fixe
ac fexe%. Tem-seaVxe .F. Poroutrolado,aVx=aV (x\a). Como.# é primo, segue
quea € # oux\ae€ .#. Nosegundo caso,x\ac Z e0=aA(x\a) € _#,uma contradigio,

pois ¢ é préprio. Dai a € .#. Por conseguinte, ¢ = .%. (c.q.d)

2.3 Morfismos de Algebras Boolianas

Definicao 2.3.1. Sejam Z e ¢ algebras boolianas. Diz-se que f : # — ¢ é um morfismo de

dlgebras boolianas quando cumpre as seguintes condi¢des:

i) £(0)=0;
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ii) f(aVb) = f(a)V f(b);
i) f(aAb) = f(a) A f(b).

Toda fung@o f que cumpre os trés itens acima deve satisfazer f(a\b) = f(a)\ f(b),

isto é, f preserva os complementares relativos.

Exemplo 2.3.1. Sejam </ = P({1,2,3} e Z=P({1,2}). Seja f : o — A aaplicacgdo f(X) =
X N{l,2}. Entdo f é um homomorfismo de dlgebras boolianas. Com efeito, f satisfaz, para
quaisquer X,Y € 7, as condi¢des:

) f(@)=2n{l,2} =0,

ii) F(XUY) = (XUY)N{1,2} = (XN {1,2}) U(Y N{1,2}) = F(X) U f(¥);

i) f(XNY)=XNYN{L,2} = (XNn{1,2H)nY(N{1,2}) = f(X)Nf(Y).

Quando f € também bijetora, diz-se que f € um isomorfismo de dlgebras boolianas

Teorema 2.3.1. Seja % uma algebra booliana. Seja A o conjunto dos ultrafiltros em % e seja
C o conjunto dos homomorfismos ndo nulos de dlgebras boolianas de % em {0, 1}. Existe uma

bijecdo ¢ : A — B.

Demonstracao: Dado um ultrafiltro .%, seja x.# : 8 — {0,1} a aplicagdo caracteristica, dada
por xz(x) =0sex¢ .7 e xz(x) =1sex € .#. Dados a,b € #,noteque aA\b e F < ac.F
eb e .Z,pois .Z é um filtro. Assim, yz(aAb) = xz(a) A xz(b).

O Teorema 2.2.1 na pagina 14 assegura que .# € primo, de forma que aVb € ¥ &
ac Foubec F. Dai yz(aVb)=yxz(a)V xz(b). Finalmente, o fato de .# ser ultrafiltro
garante que 0 ¢ .%, de forma que x4 (0) = 0. Por conseguinte, ¥ é um homomorfismo de
algebras boolianas.

Reciprocamente, seja f : 4 — {0, 1} um homomorfismo de dlgebras boolianas. Con-
sidere o ultrafiltro 4 = £~ ({1}) C Z. Entio f = x. Isso significa que a aplicacdo ¢ : A — C,
dada por .# +— x .z estd bem definida e € uma sobrejecdo de A em C. O teorema estara demons-
trado ap6s provar que ¢ € injetiva. Para isso, suponha que .# e .#' sio filtros em 4 tais que
0(F) = ¢(F'). Entido, para todo a € .7, tem-se X7 (a) = | = x.#/(a), de forma que a € .F,
ou seja, .F =%, (c.q.d)

2.4 O Teorema de Stone

A nocdo de filtro pode ser naturalmente estendida a categoria dos conjuntos parcial-

mente ordenados. Nesse caso, se P € um conjunto parcialmente ordenado, entdo um filtro .%
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sobre P é um subconjunto proprio de P que cumpre as condicoes:

i)SexeP,ye Zey<ux,entdox € Z.

ii) Dados x,y € #, existez € Z talque z <xez <y.

No caso em que P € um reticulado, a defini¢cdo acima equivale a Defini¢do 2.1.3 na
pagina 12.

A proposi¢cdo que se segue garante que, em virtude do Lema de Zorn (o qual sera
adotado sem maiores discussdes neste trabalho), todo conjunto com mais de um elemento,

parcialmente ordenado, com elemento minimo, possui um ultrafiltro.

Proposicao 2.4.1. Seja P um conjunto parcialmente ordenado com elemento minimo. Se a € P

e a # 0, entdo existe um ultrafiltro .# C P tal que a € .%.

Demonstracao: Seja A o conjunto dos filtros em P contendo a, ordenado pela relagdo de in-
clusdo. Tem-se A # &, pois o conjunto {x € P: a < x} é um filtro préprio em P contendo a.
Seja ¢ uma cadeia ndo vazia de elementos de A e seja ¢ a reuni@o de todos os conjuntos de &'

Evidentemente,a € 4. Sex€ ¥ e b € Pcom a < b, entdo existe H € € tal que x € H.
Como H é um filtro, tem-se y € H C ¢. Além disso, dados x,y € ¢, tome H,G € ¢ tais que
x€HeyeG. SejaJ =max{H,G}, o qual existe em virtude de ¢ ser uma cadeia. Entdo
x,y € J. Como J é um filtro, isso significa que existe z € J C ¥ que cumpre z < x e z < y.
Portanto ¢ € um filtro contendo a, logo ¢ € A.

Além disso, por defini¢do, ¢ € uma cota superior da cadeia €. Pelo Lema de Zorn, A
admite um elemento maximal .%. Note que .% € A, logo é um filtro contendo a. Se I C P é um
filtro préprio em P com .# C I, entdo a € I e portanto / € A. Segue que .# = [. Por conseguinte,
% é um ultrafiltro contendo a. (c.q.d)

As defini¢des a seguir poderiam ter sido juntadas em uma s6, mas para efeitos orga-
nizacionais foram colocadas separadamente. Elas surgem de forma natural na medida em que
consideramos a classe das dlgebras boolianas como sendo uma categoria, a fim de enunciar e

demonstrar a famosa dualidade de Stone.

Definicao 2.4.1. Seja f : .o — % um morfismo de dlgebras boolianas. Diz-se que f é proprio

se, para todo B € A, existe A € o7, tal que B C f(A).

Isso equivale a dizer que f(<) é cofinal em 4.
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Definicao 2.4.2. Seja %4 uma algebra booliana e seja P o conjunto dos ultrafiltros em 4. Para

cada B € B, defina O3 = {F € #: Bc F).

Note que se Z possui mais do que um elemento, a Proposicao 2.4.1 garante que Bé
nao vazio.

Segue-se o Teorema de Stone, que da nome a essa secao. Ele estabelece que, do ponto
de vista algébrico, ndo ha diferenca entre uma dlgebra booliana e a colecdo dos seus ultrafiltros.
Portanto, para efeitos praticos, as no¢des de supremo e infimo numa algebra booliana sao ca-
racterizados prontamente pela unido e interseccdo dos ultrafiltros associados, respectivamente.

Esta versdo se assemelha em partes a original, que fora publicada por M.H Stone em
1936, em cujas hipdteses se mencionava, mais precisamente, a teoria de aneis boolianos em vez

de dlgebras boolianas.

Teorema 2.4.1. [Stone] Seja % uma dlgebra booliana. O conjunto .¥ = {Op : B € A} é uma
dlgebra booliana de conjuntos de Z. Além disso, a aplicagdo f: Z — £, dada por f(A) = Oy,

€ um isomorfismo de dlgebras boolianas.

Demonstracao: Como 0 ndo pertence a ultrafiltro algum, segue que 0y = &. Agora, tome
A,B € A. Tem-se Ospp = 04N Op, em virtude da defini¢do de filtro. Além disso, o Teorema
2.2.1 na pdgina 14 garante que Oyp = O U Op. Notemos também que Oy\g = O \ Op.

Com efeito, suponha que .7 € Oy . Entdo .7 € Oy, jaque A\ B C A. Como BA (A \
B) = @, segue que .# ¢ Op. Dai .F € 04\ Op. Reciprocamente, tome .7 € 04 \ Op. Sendo
BV (A\B)=AVB e .7 e Z filtro primo, conclui-se que A\ B € 7, de forma que .# € Oy\p.
Isso estabelece a igualdade.

Dessa forma, fica provado que .#’ € uma algebra booliana de conjuntos de % e que a
aplicagdo f é um morfismo de algebras boolianas. A sobrejetividade de f segue imediatamente
da defini¢do de .Z. Finalmente, sejam A, B € % tais que A # B. Nio ha perda de generalidade
supor A\ B # &. Pelo Teorema 2.4.1, segue que existe um ultrafiltro .% tal que A\ B € .%. Isso
significa que .# € Oy \ Up, de tal forma que f(A) # f(B), isto &, f ¢é injetiva. (c.q.d)

O conjunto ., acima mencionado, € fechado por interse¢des finitas, portanto € base
de uma topologia em P (veja (LIMA, 1970)). Isso significa que 9 serd visto como um espago
topoldgico, com a topologia gerada por .. Segundo essa topologia, t€m-se Op aberto, para

todo B € Z.
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Vamos denotar por %’ o conjunto de todos os homomorfismos de dlgebras boolianas
de % em {0,1}. Considere em {0,1} a topologia discreta. Pondo {0,1} como sendo o
conjunto das fun¢des de & em {0, 1}, e considerando-o como um espaco topolégico munido
da topologia produto, podemos considerar %’ C {0, 1}‘@ como um subespaco topoldgico.

Segundo a notagdo acima, o Teorema 2.3.1 pode ser reformulado afirmando-se que ha
uma bijecao entre % e B'. Mais forte do que isso: ha uma equivaléncia topoldgica entre tais

estruturas, conforme corolario abaixo.

Corolario 2.4.1. Seja % uma élgebra booliana. A correspondéncia ¢ : % — &', dada por

0 (%) = x.# € um homeomorfismo.

Demonstraciio: Seja A C {0,1}” um aberto basico. Escreva

A=p {1 n-np (1) npg ({0}) Npg({0}),

para certos n,m € N e Ay,...,A,,By,...,B, C %, onde a aplicagdo p,, denota a proje¢do na
coordenada A;, ou seja, py, : {0,1}% — {0,1} é dada por pu.(f) = f(A;). Um calculo simples
mostra que

‘Pil (A) = ﬁ(Alﬂ~~~ﬂAn)\(B1U~~~UBm)7

ou seja, ¢! (A) é um aberto bésico de . Por conseguinte, ¢ é continua.
Além disso, dado A € B, tem-se ¢(04) = p,' ({1})N%A'. Sendo p,'({1}) um
aberto, segue-se que ¢ aplica abertos basicos de % em abertos bisicos de {0, 1}’@ , de forma

que ¢ € uma aplicacdo aberta. (c.q.d)
Corolario 2.4.2. 7 ¢é de Hausdorff localmente compacto.

Demonstracao: O espaco {0, 1}‘% é de Hausdorff. Como %’ é um subespaco, segue que
. > < c . ~1

A’ é de Hausdorff, logo % também o é. Para cada A € %, o conjunto ¢(04) = p, ({1})N

%#' é fechado em {0, 1}% , 0 qual € um espaco compacto de Hausdorff. Por conseguinte, o

conjunto ¢ (4 ) é compacto, ou seja, 04 é compacto. Portanto @ possui uma base de conjuntos

compactos e abertos. Em particular, 2 é localmente compacto. (c.q.d)

2.5 A Dualidade de Stone

Definicao 2.5.1. Seja % uma algebra booliana. O espago topolégico %’?, definido anteriormente,

chama-se o dual (de Stone) de %.
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A fim de expandir a no¢cdo de uma algebra booliana ao ambito topoldgico, convém

fazer uso da defini¢cao abaixo.

Definicao 2.5.2. Um espaco topoldgico de Hausdorff X chama-se um espaco de Stone quando

possui uma base de conjuntos abertos € compactos.
Alguns autores denominam um espago de Stone como sendo um Espaco Booliano.

Exemplo 2.5.1. Considere a topologia usual na reta R. Se / C R é um intervalo, entdo / ndo
€ um espacgo de Stone. Com efeito, todo espago compacto em I deve ser fechado, pois 7 é de
Hausdorff. Portanto, se um subconjunto ndo vazio de  for aberto e compacto, entao deve ser
aberto e fechado, logo igual a /, tendo em vista a conexidade dos intervalos em R.

Mais geralmente, se X é um espaco conexo de Hausdorff, entdo X ndo € um espaco
de Stone (a ndo ser, eventualmente, que X seja um ponto).

Considere o conjunto Z dos numeros inteiros. Um subconjunto A C Z € compacto
se, € somente se, € finito. Portanto, todo espagco-ponto é um subconjunto aberto e compacto de
Z e, evidentemente, a cole¢do {{x} : x € X} dos espagos-pontos de X é uma base de X. Por

conseguinte, Z € um espaco de Stone.

Exemplo 2.5.2. Seja X um espaco de Hausdorff. Entdo, a cole¢cdo & = J# (X) dos conjuntos
compactos e abertos em X, munidos das operagdes de reunido e intersec¢do, forma uma algebra
booliana. De fato, # é fechada para reunides e intersecdes finitas, levando em conta que todo
compacto em um espago de Hausdorf é fechado. A distributividade das operacdes de interseccao
e unido de conjuntos € vélida em geral. O complementar relativo de um compacto aberto K em
relacdo a um compacto aberto G é simplesmente a diferenca K \ G. Finalmente, claro que
& = 04 € aberto e compacto.

Para cada x € X, o conjunto .%, = {A € A : x € A} é um ultrafiltro em %. Com
efeito, & ¢ Z#,, de forma que .%, é préprio. Se A € F, e B€ %, com A C B, entdo B é um
compacto aberto contendo x, de forma que B € .%,. Também, se A,B € .%,, entio C =ANB
¢ um aberto compacto tal que C C A e C C B. Isso mostra que .%, é um filtro. Finalmente,
suponha que A, B € # sdo tais que AUB € .%,. Entdo x € A ou x € B, de forma que A € .%, ou
B € Z#,. Por conseguinte, .%, € um filtro primo, ou seja, um ultrafiltro em Z.

Esse fato serd usado com frequéncia nos resultados abaixo.

~

Nas condi¢des do Teorema 2.4.1 na pagina 17, podemos considerar que .2 C 7 (4),
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em que % () é a colecdo dos conjuntos compactos e abertos em . Mais do que isso, ¢ valida

também a inclusdo contraria, conforme a proposicao abaixo.

Proposicao 2.5.1. Seja % uma dlgebra boolina e seja £ = {0y C B Ac A}. Entdo £ =
H(B).

Demonstracao: Tome K C P conjunto compacto e aberto. Tem-se K = U Oy, para alguma

AeA
familia A de subconjuntos de . Da compacidade de K, existem Ay,...,A, € A, comn € N,

tais que K = Oy, U---U Oy, = O4,u...4, € Z. (c.q.d)

A dualidade de Stone, que veremos a seguir, estabelece que nao hd diferenca to-
poldgica entre um espago de Stone e o dual da algebra booliana definida pela colecdo dos
conjuntos compactos e abertos desse espaco.

Proposicao 2.5.2. Seja % uma algebra booliana. Existe um isomorfismo de dlgebras boolianas

-~

entre # e K (A).

Demonstracao: Segue imediatamente da Proposi¢cdo 2.5.1 e do Teorema 2.4.1 na pagina 17.

(c.q.d)

Proposicao 2.5.3. Seja X um espaco de Hausdorff. Seja Z a dlgebra booliana formada pelos
subconjuntos compactos e abertos em X. Se % é uma base de X, entdo % é homeomorfa ao

espaco X.

Demonstracao: Para cada x € X, defina %, = {A € #: x € A}. Tal %, é um ultrafiltro
em A, vide o Exemplo 2.5.2 na pagina 19. Defina ¢ : X — 7] pondo ¢(x) = .%,. Se fosse
F,=Fycomux,y € X, x #y, entdo x pertenceria a intersegiio de todas as vizinhangas fechadas
de y, um absurdo, pois X é de Hausdorff, logo tal intersec¢do é igual a {y} (veja o Apéndice de
(SCHAFASCHEK, 2018)).

A fim de mostrar a sobrejetividade de ¢, tome .% € 2 e considere A € .F arbitrério.
Seja ¥ ={B€.7: BCA}. Note que a familia Z possui a propriedade da interse¢ao finita.
Como A é compacto, isso siginifica que existe x € X tal que x € B, para todo B € Z.

Agora, tome B € .%. Entdo ANB € %, de forma que x € AN B C B, donde segue que
B € %,. Assim . C .%,. Dai decorre que .% = .Z,. (c.q.d)

Um anel R chama-se booliano quando todos os seus elementos sdo idempotentes.

Sabe-se, da Algebra, que todo anel booliano R é comutativo e possui caracteristica dois. O
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semigrupo multiplicativo de R, nesse caso, consiste exatamente numa algebra booliana. Com
efeito, basta por

rAs=rs e r\s=r—rs

como o infimo e o complementar relativo, respectivamente.

Definicao 2.5.3. Diz-se que um espago topoldgio X possui dimensdo zero quando X possui uma

base de conjuntos abertos e fechados.

Proposicao 2.5.4. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto. Se X ¢é totalmente

desconexo, entdo X tem dimensao zero.

Demonstracao: Tome x € X e seja U C X uma vizinhanca aberta de x. A proposi¢do ficara
demonstrada se provarmos a existéncia de uma vizinhanga W C U de x que € aberta e fechada
em X. Como X é localmente compacto, existe uma vizinhanga aberta V de x tal que V C U. Se
V € uma vizinhanca fechada, entdo V € a vizinhanga procurada e ndo ha o que mostrar.

Caso contrério, tem-se dV # &, em que dV denota a fronteira de V em X, a qual é
compacta porque é um subconjunto fechado do espaco de Hausdorff compacto V. Como X €
totalmente desconexo, segue que, para todo y € dV, existe uma vizinhanga W, C X de x, aberta
e fechada em X, tal que y ¢ W,. Dessa forma, pondo V, = X \ W, obtém-se uma cobertura aberta
{Vy}yeav de dV, da qual podemos extrair uma subcobertura finita JV C ViUV, U--- UV, em
virtude da compacidade de JV.

Finalmente, defina W = W, NW,---W,. Tem-se x € W e, além disso, W € aberto ¢
fechado no compacto V. Por construcio, segue que W NdV = &, de forma que W CV C U.
Como W CV éabertoem V e V € aberto em X, segue que W ¢ aberto em X. Como W ¢ fechado
em V, conclui-se também que W € fechado em X. Por conseguinte, W € uma vizinhanga aberta

e fechada de x em X. (c.q.d)

Teorema 2.5.1. Seja X um espago de Hausdorff. Sdo equivalentes:

a) X € localmente compacto e totalmente desconexo;
b) X é localmente compacto e possui dimensao zero.

¢) X é um espago de Stone.

Demonstracao: A implicacdo (a) = (b) consiste na Proposicdo 2.5.4. A fim de demonstrar

que (b) = (c), tome x € X e considere uma vizinhanca compacta K de x. Seja U C K aberto
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e fechado contendo x. Como K € compacto de Hausdorff, segue que U é compacto e aberto.
Portanto, a colecdo das vizinhangas de x abertas e fechadas em K forma uma base 7, para o
ponto x. Assim {U € ¥;: x € X} forma uma base para X de conjuntos abertos e compactos.
Finalmente, provemos que (c) = (a). Basta mostrar que X € totalmente desconexo.
Com efeito, seja A C X um conjunto contendo dois pontos distintos x e y. Tome K vizinhanca
aberta e compacta de x tal que y ¢ K, a qual existe em virtude de K ser de Hausdorff. Note que

A= (KNA)U (X \K) é uma separagdo ndo trivial de A, de forma que A ndo pode ser conexo.

(c.q.d)

A razdo pela qual os morfismos de dlgebra booliana na Defini¢do 2.4.1 na péagina 16
foram chamados de préprios € explicada pela proposicao que se segue. Lembremos, da topo-
logia, que uma funcdo continua f : X — ¥ chama-se prépria quando f ! (K) C X é compacto,

sempre que K C Y o for.

Proposicao 2.5.5. Seja f : # — &% um morfismo proprio de dlgebras boolianas. Entdo a

aplicacdo f : 9 — B, dada por f(ﬁ ) = f~1(#), é uma funcdo continua e prépria.

Demonstracio: Seja .% € %. Escreva & = fY(F) e tome A € .Z. Existe B € 4 tal que
A C f(B), em virtude de f ser prépria. Dai B € ¢, de forma que ¢ # @.

Sendo .% um ultrafiltro, tem-se 0 ¢ 4. Se A,B € ¢, é evidente que ANB € ¥, pois
f(ANB) C f(A)N f(B). Também, dados A € 4 e B € % com A C B, é claro que f(A) C f(B),
de tal forma que B € .% em virtude desse dltimo ser um filtro. Finalmente, se A, B € 4 sao tais
que AUB € ¢, entdo f(A)U f(B) = f(AUB) € .#, de maneira que f(A) € .% ou f(B) € .Z,
donde segue que A€ YouBe Y.

Mostremos que fé continua. Com efeito, tem-se ]?*1 (Oa) = O(a), paratodo A € Z.

A demonstracdo estard encerrada apOs provarmos que fé propria. Para isso, tome
K C 7 subconjunto compacto. Tome A € % de forma que se tenha K C 04 (vide Proposicio
2.5.1). Note que fA*I(K) - ffl(ﬁA) = O{(a), 0 qual, como sabemos, ¢ compacto. Como
K ¢é fechado, segue que f_l (K) é um subconjunto fechado de um compacto, logo também é

compacto. (c.q.d)

Exemplo 2.5.3. Sejam X, Y espacos de Stone e seja f : X — Y uma aplicag@o continua e propria.
Sejam . (X) e # (Y) as algebras boolianas formadas pelos conjuntos compactos e abertos de

X e Y, respectivamente. Entdo f : ¢ (Y) — 2 (X) é um homomorfismo de dlgebras boolianas.
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Exemplo 2.5.4. E importante estender as ideias conceituais do teorema de Stone ao ambito ca-
tegorico e functorial. Para tanto, considere a categoria STONE, cujos elementos sdo 0s espacos
de Stone e os morfismos sdo fungdes continuas proprias. Considere também a categoria BOOL,
formadas por algebras boolianas e morfismos de dlgebras boolianas proprias.

Nessas condi¢des, a aplicagdo F : STONE — BOOL, dada por F(X) = J# (X) para

todo X espaco de Stone e

F(f): #(Y) =X (X), F()(L)=f"(L),

sempre que f : X — Y é um morfismo em STONE e L € J# (Y ), define um funtor contravariante
de STONE em BOOL.

De forma reciproca, as correspondéncias
G(B)=F ¢ G(9): B~ B1, GO)F)=0"'(F),

sempre que ¢ : A — HB, é um morfismo de dlgebras boolianas A, %, € BOOL, definem um
funtor contravariante de BOOL sobre STONE.
Além disso, as aplicacdes F' o G = idgooL E G o F = idsToNE SAO isomorfismos

naturais, de forma que determinam uma equivaléncia categérica entre BOOL e STONE.

2.6 O Teorema de Keimel

Seja o/ uma R-algebra comutativa (com ou sem unidade) e seja &,y o conjunto dos

elementos idempotentes de .<7. Entdo, as operagdes

eNf=e-f e eVf=e+f—e-f

tornam &, uma algebra booliana, vide (FOSTER, 1945).
A partir de agora, examinaremos as dlgebras comutativas que sao geradas pelo con-

junto dos seus elementos idempotentes.

Exemplo 2.6.1. Os aneis boolianos, como por exemplo R = Z,, sdo evidentemente R-algebras
comutativas geradas por elementos idempotentes.
O anel dos inteiros R = Z € gerado pela unidade 1, a qual € idempotente. O mesmo

ocorre para Z,, com n € N.
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Sejam R um anel munido da topologia e X um espago de Stone. Seja .-Z(X,R) o
conjunto das func¢des localmente constantes f : X — R, com suporte compacto.

Para quaisquer f,g € Z(X,R)er € R, tem-se f+g, fg, rf € Z(X,R), de forma que
Z(X,R) é uma élgebra comutativa.

Convém ressaltar que, tomando-se R como um espacgo topolégico discreto, entdo
Z(X,R) =Cc(X,R) consiste precisamente no espaco das fungdes continuas com suporte com-
pacto de X em R. De fato, uma func@o que toma valores em um espaco discreto € continua se,
e somente se, € localmente constante.

Seja U C X um aberto compacto e considere a sua fungdo caracteristica Yy : X — R,
dada por yy(x) =1sex € U e xy(x) =0 se x ¢ U. Evidentemente, a aplicagio xy € -Z(X,R)

¢ idempotente. Além disso, se V é também aberto em X e compacto, entdo valem as relacdes

Xuouv =XUu+Xv—XuXv=XuVXv €  Xunv=XuXv=XuN\Xv.

Por conseguinte, a correspondéncia U — )y € um morfismo de algebras boolianas.

A aplicacdo acima considerada é evidentemente injetiva. Se R ndo possui elementos
idempotentes distintos de zero e da unidade (por exemplo, se R € um dominio de integridade),
entdo tal morfismo é também sobrejetivo.

Agora, seja f € Z(X,R). Dado r € R, pomos U, = f~1(r). Entio U, é aberto e
fechado. Além disso, se r # 0 entdo U, C supp(f), e sendo esse um conjunto compacto (por
hipdtese), segue-se que U, também o €.

Note que X \ Uy = U U, é fechado em X. Também, supp(f) = U U, é uma cobertura

r#£0 r#£0
aberta do compacto supp(f). Por compacidade, podemos escrever supp(f) = U, U---UU,,,

com ry,...,rx € R\ {0} e k € N, de forma que f pode ser escrita como uma soma finita f =

XUy, +---+ kXU, - Em resumo, mostramos a:

Proposicao 2.6.1. Sejam R um anel e X um espaco booliano. Entdo .Z(X,R) é uma R-dlgebra

comutativa gerada pelos seus elementos idempotentes.

Convém observar que se R é um dominio, entdo .Z(X,R) ndo possui tor¢do, ou seja:
reR, fe Z(X,R)erf=0=r=0ou f =0. Para mais detalhes, veja (KEIMEL, 1970).

A nocdo de ideal de uma dlgebra booliana ¢ completamente andloga a ideia de ideal
de um anel, exposta com detalhes em (HALMOS; GIVANT, 2009), e serd usada, sem maiores

comentarios, no que se segue.
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Nosso objetivo, por agora, serd demonstrar que toda R-4lgebra comutativa gerada pe-
los elementos idempotentes é a imagem homomorfica de uma R-dlgebra da forma 2 (X, R).
Para isso, nos serd de grande interesse a importante noc¢ao de ultrafiltros, que aparece natural-
mente no processo de construcdo do espago booliano X. Mais precisamente, demonstraremos o

seguinte:

Teorema 2.6.1. [Keimel] Seja .7 uma R-algebra comutativa gerada pelos seus elementos idem-
potentes. Seja o espaco booliano dos ultrafiltros sobre o espaco dos idempotentes & (.<).
Entdo, existe um homomorfismo sobrejetivo @ : . (,@//T R) — /. Além disso, se &/ é sem
torcao, entdo P € um isomorfismo.

k
Demonstracao: Para todo x € o7, escreva x = Z riej,emque r; € Ree; € &y, paracadai e
i=1
{1,...,k}. Dado .7 € <7, sejaly = Z (1 —j)- <, levando em conta que a notagdo (1 — j).o/
JEF
descreve o conjunto dos elementos da forma a — ja, em que a € «/. Como .% é um filtro em

o, segue que [z € um ideal de <7 e tem-se
Iz ={a€ o/;3je F tal que ja=0}.

Afirmacao 1: Todo j € .% ¢ uma unidade médulo Iz e &(/)\ .Z C 5.

De fato, tome j € .#. Dado a € &7, tem-se a — ja € Iz, donde segue que ja =
a(modlz). Agora, tome b € & (/) tal que b ¢ .%. Entdo, existe j € .Z tal que jb= jAb=0.

Dai b = b — jb € 1#, de forma que a afirmacdo estd provada.

Afirmacao 2: A dlgebra quociente <7 /I possui unidade e nenhum dos seus elementos idem-
potentes € distinto dela ou de zero.

2 _xelz,ouseja, existe j € .F para o

Ora, se x+ 14 € o/ /I # é idempotente, entdo x
qual j(x* —x) = 0. Pondo y = jx, ter-se-4 x = y(modI ) e 0 = j(x* —x) = y*> —y, donde segue

que y € &(<). Em virtude da Afirmacédo 1, segue o resultado.

Afirmacao 3: o/ /17 é aimagem de R por um homomorfismo.
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De fato, seja % uma R-algebra comutativa com unidade e, tal que nenhum elemento idempo-
tente é diferente de zero ou de e. Se A € gerado por tais elementos idempotentes, entdo tem-se
A =R-e,de forma que # = R/ Ann(e). O resultado segue-se tomando-se a aplicagdo candnica

de R sobre o quociente R/ Ann(e).

Afirmacdo 4: () Iz = {0}.
Fed

n
A fim de demonstrar isso, tome x € o/, com x # 0. Escreva x = Z rie;, para certos

i=1
el,...,en € &() idempotentes e ry,...,r, € R. Sejae =e1V---Ve,. Tem-se ex = x, como se
verifica imediatamente. Agora, seja J o conjunto dos idempotentes f € & (<) tais que fx = 0.
Tal J é um ideal de & (<) que ndo contém e, pois ex = x # 0. Assim, existe um ultrafiltro .% na
dlgebra de idempotentes &' (<), contendo e, que ndo intersecta J. Note que x ¢ 4, pois caso

L. e e . / s . ,
contrério existiria ¢’ € .% tal que ¢'x = 0, o que é impossivel.

Para cada e € & (<), denotamos por V(e) = {F € o ec Z } o conjunto de todos
os ultrafiltros em & (<) que contém e. Seja ## a familia dos conjuntos da forma V (e), com
e € &,. Verifica-se sem dificuldade que V(e A f) =V(e)NV(f), V(eV f) =V(e)UV(f) e
que 7 € a base de uma topologia sobre 2 que o torna um espaco booliano, cujos abertos
compactos sdo precisamente os conjuntos da familia .7Z. Além disso, a correspondéncia e —»
V(e) é um isomorfismo do reticulado & (.7) sobre .77, fato que também é assegurado em virtude
da Dualidade de Stone, anteriormente apresentada.

Agora, considere a dlgebra f(,@/ij) Paracadae € &(), sejae= yy ) € X(Q?TR)
Ja sabemos que a aplicag¢@o e — e é um homomorfismo injetivo de &, sobre & ‘(g Além

(< ,R)
disso, toda fungdo f € Z(</,R) é uma soma finita f = Zrié}, comri€ERee € Ey.
i

Afirmacao 5: Se ey,...,e, € &y ery,...,r, € R sd0 tais que ZrieAi =0, entdo Zrie,- =0.
i i

Conforme afirmacdo anterior, basta mostrar que Zr,-e,- € Iz, para todo .7 € . Seja C o
i

conjunto dos indices j tais que e;(.#) # 0. Entdo e;(.#) = 1, sempre que j € C,e e;j(.#) =0

para todo j ¢ C.

n
De fato, (Z r,-é}) (F) = Z rj, donde segue que Z rie; = 0 sempre que Z ri=0.
jec i=1 jecC
SejeCeej(F)#0,entdo ej € %, de forma que e; é uma identidade médulo Iz,
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para todo j € C, haja vista a Afirmacao 1. Portanto Z riej € Iz. Por outro lado, se j ¢ C,
jec
entdo ¢;(.#) =0, logo e; ¢ .# e por conseguinte e; € [z, donde conclui-se que, de qualquer

maneira, se tem Zriei € I #, de forma que a afirmagao estd demonstrada.

As afirmagGes acima garantem que a aplicacdo @ : . (JZ?\, R) — o, dada por ®(f) =

n
Z riej, sempre que [ = Z r;e;, esta bem definida e ¢ um homomorfismo. Além disso, vale a:
i=1 i=1
Afirmacao 6: Se </ € uma R-dlgebra sem tor¢ao, entdo a aplicagdo & € injetiva, logo um iso-

morfismo.

Demonstracao: Suponha que ®(f) = 0, para algum f € ¥ (Ja/fj R). Entao existem ry,...,r, €
Reey,...,e, € &y ndo nulos tais que f = ir,-eﬁ e e;ej; = 0 quando i # j, sendo que essa
ultima hipdtese assegurada em virtude da obsle:rlvagﬁo feita no pardgrafo anterior ao enunciado
da Proposicao 2.6.1.

Portanto 0 = ®(f) = Zr,-ei, de tal forma que 0 = (Z(r,-eﬁ) ej = rjej, qualquer que
seja j € {1,2,...,n}. No caso de o7 ser sem torgdo, e tendo em vista que e; # 0, isso significa

que r; = 0, para todo j, donde segue que f = 0. (c.q.d)

Definicao 2.6.1. Um anel comutativo com unidade R diz-se indecomponivel quando seus tnicos

elementos idempotentes sdao O e 1.

Proposicao 2.6.2. Seja R um anel indecomponivel e X um espaco de Stone. Os idempotentes

de Z(X,R) sdo da forma xk, para algum conjunto compacto e aberto K C X.

Demonstracao: Note que 0 = ). Seja f € £ (X,R) uma fung¢do ndo nula. Tem-se

n
f = Z ri%K,’;

i=1

comry,...,r, € f(X) ndo nulos, com r; # rj, sempre que i # j, e K; = ).
Se f € idempotente, entdo
2 2
f=r= Zei XK

donde segue que r; = r?, para todo i € {1,...,n}. Sendo R indecomponivel e os r; ndo nulos,

isso significa que i = 1 e r; = 1. Por conseguinte f = yx. (c.q.d)
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Exemplo 2.6.2. Sejam R um anel indecomponivel e 4 : X — Y uma aplicac@o continua e propria
entre os espacos de Stone X e Y. Entdo, fica bem definida a aplicagdo ® : Z(Y,R) — Z(X,R),
dada por ®(f) = foh. A aplicacdo ® é evidentemente um homomorfismo de R-dlgebras e cuja
restri¢ao ao conjunto &' (.Z(Y,R)) dos idempotentes ¢ um homomorfismo préprio de dlgebras
boolianas. Esses fatos sdo de verificagdo imediata. Mostraremos, abaixo, que a reciproca desse

resultado também € valida.

Teorema 2.6.2. Sejam X e Y espacgos de Stone e suponha que R € um anel indecomponivel. Se
®: Z(Y,R) — Z(X,R) é um homomorfismo de R-dlgebras cuja restri¢do aos idempotentes é
um homomorfismo préprio de dlgebras boolianas, entdo existe uma aplicagc@o propria e continua

h:X —Y tal que ®(f) = foh, paratoda f € Z(Y,R).

Demonstracao: Por simplificagdo, escreva &7 = Z(X,R) e # = Z(Y,R). Defina ¢ : X —
é"/(£7) como sendo ¢(x) = {Zk; K€ #(X), x€ K}.

Afirmacao 01: A aplica¢do ¢ é um homeomorfismo.

Com efeito, a aplicagdo y : # (X) — & (&), dada por y(K) = Zk, é evidentemente
um homomorfismo injetivo de dlgebras boolianas. Pela Proposicdo 2.6.2, segue que y é também
sobrejetiva. A dualidade de Stone, por outro lado, garante a existéncia dos homeomorfismos
u :X—><}i//(X\), dado por u(x) ={Ke #(X): x€K}e 1;—\1 :,}i//(})%éa/(%, dada por
1;*\1(1( ) = y(K). Como ¢ = l;jl ou, de forma que ¢ é um homeomorfismo, o que prova a
afirmacao.

Escreva ¢ = hy. De forma anéloga, fica bem definido um homeomorfismo Ay : ¥ —
@. Defina h = hy, lodo hx, a qual é uma aplicac¢do continua e prépria de X em Y. Além
disso, uma conta simples, porém um pouco espalhafatosa, garante que ®(f) = f o h, para toda

feZ({Y,R). (c.q.d)

2.7 Grupoides e Semigrupos Inversos

As estruturas mais importantes que ocorrem no estudo que generaliza a ideia da du-
alidade de Stone sdo os grupoides e 0s semigrupos inversos. Sobre esses, hd uma teoria muito
fértil e muito bem especificada em (BOSSA, ), (PATERSON, 2012) e (STEINBERG, 2003),
por exemplo.

Nos que se segue, a fim de estabelecer uma nota¢do conveniente, iremos expor al-

guns dos resultados mais importantes sobre esses topicos, bem como mencionar como eles se
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relacionam com a teoria desenvolvida neste trabalho.

Definicao 2.7.1. Um grupoide é uma categoria pequena da qual todo morfismo € um isomor-

fismo.

Os objetos de um grupoide ¢ podem ser evidentemente identificados com os seus
respectivos morfismos identidade associados. Seja 4% o conjunto dos objetos (ou seja, morfis-
mos identidade) de ¢. Por simplicidade, vamos identificar ¢ com o seu conjunto de morfis-
mos. Dado g € ¢ um morfismo, o dominio e a imagem de g sdo definidos por d(g) = ¢ lge

1

r(g) = gg !, respectivamente. Note que d(g),r(g) € 4°, paratodo g € 4.

Exemplo 2.7.1. [Grupoide Fundamental] Seja X um espago topolégico. Conforme exposto em
(SCHAFASCHEK, 2018), o conjunto das classes de homotopia de caminhos em X chama-se o
grupoide fundamental de X, e é indicado por I1(X). Para cada caminho a : I — X com a(0) = x
e a(l) =xj, tem-se d(a) = [aa"'] = [ey,] e r(a) = [a~'a] = [ex,], em que e, denota o caminho

constante em xi, k € {0,1}. Lembremos que os caminhos constantes em X se identificam com

os morfismos identidade no grupoide fundamental IT(X).

Definicao 2.7.2. Sejam ¢ e ¥ grupoides. Diz-se que F : 4 — & é um morfismo de grupoides

quando F ¢ um funtor covariante da categoria ¢ na categoria Z.

Definicéo 2.7.3. Um grupoide ¢ diz-se um grupoide topoldgico quando 4° possui uma topolo-
gia segundo a qual a aplicagc@o de multiplicacao (isto é: composicao de morfismos) e a aplicagcdo

inversao sao continuas.

Na definicdo acima, o conjunto dominio da aplicagao de multiplicacdo (isto €, o con-
junto dos morfismos componiveis) € dado pela topologia induzida da topologia produto em
99 x 4.

Decorre imediatamente da defini¢do acima que se ¢ € um grupoide topolédgico, entao

as aplicacoes d e r sdo continuas e a inversao € um homeomorfismo.

Definicao 2.7.4. Um grupoide topoldgico & diz-se étale quando a aplicagdo dominio d : 4 —

@Y ¢ um homeomorfismo local.

Como r =d o1 e a inversdo 1 € um homeomorfismo, segue que a aplicacdo imagem r
¢ um também um homeomorfismo local em todo grupoide étale.
As referéncias (LIMA, 1970), (MUNKRES, 2017) e (SCHAFASCHEK, 2018) (apéndice)

contém os resultados e ideias centrais ligados a no¢ao de homeomorfismo local.
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Exemplo 2.7.2. Todo grupoide discreto ¢ étale. Com efeito, para todo g € ¢, a aplicagio

r:{g} — {gg '}, definida de forma 6bvia na vizinhanca aberta {g} de g, é um homeomorfismo.

O resultado a seguir € dos mais importantes e serd utilizado com frequéncia nos tépicos que se

seguem. Sua demonstragcdo pode ser encontrada em (BOSSA, ) e em (EXEL*, 2008).

Proposicao 2.7.1. Seja ¢4 um grupoide étale. Entao:

i) 90 é aberto em 4.
ii) ¢ é de Hausdorff se, e somente se, 49 ¢ fechado em ¥.

iii) A aplicac@o de multiplicacdo e as aplicacdes d e r sdo abertas.

Definicao 2.7.5. Um grupoide étale chama-se amplo quando possui uma base (Uy ) <y de con-

juntos abertos compactos e tais que d|U,, e r|U), sdo injetivos, para todo A € L.

Isso significa que dy, e ry, sdo homeomorfismos sobre d(Uy) e r(U, ), para todo
A € L, tendo em vista o item (iii) da proposi¢do acima.
A proposicdo abaixo conecta as ideias da teoria de grupoides com as nogdes de

espacos boolianos previamente aqui abordadas.
Proposicao 2.7.2. Um grupoide étale & é amplo se, e somente se, 4 06 um espaco de Stone.

Demonstracio: Sendo ¢ étale, a Proposicdo 2.7.1 garante que ¥° é aberto em ¢, de
tal forma que os conjuntos abertos e compactos de 4 0 formam uma base para a sua topologia.
Além disso, se ¢ é amplo, entdo 4° é de Hausdorff, por definicdo. Dai ¥° é um espaco de
Stone.

De forma reciproca, todo ponto x € 4 0 possui uma vizinhanga aberta V, C 49, de
forma que d|Vy é um homeomorfismo sobre d(Vy), pois ¢4 é étale. Em particular, d(Vy) é
uma vizinhanga aberta de d(x). Como @Y ¢ de Stone, entdo podemos tomar um subconjunto
U, C d(V) aberto, compacto e contendo d(x). Entdo W, = d|V,” ! (U,) é compacto, aberto e tal

que d|W, é um homeomorfismo sobre d(W,). Segue que ¢ é amplo. (c.q.d)

Vejamos, a seguir, como a no¢do de grupoide amplo permite generalizar melhor algu-
mas das ideias j4 estipuladas anteriormente. Fixemos, de uma vez por todas, um anel comutativo
com unidade R considerado um espago topolégico com a topologia discreta e um grupoide am-

plo 4. Escrevamos .Z(¥,R) para denotar o espago gerado por fungdes f : ¥ — R, tais que
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existe um subconjunto aberto de Hausdorff V C ¢ para o qual f|(¢4\V) =0e f|V € continua

com suporte compacto.

Exemplo 2.7.3. Se ¢4 é um espago discreto, entdo .Z(¥¢,R) é o espago vetorial de todas as
fungdes com suporte finito em ¢. Com efeito, na topologia discreta, um conjunto é compacto

se, e somente se, € finito.

Proposicao 2.7.3. Seja 4 um grupoide amplo e seja f € Z(¥,R). Existe um conjunto com-
pacto e aberto K C ¢ tal que supp(f) = K = f~'(R\ {0}).

Demonstracao: Tome V aberto de Hausdorff tal que f|(¢4 \V) =0 e f|V é continua com
suporte compacto. Como R € discreto e f(supp(f|V)) é compacto, segue que esse € finito.
Assim f~1(£(V)\ {0} C supp(f)) é um subconjunto aberto e fechado de V, logo é um aberto
e compacto. Por conseguinte K = supp(f|V) = f~'(R\ {0}) é compacto e aberto. (c.q.d)

Definicao 2.7.6. Seja . um semigrupo. Diz-se que . € um semigrupo inverso quando, para
cada s € ., existe um tnico elemento s* € . tal que ss*s = s e s*ss* = s*. Tal s* chama-se um

pseudo-inverso de s.

Exemplo 2.7.4. Todo grupo é um semigrupo inverso. O conjunto &'(.’) dos elementos idempo-
tentes de um semigrupo inverso . € um subsemigrupo comutativo de .¥’ que pode ser ordenado
pela relagdo < segundo a qual s <t <> s =t't, para algum t' € &(.7). Se e € £(.%), entdo o
conjunto G, = {s € . : ss* = e =s"s} é um grupo, chamado o subgrupo maximal de . em

e. Para mais detalhes e demonstrac¢des, consulte (PATERSON, 2012).

A partir de agora, a menos que se mencione o contrario, todo grupoide a ser mencio-
nado serd automaticamente considerado um grupoide topologico cujo espaco das unidade € de

Hausdorff (ainda que o espaco todo nao o seja).

Definicao 2.7.7. Seja ¢ um grupoide. Um conjunto aberto U C ¢ chama-se uma bissecdo

quando r|U e d|U sao injetivos.

Proposicao 2.7.4. Seja ¢ um grupoide. O conjunto das bisse¢des compactas de ¢4 é um semi-

grupo inverso. No caso em que ¢ é amplo, as bisse¢des de ¢ sao todas de Hausdorff.
Para a demonstracao desse fato, veja (PATERSON, 2012) ou (BOSSA, ).

Definicao 2.7.8. O semigrupo inverso formado pelas bisse¢des compactas de um grupoide ¢ é

denotado por 4.
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Exemplo 2.7.5. O conjunto dos elementos idempotentes de ¢4“ consiste exatamente no semir-

reticulado .# (") das partes compactas e abertas de ¢°.

Proposicao 2.7.5. Seja &4 um grupoide amplo. Entdo .Z(¥,R) é gerado pela colecdo das

fungdes caracteristicas de elementos do semigrupo inverso 4.

Demonstracao: Tome U € ¥“. Entdo 2y se anula fora do compacto U e sua restri¢do a esse
conjunto é evidentemente continua, de forma que 2y € £ (¥,R). Seja P o subespaco gerado
pelas funcdes 2, com U € 9. Tome f: % — R tal que K = f~'(R\ {0} é compacto, aberto
e de tal forma que f|K é uma aplicacdo continua. A Proposi¢do 2.7.3 garante que o resultado
estard demonstrado ap6s provarmos que f € P.

Para isso, note que f(K)\ {0} é um conjunto finito {ay,...,a,}, com a; € R\ {0},
para todo i € {1,2,...,n}. Além disso, tem-se K; = f~!(a;) aberto e compacto. Portanto
f=a1Zk, +...+a,Zk,. Logo f € P& Zk, € P, paratodo i € {1,...,n}. Por conseguinte,
tem-se f € P & 2y € P, para todo aberto e compacto de Hausdorff U C ¢. Mostremos essa
ultima afirmacgao.

De fato, como ¢ é amplo, podemos escrever U = U U - --UU,,, com U; € 4“. Como
cada U, esta contido em U, o qual € um espaco de Hausdorff, segue que toda intersecao finita
de elementos de {Uj,...,Uy,} pertente a 4“. Suponha que m = 2. Entdo 2y = Zy,uv, =
Zu, + Zu, — Zu,nv, € P. O caso geral se demonstra indutivamente, levando em conta o
Principio da Inclusao e Exclusao. (c.q.d)

A fim de melhor compreender algebricamente o espago -Z(¥,R), tornando-o uma
R-algebra no sentido cldssico, introduz-se nele a no¢do de produto, o qual é definido por in-

termédio de uma convolugdo.

Defini¢cao 2.7.9. Seja & um grupoide amplo e sejam f,g € Z(4,R). A convolucdo de fe g é
uma aplicagdo f * g : ¥4 — R, definida por

(f+g)x) =Y fly "gW),

yed—1d(x)
paracadax € 9.

A fim de estabelecer a convolu¢do * como um produto, € necessario provar que a

soma presente na defini¢do acima é finita e que f* g € Z(¥,R). Isso segue da seguinte:

Proposicio 2.7.6. Seja ¢ um grupoide amplo. Se U,V € ¥“, entdo 2y * Zv = Zuyv.
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Demonstracao: Tome x € UV. Escrevax =ab,comacUebc V. Tem-se a = xb_l, d(x) =
d(b) e Zy(xb~ 1) Zy(b) =1. Como U e V sio bissecdes, segue-se que d(x) =d(y) ey € V

implica y = b. Por conseguinte,
'%U * r%/V()C) = %U(xb_l)%v(b) =1.

Por outro lado, se x ¢ UV, entdo tome y € d~'d(x). Nesse caso, tem-se 2y (y) =0
ou 2y (xy~!) =0, conforme seja y ¢ V ou y € V, respectivamente. De qualquer forma, isso

significa que 2y * Zy(x) = 0. (c.q.d)

Corolario 2.7.1. Nas condigdes da proposi¢do acima, dadas f,g € Z(¥,R), tem-se fxg €
Z(9,R) e, se f e g sdo continuas com suporte compacto em U,V C ¢“, respectivamente,

entdo f * g € continua com suporte compacto em UV'.

Demonstracao: Segue diretamente da Proposi¢do 2.7.6 e do fato de que as funcgdes carac-

teristicas de conjuntos de ¢“ constituem um conjunto de geradores para a algebra .2 (¥, R).

(c.q.d)

Proposicao 2.7.7. Sejam ¢ um grupoide amplo e R uma anel comutativo com unidade. Ento

Z(¥,R), munida do produto de convolugdo, € uma R-algebra.
Demonstracao: Veja (STEINBERG, 2010) ou (BOSSA,). (c.q.d)

Corolario 2.7.2. A aplicagio ¢ : 9 — Z(¥4,R), dada por ¢(U) = xy, € um homomorfismo

de semigrupos.

A partir de agora, objetivamos representar .’ (¢, R) algebricamente a partir de .2 (4“,R)
e da dlgebra booliana % (%0) dos compactos e abertos em ¢°. Para isso, vamos definir e
fixar, de uma vez por todas, o ideal I < 7 (540), gerado por todos os elementos da forma

(U+V)—=(UUV),comU,V € #(4°) disjuntos.

Definicao 2.7.10. Sejam ¢ um grupoide amplo e U,V € 4“. Diz-se que U é ortogonal a'V e
escreve-se U 1V, quando vvl=g=vu'

Exemplo 2.7.6. Nas condi¢des da definicdo acima, se U L V, entdo U UV € uma reunido
disjunta e, além disso, UUV € ¥“,
Com efeito, vlvvlv=g=vu'vv! e, sendo distintas as imagens de U e V

por ambas as fungdes d e r, segue que d e r restritos ao conjunto U UV sdo homeomorfismos
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sobre U"'UUV~lvevU'UVVT], respectivamente. Portanto U UV € uma bissecao aberta

€ compacta.

Proposicao 2.7.8. Seja & um grupoide amplo e sejam U,V € ¥“ disjuntos e contidos em W C
4“ EntaioU L V.

Demonstracio: Se fosse U~V # @, entdo existiriam a € U e b € V tais que r(a) = r(b). Como
a,b e W C ¥, isso significa que a = b, uma contradi¢do. Por conseguinte, tem-se U “ly =g,
A igualdade VU “lse prova de forma andloga. (c.q.d)

Agora, considere o homomorfismo y : £ (9%, R) — £ (¥,R) dada por y(U) = Zy.
Em virtude da Proposi¢do 2.7.5, segue que Y € sobrejetivo. Além disso, tem-se I C kery e
@ € 1. A inclusdo I C ker y significa, vide um dos Teoremas do Isomorfismo, que a aplicagao
v pode ser fatorada no quociente .Z(%4“ R)/I. Além disso, vale que U +V — (UUV) €1,

sempre que U e V sdo ortogonais.
Teorema 2.7.1. Seja ¢ um grupoide amplo de Hausdorff. Entdo

o0y~ LER)

Demonstracao: Seja y a aplicacdo definida acima. Pelo teorema do isomorfismo, basta mostrar
n

que I = kery. Tome x € kery. Escreva x = Zr,-Ui, comr; € Re U; € 4“, paracada i €

i=1
{1,...,n}.

Uma observacao simples (veja (PATERSON, 2012)) garante que podemos tomar Vi, ...

@“, disjuntos dois a dois, cuja reunido coincide com a reunido dos U; e de forma que, dados
ie{l,....mteje{l,...,n} tem-se V; CU;jouV;NU; = @. Isso significa que todo U; é uma

reunido disjunta de certos V;,, ..., 0s quais sao ortogonais em virtude da Proposi¢do 2.7.8.

ip>

Tem-seUj+1=V;, +---+V; +1e %Uj = ‘%’n + et %Vip (pois a reunido dos V;, é disjunta).

Isso significa que devem existir s1,...,s, € R de tal forma que
n m n m
ZriUi+I: siVi+l e Zri‘%U[ZOZ ZS]':%V},
i=1 J=1 r=1 j=1

n
donde segue que 51 = --- =5, = 0 e portanto x = Z riU; € 1. (¢.q.d)
i=1
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2.8 O grupoide fundamental como um grupoide topologico

Seja I = [0, 1].0 grupoide fundamental IT(X) de um espago topolégico X (vide Exem-
plo 2.7.1 na pagina 29) é definido como o quociente do espago de caminhos C(I,X) pela relagdo
de homotopia de caminhos (com extremos fixos). Em principio, essa defini¢dao leva em conta
apenas a sua estrutura enquanto grupoide. Entretanto, sob certas circunstancias, é possivel con-
siderar automaticamente IT1(X) como um grupoide topolégico, com sua topologia proveniente
da topologia do espaco X.

Vejamos de que maneira esse processo ocorre. Primeiramente, considere em C(1,X) a
topologia compacto-aberta, cuja defini¢do e propriedades mais importantes sdo encontradas em
(LIMA, 1970) e (MUNKRES, 2017). Dessa forma, introduz-se em II(x) a topologia quociente.
Isso significa que a topologia em II(X) torna a aplicagdo canénica ¢ : C(I,X) — I1(X), g(a) =
[a], uma aplica¢do quociente. Denota-se tal topologia por CO’. Nem sempre o espaco IT(X) é

um grupoide topoldgico munido da topologia CO’. Entretanto, vale o:

Teorema 2.8.1. Seja X um espacgo localmente conexo por caminhos e semilocalmente simples-
mente conexo. Entdo o grupoide fundamental IT(X ), munido da topologia CO’, € um grupoide

topologico.

Para a definicao de um espago semilocalmente simplesmente conexo, veja (SCHA-
FASCHEK, 2018). A demonstrag¢ao do teorema acima € encontrada em (HOLKAR; HOSSAIN,
2023).

Exemplo 2.8.1. Seja X um espaco localmente conexo por caminho e semilocalmente simples-
mente conexo. Seja 4 = I1(X) seu grupoide fundamental, munido da topologia CO’. Entdo, a
luz do teorema acima, ¢ é um grupoide topoldgico. O espaco das unidades @Y coincide com
a colec¢do das classes de homotopia de caminhos dos caminhos constantes e, : I — X, como no
Exemplo 2.7.1 na pégina 29.

Defina Q: X — %° pondo Q(x) = [e,]. A aplicacio Q consiste exatamente na aplicacio
induzida (por passagem ao quociente) da fungio y: X — C(I,X), definida por y(x) = ey, a qual
é continua em virtude de Y~ (%(I,V)) =V, sempre que V C X é um aberto e B(I,V) = {f €
C(I,X): f(I) CV} denota a classe dos conjuntos geradores da topologia compacto-aberta em
C(I1,X).

Afirmamos que  é um homeomorfismo. Com efeito, tem-se 2 = g o ¥, de tal forma

que € continua. A fim de mostrar que  é uma aplicagdo aberta, tome U C X um aberto
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ndo vazio. Seja x € U. Pomos V (z,U) = {[ae;c] : a,c € C(I,U); a(1) =z=1c¢(0)}. Note que
V(z,U) C ¥ éabertoem & e que Q(U) = V(z,U)N¥°. Segue-se, da, a afirmacio.

Para cada x € X, tem-se
r i (led) ={ld €9 a(1) =x},

em que r denota a aplicacdo imagem do grupoide ¢. Seja p : X — X o recobrimento universal
de X (vide (SCHAFASCHEK, 2018)). A construgio do espaco X garante que r~ ' ([e,]) =X e
que p pode ser identificado com a restri¢io d|r~!([e,]), em que d denota a aplicacio dominio
do grupoide ¢. Isso significa que a topologia em ! ([ex]) € & como subespaco e a topologia
de recobrimento X coincidem.

Para cada x € X, o grupo fundamental 7 (X,x) = p~ ! (x), munido com a topologia de
subespaco em ¢, € um grupo topoldgico discreto. Como p € um homeomorfismo local que pode
ser identificado com a restricio de d a r~! ([ex]), segue-se que o grupoide ¢ € localmente trivial
(vide (SCHAFASCHEK, 2018)). No entanto, em geral, ndo é verdade que ¢ é um grupoide

étale.
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3 Boolianizacao de um semigrupo inverso

A ideia de boolianiza¢do € de extrema importancia no contexto das algebras de se-
migrupos e de grupoides, pois permite associar, de maneira funtorial, um semirreticulado a
uma algebra booliana, por intermédio do célculo intermedidrio do seu grupoide universal, o
qual, por sua vez, € uma forma funtorial de se associar um semigrupo inverso a um grupoide.
A ideia dessa associacdo € estudar um semigrupo inverso .’ por meio das propriedades da
algebra booliana associada, ou vice-versa. Esse conceito € melhor formalizado pela nocdo de
representacdo de um semigrupo inverso numa algebra booliana, a qual consiste, grosso modo,

numa flexibiliza¢do da ideia de homomorfismo de algebras boolianas.

3.1 A boolianizacao de um semirreticulado

Definicao 3.1.1. Seja L um semirreticulado inferior com elemento minimo. Uma representagdo
de L numa &lgebra booliana % é uma aplica¢do ¢ : L — % tal que ¢(0) =0e @(aAb) =
¢©(a) \ ¢(b), quaisquer que sejam a,b € L.

Definicao 3.1.2. Seja L um semirreticulado inferior com elemento minimo. Uma representacao
¢ : L — {0,1}, considerando {0, 1} como uma élgebra booliana definida naturalmente, chama-
se uma avaliacdo de L. Uma avaliacdo ¢ : L — {0, 1} chama-se uma ultra-avalia¢do quando

o ! (1) é um ultrafiltro em L. A avaliagcdo nula é simplesmente a avalia¢o trivial a € L+ 0.

Seja L um semirreticulado. Como se pode verificar em (HALMOS; GIVANT, 2009),
0 conjunto L de todas as avaliacoes de L (removendo-se a avaliacdo nula) é um subconjunto
fechado do produto {0, 1}L . Além disso, L é um espaco de Stone considerando-se a topologia de
subespaco. Esse resultado é semelhante ao ja demonstrado Teorema 2.4.1 na pagina 17, com as
devidas modificagOes e adequacdes aos espacos envolvidos. O conjunto das ultra-avaliagdes de
L sera denotado por L, e também serd considerado um espago topoldgico, munido da topologia

de subespaco.

Definicao 3.1.3. Uma representacdo ¢ : L — % chama-se prdpria quando, para todo x € 4,

existem ay,...,a; € L,com k € N, tais que ¢(a;)V---V @(ay) > x.

Para cada a,by,...,by € L,comk € N* e b; < a,Vie {l,...,k}, escrevaV, = {¢ €
L: ¢la)=1}e

Vabon =10 €L: @la)=1 e @(b;)=0,Yic {l,....k}}.
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Tais conjuntos formam a base da topologia de blocos (patch topology) no espaco L.

Definicao 3.1.4. Seja 7 (Z) a algebra booliana formada pelos conjuntos compactos e abertos
do espacgo L, em que L é um semirreticulado inferior com elemento minimo. Essa é chamada a

boolianizagdo de L.

Exemplo 3.1.1. A aplicaciio 1 : L — .# (L), dada por 1(a) = V,, é representacio prépria de L
em % (Z) A ideia central da uma boolianizag@o € estudar o semirreticulado L por meio das

propriedades da sua boolianizagio % (Z) e vice-versa.

Exemplo 3.1.2. Note-se que, em virtude do Teorema 2.3.1 na péagina 15, do Coroldrio 2.4.1
na pagina 18, decorre que se L é uma algebra booliana, entdo o espaco L pode ser, de fato,
considerado como o espaco dos ultrafiltros em L. Com efeito, nesse caso, toda avaliagdo ¢ :

L — 28 ¢ um homomorfismo de dlgebras boolianas.

Definicao 3.1.5. Um subconjunto C C L de um semirreticulado inferior com elemento minimo
L chama-se uma cobertura do ponto a € L quando, para todo ¢ € C, tem-se ¢ < a e, para todo

ponto b € L ndo nulo, existe d € C tal que bAd # 0.

Exemplo 3.1.3. No conjunto dos nimeros naturais N = {0, 1,2,...}, considere o conjunto X =

{1}. Entdo X € uma cobertura de todo ponto nao nulo de N.

Definicao 3.1.6. Uma representagdo ¢ : L — % chama-se coberta pelo supremo quando é

propria e, para todo a € L e C C L cobertura finita de a, tem-se

o(a)=\/ o(c).

ceC
3.2 Representacoes X-reunidas de um semirreticulado

Definicao 3.2.1. Sejam L um semirreticulado e % uma dlgebra booliana. Uma representagao
¢ : L — % chama-se rigida quando pertence ao fecho do espaco topoldgico formado pelas

ultra-avaliacoes de L.

No caso de 4 ser uma dlgebra booliana com unidade (isto €, com elemento maximo),
entdo demonstra-se que uma representagao propria coberta pelo supremo é uma representacdo

rigida ou, para alguns autores, uma representacdo tight. Esse termo foi introduzido por Exel

em (EXEL, 2009).
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Definicao 3.2.2. Sejam L um semirreticulado, % uma élgebra booliana e X um subconjunto
do produto L x P, em que P denota o conjunto de todos os subconjuntos finitos de L. Uma

representacdo ¢ : L — % chama-se X-reunida quando € propria e tal que

para quaisquer (a, {ai,...,a,}) € X.

O conjunto de todas as avaliagdes X -reunidas de L serd denotado por Lx. O conjunto
Ly é fechado em L e, de fato, um espacgo de Stone com a topologia de subespaco. A colecdo
Px (L) dos espagos compactos e abertos em Lx chama-se a boolianizacdo X-reunida de L, a
qual € uma élgebra booliana.

A aplicagdo1: L — PBx(L), definida por i(a) =V, MLy é uma representacio X -reunida
de L na dlgebra booliana Zx (L). A dualidade de Stone assegura que Lx é0 espaco dual de Stone

de %X(L)

Exemplo 3.2.1. i) Uma representagdo @-reunida de um semirreticulado é simplesmente uma
representacdo propria de L.

ii) Se X é o conjunto formado por todos os pares da forma (x,{ay,...,a,}) € L X P,
em que {aj,...,a,} é uma cobertura de x, entdo uma representagéo X-reunida é simplesmente

uma representacao propria e rigida de L.

O teorema que se segue estabelece a propriedade universal das representacoes X -
reunidas. Para isso, em virtude do Teorema 2.3.1 na pagina 15, dada uma élgebra booliana %,
nao faremos diferenca entre o conjunto dos ultrafiltros em 2 e o conjunto das avaliagdes em

A. Assim, ambos serdo denotados pelo mesmo simbolo .

Teorema 3.2.1. [Propriedade Universal] Sejam L um semirreticulado inferior com elemento
minimo, % uma 4algebra booliana e ¢ : L — % uma representacdo X-reunida. Seja 1 : L —
%Bx (L) a aplicagdo a — VN Ly. Existe um tinico morfismo de dlgebras boolianas y : %y (L) —

P tal que ¢ = you.

Demonstracao: Tem-se & = % (@) por intermédio da correspondéncia a — V, N 4. Tome
fe 2. Entio fope Ly. Dessa forma, fica bem definida a aplicacao y:
widehat % — Ly dada por ¥(f) = foe.
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Dados f € Bea,by,by,...,b, € L,comb;<a, Vic{l,...,n}, tem-se f € Y_I(Va,b,,.,.,b,,ﬁ
ZX) se, e somente se Y(f) € Vap, . b, NLy, 0 que equivale a dizer que fo® € V,p, 4, NLx,
isto &, f(p(a)) =1e f(@(b;i)) =0, para todo i € {1,...,n}. Essa dltima afirmagdo significa
que f € Vo(a),0(b1),....0(5n) N B, o qual é um subconjunto aberto e compacto.

Isso mostra que ¥ € uma aplicacdo continua e propria. Para todo a € L, tem-se
¥y ' (V.NLx) = ¢(a). Assim, a existéncia de y segue diretamente da dualidade de Stone. Além

disso, a unicidade de ¥ decorre imediatamente do fato de que a imagem de 1 gera o conjunto

Px(L). (c.q.d)

3.3 O grupoide universal de um semigrupo inverso

No Capitulo 1, mostramos que, a partir de um grupoide, é possivel formar um semi-
grupo inverso 4¢, formado pelas bisse¢des compactas de . Outra relagdo importantes entre
grupoides e semigrupos inversos € exposta a seguir, por meio da ideia de grupoide universal, o
qual segue o caminho inverso do processo anterior, isto €, trata-se de um grupoide definido a

partir de um semigrupo inverso.

Exemplo 3.3.1. Seja X um espaco topoldgico. O conjunto Iy de todos os homeomorfismos
entre subconjuntos abertos de X € um semigrupo inverso com o produto sendo a composicao de
fungdes parciais.

Essa € uma flexibilizacio do fato segundo o qual o conjunto de todos os homeomor-

fismos de X em X constitui-se em um grupo munido da operacdo de composi¢ao.

Definicao 3.3.1. Uma agdo de um semigrupo inverso . num conjunto X ¢ um homomorfismo

0 : ¥ — Ix. Diz-se que 0 € ndo degenerada quando

U X.=x,

ecé ()
em que para cada e € &(.¥), X, € o dominio da aplicagio 6 (e).

Exemplo 3.3.2 (O Grupoide de Germes). Um dos exemplos mais importantes de grupoide étale
consiste no grupoide de germes, definido em um semigrupo inverso .’ que age em um espaco
X localmente compacto de Hausdorff. O grupoide de germes ¢ = . x X é definido pondo

g {(s,x) € & xX 1 x € Xg5}

~
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em que ~ € a relagdo de equivaléncia segundo a qual (s,x) ~ (¢,y) se, e somente se, x =y e
existe um elemento u € ., com u < s e u < t, de tal forma que x € X,;+,.

A classe de equivaléncia do par (s,x) é denotada por [s,x] € 4. A fim de introduzir
uma topologia no grupoide de germes ¢, escreva (s,U) = {[s,x] : x € U}, sempre que s € .7
e U C X+ ¢ um conjunto aberto. A cole¢do 7 dos conjuntos da forma (s,U) €, pois, uma
topologia em ¢. A cole¢do dos conjuntos da forma (7,U) fornece um sistema fundamental de
vizinhangas do ponto [z,x], para todo x € X.

Quando ty = x, fica bem definida a multiplicacio [s,x] - [r,y] = [sz,y]. Tem-se ¥° =
{[e,x] : e € &(F),x € X.}., 0 qual pode ser identificado com o préprio conjunto X vide o
homeomorfismo de projecio [e,x] — x. Note-se que d([s,x]) = x, r([s,x]) = sx e [s,x] ! =

[s%, sx].

O professor Exel mostrou em (EXEL*, 2008) que tal grupoide de germes € étale. A
obra (PATERSON, 2012), de Patterson, fornece mais informagdes detalhadas acerca do gru-

poide de germes acima definido.

Definicao 3.3.2. Um semigrupo inverso . diz-se booliano quando &'(.) é uma algebra boo-

liana e, para quaisquer a,b € . tais que a ~ b, existe o supremo a Vb € .7

Exemplo 3.3.3. Seja # = {0,a,b,1} uma édlgebra booliana e tome ¢ ¢ A. Seja . = BU{c}.
Defina ¢* = 1 e xu = x, sempre que x € . Note que . € um semigrupo inverso e que % =
E(S)equeaVb=1em &(¥). Por outro lado, tanto 1 quanto ¢ sio cotas superiores para
{a,b} em .7, apesar do fato de que nio se tenha 1 < ¢ nem ¢ < 1. Isso significa que 1 V ¢ ndo

existe no semigrupo inverso ., de tal forma que . ndo € um semigrupo inverso booliano.

Definicao 3.3.3. Diz-se que uma aplicagdo ¢ : . — .7, entre os semigrupos inversos boolianos
& e 7, & um morfismo quando ¢|& () é um homomorfismo de dlgebras boolianas e tal que

@(aVb)=e¢(a)Ve(b),sempre que a,b € .S ea~b.

Definicao 3.3.4. Sejam . um semigrupo inverso e .7 um semigrupo inverso booliano. Uma
representacdo de . em 7 € um morfismo de semigrupos ¢ : . — 7, tal que @|&(.Y) :
E(S) — &(7) é uma representagio propria do semirreticulado &(.#) na dlgebra booliana
E(T).

Definicao 3.3.5. Seja . um semigrupo inverso. O grupoide de germes ¥(.¥) = . x & (&),

referente a ag¢do natural de . em & (), chama-se o grupoide universal de .. O conjunto
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P () das bissecdes compactas e abertas de 4 (.#) € um semigrupo inverso booliano, chamado

a boolianizagdo de ..

Exemplo 3.3.4. O grupoide universal ¢ (') de um semigrupo inverso . é um grupoide to-

poldégico munido da topologia de caminhos, segundo a qual os elementos da forma
Ols] ={ls,0] € 4(7) 1 @(d(s)) =1} ¢

Ols,51,82,--+,8:] = {[s, 0] € 4(F) 1 @(d(5)) = 1, @(d(51)) = --- = @(d(sn)) = 0},

com §,81,...,5, € . es; <s,paratodoi € {1,...,n}, constituem uma base.

A aplicagdo 1 : .¥ — HA(Y), dada por 1(s) = O[s], é uma representacio prépria do
semigrupo .’ no semigrupo inverso booliano %(.%).

Convém observar que #(.¥’) nem sempre é uma algebra booliana, porque a reunido

de bissecdes nao necessariamente ¢ também uma bissecao.

3.4 Representacoes X-reunidas de semigrupos inversos

Defini¢ao 3.4.1. Sejam . um semigrupo inverso, .7 um semigrupo inverso booliano e P o
conjunto das partes finitas de &(.). Seja X C &() x P. Uma representacdo ¢ : . —
7 chama-se X-reunida quando @|g( ) : &(S) — &(7) é uma representagdo X-reunida do
semirreticulado &(.¥) na dlgebra booliana & (.7). Diz-se que o conjunto X é .-invariante ou
simplesmente invariante quando, dado s € .7, tem-se (s_les, {s_lels, . ,s_lens}) € X, sempre

que (e,{e1,...,en}) € X.

Exemplo 3.4.1. Nas condigdes da defini¢ao acima, note que o conjunto & (') x P é um con-
junto .-invariante e, além disso, a familia dos subconjuntos . —invariantes de &(.%) x P é
fechado para intersecdes. Dessa, forma a intersecio X’ de todos os conjuntos dessa familia que
contém X € também um conjunto .%-invariante. Além disso, do ponto de vista da ordem de
inclus@o, X’ é o menor subconjunto .7 -invariante de &(.) x P contendo X.

Mais precisamente, X’ é o conjunto dos pares (s 'es, {s less,...,s le,s}), em que

se S eleder,...,ent) €X.

Proposicao 3.4.1. Sejam . um semigrupo inverso, X C &(.) x P ¢ .7 um semigrupo inverso
booliano. Seja X’ o conjunto definido como no exemplo acima. Uma representacdo ¢ : .¥ — 7

2 . s / .
¢ X-reunida se, e somente se, € X -reunida.
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Demonstracao: Tome (e,{ey,...,e,}) € X e s € .. Entao

o que estabelece o resultado. (c.q.d)

—

Exemplo 3.4.2. Considere a a¢@o natural de um semigrupo . sobre &(.¥), definida pondo
(s-@)(e) = @(s'es), sempre que s € .7, ¢ € &(F) e ¢(d(s)) = 1. Quando restringimos tal

acao ao subconjunto fechado e invariante &'(.¥)y,, costuma-se denotar o grupoide de germes

resultante por ¥x (.%).

Definicao 3.4.2. O semigrupo booliano dual, isto é, o semigrupo booliano formado pelas bissecoes
abertas e compactas de ¥x (), é denotado por By (.7), e chama-se a boolianizagdo X -reunida

de ..
Exemplo 3.4.3. Se X = &, entdo % () =9 (%) e Bx (L) = B(S).

Definicao 3.4.3. Sejam ¢ e J¢ grupoides topoldgicos étale. Um morfismo relacional de re-
cobrimento de ¢ para s é um par (f,g), em que g : 9% — #° é é uma aplicacio prépria
continua e f : G — P(J¢) é uma fungdo que cumpre as seguintes condi¢des:

(M1) Se y € f(x), entdo d(y) = g(d(x)) e r(y) = g(r(x));

(M2) Se s € f(x) et € f(y) sdo multiplicaveis, entdo st € f(xy);

(M3) Para todo A C .7 aberto, o conjunto ' (A) = {x € ¥ : f(x)NA # @} é aberto
em%¥;

(M4) Para todo 1 € 4°, tem-se g(r) € f(1);

(M5) Para todo x € 4, tem-se f(x 1) = (f(x))~'.

(M6) Se d(x) =d(y) ou r(x) = r(y), com f(x) N f(y) # &, entdo x = y;

(M7) Se y = g(x) e d(t) =y (ou r(t) = y), entdo existe s € ¥ tal que d(s) = x (ou
r(s)=x)ete f(s);

A nocdo acima introduzida € de extrema importancia no contexto categérico. Na
realidade, um morfismo relacional de recobrimento é um morfismo no contexto da categoria

dos grupoides amplos.

Exemplo 3.4.4. A dualidade de Stone, categorizada no Exemplo 2.5.4 na pagina 23, possui, na

realidade, diversas maneiras de ser estendida para o contexto dos semigrupos inversos, cada qual
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em uma categoria distinta de semigrupos inversos boolianos sobre uma categoria de espagos
de Stone. A mudanca de uma categoria para outra ocorre na defini¢do dos morfismos. Uma
reformulacdo da dualidade de Stone €, por exemplo, afirmar que a categoria dos semigrupos
inversos boolianos e morfismos de semigrupos inversos boolianos € dualmente equivalente a
categoria dos grupoides de Stone e dos morfismos relacionais de recobrimentos entre grupoides
de Stone. Esse fato serd usado no que se segue sem maiores comentarios. Para detalhes, veja

(LAWSON, 2012).

Definicao 3.4.4. O grupoide de germes da restri¢cdo da acdo natural de . em (ﬁ% ao subcon-

junto fechado e invariante &'(.%’); chama-se o grupoide rigido de Exel do semigrupo inverso

& e é denotado por % (.Y).

Teorema 3.4.1. Sejam . um semigrupo inverso, % um semigrupo inverso booliano, P o
conjunto das partes finitas de &(), X C &(Y) x P e ¢ : .¥ — 9 uma representacdo X-
reunida. Existe um tnico morfismo de semigrupos inversos boolianos v : Zx(.¥) — 4, tal

que @ = yor,emquet:.” — Bx() é definida por 1(s) = O[s] NYx ().

Demonstracao: Como sabemos, a aplicagdo 1 é uma representacdo X -reunida de . em %Py (.7).
Vamos mostrar que existe um morfismo relacional de recobrimento y: 47 (%) — P(9x(.)) tal
que @ = 7 ! o1. Isso estabelecerd a existéncia do morfismo y : By (. ) — A desejado.

Primeiro, note que fo ¢|&() € &(F )y, sempre que [a, f| € 9r(%#). Também,
vé-se que ¢(s) = a implica f(¢(d(s)) = f(d(a)). Assim, pomos

Y(la, f1) ={ls,fo 0|6 ()] @(s) =a}.

Afirmacéo 01: 7% (%) é uma aplicacdo continua prépria tal que ¢ =y o1,

Com efeito, tome s,s1,...,5, € ., com s; < s, paratodo i € {1,...,n}. Entdo
la, f] € Y H(Os,s1,...,5:] "% (L)) < y(a, f]) N Os,s1,...,5,] %k (F) # T <

Sa=0q(s), f(eds) =1, fle(d(s)) =0,Vie{l,...,n} &

& la, 1 € O[@(s),0(s1),- -, @(sn)| N7 (B),

— —

donde segue que ¥~ (O[s, s1,...,5.]|E(F)xr) = O(@(s)\ (@(s1)V---V @(5,))]|6(SB), donde

decorre a afirmacao 01.
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Afirmacao 02: y é um morfismo relacional de recobrimento entre os grupoides ¥ (%) e
Gx (7).

De fato, vamos mostrar que ¥y cumpre os axiomas (M1)-(M7) da Defini¢do 3.4.3.

(M1): Tome [s, fo@|&(Y)] € ¥([a, f]), com @(s) = a. Entdo ¢(d(s)) = d(a), de tal
forma que [d(s), f o ¢|&(7)] € ¥([d(a), f]).

(M2): Tome [s, fo@|g()] € ¥([a, f]) e [t,ho@|& ()] € ¥([b, h]), em que as multiplicagdes
[a, f][b,h] e [s, f o Qe( 7], [t,ho @|& ()] estdo bem definidas em ¥r e Gx (-'), respectivamente.
Tem-se ¢(s) =a, ¢(t) =b, [a, f||b,h] = [ab,h] e

s, fo@|&(L)t,ho@|E(F)] = [st,ho@ls(),

donde conclui-se que [st,/10 Q]| o) € Y([ab,h]), haja vista que @(st) = ab.

(M3): Decorre imediatamente do Teorema 3.2.1 na pagina 39.

(M4): Tome f € %Q = @T. Vamos identificar f com o germe e, f], segundo o
qual f(e) = 1. Ora, como @|& () é propria, segue que @(e1) V- -V @(e,) > e, para certos
el,...,en € &(S). Isso significa que deve-se ter i € {1,...,n} para o qual f(@(e;)) =1, ou
seja, [¢, f] = [@(ei), f1, ou ainda [e;, f 0 9|&(7)] € ¥([e, f]).

(M5): Dado [a, f] € (), escreva [a, f] ' =[a~',h],em que h=a- f. Entio h(e) =
f(a 'ea), sempre que e € @T. A fim de demonstrar que ¥[a, f] ! = y([a, f] 1), note que
o(t)=a ' o(t™')=a,deformaque (a ' a-f)(e) = flaa 'eaa™) = flaa ) f(e) = f(e).
Assim, a condicdo (M5) decorre do fato segundo o qual ¥([a, f]™1) = y(ja~',a- f]) é igual ao
conjunto dos germes [t, (@' -a- f) o @|&(.7)], com @(r) = a~' e da observacio acima.

(M6): A fim de que d([a, f]) = d([b,h]), é necessario e suficiente ser f = h. Dai e da
condicdo (M5), segue-se (M6).

(M7): Tome h € y(f), com f € @T ehe é"/@?)x,. Entdo h = fo@|& (). Tem-
se [s,h] € Y([t,f]) & h=fo|&(Y)et=@(s). Por conseguinte, pondo t = @(s), ter-se-a
[s,h] € y([t, f]). Isso estabelece a validade da afirmagdo 02.

Afirmacao 03: A aplicacdo y € uUnica.

Com efeito, isso segue imediatamente da unicidade da aplicacdo y definida no Teo-
rema 3.2.1 e do fato segundo o qual cada elemento de Ay (-¥) é dado pelo supremo de finitos

elementos da forma i(s)e, com s € .7 e e € &(ABx (). (c.q.d).
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3.5 Aplicacoes as algebras de caminhos em grafos finitos

A nocao de grafo é das mais importantes em matematica, sobretudo em virtude da
enorme quantidade de aplicagdes praticas que podem ser modeladas por tal. Ha vérias maneiras
de se interpretar a defini¢do de um grafo. Do ponto de vista combinatdrio, basta considerar
como um conjunto de vértices, que sdo pontos do plano, e arestas, as quais sdo segmentos de
reta com extremidades em dois desses vértices.

Do ponto de vista topolédgico, essa ideia se mantém, porém levando em conta a ideia
topoldgica segundo a qual o conjunto de vértices € discreto e todo ponto de uma aresta que nao
¢ um vértice € um ponto interior, conforme especificado e detalhado em (SCHAFASCHEK,
2018). Mais geralmente, em topologia algébrica, convém considerar o caso de grafos com
infinitos vértices e arestas e utilizar a ideia da topologia fraca e a topologia quociente para
descrevé-lo. Isso se resume na defini¢do segundo a qual um grafo € um CW-complexo de
dimensdo 1. Segundo essa concepcao, pode-se demonstrar que todo poliedro é homeomorfo a
um grafo plano, isto é, um grafo cujos pontos e arestas estdo contidos no plano R

Quando as arestas passam a ser consideradas como caminhos que come¢am num
vértice e terminam num vértice, o grafo ganha a no¢do de orientabilidade, pois toda aresta
passa a possuir um ponto inicial e um ponto final, isto €, precisamente uma orientacdo do ponto
de vista da Geometria. Nesse caso, o grafo chama-se orientado ou dirigido.

Vejamos como essa ideia pode ser interpretada do ponto de vista dos semigrupos
inversos, bem como os conceitos formalizados até aqui podem ser utilizados para modelar esse

estudo.

Defini¢do 3.5.1. Um grafo dirigido é uma quadrupla & = (£°,&',d,r), na qual £° e &' sdo
conjuntose d,r: & I &Ys30 funcdes. Os elementos de & O chamam-se vértices e os elementos

de &' chamam-se arestas. A funcdo d chama-se o dominio e a funcao r chama-se a imagem.

A menos que seja estritamente necessdrio, omitiremos 0s termos EO, & 1, red, os
quais ficardo subentendidos pelos leitores, de tal forma que um grafo & = (& 0.4, r) serd
denotado apenas como um grafo &.

Se e € & é uma aresta, denota-se por e* a aresta de orientagio inversa, isso €, a aresta

segundo a qual d(e*) = r(e) e r(e*) = d(e). Seja &* = {e*: ec &'}.

Defini¢ao 3.5.2. Um caminho a num grafo & é uma sequéncia finita (ey,...,e,) de arestas

el,...,e, € & tais que r(e;) = d(ej, 1), sempre que i € {1,...,n— 1}. Diz-se, nesse caso, que
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d(a) = d(ey) é o dominio de a, r(a) = r(ay) é a imagem de a e |a| = n é o comprimento do
caminho a. Escreve-se a : v — w para indicar que a é um caminho que inicia em v € &° e
termina em w € &', ou seja, tal que d(e) = v e r(e,) = w.

Sea=(ey,...,en) e b= (t1,...,ty,) sdo caminhos tais que r(a) = s(b), entdo fica bem
definido o caminho justaposto ab = (ey,. .., ey t,... ,ty,). Note-seque sea:v—web:w — z,
entdioab :v — z.

Todo vértice v € &° pode ser considerado como um caminho constante e,, de compri-
mento nulo, utilizando a convencao segundo a qual d(e,) =v = r(ey).

O conjunto de todos os caminhos no grafo & serd denotado por &?(&). Por convengio,

vamos assumir que os vértices de & sdo caminhos de tamanho zero, de tal forma que &0 C

P(E).

Definicao 3.5.3. Um caminho infinito num grafo & é uma sequéncia a = (ej, ey, ...) de arestas
e; € &', tais que r(e;) = d(e;y 1), para todo i € N*. Escreve-se |a| = oo indicar o comprimento

do caminho infinito a. O conjunto de todos os caminhos infinitos em & € denotado por #7(&).

Se a = (ey,...,e,) é um caminho e b = (f}, f2,...) € um caminho infinito tal que

r(e,) = d(f1), fica bem definido o caminho infinito justaposto

ab = (81,...,€n,f1,f2,...).

Definicao 3.5.4. Seja a = (ey,...,e,) um caminho num grafo &. Diz-se que a é um ciclo
quando d(a) = r(a) e d(e;) # d(e;), sempre que i # j. Um ciclo de comprimento 1 chama-se

um lago. Diz-se que & € aciclico quando ndo possui ciclos.

Exemplo 3.5.1. Dados v,w € @@0, escreve-se w < v quando existe um caminho a : v — w. Se
b= (e1,...,ey) é um caminhoem & e z € & 0 ¢ um vértice, escreve-se z < b para indicar que

z<r(e;), paratodo i € {1,...,n}. Analogamente, escreve-se b < z quando r(e;) < z.

A partir de agora, todos os grafos mencionados serdo finitos, ou seja, com um nimero

finito de vértices e arestas.

Definiciio 3.5.5. Sejam & um grafo e y um ponto ndo pertencente a ° U & UE*. O semigrupo
inverso . = S do grafo & é o semigrupo gerado por (€°U & U&*) U {y} e definido no
quociente pelas relagdes:

(1) y € um zero de .%;
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(2)d(e)e = e =er(e) e r(e)e* = e* = e*d(e), paratodo e € &'
(3)Sex,x' € E0UETUE* e r(x) #d(x'), entdo xx’ = y;
(4)See,e € &' ee+# €, entdo e = y;

(5) v =, paratodov € &0;

(6)e*e = r(e), para toda aresta e € &1

Vamos mostrar que . €, de fato, um semigrupo inverso. Para isso, vamos definir
um semigrupo inverso .7 a partir do grafo & e depois mostrar que . e e .7 so, na realidade,
isomorfos.

O conjunto .7 é definido como sendo a colegdo dos pares de caminhos (a,b) tais que
r(a) = r(b) , juntamente com um elemento zero y. Pomos yx =y e (a,b)* = (b,a), para cada
(a,b) € 7.

Define-se o produto em .7 pondo (a,d'c)(d’,b) = (a,bc), (a,d’)(d'c,b") = (ac,b’) e

qualquer outro produto como sendo igual a y.
Proposicao 3.5.1. O conjunto .7, definido acima, € um semigrupo inverso.

Demonstracao: Tomet € .7. Set =y, entdo t* =y, por defini¢do, de forma que 11"t =r =y =
t*tt* =t*. Se t = (a,b), entdo é claro que tt*t =t e t*tt* =t*. Set' = (d',b’) é tal que t't =1,
entdo ndo se pode ter b’ = ac, com |c| > 0, pois nesse caso o segundo componente de #¢'¢ teria
comprimento maior do que b, que € o segundo componente de ¢, 0 que seria uma contradi¢do.
Da mesma forme, se ¢t =t', entdo ndo se pode ter a = b'c, com |c| > 0. Isso significa que
b’ = a. De forma reciproca, mostra-se que a’ = b. Dai t' =t*, o que estabelece a unicidade de
t*.

Resta demonstrar a associatividade. Tome t1,1,,73 € 7. Se um deles é igual a y, entdo
¢ evidente que 7 (nt3) = (t112)13. Caso contrdrio, escreva t; = (a;,b;), para cada i € {1,2,3}.
Escreva wy = t1(ft3) e wp = (t112)t3. Se for w; = y = w», entdo ndo hd o que mostrar. Assim,
consideremos o caso w; # y, sabendo-se que o caso wy # y € completamente analogo.

Pomos (ay,bs)(as,bz) = w. Se w =y, entdo seria w; = (aj,b;)w =y, 0 que nio
ocorre por hipétese. Escreva w = (a,b). Para que o produto (aj,b)(a,b) seja diferente de y,
é necessario que by = ayc ou ar = b1d (2 casos). Para que w # y, é necessdrio que by = aszc’
ou a3 = byd’ (2 casos). Por conseguinte, o teorema fundamental da contagem garante que ha
2.2 = 4 casos possiveis a serem considerados. E claro que todos eles sdo andlogos.

Demonstremos assim, sem perda de generalidade, o caso em que by = a3c’ e by = ac.

Tem-se wy = (a1, b3c'c) e wa = (a1, bac)(az, b3) = (a1,a3c'c)(az, b3) = (a1, b3c’c) = wy. (c.q.d)
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Proposicao 3.5.2. Os semigrupos inversos . e .7 de um grafo &, definidos acima, sdo iso-

morfos.

Demonstracio: Seja Z = &°U&' U&E* U{y}. Defina ®: F; — 7 como sendo o tinico homo-

morfismo tal que

D) = (v,v), ®le) = (e,r(e)), @(e7) = (r(e),e) P(y) =,

em que Fz denota o semigrupo livre gerado por Z. A sobrejetividade de & segue direta-
mente do fato segundo o qual se a = (ey,...,e,), b = (hi,...,hy) e t = (a,b) € T, entdo
t = B(er)--DBe,)D(h]) - D(R;,).

Note que . = Fz/ ~, em que ~ € a relacdio de equivaléncia determinada pelos itens
(1),(2),(3) e (4) da Definigdo 3.5.5. Portanto, se mostrarmos que os elementos da imagem ®(Z)
satisfazem essas condicoes, seguir-se-4, passando-se ao quociente, que P pode ser fatorado por

um homomorfismo sobrejetivo ® : . — 7. Com efeito:

1. E evidente.

2. Note-se que, para toda aresta e € & ! tem-se

(d(e),d(e))(e,r(e)) = (e,r(e)) = (e,r(e)) (r(e), r(e)),

de tal forma que ®(d(e))P(e) = P(e)D(r(e)).

3. Suponha que (x) # d(x'), com x € &°. Entdo hd trés possibilidades:
x e &0\ {x};
Nesse caso, tem-se ®(x)D(x') = (x,x)(x',x") = y.
i) X' € &1, com x # d(x');
Novamente, vale que @ (x)®(x') = (x,x)(x, r(x')) = y.
iii) X' = e* € &, com x # r(e).
Mais uma vez, note que ®(x)®(x') = (x,x)(r(e),e) = y.

De qualquer forma, tem-se ®(x)®(x') =y. As outras possibilidades para x (a saber:

x € &' ou x € £*) sdo tratadas de forma analoga.
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4. Tome e,e’ € &', Se e # ¢, entdo ®(e*)D(e') = (r(e),e) (¢, r(€')) =y, 0 que estabelece a
validade de (4).

Passando-se ao quociente, obtém-se um homomorfismo sobrejetivo

. F
&% 5 7.

~

Resta mostrar a injetividade de ®. Com efeito, tome s,s” € Fy tais que ®(s) = ®(s').
Escrevas~tes ~t parat,t' € Fy.

Se t =t =y, tem-se imediatamente s ~ s’ e nio hi o que se demonstrar. Caso
contrério, podemos escolher, sem perda de generalidade, t = ab* et' = a'(b')*, em que a,b,d’, b’

sdo caminhos e r(a) = r(b),r(d’) = r(b'). Dai
(a,h) = B(r) = D(s) = () = B(r') = (d, ),

donde segue que a =da’ e b=b", ou seja,t =t e s ~ 5. (c.q.d)

Finalmente, vejamos como calcular o grupoide universal de Paterson 77 =¥ (. (&)
do semigrupo inverso de um grafo finito &. A palavra finito poderia ser trocada por enumeravel,
mas por simplificacdo decidimos abordar apenas o caso mais simples, o qual, na realidade,

costuma ser o mais Util a maior parte das aplicacoes.

Teorema 3.5.1. Seja & um grafo finito e seja .77 o grupoide universal do semigrupo inverso
S (&). Entdo S pode ser identificado com o grupoide definido pela reunido de {y} com o
conjunto

{(ac,|a| —|b|,bc): a,b e P(&),c € P(&)UP”(E)},

com a multiplica¢io definida por (x,m,y)(y,n,z) = (x,m+n,z) e com a inversdo (x,m,y) ! =

(y,—m,x).

Demonstracao: Seja & o semigrupo comutativo (um semirreticulado, de fato) formado pelo
idempotentes do semigrupo inverso . = .%¢). Conforme exposto em (PATERSON, 2012),
Capitulo 4, o grupoide universal .7 é o quociente {(x,s): x € Dy, s € .}/ ~,em que ~ ¢ a

relagdo segundo a qual (x,s) ~ (y,7) sempre que x = y e tal que existe e € Z tal que x(e¢) =1 e
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es = et. O produto e a involugdo * de .7 sdo dados por
[x,s][x(s),t] = [x,st] e [x,s]" =[x.s,57],

em que x.s € #° N Dy é dado por x.s(e) = x(ses*) (lembrando que .7 consiste no espago das
avaliacdes ndo nulas @ :  — {0, 1}). Dessa forma, para cada s € ., a aplicagdo x — x.s define
um homeomorfismo de D, sobre Dg+.

Agora, tome s = (a,b) e x € D;. Entdo x(s*s) = x(a) = 1. Dado d’ € Z é tal que
x(d)=1ed <ss5% tem-se d = ac € P(&) e d's = (ac,bc). Assim, pondo x = acd, para
algum caminho d € Z(&) U P7(&), ter-se-a (acd, |ac| — |bc|,bed) = (acd, |a| — |b|,bed), de
tal forma que a aplicag@o (x,s) — (acf,|a| — |b|,bcd) é constante nas classes [x,s] € 77, de
tal maneira que fica bem definida como uma aplicacdo em 7. Utilizando o mesmo raciocinio
partindo-se de .77, obtém-se a inversa dessa aplicacdo, de tal forma que essa consiste numa

bijecdo. (c.q.d).
Teorema 3.5.2. Nas condi¢des do Teorema 3.5.1, o grupoide .77 é de Hausdorff.

Demonstracao: Vamos identificar 7#” conforme exposto no Teorema 3.5.1. Tome A = (a, |a| —
|b|,b),B = (d,|d'| — |b'|,b), com A # B. Continuaremos utilizando a notagio D(a,ay, ...,a,) =
DaﬁDaC1 ﬂ---ﬂDaCn, sempre que a,a; € Z,a>a;, i € {1,...,ny e Dy={xe #°: x(ss*) =1},
lembrando que tais elementos da forma D(a,ay,...,a,) constituem uma base para ¢ 0,

Assim sendo, se D, N\Dy y = &, entdo D, € Dy jy sd0 abertos disjuntos contendo

A e B, respectivamente. Caso contrario, existem ¢, ¢’ caminhos (podendo ser infinitos) tais que
(ac,|a| — |b|,bc) = (d'c,|d'| — |b'],b ).

Entdo |a| — |b| = |d'| — |b| e podemos tomar um caminho u, tal que @’ = au. Entdo, existe
um caminho v, tal que ' = bv, com |u| = |v|. Como u e v comecam na mesma aresta em
que ¢ comega, isso significa que obrigatoriamente u = v. Como |u| > 0 (pois A # B), segue
que A € Dy, ﬂDaC,?b,, BeDy e (Dyyp ﬂDaC,’b,) NDy = 3. Isso estabelece a propriedade de
Hausdorff para 7. (c.q.d).
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4 Simplicidade e primitividade de algebras de grupoides am-
plos

As boas propriedades das dlgebras de grupoides simples e primitivas, algumas das
quais descritas na se¢ao 3 deste capitulo, tornam seu estudo conveniente. As secdes 1 e 2
definem e estabelecem condi¢Oes necessarias (ou suficientes) para que uma dlgebra de grupoi-
des seja simples ou primitiva. Essas propriedades, inicialmente algébricas, permitem também

descrever propriedades das dlgebras de semigrupos.

4.1 A Simplicidade das Algebras de Grupoides

A fim de estudar as algebras de grupoides étale, comecamos considerando o caso de

grupoides amplos. Continuaremos a considerar R um anel comutativo com unidade.

Defini¢cao 4.1.1. Seja &4 um grupoide. O subgrupoide de isotropia de 4 é o subgrupoide .# (¥¢),
cujos objetos sdo os elementos de ¥ e de forma que g € .7 (¥) < d(g) = r(g). Diz-se que o
grupoide & é efetivo quando ¥° = int(.# (¢)). Para cada ponto x € ¥°, o conjunto G, = {g €
¢ :d(g) =x=r(g)}, munido da operagio de composi¢do no grupoide ¢, é um grupo, chamado
o grupo de isotropia de x. A drbita Oy de um ponto x € 9° é o conjunto O, = {y € ¥°: Jge
¢ com d(g) =x e r(g) =y}. Diz-se que uma parte X C ¢° & invariante quando é uma reunido

de Orbitas.

Exemplo 4.1.1. Quando ¢ € um grupoide amplo, as drbitas de ¢ consistem precisamente nas
6rbitas da a¢do natural de 4“ sobre ¢ 0 Da mesma forma, um subconjunto X C ¢ 0 ¢ invariante

se, e somente se, € invariante por tal acdo.

Proposicao 4.1.1. Seja ¢4 um grupoide amplo de Hausdorff. Sao equivalentes: (1) ¢ € efetivo.
(2) Se U € 4\ 4° é uma bissecio aberta, entio existe x € U de forma que r(x) # d(x). (3) Se
KCY\9Y 0¢ compactoe V C @Y ¢ aberto e ndo vazio, entdo existe um subconjunto aberto e

nao vazio W C V que cumpre WKW = &.

Demonstracio: E evidente que (1) = (2). Como ¢ é amplo, e em particular étale, segue-se
que as bissegdes abertas de ¢ formam uma base para a sua topologia, de tal forma que todo
aberto deve conter uma bissecao aberta, donde segue que (2) = (1).

Mostremos que (3) = (2). Com efeito, suponha que (3) ocorre, mas (2) € falso.

Entio existe uma bissegdo aberta U C ¢\ ¢4° tal que r(x) = d(x), para todo x € U, ou seja,



4.1 A Simplicidade das Algebras de Grupoides 53

U C Z(%4). Nao hd perda de generalidade em supor que U C .# (%) é compacto, pois & é
amplo de Hausdorff. Tome V C r(U) aberto. Tem-se VU = UV, de forma que VUV # &. Isso
¢ uma contradi¢dao com (3).

Resta mostrar que (2)= (3).

Afirmaciio 01: Se U C ¢\ 4" é uma bissecio aberta e x € U \ .# (%), entdo existe
um subconjunto aberto V C r(U) talque V C VU e d(VU)NV = 2.

De fato, sejam V;,V, C ¢ vizinhangas abertas e disjuntas de r(x) e d(x), respec-
tivamente. Escreva V =V, Nr(UV,). Tem-se r(x) € V e VNd(VU) = &, pois d(VU) =
d(ViUNUV,) C V,. Isso estabelece a afirmagao 01.

Agora, considere (2) como hipétese e tome K C ¢\ 4° compacto e V C ¢ aberto.
Se V ¢ r(K), basta tomar W =V \ r(K). Caso contrério, escreva K C U; U---UU,, em que
para cada i € {1,...,n}, U; C K é uma bissegdo aberta tal que U; é compacto e U; N@ =
@. Novamente, essa decomposicao finita de K existe em virtude da regularidade de ¢ e da
compacidade de K. Deve-se ter VU; # @, para algum j € {1,...,n}. Assim, (2) garante a
existénciade x € (VU U---VU,)\ 4 (9).

Considere o conjunto A dos indices i € {1,...,n} tais que x € VU;. De acordo com a

afirmacéo 01, Para cada elemento i € A, existe um aberto W; C r(VU;) tal que r(W;U;) "\W; = @.

Sejam W' = (|W; e W” a reunido dos conjuntos da forma r(U;), em que i ¢ A. Finalmente,
defina W = VIGF?W’ \ W”. Entdo r(x) € W C V, o qual é um conjunto aberto.

Tome y € WK. A fim de mostrar que WKW = &, vamos demonstrar que d(y) ¢ W.
De fato, suponha que d(y) € W e tome i € A para o qual y € U;. Entao d(y) € d(WU;) Cd(W;V)

ed(WU;) NV Cd(W;U;)) NW; = &, logo d(y) ¢ V, uma contradi¢do. (c.q.d)

Proposicio 4.1.2. Seja & um grupoide amplo. Se 0 # f € Z(%°,R) e I <.Z (¥4, R) é um ideal

que contém £, entdo existem r € R e U C 4° compacto e aberto tal que r- 2y € I.

Demonstracio: Defina r € R como sendo um elemento no nulo de f(%°). Pomos U = f~!(r),

o qual é compacto (pois ¢ é amplo), aberto em ¢° e ndo vazio. Portanto r- 2y = f* 2y € I.

(c.q.d)

Proposicao 4.1.3. Sejam f € £ (¥4,R) e U € 4°. Entdo fx Zy(gh) = f(g), sempre que g,h €
¢ sdotaisqued(g) =r(h)eheU.

Demonstracao: Tome x € U de forma que d(x) = d(gh). Como U é bissecao, segue que x = h.
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Portanto f+ 2y(gh) = Y,  f(ghx ") 2u(x) = f(g). (c.q.d)
d(x)=d(gh)
A proposi¢do abaixo generaliza a ideia da Proposi¢do 4.1.2, a qual estabelece condicdes
suficientes para garantir que um ideal de uma algebra de grupoide amplo contenha um multiplo

de uma fungdo caracteristica de um aberto e compacto de ¢4 0

Proposicao 4.1.4. Seja ¢4 um grupoide amplo e efetivo de Hausdorff. Seja I um ideal ndo
nulo de .Z(%,R). Entio existem s € R\ {0} e U C 4" aberto, compacto e ndo vazio, tais que
s-Zy €1

Demonstracao: Tome f € I ndo nulo. Entdo existe g € ¢ que cumpre f(g) # 0. Escreva x =
r(g) e tome U € 9° de forma que g~ ' € U. A Proposicio 4.1.3 garante que f* 2y (x) = f(g) #
0. Segue que, pondo f' = fx 2y, tem-se f'|9° # 0. Além disso, como ¢ é de Hausdorff,
@% C 4 ¢ aberto e fechado em ¢, de tal maneira que f'|9° € £ (%°,R). Ponha A = f' — f'|4°
e escreva K = supp(A), o qual é um subconjunto aberto e compacto de 4 \ ¢ O Tomeri,...,ry €
R ndo nulos e K1,...,K, C ¢° abertos, disjuntos e compactos, tais que f'|¢° = i riZx,. Em
virtude da Proposi¢cao 4.1.1 na pagina 52, existe um aberto W C K tal que WKZ;V1 = @. Nao
ha perda de generalidade em supor que W é compacto, pois a topologia de ¢ 0¢ gerada por
compactos. Ora, a Proposicio 4.1.3 garante que 2w * A * Zw = 0, de tal forma que 2w * f *
Zw =r1-Zw €l (c.q.d)

Definicao 4.1.2. Um grupoide étale ¢4 chama-se minimal quando ¢ % ndo possui subconjuntos

proprios, ndo vazios, fechados e invariantes.

Steinberg provou em (STEINBERG, 2016) uma maneira mais calculdvel algebrica-

mente a fim de assegurar a minimalidade de um grupoide amplo. Trata-se da:

Proposicao 4.1.5. Um grupoide amplo ¢ é minimal se, e somente se, para todo subconjunto
aberto, compacto e nao vazio U C 40 a fungdo caracteristica yy gera -Z(¥,R), sendo esse

altimo visto como um ideal.
Demonstracao: Veja (STEINBERG, 2016). (c.q.d)

Teorema 4.1.1. Sejam ¢ um grupoide amplo e K um corpo. Se a K-dlgebra .Z (¢, K) é simples,

entdo ¢ é efetivo e minimal.
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Demonstracao: Se .Z(¢,K) é simples, entdo levando em conta que o ideal I, gerado por 2y,
é ndo nulo sempre que U C ¢° é aberto, compacto e ndo vazio, segue que I = .2 (¢,K), por
defini¢do de simplicidade de uma algebra.

Mostremos que ¢ € efetivo. De fato, seja U € ¥“ ndo vazio, com U C .7 (¥). Resta
mostrar que U C ¢ 0. Com efeito, uma conta simples mostra que, para todo x € 4%, 0 médulo
KO, é aniquilado por xy — xy-1y.em que U~ = {u~!: u € U}. Mas o médulo KO, possui
ideais aniquiladores préprios (vide (STEINBERG, 2010)), de tal forma que a simplicidade da
algebra .2 (K,¥) nos garante garante que tal modulo € fiel. Isso significa que Yy = Xy-1p-

donde segue que U = U~ 'U, ou seja, U C 4°. (c.q.d)

Corolario 4.1.1. Sejam ¢ um grupoide amplo de Hausdorff e K um corpo. A dlgebra £ (K,¥)

¢ simples se, e somente se, ¢ é efetivo e minimal.

Demonstracao: O Teorema 4.1.1 garante que a simplicidade de ¢ implica sua efetividade
e minimalidade(ainda que esse ndo seja de Hausdorff). Respectivamente, se ¢ € efetivo e
minimal, tome / C .Z(K,%¥) ideal nio nulo. Pela Proposic¢ao 4.1.4, existe U C 7 compacto,
aberto e ndo vazio tal que yy € I. Como ¢ é minimal, conclui-se que I = .Z(K,¥), isto é, a

dlgebra £ (K,¥) é simples. (c.q.d)

4.2 Primitividade e Semiprimitividade

Definicao 4.2.1. Uma dlgebra chama-se primitiva quando, considerada como um anel, admite
um moédulo simples e fiel a esquerda. Da mesma forma, diz-se que uma algebra € semiprimitiva
quando é um anel semiprimitivo, isto €, que admite um moédulo fiel semisimples, ou seja, um

modulo fiel que pode ser decomposto em soma direta de submddulos primitivos.

A seguir, vamos expor uma condi¢do suficiente a fim de que a édlgebra de um gru-
poide amplo seja semiprimitiva. Antes disso, é conveniente estabelecer algumas notagdes e
observagoes.

Considere um grupoide amplo ¢ e seja V um médulo sobre .Z (%, R), em que x € 4°.
Pomos L, = d~'(x). Entdo .Z(Ly,R) é um médulo sobre .Z(¢,R), com o produto por escalar

dado por
fow=Y fowhy=Y  flgew
d(g)=r(w)

YELy

sempre que f € Z(¥,R) e w € L,. Steinberg demonstrou em (STEINBERG, 2010) que %,
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age livremente a direita sobre L, e que, pondo A (V) = Z(Ly,R) ®V, a aplicagdo V — A, (V)

define um funtor exato da categoria dos médulos simples sobre ela mesma.

Proposicao 4.2.1. Seja ¢ um grupoide amplo e efetivo de Hausdorff. Se o anel comutativo

com unidade R é semiprimitivo, entdo a algebra .2’ (¢, R) é semiprimitiva.

Demonstracao: Seja V um R-médulo fiel semisimples. Seja

M= P A(V).
xc%0
Como mostrado em (STEINBERG, 2010), M é um .Z(G,,R)-mddulo semisimples. Vamos
mostrar que M € fiel. Com efeito, se ndo o fosse, entdo seu aniquilador conteria um elemento da
formas- yy,coms € R\ {0} e U C¥ 0 bisse¢do aberta, compacta e ndo vazia, vide Proposi¢ao

4.1.4 na pagina 54. Tomex € Uev €V, com sv # 0. Entdo s- yy(x®@v) =x®sv # 0 e tem-se

AV)=EPryoV,
€Oy

uma contradi¢do. (c.q.d).

Definiciio 4.2.2. Seja ¢ um grupoide amplo. Diz-se que X C ¢° é R-denso quando, para toda
f e Z(¥,R) ndo nula, existe g € ¥ tal que d(g) € X e f(g) #O0.

A proposicao abaixo correlaciona a ideia definida acima com a nog¢do de densidade

no sentido topoldgico.

Proposicao 4.2.2. Seja ¢ um grupoide amplo e X C 4% Se X é R-denso, entido X é denso em
9°.

Demonstracio: Tome U C ¢ aberto, compacto e ndo vazio. Tem-se ¥y # 0. Se fosse yu (x) =
0, para todo x € X, entdo para todo g € ¢, ter-se-ia d(g) € X < xv(g) = 0. Isso contradiz a
R-densidade de X. Por conseguinte, existe x € X tal que yy(x) =0. Dai UNX # &, o que

estabelece a densidade de X em ¢°. (c.q.d).

Proposiciio 4.2.3. Seja & um grupoide amplo de Hausdorff. Se X C 4" é denso, entio X é

R-denso.

Demonstracio: Tome f € .2(%,R). Entio K = f~!(R\ {0}) é um aberto compacto, de forma
que d(K) C @Y também o é. Assim, existe x € XNd(K), ouseja, pondo x =d(g),comg € K C
9, ter-se-4 f(g) #0ed(g) € X. (c.q.d)
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Proposicao 4.2.4. Seja ¢4 um grupoide amplo. Sejam x € %Y ¢ V, um médulo fiel sobre
ZL(9,R). Se f € L(¥4,R) cumpre f(g) # 0, para algum g € ¥ tal que d(g) € Oy, entdo
f'Ax(Vx) 7£ 0.

Demonstracio: Dado y € Oy, escolha um morfismo 7, € ¢4, com d(t,) = x e r(t,) = y. Tem-se

Ax(vx) = j(Lx,R) ®$(GX,R) V= @ 8y Q Vi,
yE€Oy

considerando a decomposicao em soma direta como sendo um R-mddulo. Como V; € fiel, segue

que existe v € V, tal que sv # 0, em que

0Fs= Y fW)(t;Wla(g)) € £ (Gu,R),

weEA

sendoA={we¥: dlw)=d(g) e r(w) =r(g)}. Un célculo direto mostra que

foltag®@v) =t @sv+ Y. 5,0 Y fw)(ty  Wigig))v #0,
yeONr(g))  wea

o que estabelece o resultado. (c.q.d)

Proposicao 4.2.5. Sejam ¢ um grupoide amplo e K um corpo. Seja V um .Z(K,%,) - médulo
simples. Entdo A, (V) é um Z(K,¥)-médulo simples.

Demonstracao: Veja (STEINBERG, 2010), Proposi¢ao 7.19. (c.q.d)

Teorema 4.2.1. Seja ¥ um grupoide amplo. Se o conjunto X = {x € 9" : Z(%,,R) e semiprimitivo}

¢ R-denso, entdo £ (¢, R) é semiprimitivo.

Demonstracao: Para cada x € X, seja V, um médulo semisimples fiel sobre . (Gy, R). Pomos

V=AW

xeX

Pela Proposigdo 4.2.5, segue que V é semisimples. Tome f € Z(%,R) ndo nulo e g € ¥ tal
que f(g) #0ex=4d(g) € X. Entdo f-A.(Vy) # 0, em virtude da Proposicao 4.2.4. Portanto
f-V #0, de forma que V ¢ fiel. (c.q.d)

Teorema 4.2.2. Seja ¢ um grupoide amplo e K um corpo. Seja x € ¥° um ponto cuja 6rbita

O, € K-densa. Se a dlgebra KG € primitiva, entdo K% também o é.
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Demonstracao: Seja V, um médulo simples e fiel sobre #'¢. Entdo A,(Vy) é simples, vide

Proposi¢do 4.2.5. Além disso, a Proposicdo 4.2.4 na pagina 57 garante que A, (Vy) é fiel. (c.q.d)

4.3 Uma Aplicacao as Algebras de Semigrupos Inversos

Seja L um semirreticulado. Continuaremos denotando por Lo conjunto das avaliagdes
de L, como no Capitulo 2. Pomos D(a) = {¢ € L: (a) = 1}, para cada a € L. Entio os
conjuntos da forma D(a,ay,...,a,) = D(a) ND(a;)¢ N---ND(a,)C, em que ¢; < a, para todo
i € {1,...,n}, constituem uma base de conjuntos compactos e abertos para a topologia de Lo
qual é um conjunto de Hausdorff.

Uma avaliagdo ¢ : L — {0, 1} chama-se rigida quando, para toda cobertura F de a € L,
tem-se @(a) = \/ ¢(b). Isso significa que

beF

[1(¢(a)— o)) =0,

sempre que F' € uma cobertura de a.

O espaco das avaliacdes rigidas é denotado por L. Os trabalhos de Exel em (EXEL*,
2008) garantem que a defini¢cdo acima coincide com a defini¢do de avaliacdes rigidas fornecida
no Capitulo 2.

Se .7 € um semigrupo inverso, entdo sabemos que .7 age sobre éa/(% por meio da

acdo natural. Restringindo-se essa a¢do a &(.¥), obtém-se o grupoide rigido universal de .,

L —

denotado por %7 () = . x E(S)r.

Foi demonstrado por Steinberg em (STEINBERG, 2010) que .Z(.%,R) = £ (4 (. ),R)
vide o isomorfismo s — 2, p(s+)). Esse fato serd utilizado teorema abaixo, que determina o
calculo da restricao do grupoide universal de um semigrupo inverso a um subconjunto fechado
invariante X, identificando em .2 (., R) os termos que se fatoram na forma (¢ —ay) - -- (a —ay),

em que a; < a, paratodoi € {1,...,n} e D(a,ay,...,a,) N X = .

Definicao 4.3.1. Um semigrupo inverso . chama-se de Hausdorff quando, para quaisquer
s,t € ./, existe um subconjunto finito F tal que x < s e x <t, com x € .%, ocorre se, € somente

se, existe u € F tal que x < u.

Teorema 4.3.1. Seja . um semigrupo inverso de Hausdorff e X C do“’/(% um subespaco fe-
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chado e invariante. Se ¥ = ¥ (.¥)|X, entdo

Z(S,R)
(IT"-(a—a;) | D(a,ay,...,an) NX =)’

Z(Y,R) =

Demonstragao: Primeiro, note que ¢ é um subgrupoide fechado do grupoide universal 4 (.7).
Defina y : Z(4(),R) — Z(¥,R) pondo y(f) = f|¥. Entdo y é um homomorfismo sobre-
jetivo, pois ¢ 0 pode ser expresso como uma reunido de Orbitas. Escreva I = ker y.

Afirmacao 01: / ¢ um ideal gerado pelas funcdes caracteristicas yy de subconjuntos
UC é"/(57) abertos, compactos e que nao intersecta o conjunto X.

Com efeito, se y(f) = f|% =0, entdo f~'(R\ {0}) é aberto e compacto (pois ¥ (.7)
é Hausdorff). Por conseguinte, U = d(f~'(R\ {0}) também o é. Claro que f = f * xy. Assim,
sex € U, tem-se x = d(g), com f(g) # 0, de tal forma que x ¢ X, pois X ¢ invariante. Segue-se
que UNX =@.

Afirmacao 02: / é gerado pelas funcdes caracteristicas Yk, em que K C & (:?) ¢ um
aberto basico, compacto e que nao intersecta X.

De fato, se U € um aberto, compacto e disjunto de X como acima, escreva U =
KiU---K,, em que cada K; C 5/(\49) ¢ um aberto basico compacto, disjunto de X. A fini-
tude dessa reunido se deve a compacidade de U. Dessa forma, tem-se yy = Zk, V-V Zk,, 0
que estabelece a afirmacao 02.

Agora, escreva cada aberto basico K acima como K = D(a,ay,...,a,), conforme

notacao exposta no inicio dessa se¢do. Segue-se que

n

XK = H(%D(a) - %D(a,-)>'
i=1
Mas xx é aimagem do produto (a—ay) - - - (a—ay,) pelo isomorfismo £ (., R) = £ (4 (),R),

donde segue que
n

1= <H(a—a,-) | D(a,ay,...,an) NX = ),

e o resultado decorre do Teorema do Isomorfismo. (¢.q.d).

Corolario 4.3.1. Seja . um semigrupo inverso de Hausdorff com zero. Dado f €
mathcal E(.), seja F/ = (F/{ )2.es a familia de todos os espagos F; que cobrem f. Entdo
Z(S,R) Z(S,R)

L&) R) = F—VacsFa) (Maes(f—f) £ €F])
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Demonstracao: A ideia da demonstracdo € calcular o ideal /, definido no Teorema 4.3.1. Va-

mos mostrar que I = (f — \/ Fy).

Ae
Com efeito, seja {fi,...,f,} uma cobertura de f € Z(.#,R). Isso significa que

D(f, fi,...,f») ndo admite avalia¢des rigidas. Reciprocamente, suponha que { f1,..., f,} ndo é
uma cobertura de f. Entdo existe w < f ndo nulo tal que wf; = 0, para todo i € {1,...,n}. A
Proposicdo 2.4.1 na pagina 16 garante a existéncia de um ultrafiltro .%# que contém w. Tem-se

feFefi¢ F, paratodoic {l,...,n}. Dai, decorre que Xz € D(f, fi1,...,fn) NE(SL ).
Como . é um ultrafiltro, segue que .% é rigido (vide (EXEL, 2009)). O resultado segue. (c.q.d)
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5 Conclusao

As Algebras de Steinberg possuem extrema importancia, na medida em que permitem
simplificar a construcio e o desenvolvimento de outros tipos de dlgebras, como por exemplo as
Algebras de caminhos de Leavvit, que sdo definidas a partir de grafos, as dlgebras de semigrupos
inversos e as C*-dlgebras. Essas, por sua vez, sdo de significativa relevincia ao contexto das
aplicacdes.

A compreensdo de propriedades algébricas de dlgebras de Steinberg, tais como a pri-
mitividade, simplicidade ou semiprimitividade, permite descrever propriedades topoldgicas dos
grupoides amplos sobre os quais essas dlgebras foram definidas. Dessa forma, isso estabelece

uma interessante conexao entre topologia e algebra.
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