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RESUMO

Nesta monografia, exploraremos as aplicagdes completamente positivas e sua contribui-
¢do para a construgio do C*-envelope de uma dlgebra de operadores. Inicialmente, abordaremos
dlgebras de matrizes sobre uma C*-dlgebra, elementos positivos, aplicagdes positivas e comple-
tamente positivas. Checamos as propriedades de dlgebras comutativas para aplicagdes comple-
tamente positivas. Em seguida, provaremos o Teorema de Krein e abordaremos os operadores
trace-class juntamente com a topologia BW para provarmos o Teorema de Arveson. Provamos
também o Teorema de Wittstock. Também, estudamos os espacos [ tais que para espacos nor-
mados E C F, com ¢ : E — I completamente contrativa admitem uma extensao completamente
contrativa (5 :F —1Icom ¢~) = ¢. Finalizamos provando o Teorema de Hamana que trata sobre

a existéncia do C*-envelope de uma dlgebra de operadores.

Palavras-chave: Espaco de Operadores. Sistemas de Operadores. Aplicacdes completamente

positivas. Aplicacdes completamente contrativas. Injetividade. Envelope Injetivo.



ABSTRACT

In this monograph, we will explore completely positive maps and their contribution to the
construction of the C*-envelope of an operator algebra. Initially, we will discuss matrix algebras
over a C*-algebra, positive elements, positive and completely positive maps. We will check the
properties of commutative algebras for completely positive maps. Then, we will prove Krein’s
Theorem and discuss trace-class operators together with the BW topology to prove Arveson’s
Theorem. We will also prove Wittstock’s Theorem. We also study the spaces [ such that for
normed spaces E C F, with completely contractive ¢ : E — [ admit a completely contractive
extension 6 : F — I with 6 = ¢. We conclude by proving Hamana’s Theorem which deals

with the existence of the C*-envelope of an operator algebra.

Keywords: Operator Space. Operator Systems. Completely Positive Applications. Completely

Contractive Applications. Injectivity. Injective Envelope.
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1 Introducao

Em uma série de artigos seminais publicados ao longo de quatro décadas [2, 3, 4, 5], Arve-
son introduziu a nogdo de C*-envelope para dlgebras de operadores nio autoadjuntas, como uma
generalizagdo da fronteira de Shilov da andlise funcional. Esse conceito tornou-se fundamental
na interagdo entre as teorias de C*-dlgebras e dlgebras de operadores ndo autoadjuntas. Em
seu primeiro artigo, Arveson conjecturou a existéncia do C*-envelope e calculou o C*-envelope
para diversas dlgebras de operadores. Entretanto, o problema da existéncia do C*-envelope per-
maneceu em aberto por quase uma década, sendo resolvido por Hamana [13] em 1979, para o
caso de dlgebras unitais.

Este resultado fortaleceu a conexao entre as teorias de dlgebras de operadores autoadjun-
tas e ndo autoadjuntas. Para uma algebra de operadores <7, Hamana demonstrou a existéncia e
unicidade de uma C*-dlgebra minimal C; (<), contendo uma c6pia completamente isométrica
de 7, chamadade de C*-envelope de . (veja Defini¢do 4.28 para uma defini¢do precisa). A
estrutura e os invariantes do C*-envelope passaram a oferecer uma nova perspectiva para o es-
tudo de adlgebras de operadores nao autoadjuntas através da teoria de operadores autoadjunta.
De fato, o célculo do C*-envelope em varios casos tem sido objeto de estudo de diversos autores
ao longo dos anos [8, 9, 11, 12, 14, 16, 19]. C*-envelopes t¢ém também aplica¢des recentes na
classificacdo de algebras de operadores niao autoadjuntas [10], em aproximacdo de dimensdo
finita [23], produtos cruzados [16], teoria de grupos [15] e geometria ndo comutativa [1].

Atualmente, é possivel definir o C*-envelope como uma C*-dlgebra universal, utilizando
técnicas de teoria de dilatagcdo, o que tem facilitado seu calculo. Contudo, neste trabalho, vamos
nos concentrar na técnica utilizada originalmente por Hamana. A ideia central desenvolvida por
Hamana foi criar uma teoria de envelopes injetivos para sistemas de operadores e dlgebras de
operadores em uma categoria apropriada, garantindo a existéncia desses envelopes injetivos
para dlgebras de operadores unitais. Hamana demonstrou que o C*-envelope de uma élgebra de
operadores é dado pela C*-dlgebra gerada por uma cOpia completamente isométrica de <7 em
seu envelope injetivo.

A abordagem que adotaremos neste trabalho segue uma adaptacio do trabalho de Ha-
mana realizada por Paulsen em [22]. O roteiro que seguimos para demonstrar a existéncia do

C*-envelope de uma élgebra de operadores € desenvolvido ao longo do capitulo 4 deste trabalho
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e inicia-se com a demonstracao da existéncia de envelopes injetivos para espagos de operado-
res. A técnica empregada para garantir a existéncia de um envelope injetivo para um sistema de
operadores F C B(JH) envolve assegurar a existéncia de F-seminormas minimais (Proposi¢ao
4.18). Uma F-seminorma € uma seminorma induzida por um mapa completamente contrativo
de B(H) em B(H) que fixa F e é chamado de F-mapa. Mostramos que a imagem de um
F-mapa que induz uma F-seminorma minimal é um envelope injetivo de F (Teorema 4.19).
Posteriormente, verificamos que o envelope injetivo de um sistema de operadores na catego-
ria dos espagos de operadores € também um sistema de operadores (Proposi¢io 4.24), o que
permite garantir a existéncia de uma estrutura de C*-dlgebra pelo o Teorema de Choi-Effros
(Teorema 4.11). Ademais, o envelope injetivo de uma dlgebra de operadores unital .27 na ca-
tegoria dos espagos de operadores coincide com o envelope injetivo do sistema de operadores
gerado por <7 (Proposi¢do 4.31) e, portanto, é uma C*-dlgebra que contém uma cépia comple-
tamente isométrica de 7. Finalmente, o Teorema de Hamana (Teorema 4.33) assegura que a
C*-dlgebra gerada pela cépia de .7 em seu envelope injetivo é um C*-envelope de .«

No capitulo 2 desenvolvemos a teoria de espagos de matrizes sobre uma C*-dlgebra <7,
de espago de operadores e sistema de operadores. Discutimos o que sdo elementos positivos de
uma C*-dlgebra e suas caracterizagdes. Também estudamos as aplica¢des positivas e provamos
uma versao do Teorema de Hahn-Banach para essas aplica¢des, vide Teorema 2.18. Destacamos
as aplicacdes completamente positivas e contrativas, tais aplica¢des sdo o ponto de partida para
entendermos as estruturas dos espagos M, (.<7). Finalizamos esse capitulo verificando que para
C*-dlgebras comutativas para contradominio, comutativas e unitais para dominio de aplicagdes
positivas garante-se que sejam completamente positivas.

No capitulo 3 comegamos dando as ferramentas necessdrias para provar o primeiro te-
orema que trata sobre extensdes de aplicagdes completamente positivas, o Teorema 3.3 (de
Krein), nesse teorema o contradominio em questio é o espago de matrizes M,,(C). Em seguida
abordamos sobre os operadores trace-class juntamente com a topologia BW, tais objetos serao
fundamentais para provarmos o Teorema 3.16 (de Arveson), que trata a extensao de aplicacdes
completamente positivas sobre B(JH). Finalizamos esse capitulo tratando sobre o Teorema 3.20

(de Wittstock), esse teorema trata sobre a extensao de aplicacdes completamente limitadas sobre

B(FH).
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Por fim, no Capitulo 5 colocamos um Apéndice sobre a Teoria dos Operadores trace-
class e Hilbert-Schmidt. A funcdo desse apéndice € dar suporte para os resultados presentes no
Capitulo 3, uma vez que quando se define a Topologia BW esses operadores tem uma fungdo
muito util, que € a identificacdo do dual dos operadores trace-class definidos num espaco de
Hilbert H e o espago de operadores B(F).

Para uma leitura proveitosa dessa monografia, os pré-requisitos necessarios para o leitor
¢ o conhecimento de Andlise Funcional e a Teoria de Operadores, além de uma nocdo ampla
sobre Topologia Geral. Recomenda-se a leitura dos capitulos 1, 2, 3, 5, 6 e 7 do livro [6] sobre
Analise Funcional, leitura dos capitulos 1 ao 4 do livro [21] sobre Teoria de Operadores e [20]

sobre Topologia Geral.
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2 Aplicacoes completamente positivas

2.1 Algebra de matrizes

Sejam 7 uma C*-dlgebra e n € N. Considere a x-dlgebra M, (/') das matrizes de ordem
n x n com entradas em .2, com as operagdes de soma, produto e produto por escalar usuais de
matrizes e involucdo induzida pela involugdo de 7. Mais precisamente, denotando por [a,- j] a

matriz de M, (%) cuja (i, j)-ésima entrada é ocupada pelo elemento a;; € <7, definimos:

[a;j] - [bi)] [Z - ka] [aij]" = [a}]7 Alaij] + [bij] = [Aaij+bij] -

em que A € C.
Agora, queremos introduzir uma norma nessa *-dlgebra de forma a tornd-la uma C*-
dlgebra. Para tanto, comecamos pelo seguinte lema que primeiro trata o caso em que &/ =

B(H):

Lema 2.1. Sejam (H,(.,.)) um espaco de Hilbert e B(H) a C*-dlgebra dos operadores limita-

dos em H. Existe uma norma que torna M, (B(H)) uma C*-dlgebra.

Demonstracdo. Primeiro, note que H" é um espaco de Hilbert com o produto interno definido

por

<(u,~),(v,~)> = <(u1,u2,...,un),(vl,vz,.. vV i (ui,vi)

i=1

em que (u;),(v;) € H". Observe que H(vl)H2 = |24+ vall ™
Sejam [7;;] € M,(B(H)) e v=(v;) = (v;); € H" e note que a fungdo

T:H"—H", Tk)= ZUVJ )

n n
¢ linear. Mostremos que T € B (H") e ||T|| < Z Z ||T, j|| Com efeito, para qualquer v =
i=1j=1
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(vi) € H", temos

Iv|| = ||(v1,0,...,0)+(O,vz,O,...,O)_|_..._|_(0’0’_._,07vn)H
< H(vluov7O)H+H<Oav27070)H++H(070>707VH)H

= [vall+--+vall-

Tomando u = (u j) € H" obtemos

Zn: Ty j(u;)

=1

I ()] <

i=1j=1

SR LTIE (ZZT

T
AR
~.
||
SN——
i

Portanto, T é limitado e ||T'|| < i i 17:]|-
Mostremos agora que a aplf ;

¢ :M,(B(H)) = B(H"), [T;;]—T.

é um *-isomorfismo entre *-dlgebras. Sejam [T;;], [Sij] € M,(B(H)), u,v € H" e A € C.

Observe que

Como u € H" é arbitrario, segue que @ ([ Tij] + A [Si }) =@ [T,-,-D + A0 ([S,-j}), e portanto

¢ € linear.
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Ademais,

i (Zn‘, TlZSlk> (), zn‘, <i‘, TnlSlk> (ux)
=1

= (Z Ty <i Slk(Mk)) a--wiTnl <i Slk(”k)>
= \i=l
o ([T

o ([7]) o ([si]) .

S
o
\Ll
~
S
VS
n
=
~
—~
<
N—
N———
Il

Como u € H" ¢ arbitrario, segue que ¢ <[T, j} [S ) < > (0} ( > € assim ¢ preserva
produto.
Vejamos que @ preserva estrela, isto €, (p( ) (0} ( ) . Lembre que, se S €

B(H"), entdo S* € B(H") € o tnico operador limitado em B(H) tal que (S(u),v) = (u,S*(v))

para quaisquer u,v € H". Portanto, para u,v € H", vale que

<<p(['ﬂ,}) > <(Zmuk ZTnkuk> .. ,vn>>

:”<fnkuk > 3 5 (i) - i<uk,inz<w>>

:< "y, (i ...,I;Tl;(w)>>:<u,<p<[T;§])(V)>-

Logo, ¢ <[T,-j} ) - ¢ ([T;]) =@ ([Tij} *>, ou seja, @ preserva estrela.

Temos que @ € injetiva. De fato, se ¢ <[T”]> =0, entdo ¢ ([TUD (u) = 0 para todo u €
H". Faga u = (0, .o, 0,u;,0,... ,0) em que u; € H € arbitrrio e ocupa a j-€sima coordenada
do vetor u. Assim 0 = ¢ ([TZJ) (u) = (T1j(u)),...,Tnj(uj)). Dessarte, T;; = 0 para todo i, j,
ou seja, [T,-j} = 0. Logo ¢ € injetiva.

Vejamos também que ¢ é sobrejetiva. Considere T € B (H") e paracadai € {1,2,...,n}
defina o operador V; : H" — H pondo V; (1) = u;, para todo u € H". Note que V; € B (H",H),
pois ||V;(u)|| = |luill < [|ull, ou seja, ||Vil| < 1. Agora, defina, para cada j € {1,2,...,n}, o



2.1 Algebra de matrizes 16

operador U, : H — H", pondo U;(u) = (0,...,u,...,0) em que u se encontra na j-ésima co-
ordenada do vetor. Temos U; € B(3,H"), pois ||U;(u)|| = 1/(0,...,u,...,0)|| = |[ul|, ou seja,
|U;|| = 1. Considere [Q;j] := [ViTU;] € M,,(B(H)). Sejam u = (u;),u™) € H" em que u®) =
(0,...,0,u,0,...,0) o vetor com u; na k-ésima coordenada e seja T (u(k)> = (vll‘,...,vﬁ).

Dai,

= i (V{,...,V£> = iT <u(j)> =T (i u) | =T ().
(

Como essa igualdade vale para todo u € H", segue que 7 = @ [Qi j] > Portanto, @ € sobreje-
tiva. Assim, concluimos que @ € um *-isomorfismo.
Para finalizar, munimos M,(B(H)) com a norma induzida de B(H") por ¢, isto é,

7] = ”(p ([T,]D H = ||T ||, garantindo que M, (B (H)) seja uma C*-4lgebra. |

Garantindo que M, (B(H)) é uma C*-dlgebra e conhecendo a constru¢do GNS, o préximo

resultado é garantido e é fundamental para todos os objetos de estudo desse trabalho.
Proposicao 2.2. Se <7 for uma C*-dlgebra, entdo M, (<) é uma C*-dlgebra.

Demonstracdo. Seja o/ uma C*-dlgebra. Entdo, pela construgdo GNS, vide [21, 3.1.4. The-
orem (Gelgand-Naimark), p. 94], existem um espago de Hilbert H{ e uma *-homomorfismo
injetivo de C*-dlgebras 7 : &7 — B(H) em que n(«7) é uma C*-subdlgebra em B(H). Assim
sendo, considere *-homomorfismo de x-dlgebras 7" : ML, (7)) — M,,(B(H)) tal que [aij] —
[7[ (ai j)] . Observe que DN injetivo, uma vez que 7 também €. Pelo Lema 2.1, basta verificar

que a x-subalgebra "™ (M, (7)) é fechada em M,(B(H)). Com efeito, seja (T;,)>

m—] Uma

sequéncia em M, (<) tal que 7" (T;,) — T € M,,(B(3)). Escreva Ty, = [Ti;m]. Seja € > 0,

entdo existe mo € N, tal que para todo m > my, € valido que

HJI(")(Tm) —TH = sup H <7r(”)(Tm) —T) ()| < Ve.

lufl<1

Mostremos que ") (T;;,,) — Ti; para quaisquer i,j. Seja u; € 3 com ujl| <1, e
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U= (O, N 75 T ,()) € J" em que u; ocupa a j-ésima coordenada do vetor u. Logo,

2

<(7T(Tij,m) ~Tj) (”j))i

(7 (Tijm) = T) ()]

£> H (n(")(Tm) - T> (u)

w13 P =

I

N
I
—_

Portanto 7(7;;,,) — T;; para quaisquer i, j e como 7(./) é fechado em B(J) segue que
T;j € m(</) para quaisquer i, j, consequentemente 7 € 7 (M, («7)). Assim M,,(«7) é uma
C*-élgebra. [

Lembre que um elemento a de uma C*-dlgebra unital' & positivo se for autoadjunto e seu
espectro o (a) estiver contido em R, isto &, se a — A1 ndo € invertivel sempre que A € o(a).
Caso a C*-dlgebra ndo seja unital, considera-se a unitizagio dessa dlgebra. O proximo resultado

também sera utilizado em varios momentos no trabalho:

Lema 2.3. Seja </ uma C*-dlgebra e a € </, entdo a é positivo se, e s6 se, a = b*b, para algum

be d.
Demonstracdo. Vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 46]. [ |

Uma primeira aplicacdo do Lema 2.3 seria analisarmos a forma dos elementos positivos

na C*-dlgebra M, (7).

Proposicao 2.4. Um elemento de M,,(</) é positivo se, e somente se, pode ser escrito como

uma soma finita de matrizes da forma [afa j].

Demonstracdo. Sejam ay,...,a, € </ e considere [a;-ka j} € M,,(«7). Veja primeiramente que
aja; ajay -+ ajay ag 0 -+ 0 ay a - ay
. asay a»ap axay a, 0 0 0 O 0 .
[afaj]= = —BB>0
0
* * *
a,a; a,a; a,an a, 0 0 0 0
B* B

"Uma C*-dlgebra unital &7 é uma C*-dlgebra com unidade 1 € &7, isto é, la = al = a, para qualquer a € < .
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Como uma soma de elementos positivos em uma C*-dlgebra € um elemento positivo

[21, 2.2.3. Lemma, p. 46], segue que toda soma de matrizes da forma [a; a;| é positiva. Por

outro lado, seja A = [a;j] € M, (<) matriz positiva, entdo existe uma matriz C = [c;;] tal que
n n

A=C"C,ouseja, ajj = Y ciicxj- Logo, [aij] =) [ciickj] como desejamos. u
k=1 k=1

Proposicio 2.5. Seja o/ uma C*-dlgebra. Uma matriz A = [ai j] € M, (&) € positiva se, e
n n

somente se, Z Z x;aijxj = 0, quaisquer que sejam x1,xy,...,X, € <.
i=1j=1

Demonstragcdo. Suponha A = [a,- J-} 0. Pela Proposi¢do 2.4 podemos escrever a;; = Z CriCkj»

em que ¢;; € &/. Assim,

n

n n n n n n n
£ £ o= £ £ (i)~ £ £ (Eeions

i=1j=1 i=1j=1 k=1 i=1j=1 \k=1
(l

n n
)33
n n * n
Z Z ChiXi Z CkjXj > 0.
j=1

i=1j=1 \k
k=1 i=1

n

Z ck,xl cij]
1j=1

[
-
™=

cklx, ijx]' =

I M:

1

n n
Reciprocamente, suponha que Z Z x;jajjx; > 0 para quaisquer xi,x2,...,x, € <. Mos-
i=1j=1
tremos inicialmente que a matriz A € autoadjunta. Com efeito,

Zx ajjxj = ZZX a;jx; ZZ)C (2.1.1)

j=1 i=1j= i=1j=

M:

Il
—

i

Fixe primeiramente m € {1,2,...,n}. Considere uma unidade aproximada (w;), para «7.”
Tomando x,, = w) e x; = 0 para i # m, obtemos wj aumw), = Wy dy,,Ws. Tomando o limite em
A temos

A = li}rtnw,lammw;t = li/{nw;ta;mw,l =day,,.

Agora, fixe k,I € {1,2,...,n} e considere x; = 0 sempre que i # k,/. Assim sendo, como

2Uma unidade aproximada (wy ), C & é umarede de elementos positivos de .27 tal que li/{n wya= li){n aw) =a,

para todo a € «/. Toda C*-dlgebra admite uma unidade aproximada, vide [21, 3.1.1. Theorem, p.78]
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Ak, ay; sao autoadjuntos, temos que Xy axx; +x; apXy = Xpagx; +x; agx. Tomando x; = x; = w;,

obtemos wj aywy +wyapwy = wya;w,, +wyagw;, . Tomando o limite em A obtemos
ag +ay = li/{nw;taklw,l +wyrapwy = li){nwlaj‘kw,l + w,la}zlwl = a;‘k —I-a,ﬁl. (2.1.2)

Consequentemente, ay; — aj, = dg; — djy.-

Por outro lado, para x; = v/—1-wj e x; = w; e fazendo o mesmo processo de (2.1.2),
obtemos aj;, —ay = ay; — a. Segue que aj, = ay;. Como isso vale para k,l = 1,2...,n, tem-se
que a matriz A é autoadjunta.

Agora, mostremos que A € positivo. Como A € autoadjunto podemos escrever A =T — §

como uma diferenca de elementos positivos em M, (.7), em que TS ST =0.3 Denote T =

[tlj} eS= [su} e observe que a;; = t;; — s;j. Assim, segue que Z Zx s5ijx; < Z Zx lijXj,
i=1j=1 i=1 j=1

quaisquer que sejam x1,x2,...,X, € <. Escrevendo §2 = [blj} temos b;; = Z SikSkj- Denotanto
k=1

$3 = [rij], entdo §3 = 525 e assim

1l non
tij = Zbilslj - Z Z SikSkl | S1j = Z Z SikSkiSIj-
=1 P

l_ —

n
Mostremos que Z Zx:-‘r,-jxj = 0 para quaisquer xp,...,x, € o/. Como § é positivo,
i=1j=1
n n
segue que §3é positivo pelo célculo funcional continuo. Segue que Z Z x;rijxj =0, pelo que
i=1j=1
vemos no inicio da demonstracdo dessa proposi¢dao. Observe que

n n n n n n n n n n
Z forljxj Z Z X7 Z Z SikSks1j | Xj = Z Z Z Z X; SikSkiSIjX;
i=1 i=1

=1j=1 =1j=1 I=1k=1 i=1j=1i=1k=1

[
D=

n n n n n n
Z Z Z SkiXi) " SkiSXj = Z Z Z (s0ixi)" | Sk Z S1jXj
I=1k=1\ \i =

=lk=1

N
I
—_
~.
—_
—

Il
I M=

n
Z YeSkiVis

1
3Se ¢ ¢ autoadjunto em uma C*-dlgebra, entdo ¢> também é. Tomando |c| = (¢?)'/?, ¢ = §(|C| +c¢), ¢ =

1
—(Je| = ¢) e utilizando o célculo funcional continuo (vide [21, 2.1.13 Theorem, p. 43]) garantimos a sentenca

enunciada.
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n
em que y; = Z s7;xj. Como T'S = 0, segue que
j=1

n

n n n n n
X[ rijx; = Z ZyiSkm <Y Y vty =Y % (Z tk1y1>

1 I=1k=1 I=1k=1 k=1 =1

M:

>

i=1j

n n n
:Zylt Z Ztklslj Xj =0.
=0
n n
Agora, mostremos que Z Z x;rijy; = 0, para quaisquer x;,y; € o/, emquei=1,...,n

i=1j=1
Fixe A € Ce, paracadai=1,2,...,n, faca z; = x; + Ay;. Do que vimos anteriormente, temos

||
=
=

0=Y ) zrijz)

i=1j=1

(i -+ Ayi)* rij (xj + Ay;)

_ n n n n
x;rijxj+ |7L| ZZy,r,jyj lZZy,’-‘rijquL)LZZx?rij
i=1 j=1

i=1j= i=1j=1
M—/
=0

i rljxj—l—lz Zx rijyj-

i=1j=1

~
Il

_
~.
Il

_

I
™=
M:

Il

_

~.

Il
e =
S

L
I
M:

~.
Il
_

Tomando A = 1 obtemos

n n n n
Y ) vinii+ ) Y iy =0. (2.1.3)

i=1j=1 i=1j=1

Tomando A = +/—1 obtemos

n n
_Zzy;krljxj"i_zzxru)’j (2.1.4)

i=1j=1 i=1j=

n n
Juntando (2.1.3), e (2.1.4) obtemos Y Y xir;jy; = 0.
i=1j=1
Por fim, vejamos que §3 = 0, assim concluindo o resultado, pois como S é positivo e

$3 =0, segue do célculo funcional continuo que S =0e assimA =7 — S =T € positivo como
desejamos. Com efeito, como §° = [rij}. Fixe k,l € {1,2,...,n}. Escolha x; = wy, yj = w;,

e x; = y; = 0 quando i # k,l. Utilizando o limite em A e usando o que obtemos acima, temos
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i = 0. Portanto S° = 0. [

2.2 Aplicacoes positivas

Abordamos nessa secdo sobre as principais ferramentas desse trabalho, sobre os sistemas
de operadores e propriedades fundamentais de aplicagdes positivas com dominios de sistemas

de operadores. Comegamos com as seguintes defini¢des:

Definicdo 2.6. Seja 7 uma C*-dlgebra. Um espaco de operadores .# C </ é um subespago

vetorial de 7.

A principio, a Defini¢do 2.6 pode levar o leitor concluir que um espaco de operadores €
simplesmente um espaco normado. Mas, um espaco de operadores ndo € apenas um espaco
normado. Veja que, se .# é um subespago de uma C*-dlgebra <7, entdo M, (.#') pode ser visto
como um subespaco de M, (') que é uma C*-édlgebra pela Proposi¢do 2.2. Dessa forma, .# é
um espago normado que vem naturalmente equipado com normas em M, (.#) para todo n > 1.
Além disso, para cada m < n, observe que as inclusoes iy, : M, (.#) — M, (/) dadas por
adicionar n — m linhas e colunas de 0’s sdo isometrias, de modo que M, (.#) pode ser visto
como um subespago de M, (.Z).

Na verdade, existe uma caracterizagdo abstrata para espacos de operadores devida a Z.
J. Ruan [24]. Nao abordaremos isso neste trabalho, mas o leitor interessado pode consultar o

Capitulo 13 do livro do Paulsen [22] para uma abordagem completa sobre o assunto.

Definic¢do 2.7. Seja &/ uma C*-dlgebra unital. Um sistema de operadores .¥ C </, é um su-
bespago vetorial de .o/ que é fechado por involugio, isto é, . = .* = {s* : s € ./} e contém

a unidade de 7.

Veja que, um sistema de operadores . C &7 é, em particular, um espago de operadores
e, portanto, vem naturalmente equipado com normas em M, (.%) para todo n > 1. Além disso,
observe que M, (.’) visto como subespago de M, (.') também contém a unidade de M,,(.«7) e é
fechado por adjung¢@o, sendo portanto um sistema de operadores em M, (.2/). Ainda, veremos na
sequéncia que todo elemento em um sistema de operadores pode ser escrito como combinacao

linear de elementos positivos. Logo, um sistema de operadores . vem naturalmente equipado
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com uma colecdo de cones C, em M,(.¥) para todo n > 1, formado pelos elementos positivos
de M, («7) em M, (.”), que geram M, (.%) como espago vetorial.

Assim como no caso dos espaco de operadores, existe uma caracterizacdo abstrata para
sistemas de operadores devidas e M. D. Choi e E.G. Effros [7]. Também nao abordaremos isso
neste trabalho, mas o leitor interessado pode consultar o Capitulo 13 do livro do Paulsen [22]

para uma abordagem completa sobre o assunto.

Observacao 2.8. Se . C .7 é um sistema de operadores de uma C*-dlgebra unital .<7. Vejamos
que todo elemento em .¥’ pode ser escrito como uma combinacio linear de elementos positivos
em .. Primeiro, podemos escrever um elemento autoadjunto a € . como uma diferenca de

dois elementos positivos em . da seguinte forma

1 1
a=5(la]-1+a)=5(llall-1-a) = a1 —a.

J/

4
~~ ~~
aj aj

Tais elementos sdo positivos, pois tomando a C*-dlgebra C*(a, 1) gerada por a e pela unidade
da dlgebra pelo calculo funcional continuo, existe um *-isomorfismo isométrico 7 : C*(a, 1) —
C(o(a)), em que C(o(a)) é o espaco das fungdes continuas definidas no espectro de a, tal
que (1) =1 é a fungao constante e 7(a) = z: 6(a) — C é a funcdo inclusdo. Pensando em
la|| - 1+ae ||a]| - 1 —a como fungdes, fica facil perceber que tais elementos sdo positivos, pois
acrescentando a func¢do inclusdo sua norma, obtemos uma func@o ndo negativa. Note ainda que

|la|]| - 1+ae ||a]| - 1 — a pertencem a .%, uma vez que 1,a € . ¢ . é espago vetorial. Agora,
at+a* a—a"

2 2
positivos de .7

, concluimos que dado a € .¥ é combinagdo linear de elementos

como a =

Definicdo 2.9. Se </ for uma C*-dlgebra e . um sistema de operadores, dizemos que uma

aplicacdo linear ¢ : . — o7 € positiva se @(p) é positivo, sempre que p € . for positivo.

Exemplo 2.10. Um x-homomorfismo entre C*-dlgebras 7 : .o/ — 2 é positivo. De fato, se
a € & é positivo entdo existe x € < tal que a = x"x. Portanto, 7(a) = 7 (x*x) = 7 (x*) m(x) =

mt(x)*m(x) é positivo, e assim 7 é uma aplicac@o linear positiva.

Demonstremos alguns resultados importantes que envolvem aplicagdes positivas. A co-

mecar, o proximo resultado deriva de um cldssico da Andlise Funcional, no qual diz que para



2.2 Aplicagdes positivas 23

todo T € B(H) autoadjunto e H espago de Hilbert, tem-se (Tu,u) € R. Contudo, para opera-

dores positivos temos algo mais forte:

Proposicio 2.11. Um operador T € B(H) é positivo se, e somente se, (T (u),u) > 0 para todo
uec H.

Demonstragdo. Suponhaque T > 0. Escreva T = S*S. Dat, segue que (T (u),u) = (S*S(u),u) =
(S(u),S(u)) > 0 para todo u € H.

Reciprocamente, supondo que (7 (u),u) > 0 para todo u € H, temos

(T (10),u) + 24T () ,v) +A(T (v),u) + AT (v), )
=(T(u+Av),u+Av) =(T(u+Av),u+Av)
= (T (u),u) + A (0, T () +A(u, T (v)) + AT (v),v),

e portanto

AT (), V) + A (T(v),u) = A0, T () + A {u,T(v)),

para todos u,v € He A € C. Tomando A =1 e A = —v/—1 obtemos, respectivamente

(T(u),v) +(T(v),u) = W, T(u) + @, T(v)) e
(T(u),v) =(T(v),u) = =, T(u)) + T (u)).

Somando as duas equagdes temos (T (u),v) = (u, T (v)) para todos u,v € H. Consequentemente,
T"=T.

Sejam T, T_ € B(H) positivos com T4 T_ =0 = T, T_ tais que T = T — T_. Como
(T (u),u) >0, segue que (T (u),u) > (T (u),u), para todo u € H. O célculo funcional conti-
nuo nos garante que 7> > 0. Tome v € K arbitrario e escolha u = T_ (v). Entdo 0 < <T_3 (v), v> <
0. Logo <Tf (v),v> = 0, para todo v € H. Consequentemente, T3 = 0. Novamente, pelo cal-

culo funcional continuo, temos 7 = 0. Dai, T =T > 0. [ |

O resultado a seguir serd importante para a demonstracio de alguns resultados que envol-

vem aplicacdes positivas e completamente positivas, conteido da préoxima secao.

Proposicio 2.12. Sejam o7 uma C*-dlgebra unital e a,b,p € </, em que p é autoadjunto. Sao

vdlidas as seguintes afirmacoes:
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I a
(@) ||a|| < 1 se, e somente se, a matriz é positiva em M (<7 );
a1
1 a
(b) a*a < b se, e somente se, a matriz é positiva em M (7 );
a b
p a
(c) Se a matriz é positiva em M (), entdo a*a < ||p||p;
a p
0 a
(d) Se a matriz >0, entdo a = 0.
*
a b

Demonstragdo. Considere o C B(H) e identifique M (B(H)) por B(H?), assim como em
Algebra Linear.

(a) Suponha que ||a|| < 1. Sejam u, v vetores quaisquer em H. Note que

1 a ui Ui
, — (1, m1) + (a(uz), 1) + (un,a(2)) + (w2, u2) - (22.1)
a1 U U
2 (u,ur) = 2|\al|[Jur [[[uz || 4 (u2, u2),
pois [{a(uz),ur) + (ur,a(u2))| < [(a(uz),ur)| + [(ur,a(u2))| < 2|al|[|uz[[u1 || Logo,
=2l \al[[lur[lluz]] < {a(uz),ur) + (ur,alu2)) < 2|all[|ur ||[|u2]]-
Além disso,

Gty = 2all | fluz | + (2, u2) > Gy, un) =2l | Jual| + Guazy u2) = (fler || = Jua1)* > 0.

Portanto, a matriz em questdo € positiva. Reciprocamente, suponha que a matriz seja posi-
tiva. Afirmamos que se ||a|| > 1 entdo existem vetores unitarios uy,u, € H tais que (a(u;), —uz) <

—1. Como ||a|| > 1, existe um vetor unitdrio u; € 3 tal que ||a(u;)|| > 1. Considere o vetor
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la(un)|
(a(u1),a(ur))

unitério dado por uy = a(uy). Note que

el N
). =) = ).~ X)) = <) < -1

Analogamente temos (—up,a(u;)) < —1. Portanto, se ||a|| > 1, a matriz do enunciado
nao pode ser positiva, pois para esses vetores u, —uy, teremos (2.2.1) estritamente negativo.

(b) Suponha que a matriz em questdo seja positiva. Sejam u1,uy € H e note que

1 a u u
< | , | >: (1) +(a(uz),ur) + (ur, a(uz)) + (bluz),uz) > 0.

a b u u

Tomando u; = —a(uy) a expressdo anterior fica igual a

0< (b(u2),ur) — (a(u),a(uz)) = <(b —a*a) (uz),u2> :
Da arbitrariedade de u, € H, segue a*a < b. Reciprocamente, suponha que a*a < b temos que

(uy,uy) + <a(u2),u1> + <u1,a(u2)> + <b(u2), u2>
> (up,uy) + <a(u2),u1> + <u1,a(u2)> + <a*a(u2), u2>

= (u1 +a(uz),ur ) + (uy +a(uz),a(uz)) = (ur +auz),us +a(up)) > 0.

Assim, a matriz em questdo € positiva.

(c) Suponha que ||p||p — a*a ndo seja positivo. Entdo existe um vetor u € H tal que
<(||p|\p—a*a) (u),u> €{z€C:z¢]0,00)}. Como |p|lp—a“a é autoadjunto segue que
< (Ilpllp — a*a) (u), u> ¢ um nimero real, nesse caso estritamente negativo. Assim ||p||(p(u),u) <

(a*a(u),u) = ||a(u)||*. Note que

< b " , " >:<p(u1),u1>—|—<a(u2),u1>—|—<u1,a(u2)>—|—<p(u2),u2>.(2.2.2)

a* P up u

Podemos ter duas possibilidades, uma para p = 0 e outra para p # 0. Para p = 0 escolha
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up =ueu; =—a(u). Entdo (2.2.2) fica igual a (a(u), —a(u)) + (—a(u),a(u)) = —2|a(u)||* ¢ é

estritamente negativo pois || p||(p(u),u) < ||a(u)|*. Mas isso contradiz a positividade da matriz.

1
Por outro lado, se p # 0 escolha u; :_W a(u) e uy = u. Assim (2.2.2) fica igual a
pP
1 2
(pln)sur) = 2 Jatu >||2+<p<u2>,u2><||p|||yu1||2—H ||” alu >||2+”p|| lau2)]|
la()||* = = [la(u )||2+ la()[|* =0
HPH HPH Pl

O que contradiz a positividade da matriz.

(d) Sejam u;,u; € H e note que

0 a uj ui
0< < , > = (a(uz),ur) + (ur,a(uz)) + (b(uz),uz).

a b U u

Escolhendo u; = 0, obtemos que b > 0 pela arbitrariedade de u; € H. Além disso, dado o € R

euy = —%a(uz), entéo
0< (a(uz),ul) + <u1,a(u2)> + <b(u2),u2> = ﬁb(uz), MQZ—aSa*a(uz),uzz (2.2.3)
R 0

Caso a # 0, existe up € H tal que (a"a(uz),uz) # 0 e assim podemos tomar ¢ suficientemente
grande e obter um valor negativo para a expressao (2.2.3), o que é um absurdo. Portanto,

devemos obter a = 0. [ |

Proposicio 2.13. Sejam o uma C*-dlgebra e . um sistema de operadores. Se ¢ : ./ — o é
positiva, entdo ¢ (a*) = @(a)*, para todo a € 7.

Demonstragdo. Seja p € . positivo. Entdo ¢ (p*) = @(p) = ¢(p)*. Seja h € . autoad-
junto. Pela Observagao 2.8, podemos escrever h = p; — p, como diferenca de positivos em ..
Portanto
¢ (") =0 (Pi—p3) =0 () —¢(r3) =0 (1) —¢(p2)
=(@(P1)—9(p2)) = (@(p1—p2))" = 0(h)".

Seja a € . qualquer e escreva a = h; + ihy como combinagao linear de autoadjuntos em
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. ata* a—a*
S, ousejaa= > +1 T Portanto,
i

@ (a*) =@ (h{—ihs) = @ (h)" —ip(h)" = (¢ (h) +ig (h))" = @(a)",

em que @ (a*) = @(a)* para todo a € . como querfamos. [

Proposicao 2.14. Sejam o/ uma C*-dlgebra e . um sistema de operadores. Uma aplica¢do

positiva ¢ : .S — of é limitada e || Q|| <2||o(1)].

Demonstragdo. Por conveniéncia, escrevemos ||p|| -1 = ||p|| quando necessério. Se p € .%
é positivo entdo segue, do célculo funcional continuo, que 0 < p < ||p|| - 1. Portanto, 0 <
¢(p) < |lplle(1) e, vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 461, [|o(p)[| < [[pll[@(1)]|. Seja h €.
autoadjunto e sejam pp, pr € . positivos tais que & = p| — py, tais como na Observagdo 2.8.
Mais precisamente,

1
h= Sl 1+h) =5 (lAll - 1= k).

(b | —

J/

P1 P2

Note, parai = 1,2, que

1 1
I = | 30m 1) < S0+ 1) =
e que
—lIp2ll S —p2 <h < p1 < |p1l]-
Portanto,
~lo()] < ~ p2l oD < o2l (1) = @ (~ 1p21) < @ (~p2)
<o) <o) <o (lpil) = Il o(1)
< Imlo(1) < 1 o)1,
ou seja,

—[2llle)Il < o(r) < |[Al[l@(1)]]-

Como 4 € autoadjunto, segue que @ (/) é autoadjunto pela Proposi¢do 2.13 e que ||@(h)|| <

||k||[|@(1)]| pelo célculo funcional continuo.
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Sejam a,hy,hy € ., em que h| = a—;a ehy = a;a . Temos a = hy +ih e que hy,hy
i
sdo autoadjuntos. Dai,
@)l < {[o ()] +||@ (h2) || < (1]l + [1R2]]) [l (V)| < 2|l | @(D)]]-

Segue ||@(a)|| < 2la||||@(1)]| para todo a € .7, ou seja, ¢ é limitada e ||| < 2||¢(1)].
[ |

Observacdo 2.15. Quando a C*-dlgebra ndo for unital, temos que para um funcional linear

positivo continua sendo continuo, vide [21, 3.3.1. Theorem, p. 88].

O seguinte exemplo mostra que a estimativa da Proposi¢ao 2.14 é a melhor possivel para

o caso geral.

Exemplo 2.16. Seja T o circulo unitrio no plano complexo, C(T) as fungdes continuas em T,
z: T — C a fungdo inclusdo e ./ C C(T) dado por . = span{1,z,z}. Definimos ¢ : . —
Mj(C) por

a 2b
p(a+bz+cz) =

2c a

Note que um elemento f € . com f(z) = a+ bz + cZ € positivo se, e somente se, ¢ = b
e a > 2|b|. Temos que um elemento autoadjunto de M, (C) € positivo se, e somente se, suas
entradas diagonais e seu determinante forem nimeros reais nao negativos. Combinando esses

dois fatos, fica claro que ¢ é um mapa positivo. No entanto, sabendo que ||z|| = 1, temos

2|lp(1) = le@I <ol

de modo que [|@]| = 2[[o(1)].

Proposicio 2.17. Sejam o/ uma C*-dlgebra e . C </ um sistema de operadores. Um funcional
=o(1).

Demonstragdo. Suponha que @ seja positivo. Vemos na demonstracdo da Proposi¢do 2.14

que, para todo elemento autoadjunto i € ., é vdlido que ||@(h)| < ||k]|@(1). Seja x € .77
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qualquer. Entdo, existe ¢/® € C, satisfazendo |@(x)| = ¢(e/%x). Denotando y = ¢®x temos

B B : S o A e
lly|| = ||x||. Escreva y = Re(y) +iIm(y) = > +i 5 © observe que Re(y),Im(y) € .77
i

e sdo autoadjuntos. Entdo |@(x)| = @(y) = @(Re(y)) +i@(Im(y)) € R. Usando a Proposicao

2.13 temos que ¢(Re(y)), ¢(Im(y)) € R. Portanto, ¢(Im(y)) = 0. Dat,

le()| = @Re(y)) < @(D[[Re(y)[| < @(D)Iyll = (1)]lx]].

Portanto, |@(x)| < ¢(1)|x| para todo x € .. Dai,

o[l < @(1). Como (1) < o],
segue que || @|| = ¢(1). Reciprocamente, suponha que ||@|| = ¢(1). Se ¢(1) =0 entdo ||¢|| =0
1

e portanto @ = 0, ou seja, ¢ é positivo. Caso ¢(1) # 0 entdo defina y : . — C por y = o) ®.

Entdo y € linear, y(1) = %(p(l) =l e ||y|| = 1. Mostremos que y ¢ positivo. Com efeito,
seja x € . positivo, assim(pexiste a € R tal que o(x) C [0,a]. Note que y(x) € [0,a]. De fato,
se p(z) =z— g ¢ polindmio entdo segue, de [21, 2.1.14. Theorem (Spectral Mapping), p. 43],
que

o(p() = plot) < p(0al) € |-5.5].

) a a a a )
e assim temos que © (x— —- 1) C [—5, E] Como x — 5 1 € autoadjunto devemos obter

2
a a .
X — 3 IH < > vide [21, 2.1.1. Theorem, p. 37]. Portanto,
a a a a a
i ~Zy()| = ~ 1)< -
i) 5| = = | = v (=5 1) | < v =5 1] <5
Portanto y(x) € [0,a]. Como y é positivo segue que @ & positivo. [

Teorema 2.18. Sejam ./ uma C*-dlgebra, .¥ C </ um sistema de operadores. Se ¢ : ./ — C

é um funcional linear positivo, entdo existe uma extensdo linear positiva @ : o/ — C de @ com

loll = lell-

Demonstragdo. Como @ é continuo segue do Teorema de Hahn-Banach que podemos estender
¢ para um funcional linear continuo ¢ : &7 — C com ||@|| = ||@||. Como ||@|| = [|@|| = ¢(1) e

como @(1) = (1), segue do resultado anterior que ¢ € positivo. [

As proximas sentengas serao de utilidade para tratar inicialmente de envelopes injetivos.
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Lema 2.19. Seja <7/ uma C*-dlgebra. Se a € </ for um elemento normal, isto é, a*a = aa”,

entdo o raio espectral de a, denotado por r(a), € igual a ||al|.

Demonstracdo. Represente of C B(H), em que H é um espago de Hilbert. Dado u € H temos

que
2
HaZLtH = (a*a*aa(u),u) = (a*aa*a(u),u) = (a*a(u),a*a(u)) = Haa*(u)Hz.
Segue que HaZH = ||aa*|| = |a*||* = ||a||>. Para poténcias de dois e por indugdo concluimos
que Hazk H = Hasz para k € N, pois a e a* comutam. Da,

k

1
— 2
| * = lim [|a]| ¥ = |al.
k—yoo

r(a) = li_r>n ||la = klim Hazk
n—oo —S00

Definicao 2.20. Definimos a envoltoria convexa de um conjunto A C C como o fecho da inter-

secdo de todos os conjuntos convexos de C que contém A e a denotamos por co(A).

Lema 2.21. Sejam o/ uma C*-dlgebra unital, . C </ um sistema de operadores e ¢ : ¥ — C

um funcional linear com @(1) =1, ||| = 1. Se a € .7 for um elemento normal de <, entdo

¢(a) € co(o(a)).
Demonstragdo. Suponha que @(a) ¢ co(o(a)). Assim, existem A > 0 e r > 0 tais que |@(a) —
A| > r, enquanto o espectro de a, 6 (a), satisfaz

ola)C {z:z—A| <7}

Mas c(a—A-1) C {z: |z < r} e como anorma e o raio espectral de elementos normais coinci-
dem, temos |la— A - 1|| < r, enquanto |@(a) —A| = |@(a—A - 1)| > r, 0 que é um absurdo, pois

|l@|| = 1. Segue o resultado. -

Definicao 2.22. Dizemos que uma aplicacido linear ¢ : .# — ./ entre espagos de operadores é

contrativa ou contrag¢do quando || @|| < 1.

*Vide [21, 1.2.7. Theorem (Beurling), p. 10].
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Proposicio 2.23. Sejam . um sistema operador, &/ uma C*-dlgebra unital e ¢ : . — o/ uma

contragdo unital. Nessas condig¢oes @ é positivo.

Demonstragdo. Através de [21, 1.3.6. Theorem (Gelfand Representation), p. 15], assuma sem
perda de generalidade que .« C B(H), para algum espaco de Hilbert H. Seja u € H com
||u|| = 1. Definindo f: . — C por f(a) = (¢(a)(u),u), temos que f(1) =1, || f|]| < ||@]|- Pelo
Lema 2.21, se a é positivo, entdo f(a) é positivo. Consequentemente, como u é qualquer, @ é

positivo. |

2.3 Aplicacoes completamente positivas

Neste capitulo estudaremos os mapas completamente positivos em sistemas de operadores
e desenvolveremos a teoria basica por trds destes mapas. De certa forma, estes mapas se com-
portam melhor que os mapas positivos e, muitos mapas positivos sdo completamente positivos.

Comecemos com a defini¢do a seguir.

Defini¢io 2.24. Sejam . um sistema de operadores e .« uma C*-dlgebra. Dado n € N, dizemos

que uma aplicagdo linear ¢ : . — &7 é n-positiva se a aplicacdo induzida

€ positiva. Além disso, dizemos que ¢ é completamente positiva se ¢ € n-positiva para todo

neN.

Observacao 2.25. Nio € dificil notar que se ¢ é uma aplicacdo completamente positiva, entao

para qualquer n € N temos que (p(") também € uma aplicagdo completamente positiva.

Observacio 2.26. Dado [T;;] € M,(B(H)), mostremos que

1/2

Il < | X 1mP

ij=1
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Basta notar que para todo u = (uy,...,u,) € H", é vilido que

2

7]l = | 57t 5 ot

J=1

= i <zn"Tk, ZTkj u;) > Zn: i (Thi(ui), Tej(u))

k=1 \i=1 =1 k=1i =1
n n n 2
< YY 1Tall il || T | []ws]| = Z (Z”TkiH ”“i”)
k=1ij=1 k=1
" n 1/ 1/2 " )
. (znmnz) zuuju e 3
k=1 \ \i=1 ij=1
1/2
n
< 3 In
ij=1

Observacgao 2.27. Sejam . um sistema de operadores e .7 uma C*-dlgebra. Se ¢ : .7 — .o/ for

uma aplicagdo linear continua, entdo a aplicagio @) : ML,(.#) — M,,(.«¢) também ¢ continua

o
1/2
o= o] < | L X el
. 1/2
<lel { LY [laj]>]  <nlolllAl.
i=1j=1
Logo, ()

Exemplo 2.28. Um x-homomorfismo 7 entre C*-dlgebras é completamente positivo, pois x

¢ também um *-homomorfismo, logo positivo pelo Exemplo 2.10.

Exemplo 2.29. Seja </ uma C*-dlgebra. Todo funcional linear positivo f : .o/ — C é com-
pletamente positivo. De fato, seja A = [a;;] € M,(</) positivo, entdo existe B € M, (<) tal

que A = B*B. Assim, para qualquer x = (xy,...,x,) € C" temos 0 < (Bx)"(Bx) € </, em que
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n n
Bx = Z bikxk] €

k=1 i=1

(F @) x),x) = <[f (aiy)] <x>7x> = ; izﬂau)xj

n n

= | X X Baijx; | = f(x"Ax) = £(x"B"Bx) = f((Bx)" (Bx)) > 0.

i=1j=1
Pela Proposicdo 2.11, segue que f é completamente positiva.

Ha também os casos em que podemos encontrar uma aplicagdo positiva em que nao é

completamente positiva, vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 2.30. Seja ¢ : M,(C) — M, (C) a aplicacio transposigdo, isto é, ¢(A) = AT. Tal
funcgdo € positiva pois ¢ (B*B) = (B*B)T =BT (BT> > 0. Considere as matrizes candnicas

Eyn En
Ei1,E12,E>,Ex de Mp(C). Note que a matriz E = ¢ autoadjunta e possui

Ey Ex
espectro igual a {0,2} e portanto € positiva em My(C) = M, (M(C)). Contudo

1 0 0 O
¢ (En) @(En) 0010
o@N(E) = =
¢©(Ex) @(Exn) 0100
00 01

nao € positiva, pois tem autovalores iguais a —1 e 1.

Exemplo 2.31. Sejam o7, # e € C*-dlgebras. Sese ¢ : of — B e y: B — € sio aplicagdes
completamente positivas, entdo Yo ¢ : &/ — € também é. Com efeito, para qualquer n € N

temos
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Exemplo 2.32. Sejam o/, % C*-élgebras e ¢ : o/ — 9B completamente positiva. Se b € A,
entdo Y : &/ — A definido por y(a) = b*¢(a)b também é completamente positiva, pois se
aij] € M,(7) for positiva tem-se que [@(a;;)] é positiva. Logo, [@(a;;)] = B*B, para algum
B € M,,(#). Dai,

b* 0 0 b 0 0
0 b* 0 0Ob --- 0
(0 (ay)] = (BL,)" (Bly) > 0.
—— . Lo :
B*B
0 0 b* 00 b
7 1

Proposicio 2.33. Sejam o/, 9 C*-dlgebras, .¥ C </ um sistema de operadores e ¢ : . — B

uma aplicagado linear. Para qualquer n > 1, temos:
(a) Se @ é limitada, entdo ") ¢ limitada e || @™ || < ||@"™|| para todo k < n.

(b) Se @) ¢ positiva, entdo @¥) ¢ positiva para todo k < n.

A 0O

Demonstragdo. (a) Para cada matriz A € M (<), denote A’ = € M, (7). Temos
0 0

que a aplicagdo A — A" é um *-homomorfismo injetivo. Portanto, ||A|| = HA'” Agora, dado

Wy | 2O ) (4" ®)
A € My(), temos que que ¢\ (A) = . Dessarte, |l (A")| = H(p (A)H
Logo, pela Observacao 2.27 (p(") ¢ limitada e, portanto,
le@@)| =|le™ @) < |lo®] 4= @] 141

Como A € M (.¥) é arbitrario, temos que H(p(k) H < H(p(”)

(b) Suponha que @) : M, (. ) — M,,(ZA) seja positivo. Assim, existe um espago de
Hilbert H de modo que podemos visualizar M, (%) por B (H"). Seja u = (uy,...,u;) € H*.
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Seja A € M (.) positivo. Pelo mesmo x— homomorfismo visto no item (a), segue A’ € positivo.

Como ¢ (A") € positivo, temos

<(p(k)(A)(u),u> - <<p<"> (4) (ul,...,uk,O...,O),(ul,...,uk,O...,O)> > 0.

Como isso vale para todo u € H-, segue que (p(k) € positivo. |

Proposicio 2.34. Sejam o/ e P C*-dlgebras unitais e .¥ C </ um sistema de operadores. Se
¢ : . — B for uma aplicagdo 2-positiva e unital, entdo @ é contrativa e ¢(a) ¢(a) < ¢ (a*a)

sempre que a,a*a € ..

1 a
Demonstragdo. Sejam ¢ : .Y — B 2-positiva e a € . com ||a|| < 1. Entdo é

a 1

positivo em M (%) pela Proposigdo 2.12(a). Como ¢ (a*) = ¢(a)* pela Proposi¢do 2.13 ¢ ¢

1 a 1 ¢a)
¢ 2-positiva, temos que (p(z) = ¢ positivo. Pela Proposicao

a1 oa)" 1

2.12(a) segue que ||@(a)|| < 1, ou seja, ||@|| < 1, e portanto ¢ é contrativa.

*

1 a 1 a 1 a
Além disso, se temos a,a*a € ., observe que = é
00 00 a® a‘a
I a 1 o(a)
positiva em My (%) e assim = ¢ = é positiva, e pela
a* a‘a @(a)* ¢ (a*a)
Proposi¢o 2.12 (b) temos que @(a)*@(a) < ¢ (a*a). |

Proposicao 2.35. Sejam of e B C*-dlgebras. Uma aplicacdo linear ¢ : o/ — 9B é n-positiva
se, e somente se,

n
Z yio (xixj)y; =0,
1j=1

M:

i

para todo x1,xy,...,xX, € & €y1,Y2,...,yn € B.

Demonstracdo. Suponha que @ seja n-positiva. Sejam xy,...,x, € & ey1,...,y, € A. A matriz

[x{x;] € M,(«) € positiva pela Proposi¢do 2.4, dai o™ ([x;“ij = [(p (xij)] € M, (£) é
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positivo. Segue da Proposi¢do 2.5 que

Y Y vie(xx))y;

1j=1

€ positivo em 4.
Suponha agora que Z Z Vi (xfx j) Yy;j seja positivo em %, para quaisquer x1,x2,...,X, €
i=1j=1
A € Y1,Y2,...,yn € B. Seja [a,-j] € M, (/) positivo. Pela Proposi¢ao 2.4 podemos escrever
n

[a,ﬂ = Z [c}sickj} em que ¢;; € o paratodoi,j € {l,...,n}. Logo,

$ % (@)= 3 zym(zczick,-)yj (£ S ot | o

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 k=1 \ i=1j=

Como isso vale para quaisquer yi,y2,...,y, € %, tem-se pela Proposi¢do 2.5 que [(p (aij)} €

M.,,(2) é positivo, ou seja, @) ([a,- ]D é positivo. Portanto ¢ é n-positivo.

Exemplo 2.36. Sejam 7 uma C*-dlgebra, H e K espacos de Hilbert, 7 : .o/ — B(H) um *-
homomorfismo e V : K — H uma aplicagio linear limitada. Entdo ¢ : &/ — B(XK) definido por
@(a) =V*7(a)V é completamente positivo. De fato, seja A = [a;;] positiva em M, (). Entdo
existe B = [b;;| € M,(«) tal que A = B*B, ou seja,

n
aij=Y biybkj, Vi, j=12,....n.
k=1

Note que

Para cada k= 1,2,...,n, a matriz

Po= |7 () 7 (by) | = 78" 7 (b))

tj
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em M, (B(H)) é positivo e pode ser visto por um operador de B (H"). Considere a soma direta
de n copiasde V,v:=V@--- @V : K" — H" definida por v (ki,....k,) = (V (k1),...,V (kn))
para todo (ki,...,k,) € X". E claro que v =V*@---®V* e que [V*n (bz;) 7 (by;) V] =V P.

Segue que v* P é positivo em B (X") pois
(VPv(u),u) = (Pe(v(u)),v(u)) >0,Vu € K"

Portanto go(") <[a,~ J}) € uma soma finita de matrizes positivas, logo positiva. Dessa forma

¢ € completamente positiva.

Defini¢do 2.37. Sejam .# um espacgo de operadores ¢ ./ uma C*-dlgebra. Uma aplicagido

< oo,

¢ : M — of édita completamente limitada se ||@||cp := sup H(p(”)
neN

Observacio 2.38. Seja . um sistema de operadores e &/ C B(H) uma C*-édlgebra, entdo dada
uma aplicagdo completamente positiva @ : .7 — 7 ¢ vilido que ||@(1)|| = ||@" (I)||. Com

efeito, para u € H" temos

- 1112

¢ (1) (ur)
u)I? < llo(1 \2ZH () I* = 119 (I full*.

IIM=

lo™ (D) (w)]* =

(1) (un)

") (1)[| < ||@(1)]]. Por outro lado, dado u € H com [ju]| = 1 e ||@(1)(u)| > |l@|| — €
temos ||<P J(1)(,0,...,0)[ = [@(1)&]| > [|@]| - &. Portanto, [@(1)[| = [l¢"(1)]|

Proposicio 2.39. Sejam . um sistema de operadores e </ uma C*-dlgebra. Uma aplica¢do

completamente positiva ¢ : ¥ — o/ é completamente limitada e |@(1)]| = ||@|| = ||®]|cb-

Demonstragdo. Veja que

le(Dl < llof <

Por outro lado, mostremos que [|@||c, < [[@(1)|. Com efeito, fixe n € N e considere

A = [a;j] € M,(.) tal que ||A|| < 1 e considere a matriz identidade I € M,,(.). Pela Pro-
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posicdo 2.12(a) a matriz P = b é positiva em M (M, (.7)) = M, (.#). Seja o
A" T

My, () — My, (4). Entao,

(1) ®(0) @ (an) ¢ (ain)

9(0) o(1)  ¢lan) - ¢(am) o (1) 9"(A)
o1 (P) = = >0

¢(an) - @(an) o) 9(0) o @) o ()
I (P(afn) ‘P(“;n) (P(()) (P(l) |

Pela Proposi¢do 2.12(c) temos ¢ (A) 0™ (4) < ||@"™(I)||@"™ (). Consequentemente,
[o || = o @rem@] < o] = loI2. Assim o

n natural, ou seja, || @||cb < ||@(1)]| como queriamos. [ |

< llo(1)]] para todo

Nas condi¢des do Exemplo 2.16 vemos que ¢ definida neste exemplo nido é comple-

tamente positiva, uma vez que é necessdrio termos ||@|| = ||@(1)]|, sendo que temos ||@|| =

2[le()]-

Proposicio 2.40. Sejam o/ uma C*-dlgebra e {Ei j} a base candnica de M,,(C). Uma apli-
cacdo @ : Ml,(C) — & é completamente positiva se, e somente se, [(p (Ei j)} € positiva em

M, (7). ’

Demonstracdo. Através de [21, 1.3.6. Theorem (Gelfand Representation), p.15], podemos as-
sumir sem perda de generalidade que &/ C B(H) para algum espago de Hilbert H{. Ainda,
através do isomorfismo visto na demonstra¢do do Lema 2.1, podemos identificar M, (B (%))
com B(H") e ver M,,(«7) como uma C*-subélgebra de B(H"). Suponha que ¢ : M[,(C) — o
seja completamente positiva. Mostremos que E = [E;;] € M, (M,(C)) = M, (C) € positiva

n2

e assim obtemos a positividade de ¢ (E) = [qo (E,j)] Temos que E = E* ¢ que E> = nE,
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donde obtemos que

(E(x) ) = - (E2(x).x) = -

n n

(E(x),E(x)) >0

para todo x € C"”. Tsso significa que E € positivo. Portanto [(p (Ei J)] - € M, (<) é positivo
ij

como queriamos. Reciprocamente, sejam k € N, By,By,...,B;, € M,,(C) e uy,u,...,u; € H.
n

Escreva para cada [ € {1,2,...,k}, B; = [by,] , e note que Bi B; = Z bysi- by jEg. Defina
s,t,r=1
k
0 vetor vy, = Z by, juj € H. Denotando u = (uy,uz,...,uy), obtemos
=1

([o:8)] ) = X (o (88 t)) = il<<p Y. broi-bi <u,.>,u,.>

i,j=1

. Il
\.ﬁMS
—~
1=
S
3
S
1~
S
.
&
—
\‘E
o
=
-~
Il
1=
_/\
aS)
1=
S
Z,
o
Py
S
ol
I~
S
2
=
~

em que v, = (Viy,...,vy) € H". Finalmente, dada uma matriz B € M (MH(C)) positiva, es-
creva B como uma soma de matrizes da forma [BfB j} i.{j: 1 tal como vimos na Proposicao 2.33,
e obtemos <(p(k) (B)(u), u> > 0, ou seja, %) ¢ positiva. Como k € N é qualquer, segue que @ &

completamente positiva. u

Exemplo 2.41. Sejam a;,ay,...,a, € o/. Defina ¢ : M,,(C) — <7 de modo que ¢ (Eij) =a;a;.
Entio segue do resultado anterior que ¢ é completamente positiva, pois [(p (E; j)} = [aja;] >0

pela Proposi¢ao 2.4.

2.4 Aplicacoes positivas entre algebras e algebras comutativas

Nesta secdo demonstraremos que para que uma aplicacdo positiva @ : &/ — £ seja com-
pletamente positiva é suficiente que <7 seja comutativa e unital ou que % seja comutativa.

Sabemos que se uma C*-dlgebra é comutativa entio é C*-isomorfa a Cy(X)> em que X é um

> Espago das fungdes continuas f : X — C que se anulam no infinito, ou seja, dado € > 0, temos que {x € X :
| f(x)] > €} é compacto.
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espaco topoldgico localmente compacto e Hausdorff, vide [21, 2.1.10. Theorem (Gelfand), p.
41]. Quando a dlgebra em questdo tem unidade, X é compacto e entdo a dlgebra é C*-isomorfa
aC(X)=Cy(X).

Comecamos pelo caso mais simples em que a dlgebra do contradominio é comutativa.

Proposiciao 2.42. Sejam of , % C*-dlgebras. Se % é comutativa, entdo qualquer aplica¢do

positiva ¢ : of — B é completamente positiva.

Demonstracdo. Sejam X um espaco topolégico localmente compacto e Hausdorff tal que 2 =

Co(X) en € N. Tome x1,x2,...,X, € & € y1,y2,...,yn € AB. Para qualquer ¢t € X temos

n n

o (3D 1)) ()

1

_.
~.
I
—_
~

Portanto, Z Z Vi x X ] yj € positivo e pela Proposi¢do 2.35, ¢ € n-positiva. Como n € N €
arbitrério,l sééue que @ € completamente positiva. [

Queremos mostrar que uma aplicagio positiva, entre C*-dlgebras, é completamente posi-
tiva se a dlgebra do dominio é comutativa e unital. Para isso precisamos de alguns resultados
auxiliares.

Sejaé =C (X , M, (C)) em que X € um espago topolégico compacto Hausdorff X. Para
F € € e x € X escrevemos F(x) = [f;;(x)] € M,,(C). Note que ¢ tem estrutura *-algébrica
se munido com as operagdes (F -G)(x) = F(x)G(x), (F +G)(x) = F(x) + G(x) e F*(x) =
[m} 0 (F(x))",x€ X. Paracada i,j € {1,2...,n} temos f;; € C(X) e tomando x,y € X

quaisquer tem-se

i) = £ )| < || Lia0) = )] | = 17 )= F O
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Note que % tem unidade 14 : X — M,,(C), em que 14 (x) = I, para todo x € X. Portanto,
se H € ¢ for invertivel, entdo existe G € ¢ tal que HG = GH = 1, ou seja, H(x)G(x) =

G(x)H(x) = I, para todo x € X e H(x) é uma matriz invertivel para todo x € X.
Lema 2.43. Seja F € €, entdo F (x) invertivel para todo x € X se, e somente se, F ¢ invertivel.

Demonstragcdo. De fato, suponha que F € ¢ e que F(x) seja invertivel para todo x € X. Por
[21, 1.2.3. Theorem, p. 7] temos que a aplicagdo inv : GL, ((C)6—> M, (C), A — A~ é continua
ja que a dlgebra M, (C) é de Banach e unital. Logo, a aplica¢do composi¢cdo G = invoF,
x> (F(x))™!, é continua ji que F também é continua. Note que (F - G)(x) = F(x)G(x) =
F(x)(F(x))™! =1, = 1¢(x) para todo x € X. Entdo FG = l. Analogamente, temos GF = 1.
Assim, F € invertivel. Reciprocamente, suponha que F seja continua e invertivel. Logo, existe
G € ¥ de modo que FG = GF = l4. Entdo F(x)G(x) = G(x)F(x) = I, para todo x € X.

Portanto F(x) € invertivel para todo x € X. [

Lema 2.44. ¢ = C (X,M,,(C)) é uma C*-dlgebra com norma definida por ||F || = sup{||F (x)]| :
x € X}, e é C-isomorfa a M, (C(X)).

Demonstra¢do. Mostremos primeiramente que || - || € norma. Como X é compacto segue que
|F|| < o. E imediato que ||F|| >0 e, F =0 se, e somente se, |F| =0. Se A € C entio
|(AF)(x)|| = |A]||F(x)]| < |A]||F]| para todo x € X e temos ||AF|| < |A|||F||. Por outro lado,
|\F| = H%(AF)H < ﬁ”lF“ para A # 0, e portanto |A|[|F|| < ||AF||. Assim, [|AF|| = [A][|F|.
Para A =0 aigualdade anterior é imediata. Note que se F,G € € entdo ||(F+G)(x)|| = ||F (x) +
GO < IF |+ IGE) < IF]+ |Gl paratodo x € X. Assim, [[F +G]| < |[F]| + |G| Entao
|| -] é norma sobre %

Veja que, ||F*||= sup{H(F(x))*H IXE X} =sup{||F(x)|| :x€ X} =||F||. Ademais, para
cada x € X, temos [|(FG)(x)[| = [|[F(x)GW)[| < [[FO) G| < IFIIIG], ou seja, [[FGI| <

|F||||G]|. Assim, provamos que % é uma *-algebra normada.
Mostremos que ¢ é uma x-dlgebra de Banach. Seja (Fy);_, uma sequéncia de Cauchy

em % e € > 0. Entdo, existe N € N tal que para todo m,k > N tem-se ||F; — F,,|| < €. Em outras

palavras, ||Fi(x) — Fy(x)|| < € para cada x € X. Logo, a sequéncia (F(x)),_, é de Cauchy e

convergente para um F(x) € M, (C), uma vez que M, (C) é completo. Mostremos, entdo, que

®Espago das matrizes invertiveis de M, (C).
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(Fi)y., converge uniformemente para a fun¢do F : X — M,(C). Com efeito, fixe x € X. Existe
um mg € N tal que se m > my, entdo ||F,(x) — F(x)|| < €. Sejam k > N e m > max {mo,N}.
Entao,

| Fi(x) = F(x) || < || Fe(x) = Bn(x) || + || Fn(x) = F (x)]| < 2e.

Dessarte, ||F;, — F || = sup { || Fie(x) = F(x)||5x € X} < 2¢e paratodo k > N e a sequéncia (Fy),_,

converge uniformemente para F'. Vemos que F € continua, pois

1F () = FO)| < [|[F() = Fv@) ||+ [|Fv () = Ev ) || + [|Ev () = F )|
<2 Fy = Fl + || Fv(x) = v ) ]
para quaisquer x,y € X. Dali, fixado x € X existe um aberto U de X tal que se y € U temos

|| Fiv(x) = Fn(y) || < € pois Fy é continua. Portanto se y € U temos ||F (x) — F(y)|| < 3e. Segue

que F € ¥. Portanto, % € Banach. Assim % é uma x-dlgebra de Banach. Ademais, como

|F*F|| :sup{H(F*F) (x) ;xEX} :sup{HF*(x)F(x)H;xEX} —
= sup{ IF()|%x € X | = (sup{|IF () |:x € X})? = | FII%,

segue que (%, || - ||) é uma C*-dlgebra.

Por fim, observamos que a aplicacio

T:C(X,My(C)) — M,(C(X))

F =[]
é um *-isomorfismo, e, portanto, ¢ e M, (C(X)) sdo C*-isomorfos. [

Lema 2.45. Seja X um espago topolégico compacto Hausdorff. Um elemento F € C(X,M,,(C))

é positivo se, e somente se, F(x) é um elemento positivo de Ml,,(C) para todo x € X.

Demonstragdo. Seja F € C (X, M,(C)) um elemento positivo. Assim, F = G*G para algum
G € C(X,M,(C)). Note que para todo x € X, temos F(x) = G*(x)G(x) = (G(x))*G(x) > O,
portanto, F(x) é positivo em M, (C).

Suponha agora que F'(x) € positivo em M, (C) para todo x € X. Note que F é autoadjunto,

pois F*(x) = (F(x))" = F(x) para todo x € X. Mostremos que o espectro de F estd contido na
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unido dos espectros de F(x) e, portanto, F € positivo. Se A € o(F), entdo F — A1y é ndo
invertivel. Segue do Lema 2.43 que existe um x € X de modo que F(x) — Al, é ndo inversivel,

ouseja, A € o(F(x)) C R;. [

Tratamos a seguir o caso em que o dominio de uma aplicagéo positiva ¢ seja uma C*-
algebra unital e abeliana que, neste caso, pode ser identificada a C(X), em que X é um espaco

topolégico compacto Hausdorff.

Teorema 2.46. Sejam X espaco topolégico compacto Hausdorff e </ uma C*-dlgebra. Se

¢ : C(X) — o é positiva, entdo ¢ é completamente positiva.

Demonstrag¢do. Seja n um ndimero natural. Tome F € M,(C(X)) talque F = f-Rem que f €
C(X) e R = [Ri;] € M,(C). Note que ¢! (F) = ') ([fRij]> = [‘P (fRij)} = [p(f)R;j] =
@(f)R. Supondo R positivo, escreva R = M*M em que M = [a;;] € M,(C). Supondo f >0
entdo @(f) >0 e podemos denotar @(f) = b*b € o7 . Observe que @) (F) € M,,(7) é positivo,
pois
0" (F) = ()R =1b"b [a] aij] = [Z b ”“kl"’w]
k=1 ij

“ *

Z @b") (ab) | = |ajib"] aijb] = [aib]" |aijb] = 0.

k=1 i

Agora, sejam € > 0e T € M, (C(X)) = C (X,M,(C)) positivo. Como ¢ € positiva, entdo
pela Proposicao 2.14 ¢ é continua. Segue dai que (p(”) € continua pela Observagdo 2.27. Assim,
existe um & > 0 tal que se |7 — S|| < 8, entdo H(p(")(T) — o (S)H < €. Como T € continua
entdo para cada x € X, existe uma vizinhanca aberta V, de x tal que para todo y € V, temos
0

IT(x)—T )| < 5 Pela compacidade de X podemos considerar {V;, }ki uma cobertura finita

para X. Note que se y,z € Vy, entdo ||T(y) — T (z)|| < . Tome { p,} _; uma parti¢do da unidade

subordinada a {in}le, ou seja, p; : X — [0,1] C R é continua, p; =0em X —V,. e Zp,- =1
i=1
em X, o leitor pode verificar em [20, Theorem 36.1, p. 225] a existéncia de particdo da unidade
k
para este caso.’ Denote G = Y piT (xi) € M,,(C(X)). Note que p;(x) > 0 implica x € Vy,, em
i=1

"No livro o teorema em questdo trata para espagos normais, porém um espaco compacto Hausdorff sempre é
normal. Dessarte, aplica-se o teorema.
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que ||T(x) = T (x;)|| < 8. Logo,

IT(x) = G(x)|| =

k k
U@;mw—;m@TW)

D1~
3

<Y ) |[T@) ~T ()| < 5.

1

~.

para todo x € X. Portanto, ||T — G|| < 9, dai temos H(p(")(T) - (p(”)(G)H < &. Note que
k

0" (G Z @ (p))T (x;)) > 0. Assim, ¢")(T) é limite de uma sequéncia de elementos po-

i=1
sitivos em M,(.<), e como o conjunto dos elementos positivos de uma C*-dlgebra é fechado,
segue que @ )(T) € positivo. Ja que n foi tomado de forma arbitraria entdo ¢ é completamente

positivo. [



3 TEOREMAS DE EXTENSAO 45

3 Teoremas de Extensao

3.1 Teorema de extensao de Krein

Considere {ej,e;...,e,} a base candnica de C" e A = [a,5] € M,(C). Entdo, para cada

i,j€{l1,2,...,n} temos que

<[ars] (ej),e,-> = <(a1j,...,anj) ,e,-> =ajj

Considere um sistema de operadores . e uma aplicagio linear ¢ : . — M],(C). Para
cada a € ./, denote ¢@(a);; como sendo a i j-ésima entrada da matriz complexa ¢(a) e defina a

aplicacdo s¢ : Ml,(#) — C definida por

(a,j ) anzn:(p (ai), G.1.1)

i=1j=1

Pela linearidade de ¢ temos que sy € linear. Seja e = (e1,e,...,e,) € C". Usando a

identificagdo dada pelo isomorfismo M, (M, (C)) = M, (C), notamos que

n
n

<<P("> ([%‘j]) (e)a€> = < [‘P (aij)] (e)a€> = zn: Z <<P an) (ex),er) = Xn: Zn: @ (arr) g

r=1k=1 r=lk=1

Temos, portanto, que S¢ <[a,-j}> = <(p(”) ([a,ﬂ) (e),e>. A aplicagio G : B (.7, M,(C))®—
B (M, (), C), definida por G(@) = s, é linear, pois para A € C e [a;;] € M,(.) quaisquer,

tem-se
G(@+ 2y, =spsay ([as]) = <<fp+zw><"> ([as]) <e>,e>
—([to+ 2w )] @) = ([o@)] (ehe)+2 [w(a)] 1)
G

:s(p<[a,~j]> +7st([aij]> = [a,,]“‘lG(W) [aij]

0y

Observacdo 3.1. Sejam s : M,,(.#) — C linear e aE;; matriz com a na ij-ésima entrada da

matriz e 0 nas entradas restantes. Defina aplicagdo ¢s : . — M, (C) por ¢;(a) = [s (aE; j)ij} .

813(V, W) denota o espago dos operadores lineares continuos entre os espacos normados V e W.
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E claro que @, € linear. Mostremos que as aplicacoes

G: B(SM,(C)) — B(My(),C)

o — So

F: B(M,(%),C) — B(7 M,(C))
s —= @

sdo inversas entre si. Com efeito, veja que

(FoG)(9) =F(G(9)) =F (sp) = ¢s,

e pela defini¢do dada para s, segue que

s, (@)ij = 59 (aEij) = @(a)ij,

e, portanto (F o G)(¢@) = ¢. Além disso, observe que

€ como

Dai, temos que (Go F)(s) = 5. Portanto, temos que os espagos normados B (., M,,(C))
e B (M,(.#),C) sdo isomorfos.

Lema 3.2. Sejam . um sistema de operadores em uma C*-dlgebra <7, ¢ : . — M,,(C) uma
aplicagdo linear e s : M,(/) — C definida em (3.1.1). As seguintes afirmagoes sdo equiva-

lentes

(a) @ é completamente positiva;

(b) @ é n-positiva;
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(¢) s¢ € positiva.

Demonstragdo. Segue diretamente da definicdo de aplicagdo completamente positiva que (a)
implica (b).

Agora, assumindo (b), tome [a;;] € M,(.) positivo. Por hipétese, (p(")([a,-j]) >0e,
identificando M,(M,(C)) = M»(C), temos s¢ ([aijD = <(p(”) ([aijD (e),e> > 0 pela Pro-
posicdo 2.11. Logo, (b) implica (c).

Verifiquemos, por fim, que (c) implica (a). Suponha que s¢ : M,(#) — C positiva. Pelo
Teorema 2.18 podemos estender tal aplicag@o para s : M,(<7) — C positiva. Pela Observacéo
3.1, temos que B (o7 ,M,,(C)) e B (M,,(«7),C) sdo isomorfos. Seja y : o7 — M, (C) associado

a s, ou seja, ¥ = ;. Note que v estende ¢ linearmente, pois qualquer que seja a € ., temos
I;/s(a)ij =S (aEij) =S¢ (ClEl'j) = (p(a)ij.

Mostremos que ¥ € completamente positiva. Com efeito, dado m € N, devemos provar
que y™) M,y () — M, (M, (C)) € positivo. Pela Proposi¢do 2.4 e por linearidade ¢ sufici-
ente mostrar que l,t/(m)([a:-‘aj]) > 0 para quaisquer ay,...,a, € /. Sejax = (x,...,x,) € C",

n

em que x; = Z Ajker € C". Note que
k=1

ji v (dja)) x; X
<w(m) ([a;.kaj]) (x),x> = <[w(a}"aj)] (x),x> = < : o >
Y v (ana))x; X

<l//(a;-kaj) (xj),x,-> = i i 7ij2,ﬂ<l//(afaj) (ek),el>

o
= 7
N
.
z
I
LA
<
I
LA

Il
:MS

ljk/1_ﬂ<ll/s (a;aj) (ex), e

=
=
I
_
=~
<
Il
—_

I
M=
M§

~
JN
I
—_
~
~
I
—_
~
\.N
I
—_
-

ljkl_,-lllls (a}"aj)lk = Z Z /ljkﬂr_ils (aiajEx)
=
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M=

n - m n -
Y Ajkdqa; ajElk> =Y s|daia; Y AuhiEn

1i=1 ij=1 ki=1

m
5
ij=1 \k

Paracadai=1,2,...,n,denote por A; a matrizem M,,(C) com primeira linha (4;1,...,A;,)

e as demais entradas iguais a zero. Entdo,

A;'kAj = [ llljk} Z, z‘,ll_il)'jkElk

e, tomando uma matriz B = [b;;] € M[,(C), b € </ e convencionando bB = [b;;b| € M, (<),

temos

m m

<w<m>([aja,])(x),x>:fzs aadiA) =Y Y s(aiA;-ajA,

i=1j=1 i=1j=1

Ms

m m * m
ZaA ajAj | =s (ZaiAi> ZajAj > 0.
i=1 j=1

J=1

ey

Segue que Y é completamente positivo e, como ¥ estende @, temos que ¢ é uma aplicacio

completamente positiva. |

Teorema 3.3 (Krein). Sejam </ uma C*-dlgebra e . C </ um sistema de operadores. Se
¢ : . — M,,(C) for uma aplicacdo completamente positiva, entdo existe um aplicacdo com-

pletamente positiva v : o7 — M, (C) que estende ¢ tal que ||y|| = || @]

Demonstragdo. Como ¢ : . — M,(C) é completamente positivo, entdo s¢ : M,(*) — C é
positivo pelo Lema 3.2. Pelo Teorema 2.18, s, admite uma extensdo positiva s : M, («/) — C.
Entdo s possui uma correspondente y = y; : &7 — M, (C) via isomorfismo visto na Observagao

3.1. Vemos na prova do Lema 3.2 que y estende ¢ e que ¥ é completamente positivo. Pela

Proposicdo 2.39 segue que [|@|| = [lo(1)]| = [y (1)]| = [lw]. =

Exemplo 3.4. Sejam .7 uma C*-ilgebra unital. E claro que span{1} C . é uma C*-subalgebra.
Defina ¢ : span{1} — M, (C) por A1~ AI,, A € C. Pela Proposi¢ao 2.46 e [21, 1.3.6. Theorem

(Gelfand Representation), p. 15] temos que ¢ é completamente positiva. Pelo Teorema 3.3
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temos que existe uma extensdo completamente positiva de ¢ para /. Consequentemente, o
conjunto P, das aplica¢des completamente positivas ¢ : .7 — M, (C) tais que ¢(1) = I, de uma

C*-dlgebra nunca € vazio.

3.2 A Topologia BW

Sejam 2" e % espacos de Banach. Fixe x € 2" ey € . Considere a aplicacdo x®y :
B(2,2") — C definida por x® y(L) = L(x)(y), para todo L € B (2", %"). Mostremos que
x®y € linear. De fato, sejam L,G € B (%, 67/') e A € C. Entdo

x@y(L+AG) = (L+AG)(x)(y) = (L(x) + AG(x))(¥)

= L(x)(y) +AG(x)(y) = x®y(L) + Ax®y(G),

segue que x ®y € um funcional linear. Temos também que x ® y € limitado, pois

@YD) = [ILC) W< LMyl < [

ou seja, |[x®@y|| < ||x|||ly]|- Mostremos que |[x®y|| = ||x||||y||. Com efeito, se x € Z ouy € ¥
é nulo, é imediato. Agora, caso x € 2 e € % ndo sejam nulos, existem f € 2, g € # tais
que |f(x)| = ||x[| e [g(¥)| = |ly|| e [|£Il = ||g|| = 1, vide [6, Coroldrio 3.1.4, p. 60]. Seja Ly, :
X — %' definida por Ly 4(z) = f(z)g. Observe que Ly, € B(Z",%"), pois pela linearidade

de f segue que Ly, € linear e

ILre@)| = 1£@)gll = 1f@llgl = £ < Izl = lz])-

Lyg|| < Tetemos [x@y(Lyg)| = Lyg(x) )] = [(f(x)8) )| = |f(x)g ()] = [l ]1y]-

Portanto, ||[x®y|| = [|x|||ly]|, como desejamos.

Ademais,

Sejam x1,x, € 2,y € %, A € C. Entdo, (x] +Axp) ®y =x; @ y+ A (x2 ®Yy). De fato,
para todo L € B (%,Z”'), temos

(x1 +Ax2) @y(L) = L(x1 4+ Ax2) (y) = (L(x1) +AL(x2)) ()

= L(x1) (y) +AL(x2) (y) = x1 @y(L) + A (2 @) (L)



3.2 A Topologia BW 50

Do mesmo modo temos x® (y; +Ay2) =x®y; + A (x®y;). Considere o conjunto

Z =span{x®y:x € %,ye@/}cB(%,@’)'.

Temos que vale o seguinte resultado:
Lema 3.5. B (% Y /) é isometricamente isomorfo a 2.

Demonstragdo. Dado L € B (2 ,%") podemos definir a aplicagdo Fy : £ = span{x® y;x €
2,y € %} — C da seguinte forma

n
FL (in®)’i> ZL xi) (i) sz®y,

i=1

E claro que Fy € linear. Além disso, Fy, € limitada, pois

Fr (Zn:xi@)yi) ‘ <ixi®)’i> (L)| <
i=1 i=1

ou seja, ||FL| <|IL||. Agora, dados x € 2" ey € %, temos que ||L(x)(y)|| = ||FL(x®y)| <

n
Z xl®yl

i=1

@il IL1l,

[FL{ eyl = [ELl[l[y[l. Assim, [[LCx)]| < [[F] [lx]]. Por conseguinte, [[L]| < [[FL]|. Logo,
IL|| = ||Fz||. Podemos estender Fy, para F; € 2’ de forma que HEH = ||F||. E claro que
Fyam = FiL + AFy, quaisquer que sejam L,M € B (2 ,%") e A € C. Portanto, por continui-

dade e densidade de #" em 2 temos que Fy ,jy = Fi + AFy. Com isso em maos, podemos
definir a aplicagdo linear
F:B(%,@')—u@f’

L Fp.

Primeiramente, temos que F é isométrica, pois ||F(L)| = HI;:LH = ||Fz|| = ||L||. Para finalizar
mostremos que F é sobrejetiva. Com efeito, seja f € 2. Para cadax € .2, considere f, : % —
C tal que fi(y) = f(x®y). Note que f, € Z’, pois f, é linear uma vez que fi(y; +Ay;) =
Fa@ (1 +An)) =f(x@y+Ax®y2) = f(x®@y1) + Af(x®@y2) = fely1) +Afc(2) e fi €

limitada pois

L) = eyl < IAlx@yl = 1Ay (3.2.1)
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Seja L: 2 — %' dada por L(x) = f,. Temos que L ¢ linear, pois

L(x1+Ax2) (¥) = fr, 420 (0) = f (1 +Ax2) ®y) = f(x1 @) + A f (2 @)
= fo (") + A fe, () = L(x1) () + AL (x2) (¥),

seja qual fory € %. Observe que L é continua, pois ||L(x)|| = || fe|l < || f|l||x|| por (3.2.1). Assim
LeB(Z,2") e|lL|| <|f]|. Observe que

F(L)(x®y) = FL(x®y) = L(x)(y) = £(y) = f(x®Y).

Como F(L) e f sdo aplicagdes lineares, entdo também sdo iguais em .. Por continuidade e
densidade de J#" em 2, segue que F (L) = f. Assim F ¢é sobrejetiva. Portanto, F é o isomor-

fismo isométrico que desejamos. |

Defini¢cao 3.6. Munimos B (35 ! ) com a topologia BW, ou seja, com a topologia fraca-x
de 2. Dessa forma, enfatizamos que uma rede (L), converge para L em B (2 ,%") na

topologia BW se, e somente se, arede (F (L)), converge para F(L) em 2", «-fracamente.

Proposicdo 3.7. Seja (Ly), rede em B (2 ,%") limitada. Entdo Ly — L em B (% ,%") na

topologia BW se, e somente se, Ly (x) — L(x) em %, x-fracamente, para todo x € Z".

Demonstra¢do. Suponha que Ly — L na topologia BW, ou seja, F (L) ) — F (L) x-fracamente.
Sexe Z,ye¥,entio F (L) (x®y) — F(L)(x®y), ou seja, L, (x)(y) — L(x)(y) e por-
tanto L (x) — L(x) *-fracamente em %, para todo x € 2.

Reciprocamente, suponha que Lj (x)(y) — L(x)(y) para todo x € 2", y € %, ou seja,
F(Ly)(x®y) — F(L)(x®y). Por conseguinte, dado g € %, tem-se que F (L)) (q) —
F(L)(q). Seja e > 0. Como arede (Ly ), ¢ limitada, vide [6, Proposicdo 6.3.3, p. 153], entdo
existe um nimero real a > 0 tal que ||F(Ly)|| < a, para todo A. Sejaz € Z e tome g € &

tal que |z —¢l < 3 . Note que existe um A tal que, para todo A > A, tem-se

€
(a+[[F))
|F(Ly)(q)—F(L)(q)| < 3 Portanto, F (L, ) (z) converge para F(L)(z), pois para todo A > Ag
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tem-se que

|[F(La) (2) = F(L)(2)| = |F (La) () = F (L2) (q) + F (Ly) (q) = F(L)(q) + F(L)(q) = F(L)(2)|
SF (L) @=q)|+[F (L) (q) = F(L)(g)| +[F (L) (g —2)]

E
<NE@LIlz=gll+ 5+ 1F L)l —<]

<IFE)lI5

S € £
@r @ T3 WIS )<

(a+[|F L]

3.3 Operadores trace-class e Topologia BW

Como ferramenta, a teoria dos operadores trace-class € necessdria para obtermos alguns
resultados importantes. O leitor encontra no Apéndice um desenvolvimento completo sobre

esse contetido para os fins desse trabalho.

Observacao 3.8. Se dois espacos de Banach ¢ e 2 forem isometricamente isomorfos por
uma aplica¢do [ : % — %, entdo B(Z, %) e B(Z , %) sdo isometricamente isomorfos pela
aplicagdo E : B(Z',%') — B(Z", %), dada por E(T) = foT. Com efeito, E ¢ linear e sobre-
jetiva, pois f € invertivel. Como [|E(T)|| = [|f o T|| < IFIITIl = T[]l e [T (x)[| = [lA(T ()]l <
|foT||||x|| para todo x € 2, segue que ||T|| < ||foT||, e E é isométrica.

Sejam JH um espacgo de Hilbert e B o espaco dos operadores trace-classe de J{. Fazendo
uso da Observagio 3.8 e através do Teorema 5.23, temos que a aplicagdo p : B(H) — B
dada por B € B(H) — p(B) = Ep : B — C é definida por Eg(T) = tr(BT) = tr(TB), é um
isomorfismo isométrico, em que tr(7) = i (T (ey),en) e, sem perda de generalidade, {e, },_,
¢ base ortonormal de H (a boa defini¢do ’élzltr fica claro no Apéndice). Assim, B(Z",B(H)) e

B (3&” , 3'1) sdo isometricamente isomorfos pela aplicacio

E: B(Z,B(H) — B(Z,B)) .

T —> poT.

Definiciio 3.9. Diremos que uma rede (Ly ), C B(Z",B(H)) converge para um operador L na
topologia BW se a rede E(L, ) converge para E(L) em B (2", B') na topologia BW.
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(o)
escreva v = Z (v,e,) e,
n=1

O Teorema 5.20(a) no Apéndice afirma que B; é ideal de B(H). Mais que isso, através da

Observacdo 3.10. Dada uma base ortonormal qualquer {e,}, |,

aplicagdo tr obtemos, para u,v € H, (T (u),v). De fato,

(o]

TRuv = Z TRuv en > Z<T €n,V n>
€n,V

S
—_

n

=1
(), en) =Y (T (u),(v,en)en)

n=1

i (vien) e > (T(u),v).

(o]

Y

S
—_

Proposicao 3.11. Sejam 2 espaco de Banach e (Ly); uma rede limitada em B(Z ,B(FH)).
Entdo, Ly —s Lem B(2",B(H)) na topologia BW se, e somente se, (Ly (x)(u),v) — (L(x)(u),v),

para quaisquer x € Z e u,v € H.

Demonstragdo. Suponha que L, — L na topologia BW. Assim, E (L; ) — E(L)em B (2", B))
na topologia BW, em que E estd definido em (3.3.1). Pela Proposi¢ao 3.7 temos, para qualquer
x € Z, que E(Ly)(x) — E(L)(x) *-fracamente. Logo, (E(Ly) (x)(T)), — E(L)(x)(T),

para todo x € 2 e paratodo T € Bj. Observe que

E (L) (0)(T) = po Ly (0)(T) = (p (Lo () ) (T) = Ep, (o (T)

=tr (Ly(0)T).

Analogamente, E(L)(x)(T) = tr(L(x)T). Considere o operador R,,, € B. Sabemos, pela
Observagdo 3.10, que tr (BR,,,) = (B(u),v) para todo B € B(H). Segue que (L, (x)(u),v) —
(L(x)(u),v), para quaisquer x € 2" e u,v € H.

Reciprocamente, suponha que (Lj (x)(u),v) — (L(x)(u),v), para quaisquer x € 2" e
u,v € H. Mostremos que Ly — L, em B(Z,B(H)), na topologia BW, isto é, mostre-
mos que E (L) — E(L) em B (27, B} ), na topologia BW. Com efeito, usando a Proposi¢éo
3.11, temos, para todo x € 27, que a rede (E (L, ) (x)); converge *-fracamente para E(L)(x)
em Bj. Como estamos supondo que (L; (x)(u),v) — (L(x)(u),v), para quaisquer x € 2" e

u,v € ¥, segue que E (L) (x) (Ryy) — E(L)(x) (Ru,). Consequentemente, E(Ly ) (x)(F) —

Vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119].
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E(L)(x)(F) para todo F € By, uma vez que todo operador de posto finito é uma combinagdo
linear finita de elementos da forma R, ,. Ademais, Bgy ¢ denso em B; na norma || - ||;, vide
Teorema 5.20(d). Sejam T € B e F € B arbitrariamente préximo de 7. Usando o Teorema

5.20(e) na dltima desigualdade abaixo, temos que

[E(Ly)(0)(T) = E(L)(x)(T)] < |E (Lp) (x)(T = F)| +|E (Ly) (%) (F) — E(L) (x) (F)]
+IEL)(X)(F =T)|
= |tr (La()(T = F)) | +|E (Lp) (x)(F) — E(L) (x)(F)| + | te(L(x)(T — F))]

S ILAMIT = Flls + [E (L) () (F) = E(L) () (F) [+ [LOT = Fll1

Como arede (L)), é limitada, entdo arede (E(Ly )(x)(T)); converge para E(Ly )(x)(T).
[

3.4 Teorema da extensao de Arveson

Definicdo 3.12. Sejam .« uma C*-dlgebra, . C & um sistema de operadores e H um espaco
de Hilbert. Fixado um ndmero real r > 0, definimos CP,(.#,H) como sendo o subconjunto

formado pelas aplicacoes completamente positivas de
B (S, H) ={L € B(S,B(H)) : |[Ll| < r}.

Observacao 3.13. Pela Proposi¢do 2.39, segue que o conjunto das aplicagdes completamente

positivas de .7 para B(H) esta contido em B(.7, B(H)).

Observacio 3.14. Lembre que se 2~ é um espaco normado entdo a bola unitdria de 2" é com-
pacto com topologia fraca-*, vide [6, Teorema 6.2.9. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki),

p. 155]. Por conseguinte, B, (.7, H) é compacto na topologia BW de B(., B(H)).
Lema 3.15. Sejam </ uma C*-dlgebra e .¥ C o/ um sistema de operadores. Se . é fechado

em <f, entdo CP.(.7 ,H) é compacto na topologia BW.

Demonstracdo. Vejamos trés fatos antes de verificar o lema.
Primeiro, sejam J um espago de Hilbert, x € I, (x; ), uma rede tal que (x;,y) — (x,y)

para todo y € H e r > 0 tal que ||x, || < r. Entdo, ||x|| < r. De fato, se x = 0 é imediato. Por
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outro lado, se x # 0, tome y = — e suponha que ||x|| > r. Assim, tomando € = ||x|| — r, existe

um Ay tal que, para A > Ay, temos

ell = e, )] = 1069 = [, )| < [ y) = ey} < e =l — 7.

Portanto, r < (x,y) < |[xa ] ||lyl]| = x|, um absurdo.

Segundo, sejam (L, ); umarede em B(.7, B(H)) e L € B(.,B(H)). Se existir r > 0 tal
que ||y || < re(Ly(a)(x),y) — (L(a)(x),y) paratodo a € .# e para quaisquer x,y € H, entdo
|IL|| < r. De fato, suponha que ||L|| > r. Entéo existe a € . com ||a|| = 1 tal que ||L(a)|| > r.
Pela mesma razdo, existe x € H com |[[x|| = 1 tal que ||L(a)(x)|| > r. Note que para todo A
temos que ||Ly (a)(x)|| < [|Ly|| < r, 0 que é um absurdo pelo que vemos no pardgrafo acima.

Terceiro, sejam (L, ), C B(.7,B(H)) umarede e L € B(., B(H)). Se [a;j| € M, ()

e (L (a)(x),y) — (L(a)(x),y) para todo a € .7 e para quaisquer x,y € H, entdo devemos
obter < [L)b (aij)] (u),v> — < [L (aij)] (u),v>, para quaisquer u,v € H". Basta ver que

<[Lx (aij)] (u)7V> =) <L7L (ai)) (“J‘>7Vf>

Z " (o) ) = (L ) ).

Finalmente, mostremos que CP,(.”, ) é fechado em B,(.,H) na topologia BW para

l
—

obter o resultado, uma vez que CP.(.*,H) C B,(.,H) e B,(.,H) é compacto nesta to-
pologia pela Observacdo 3.14. Considere uma rede (L), em CP.(., () convergente a L €
B(S,B(H)) na topologia BW. Como .7 é fechado em <7, entdo é um espago Banach e pode-
mos usar a Proposi¢do 3.11, pois a rede (L; ), € limitada. Dai, (L, (a)(x),y) — (L(a)(x),y)
paratodo a € . e para quaisquer x,y € H. Pelo que argumentamos no segundo paragrafo, segue
que ||L|| < r. Resta provar que L é completamente positivo. Com efeito, sejam n € N qualquer

e [aij] € M, () positivo. Como (L, (a)(x),y) —> (L(a)(x),y) para todo a € . e para quais-
quer x,y € JH, entdo segue do paragrafo anterior que < [L,l (a,-j)} (u), u> — < [L (aij)} (u), u>

para todo u € H". Por outro lado, como < (L) (aij)] (u),u> > 0 qualquer que seja u € H", segue

que < [L (aij)} (u),u> > 0 para todo u € H". Assim, L é completamente positivo. Portanto,
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CP.(#,H) é fechado em B,(.,H) na topologia BW. |

Teorema 3.16 (Arveson). Sejam o/ uma C*-dlgebra e . C o/ um sistema de operadores.
Se ¢ 1 S — B(H) for uma aplicacdo completamente positiva, entdo existe uma aplicagcdo

completamente positiva @ : of — B(H) que estende ¢ e ||| = || @||-

Demonstracdo. Seja .7 C H subespaco vetorial de dimensio finita. Considere Vg : % — H
a aplicac@o inclusdo, ou seja, definida por Vz(f) = f para todo f € #. Defina a aplica-
0 @7 : .7 — B(F) por ¢z (a) = Vio(a)Vz. E claro que ¢ é completamente positiva.
Note que |9z (a)|| = ||VEe(@Vz|| < |l@llllall. Assim, [|¢z| < |/¢|. Da Algebra Linear,
sabe-se que para cada .7, existe nz € N tal que B(F#) =M, (C). Logo, pelo Teorema 3.3
(de Krein), existe uma aplicacdo @z : &/ — B(.%) completamente positiva que estende @

e satisfaz ||@.#|| = |@#|| < ||@||. Para cada .%, podemos escrever H = F o FL 1Y Defina

v s = B0 por (@) (14 71) = 52(@)(1). Note que |7+ 7| =112+ e
assim || f|| < Hf—l—fLH. Portanto,

lve@ (£+7) | = llor @) <95 @][ 171 < 65 @] | £+ 5|

e||yz(a)| <[|oz(@)| <[|@z| llal, ouseja, |yz| < ||@z|| = 97| < [l@||. Observe que tal
aplicagdo é completamente positiva pois se [a;;] € M, (/) é positivo e u = (u, ... ,u,) € H" é

vetor qualquer comu; = f; + fil, entao

(W2 (] ) :< s (ay)| (ul,...,un),(ul,...,un)>
:< G (ai)| (1o 1) (i +f%,---,fn+f#)>
([ @6)] (s ) o))

4 < (67 ()] oo fo), (fﬁ,...,f,f)>
:<[(ﬁg (aij)] (fl,...,fn),(fl,...,fn)> >0

uma vez que @ ¢ é completamente positivo. Agora, considere o conjunto dirigido {.% : % C H}

tal que .# tem dimensdo finita e .7 < .7, se, e somente se, .%#| C .%,. Entido, arede (Yz) &

10Vide [6, Teorema 5.2.5, p. 111].



3.5 Teorema de extensiao de Wittstock 57

estd contida em CP|y| (<, H) C B(</,B(H)) que € compacto na topologia BW. Portanto,
existe uma subrede (l]/gzﬂ)u C CPyy| (2, H) de (Yz) 5 que converge *-fracamente, ou seja,
converge na topologia BW para um operador completamente positivo @ : &7 — B(H). Mostre-
mos que ¢ estende @. Sejam a € .7, u,v € H e .F = span{u,v}. Seja L tal que %, > Z.

Assim, para qualquer {1 > 1o, temos .7, > .y, > .F e assim F C Fyy, C Fy e
(35,(@)w),v) = {05, (@) w),v) = (Vi, 0@V, w),v) = (9(a) ),»).
Logo, (¢(a) (u),v) = (§7, () (u),) sempre que > po. Dai,
(@(@)uy) = (§,(a)),v) = (¥z, (@)(w),v) — (§(a)(u),v)

pela Proposicdo 3.11. Portanto @ estende @ como desejamos. Pelo que foi apontado no segundo

pardgrafo do Lema 3.15, temos que || @] < ||@||. Dai, ||@]|| = ||@||, pois ¢ é uma extensdo de

Q. |

3.5 Teorema de extensao de Wittstock

Proposicio 3.17. Seja <7 uma C*-dlgebra. A aplicagéo

T : My (M () = M, (M (o))

m n
[ [aijud] Z,l:l} = [ [aiut] lezl]

ij=1 k=1

é um x-isomorfismo entre C*-dlgebras.

Demonstracdo. Seja A € M, (Mn(,@f )) Escreva A = [A,- j} em que A;; € M, («7). Entdo pode-

mos escrever A;j = [a,- jkl} em que ;i € &/, € assim temos

n
k=1’

m

A= [[aiﬂcﬂz,z]

i,j

Seja T tal como no enunciado. E claro que 7 ¢ linear e bijetora. Ademais, temos que T
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preserva adjunto, pois para todo A € M, (M, (<)) temos

T(A)=T (“aijkl];llyn. *> =T ([[“ﬁkl]z,zl*}zzj

i,j=1
n m m "
=T Haﬂf'lk} } = H lk} } = T(A)*'
Jt k,l:l l,jzl jl 7] 1 kJ:]
m

m
Temos que T preserva produto. De fato, sejam A = [[al— jkl}Zl} y e B= “bi jkl]:l} y per-

tencentes a M,, (M, (7)). Note que

m mn m m
T(AB)=T [Z [@irka e 11 [brjkl}zil_ll =27 ([[airkl]Z,zl [rjua ] 1] )
r=1 ' l,le r=1 7] 1
m n n " m m
= Z T [Z airksbrjsl] = Z Z T ([[azrksbrjsl}kl 1] )
r=1 s=1 k=1 i1 r=1s=1 ij=1

— m n

n

m n n m
= Z Z [ Ajrksb szl ij= 1:|kl | = Z [rzzlairkaerl]

r=1s=1 s=1

Li=1] k=1

n
n n
Z |: azjks i,j=1 z]sl} i j= l]kl 1 [Z l]kS i,j=1 lJSl]le_l]

s=1 k=1

n n

= “a”"l]TFIL,z:l “bijkl]zjzl}kvlzl = T(A)T(B).

Portanto, T é um x*-isomorfismo entre C*-4lgebras. [ |

Definicio 3.18. Dados m,n € N e uma C*-dlgebra .o, definimos o *-isomorfismo candnico

Shuffle por
T : My (My(7)) = My, (M (7))

m n
[[aiﬂd}z,lzl]i,j:l ~ “aijkl};?jzl]k,l:f

Lema 3.19. Sejam <7, C*-dlgebras com unidade e .# um espago de operadores em < e
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QO : M — B linear. Defina o sistema de operadores

Al a
Ly = ; AueC, abe s y CMy(H)

b* ul

e seja®: .7y — My(A) dado por

Al a Al o(a)

b* pl @) ul

Se @ : M — B é completamente contrativa, entdo ® é completamente positiva.

Demonstragdo. Sejam € N. Considere [S;;] ;njzl € My, (7 ) C M, (M ()). Para cada par

i,j€{1,2...,m}, denote

Podemos escrever
m

[Si/] le:1 = [[“ijkl}/z,l_lﬂ

ij=1

2 . .
em que S,’j = [a,'jkl] k=1 € assim a;j11 = )Lijl, ajj12 = aij, aij21 = bij €ajp = ‘LLijl. Portanto,

T ([s,]!) =T ([[aiﬂdﬁ,l_l:-m ) = [[aijkl]?f,-_lﬂ,il_l

i,j=1
B R T O N /Y P 1 .
VTV I I 7 R T

Além disso, veja que

o (Isu)7)-1) = [ (0]}, =

i.j
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Dai, calculando agora T para &™) temos

m

T (@ [s;]) = ol (ot - (352)

o ()] m i

i1 (ki 1]5y

Para mostrar que ® é completamente positivo, é suficiente supor, para cada m € N, que
(3.5.1) € positivo e concluir que (3.5.2) € positivo. Denotando A = [aij} ,B = [bﬁ} JH =
[l,- j] K= [,ui j] , entdo A = B, pois a matriz (3.5.1) é autoadjunta, uma vez que € positiva.
Pela Proposi¢cdo 2.5, temos que H,K sdo positivos. Seja € > 0 e considere H. = H+ €l e
K¢ = K + €I. Considere o polindmio p(x) =x+¢€. SejaA € o(H). Entdo p(A) =4 +¢€ > 0.
Usando [21, 2.1.14. Theorem (Spectral Mapping), p.43], sabemos que ¢ (He) = o(H+ €l) =
o(p(H)) =p(c(H)) CR;. Como 0 ¢ o (Hg) segue que H; é invertivel. Analogamente, K é
invertivel. Usando [21, 3.1.4. Theorem (Gelgand-Naimark), p. 94] temos que a raiz quadrada

de tais operadores ainda € invertivel. Note que

He A H A el 0
= + >0
A" K A" K 0 el
e
I H Ak \? HY? 0 He A || B2 0
— > 0.
K. Park P I 0o k.|| A Kk o k.2
Assim, Hg_l/zAKg_l/zH < 1 pela Proposi¢do 2.12(a). Ainda, é claro que se R,S € M,,(C) e C €

M, (<), entdo @ (RCS) = R (C)S. Usando esse fato e denotando X = @) <H8_1/2AK8_1/2> ,

temos
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Por hipétese ¢ é completamente contrativa, temos dai que H(p(m) (Hg_ Y ZAKE_ t/ 2) H <1

Agora, pela Proposicdo 2.12(a), a matriz

€ positiva. Logo, a matriz

¢ positiva para todo € > 0, vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 46]. Fazendo € — 0 podemos
concluir que (3.5.2) é positivo, pois dada uma C*-dlgebra o conjunto dos elementos positivos é

fechado.'! [ |

Teorema 3.20 (Wittstock). Sejam .o/ uma C*-dlgebra unital, .# C </ um espago de operado-
res. Toda aplicacdo ¢ : M — B(H) completamente limitada admite uma extensdo completa-

mente limitada y : o/ — B(H) tal que ||@||cb = ||¥]|cb-

Demonstragdo. Suponha primeiro que ||@||c, = 1. Sejam .7, e @ : .7 4 — M (B(H)) como
no Lema 3.19. Como ||¢||c, = 1, temos que ¢ é completamente contrativa e pelo mesmo
lema @ é completamente positiva. Visualizando M, (B(H)) como B (ﬂ{z>, pelo Teorema
3.16 (de Averson) tem-se que ® admite uma extensdo completamente positiva ¥ : M (<)

— M (B(H)). Defina y : &7 — B(H) de modo que

vide [21, 2.2.2. Lemma, p. 46).
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0 a
Note que W estende ¢, pois se a € ., entdo € .Y y e assim
0 0
0 a 0 a 0 o¢(a)
¥ =® = ,
00 00 0 O

de onde segue que y(a) = ¢(a). Mostremos que Y é completamente contrativa. Fixe n € N e

seja A = [a;j] € Ml,(«). Note que

W) 0 a _ 0 aj _ * ll/(aij)

0 O 0 0 * %

i’j l7J

e analogamente, como analisamos no decorrer da demonstragdo do lema anterior, utilizando o

x-1somorfismo candnico Shuffle temos

n

i,j

Como W é completamente positivo e unital segue que ¥ ¢ também completamente

positivo e unital. Assim, pela Proposi¢ao 2.34, ¥ ¢ contrativa. Logo,

n _Tn
(n) . .
* YU (A * Yla x Yla
Hw(n)(A)H < (4) _r (aij) _ (aij)
* * * * * *
ij —dij
_ [ i < i _lIr W
0 0 0 0 0 0
i,] i,j 44
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Portanto,

e I | N | e | )
0 O 00

i7j

Dai, temos que H y

< 1 para todo n natural. Assim, devemos ter || y||¢p < 1 € como ¥
¢ uma extensao de @, ||y||p = 1.

Considere agora ¢ : .# — B(H) completamente limitado e ndo nulo. Seja y : .# —
B(H) definido por y(a) = %. Evidentemente y é completamente limitado e || y]|cp, =
1. Dai, existe uma aplicagﬁo(iocr;pletamente limitada v : &/ — B(H) tal que ¥ ‘ s=Ve
|Wlleo = [[Wlleo = 1. Note que a aplicagdo ¢ : .o/ — B(JH) definida por ¢(a) = ||@[lcsV¥/(a) ¢

uma extensdo de @ completamente positiva tal que ||@||cb = || @||cb, como desejamos. |
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4 Envelopes injetivos e 0 Teorema de Hamana

Comecamos esse capitulo com o seguinte exemplo, conhecido como Teorema de Phillips.

Exemplo 4.1. Sejam F um subespaco do espaco normado E e T € B(F,{-). Entdo existe
T € B(E,l..) extensdo de T a E. Mais ainda, ||T | = ||T||. De fato, para cada n € N, considere

o funcional linear continuo de norma 1 dado por

Op:l—C, @ ((aj);o:l> =ap.

Entdo, ¢, 0T € F' paratodone T(x) = ((¢,07) (x)):: | para todo x € F. Pelo Teorema
de Hahn-Banach, para cada n existe @, extensdo de @, 0T a Ecom||@, o T| = ||@|. E fécil ver
que o operador

T:E—{l,, T = (@(X))m

n=1"

€ linear, continuo e estende 7. Por fim, relembrando que B denota a bola unitéria fechada do
espaco normado G, temos

IT|| = sup ||T(x)]| = sup sup |@,(x)| = sup sup |, (x)|
XEBE xeBg n n xeBg

= sup H@H =sup||@,oT|| = sup sup {q),,(T(x)){

n xeBf

= sup sup|@,(T'(x))| = sup ||T(x)]| = [T

XEBFp n XEBF

No caso mais geral em se tratando de espacos normados e operadores lineares continuos,
vemos que /. tem a caracteristica peculiar de que qualquer 7' € B(F, /) tem-se que existe
uma extensdo T’ € B(E,lw), com F C E espagos normados. Na verdade, estudamos justamente
espacos que possuem essa caracteristica nesse capitulo, porém para uma colecao mais restrita
de espagos normados e de operadores. Espacos com essa caracteristica sdo conhecidos como
injetivos, mas queremos tratar de uma classe ainda mais restrita entre esses espagos, que, Como

vemos a seguir, sao os envelopes injetivos.
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4.1 Envelopes injetivos

Nesse capitulo estamos interessados em estudar envelopes injetivos de um objeto em uma
determinada categoria. Em termos gerais, o envelope injetivo de um objeto, € o objeto injetivo

“minimo” que “contém” o objeto original. Veremos adiante o significado disso.

Definicao 4.2. Uma categoria ¢ = (Oby,Mory) consiste de uma classe de objetos Oby e uma

classe de morfismos Mory, que satisfazem as seguintes condicoes:

(a) A cada morfismo f € Mory, estdo associados dois objetos A, B € Oby chamados Domi-
nio e Codominio, denotados por dom(f) e cod(f), respectivamente. Nesse caso, escre-
vemos f : A — B e denotamos por Mory (A, B) a colegdo dos morfismos com dominio A

e contradominio B;

(b) Dados A, B,C € Oby existe uma operacao

o: Morg(B,C) X Morg(A,B) — Morg(A,C)

(& f)—rgof

chamada Composicdo, satisfazendo a lei de associatividade, isto é, para quaiquer g €

Morg(B,C), f € Morg(A,B) e h € Mory(C,D), temos que

ho(gof)=(hog)of;

(c) Para cada A € Oby(A,A), existe um morfismo 14 € Mor ., chamado identidade, satisfa-
zendoe foly = felyog =g, para quaisquer f € Morg(A,B) e g € Mory(C,A), com
B,C € Oby.

Para este trabalho, ndo esperamos do leitor conhecimento prévio em teoria de categorias
para além da defini¢do, visto sua necessidade. A linguagem trazida de teoria de categorias sera
usada aqui apenas por conveniéncia, uma vez que essa linguagem possibilita tratar de constru-
coes similares em diversos contextos diferentes de forma unificada. Para o leitor interessado em
teoria de categorias recomendamos [18]. Salienta-se ainda que as categorias que estamos inte-

ressados nesse trabalho sdo categorias concretas. De forma grosseira, categorias concretas sao
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categorias em que os objetos podem ser interpretados como conjuntos com uma estrutura adi-
cional e os morfismos podem ser interpretados como fungdes que preservam essa estrutura. A
defini¢do de objeto injetivo a seguir se aplica a esse contexto de categorias concretas e, portanto,

se adéqua aos objetivos desse trabalho.

Definicao 4.3. Seja 4 uma categoria concreta. Um objeto I é chamado injetivo em ¢ sempre
que para todo par de objetos E,F em %, com F C E e todo morfismo ¢ : F — [, exista um

morfismo y : E — I que estende @, ou seja, tal que y(f) = @(f) para cada f em F.

Definicao 4.4. Denotamos por & a categoria cujos os objetos sdo sistemas de operadores e

cujos morfismos sdo mapas completamente positivos.

O Teorema 3.16 (de Averson) para mapas completamente positivos € equivalente a afir-
macao de que B(H) é injetivo em &. Se E e F sdo sistemas de operadores contidos em uma
C*-dlgebra < e E C F, entdo todo mapa completamente positivo ¢ : E — B(H) se estende
para um mapa completamente positivo em @ : &7 — B(H) e, em particular, se estende para um

mapa completamente positivo F — B(H).

Definicao 4.5. Denotamos por ¢ a categoria cujos objetos sdo espacos de operadores e cujos

morfismos sdo 0os mapas completamente limitados.

O Teorema 3.20 (de Wittstock) para mapas completamente limitados mostra que B (%)
também € injetivo em . Na verdade, esse teorema é ainda mais forte que dizer que B(H) é
injetivo em &, ja que para B(JH) ser injetivo em & bastaria que a extensdo dada pelo Teorema
fosse completamente limitada, ndo necessitando ter a mesma norma cb.

Para capturar a for¢a completa do Teorema, utilizaremos uma subcategoria de .

Definicao 4.6. Denotamos por ¢ a categoria cujos objetos sdo espacos de operadores e cujos

morfismos s30 0s mapas completamente contrativos.
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Proposicao 4.7. Um espaco de operadores I é injetivo em O se, e somente se, todo mapa
completamente limitado @ : E — I, em que E é um espago de operadores em uma C*-dlgebra

o, admite uma extensdo completamente limitada ¢ : </ — I de mesma norma cb.

Demonstragdo. Suponha que I seja injetivo em & e seja ¢ : E — I um mapa completamente

limitado. Assim, o mapa ¥ : E — I definido por y = W
cb

hipétese, ¥ admite uma extensdo W : &/ — I completamente contrativa. Sendo Y uma extensio

¢ completamente contrativo. Por

de y, temos ||¥|le = || W]|cy = 1 e, portanto, |||, = 1. E claro que ¢ : o/ — I definida
por @ = ||@||cb ¥ é uma extensdo de @ tal que ||@||c, = ||@||cb- Reciprocamente, sejam E C F
espacos de operadores contidos numa C*-dlgebra &7 ¢ ¢ : E — [ um mapa completamente
contrativo. Por hipétese, ¢ admite uma extensdo @ : <7 — I completamente limitada e tal que
[@llco = [|@[|lcb- Assim, @] » € uma extensdo de ¢ completamente contrativa e, portanto, / é

injetivo em 0. u

Observacao 4.8. Segue da Proposicdo 4.7 que o Teorema 3.20 (de Wittstock) € equivalente a

afirmacéo de que B(H) é injetivo em 0.

Neste capitulo nos concentramos na injetividade em ;. Para sistemas de operadores
pode parecer natural estudar também injetividade na categoria & cujos objetos sdo em siste-
mas de operadores e os morfismo sdo mapas unitarios completamente positivos, mas temos pela
proposicdo a seguir que a injetividade de sistemas operadores nessas trés categorias € equiva-

lente.

Proposiciao 4.9. Seja . C B(H) um sistema de operadores. Entdo temos as seguintes equiva-

léncias:
(a) & € injetivo em O;
(b) & éinjetivo em G;
(¢c) & éinjetivo em Sy;
(d) Existe uma projegcdo completamente positiva ¢ : B(H) — .~ sobre ..

Demonstracdo. Vejamos que (a) é equivalente a (d). Assumindo (a), entdo a aplicacdo iden-

tidade id : . — . se estende a um mapa completamente contrativo ¢ : B(H) — .. Como
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¢ estende id, temos que ¢ é uma projecdo em .. De fato, se ¢(a) =s € .7, com a € B(H),
temos que ¢2(a) = ¢(s) = s = ¢(a). Ademais, como ¢")(I,) = I, para todo n € N, ¢ deve ser
completamente positiva pela Proposic¢ao 2.23.

Por outro lado, assuma (d), e suponha que temos espacos de operadores E C F e um
mapa completamente contrativo, ¥ : E — . C B(H). Observe inicialmente que uma projec¢do
completamente positiva ¢ : B(H) — .7 sobre . é necessariamente completamente contrativa.
De fato, pela Proposi¢do 2.39 temos que ||¢||cp = ||¢]| = [|¢(1)|| = 1, uma vez que ¢(1) = 1.
Assim, pela Observagido 4.8, y tem uma extensdo completamente contrativa ¥ : F — B(H), e
Poy: F — .7 ¢éaextensdo completamente contrativa desejada de Y em ..

Vejamos que (b) é equivalente a (d). Assumindo (b), obtemos que id : .¥ — .% se es-
tende a um mapa completamente positivo ¢ : B(H) — .. Por um argumento andlogo ao feito
anteriormente, na implicacdo de (a) em (d), ¢ é uma projecdo sobre .’. Reciprocamente, as-
suma (d) e suponha que E C F sido sistemas de operadores e 0 : E — . C B(H) é um mapa
completamente positivo. Pelo Teorema 3.16 (de Arveson), 8 admite uma extensdo completa-
mente positiva §:F— B(H). Assim, ¢ o §:F — . é a extensio completamente positiva de
0 desejada.

A prova de que (c) € equivalente a (d) segue o mesmo roteiro de da equivaléncia entre (b)

e (d), apenas observando que ¢ o O € unital se 0 for unital, uma vez que ¢ € unital. |

Definicao 4.10. Dizemos que uma aplicagido ¢ : . — 7, em que . e .7 sao sistemas de
operadores, € um isomorfismo de ordem completa se ¢ for inversivel e @, (p*1 forem completa-

mente positivos.

O resultado a seguir mostra que todo sistema de operadores injetivo €, em um sentido

apropriado, uma C*-dlgebra.

Teorema 4.11 (Choi-Effros). Sejam . C B(H) um sistema de operadores injetivo e ¢ : B(H) —
% uma projegé@o completamente positiva sobre .. Entédo, . é uma C*-dlgebra com multipli-
cagdo o definida por aob = @(ab). Além disso, o mapa identidade de . para (% ,0) é um

isomorfismo unitdrio de ordem completa.

Demonstragcdo. Claramente aob € . para todo a,b € .. Além disso, a distributividade de o

segue imediatamente da linearidade de ¢ eaol =¢(a-1)=¢(a)=a=¢(a) =¢(1-a) =1oa.
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Para mostrar que o define uma multiplicagdo em . resta mostrar a associatividade, ao (boc) =
(aob)oc,ouseja, que §(ad(bc)) = ¢(¢(ab)c) para todo a,b,c € 7.
Afirmamos que para x € B(H) e a € ., temos que ¢(P(x)a) = ¢(xa) e §(ad(x)) =

¢ (ax). Assumindo a afirmagdo, temos que

¢(ag(bc)) = ¢(abc) = ¢(¢(ab)c)

e assim segue a associatividade.

Para verificar a afirmagdo, usamos a Proposi¢do 2.34, que nos diz que v (y*y) — y(y)* y(y)
a x
> 0 para qualquer ¥ completamente positivo e unital. Fazendo y = ¢(2> ey= , te-
0 0
aa® ax
mos que y*y = e aplicando a hipétese de ¢ ser uma projecdo em . temos
x‘a"® x'x
. . ¢(aa”) ¢ (ax) 9(a)g(a”) @(a)¢(x)
v y) —w) v(y) = -
o(x"a”) ¢ (x"x) 0(x)70(a’) ¢(x)"9(x)
¢(aa”) ¢ (ax) aa’ ag (x)
_ - >0
o(x"a”) ¢ (x"x) ¢(x)"a” ¢(x)"9(x)

Aplicando (Z)(Z) a esta desigualdade obtemos

0 ¢ (ax) — ¢(ad(x))
¢ (x*a") — ¢ (¢(x)"a") ¢ (x"x) — ¢ (9(x)"9(x))
Como ¢ € autoadjunto, a positividade desta matriz for¢a ¢ (ax) — ¢ (a¢(x)) = 0 pela Pro-
posicao 2.12(d).
Observe que o fato da existéncia de ¢ garante que . seja fechado em B(H), vide [6,

Proposi¢do 3.2.2, p. 61] e, portanto, completo.

Em seguida, verificamos a condigdo C*, isto é,

a‘oal| = ||a||?. Claramente, a*oal| =
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|¢ (a*a)|| < [|a*al| = |a/|*>. Novamente pela Proposicio 2.34, ¢ (a*a) = ¢(a)*¢(a) =a*ae
portanto ||a*oa|| = ||¢ (a*a)|| > ||¢(a) @(a)|| = ||a*a|| = |a||?, e a prova de que (S,0) é uma
C*-édlgebra estd completa.

Claramente, o mapa identidade de . para (., 0) é uma isometria. Argumentemos que é
uma isometria de ordem completa. Para este fim, considere M,(.¥) C M,,(B(H)) =B (U—C(”)>
ep:B <ﬂ{(”)> — M, (). Pelo exposto, M,(.¥) é uma C*-dlgebra com produto A o, B =
¢ (A -B), e esta C*-dlgebra ¢ isometricamente isomorfa ao sistema de operadores M, (.%).
Com efeito, sejam A = [q;j] e B = [b;j] e seja C = A-B, em que - denota o produto usual
de matrizes em M, (). Escrevendo C = [c;;], note que c¢;; = i ayby; = i ¢ (aixbyj) =

k=1 k=1

n
0] (Z ajiby j> e, portanto, C = ¢ (AB) como afirmado.
k=1
Pela unicidade da norma C* em M, ((.,0)), o mapa de identidade de .’ para (-, 0) é

uma n-isometria para todo n. Como o mapa de identidade € completamente isométrico e unital,

€ um isomorfismo de ordem completa pela Proposicao 2.23. [

Agora, focamos no problema da injetividade para espacos de operadores. Primeiro preci-

samos da seguinte caracterizacio de injetividade em 0.

Proposicao 4.12. Seja .# C B(H) um espaco de operadores. Entdo, temos que M ¢é injetivo
em O se, e somente se, existe uma proje¢do completamente contrativa @ : B(H) — .# sobre

M.

Demonstragcdo. Se . € injetivo em O], entdo a identidade id : .# — .4 se estende para um
mapa completamente contrativo ¢ : B(H) — .#. Como ¢ estende id, temos que ¢ é uma
projecdo sobre . . Reciprocamente, suponha que E C F sdo espagos de operadores e 6 : E —
A C B(H) € um mapa completamente contrativo. Pelo Teorema 3.20 (de Wittstock),  admite
uma extensdo completamente contrativa §:F— B(H). Assim, ¢ o 8 :F — .4 & a extensio

completamente contrativa desejada. |

Definicio 4.13. Dado um espaco de operadores F, dizemos que (E, k) é um envelope injetivo

de F desde que
(i) E éinjetivoem O7;

(i) k:F — E é completamente isométrico;
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(iii) Se E) é injetivo com k(F) C E; C E, entdo E| = E.

Ademais, qualquer (E, k) que satisfaga (ii) é chamado de extensdo de F. Quando (E, x)

satisfaz (i) e (ii), entdo é chamado de extensdo injetiva de F .

Identificando F com k(F), muitas vezes consideramos apenas E como contendo F, com
o entendimento de que agora k € simplesmente a inclusdo de F em E. Assim, um envelope
injetivo de F' €, vagamente, um injetivo minimal contendo F'. Para garantir a existéncia de tal

objeto, seguimos 0s passos a seguir.

Definicdo 4.14. Seja F C B(H) um espaco de operadores. Chamamos uma fungéo ¢ : B(H) —
B(H) de F-mapa sempre que @ seja completamente contrativo e ¢(x) = x para todo x em F.

Um F-mapa ¢ tal que ¢ o @ = ¢ é chamado de F-projecdo.

Observacao 4.15. Nas condi¢des da Definigdo 4.14, ndo precisamos ter ¢(B(H)) = F. Assim,

uma F-projecdo ¢ é uma proje¢do completamente contrativa em E = ¢@(B(H)), com F C E.

Definimos uma ordem parcial nas F-projecoes imputando Y < ¢ desde que yo ¢ = y =
Qovy.

Dado um F-mapa ¢, definimos uma F-seminorma py em B(JH) por pe(x) = [[@(x)||.
Existe uma ordem parcial natural nas seminormas, definida por p < ¢ se e somente se p(x) <
q(x) para todo x € B(H).

O préximo resultado € til para verificarmos a existéncia de uma F-seminorma minimal

em B(H).

Definicdo 4.16. Fixado um ndmero real r > 0, definimos CB, (., H) como sendo o conjunto

formado pelos elementos de B,(.#,H) com norma cb menor igual a r.
Lema 4.17. Se .¥ é de Banach, entdo CB,(.%,H) é compacto na topologia BW.

Demonstragdo. Seja (L)), uma rede em CB,(.*,H), e suponha que Ly — L. Note que

|Ly || < rparacada A. Se (a;;) € M, (), e u,v € H", entdo

(L(aij) (), v) =lim{Ly (aij)(u),v).

pela Proposi¢do 3.11. Dai, pelo segundo e terceiro pardgrafos da demonstracdo do Lema 3.15,

devemos obter ||L||cp < 7. |
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Proposicio 4.18. Seja F C B(H) um espago de operadores. Entdo existe uma F-seminorma

minimal em B(3H).

Demonstracdo. Seja (@3 ),cx uma rede de F-mapas tal que ( Pm) 5, seja uma cadeia decres-

cente de F-seminormas. Lembre-se da topologia BW. Pelo Lema 4.17, CB(B(3),H) ¢ BW-

compacto e, portanto, (¢, ), tem uma sub-rede (‘%1) convergindo para, digamos, ¢. Clara-
u

mente, ¢ é um F-mapa, e como

el V1],

((x)u,v)| =tim | (3, ()u,v) | < limin]|| 3, ()

segue daif que [[@(x)|| < [[@a, (¥)], isto €, pyp < Pg,,, Para todo u, mas pela defini¢do de sub-
rede, devemos obter py < pg, , para todo A. Assim, toda cadeia decrescente de F-seminormas

tem uma cota inferior, e segue pelo Lema de Zorn que existe uma F-seminorma minimal. W
Teorema 4.19. Seja F C B(H) um espago de operadores. Se ¢ : B(H) — B(H) for um F-
mapa tal que py é uma F-seminorma minimal, entdo ¢ é uma F-projecdo minimal e ¢(B(H))

é um envelope injetivo de F.

Demonstragdo. Comecamos provando que ¢ é uma F-projecdo. Como ¢ o @ também € um

F-mapae [[9(9() ] < |9l 9()l| < [ @(x)]l. devemos ter que [|9 0 9(x)]| = || (x)]| para todo

x € B(XH), pela minimalidade de py. Definindo e+ = ¢ 5 @ obtemos por indugdo que
x) 4+ (n) X

H(p(k)(x)H = ||@(x)|| para todo k > 1. Defina y,(x) = ) p i ), logo ||y, (x)|| <

|@(x)]|, e entdo ||y, (x)|| = [|@(x)||, novamente pela minimalidade de py. Da,

lp(x) = @ o @)l =[lp(x— ()| = [[yn(x — @ (x))]|
e+ + ") oD+ +o" ()

n n

_ 2o

n

Como n € N € qualquer, temos ||@(x) — @ o @(x)|| = 0, e segue-se que @ é uma F-projegao.
Agora suponha que ¥ seja uma F-proje¢do com ¥ < @, de modo que Yo @ = y =
@oy. Jique |y(x)| = [[w(e(x))| < llo(x)|, temos que ||y (x)| = [[@(x)[| para todo x, pela

minimalidade de py. Finalmente,

lo(x) =y ()| = llo(e(x) —y()ll = [[w(e(x) — W) = [wlx) =y =0,
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e portanto ¢(x) = y(x) para todo x . Assim, ¢ é uma F-proje¢do minimal.

Como ¢ : B(H) — @(B(H)) é uma proje¢do completamente contrativa, segue-se da Pro-
posi¢do 4.12 que @(B(H)) também € injetivo em ;. Agora suponha que F C E; C ¢(B(H))
com Ej injetivo em . Entdo o mapa de identidade id : E| — E| se estende a uma proje¢do com-
pletamente contrativa y: B(H) — E;. Como Yo @ é um F-mapa e ||y(@(x))| < |7l x)|| <
|@(x)]], temos que ||yo @(x)|| = ||@(x)| pela minimalidade da seminorma py. Como ¥ é uma
isometria ao restringir para @(B(H)) e y(@(x) —yo ¢(x)) =0, temos @(x) = y(@(x)) € E).
Dai, temos que ¢(B(H)) C E; e, portanto, ¢(B(H)) = E;. Logo, ¢(B(H)) é um envelope

injetivo de F. |

Observe que o Teorema 4.19 combinado com a Proposicao 4.18 garante a existéncia de
envelopes injetivos para qualquer espago de operadores F. De fato, pela Proposicao 4.18, exis-
tem F-seminormas minimais. Por sua vez, dada uma F-seminoma minimal, o Teorema 4.19
garante que um F-mapa que induza esta F-seminorma € uma F-projecdo e sua imagem € um
envelope injetivo de F.

Agora que sabemos da existéncia de um envelope injetivo, voltamos a nossa aten¢do para

a sua singularidade e outras propriedades.

Lema 4.20. Sejam F C B(H) um espaco de operadores e ¢ : B(H) — B(H) um F-mapa
tal que py é uma F-seminorma minimal. Se y: @(B(H)) = @(B(H)) for completamente

contrativo e Y(x) = x para todo x € F, entdo y(@(x)) = @(x) para todo x € B(H).

Demonstracdo. Jaque ||y(@(x))| < ||@(x)]], temos que || y(@(x))|| = ||@(x)|| pela minimalidade
de py. Portanto y € uma isometria e, em particular, injetiva. Dado que pyop = pp € uma F-
seminorma minimal, o Teorema 4.19 implica que Yo ¢ e ¢ sdo F-projecdes minimais. Portanto,
como ¢ é uma projecdo e a imagem de Y estd contida na imagem de ¢, segue que @ o y(x) = y(x)
para todo x € @(B(H)). Como yo ¢ é uma projecdo também, temos Yo @ = Yo @oyo Q =
Yoyo@. Assim, Yo (¢ —yo @) = 0. Mas como Y ¢ injetiva, ¢ = Yo @ e o resultado segue. H

Teorema 4.21. Sejam (Ey, k1) e (E, k) dois envelopes injetivos do espago de operadores F.
Entdo o mapa i : ki(F) — & (F) definido por i (k1(m)) = k»(m) se estende a um isomorfismo

completamente isométrico de E| em E.
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Demonstragdo. Seja F C B(H). Pela Proposicao 4.18, existe um F-mapa ¢ : B(H) — B(H)
tal que tal que py € uma F-seminorma minimal e, pelo Teorema 4.19, ¢ € uma F-projecdo
minimal. Provando que o mapa k; : F — E; tem uma extensdo para um isomorfismo comple-
tamente isométrico y; : @(B(H()) — Ej, entdo o resultado seguird, jd que yro0y; ! produziré o
mapa desejado entre E| e E», em que 9 é extensdo de k» : F — Ep para pp : ¢(B(H)) — Es.

Note primeiro que i = 0y, ! - De fato, se m € F, temos
K1

vy (ki(m)) = p(x (ki(m)) = 1a(m) = Ka(m).

Pela injetividade de Ej, existe um mapa completamente contrativo y; : @(B(H)) — E esten-
dendo x

F2s o(B(H))
:7’1
E

K

e como @(B(H)) é injetivo pela Proposi¢do 4.12, existe um mapa completamente contrativo

B:Ey — @(B(H)) com B (ki (x)) = x para todo x € F.

F%El

|
N

¢(B(30)

Como Boy : @(B(H)) — @(B(H)) é completamente contrativo e B(7;(x)) = B(xi(x)) = x,
para todo x € F, segue pelo Lema 4.20 que 3 0 7, € a identidade em ¢ (B(H)).

Como B e y; sdo ambos completamente contrativos, segue-se que ¥; deve ser uma iso-
metria completa. Por outro lado, a imagem de y; é um subespaco de operadores injetivo de E
e, portanto, pela minimalidade de Eq, y; deve ser sobrejetor. Portanto, ¥ € um isomorfismo

completamente isométrico. [

O resultado acima mostra que o envelope injetivo € tinico a menos de isomorfismo com-
pletamente isométrico e depende apenas do espapago de operadores em si e ndo depende do
espago de Hilbert em que ele esté representado. Isto é, se F C B(H), k: F — B(H,) é uma

isometria completa e y : B (F(;) — B (J;) é um k(F)-mapa tal que py € um k(F)-seminorma
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minimal, entdo (1// (B (3{1)) , K‘) ¢ um envelope injetivo de F' e, portanto, completamente e
isometricamente isomorfo a @(B(J{)) para qualquer F-mapa ¢ com p, uma F-seminorma

minimal.

Corolario 4.22 (Rigidez). Seja (E, k) um envelope injetivo de F, e seja v : E — E comple-
tamente contrativo com Y(k(x)) = k(x) para todo x em F. Entdo, y(e) = e para todo e em

E.

Demonstracdo. Suponha que F C B(H) para algum espaco de Hilbert H. Pela Proposi¢do
4.18, existe um F-mapa ¢ : B(JH) — B(H) tal que py é uma F-seminorma minimal. Pelo Teo-
rema 4.19, ¢ € uma F-proje¢do minimal e @ (B (H)) é um envelope injetivo de F. Pelo Teorema
4.21, existe um isomorfismo completamente isométrico f : E — @(B(H)) tal que f(x(m)) =m
para todo m € F. Observe que foyo f~!: @(B(H)) — @(B(H)) é completamente contra-
tivo e satisfaz f o l//of_l(x) = x para todo x € F'. Pelo Lema 4.20 temos que f o l//of_l éa
identidade em @(B(H)). Logo, ¥ = f ! oyo f é a identidade em E.

|

Esta propriedade de rigidez pode ser usada para caracterizar envelopes injetivos. Chame
uma extensdo (E, k) de F de extensdo rigida sempre que @ : E — E for completamente contra-

tivo e @(k(x)) = k(x) para todo x € F, entdo o mapa ¢ ¢é a identidade em E.
Definicao 4.23. Denotamos por I(F) o envelope injetivo em ¢ de um espago de operadores F.

Como todo sistema de operadores .7 €, em particular, um espago de operadores, podemos
considerar o envelope injetivo /(.¥) de . em . A préxima proposi¢do mostra que I(-¥) é,

automaticamente, um sistema de operadores.

Proposicao 4.24. Seja .7 um sistema de operadores. Entdo o envelope injetivo 1(.) de .
em O é um sistema de operadores injetivo e, portanto, é completamente ordenado-isomorfico

a uma C*-dlgebra.

Demonstragcdo. Sejal € . C B(H). Entdo I(-¥) = @(B(H)) para alguma .-projecio ¢ que
¢ completamente contrativa e, portanto, completamente positiva pela Proposicdo 2.23. Assim,
©(B(H)) é um sistema de operadores uma vez que @ preserva adjunto e, portanto, /(.’) € uma

C*-dlgebra sob o produto aob = ¢(a-b) pelo Teorema 4.11. [
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Uma consequéncia do resultado acima € que se alguém “esquecer” a estrutura de ordem
em . e apenas lembrar da estrutura de espago do operador, e mergulhar . completamente
isometricamente via y : . — B(JH) com, digamos, y(1) # 1, entdo I(y(.)) é completamente
isométrico a I(.¥) e, portanto, ainda é completamente isometricamente isomorfo a C*-dlgebra.

Os préximos resultados registram como os envelopes injetivos respeitam C*-estruturas

algébricas.

Proposicao 4.25. Seja 1 € o C . C B(H) com . um sistema de operadores e &/ uma
subdlgebra de B(H). Entdo a inclusdo de </ na C*-dlgebra I(.%) é um x-isomorfismo comple-

tamente isométrico.

Demonstragcdo. Seja @ : B(H) — B(H) uma .7 -projeg¢io tal que ¢(B(H)) é isomorfo isome-
tricamente a /(.). Entdo a multiplicagdo em /(.¥’) é dada por xoy = ¢(xy). Portanto, para
a,b € o/, temosaob = @(a-b)=a-b. [

No caso de uma C*-dlgebra unital <7, se definirmos . = &7, entdo o resultado acima
implica que ./ é uma C*-subdlgebra de I(«/). O préximo resultado explica o caso de C*-

algebras ndo unitais.

Proposicio 4.26. Seja o7 C B(H) uma C*-dlgebra ndo unital tal que o/ H ={T(x): T € o e
x € H} é denso em H, e seja <) unitizagdo de 7. Se @ : B(H) — B(H) é um <7 -mapa, entdo
¢ é um o-mapa. Consequentemente, a inclusdo de </ em < se estende unicamente a uma
isometria completa de 1(</) em 1(<t)). Assim, 1(</) é uma C*-dlgebra unital no o-produto

com /) sendo uma C*-subdlgebra de I(</).

Demonstracdo. Se todo .o/-mapa € um o7;-mapa, entdo para qualquer .27 -seminorma minimal
temos que €, também, uma .¢7;-seminorma minimal e a dltima afirmacdo decorre da caracteri-
zacdo do envelope injetivo em termos de seminormas minimais. Assim, basta provar que se ¢
é um o/ -mapa, entdo ¢(I) =1.

Seja {eq } uma unidade aproximada contrativa e positiva para <7. Como </ H é denso em
H, temos eq — I fortemente. Como {e’&} também € uma unidade aproximada contrativa para

</, temos e, — I fortemente para todo n € N.
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Considerando a série de poténcias para ¢*, vemos que para ¢t € R temos

0 <eitea) — o(D)+ i (iteg)" et (eit B 1) 7

na topologia forte de operador.

Como ¢/"°* é unitdrio e ¢ é contrativo, temos que H(q)(l )—1I)+¢"I|| <1 para todo 7.

Agora é facil verificar que HT +e™I|| < 1 para todos ¢ € R implica que T = 0. Portanto o()=1.

De fato, suponha T # 0, ||T|| = ¢ > 0 e sem perda de generalidade sejav € H tal que |[v|]|=1e
|IT (v)|| = c. Entio,
|7 (v) +e™v||> = 2+ 2Re(e" (T (v),v)) + 1.

Escolhendo ¢ € R tal que ¢ (T (v),v) = |(T(v),v)| obtemos ||T (v) +e"v| > 1. |

4.2 Teorema de Hamana

O objetivo desta se¢do é apresentar a construcdo de Hamana do C*-envelope de uma
dlgebra de operadores <7 a partir de seu envelope injetivo. Em certo sentido, o C*-envelope de

< pode ser pensado como a menor C*-dlgebra contendo o7
Definicdo 4.27. Uma dlgebra de operadores </ é uma subdlgebra de uma C*-dlgebra.

Definicao 4.28. Seja .o/ uma dlgebra de operadores. Dadas uma C*-dlgebra % € um homomor-
fismo completamente isométrico ¥ : o7 — %, dizemos que (A, 7v) é um C*-envelope de <of se
B = C*(y(«)) e para qualquer outro homomorfismo completamente isométrico p : &7 — C
tal que € = C*(p(«)), existe (um tnico) *-homomorfismo sobrejetor 7 : C — A tal que

n(p(a)) = y(a) paratodo a € .
Y

sz;n?
I

P [

C

Identificando ./ com 7Y(.<7), muitas vezes consideramos apenas % como contendo .7,
com o entendimento de que agora Y € simplesmente a inclusio de &/ em . Assim, podemos

dizer apenas que 4 é um C*-envelope de .«
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Observacao 4.29. O x-homomorfismo 7 da definicdo anterior é necessariamente tnico. De
fato, sejam 7 : € — B e m : C — A *-homomorfismos sobrejetores tais que 7 (p(a)) =

Y(a) = m(p(a)). Como m; e m, coincidem em p(A) e € =C*(p(A)), devemos ter m; = 7,.

Observacao 4.30. C*-envelopes de uma dlgebra de operadores .7 sdo unicamente determinados
a menos de *-isomorfismo. De fato, se (%1,71) e (%,,7,) forem dois C*-envelopes de <7,
entdo por definicdo existem x-homomorfismos sobrejetores m| : B — PBr e W 1 By — B
tais que 71 (11(@)) = 12(a) ¢ T(1(a)) = 71(a). Assim, m (% (11 () = m(%(a)) = ¥ (a) ©
m(m(p(a))) = m(yi(a)) = 1(a) e, pela unicidade apontada na Observacdo 4.29, m o =

idp, e T o M = idp,, de onde segue que 7| € M sd0 *-isomorfismos.

Como C*-envelopes de élgebras de operadores sdo tinicos, a menos de *-isomorfismo,

adotamos a notagdo C, (<) para nos referimos a um C*-envelope de <.

Proposico 4.31. Seja o/ C B(H) uma digebra de operadores unital. Entdo (<t ) =1 (< + o)
é uma C*-dlgebra, e a inclusdo de </ na C*-dlgebra I(<7) é um isomorfismo completamente

ISOmétrico.

Demonstracdo. Como 1 € o7, qualquer «7-mapa ¢ : B(H) — B(H) é completamente positivo

pela Proposicdo 2.23, e, portanto, para a,b € of
¢ (a+b*)=@(a)+@(b) =a+b"

Dessarte, todo ./-mapa € na verdade um (& +.&/*)-mapa. Dai, ¢(B(H)) = I(«/) =
1 (42% +.of *), em que @ € tal que py é uma seminorma minimal. Como &/ + .&7* ¢ um sistema
de operadores, pela Proposicdo 4.24 segue que /(.<7) é uma C*-dlgebra. O fato de a incluséo ser

um isomorfismo completamente isométrico decorre da Proposi¢do 4.25. |

Observe que se p : &/ — B(H) é um isomorfismo completamente isométrico, entdo os

sistemas de operadores o7 + .o/ e p(/)+ p(</)* sdo isomorfos completamente ordenados

*

através do mapa a + b* — p(a) + p(b)* e, portanto, o sistema de operadores ./ + &7 ndo

depende de uma representagdo particular de .o7.



4.2 Teorema de Hamana 79

Lema 4.32. Sejam of e 9 C*-dlgebras unitais, e seja ¢ : o/ — 9B completamente positivo com
¢(1) = 1. Entdo,

{a e :9(a)9(a) =0 (a*a) e ¢p(a)p(a)" = ¢ (aa*)} = 4.2.1)
{ac o :¢(ab) =¢(a)9(b) e §(ba) = ¢(b)¢(a) para todo b € o'} (4.2.2)

é uma C*-subdlgebra de <7, e ¢ é um x-homomorfismo quando restrito a este conjunto.

Demonstracdo. Se a pertence ao conjunto (4.2.2), entéo escolhendo b = a* obtemos ¢ (a*a) =

*

¢ (a*) ¢(a) = ¢(a)*¢(a), ja que ¢ € positivo, analogamente temos que ¢ (aa*) = ¢(a)¢(a)".

Por outro lado, seja a pertencente ao conjunto (4.2.1). Entdo, aplicando a Proposi¢ao 2.34 ao

a b
mapa (1)(2) € a matriz . Obtemos

o(b)p(a) ¢(b)o(b)" 0 0 0 0
<¢(2) a b a b :¢(2) aa ab |
0 0 0 0 ba bb*
e assim

¢ (a"a) —9(a)"¢(a) ¢ (a’b")—¢(a)"9 (b7)
9 (ba) —§(b)p(a) ¢ (bb7) — (D)9 (V")

= 0.

Como a (1, 1)-ésima entrada desta matriz € igual a 0, segue-se que a (2, 1)-ésima entrada

também deve ser igual a 0 pela Proposicao 2.12(d). Assim, ¢(b)¢(a) = ¢(ba). Além disso,

a b* b a*
alterando por obtemos @ (a)@(b) = ¢(ab). Portanto, os dois conjuntos
0 0 0 0

sdo iguais.

O fato de ¢ ser um *-homomorfismo segue da definicao dos conjuntos mencionados e por
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¢ ser positivo. Como ¢ € continua e operagdo de multiplicagdo também €, segue que o conjunto
é fechado, o que garante que é uma C*-subdlgebra de <7, uma vez que é claro as operagdes

algébricas, devido a definicdo do conjunto. |

O préximo resultado, devido a Hamana, mostra que a C*-dlgebra gerada por uma dlgebra
de operadores em seu envelope injetivo coincide com seu C*-envelope, o que garante que toda

dlgebra de operadores admite um C*-envelope.

Teorema 4.33 (Hamana). Seja <7 uma dlgebra de operadores com unidade. Se C* (/) é a C*-
subdlgebra de 1(</') gerada por <, entdo C* (/) é um C*-envelope de <f. Mais precisamente,
pra qualquer C*-dlgebra B e qualquer homomorfismo completamente isométrico p : o/ —
P tal que B = C*(p()), existe um x-homomorfismo sobrejetor m : B — C* (/) tal que
n(p(a)) = aparatodo a € .

Demonstracdo. Suponha que A C B(H) para algum espaco de Hilbert H. Assim, p : &/ —
B(H) é um homomorfismo completamente isométrico. Pela injetividade de /(.7), existe um
mapa completamente contrativo ¢ : B(H) — I(</) tal que ¢ (p(a)) = a para todo a € o/. Como
p € unital, segue que ¢ € unital e consequentemente completamente positiva pela Proposi¢ao
2.23. Da mesma forma, pela Observacao 4.8, existe um mapa completamente contrativo Y :
I(</) — B(H) tal que y(a) = p(a) para todo a € A. Novamente, como p € unital, temos que
y ¢ unital e completamente positiva pela Proposicio 2.23. Como ¢ (y(a)) = ¢(p(a)) = a para
todo a € &, pelo Coroldrio 4.22, temos ¢ o Y = id;( ).

Afirmamos que ¢ (p(a)*p(a)) = a*a e ¢ (p(a)p(a)*) = aa*. Com efeito, pela Pro-
posigdo 2.34, ¢ (p(a)"p(a)) = ¢(p(a))*¢(p(a)) = a"a, enquanto y (a*a) > y(a) y(a) =

p(a)*p(a). Aplicando ¢ a segunda desigualdade resulta

d‘a=goy(a'a) > ¢ (p(a)pa) > aa,

e entdo ¢ (p(a)*p(a)) = a*a. Da mesma forma, ¢ (p(a)p(a)*) = aa*.

Pelo Lema 4.32, nos dominios multiplicativos de aplicagdes completamente positivas,
essas igualdades implicam que ¢ é um *-homomorfismo quando restrito a C*(p (7)), isto é,
T= Q| (p()) € o x-homormorfismo desejado. A sobrejetividade de 7 segue do fato de que .o

estd contido na imagem de 7. |
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Definiciao 4.34. Seja X um espaco topolégico compacto Hausdorff, entdo uma subdlgebra o7’ C

C(X) é chamada de dlgebra uniforme em X se 1 € o/ e o/ separa pontos, isto é, para qualquer

x #y, existe f € & tal que f(x) # f(y).

Observacao 4.35. Se o7 C C(X) é uma dlgebra uniforme em X, entdo a x-dlgebra gerada por .7
é densa em C(X) pelo Teorema de Stone-Weierstrass. Por consequéncia, a C*-dlgebra C* (<)

gerada por <7 coincide com C(X).

Corolario 4.36 (Silov). Seja o/ C C(X) uma dlgebra uniforme em X. Existe um tinico subcon-

junto Y C X compacto satisfazendo

(1) O homomorfismo de restrigdo

y:C(X)—=C(Y)

f=rfly

é isométrico em A

(ii) Se W C X é um subconjunto compacto tal que o morfismo restricio f € C(X) — f |w€

C(W) € isométrico em o7, entdo Y C W.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.33 (de Hamana), <7 admite um C*-envelope (C, (<7),p). Ob-

serve que C, (<) é uma C*-dlgebra gerada pela imagem de p. Deste modo, podemos assumir

sem perda de generalidade que C, (<7 ) = C(Z) para algum espaco compacto e Hausdorff Z.
Como a inclusdo ./ — C(X) é um homomorfismo completamente contrativo, existe um

tinico *-homomorfismo sobrejetor 7 : C(X) — C(Z) tal que w(f) = p(f) para todo f € <.

wi”cm
™, |

C(X)

Como 7 é sobrejetor, existe uma injecdo continua i : Z — X tal que 7(f) = foh para todo

f€C(X). SejaY =h(Z) e note que Y é um subconjunto compacto de X e que y(f)oh=f |y oh
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= foh. Logo, para qualquer f € o7 temos

1A= oI = =N = [1f e hll = 1¥(f) o hll < [lY(NIF < NI

e, portanto, ¥ € isométrico em .7, concluindo (i).
Para verificar (ii), considere W C X um subconjunto compacto tal que o homomorfismo

de restri¢ao

T C(X) = C(W)
f=flw

seja isométrico em 7. Como Yy | o/ — C(W) é isométrico (e, portanto, completamente

isométrico, pois C(W) € abeliana), existe um tnico *-homomorfismo sobrejetor my : C(W) —

C(Z) tal que mw (Yw (f)) = p(f) paratodo f € .

o L c(z)

/I\
| Tw
MWl |

cw)

Como 7y : C(W) — C(Z) é um *-homomorfismo sobrejetor, existe hy : Z — W tal que
7w (f) = fohw paratodo f € C(W). Além disso, como Yy : C(X) — C(W) é o homomorfismo
de restri¢do, podemos escrever Yy (f) = foiparatodo f € C(X),emquei: W < X é ainclusdo.

Logo, para qualquer f € .7, temos

foiohw = my(foi) = my(vw(f)) =p(f) =n(f) = foh

Mostremos que i = io hy. De fato, se i o hy # h, entdo existe z € Z tal que io hy(z) #
h(z). Como &/ separa pontos, existe f € < tal que f(iohw(z)) # f(h(z)) de onde teriamos
foiohy # fohcom f € o/. Logo, Y = h(Z) = i(hw(Z)) C W, verificando (ii).

Para verificar a unicidade de Y, seja Y’ um subconjunto compacto de X satisfazendo (i) e

(ii). Assim, devemoster Y C Y’ e Y’ C Y, concluindo o resultado. |

Vejamos agora que, a menos de homeomorfismo, o conjunto ¥ do Corolério 4.36 (de
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Silov) € unicamente determinado pela dlgebra uniforme <7 e ndo depende do espago X onde ela

estd representada.

Proposicao 4.37. Seja o7 C C(X) uma dlgebra uniforme em X e ¢ : of — C(X1) um isomor-
fismo isométrico tal que ¢(<f) é uma dlgebra uniforme em C(Xy). Se Y e Y| sdo os iinicos
subconjuntos compactos de X e X, respectivamente, satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do
Coroldrio 4.36 (de Silov), entdo existe um homeomorfismo h:Yy =Y tal que ¢(f) |y,= foi;

para todo [ € <.

Demonstragdo. Seja (C(Z),p) um C*-envelope de /. Sendo ¢ : &7 — C(X;) isométrico e
C(X;) abeliana, segue que ¢ é completamente isométrico. Assim, temos que existem Gnicos
«-homomorfismos sobrejetivos 7 : C(X) — C(Z) e m : C(X;) — C(Z) tais que n(f) = p(f) e
m(9(g)) = p(g) paratodo f € C(X) e g € C(Y1)

g cz) o —Lsc(z)
\ i x o
C(X) C(X1)

Sendo 7 e ) *-homomorfismo sobrejetivos, existem i : Z — X, h; : Z — X fun¢des continuas
e injetivas tais que m(f) = foh e m(g) = gohy para todo f € C(X) e g € C(X;). Lembre
da prova do Corolario 4.36 (de Silov) que Y} = h;(Z) e Y = h(Z) sdo subconjuntos compactos
Hausdorff e, portanto, as correstricoes h: Z —Y e hy : Z — Y1 sdo homeomorfismos. Logo,

hi=ho h1_1 : Y1 — Y é um homeomorfismo. Além disso, para todo f € .o/ temos

¢(f)om =m(¢(f) =p(f) =n(f)=foh

e compondo com hl_l, obtemos @ (f) |y,= foh paratodo f € <. [
O resultado acima motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.38. Seja .o/ uma algebra uniforme. Chamamos fronteira de Silov o espago com-

pacto Hausdorff dado pelo Corolério 4.36 (de Silov) e denotamos por ds.<7 .

Coroléario 4.39. Se <7 for uma dlgebra uniforme em X, entdo C, (/) = C(ds.o7)
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Demonstrag¢do. Suponha que 7 C C(X) é uma élgebra uniforme em X. Pelo Coroldrio 4.36

(de Silov), a resticao

y:C(X) — C(ds)

Fr floger

é isométrico em <7 e, portanto, a restri¢do ¥ |/, € um homomorfismo completamente isomé-
trico. Vejamos que (C(ds<?),7 |7) € um C*-envelope de 7. De fato, para qualquer homo-
morfismo completamente isométrico p : &7 — C(Z) tal que C*(p(«/)) = C(Z), existe Y C Z
compacto satisfazendo as condicdes (i) e (ii) do Corolario 4.36 (de Silov). Pela Proposi¢ao 4.37,
existe um homeomorfismo /1 : ¥ — ds< tal que p(f) ly=f oh para todo f € /. Observe que

h': 9/ —Y CZéuma fungdo continua e injetiva. Logo, o x-homomorfismo

n:C(Z)— C(ds)

g go n!
€ sobrejetor e satisfaz

m(p(f) =p(f)oh™ =p(f)ly okt = fohoh™ = flar=FoY s (f)
para todo f € o7, de onde segue que o diagrama

o <M (o)
+

SN

C(2)
é comutativo e, de fato, (C(ds.«7),¥.s) é um C*-envelope de <. |

Exemplo 4.40. Se A(D) € a dlgebra do disco, entdo C, (A(D)) = C(T). De fato, basta verificar
que dsA(D) = T. Pelo Principio do Médulo Méximo, toda fungio continua f : D — C atinge
seu maximo em T. Logo, a restrigio y : C(D) — C(T) é um homomorfismo isométrico em
A(D). Além disso, se X C D é um subconjunto compacto tal que a restri¢io y: C(D) — C(X)

¢ um homomorfismo isométrico, entdo novamente pelo Principio do Médulo Médximo devemos
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ter T C X.

Proposicao 4.41. Seja of C B(H) uma dlgebra de operadores. Se C*(<f) é simples, entdo
C)(o)=C" ().

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.33 (de Hamana) existe um *-homomorfismo sobrejetor ¢ :
C* (o) — C, (). Lembre que ker(¢) é um ideal de C*(.«7). Por hipStese C*(.«7) é simples, o

que implica que ker(.«7) = {0}. Consequentemente, ¢ € injetivo. [

Exemplo 4.42. Seja o7 C M,(C) a algebra das matrizes triangulares superiores. Observe que o
adjunto de uma matriz triangular superior € uma matriz triangular inferior e, portanto, C* (7)) =

M, (C). Como M,(C) é simples, segue da Proposi¢do 4.41 que C, («7) = M, (C).
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5 Apéndice - Teoria dos Operadores trace-class e Hilbert-

Schmidt

5.1 Decomposicao Polar

O leitor pode encontrar as demonstracdes dos teoremas dessa se¢do em [21, p. 50-52]

Definicio 5.1. Seja H espaco de Hilbert e considere B(JH) o espago de Banach dos operadores
limitados T : H — 3. Um operador W € B(H) é chamado de isometria parcial se W*W é uma

projecao.
Teorema 5.2. Para um operador W € B(H), as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

(a) W é uma isometria parcial;

(b) W =WW*W.

Observacdo 5.3. Para uma isometria parcial W € B(H) é vélido que |[W| < 1 pois H =

ker™ W @ kerW e W/, 1y € uma isometria.
Observacao 5.4. Se T € B(H), lembre-se que |T| = VT*T € B(H) é um operador positivo.

Teorema 5.5. Todo operador T € B(H) admite uma vinica decomposicao T =W |T | tal que

(a) W € B(H) é uma isometria parcial;

(b) ker(T) =ker(W) = ker(|T|);

(c) W*T =T|.
Defini¢do 5.6. A decomposicido T = W|T|, em que W é isometria parcial, é chamada de de-

composi¢cdo polar de T.

5.2 Operadores trace-class e Hilbert-Schmidt

Antes de iniciarmos os resultados, € importante ponderar uma observacio. Os espacos de

Hilbert J{ podem ser, ou ndo, separdveis. No caso em que J{ é separdvel, todos os resultados
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a seguir ndo precisam de alteragdes. Contudo, no caso em que o espaco de Hilbert ndo for
separdvel, precisamos verificar o que se segue.
Primeiro, assuma que exista 7 € B(X), em que K é um espaco de Hilbert ndo separavel,

com Z IT|(ei),ei) < oo, em que (e;); € base ortonormal de K. Nesse caso, é necessdrio que

exista um conjunto enumerdvel de (e;,)._, C (e;); tal que Y (|T|(e;), e;) (IT|(ei,),ei,)
) n=1

n

Observe que se ¢; & (e;, ), temos (|T|(e;),e;) = 0.

n=1"

é positivo, entdo, podemos escrever |T'| = S*S. Assim, se (|T'|(«),u) =

0, com u # 0, temos ||S(u)||> = (S(u),S(u)) = (S*S(u),u) = (|T|(u),u) = 0. Dai, terfamos

Por outro lado,

que S(u) = 0 e, portanto, |T|(u) = S*S(u) = $*(0) = 0. Portanto, podemos assumir que u ¢

span{e;, :n € N}, porém, isso que dizer que o dominio ao qual |T'| ndo se anula é separdvel,

entdo enxergando span{e; :n € N} = H C K como o dominio de |T|, temos que os resultados

que se seguem ainda sdo validos.

Proposi¢ao 5.7. Se (e,),,, (fm),, sG0 bases ortonormais de H e A € B(H) entdo Y ||A(en) H2 =
YAl = L X [(Aten). )]

Demonstracdo. Pela identidade de Parseval, vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119], temos para cada

n que HA(en)H2 = Z‘<A(en),fm>|2. Do mesmo modo, para cada m temos que HA*(fm)H2 =

Y [ensA* (fm)) |2. Portanto,

; 1A (en)||” = ;;I<A(en),fm>\2 - ;;Ken,A*(fmmz
Z;;Ken,A*(fm)HzZ;,HA*(fm)Hz-
[ ]

Proposicdo 5.8. Seja A € B(H). Entdo o somatdrio Z<]A[(en),en> independe da base orto-
n
normal (ey),,.
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Demonstragdo. De fato, se (e,), € (fu),, S0 bases ortornormais de H entdo
L (Al(en)en)=E <m@n>,en>:;< VA A(er), M<en>>

(\isc.r)

VYA

2 2

2

o)

2

= Y AI(fn), fin) -

88

Defini¢do 5.9. Um operador A € B(H) é chamado trace-class se existe uma base ortonormal

(en), tal que Y (|A|(en),en) < oo. O conjunto de tais operadores serd denotado por B :=

n
B (H). Para cada A € B definimos a trace-norm ||Al|; = Z<\A[(en),en>.

n

Defini¢io 5.10. Um operador A € B(H) é chamado Hilbert-Schmidt se |A|* € B e denotamos

por ||A||2 = \/Z (|A|*(en), en) = \/H |A\2H1. O conjunto de tais operadores serd denotado por
n

32 = 32(3‘()

Proposicao 5.11. Para cada A € B,, as seguintes proposicoes sdo verdadeiras:

@ [l = /Y ||A(en)]||;

) [A™]|, = [1All2;
© [IAl < lAll2:
(d) ||| é norma sobre B, e B, é um espago vetorial;

(€) B, éideal de B(F) e ||AT||a, || TAl> < ||T][||A]]2.

Demonstragdo. (a) Basta ver que

¥ (e = K aen)Alen) = L la (e

n n

= Z<\/M2(en),en> = Z<|A|2(en)ven> = ||A||%
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(b) Usando o item (a) e a Proposi¢ao 5.7 temos

4= [E e = [E e = Il

(c) Seja e € H tal que ||e|| = 1. Considere uma base ortonormal (e,), que contenha e.

. 2
Assim ||A(e)|| < /ZHA(en)H = ||A||>. Portanto ||A]| < [|A]l2.
n

(d) Sejam A, B € B,. Entdo (HA(e,ﬂH)w . (HB(en)”)m | € (2.2 Usando a desigualdade
n= n=

triangular para 7% temos que

ﬁ (Jaten]| +1Ben])” < ¢ZHA<en>H2+ \/ZHB<en>H2 = [All2+IB]].

Dai,

-+ B =X [[Aen) +Blen)| < <X (e |+ Benll)” < (lall2 +181)? <o

n

Em particular, se A € C entdo AA € B, pelo item (a), e portanto temos que B, é um
subespaco vetorial de B(H).
(e) Seja (en), base ortonormal e 7 € B(JH). Entdo ||TA(en)H2 < |77 ||A(en)H2. Usando

o item (a), concluimos que

ITA||, = ﬁum(eauz < \/Z||T||2 A(en)||* = 171112 < .

Logo TA € B, e ||TAl|2 < ||T|||A||2. Note que pelo o que acabamos de mostrar vale que
|7 A%, < 1T 14"l = IT 4]z < . Também [[7°4°[, = || (T°4%)"| = AT [l Assim
AT € By e ||AT||2 < ||IT||||A||2- Portanto, B, € ideal de B(H). |

Observacdo 5.12. Caso H ndo seja separavel, em vez de enxergarmos T € B(H) por T : H —
H, enxergamos por T : K — I, em que K € separdvel, com a ressalva que podemos expandir 7
anulando-o fora de XK. Por outro lado, J{ sendo separdvel ndo se aplica alteragdes. Nesse caso

temos o coroldrio a seguir.

12Espaco das sequéncias complexas (xn);z tais que Z |xn|2 < oo,
n=1
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Corolario 5.13. Todo operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Demonstracdo. Seja T um operador Hilber-Schmidt. Usando a Observagdo 5.12, existe um
espaco de Hilbert X separdvel tal que 7 se anula fora de X. Como a imagem de 7" também
€ separdvel, existe um espaco de Hilbert L separdvel (podemos tomar L = WT((K)) tal que
T : L — Leassim vemos T como um operador em B, (L). Pela Proposicdo 5.11(a), a identidade
em B(L) ndo pertence a B,(L) e dai B, (L) é um ideal préprio de B(L) e, portanto, T € B, (L) C
Bo(L)."* Sendo T compacto quando visto como um operador em B(L), é claro que estendendo

T por O fora de L, vemos que T : H — H é compacto. |

Proposicao 5.14. Se A € B(H), entdo sdo equivalentes:

(a) A€ By;

(b) V|A[ € By;
(c) A é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt;

(d) |A| é o produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

Demonstragdo. (a) = (b). Se A € By, entdo Y (|A|(en),en) < oo. Portanto,
n

\/Z |A (en), > \/Z A](en), en)

(b) = (c). Seja A = W|A| a decomposicdo polar de A. Entdo A = (W \A]) v/ |A]. Como
por hipdtese /|A| € B,, segue da Proposi¢do 5.11(d) que W+/|A| € B,. Portanto, A se escreve

como produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

(¢) = (d) Se A = BC em que B,C € B,, note que para a decomposi¢do polar A = W|A]|,
tem-se que (W*B) C = |A], ou seja, |A| é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

(d) = (a) Suponha que |A| = BC em que B,C € B;. Note que (|A|(e,),en) = (C(e,),B* (en)) <
HC(en) H HB*(e,,) H Assim A € By, pois, pela Desigualdade de Holder, temos

L (Al(en)en) < ElClen] B < [E €] [T 15 e

= [ICll2{|B"[|, = IClI2[|Bll> < <.

(8

B1deais de B(H), em que H é separdvel e que contém By, sdo espagos M tais que M C By.
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Proposiciio 5.15. Seja A € B e considere (ey), uma base ortonormal. Entdo, Z [(Alen),en)| <
n

o ¢ Z (A(en),en) independe da escolha da base ortonormal.
n

Demonstracdo. Seja A € By. Escreva A = C*B como produto de operadores Hilbert-Shmidt tal

como vimos na Proposi¢go 5.14(c). Seja A € C qualquer. Note que dado u € H temos

0 <[|(B—AC)w)||* = (B~ AC)(u), (B~ AC)(u))

= [Bw)[I* = A(B(u),C(u)) = A{C(u), B(w)) +[A*|C(w)]*.
(IB@)|*+ IC(w)|*), para

Escolhendo A = obtemos |(C(u),B(u))| <

NI*—*

todo u € H. Portanto,

L Ben)*+3 ZHC en)|l

=S |IBI3+5 ||C|!2 < oo

l\)l'—‘

L [{Alen),en)| = L[ (Blen).Clen))| <

[\)>—

Note também que

Re ({(Alew).en)) = 5 ((Blew).Clen)) + (Clen). Blen)))

= (lE+o @l - B-ce)?).

Somando essa ultima expressdo em 7, obtemos

(1B+cl3-1B-CI3).

-lkl»—*

e (L ateen) -

n

Observe que para um nimero complexo z vale que Re(iz) = —Im(z), e como iA = C*(iB),

temos que

(llB+cl3—iB—CI3).

4>|~

n

() o (Bt
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Isso mostra que Z <A(en), en> ndo depende da base ortonormal escolhida. |
n

Definicéio 5.16. Para cada A € B, definimos tr(A) := ) (A(e,),en), 0 trago de A.
n

Proposicao 5.17. Seja Bog C B(H) o espago dos operadores de posto finito. Entdo, T € By
¢ uma soma finita de operadores da forma R, ,, em que R, ,, € Bog é dado por por R, ,(w) =

(w,v)u, com u,v € H.

Demonstragdo. Considere uma base ortonormal para 7'(H), {ej,ez,...,ex}. Entdo para cada
u € J, existem unicos A 4, ..., A, € C tais que T (u) = Ay ye1 + ...+ Ay yer. Paracada j =
1,2...,k, considere a aplicagdo A; : H — C definida por A;(u) = A;,. Mostremos que A; é

linear. Sejam u,v € H e a € C e note que

M»

k
Z Aivravei =T (u+av)=Tu)+al(v) = (7Ll ut oA V)
i—1

1

Portanto, Aj(u+ av) = Ajyrav = Aju+ ahj, = Aj(u) + adj(v). Dai, A; é linear para
todo j=1,...,k. Além disso A; € 3, pois para cada u € 3, temos

2
=T @)I> < |11

k
A <Y Aial* =

i=1

iu€i

Logo, A; ¢ limitado com ||A;|| < ||T'||. Assim, por [6, Teorema 5.5.2 (Teorema de Riesz-

Fréchet), p. 126], existe um tnico v; € H tal que A;( <u v j> para todo u € J{. Portanto,

k k k
I/t) = Z)Ll}uei = Z u Vl Z e, v,
i=1 i=1 i=1

k

para todo u € H, ou seja, T = ZReuw- |
i=1

Observacio 5.18. Todo T € By € trace-class. Como (R, (w),z) = ((w,v)u,z) = (w,v)(u,z) =

(w, (z,u)v) para quaisquer w,z € 3, entdo R;, ,(z) = (z, u)v para todo z € H. Denotando L, , =
R, o Ry, obtemos L, ,(w) = R, , o Ry, (w) = (w,v)(u,u)v. Note que G € B(3() dado por

(w, v) [luel|v

G(w) =
(w) o)
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€ araiz quadrada de L, isto €, G* = Ly . Entdo,

[}

IRl = X ([Ruslemen) = ¥ (Glen)en) = ¥ €n¥) 1l (ven).

n=1 n=1 n=1 <V,V

Portanto,

R 2< 'T>||||< N

vl

Tomando uma base ortonormal na qual {e, },”_; contém —-. Logo,

g
IRl = 2

Concluindo que R,,, € By, em que B € o espaco dos operadores trace-class, pela Propo-

sicao 5.17 e pela Observagdo abaixo, obtemos o resultado.

Observacao 5.19. Para resolver proximo teorema vejamos o seguinte. Para cada par u,v € JH
defina, a aplicacdo linear R, , € B(H), por R, ,(w) = (w,v)u, que é trace-class, segundo a
Observagdo 5.18. Se T € B(H) é autoadjunto e compacto entdo, para todo n, existe A, €
o(T)\{0}, e existe base ortonormal (e,),, tal que T (u Z:R;L ense, (1), para todo u € H. Cha-
maremos tal decomposi¢do de decomposi¢cao espectral de T. O leitor encontra esse resultado

em [6, Teorema 7.5.6, p. 208].

Proposicao 5.20. Os seguintes resultados sdo vdlidos:

(a) By éumideal de B(H)e | -||; € normaem By;

(b) Todo operador trace-class é compacto. Assim, se A € B; e {A,}, sdo autovalores de

entdo [|A[; = Y Ay < eo;
n

(c) A aplicagdo trago tr: By — C € um funcional linear positivo. Se A € B for positivo e

tr(A) = 0 entdo A = 0;
(d) B; contém os operadores de posto finito Bog como subespaco denso na norma || - || ;

() SeAcBjeT € B(H)entdo tr(AT) =tr(TA) e |tr(T|A|)| < ||T||||Al|1- Também |tr(TA)| <
ITAT
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(f) Paratodo A € By, tem-se ||A||; = ||A* |

(@) SeA € ByeT e B(H) entdo [|AT[|; < [[T[[|All1 e [[TA[[s < T[[[|All1-

Demonstracdo. (a) Sejam A,B € B e T € B(H). Escreva A = XY produdo de dois operadores
Hilbert-Schmidt. Entdo TA = (TX)Y é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt, pois B,
¢ ideal de B(H); e portanto TA € B;. Analogamente, AT € B;. Considere as decomposi¢cdes
polares A = W|A|, B=V|B| e A+ B =U|A+ B|. Como B, ¢ ideal de B(H) e como cada
operador trace-class pode ser escrito como produto de dois operadores Hilbert-Shmidt, entao
By C By C Bp. Segue que A,B € By, ou seja, A+ B € By, ou seja, |A+ B| € B, e portanto
|A+ B| € By. Temos entdo que A+ B € B e [|[A+ B||1 < ||A]|1 +||B||1, pois

Z<\A +B](en),en> = Z<(A+B)(en),U(en)>
-y <<A(en),U(en)> +(B(en), U(en)>>

= X ((Alten)- WU en)) +(|Bl(en) V' U en)))

¥ ((VAlen): VAW U(en)) + { VIBl(en). VBV Utes)
<2 (|viten +|| ViBle) )
1+ |V = it + s

Logo B é ideal de B(JH). Como as outras propriedades de norma sdo facilmente verifi-

|viaWw U en)

|VIBIVU(en)

|A

cadas pela defini¢do de || - ||1, segue que || - || é norma em B.

(b) Pela Proposicdo 5.14 temos que um operador trace-class € produto de dois operadores
Hilbert-Schmidt e B, € ideal. Assim, a compacidade de um operador trace-class segue da
inclusido By C B, C By.

Seja A € By C B(H) e considere sua decomposigdo polar A = W|A|. Como By ¢ ideal

de B(H) segue que |A| = W*A é compacto. Considere sua diagonalizagdo espectral dada por
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|A| = ZRflmem,em- Se A € B entdo
m

;z :;<Anen,en>:22<<en,em mCmy€n) ZZ< en>

n m

= Z <Zleem,em(en)7en> = Z<|A|(6n),€n> = HA||1 < o0,

n

(c) Se A € By C B(H) for positivo, entdo tr(A) = ) (A(e,),e,) > 0. Logo, tr é um funci-
onal linear positivo. Seja A = ZR/lnen,en sua diagonalizacado espectral. Se supormos tr(A) =0,
temos tr(A) = Z)un =0 e como cada A, € positivo, pois A é positivo, segue que A, = 0 para
todo n. Logo, An: 0.

(d) Seja A € By e A = W|A| sua decomposi¢io polar. Entdo |A| € By e podemos consi-

derar sua diagonalizacdo espectral dada por |A| = ZR Aeer.ep- Para cada n, considere o seguinte
k

n
=W (Z R/lkekﬂk) :
k=1

A=A =W (Z Rflké’kﬂk)

k>n

operador em B(H) definido por

Portanto,

¢ a decomposigdo polar de A — A, e assim [A —A,| = Z Rj,e.c,- Mas como [|A|; = Z/ln < oo,
k>n
segue que ||A —A,|; = Z A converge a zero quando n tende a infinito. Logo, o conjunto dos
k>n
operadores de posto finito Bog é denso em B na norma || - ||;.

(e) Sejam A € B e escreva A = C*B como produto de operadores Hilbert-Schmidt. Sa-
bemos que

Re (tr(C"B)) = Re(tr(4)) = § (B+CI3 B~ CJ3)

= (B +c 3= [IB=c*[}) =Re (tr ((C*)*B*)) —Re (tr(CB")) .

4>|~
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Sabemos também que

* L. 1.
—Im(tr(A)) = —Im (tr(C B)) = Z‘|lB+C||%_ ZHZB—CH%

Consequentemente,

im (((C7) ' BY)) = 4 B+ |- B

1 , L. %
= A_LH —1B+C|\%—Z]\ZB+C\]%:Im(tr(C B))

e, portanto
tr(C*B) = Re (tr(C*B)) +iIm (tr(C*B))

= Re(tr(CB*)) — iIm(tr(CB*)) = tr(CB").

Agora,se T € B(H) entdo TA=T (C*B) = (CT") " B é produto de dois Hilbert-Schmidt,

€ cComo antes, temos

w(TA) =1 ((CT*)" B) = w((CT*) B*) = w(C(BT)") = tr (C*BT) = w(AT).

Mostramos a segunda parte. Veja que

w(TIAD] = | (TIAlen)sen)| = X (VIAllen), rA|T*<en>>‘
<X |VAlen || VAT e <\/;H¢|A_|<en> 2\/; AT ()|
= ||V, | v, < [V, izl = | v izl = b

Por fim, considerando a decomposi¢ao polar A = W|A| temos que
| (TA)| = [a((TW)|AD] < [[TW[IA[]r < I T[[IA]]1-

(f) Seja A € B;. Considere a decomposicdo polar A = W|A|. Note que A* = |A|W™. Logo,
AA* = W|A|*W*. Como |A*| = VAA*, temos ]A*|2 = AA* = W|A|*W*. Ademais

(WIAIW*)? = WIAIW*W|A|W* = W|A]PW*.
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Logo, |A*| = W|A|W* Pela unicidade da raiz temos
|, = e (A7) =t (WIAW?) =t (W*WIA]) < [Ww= ] Al < JlAll.

Como a desigualdade anterior vale para todo A € By, e como pela mesma desigualdade

temos A* € By, entdo ||A||; = H(A*)*

< ||A*||- Logo [|A]|; = ||A*|| como desejamos.
(g) Sejam A € By e T € B(H). EscrevaA =W |A| e TA = U|TA| decomposicdes polares.
Logo, |TA| = U*TA = (U*TW) |A|. Portanto

ITAlL = w(|7A]) = te (U TW) JA]) < [|[U*TW][JlA]}y < I T11A]1-

Procede-se analogamente para mostar que ||AT ||} < ||T]|[|A]:- |

Podemos para cada A € B; C B(H) definir a aplicagdo ¢4 : Bo — C por ¢4(C) =
tr(AC) = tr(CA), para todo C € By. Mostramos que o dual dos operadores compactos so-
bre um espaco de Hilbert J{ €, essencialmente, o espaco normado dos operadores trace-class
(B1,][-]l1). Note que 4 € B;) e ||oall < ||A]|1, pois considerando a decomposi¢do polar

A=WI|A|, tem-se

|94 (C)| = [1r(AC)| = |tr(CA)| = [tr(CWIAD| < [ICW [|A]l1 < [IC[|A]]y

para todo C € By,.

Exemplo 5.21. Nem todo operador compacto € trace-class. Com efeito considere o operador

T : 0*> — ¢* dado por
Z (u,en)e

em que (A,),_, ¢ uma sequéncia harménica alternada de escalares reais e (e,),_; é base or-
tonormal de /. Se A, — 0, entdo T é compacto. Por outro lado, se Z |An| = oo, entdo pela

n=1
Proposicao 5.20(b) T ndo € trace-class.

Teorema 5.22. A aplicacdo
p: 31 — B()

A= @y
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€ um isomorfismo isométrico de (fBl, -l 1) no dual dos operadores compactos de B ().

Demonstra¢do. Mostramos primeiro que p é linear. Sejam A,B € B, T € By, A € C. Da
linearidade do trago segue que p(A+AB)(T) = @5 25(T) =tr((A+AB)T) = tr(AT +ABT) =
tr(AT) + Atr(BT) = @4(T) +A@p(T) = (p(A) +Ap(B))(T). Assim, p é linear. Além disso,
p ¢é limitada, pois ||p(A)|| = ||@all < ||A||1, ou seja, ||p|| < 1. Mostramos que p é sobrejetiva e
isométrica. Com efeito, seja ¢ € By,. Defina a aplicagio
[,]:H?=C
(u,v) = ¢ (Ru,v) )

Perceba que se u,v,w € H e A € C entdo

Ry (X) = (x,v) (u+Aw) = (x,v)u+ A (x,v)w = Ry (x) + ARy, (x)

para todo x € 3. Portanto R, 3,,, = Ry + AR,,,. Também temos

Ry, iav(X) = (x,w+Av)u = (x,w)u+ A (x,v)u = Ry (x) + ARy, (x)

)

para todo x, € H, ou seja, R, 21, = Ry + iRu,v. Consequentemente,

[I/l—|— A,V, W] =¢ (Ru+/'Lv,w> =0 (Ru,w + ARV,W) =0 (Ru,w) +7L¢ (Rv,w) .

Também

[, v+ Aw] = ¢ (RMMW) — 0 (Rw + /_IR,W) = 6 (Ruy) + 20 (Rusw) = [16,v] + Afut, w].

Portanto, a aplicac@o [-,-] é uma forma sesquilinear. Note que é limitada pois ||[u, V]| =

10 (Run) || < 01 |Ru || < 011l ]v

Portanto, existe um tnico operador A € B(H) tal que ¢ (Ry,,) = [u,v] = (A(u),v) para

»eassim [, ]| < [|@]]

todo u,v € JH, veja vide [17, 3.8-4 Theorem (Riesz representation), p. 192]. Mostramos que
n

A € Bjeque ¢ =@y SejaC € Bgg. Considere n € N e os operadores R,,, ,, € C = Z Ry, v, €
k=1
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'B()(). Daf,

n

= (P (i Ruk7vk> = i (P (Ruk,vk) = Z <A(uk>,Vk> (5.2.1)
k=1 k=1

Note que se (ey,),, ¢ uma base ortornormal de J{, temos

_ ;<Ac(em),em> = ; <A (kz:’l Ruk’w{> " >

= kil Z <ARuk,vk (em)> em> - kil tr ( uk,vk Z Mk),Vk> = ¢(C>

Mostramos que A é trace-class. Com efeito, considere sua decomposigio polar A = W |A|.

Para cada n € N considere o operador

C, = <Z Rek,ek> w
k=1

Note que < 1, pois dado x € JH temos que

n
Y Repey
k=1

2

n (o)

=Y e < X e

k=1 k=1

n n
Z ek,ek Z X ek
k=1 k=1

Para verificar () vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119]. Como ||[W*|| = [W| < 1, segue
que [0 ()| < 91Call < 19]l- Vefa que Re e, 0W* = R, y(ey) para todo k = 1,2....n, pois

(Rek’eko W*) (X) = Rey.e, (W*(x)) = <W*(x),ek> ep = <x,W(ek)> ek = Ro, wi(ep) (x), para todo
x € . Portanto, segue de (5.2.1) que

101> |6 ()] = |o (zRek,ek>w*
k=1

n

Z Rep e, © W

<A ek

n
Z Al (ex) €k>

Como |A| é operador positivo, temos que (|A|(ex),ex) é positivo. Entdo a sequéncia
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(Z (|A|(ex) ek> ¢ crescente e limitada superiormente por

seu supremo, a saber ||A||1

> [|A

1,eA € By. De C € By segue que ¢(C) =
tr(AC) = @4(C). Entdo, ¢ e @4 se igualam num conjunto denso de (B, || - ||) e por isso, ¢ = @4,
e assim p € sobrejetiva. Além disso p é isométrica pois para todo A € B; temos ||p(A)|| =

l@all = N9l = [|A[l1- Assim, [|A[ly < [[p(A)]| < [[Allr e [lp]| =1, u

Segue do Teorema 5.22 que (By, ||.||1) é Banach e por By ser ideal de B(H) com B C By,
temos que a tologia de (By, |- ||1) difere de (B, ||-||), pois ndo é fechado pelo Exemplo 5.21
e pelo fato de que ideais menores que B tem fecho coincidindo com Bj. Agora, para cada
B € B(H) podemos definir o funcional linear Eg : B; — C pondo Eg(A) = tr(AB) = tr(BA),
para todo A € B;. Dado A € B, considere sua decomposi¢do polar A = W|A|. Segue que
|Es(A)] = [ ((BW)IAD] < [[BW[[|AlL < ||BIl]lA

1, ou seja, Ep é limitada com ||Ep|| < ||B]-
Mostramos que o dual dos operadores trace-class e o espaco de Banach dos operadores limitados

B(H) sdo, em esséncia, 0S mesmos.

Teorema 5.23. A aplicacdo dada por

p:B(H) — B}
B— Ep
€ um isomorfismo isométrico.
Demonstracdo. Note que ||p(B)|| = ||Eg|| < ||B|| € p € um operador linear limitado com ||p|| <

1. Sejam € > 0 e B € B(H). Escolha um vetor u € H com norma ||u|| = 1 tal que ||B(u)|| >

||B|| — € e escolha um vetor v € H com norma ||v|| = 1 tal que (B(u),v) = ||B(u)||, por exemplo
_ 1B
=B(u)——~—F—

(B(u), B(u))

tem norma HRW” = 1. Portanto ||Eg|| > ||B| pois ||Eg|| > |tr (BRy)| = (B(u),v) = ||B(u)|| >

. Considere o operador de posto um R, ,. Ja vimos que tal operador

||B|| — €. Assim p é uma isometria.

Vamos mostrar que p é sobrejetivo. Seja E € B). Como na demonstragdo do Teorema
5.22, existe um operador B € B(J) tal que (B(u),v) = E (R,,) para quaisquer u,v € J(. Exata-
mente como na demonstra¢do do Teorema 5.22 podemos concluir que tr(BT) = E(T) para todo

operador T de posto finito. Mas Eg(T) = tr(BT) = E(T) e como o conjunto dos operadores de
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posto finito € denso em B segue que E = Ep. Assim p é sobrejetiva como desejavamos. |
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