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“Se as pessoas não acreditam que a matemática é simples,

é apenas porque não percebem o quão complicada a vida é.”

John von Neumann



RESUMO

Nesta monografia, exploraremos as aplicações completamente positivas e sua contribui-

ção para a construção do C∗-envelope de uma álgebra de operadores. Inicialmente, abordaremos

álgebras de matrizes sobre uma C∗-álgebra, elementos positivos, aplicações positivas e comple-

tamente positivas. Checamos as propriedades de álgebras comutativas para aplicações comple-

tamente positivas. Em seguida, provaremos o Teorema de Krein e abordaremos os operadores

trace-class juntamente com a topologia BW para provarmos o Teorema de Arveson. Provamos

também o Teorema de Wittstock. Também, estudamos os espaços I tais que para espaços nor-

mados E ¢ F , com φ : E → I completamente contrativa admitem uma extensão completamente

contrativa φ̃ : F → I com φ̃
∣∣∣
E
= φ . Finalizamos provando o Teorema de Hamana que trata sobre

a existência do C∗-envelope de uma álgebra de operadores.

Palavras-chave: Espaço de Operadores. Sistemas de Operadores. Aplicações completamente

positivas. Aplicações completamente contrativas. Injetividade. Envelope Injetivo.



ABSTRACT

In this monograph, we will explore completely positive maps and their contribution to the

construction of the C∗-envelope of an operator algebra. Initially, we will discuss matrix algebras

over a C∗-algebra, positive elements, positive and completely positive maps. We will check the

properties of commutative algebras for completely positive maps. Then, we will prove Krein’s

Theorem and discuss trace-class operators together with the BW topology to prove Arveson’s

Theorem. We will also prove Wittstock’s Theorem. We also study the spaces I such that for

normed spaces E ¢ F , with completely contractive φ : E → I admit a completely contractive

extension φ̃ : F → I with φ̃
∣∣∣
E
= φ . We conclude by proving Hamana’s Theorem which deals

with the existence of the C∗-envelope of an operator algebra.

Keywords: Operator Space. Operator Systems. Completely Positive Applications. Completely

Contractive Applications. Injectivity. Injective Envelope.
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1 Introdução

Em uma série de artigos seminais publicados ao longo de quatro décadas [2, 3, 4, 5], Arve-

son introduziu a noção de C∗-envelope para álgebras de operadores não autoadjuntas, como uma

generalização da fronteira de Shilov da análise funcional. Esse conceito tornou-se fundamental

na interação entre as teorias de C∗-álgebras e álgebras de operadores não autoadjuntas. Em

seu primeiro artigo, Arveson conjecturou a existência do C∗-envelope e calculou o C∗-envelope

para diversas álgebras de operadores. Entretanto, o problema da existência do C∗-envelope per-

maneceu em aberto por quase uma década, sendo resolvido por Hamana [13] em 1979, para o

caso de álgebras unitais.

Este resultado fortaleceu a conexão entre as teorias de álgebras de operadores autoadjun-

tas e não autoadjuntas. Para uma álgebra de operadores A , Hamana demonstrou a existência e

unicidade de uma C∗-álgebra minimal C∗
e (A ), contendo uma cópia completamente isométrica

de A , chamadade de C∗-envelope de A (veja Definição 4.28 para uma definição precisa). A

estrutura e os invariantes do C∗-envelope passaram a oferecer uma nova perspectiva para o es-

tudo de álgebras de operadores não autoadjuntas através da teoria de operadores autoadjunta.

De fato, o cálculo do C∗-envelope em vários casos tem sido objeto de estudo de diversos autores

ao longo dos anos [8, 9, 11, 12, 14, 16, 19]. C∗-envelopes têm também aplicações recentes na

classificação de álgebras de operadores não autoadjuntas [10], em aproximação de dimensão

finita [23], produtos cruzados [16], teoria de grupos [15] e geometria não comutativa [1].

Atualmente, é possível definir o C∗-envelope como uma C∗-álgebra universal, utilizando

técnicas de teoria de dilatação, o que tem facilitado seu cálculo. Contudo, neste trabalho, vamos

nos concentrar na técnica utilizada originalmente por Hamana. A ideia central desenvolvida por

Hamana foi criar uma teoria de envelopes injetivos para sistemas de operadores e álgebras de

operadores em uma categoria apropriada, garantindo a existência desses envelopes injetivos

para álgebras de operadores unitais. Hamana demonstrou que o C∗-envelope de uma álgebra de

operadores é dado pela C∗-álgebra gerada por uma cópia completamente isométrica de A em

seu envelope injetivo.

A abordagem que adotaremos neste trabalho segue uma adaptação do trabalho de Ha-

mana realizada por Paulsen em [22]. O roteiro que seguimos para demonstrar a existência do

C∗-envelope de uma álgebra de operadores é desenvolvido ao longo do capítulo 4 deste trabalho
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e inicia-se com a demonstração da existência de envelopes injetivos para espaços de operado-

res. A técnica empregada para garantir a existência de um envelope injetivo para um sistema de

operadores F ¢ B(H) envolve assegurar a existência de F-seminormas minimais (Proposição

4.18). Uma F-seminorma é uma seminorma induzida por um mapa completamente contrativo

de B(H) em B(H) que fixa F e é chamado de F-mapa. Mostramos que a imagem de um

F-mapa que induz uma F-seminorma minimal é um envelope injetivo de F (Teorema 4.19).

Posteriormente, verificamos que o envelope injetivo de um sistema de operadores na catego-

ria dos espaços de operadores é também um sistema de operadores (Proposição 4.24), o que

permite garantir a existência de uma estrutura de C∗-álgebra pelo o Teorema de Choi-Effros

(Teorema 4.11). Ademais, o envelope injetivo de uma álgebra de operadores unital A na ca-

tegoria dos espaços de operadores coincide com o envelope injetivo do sistema de operadores

gerado por A (Proposição 4.31) e, portanto, é uma C∗-álgebra que contém uma cópia comple-

tamente isométrica de A . Finalmente, o Teorema de Hamana (Teorema 4.33) assegura que a

C∗-álgebra gerada pela cópia de A em seu envelope injetivo é um C∗-envelope de A .

No capítulo 2 desenvolvemos a teoria de espaços de matrizes sobre uma C∗-álgebra A ,

de espaço de operadores e sistema de operadores. Discutimos o que são elementos positivos de

uma C∗-álgebra e suas caracterizações. Também estudamos as aplicações positivas e provamos

uma versão do Teorema de Hahn-Banach para essas aplicações, vide Teorema 2.18. Destacamos

as aplicações completamente positivas e contrativas, tais aplicações são o ponto de partida para

entendermos as estruturas dos espaços Mn(A ). Finalizamos esse capítulo verificando que para

C∗-álgebras comutativas para contradomínio, comutativas e unitais para domínio de aplicações

positivas garante-se que sejam completamente positivas.

No capítulo 3 começamos dando as ferramentas necessárias para provar o primeiro te-

orema que trata sobre extensões de aplicações completamente positivas, o Teorema 3.3 (de

Krein), nesse teorema o contradomínio em questão é o espaço de matrizes Mn(C). Em seguida

abordamos sobre os operadores trace-class juntamente com a topologia BW , tais objetos serão

fundamentais para provarmos o Teorema 3.16 (de Arveson), que trata a extensão de aplicações

completamente positivas sobre B(H). Finalizamos esse capítulo tratando sobre o Teorema 3.20

(de Wittstock), esse teorema trata sobre a extensão de aplicações completamente limitadas sobre

B(H).
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Por fim, no Capítulo 5 colocamos um Apêndice sobre a Teoria dos Operadores trace-

class e Hilbert-Schmidt. A função desse apêndice é dar suporte para os resultados presentes no

Capítulo 3, uma vez que quando se define a Topologia BW esses operadores tem uma função

muito útil, que é a identificação do dual dos operadores trace-class definidos num espaço de

Hilbert H e o espaço de operadores B(H).

Para uma leitura proveitosa dessa monografia, os pré-requisitos necessários para o leitor

é o conhecimento de Análise Funcional e a Teoria de Operadores, além de uma noção ampla

sobre Topologia Geral. Recomenda-se a leitura dos capítulos 1, 2, 3, 5, 6 e 7 do livro [6] sobre

Análise Funcional, leitura dos capítulos 1 ao 4 do livro [21] sobre Teoria de Operadores e [20]

sobre Topologia Geral.
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2 Aplicações completamente positivas

2.1 Álgebra de matrizes

Sejam A uma C∗-álgebra e n ∈ N. Considere a ∗-álgebra Mn(A ) das matrizes de ordem

n×n com entradas em A , com as operações de soma, produto e produto por escalar usuais de

matrizes e involução induzida pela involução de A . Mais precisamente, denotando por
[
ai j

]
a

matriz de Mn(A ) cuja (i, j)-ésima entrada é ocupada pelo elemento ai j ∈ A , definimos:

[
ai j

]
·
[
bi j

]
=

[
n

∑
k=1

aik ·bk j

]
,
[
ai j

]∗
=
[
a∗ji
]
, λ

[
ai j

]
+
[
bi j

]
=
[
λai j +bi j

]
.

em que λ ∈ C.

Agora, queremos introduzir uma norma nessa ∗-álgebra de forma a torná-la uma C∗-

álgebra. Para tanto, começamos pelo seguinte lema que primeiro trata o caso em que A =

B(H):

Lema 2.1. Sejam (H,ï., .ð) um espaço de Hilbert e B(H) a C∗-álgebra dos operadores limita-

dos em H. Existe uma norma que torna Mn(B(H)) uma C∗-álgebra.

Demonstração. Primeiro, note que H
n é um espaço de Hilbert com o produto interno definido

por
〈
(ui) ,(vi)

〉
=
〈
(u1,u2, . . . ,un) ,(v1,v2, . . . ,vn)

〉
:=

n

∑
i=1

ïui,við ,

em que (ui) ,(vi) ∈H
n. Observe que

∥∥(vi)
∥∥2

= ∥v1∥2 + · · ·+∥vn∥2.

Sejam
[
Ti j

]
∈Mn(B(H)) e v = (vi) = (vi)i ∈H

n e note que a função

T : Hn →H
n, T (v) =




n

∑
j=1

Ti j(v j)




i

,

é linear. Mostremos que T ∈ B(Hn) e ∥T∥ ⩽

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥Ti j

∥∥. Com efeito, para qualquer v =
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(vi) ∈H
n, temos

∥v∥=
∥∥(v1,0, . . . ,0)+(0,v2,0, . . . ,0)+ · · ·+(0,0, . . . ,0,vn)

∥∥

⩽
∥∥(v1,0, . . . ,0)

∥∥+
∥∥(0,v2,0 . . . ,0)

∥∥+ · · ·+
∥∥(0,0, . . . ,0,vn)

∥∥

= ∥v1∥+ · · ·+∥vn∥ .

Tomando u =
(
u j

)
∈H

n obtemos

∥∥T (u)
∥∥⩽

∥∥∥∥∥∥

n

∑
j=1

T1 j(u j)

∥∥∥∥∥∥
+ · · ·+

∥∥∥∥∥∥

n

∑
j=1

Tn j(u j)

∥∥∥∥∥∥
⩽

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥Ti j(u j)
∥∥

⩽

n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥Ti j

∥∥∥∥u j

∥∥⩽




n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥Ti j

∥∥

∥u∥.

Portanto, T é limitado e ∥T∥⩽
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥Ti j

∥∥.

Mostremos agora que a aplicação

ϕ : Mn(B(H))→B(Hn), [Ti j] 7→ T.

é um ∗-isomorfismo entre ∗-álgebras. Sejam
[
Ti j

]
,
[
Si j

]
∈ Mn(B(H)), u,v ∈ H

n e λ ∈ C.

Observe que

ϕ
([

Ti j

]
+λ

[
Si j

])
(u) = ϕ

([
Ti j +λSi j

])
(u) =

(
n

∑
k=1

(Tik +λSik)(uk)

)

i

=

(
n

∑
k=1

Tik(uk)

)

i

+λ

(
n

∑
k=1

Sik(uk)

)

i

= ϕ
([

Ti j

])
(u)+λϕ

([
Si j

])
(u)

=

(
ϕ
([

Ti j

])
+λϕ

([
Si j

]))
(u).

Como u ∈H
n é arbitrário, segue que ϕ

([
Ti j

]
+λ

[
Si j

])
= ϕ

([
Ti j

])
+λϕ

([
Si j

])
, e portanto

ϕ é linear.
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Ademais,

ϕ
([

Ti j

][
Si j

])
(u) = ϕ



[

n

∑
l=1

TilSl j

]

i j


(u)

=




n

∑
k=1

(
n

∑
l=1

T1lSlk

)
(uk), . . . ,

n

∑
k=1

(
n

∑
l=1

TnlSlk

)
(uk)




=




n

∑
l=1

T1l

(
n

∑
k=1

Slk(uk)

)
, . . . ,

n

∑
l=1

Tnl

(
n

∑
k=1

Slk(uk)

)


= ϕ
([

Ti j

])(
ϕ
([

Si j

])
(u)

)
= ϕ

([
Ti j

])
ϕ
([

Si j

])
(u).

Como u ∈H
n é arbitrário, segue que ϕ

([
Ti j

][
Si j

])
= ϕ

([
Ti j

])
ϕ
([

Si j

])
, e assim ϕ preserva

produto.

Vejamos que ϕ preserva estrela, isto é, ϕ
([

Ti j

]∗)
= ϕ

([
Ti j

])∗
. Lembre que, se S ∈

B(Hn), então S∗ ∈B(Hn) é o único operador limitado em B(H) tal que ïS(u),vð=
〈
u,S∗(v)

〉

para quaisquer u,v ∈H
n. Portanto, para u,v ∈H

n, vale que

〈
ϕ
([

Ti j

])
(u),v

〉
=

〈(
n

∑
k=1

T1k(uk), . . . ,
n

∑
k=1

Tnk(uk)

)
,(v1, . . . ,vn)

〉

=
n

∑
l=1

〈
n

∑
k=1

Tlk(uk),vl

〉
=

n

∑
l=1

n

∑
k=1

〈
uk,T

∗
lk(vl)

〉
=

n

∑
k=1

〈
uk,

n

∑
l=1

T ∗
lk(vl)

〉

=

〈
(u1, . . . ,un) ,

(
n

∑
l=1

T ∗
l1(vl), . . . ,

n

∑
l=1

T ∗
ln(vl)

)〉
=

〈
u,ϕ

([
T ∗

ji

])
(v)

〉
.

Logo, ϕ
([

Ti j

])∗
= ϕ

([
T ∗

ji

])
= ϕ

([
Ti j

]∗)
, ou seja, ϕ preserva estrela.

Temos que ϕ é injetiva. De fato, se ϕ
([

Ti j

])
= 0, então ϕ

([
Ti j

])
(u) = 0 para todo u ∈

H
n. Faça u =

(
0, . . . ,0,u j,0, . . . ,0

)
em que u j ∈H é arbitrário e ocupa a j-ésima coordenada

do vetor u. Assim 0 = ϕ
([

Ti j

])
(u) =

(
T1 j(u j), . . . ,Tn j(u j)

)
. Dessarte, Ti j = 0 para todo i, j,

ou seja,
[
Ti j

]
= 0. Logoϕ é injetiva.

Vejamos também que ϕ é sobrejetiva. Considere T ∈B(Hn) e para cada i ∈ {1,2, . . . ,n}
defina o operador Vi : Hn →H pondo Vi (u) = ui, para todo u ∈H

n. Note que Vi ∈B(Hn,H),

pois
∥∥Vi (u)

∥∥ = ∥ui∥ ⩽ ∥u∥, ou seja, ∥Vi∥ ⩽ 1. Agora, defina, para cada j ∈ {1,2, . . . ,n}, o



2.1 Álgebra de matrizes 16

operador U j : H → H
n, pondo U j(u) = (0, . . . ,u, . . . ,0) em que u se encontra na j-ésima co-

ordenada do vetor. Temos U j ∈ B(H,Hn), pois
∥∥U j(u)

∥∥ = ∥(0, . . . ,u, . . . ,0)∥ = ∥u∥, ou seja,
∥∥U j

∥∥= 1. Considere
[
Qi j

]
:=
[
ViTU j

]
∈Mn(B(H)). Sejam u = (ui),u

(k) ∈H
n em que u(k) =

(0, . . . ,0,uk,0, . . . ,0) o vetor com uk na k-ésima coordenada e seja T
(

u(k)
)

:=
(

vk
1, . . . ,v

k
n

)
.

Daí,

ϕ
([

Qi j

])
(u)=




n

∑
j=1

Qi j(u j)




i

=




n

∑
j=1

ViTU j(u j)




i

=
n

∑
j=1

(
Vi

(
v

j
1, . . . ,v

j
n

))

i

=
n

∑
j=1

(
v

j
1, . . . ,v

j
n

)
=

n

∑
j=1

T
(

u( j)
)
= T




n

∑
j=1

u( j)


= T (u).

Como essa igualdade vale para todo u ∈H
n, segue que T = ϕ

([
Qi j

])
. Portanto, ϕ é sobreje-

tiva. Assim, concluímos que ϕ é um ∗-isomorfismo.

Para finalizar, munimos Mn(B(H)) com a norma induzida de B(Hn) por ϕ , isto é,
∥∥[Ti j

]∥∥ :=
∥∥∥ϕ
([

Ti j

])∥∥∥= ∥T∥, garantindo que Mn(B(H)) seja uma C∗-álgebra. ■

Garantindo que Mn(B(H)) é uma C∗-álgebra e conhecendo a construção GNS, o próximo

resultado é garantido e é fundamental para todos os objetos de estudo desse trabalho.

Proposição 2.2. Se A for uma C∗-álgebra, então Mn(A ) é uma C∗-álgebra.

Demonstração. Seja A uma C∗-álgebra. Então, pela construção GNS, vide [21, 3.1.4. The-

orem (Gelgand-Naimark), p. 94], existem um espaço de Hilbert H e uma ∗-homomorfismo

injetivo de C∗-álgebras π : A → B(H) em que π(A ) é uma C∗-subálgebra em B(H). Assim

sendo, considere ∗-homomorfismo de ∗-álgebras π(n) : Mn(A )→Mn(B(H)) tal que
[
ai j

]
7→[

π
(
ai j

)]
. Observe que π(n) é injetivo, uma vez que π também é. Pelo Lema 2.1, basta verificar

que a ∗-subálgebra π(n)(Mn(A )) é fechada em Mn(B(H)). Com efeito, seja (Tm)
∞
m=1 uma

sequência em Mn(A ) tal que π(n)(Tm)−→ T ∈Mn(B(H)). Escreva Tm =
[
Ti j,m

]
. Seja ε > 0,

então existe m0 ∈ N, tal que para todo m > m0, é válido que

∥∥∥π(n)(Tm)−T

∥∥∥= sup
∥u∥⩽1

∥∥∥
(

π(n)(Tm)−T
)
(u)
∥∥∥<

√
ε.

Mostremos que π(n)(Ti j,m) −→ Ti j para quaisquer i, j. Seja u j ∈ H com
∥∥u j

∥∥ ⩽ 1, e
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u =
(
0, . . . ,u j, . . . ,0

)
∈H

n em que u j ocupa a j-ésima coordenada do vetor u. Logo,

ε >
∥∥∥
(

π(n)(Tm)−T
)
(u)
∥∥∥

2
=
∥∥[π(Ti j,m)−Ti j

]
(u)
∥∥2

=

∥∥∥∥
((

π(Ti j,m)−Ti j

)(
u j

))
i

∥∥∥∥
2

=
n

∑
i=1

∥∥(π(Ti j,m)−Ti j

)
(u j)

∥∥2
.

Portanto π(Ti j,m)−→ Ti j para quaisquer i, j e como π(A ) é fechado em B(H) segue que

Ti j ∈ π(A ) para quaisquer i, j, consequentemente T ∈ π(n)(Mn(A )). Assim Mn(A ) é uma

C∗-álgebra. ■

Lembre que um elemento a de uma C∗-álgebra unital1 é positivo se for autoadjunto e seu

espectro σ(a) estiver contido em R+, isto é, se a−λ1 não é invertível sempre que λ ∈ σ(a).

Caso a C∗-álgebra não seja unital, considera-se a unitização dessa álgebra. O próximo resultado

também será utilizado em vários momentos no trabalho:

Lema 2.3. Seja A uma C∗-álgebra e a ∈A , então a é positivo se, e só se, a = b∗b, para algum

b ∈ A .

Demonstração. Vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 46]. ■

Uma primeira aplicação do Lema 2.3 seria analisarmos a forma dos elementos positivos

na C∗-álgebra Mn(A ).

Proposição 2.4. Um elemento de Mn(A ) é positivo se, e somente se, pode ser escrito como

uma soma finita de matrizes da forma
[
a∗i a j

]
.

Demonstração. Sejam a1, . . . ,an ∈ A e considere
[
a∗i a j

]
∈Mn(A ). Veja primeiramente que

[
a∗i a j

]
=




a∗1a1 a∗1a2 · · · a∗1an

a∗2a1 a∗2a2 · · · a∗2an

...
...

. . .
...

a∗na1 a∗na2 · · · a∗nan




=




a∗1 0 · · · 0

a∗2 0 · · · 0

...
...

. . .
...

a∗n 0 · · · 0




︸ ︷︷ ︸
B∗




a1 a2 · · · an

0 0 · · · 0

...
...

. . . 0

0 · · · · · · 0




︸ ︷︷ ︸
B

= B∗B ⩾ 0.

1Uma C∗-álgebra unital A é uma C∗-álgebra com unidade 1 ∈ A , isto é, 1a = a1 = a, para qualquer a ∈ A .
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Como uma soma de elementos positivos em uma C*-álgebra é um elemento positivo

[21, 2.2.3. Lemma, p. 46], segue que toda soma de matrizes da forma [a∗i a j] é positiva. Por

outro lado, seja A =
[
ai j

]
∈Mn(A ) matriz positiva, então existe uma matriz C =

[
ci j

]
tal que

A =C∗C, ou seja, ai j =
n

∑
k=1

c∗kick j. Logo,
[
ai j

]
=

n

∑
k=1

[
c∗kick j

]
como desejamos. ■

Proposição 2.5. Seja A uma C∗-álgebra. Uma matriz A =
[
ai j

]
∈ Mn(A ) é positiva se, e

somente se,
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ai jx j ⩾ 0, quaisquer que sejam x1,x2, . . . ,xn ∈ A .

Demonstração. Suponha A =
[
ai j

]
⩾ 0. Pela Proposição 2.4 podemos escrever ai j =

n

∑
k=1

c∗kick j,

em que ci j ∈ A . Assim,

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ai jx j =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i

(
n

∑
k=1

c∗kick j

)
x j =

n

∑
i=1

n

∑
j=1

(
n

∑
k=1

x∗i c∗kick jx j

)

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(
n

∑
k=1

(ckixi)
∗

ck jx j

)
=

n

∑
k=1




n

∑
i=1

n

∑
j=1

(ckixi)
∗

ck jx j




=
n

∑
k=1



(

n

∑
i=1

ckixi

)∗


n

∑
j=1

ck jx j





⩾ 0.

Reciprocamente, suponha que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ai jx j ⩾ 0 para quaisquer x1,x2, . . . ,xn ∈ A . Mos-

tremos inicialmente que a matriz A é autoadjunta. Com efeito,

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ai jx j =




n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ai jx j




∗

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗ja
∗
i jxi. (2.1.1)

Fixe primeiramente m ∈ {1,2, . . . ,n}. Considere uma unidade aproximada (wλ )λ para A .2

Tomando xm = wλ e xi = 0 para i ̸= m, obtemos wλ ammwλ = wλ a∗mmwλ . Tomando o limite em

λ temos

amm = lim
λ

wλ ammwλ = lim
λ

wλ a∗mmwλ = a∗mm.

Agora, fixe k, l ∈ {1,2, . . . ,n} e considere xi = 0 sempre que i ̸= k, l. Assim sendo, como

2Uma unidade aproximada (wλ )λ ¢A é uma rede de elementos positivos de A tal que lim
λ

wλ a= lim
λ

awλ = a,

para todo a ∈ A . Toda C∗-álgebra admite uma unidade aproximada, vide [21, 3.1.1. Theorem, p.78]
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akk,all são autoadjuntos, temos que x∗kaklxl +x∗l alkxk = x∗ka∗lkxl +x∗l a∗klxk. Tomando xk = xl =wλ

obtemos wλ aklwλ +wλ alkwλ = wλ a∗lkwλ +wλ a∗klwλ . Tomando o limite em λ obtemos

akl +alk = lim
λ

wλ aklwλ +wλ alkwλ = lim
λ

wλ a∗lkwλ +wλ a∗klwλ = a∗lk +a∗kl. (2.1.2)

Consequentemente, akl −a∗lk = a∗kl −alk.

Por outro lado, para xk =
√
−1 ·wλ e xl = wλ e fazendo o mesmo processo de (2.1.2),

obtemos a∗lk −akl = a∗kl −alk. Segue que a∗lk = akl . Como isso vale para k, l = 1,2 . . . ,n, tem-se

que a matriz A é autoadjunta.

Agora, mostremos que A é positivo. Como A é autoadjunto podemos escrever A = T −S

como uma diferença de elementos positivos em Mn(A ), em que T S = ST = 0.3 Denote T =
[
ti j

]
e S =

[
si j

]
, e observe que ai j = ti j − si j. Assim, segue que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i si jx j ⩽

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ti jx j,

quaisquer que sejam x1,x2, . . . ,xn ∈A . Escrevendo S2 =
[
bi j

]
temos bi j =

n

∑
k=1

siksk j. Denotanto

S3 =
[
ri j

]
, então S3 = S2S e assim

ri j =
n

∑
l=1

bilsl j =
n

∑
l=1

(
n

∑
k=1

sikskl

)
sl j =

n

∑
l=1

n

∑
k=1

siksklsl j.

Mostremos que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jx j = 0 para quaisquer x1, . . . ,xn ∈ A . Como S é positivo,

segue que S3 é positivo pelo cálculo funcional contínuo. Segue que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jx j ⩾ 0, pelo que

vemos no início da demonstração dessa proposição. Observe que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jx j =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i

(
n

∑
l=1

n

∑
k=1

siksklsl j

)
x j =

n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
l=1

n

∑
k=1

x∗i siksklsl jx j

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

n

∑
l=1

n

∑
k=1

(skixi)
∗

sklsl jx j =
n

∑
l=1

n

∑
k=1



(

n

∑
i=1

(skixi)
∗
)

skl




n

∑
j=1

sl jx j







=
n

∑
l=1

n

∑
k=1

y∗ksklyl,

3Se c é autoadjunto em uma C∗-álgebra, então c2 também é. Tomando |c| = (c2)1/2, c+ =
1
2
(|c|+ c), c− =

1
2
(|c| − c) e utilizando o cálculo funcional contínuo (vide [21, 2.1.13 Theorem, p. 43]) garantimos a sentença

enunciada.
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em que yl =
n

∑
j=1

sl jx j. Como T S = 0, segue que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jx j =
n

∑
l=1

n

∑
k=1

y∗ksklyl ⩽

n

∑
l=1

n

∑
k=1

y∗ktklyl =
n

∑
k=1

y∗k

(
n

∑
l=1

tklyl

)

=
n

∑
k=1

y∗k




n

∑
j=1




n

∑
l=1

tklsl j

︸ ︷︷ ︸
=0


x j


= 0.

Agora, mostremos que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j = 0, para quaisquer xi,yi ∈ A , em que i = 1, . . . ,n.

Fixe λ ∈ C e, para cada i = 1,2, . . . ,n, faça zi = xi +λyi. Do que vimos anteriormente, temos

0 =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

z∗i ri jz j =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(xi +λyi)
∗

ri j

(
x j +λy j

)

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jx j

︸ ︷︷ ︸
=0

+|λ |2
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ri jy j

︸ ︷︷ ︸
=0

+λ̄
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ri jx j +λ
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j

= λ̄
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ri jx j +λ
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j.

Tomando λ = 1 obtemos

n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ri jx j +
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j = 0. (2.1.3)

Tomando λ =
√
−1 obtemos

−
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ri jx j +
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j = 0. (2.1.4)

Juntando (2.1.3), e (2.1.4) obtemos
n

∑
i=1

n

∑
j=1

x∗i ri jy j = 0.

Por fim, vejamos que S3 = 0, assim concluindo o resultado, pois como S é positivo e

S3 = 0, segue do cálculo funcional contínuo que S = 0 e assim A = T −S = T é positivo como

desejamos. Com efeito, como S3 =
[
ri j

]
. Fixe k, l ∈ {1,2, . . . ,n}. Escolha xk = wλ , yl = wλ

e xi = yi = 0 quando i ̸= k, l. Utilizando o limite em λ e usando o que obtemos acima, temos
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rkl = 0. Portanto S3 = 0. ■

2.2 Aplicações positivas

Abordamos nessa seção sobre as principais ferramentas desse trabalho, sobre os sistemas

de operadores e propriedades fundamentais de aplicações positivas com domínios de sistemas

de operadores. Começamos com as seguintes definições:

Definição 2.6. Seja A uma C∗-álgebra. Um espaço de operadores M ¢ A é um subespaço

vetorial de A .

A princípio, a Definição 2.6 pode levar o leitor concluir que um espaço de operadores é

simplesmente um espaço normado. Mas, um espaço de operadores não é apenas um espaço

normado. Veja que, se M é um subespaço de uma C∗-álgebra A , então Mn(M ) pode ser visto

como um subespaço de Mn(A ) que é uma C∗-álgebra pela Proposição 2.2. Dessa forma, M é

um espaço normado que vem naturalmente equipado com normas em Mn(M ) para todo n ⩾ 1.

Além disso, para cada m < n, observe que as inclusões im,n : Mm(M ) → Mn(A ) dadas por

adicionar n−m linhas e colunas de 0’s são isometrias, de modo que Mm(M ) pode ser visto

como um subespaço de Mn(M ).

Na verdade, existe uma caracterização abstrata para espaços de operadores devida a Z.

J. Ruan [24]. Não abordaremos isso neste trabalho, mas o leitor interessado pode consultar o

Capítulo 13 do livro do Paulsen [22] para uma abordagem completa sobre o assunto.

Definição 2.7. Seja A uma C∗-álgebra unital. Um sistema de operadores S ¢ A , é um su-

bespaço vetorial de A que é fechado por involução, isto é, S = S
∗ = {s∗ : s ∈ S } e contém

a unidade de A .

Veja que, um sistema de operadores S ¢ A é, em particular, um espaço de operadores

e, portanto, vem naturalmente equipado com normas em Mn(S ) para todo n ⩾ 1. Além disso,

observe que Mn(S ) visto como subespaço de Mn(A ) também contém a unidade de Mn(A ) e é

fechado por adjunção, sendo portanto um sistema de operadores em Mn(A ). Ainda, veremos na

sequência que todo elemento em um sistema de operadores pode ser escrito como combinação

linear de elementos positivos. Logo, um sistema de operadores S vem naturalmente equipado
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com uma coleção de cones Cn em Mn(S ) para todo n ⩾ 1, formado pelos elementos positivos

de Mn(A ) em Mn(S ), que geram Mn(S ) como espaço vetorial.

Assim como no caso dos espaço de operadores, existe uma caracterização abstrata para

sistemas de operadores devidas e M. D. Choi e E.G. Effros [7]. Também não abordaremos isso

neste trabalho, mas o leitor interessado pode consultar o Capítulo 13 do livro do Paulsen [22]

para uma abordagem completa sobre o assunto.

Observação 2.8. Se S ¢A é um sistema de operadores de uma C∗-álgebra unital A . Vejamos

que todo elemento em S pode ser escrito como uma combinação linear de elementos positivos

em S . Primeiro, podemos escrever um elemento autoadjunto a ∈ S como uma diferença de

dois elementos positivos em S da seguinte forma

a =
1
2
(∥a∥ ·1+a)
︸ ︷︷ ︸

a1

− 1
2
(∥a∥ ·1−a)
︸ ︷︷ ︸

a1

= a1 −a2.

Tais elementos são positivos, pois tomando a C∗-álgebra C∗(a,1) gerada por a e pela unidade

da álgebra pelo cálculo funcional contínuo, existe um ∗-isomorfismo isométrico π : C∗(a,1)→
C(σ(a)), em que C(σ(a)) é o espaço das funções contínuas definidas no espectro de a, tal

que π(1) = 1 é a função constante e π(a) = z : σ(a) → C é a função inclusão. Pensando em

∥a∥ ·1+a e ∥a∥ ·1−a como funções, fica fácil perceber que tais elementos são positivos, pois

acrescentando à função inclusão sua norma, obtemos uma função não negativa. Note ainda que

∥a∥ · 1+ a e ∥a∥ · 1− a pertencem a S , uma vez que 1,a ∈ S e S é espaço vetorial. Agora,

como a =
a+a∗

2
− a−a∗

2
, concluímos que dado a ∈ S é combinação linear de elementos

positivos de S .

Definição 2.9. Se A for uma C∗-álgebra e S um sistema de operadores, dizemos que uma

aplicação linear ϕ : S → A é positiva se ϕ(p) é positivo, sempre que p ∈ S for positivo.

Exemplo 2.10. Um ∗-homomorfismo entre C∗-álgebras π : A → B é positivo. De fato, se

a ∈ A é positivo então existe x ∈ A tal que a = x∗x. Portanto, π(a) = π
(
x∗x
)
= π

(
x∗
)

π(x) =

π(x)∗π(x) é positivo, e assim π é uma aplicação linear positiva.

Demonstremos alguns resultados importantes que envolvem aplicações positivas. A co-

meçar, o próximo resultado deriva de um clássico da Análise Funcional, no qual diz que para
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todo T ∈ B(H) autoadjunto e H espaço de Hilbert, tem-se ïTu,uð ∈ R. Contudo, para opera-

dores positivos temos algo mais forte:

Proposição 2.11. Um operador T ∈B(H) é positivo se, e somente se, ïT (u),uð⩾ 0 para todo

u ∈H.

Demonstração. Suponha que T ⩾ 0. Escreva T = S∗S. Daí, segue que ïT (u),uð=
〈
S∗S(u),u

〉
=

ïS(u),S(u)ð⩾ 0 para todo u ∈H.

Reciprocamente, supondo que ïT (u),uð⩾ 0 para todo u ∈ H, temos

ïT (u),uð+ λ̄ ïT (u),vð+λ ïT (v),uð+ |λ |2ïT (v),vð

= ïT (u+λv),u+λvð= ïT (u+λv),u+λvð

= ïT (u),uð+λ ïv,T (u)ð+ λ̄ ïu,T (v)ð+ |λ |2ïT (v),vð,

e portanto

λ̄ ïT (u),vð+λ ïT (v),uð= λ ïv,T (u)ð+ λ̄ ïu,T (v)ð,

para todos u,v ∈ H e λ ∈ C. Tomando λ = 1 e λ =−
√
−1 obtemos, respectivamente

ïT (u),vð+ ïT (v),uð= ïv,T (u)ð+ ïu,T (v)ð e

ïT (u),vð−ïT (v),uð=−ïu,T (u)ð+ ïv,T (u)ð.

Somando as duas equações temos ïT (u),vð= ïu,T (v)ð para todos u,v∈H. Consequentemente,

T ∗ = T .

Sejam T+, T− ∈ B(H) positivos com T+T− = 0 = T+T− tais que T = T+− T−. Como

ïT (u),uð⩾ 0, segue que
〈
T+(u),u

〉
⩾
〈
T−(u),u

〉
, para todo u ∈H. O cálculo funcional contí-

nuo nos garante que T 3
−⩾ 0. Tome v∈H arbitrário e escolha u= T−(v). Então 0⩽

〈
T 3
−(v),v

〉
⩽

0. Logo
〈

T 3
−(v),v

〉
= 0 , para todo v ∈H. Consequentemente, T 3

− = 0. Novamente, pelo cál-

culo funcional contínuo, temos T− = 0. Daí, T = T+ ⩾ 0. ■

O resultado a seguir será importante para a demonstração de alguns resultados que envol-

vem aplicações positivas e completamente positivas, conteúdo da próxima seção.

Proposição 2.12. Sejam A uma C∗-álgebra unital e a,b, p ∈ A , em que p é autoadjunto. São

válidas as seguintes afirmações:
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(a) ∥a∥⩽ 1 se, e somente se, a matriz




1 a

a∗ 1


 é positiva em M2(A );

(b) a∗a ⩽ b se, e somente se, a matriz




1 a

a∗ b


 é positiva em M2(A );

(c) Se a matriz




p a

a∗ p


 é positiva em M2(A ), então a∗a ⩽ ∥p∥p;

(d) Se a matriz




0 a

a∗ b


⩾ 0, então a = 0.

Demonstração. Considere A ¢ B(H) e identifique M2(B(H)) por B(H2), assim como em

Álgebra Linear.

(a) Suponha que ∥a∥⩽ 1. Sejam u,v vetores quaisquer em H. Note que

〈



1 a

a∗ 1







u1

u2


 ,




u1

u2




〉
=ïu1,u1ð+ ïa(u2),u1ð+ ïu1,a(u2)ð+ ïu2,u2ð (2.2.1)

⩾ ïu1,u1ð−2∥a∥∥u1∥∥u2∥+ ïu2,u2ð,

pois |ïa(u2),u1ð+ ïu1,a(u2)ð|⩽ |ïa(u2),u1ð|+ |ïu1,a(u2)ð|⩽ 2∥a∥∥u2∥u1∥. Logo,

−2∥a∥∥u1∥∥u2∥⩽ ïa(u2),u1ð+ ïu1,a(u2)ð⩽ 2∥a∥∥u1∥∥u2∥.

Além disso,

ïu1,u1ð−2∥a∥∥u1∥∥u2∥+ ïu2,u2ð⩾ ïu1,u1ð−2∥u1∥∥u2∥+ ïu2,u2ð= (∥u1∥−∥u2∥)2
⩾ 0.

Portanto, a matriz em questão é positiva. Reciprocamente, suponha que a matriz seja posi-

tiva. Afirmamos que se ∥a∥> 1 então existem vetores unitários u1,u2 ∈H tais que ïa(u1),−u2ð<
−1. Como ∥a∥ > 1, existe um vetor unitário u1 ∈ H tal que ∥a(u1)∥ > 1. Considere o vetor
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unitário dado por u2 =
∥a(u1)∥

ïa(u1),a(u1)ð
a(u1). Note que

ïa(u1),−u2ð=
〈

a(u1),−
∥a(u1)∥

ïa(u1),a(u1)ð
a(u1)

〉
=−∥a(u1)∥<−1.

Analogamente temos ï−u2,a(u1)ð < −1. Portanto, se ∥a∥ > 1, a matriz do enunciado

não pode ser positiva, pois para esses vetores u1,−u2, teremos (2.2.1) estritamente negativo.

(b) Suponha que a matriz em questão seja positiva. Sejam u1,u2 ∈H e note que

〈



1 a

a∗ b







u1

u2


 ,




u1

u2




〉
= ïu1,u1ð+

〈
a(u2),u1

〉
+
〈
u1,a(u2)

〉
+
〈
b(u2),u2

〉
⩾ 0.

Tomando u1 =−a(u2) a expressão anterior fica igual a

0 ⩽
〈
b(u2),u2

〉
−
〈
a(u2),a(u2)

〉
=
〈(

b−a∗a
)
(u2),u2

〉
.

Da arbitrariedade de u2 ∈H, segue a∗a ⩽ b. Reciprocamente, suponha que a∗a ⩽ b temos que

ïu1,u1ð+
〈
a(u2),u1

〉
+
〈
u1,a(u2)

〉
+
〈
b(u2),u2

〉

⩾ ïu1,u1ð+
〈
a(u2),u1

〉
+
〈
u1,a(u2)

〉
+
〈
a∗a(u2),u2

〉

=
〈
u1 +a(u2),u1

〉
+
〈
u1 +a(u2),a(u2)

〉
=
〈
u1 +a(u2),u1 +a(u2)

〉
⩾ 0.

Assim, a matriz em questão é positiva.

(c) Suponha que ∥p∥p − a∗a não seja positivo. Então existe um vetor u ∈ H tal que〈(
∥p∥p−a∗a

)
(u),u

〉
∈ {z ∈ C : z ̸∈ [0,∞)}. Como ∥p∥p − a∗a é autoadjunto segue que〈(

∥p∥p−a∗a
)
(u),u

〉
é um número real, nesse caso estritamente negativo. Assim ∥p∥ïp(u),uð<

〈
a∗a(u),u

〉
= ∥a(u)∥2. Note que

〈



p a

a∗ p







u1

u2


,




u1

u2




〉
=
〈

p(u1),u1
〉
+
〈
a(u2),u1

〉
+
〈
u1,a(u2)

〉
+
〈

p(u2),u2
〉
. (2.2.2)

Podemos ter duas possibilidades, uma para p = 0 e outra para p ̸= 0. Para p = 0 escolha
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u2 = u e u1 =−a(u). Então (2.2.2) fica igual a ïa(u),−a(u)ð+ ï−a(u),a(u)ð=−2∥a(u)∥2 e é

estritamente negativo pois ∥p∥ïp(u),uð< ∥a(u)∥2. Mas isso contradiz a positividade da matriz.

Por outro lado, se p ̸= 0 escolha u1 =− 1
∥p∥a(u) e u2 = u. Assim (2.2.2) fica igual a

〈
p(u1),u1

〉
− 2

∥p∥∥a(u)∥2 +
〈

p(u2),u2
〉
< ∥p∥∥u1∥2 − 2

∥p∥∥a(u)∥2 +
1

∥p∥
∥∥a(u2)

∥∥2

=
1

∥p∥∥a(u)∥2 − 2
∥p∥∥a(u)∥2 +

1
∥p∥∥a(u)∥2 = 0.

O que contradiz a positividade da matriz.

(d) Sejam u1,u2 ∈H e note que

0 <

〈



0 a

a∗ b







u1

u2


 ,




u1

u2




〉
= ïa(u2),u1ð+ ïu1,a(u2)ð+ ïb(u2),u2ð.

Escolhendo u1 = 0, obtemos que b⩾ 0 pela arbitrariedade de u2 ∈H. Além disso, dado α ∈R+

e u1 =−α

2
a(u2), então

0 ⩽ ïa(u2),u1ð+ ïu1,a(u2)ð+ ïb(u2),u2ð= ïb(u2),u2ð︸ ︷︷ ︸
∈R

−α ïa∗a(u2),u2ð︸ ︷︷ ︸
⩾0

(2.2.3)

Caso a ̸= 0, existe u2 ∈H tal que ïa∗a(u2),u2ð ≠ 0 e assim podemos tomar α suficientemente

grande e obter um valor negativo para a expressão (2.2.3), o que é um absurdo. Portanto,

devemos obter a = 0. ■

Proposição 2.13. Sejam A uma C∗-álgebra e S um sistema de operadores. Se ϕ : S → A é

positiva, então ϕ
(
a∗
)
= ϕ(a)∗, para todo a ∈ S .

Demonstração. Seja p ∈ S positivo. Então ϕ
(

p∗
)
= ϕ(p) = ϕ(p)∗. Seja h ∈ S autoad-

junto. Pela Observação 2.8, podemos escrever h = p1 − p2 como diferença de positivos em S .

Portanto
ϕ
(
h∗
)
= ϕ

(
p∗1 − p∗2

)
= ϕ

(
p∗1
)
−ϕ

(
p∗2
)
= ϕ (p1)

∗−ϕ (p2)
∗

=
(
ϕ (p1)−ϕ (p2)

)∗
=
(
ϕ (p1 − p2)

)∗
= ϕ(h)∗.

Seja a ∈ S qualquer e escreva a = h1 + ih2 como combinação linear de autoadjuntos em
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S , ou seja a =
a+a∗

2
+ i

a−a∗

2i
. Portanto,

ϕ
(
a∗
)
= ϕ

(
h∗1 − ih∗2

)
= ϕ (h1)

∗− iϕ (h2)
∗ =

(
ϕ (h1)+ iϕ (h2)

)∗
= ϕ(a)∗,

em que ϕ
(
a∗
)
= ϕ(a)∗ para todo a ∈ S como queríamos. ■

Proposição 2.14. Sejam A uma C∗-álgebra e S um sistema de operadores. Uma aplicação

positiva ϕ : S → A é limitada e ∥ϕ∥⩽ 2∥ϕ(1)∥.

Demonstração. Por conveniência, escrevemos ∥p∥ · 1 = ∥p∥ quando necessário. Se p ∈ S

é positivo então segue, do cálculo funcional contínuo, que 0 ⩽ p ⩽ ∥p∥ · 1. Portanto, 0 ⩽

ϕ(p) ⩽ ∥p∥ϕ(1) e, vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 46], ∥ϕ(p)∥ ⩽ ∥p∥∥ϕ(1)∥. Seja h ∈ S

autoadjunto e sejam p1, p2 ∈ S positivos tais que h = p1 − p2, tais como na Observação 2.8.

Mais precisamente,

h =
1
2
(∥h∥ ·1+h)
︸ ︷︷ ︸

p1

− 1
2
(∥h∥ ·1−h)
︸ ︷︷ ︸

p2

.

Note, para i = 1,2, que

∥pi∥=
∥∥∥∥

1
2
(∥h∥ ·1±h)

∥∥∥∥⩽
1
2
(∥h∥∥1∥+∥h∥) = ∥h∥,

e que

−∥p2∥⩽−p2 ⩽ h ⩽ p1 ⩽ ∥p1∥ .

Portanto,

−∥h∥∥ϕ(1)∥⩽−∥p2∥∥ϕ(1)∥⩽−∥p2∥ϕ(1) = ϕ (−∥p2∥)⩽ ϕ (−p2)

⩽ ϕ(h)⩽ ϕ (p1)⩽ ϕ (∥p1∥) = ∥p1∥ϕ(1)

⩽ ∥h∥ϕ(1)⩽ ∥h∥∥ϕ(1)∥,

ou seja,

−∥h∥∥ϕ(1)∥⩽ ϕ(h)⩽ ∥h∥∥ϕ(1)∥.

Como h é autoadjunto, segue que ϕ(h) é autoadjunto pela Proposição 2.13 e que ∥ϕ(h)∥⩽
∥h∥∥ϕ(1)∥ pelo cálculo funcional contínuo.
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Sejam a,h1,h2 ∈ S , em que h1 =
a+a∗

2
e h2 =

a−a∗

2i
. Temos a = h1 + ih2 e que h1,h2

são autoadjuntos. Daí,

∥ϕ(a)∥⩽
∥∥ϕ (h1)

∥∥+
∥∥ϕ (h2)

∥∥⩽ (∥h1∥+∥h2∥)∥ϕ(1)∥⩽ 2∥a∥∥ϕ(1)∥.

Segue ∥ϕ(a)∥ ⩽ 2∥a∥∥ϕ(1)∥ para todo a ∈ S , ou seja, ϕ é limitada e ∥ϕ∥ ⩽ 2∥ϕ(1)∥.

■

Observação 2.15. Quando a C∗-álgebra não for unital, temos que para um funcional linear

positivo continua sendo contínuo, vide [21, 3.3.1. Theorem, p. 88].

O seguinte exemplo mostra que a estimativa da Proposição 2.14 é a melhor possível para

o caso geral.

Exemplo 2.16. Seja T o círculo unitário no plano complexo, C(T) as funções contínuas em T,

z : T → C a função inclusão e S ¢ C(T) dado por S = span{1,z, z̄}. Definimos ϕ : S →
M2(C) por

ϕ(a+bz+ cz̄) =




a 2b

2c a


 .

Note que um elemento f ∈ S com f (z) = a+bz+ cz̄ é positivo se, e somente se, c = b̄

e a ⩾ 2|b|. Temos que um elemento autoadjunto de M2(C) é positivo se, e somente se, suas

entradas diagonais e seu determinante forem números reais não negativos. Combinando esses

dois fatos, fica claro que ϕ é um mapa positivo. No entanto, sabendo que ∥z∥= 1, temos

2∥ϕ(1)∥= 2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥




0 2

0 0




∥∥∥∥∥∥∥∥
= ∥ϕ(z)∥⩽ ∥ϕ∥,

de modo que ∥ϕ∥= 2∥ϕ(1)∥.

Proposição 2.17. Sejam A uma C∗-álgebra e S ¢A um sistema de operadores. Um funcional

linear ϕ : S → C é positivo se, e somente se, ∥ϕ∥= ϕ(1).

Demonstração. Suponha que ϕ seja positivo. Vemos na demonstração da Proposição 2.14

que, para todo elemento autoadjunto h ∈ S , é válido que ∥ϕ(h)∥ ⩽ ∥h∥ϕ(1). Seja x ∈ S
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qualquer. Então, existe eiθ ∈ C, satisfazendo |ϕ(x)| = ϕ(eiθ x). Denotando y = eiθ x temos

∥y∥ = ∥x∥. Escreva y = Re(y)+ i Im(y) =
y+ y∗

2
+ i

y− y∗

2i
e observe que Re(y), Im(y) ∈ S

e são autoadjuntos. Então |ϕ(x)| = ϕ(y) = ϕ(Re(y))+ iϕ(Im(y)) ∈ R. Usando a Proposição

2.13 temos que ϕ(Re(y)),ϕ(Im(y)) ∈ R. Portanto, ϕ(Im(y)) = 0. Daí,

|ϕ(x)|= ϕ(Re(y))⩽ ϕ(1)∥Re(y)∥⩽ ϕ(1)∥y∥= ϕ(1)∥x∥.

Portanto, |ϕ(x)| ⩽ ϕ(1)∥x∥ para todo x ∈ S . Daí, ∥ϕ∥ ⩽ ϕ(1). Como ϕ(1) ⩽ ∥ϕ∥,

segue que ∥ϕ∥= ϕ(1). Reciprocamente, suponha que ∥ϕ∥= ϕ(1). Se ϕ(1) = 0 então ∥ϕ∥= 0

e portanto ϕ = 0, ou seja, ϕ é positivo. Caso ϕ(1) ̸= 0 então defina ψ : S →C por ψ =
1

ϕ(1)
ϕ .

Então ψ é linear, ψ(1) =
1

ϕ(1)
ϕ(1) = 1 e ∥ψ∥= 1. Mostremos que ψ é positivo. Com efeito,

seja x ∈ S positivo, assim existe a ∈ R tal que σ(x) ¢ [0,a]. Note que ψ(x) ∈ [0,a]. De fato,

se p(z) = z− a

2
é polinômio então segue, de [21, 2.1.14. Theorem (Spectral Mapping), p. 43],

que

σ(p(x)) = p(σ(x))¢ p([0,a])¢
[
−a

2
,
a

2

]
,

e assim temos que σ

(
x− a

2
·1
)

¢
[
−a

2
,
a

2

]
. Como x− a

2
· 1 é autoadjunto devemos obter

∥∥∥∥x− a

2
·1
∥∥∥∥⩽

a

2
, vide [21, 2.1.1. Theorem, p. 37]. Portanto,

∣∣∣∣ψ(x)− a

2

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ψ(x)− a

2
ψ(1)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ψ
(

x− a

2
·1
)∣∣∣∣⩽ ∥ψ∥

∥∥∥∥x− a

2
·1
∥∥∥∥⩽

a

2
.

Portanto ψ(x) ∈ [0,a]. Como ψ é positivo segue que ϕ é positivo. ■

Teorema 2.18. Sejam A uma C∗-álgebra, S ¢ A um sistema de operadores. Se ϕ : S → C

é um funcional linear positivo, então existe uma extensão linear positiva ϕ̃ : A → C de ϕ com

∥ϕ̃∥= ∥ϕ∥.

Demonstração. Como ϕ é contínuo segue do Teorema de Hahn-Banach que podemos estender

ϕ para um funcional linear contínuo ϕ̃ : A → C com ∥ϕ̃∥= ∥ϕ∥. Como ∥ϕ̃∥= ∥ϕ∥= ϕ(1) e

comoϕ(1) = ϕ̃(1), segue do resultado anterior que ϕ̃ é positivo. ■

As próximas sentenças serão de utilidade para tratar inicialmente de envelopes injetivos.
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Lema 2.19. Seja A uma C∗-álgebra. Se a ∈ A for um elemento normal, isto é, a∗a = aa∗,

então o raio espectral de a, denotado por r(a), é igual a ∥a∥.

Demonstração. Represente A ¢B(H), em que H é um espaço de Hilbert. Dado u ∈H temos

que

∥∥∥a2u

∥∥∥
2
=
〈
a∗a∗aa(u),u

〉
=
〈
a∗aa∗a(u),u

〉
=
〈
a∗a(u),a∗a(u)

〉
=
∥∥aa∗(u)

∥∥2
.

Segue que
∥∥∥a2
∥∥∥ =

∥∥aa∗
∥∥ = ∥a∗∥2 = ∥a∥2. Para potências de dois e por indução concluímos

que
∥∥∥a2k

∥∥∥= ∥a∥2k

para k ∈ N, pois a e a∗ comutam. Daí,

r(a) = lim
n→∞

∥an∥ 1
n 4 = lim

k→∞

∥∥∥a2k
∥∥∥

1
2k
= lim

k→∞
∥a∥

2k

2k = ∥a∥.

■

Definição 2.20. Definimos a envoltória convexa de um conjunto A ¢ C como o fecho da inter-

seção de todos os conjuntos convexos de C que contém A e a denotamos por co(A).

Lema 2.21. Sejam A uma C∗-álgebra unital, S ¢ A um sistema de operadores e ϕ : S →C

um funcional linear com ϕ(1) = 1, ∥ϕ∥ = 1. Se a ∈ S for um elemento normal de A , então

ϕ(a) ∈ co(σ(a)).

Demonstração. Suponha que ϕ(a) /∈ co(σ(a)). Assim, existem λ > 0 e r > 0 tais que |ϕ(a)−
λ |> r, enquanto o espectro de a, σ(a), satisfaz

σ(a)¢ {z : |z−λ |⩽ r}.

Mas σ(a−λ ·1)¢ {z : |z|⩽ r} e como a norma e o raio espectral de elementos normais coinci-

dem, temos ∥a−λ ·1∥⩽ r, enquanto |ϕ(a)−λ |= |ϕ(a−λ ·1)|> r, o que é um absurdo, pois

∥ϕ∥= 1. Segue o resultado. ■

Definição 2.22. Dizemos que uma aplicação linear ϕ : M → N entre espaços de operadores é

contrativa ou contração quando ∥ϕ∥⩽ 1.
4Vide [21, 1.2.7. Theorem (Beurling), p. 10].
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Proposição 2.23. Sejam S um sistema operador, A uma C∗-álgebra unital e ϕ : S →A uma

contração unital. Nessas condições ϕ é positivo.

Demonstração. Através de [21, 1.3.6. Theorem (Gelfand Representation), p. 15], assuma sem

perda de generalidade que A ¢ B(H), para algum espaço de Hilbert H. Seja u ∈ H com

∥u∥= 1. Definindo f : S →C por f (a) = ïϕ(a)(u),uð, temos que f (1) = 1, ∥ f∥⩽ ∥ϕ∥. Pelo

Lema 2.21, se a é positivo, então f (a) é positivo. Consequentemente, como u é qualquer, ϕ é

positivo. ■

2.3 Aplicações completamente positivas

Neste capítulo estudaremos os mapas completamente positivos em sistemas de operadores

e desenvolveremos a teoria básica por trás destes mapas. De certa forma, estes mapas se com-

portam melhor que os mapas positivos e, muitos mapas positivos são completamente positivos.

Comecemos com a definição a seguir.

Definição 2.24. Sejam S um sistema de operadores e A uma C∗-álgebra. Dado n∈N, dizemos

que uma aplicação linear ϕ : S → A é n-positiva se a aplicação induzida

ϕ(n) : Mn(S )→Mn(A )

[
ai j

]
7→
[
ϕ
(
ai j

)]
,

é positiva. Além disso, dizemos que ϕ é completamente positiva se ϕ é n-positiva para todo

n ∈ N.

Observação 2.25. Não é difícil notar que se ϕ é uma aplicação completamente positiva, então

para qualquer n ∈ N temos que ϕ(n) também é uma aplicação completamente positiva.

Observação 2.26. Dado
[
Ti j

]
∈Mn(B(H)), mostremos que

∥∥[Ti j

]∥∥⩽




n

∑
i, j=1

∥∥Ti j

∥∥2




1/2

.
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Basta notar que para todo u = (u1, . . . ,un) ∈H
n, é válido que

∥∥[Ti j

]
(u)
∥∥2

=

∥∥∥∥∥∥




n

∑
j=1

T1 j(u j), . . . ,
n

∑
j=1

Tn j(u j)



∥∥∥∥∥∥

2

=
n

∑
k=1

〈
n

∑
i=1

Tki(ui),
n

∑
j=1

Tk j(u j)

〉
=

n

∑
k=1

n

∑
i, j=1

〈
Tki(ui),Tk j(u j)

〉

⩽

n

∑
k=1

n

∑
i, j=1

∥Tki∥∥ui∥
∥∥Tk j

∥∥∥∥u j

∥∥=
n

∑
k=1

(
n

∑
i=1

∥Tki∥∥ui∥
)2

⩽

n

∑
k=1



(

n

∑
i=1

∥Tki∥2

)1/2(
n

∑
i=1

∥∥u j

∥∥2

)1/2



2

= ∥u∥2
n

∑
i, j=1

∥∥Ti j

∥∥2
.

Portanto,
∥∥[Ti j

]∥∥⩽




n

∑
i, j=1

∥∥Ti j

∥∥2




1/2

.

Observação 2.27. Sejam S um sistema de operadores e A uma C∗-álgebra. Se ϕ : S →A for

uma aplicação linear contínua, então a aplicação ϕ(n) : Mn(S )→Mn(A ) também é contínua

e
∥∥∥ϕ(n)

∥∥∥⩽
√

n∥ϕ∥. Com o auxílio da Observação 2.26, é válido que

∥∥∥ϕ(n)(A)
∥∥∥=

∥∥∥
[
ϕ
(
ai j

)]∥∥∥⩽




n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥ϕ
(
ai j

)∥∥2




1/2

⩽ ∥ϕ∥




n

∑
i=1

n

∑
j=1

∥∥ai j

∥∥2




1/2

⩽ n∥ϕ∥∥A∥.

Logo,
∥∥∥ϕ(n)

∥∥∥⩽ n∥ϕ∥.

Exemplo 2.28. Um ∗-homomorfismo π entre C∗-álgebras é completamente positivo, pois π(n)

é também um ∗-homomorfismo, logo positivo pelo Exemplo 2.10.

Exemplo 2.29. Seja A uma C∗-álgebra. Todo funcional linear positivo f : A → C é com-

pletamente positivo. De fato, seja A =
[
ai j

]
∈ Mn(A ) positivo, então existe B ∈ Mn(A ) tal

que A = B∗B. Assim, para qualquer x = (x1, . . . ,xn) ∈ Cn temos 0 ⩽ (Bx)∗(Bx) ∈ A , em que
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Bx =

[
n

∑
k=1

bikxk

]n

i=1

e

〈
f (n)(A)(x),x

〉
=

〈[
f
(
ai j

)]
(x),x

〉
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

xi f (ai j)x j

= f




n

∑
i=1

n

∑
j=1

xiai jx j


= f (x∗Ax) = f (x∗B∗Bx) = f ((Bx)∗(Bx))⩾ 0.

Pela Proposição 2.11, segue que f é completamente positiva.

Há também os casos em que podemos encontrar uma aplicação positiva em que não é

completamente positiva, vejamos o próximo exemplo.

Exemplo 2.30. Seja ϕ : M2(C) → M2(C) a aplicação transposição, isto é, ϕ(A) = AT . Tal

função é positiva pois ϕ
(
B∗B

)
=
(
B∗B

)T
= BT

(
BT
)∗

⩾ 0. Considere as matrizes canônicas

E11,E12,E21,E22 de M2(C). Note que a matriz E =




E11 E12

E21 E22


 é autoadjunta e possui

espectro igual a {0,2} e portanto é positiva em M4(C)∼=M2
(
M2(C)

)
. Contudo

ϕ(2)(E) =




ϕ (E11) ϕ (E12)

ϕ (E21) ϕ (E22)


=




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




não é positiva, pois tem autovalores iguais a −1 e 1.

Exemplo 2.31. Sejam A , B e C C∗-álgebras. Se se ϕ : A → B e ψ : B → C são aplicações

completamente positivas, então ψ ◦ϕ : A → C também é. Com efeito, para qualquer n ∈ N

temos

(ψ ◦ϕ)(n)
([

ai j

])
=
[
(ψ ◦ϕ)

(
ai j

)]
=

[
ψ
(

ϕ
(
ai j

))]
= ψ(n)

([
ϕ
(
ai j

)])

= ψ(n)
(

ϕ(n)
[
ai j

])
.
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Exemplo 2.32. Sejam A , B C∗-álgebras e ϕ : A → B completamente positiva. Se b ∈ B,

então ψ : A → B definido por ψ(a) = b∗ϕ(a)b também é completamente positiva, pois se
[
ai j

]
∈ Mn(A ) for positiva tem-se que [ϕ(ai j)] é positiva. Logo, [ϕ(ai j)] = B∗B, para algum

B ∈Mn(B). Daí,

ψ(n)
([

ai j

])
=
[
ψ
(
ai j

)]
=
[
b∗ϕ

(
ai j

)
b
]
=




b∗ 0 · · · 0

0 b∗ · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · b∗




︸ ︷︷ ︸
I∗
b

[
ϕ
(
ai j

)]

︸ ︷︷ ︸
B∗B




b 0 · · · 0

0 b · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · b




︸ ︷︷ ︸
Ib

= (BIb)
∗(BIb)⩾ 0.

Proposição 2.33. Sejam A , B C∗-álgebras, S ¢ A um sistema de operadores e ϕ : S → B

uma aplicação linear. Para qualquer n ⩾ 1, temos:

(a) Se ϕ é limitada, então ϕ(n) é limitada e ∥ϕ(k)∥⩽ ∥ϕ(n)∥ para todo k ⩽ n.

(b) Se ϕ(n) é positiva, então ϕ(k) é positiva para todo k ⩽ n.

Demonstração. (a) Para cada matriz A ∈ Mk(A ), denote A′ =




A 0

0 0


 ∈ Mn(A ). Temos

que a aplicação A 7→ A′ é um ∗-homomorfismo injetivo. Portanto, ∥A∥ =
∥∥A′∥∥. Agora, dado

A ∈ Mk(S ), temos que que ϕ(n)
(
A′) =




ϕk(A) 0

0 0


. Dessarte,

∥∥∥ϕ(n)
(
A′)∥∥∥ =

∥∥∥ϕ(k)(A)
∥∥∥.

Logo, pela Observação 2.27 ϕ(n) é limitada e, portanto,

∥∥∥ϕ(k)(A)
∥∥∥=

∥∥∥ϕ(n)
(
A′)∥∥∥⩽

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∥∥A′∥∥=

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥∥A∥.

Como A ∈Mk(S ) é arbitrário, temos que
∥∥∥ϕ(k)

∥∥∥⩽
∥∥∥ϕ(n)

∥∥∥.

(b) Suponha que ϕ(n) : Mn(S ) → Mn(B) seja positivo. Assim, existe um espaço de

Hilbert H de modo que podemos visualizar Mn(B) por B(Hn). Seja u = (u1, . . . ,uk) ∈ H
k.
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Seja A∈Mk(S ) positivo. Pelo mesmo ∗− homomorfismo visto no item (a), segue A′ é positivo.

Como ϕ(n)
(
A′) é positivo, temos

〈
ϕ(k)(A)(u),u

〉
=
〈

ϕ(n)
(
A′)(u1, . . . ,uk,0 . . . ,0) ,(u1, . . . ,uk,0 . . . ,0)

〉
⩾ 0.

Como isso vale para todo u ∈H
k, segue que ϕ(k) é positivo. ■

Proposição 2.34. Sejam A e B C∗-álgebras unitais e S ¢ A um sistema de operadores. Se

ϕ : S →B for uma aplicação 2-positiva e unital, então ϕ é contrativa e ϕ(a)∗ϕ(a)⩽ ϕ
(
a∗a
)

sempre que a,a∗a ∈ S .

Demonstração. Sejam ϕ : S → B 2-positiva e a ∈ S com ∥a∥ ⩽ 1. Então




1 a

a∗ 1


 é

positivo em M2(S ) pela Proposição 2.12(a). Como ϕ
(
a∗
)
= ϕ(a)∗ pela Proposição 2.13 e ϕ

é 2-positiva, temos que ϕ(2)







1 a

a∗ 1





 =




1 ϕ(a)

ϕ(a)∗ 1


 é positivo. Pela Proposição

2.12(a) segue que ∥ϕ(a)∥⩽ 1, ou seja, ∥ϕ∥⩽ 1, e portanto ϕ é contrativa.

Além disso, se temos a,a∗a ∈ S , observe que




1 a

0 0




∗


1 a

0 0


 =




1 a

a∗ a∗a


 é

positiva em M2(S ) e assim = ϕ







1 a

a∗ a∗a





 =




1 ϕ(a)

ϕ(a)∗ ϕ
(
a∗a
)


 é positiva, e pela

Proposição 2.12 (b) temos que ϕ(a)∗ϕ(a)⩽ ϕ
(
a∗a
)
. ■

Proposição 2.35. Sejam A e B C∗-álgebras. Uma aplicação linear ϕ : A → B é n-positiva

se, e somente se,
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
x∗i x j

)
y j ⩾ 0,

para todo x1,x2, . . . ,xn ∈ A e y1,y2, . . . ,yn ∈ B.

Demonstração. Suponha que ϕ seja n-positiva. Sejam x1, . . . ,xn ∈A e y1, . . . ,yn ∈B. A matriz
[
x∗i x j

]
∈ Mn(A ) é positiva pela Proposição 2.4, daí ϕ(n)

([
x∗i x j

])
=
[
ϕ
(
x∗i x j

)]
∈ Mn(B) é



2.3 Aplicações completamente positivas 36

positivo. Segue da Proposição 2.5 que

n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
x∗i x j

)
y j

é positivo em B.

Suponha agora que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
x∗i x j

)
y j seja positivo em B, para quaisquer x1,x2, . . . ,xn ∈

A e y1,y2, . . . ,yn ∈ B. Seja
[
ai j

]
∈ Mn(A ) positivo. Pela Proposição 2.4 podemos escrever

[
ai j

]
=

n

∑
k=1

[
c∗kick j

]
em que ci j ∈ A para todo i, j ∈ {1, . . . ,n}. Logo,

n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
ai j

)
y j =

n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ

(
n

∑
k=1

c∗kick j

)
y j =

n

∑
k=1




n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
c∗kick j

)
y j


⩾ 0.

Como isso vale para quaisquer y1,y2, . . . ,yn ∈ B, tem-se pela Proposição 2.5 que
[
ϕ
(
ai j

)]
∈

Mn(B) é positivo, ou seja, ϕ(n)
([

ai j

])
é positivo. Portanto ϕ é n-positivo. ■

Exemplo 2.36. Sejam A uma C∗-álgebra, H e K espaços de Hilbert, π : A → B(H) um ∗-

homomorfismo e V : K→H uma aplicação linear limitada. Então ϕ : A →B(K) definido por

ϕ(a) =V ∗π(a)V é completamente positivo. De fato, seja A =
[
ai j

]
positiva em Mn(A ). Então

existe B =
[
bi j

]
∈Mn(A ) tal que A = B∗B, ou seja,

ai j =
n

∑
k=1

b∗kibk j, ∀i, j = 1,2, . . . ,n.

Note que

ϕ(n)
([

ai j

])
=
[
ϕ
(
ai j

)]
=
[
V ∗π

(
ai j

)
V
]
=


V ∗

(
n

∑
k=1

π
(
b∗ki

)
π
(
bk j

)
)

V




=
n

∑
k=1

[
V ∗π

(
b∗ki

)
π
(
bk j

)
V
]
.

Para cada k = 1,2, . . . ,n, a matriz

Pk =
[
π
(
b∗ki

)
π
(
bk j

)]
i j
=
[
π (bki)

∗π
(
bk j

)]
i j
,



2.3 Aplicações completamente positivas 37

em Mn(B(H)) é positivo e pode ser visto por um operador de B(Hn). Considere a soma direta

de n cópias de V , v :=V ··· ··V : Kn →H
n definida por v(k1, . . . ,kn) =

(
V (k1) , . . . ,V (kn)

)

para todo (k1, . . . ,kn)∈K
n. É claro que v∗ =V ∗··· ··V ∗ e que

[
V ∗π

(
b∗ki

)
π
(
bk j

)
V
]
= v∗Pkv.

Segue que v∗Pkv é positivo em B(Kn) pois

〈
v∗Pkv(u),u

〉
=
〈
Pk(v(u)),v(u)

〉
⩾ 0,∀u ∈K

n.

Portanto ϕ(n)
([

ai j

])
é uma soma finita de matrizes positivas, logo positiva. Dessa forma

ϕ é completamente positiva.

Definição 2.37. Sejam M um espaço de operadores e A uma C∗-álgebra. Uma aplicação

ϕ : M → A é dita completamente limitada se ∥ϕ∥cb := sup
n∈N

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥< ∞.

Observação 2.38. Seja S um sistema de operadores e A ¢B(H) uma C∗-álgebra, então dada

uma aplicação completamente positiva ϕ : S → A é válido que ∥ϕ(1)∥ = ∥ϕ(n)(I)∥. Com

efeito, para u ∈H
n temos

∥φ (n)(I)(u)∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




φ(1)(u1)

...

φ(1)(un)




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

=
n

∑
j=1

∥φ(1)(u j)∥2
⩽ ∥φ(1)∥2 ∑

j

∥(u j)∥2 = ∥φ(1)∥2 ∥u∥2.

Logo, ∥ϕ(n)(I)∥ ⩽ ∥ϕ(1)∥. Por outro lado, dado u ∈H com ∥u∥ = 1 e ∥ϕ(1)(u)∥ > ∥ϕ∥− ε

temos ∥ϕ(n)(I)(u,0, . . . ,0)∥= ∥ϕ(1)ξ∥> ∥ϕ∥− ε . Portanto, ∥ϕ(1)∥= ∥ϕ(n)(I)∥.

Proposição 2.39. Sejam S um sistema de operadores e A uma C∗-álgebra. Uma aplicação

completamente positiva ϕ : S → A é completamente limitada e ∥ϕ(1)∥= ∥ϕ∥= ∥ϕ∥cb.

Demonstração. Veja que

∥ϕ(1)∥⩽ ∥ϕ∥⩽ sup
n

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥= ∥ϕ∥cb.

Por outro lado, mostremos que ∥ϕ∥cb ⩽ ∥ϕ(1)∥. Com efeito, fixe n ∈ N e considere

A =
[
ai j

]
∈ Mn(S ) tal que ∥A∥ ⩽ 1 e considere a matriz identidade I ∈ Mn(S ). Pela Pro-
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posição 2.12(a) a matriz P =




I A

A∗ I


 é positiva em M2

(
Mn(S )

) ∼=M2n(S ). Seja ϕ(2n) :

M2n(S )→M2n(B). Então,

ϕ(2n)(P) =




ϕ(1) · · · ϕ(0) ϕ (a11) · · · ϕ (a1n)

...
. . .

...
...

. . .
...

ϕ(0) · · · ϕ(1) ϕ (an1) · · · ϕ (ann)

ϕ
(
a∗11

)
· · · ϕ

(
a∗n1

)
ϕ(1) · · · ϕ(0)

...
. . .

...
...

. . .
...

ϕ
(
a∗1n

)
· · · ϕ

(
a∗nn

)
ϕ(0) · · · ϕ(1)




=




ϕ(n)(I) ϕ(n)(A)

ϕ(n)(A)∗ ϕ(n)(I)


⩾ 0.

Pela Proposição 2.12(c) temos ϕ(n)(A)∗ϕ(n)(A) ⩽ ∥ϕ(n)(I)∥ϕ(n)(I). Consequentemente,∥∥∥ϕ(n)(A)
∥∥∥

2
=
∥∥∥ϕ(n)(A)∗ϕ(n)(A)

∥∥∥⩽
∥∥∥ϕ(n)(I)

∥∥∥
2
= ∥ϕ(1)∥2. Assim

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥⩽ ∥ϕ(1)∥ para todo

n natural, ou seja, ∥ϕ∥cb ⩽ ∥ϕ(1)∥ como queríamos. ■

Nas condições do Exemplo 2.16 vemos que ϕ definida neste exemplo não é comple-

tamente positiva, uma vez que é necessário termos ∥ϕ∥ = ∥ϕ(1)∥, sendo que temos ∥ϕ∥ =

2∥ϕ(1)∥.

Proposição 2.40. Sejam A uma C∗-álgebra e
{

Ei j

}
a base canônica de Mn(C). Uma apli-

cação ϕ : Mn(C) → A é completamente positiva se, e somente se,
[
ϕ
(
Ei j

)]
i j

é positiva em

Mn(A ).

Demonstração. Através de [21, 1.3.6. Theorem (Gelfand Representation), p.15], podemos as-

sumir sem perda de generalidade que A ¢ B(H) para algum espaço de Hilbert H. Ainda,

através do isomorfismo visto na demonstração do Lema 2.1, podemos identificar Mn(B(H))

com B(Hn) e ver Mn(A ) como uma C∗-subálgebra de B(Hn). Suponha que ϕ : Mn(C)→ A

seja completamente positiva. Mostremos que E =
[
Ei j

]
∈ Mn

(
Mn(C)

) ∼= Mn2(C) é positiva

e assim obtemos a positividade de ϕ(n)(E) =
[
ϕ
(
Ei j

)]
. Temos que E = E∗ e que E2 = nE,
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donde obtemos que

ïE(x),xð= 1
n

〈
E2(x),x

〉
=

1
n
ïE(x),E(x)ð⩾ 0

para todo x ∈ Cn2
. Isso significa que E é positivo. Portanto

[
ϕ
(
Ei j

)]
i j
∈ Mn(A ) é positivo

como queríamos. Reciprocamente, sejam k ∈ N, B1,B2, . . . ,Bk ∈ Mn(C) e u1,u2, . . . ,uk ∈ H.

Escreva para cada l ∈ {1,2, . . . ,k}, Bl =
[
bst,l

]
st

e note que B∗
i B j =

n

∑
s,t,r=1

brs,i ·brt, jEst . Defina

o vetor vtr =
k

∑
j=1

brt, ju j ∈H. Denotando u = (u1,u2, . . . ,uk), obtemos

〈[
ϕ
(
B∗

i B j

)]
(u),u

〉
=

k

∑
i, j=1

〈
ϕ
(
B∗

i B j

)
(u j),ui

〉
=

n

∑
s,t,r=1

〈
ϕ




k

∑
i, j=1

brs,i ·brt, jEst


(u j),ui

〉

=
n

∑
s,t,r=1

〈
k

∑
i=1

brs,iϕ




k

∑
j=1

brt, jEst


(u j),ui

〉
=

n

∑
s,t,r=1

〈
ϕ




k

∑
j=1

brt, jEst


(u j),

k

∑
i=1

brs,iui

〉

=
n

∑
r=1




n

∑
s,t=1

〈
ϕ (Est)(vtr),vsr

〉

=

n

∑
r=1

〈[
ϕ (Est)

]
st
(vr),vr

〉
⩾ 0,

em que vr = (v1r, . . . ,vnr) ∈ H
n. Finalmente, dada uma matriz B ∈ Mk

(
Mn(C)

)
positiva, es-

creva B como uma soma de matrizes da forma
[
B∗

i B j

]k
i, j=1 tal como vimos na Proposição 2.33,

e obtemos
〈

ϕ(k)(B)(u),u
〉
⩾ 0, ou seja, ϕ(k) é positiva. Como k ∈ N é qualquer, segue que ϕ é

completamente positiva. ■

Exemplo 2.41. Sejam a1,a2, . . . ,an ∈A . Defina ϕ : Mn(C)→A de modo que ϕ
(
Ei j

)
= a∗i a j.

Então segue do resultado anterior que ϕ é completamente positiva, pois
[
ϕ
(
Ei j

)]
=
[
a∗i a j

]
⩾ 0

pela Proposição 2.4.

2.4 Aplicações positivas entre álgebras e álgebras comutativas

Nesta seção demonstraremos que para que uma aplicação positiva ϕ : A → B seja com-

pletamente positiva é suficiente que A seja comutativa e unital ou que B seja comutativa.

Sabemos que se uma C∗-álgebra é comutativa então é C∗-isomorfa a C0(X)5 em que X é um

5Espaço das funções contínuas f : X → C que se anulam no infinito, ou seja, dado ε > 0, temos que {x ∈ X :
| f (x)|⩾ ε} é compacto.
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espaço topológico localmente compacto e Hausdorff, vide [21, 2.1.10. Theorem (Gelfand), p.

41]. Quando a álgebra em questão tem unidade, X é compacto e então a álgebra é C∗-isomorfa

a C(X) =C0(X).

Começamos pelo caso mais simples em que a álgebra do contradomínio é comutativa.

Proposição 2.42. Sejam A ,B C∗-álgebras. Se B é comutativa, então qualquer aplicação

positiva ϕ : A → B é completamente positiva.

Demonstração. Sejam X um espaço topológico localmente compacto e Hausdorff tal que B =

C0(X) e n ∈ N. Tome x1,x2, . . . ,xn ∈ A e y1,y2, . . . ,yn ∈ B. Para qualquer t ∈ X temos




n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
x∗i x j

)
y j


(t)=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i (t)ϕ
(
x∗i x j

)
(t)y j(t) =

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ϕ
(

yi(t)x
∗
i x jy j(t)

)
(t)

= ϕ




n

∑
i=1

n

∑
j=1

yi(t)x
∗
i x jy j(t)


(t) = ϕ



(

n

∑
i=1

yi(t)x
∗
i

)


n

∑
j=1

y j(t)x j





(t)

= ϕ



(

n

∑
i=1

(
yi(t)xi

)
)∗


n

∑
j=1

y j(t)x j





(t)⩾ 0.

Portanto,
n

∑
i=1

n

∑
j=1

y∗i ϕ
(
x∗i x j

)
y j é positivo e pela Proposição 2.35, ϕ é n-positiva. Como n ∈ N é

arbitrário, segue que ϕ é completamente positiva. ■

Queremos mostrar que uma aplicação positiva, entre C∗-álgebras, é completamente posi-

tiva se a álgebra do domínio é comutativa e unital. Para isso precisamos de alguns resultados

auxiliares.

Seja C =C
(
X ,Mn(C)

)
em que X é um espaço topológico compacto Hausdorff X . Para

F ∈ C e x ∈ X escrevemos F(x) =
[

fi j(x)
]
∈ Mn(C). Note que C tem estrutura ∗-algébrica

se munido com as operações (F · G)(x) = F(x)G(x), (F + G)(x) = F(x) + G(x) e F∗(x) =[
f ji(x)

]
i j
= (F(x))∗, x ∈ X . Para cada i, j ∈ {1,2 . . . ,n} temos fi j ∈ C(X) e tomando x,y ∈ X

quaisquer tem-se

∥∥ fi j(x)− fi j(y)
∥∥⩽

∥∥∥
[

fkl(x)− fkl(y)
]

kl

∥∥∥= ∥F(x)−F(y)∥.
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Note que C tem unidade 1C : X →Mn(C), em que 1C (x) = In para todo x ∈ X . Portanto,

se H ∈ C for invertível, então existe G ∈ C tal que HG = GH = 1C , ou seja, H(x)G(x) =

G(x)H(x) = In para todo x ∈ X e H(x) é uma matriz invertível para todo x ∈ X .

Lema 2.43. Seja F ∈ C , então F(x) invertível para todo x ∈ X se, e somente se, F é invertível.

Demonstração. De fato, suponha que F ∈ C e que F(x) seja invertível para todo x ∈ X . Por

[21, 1.2.3. Theorem, p. 7] temos que a aplicação inv : GLn (C)
6→Mn(C), A 7→ A−1, é contínua

já que a álgebra Mn(C) é de Banach e unital. Logo, a aplicação composição G = inv◦F ,

x 7→ (F(x))−1, é contínua já que F também é contínua. Note que (F ·G)(x) = F(x)G(x) =

F(x)(F(x))−1 = In = 1C (x) para todo x ∈ X . Então FG = 1C . Analogamente, temos GF = 1C .

Assim, F é invertível. Reciprocamente, suponha que F seja contínua e invertível. Logo, existe

G ∈ C de modo que FG = GF = 1C . Então F(x)G(x) = G(x)F(x) = In para todo x ∈ X .

Portanto F(x) é invertível para todo x ∈ X . ■

Lema 2.44. C =C
(
X ,Mn(C)

)
é uma C∗-álgebra com norma definida por ∥F∥= sup{∥F(x)∥ :

x ∈ X}, e é C∗-isomorfa a Mn(C(X)).

Demonstração. Mostremos primeiramente que ∥ · ∥ é norma. Como X é compacto segue que

∥F∥ < ∞. É imediato que ∥F∥ ⩾ 0 e, F = 0 se, e somente se, ∥F∥ = 0. Se λ ∈ C então

∥(λF)(x)∥ = |λ |∥F(x)∥ ⩽ |λ |∥F∥ para todo x ∈ X e temos ∥λF∥ ⩽ |λ |∥F∥. Por outro lado,

∥F∥=
∥∥∥∥

1
λ
(λF)

∥∥∥∥⩽
1
|λ |∥λF∥ para λ ̸= 0, e portanto |λ |∥F∥⩽ ∥λF∥. Assim, ∥λF∥= |λ |∥F∥.

Para λ = 0 a igualdade anterior é imediata. Note que se F,G∈C então ∥(F+G)(x)∥= ∥F(x)+

G(x)∥⩽ ∥F(x)∥+∥G(x)∥⩽ ∥F∥+∥G∥ para todo x ∈ X . Assim, ∥F +G∥⩽ ∥F∥+∥G∥. Então

∥ · ∥ é norma sobre C .

Veja que,
∥∥F∗∥∥= sup

{∥∥(F(x))∗
∥∥ : x ∈ X

}
= sup{∥F(x)∥ : x∈X}= ∥F∥. Ademais, para

cada x ∈ X , temos ∥(FG)(x)∥ = ∥F(x)G(x)∥ ⩽ ∥F(x)∥∥G(x)∥ ⩽ ∥F∥∥G∥, ou seja, ∥FG∥ ⩽

∥F∥∥G∥. Assim, provamos que C é uma ∗-álgebra normada.

Mostremos que C é uma ∗-álgebra de Banach. Seja (Fk)
∞
k=1 uma sequência de Cauchy

em C e ε > 0. Então, existe N ∈N tal que para todo m,k ⩾ N tem-se ∥Fk −Fm∥< ε . Em outras

palavras,
∥∥Fk(x)−Fm(x)

∥∥ < ε para cada x ∈ X . Logo, a sequência
(
Fk(x)

)∞

k=1 é de Cauchy e

convergente para um F(x) ∈ Mn(C), uma vez que Mn(C) é completo. Mostremos, então, que

6Espaço das matrizes invertíveis de Mn(C).
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(Fk)
∞
k=1 converge uniformemente para a função F : X →Mn(C). Com efeito, fixe x ∈ X . Existe

um m0 ∈ N tal que se m ⩾ m0, então
∥∥Fm(x)−F(x)

∥∥ < ε . Sejam k ⩾ N e m ⩾ max{m0,N}.

Então,
∥∥Fk(x)−F(x)

∥∥⩽
∥∥Fk(x)−Fm(x)

∥∥+
∥∥Fm(x)−F(x)

∥∥< 2ε.

Dessarte, ∥Fk −F∥= sup
{∥∥Fk(x)−F(x)

∥∥ ;x ∈ X
}
⩽ 2ε para todo k ⩾ N e a sequência (Fk)

∞
k=1

converge uniformemente para F . Vemos que F é contínua, pois

∥F(x)−F(y)∥⩽
∥∥F(x)−FN(x)

∥∥+
∥∥FN(x)−FN(y)

∥∥+
∥∥FN(y)−F(y)

∥∥

⩽ 2∥FN −F∥+
∥∥FN(x)−FN(y)

∥∥ ,

para quaisquer x,y ∈ X . Daí, fixado x ∈ X existe um aberto U de X tal que se y ∈ U temos
∥∥FN(x)−FN(y)

∥∥< ε pois FN é contínua. Portanto se y ∈U temos ∥F(x)−F(y)∥< 3ε . Segue

que F ∈ C . Portanto, C é Banach. Assim C é uma ∗-álgebra de Banach. Ademais, como

∥∥F∗F
∥∥= sup

{∥∥(F∗F
)
(x)
∥∥ ;x ∈ X

}
= sup

{∥∥F∗(x)F(x)
∥∥ ;x ∈ X

}
=

= sup
{
∥F(x)∥2;x ∈ X

}
= (sup{∥F(x)∥;x ∈ X})2 = ∥F∥2,

segue que (C ,∥ · ∥) é uma C∗-álgebra.

Por fim, observamos que a aplicação

T : C
(
X ,Mn(C)

)
→ Mn(C(X))

F 7→
[

fi j

]

é um ∗-isomorfismo, e, portanto, C e Mn(C(X)) são C∗-isomorfos. ■

Lema 2.45. Seja X um espaço topológico compacto Hausdorff. Um elemento F ∈C(X ,Mn(C))

é positivo se, e somente se, F(x) é um elemento positivo de Mn(C) para todo x ∈ X.

Demonstração. Seja F ∈ C
(
X ,Mn(C)

)
um elemento positivo. Assim, F = G∗G para algum

G ∈C
(
X ,Mn(C)

)
. Note que para todo x ∈ X , temos F(x) = G∗(x)G(x) = (G(x))∗G(x)⩾ 0 e,

portanto, F(x) é positivo em Mn(C).

Suponha agora que F(x) é positivo em Mn(C) para todo x ∈ X . Note que F é autoadjunto,

pois F∗(x) = (F(x))∗ = F(x) para todo x ∈ X . Mostremos que o espectro de F está contido na
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união dos espectros de F(x) e, portanto, F é positivo. Se λ ∈ σ(F), então F − λ1C é não

invertível. Segue do Lema 2.43 que existe um x ∈ X de modo que F(x)−λ In é não inversível,

ou seja, λ ∈ σ(F(x))¢ R+. ■

Tratamos a seguir o caso em que o domínio de uma aplicação positiva ϕ seja uma C∗-

álgebra unital e abeliana que, neste caso, pode ser identificada a C(X), em que X é um espaço

topológico compacto Hausdorff.

Teorema 2.46. Sejam X espaço topológico compacto Hausdorff e A uma C∗-álgebra. Se

ϕ : C(X)→ A é positiva, então ϕ é completamente positiva.

Demonstração. Seja n um número natural. Tome F ∈Mn(C(X)) tal que F = f ·R em que f ∈
C(X) e R =

[
Ri j

]
∈ Mn(C). Note que ϕ(n)(F) = ϕ(n)

([
f Ri j

])
=
[
ϕ
(

f Ri j

)]
=
[
ϕ( f )Ri j

]
=

ϕ( f )R. Supondo R positivo, escreva R = M∗M em que M =
[
ai j

]
∈ Mn(C). Supondo f ⩾ 0

então ϕ( f )⩾ 0 e podemos denotar ϕ( f ) = b∗b∈A . Observe que ϕ(n)(F)∈Mn(A ) é positivo,

pois

ϕ(n)(F) = ϕ( f )R = b∗b
[
a ji

][
ai j

]
=

[
n

∑
k=1

b∗bakiak j

]

i j

=

[
n

∑
k=1

(
akib

∗)(ak jb
)
]

i j

=
[
a jib

∗][ai jb
]
=
[
ai jb

]∗ [
ai jb

]
⩾ 0.

Agora, sejam ε > 0 e T ∈Mn(C(X)) =C
(
X ,Mn(C)

)
positivo. Como ϕ é positiva, então

pela Proposição 2.14 ϕ é contínua. Segue daí que ϕ(n) é contínua pela Observação 2.27. Assim,

existe um δ > 0 tal que se ∥T − S∥ ⩽ δ , então
∥∥∥ϕ(n)(T )−ϕ(n)(S)

∥∥∥ < ε . Como T é contínua

então para cada x ∈ X , existe uma vizinhança aberta Vx de x tal que para todo y ∈ Vx temos

∥T (x)−T (y)∥< δ

2
. Pela compacidade de X podemos considerar

{
Vxi

}k

i=1 uma cobertura finita

para X . Note que se y,z ∈Vxi
então ∥T (y)−T (z)∥< δ . Tome {pi}k

i=1 uma partição da unidade

subordinada a
{

Vxi

}k

i=1, ou seja, pi : X → [0,1] ¢ R é contínua, pi = 0 em X −Vxi
e

k

∑
i=1

pi = 1

em X , o leitor pode verificar em [20, Theorem 36.1, p. 225] a existência de partição da unidade

para este caso.7 Denote G =
k

∑
i=1

piT (xi) ∈Mn(C(X)). Note que pi(x) > 0 implica x ∈ Vxi
, em

7No livro o teorema em questão trata para espaços normais, porém um espaço compacto Hausdorff sempre é
normal. Dessarte, aplica-se o teorema.
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que
∥∥T (x)−T (xi)

∥∥< δ . Logo,

∥T (x)−G(x)∥=
∥∥∥∥∥T (x)

k

∑
i=1

pi(x)−
k

∑
i=1

pi(x)T (xi)

∥∥∥∥∥

⩽

k

∑
i=1

pi(x)
∥∥T (x)−T (xi)

∥∥< δ ,

para todo x ∈ X . Portanto, ∥T − G∥ ⩽ δ , daí temos
∥∥∥ϕ(n)(T )−ϕ(n)(G)

∥∥∥ < ε . Note que

ϕ(n)(G) =
k

∑
i=1

ϕ (pi)T (xi) ⩾ 0. Assim, ϕ(n)(T ) é limite de uma sequência de elementos po-

sitivos em Mn(A ), e como o conjunto dos elementos positivos de uma C∗-álgebra é fechado,

segue que ϕ(n)(T ) é positivo. Já que n foi tomado de forma arbitrária então ϕ é completamente

positivo. ■
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3 Teoremas de Extensão

3.1 Teorema de extensão de Krein

Considere {e1,e2 . . . ,en} a base canônica de Cn e A = [ars] ∈ Mn(C). Então, para cada

i, j ∈ {1,2, . . . ,n} temos que

〈
[ars] (e j),ei

〉
=
〈(

a1 j, . . . ,an j

)
,ei

〉
= ai j

Considere um sistema de operadores S e uma aplicação linear ϕ : S → Mn(C). Para

cada a ∈ S , denote ϕ(a)i j como sendo a i j-ésima entrada da matriz complexa ϕ(a) e defina a

aplicação sϕ : Mn(S )→ C definida por

sϕ

([
ai j

])
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ϕ
(
ai j

)
i j
. (3.1.1)

Pela linearidade de ϕ temos que sϕ é linear. Seja e = (e1,e2, . . . ,en) ∈ Cn2
. Usando a

identificação dada pelo isomorfismo Mn

(
Mn(C)

)∼=Mn2(C), notamos que

〈
ϕ(n)

([
ai j

])
(e),e

〉
=

〈[
ϕ
(
ai j

)]
(e),e

〉
=

n

∑
r=1

n

∑
k=1

〈
ϕ (ark)(ek),er

〉
=

n

∑
r=1

n

∑
k=1

ϕ (akr)kr .

Temos, portanto, que sϕ

([
ai j

])
=

〈
ϕ(n)

([
ai j

])
(e),e

〉
. A aplicação G : B

(
S ,Mn(C)

)8→
B
(
Mn(S ),C

)
, definida por G(ϕ) = sϕ , é linear, pois para λ ∈ C e

[
ai j

]
∈Mn(S ) quaisquer,

tem-se

G(ϕ +λψ)
∣∣
[ai j]

= sϕ+λψ

([
ai j

])
=

〈
(ϕ +λψ)(n)

([
ai j

])
(e),e

〉

=

〈[
(ϕ +λψ)

(
ai j

)]
(e),e

〉
=

〈[
ϕ
(
ai j

)]
(e),e

〉
+λ

〈[
ψ
(
ai j

)]
(e),e

〉

= sϕ

([
ai j

])
+λ sψ

([
ai j

])
= G(ϕ)

∣∣
[ai j]

+ λG(ψ)
∣∣
[ai j]

.

Observação 3.1. Sejam s : Mn(S ) → C linear e aEi j matriz com a na i j-ésima entrada da

matriz e 0 nas entradas restantes. Defina aplicação ϕs : S →Mn(C) por ϕs(a) =
[
s
(
aEi j

)
i j

]
.

8
B(V,W ) denota o espaço dos operadores lineares contínuos entre os espaços normados V e W .
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É claro que ϕs é linear. Mostremos que as aplicações

G : B
(
S ,Mn(C)

)
→ B

(
Mn(S ),C

)

ϕ 7→ sϕ

e

F : B
(
Mn(S ),C

)
→ B

(
S ,Mn(C)

)

s 7→ ϕs

são inversas entre si. Com efeito, veja que

(F ◦G)(ϕ) = F(G(ϕ)) = F
(
sϕ

)
= ϕsϕ

e pela definição dada para sϕ , segue que

ϕsϕ (a)i j = sϕ

(
aEi j

)
= ϕ(a)i j,

e, portanto (F ◦G)(ϕ) = ϕ . Além disso, observe que

(G◦F)(s) = G(F(s)) = G(ϕs) = sϕs
,

e como

sϕs

([
ai j

])
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ϕs

(
ai j

)
i j
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

s
(
ai jEi j

)
= s
([

ai j

])
.

Daí, temos que (G◦F)(s) = s. Portanto, temos que os espaços normados B
(
S ,Mn(C)

)

e B
(
Mn(S ),C

)
são isomorfos.

Lema 3.2. Sejam S um sistema de operadores em uma C∗-álgebra A , ϕ : S →Mn(C) uma

aplicação linear e sϕ : Mn(S )→ C definida em (3.1.1). As seguintes afirmações são equiva-

lentes

(a) ϕ é completamente positiva;

(b) ϕ é n-positiva;
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(c) sϕ é positiva.

Demonstração. Segue diretamente da definição de aplicação completamente positiva que (a)

implica (b).

Agora, assumindo (b), tome
[
ai j

]
∈ Mn(S ) positivo. Por hipótese, ϕ(n)([ai j]) ⩾ 0 e,

identificando Mn(Mn(C)) ∼=Mn2(C), temos sϕ

([
ai j

])
=

〈
ϕ(n)

([
ai j

])
(e),e

〉
⩾ 0 pela Pro-

posição 2.11. Logo, (b) implica (c).

Verifiquemos, por fim, que (c) implica (a). Suponha que sϕ : Mn(S )→ C positiva. Pelo

Teorema 2.18 podemos estender tal aplicação para s : Mn(A )→ C positiva. Pela Observação

3.1, temos que B
(
A ,Mn(C)

)
e B
(
Mn(A ),C

)
são isomorfos. Seja ψ : A →Mn(C) associado

a s, ou seja, ψ = ψs. Note que ψ estende ϕ linearmente, pois qualquer que seja a ∈ S , temos

ψs(a)i j = s
(
aEi j

)
= sϕ

(
aEi j

)
= ϕ(a)i j.

Mostremos que ψ é completamente positiva. Com efeito, dado m ∈ N, devemos provar

que ψ(m) : Mm(A )→ Mm

(
Mn(C)

)
é positivo. Pela Proposição 2.4 e por linearidade é sufici-

ente mostrar que ψ(m)([a∗i a j])⩾ 0 para quaisquer a1, . . . ,an ∈ A . Seja x = (x1, . . . ,xm) ∈ Cnm,

em que x j =
n

∑
k=1

λ jkek ∈ Cn. Note que

〈
ψ(m)

([
a∗i a j

])
(x),x

〉
=

〈[
ψ
(
a∗i a j

)]
(x),x

〉
=

〈




m

∑
j=1

ψ
(
a∗1a j

)
x j

...
m

∑
j=1

ψ
(
a∗ma j

)
x j




,




x1

...

xm




〉

=
m

∑
i, j=1

〈
ψ
(
a∗i a j

)
(x j),xi

〉
=

n

∑
k,l=1

m

∑
i, j=1

λ jkλil

〈
ψ
(
a∗i a j

)
(ek),el

〉

=
n

∑
k,l=1

m

∑
i, j=1

λ jkλil

〈
ψs

(
a∗i a j

)
(ek),el

〉

=
n

∑
k,l=1

m

∑
i, j=1

λ jkλilψs

(
a∗i a j

)
lk
=

n

∑
k,l=1

m

∑
i, j=1

λ jkλils
(
a∗i a jElk

)
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=
m

∑
i, j=1

s

(
n

∑
k=1

n

∑
l=1

λ jkλila
∗
i a jElk

)
=

m

∑
i, j=1

s


a∗i a j

n

∑
k,l=1

λ jkλilElk


 .

Para cada i= 1,2, . . . ,n, denote por Ai a matriz em Mn(C) com primeira linha (λi1, . . . ,λin)

e as demais entradas iguais a zero. Então,

A∗
i A j =

[
λilλ jk

]
lk
=

n

∑
k=1

n

∑
l=1

λilλ jkElk

e, tomando uma matriz B = [bi j] ∈ Mn(C), b ∈ A e convencionando bB = [bi jb] ∈ Mn(A ),

temos

〈
ψ(m)

([
a∗i a j

])
(x),x

〉
=

m

∑
i=1

m

∑
j=1

s
(
a∗i a jA

∗
i A j

)
=

m

∑
i=1

m

∑
j=1

s
(
a∗i A∗

i ·a jA j

)

= s




m

∑
i=1

m

∑
j=1

a∗i A∗
i ·a jA j


= s



(

m

∑
i=1

aiAi

)∗


m

∑
j=1

a jA j





⩾ 0.

Segue que ψ é completamente positivo e, como ψ estende ϕ , temos que ϕ é uma aplicação

completamente positiva. ■

Teorema 3.3 (Krein). Sejam A uma C∗-álgebra e S ¢ A um sistema de operadores. Se

ϕ : S → Mn(C) for uma aplicação completamente positiva, então existe um aplicação com-

pletamente positiva ψ : A →Mn(C) que estende ϕ tal que ∥ψ∥= ∥ϕ∥.

Demonstração. Como ϕ : S → Mn(C) é completamente positivo, então sϕ : Mn(S ) → C é

positivo pelo Lema 3.2. Pelo Teorema 2.18, sϕ admite uma extensão positiva s : Mn(A )→ C.

Então s possui uma correspondente ψ = ψs : A →Mn(C) via isomorfismo visto na Observação

3.1. Vemos na prova do Lema 3.2 que ψ estende ϕ e que ψ é completamente positivo. Pela

Proposição 2.39 segue que ∥ϕ∥= ∥ϕ(1)∥= ∥ψ(1)∥= ∥ψ∥. ■

Exemplo 3.4. Sejam A uma C∗-álgebra unital. É claro que span{1}¢A é uma C∗-subálgebra.

Defina ϕ : span{1}→Mn(C) por λ1 7→ λ In, λ ∈C. Pela Proposição 2.46 e [21, 1.3.6. Theorem

(Gelfand Representation), p. 15] temos que ϕ é completamente positiva. Pelo Teorema 3.3
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temos que existe uma extensão completamente positiva de ϕ para A . Consequentemente, o

conjunto Pn das aplicações completamente positivas ϕ : A →Mn(C) tais que ϕ(1) = In de uma

C∗-álgebra nunca é vazio.

3.2 A Topologia BW

Sejam X e Y espaços de Banach. Fixe x ∈ X e y ∈ Y . Considere a aplicação x¹ y :

B
(
X ,Y ′)→ C definida por x¹ y(L) = L(x)(y), para todo L ∈ B

(
X ,Y ′). Mostremos que

x¹ y é linear. De fato, sejam L,G ∈B
(
X ,Y ′) e λ ∈ C. Então

x¹ y(L+λG) = (L+λG)(x)(y) = (L(x)+λG(x))(y)

= L(x)(y)+λG(x)(y) = x¹ y(L)+λx¹ y(G),

segue que x¹ y é um funcional linear. Temos também que x¹ y é limitado, pois

∥x¹ y(L)∥= ∥L(x)(y)∥⩽ ∥L(x)∥∥y∥⩽ ∥L∥∥x∥∥y∥,

ou seja, ∥x¹ y∥⩽ ∥x∥∥y∥. Mostremos que ∥x¹ y∥= ∥x∥∥y∥. Com efeito, se x ∈ X ou y ∈ Y

é nulo, é imediato. Agora, caso x ∈ X e ∈ Y não sejam nulos, existem f ∈ X
′,g ∈ Y

′ tais

que | f (x)| = ∥x∥ e |g(y)| = ∥y∥ e ∥ f∥ = ∥g∥ = 1, vide [6, Corolário 3.1.4, p. 60]. Seja L f ,g :

X → Y
′ definida por L f ,g(z) = f (z)g. Observe que L f ,g ∈ B(X ,Y ′), pois pela linearidade

de f segue que L f ,g é linear e

∥∥L f ,g(z)
∥∥= ∥ f (z)g∥= | f (z)|∥g∥= | f (z)|⩽ ∥ f∥∥z∥= ∥z∥.

Ademais,
∥∥L f ,g

∥∥⩽ 1 e temos |x¹y(L f ,g)|= |L f ,g(x)(y)|= |( f (x)g)(y)|= | f (x)g(y)|= ∥x∥∥y∥.

Portanto, ∥x¹ y∥= ∥x∥∥y∥, como desejamos.

Sejam x1,x2 ∈ X , y ∈ Y , λ ∈ C. Então, (x1 +λx2)¹ y = x1 ¹ y+ λ (x2 ¹ y). De fato,

para todo L ∈B
(
X ,Y ′), temos

(x1 +λx2)¹ y(L) = L(x1 +λx2)(y) =
(
L(x1)+λL(x2)

)
(y)

= L(x1)(y)+λL(x2)(y) = x1 ¹ y(L)+λ (x2 ¹ y)(L).
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Do mesmo modo temos x¹ (y1 +λy2) = x¹ y1 +λ (x¹ y2). Considere o conjunto

Z = span{x¹ y : x ∈ X ,y ∈ Y } ¢B
(
X ,Y ′)′ .

Temos que vale o seguinte resultado:

Lema 3.5. B
(
X ,Y ′) é isometricamente isomorfo a Z

′.

Demonstração. Dado L ∈ B
(
X ,Y ′) podemos definir a aplicação FL : K = span{x¹ y;x ∈

X ,y ∈ Y }→ C da seguinte forma

FL

(
n

∑
i=1

xi ¹ yi

)
=

n

∑
i=1

L(xi)(yi) =
n

∑
i=1

xi ¹ yi(L).

É claro que FL é linear. Além disso, FL é limitada, pois

∣∣∣∣∣FL

(
n

∑
i=1

xi ¹ yi

)∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

n

∑
i=1

(xi ¹ yi)(L)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

(
n

∑
i=1

xi ¹ yi

)
(L)

∣∣∣∣∣⩽
∥∥∥∥∥

n

∑
i=1

xi ¹ yi

∥∥∥∥∥∥L∥,

ou seja, ∥FL∥ ⩽ ∥L∥. Agora, dados x ∈ X e y ∈ Y , temos que ∥L(x)(y)∥ =
∥∥FL(x¹ y)

∥∥ ⩽

∥FL∥∥x¹ y∥ = ∥FL∥∥x∥∥y∥. Assim, ∥L(x)∥ ⩽ ∥FL∥∥x∥. Por conseguinte, ∥L∥ ⩽ ∥FL∥. Logo,

∥L∥ = ∥FL∥. Podemos estender FL para F̃L ∈ Z
′ de forma que

∥∥∥F̃L

∥∥∥ = ∥FL∥. É claro que

FL+λM = FL +λFM, quaisquer que sejam L,M ∈ B
(
X ,Y ′) e λ ∈ C. Portanto, por continui-

dade e densidade de K em Z temos que F̃L+λM = F̃L +λ F̃M. Com isso em mãos, podemos

definir a aplicação linear

F : B
(
X ,Y ′)→ Z

′

L 7→ F̃L.

Primeiramente, temos que F é isométrica, pois ∥F(L)∥ =
∥∥∥F̃L

∥∥∥ = ∥FL∥ = ∥L∥. Para finalizar

mostremos que F é sobrejetiva. Com efeito, seja f ∈Z
′. Para cada x ∈X , considere fx : Y →

C tal que fx(y) = f (x¹ y). Note que fx ∈ Y
′, pois fx é linear uma vez que fx(y1 + λy2) =

f (x¹ (y1 + λy2)) = f (x¹ y1 + λx¹ y2) = f (x¹ y1)+ λ f (x¹ y2) = fx(y1)+ λ fx(y2) e fx é

limitada pois

∣∣ fx(y)
∣∣= | f (x¹ y)|⩽ ∥ f∥∥x¹ y∥= ∥ f∥∥x∥∥y∥. (3.2.1)
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Seja L : X → Y
′ dada por L(x) = fx. Temos que L é linear, pois

L(x1 +λx2)(y) = fx1+λx2
(y) = f

(
(x1 +λx2)¹ y

)
= f (x1 ¹ y)+λ f (x2 ¹ y)

= fx1(y)+λ fx2(y) = L(x1)(y)+λL(x2)(y),

seja qual for y∈Y . Observe que L é contínua, pois ∥L(x)∥= ∥ fx∥⩽ ∥ f∥∥x∥ por (3.2.1). Assim

L ∈B
(
X ,Y ′) e ∥L∥⩽ ∥ f∥. Observe que

F(L)(x¹ y) = F̃L(x¹ y) = L(x)(y) = fx(y) = f (x¹ y).

Como F(L) e f são aplicações lineares, então também são iguais em K . Por continuidade e

densidade de K em Z , segue que F̃(L) = f . Assim F é sobrejetiva. Portanto, F é o isomor-

fismo isométrico que desejamos. ■

Definição 3.6. Munimos B
(
X ,Y ′) com a topologia BW , ou seja, com a topologia fraca-∗

de Z
′. Dessa forma, enfatizamos que uma rede (Lλ )λ converge para L em B

(
X ,Y ′) na

topologia BW se, e somente se, a rede
(
F (Lλ )

)
λ

converge para F(L) em Z
′, ∗-fracamente.

Proposição 3.7. Seja (Lλ )λ rede em B
(
X ,Y ′) limitada. Então Lλ −→ L em B

(
X ,Y ′) na

topologia BW se, e somente se, Lλ (x)−→ L(x) em Y
′, ∗-fracamente, para todo x ∈ X .

Demonstração. Suponha que Lλ −→L na topologia BW , ou seja, F (Lλ )−→F(L) ∗-fracamente.

Se x ∈ X , y ∈ Y , então F (Lλ )(x¹ y) −→ F(L)(x¹ y), ou seja, Lλ (x)(y) −→ L(x)(y) e por-

tanto Lλ (x)−→ L(x) ∗-fracamente em Y
′, para todo x ∈ X .

Reciprocamente, suponha que Lλ (x)(y) −→ L(x)(y) para todo x ∈ X , y ∈ Y , ou seja,

F (Lλ )(x ¹ y) −→ F(L)(x ¹ y). Por conseguinte, dado q ∈ K , tem-se que F (Lλ )(q) −→
F(L)(q). Seja ε > 0. Como a rede (Lλ )λ é limitada, vide [6, Proposição 6.3.3, p. 153], então

existe um número real a > 0 tal que
∥∥F(Lλ )

∥∥ < a, para todo λ . Seja z ∈ Z e tome q ∈ K

tal que ∥z− q∥ <
ε

3(a+∥F(L)∥) . Note que existe um λ0 tal que, para todo λ > λ0, tem-se

|F (Lλ )(q)−F(L)(q)|< ε

3
. Portanto, F (Lλ )(z) converge para F(L)(z), pois para todo λ > λ0
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tem-se que

∣∣F (Lλ )(z)−F(L)(z)
∣∣= |F (Lλ )(z)−F (Lλ )(q)+F (Lλ )(q)−F(L)(q)+F(L)(q)−F(L)(z)|

⩽ |F (Lλ )(z−q)|+ |F (Lλ )(q)−F(L)(q)|+ |F(L)(q− z)|

< ∥F(Lλ )∥∥z−q∥+ ε

3
+∥F(L)∥∥q− z∥

< ∥F(Lλ )∥
ε

3(a+∥F(L)∥) +
ε

3
+∥F(L)∥ ε

3(a+∥F(L)∥) < ε.

■

3.3 Operadores trace-class e Topologia BW

Como ferramenta, a teoria dos operadores trace-class é necessária para obtermos alguns

resultados importantes. O leitor encontra no Apêndice um desenvolvimento completo sobre

esse conteúdo para os fins desse trabalho.

Observação 3.8. Se dois espaços de Banach Y e Z forem isometricamente isomorfos por

uma aplicação f : Y → Z , então B(X ,Y ) e B(X ,Z ) são isometricamente isomorfos pela

aplicação E : B(X ,Y )→ B(X ,Z ), dada por E(T ) = f ◦T . Com efeito, E é linear e sobre-

jetiva, pois f é invertível. Como ∥E(T )∥= ∥ f ◦T∥⩽ ∥ f∥∥T∥= ∥T∥ e ∥T (x)∥= ∥ f (T (x))∥⩽
∥ f ◦T∥∥x∥ para todo x ∈ X , segue que ∥T∥⩽ ∥ f ◦T∥, e E é isométrica.

Sejam H um espaço de Hilbert e B1 o espaço dos operadores trace-classe de H. Fazendo

uso da Observação 3.8 e através do Teorema 5.23, temos que a aplicação p : B(H) → B
′
1

dada por B ∈ B(H) 7→ p(B) = EB : B1 → C é definida por EB(T ) = tr(BT ) = tr(T B), é um

isomorfismo isométrico, em que tr(T ) =
∞

∑
n=1

〈
T (en),en

〉
e, sem perda de generalidade, {en}∞

n=1

é base ortonormal de H (a boa definição de tr fica claro no Apêndice). Assim, B(X ,B(H)) e

B
(
X ,B′

1

)
são isometricamente isomorfos pela aplicação

E : B(X ,B(H)) → B
(
X ,B′

1

)

T 7→ p◦T.

(3.3.1)

Definição 3.9. Diremos que uma rede (Lλ )λ ¢B(X ,B(H)) converge para um operador L na

topologia BW se a rede E(Lλ ) converge para E(L) em B
(
X ,B′

1

)
na topologia BW .
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Observação 3.10. Dada uma base ortonormal qualquer {en}∞
n=1, escreva v =

∞

∑
n=1

ïv,enðen.9

O Teorema 5.20(a) no Apêndice afirma que B1 é ideal de B(H). Mais que isso, através da

aplicação tr obtemos, para u,v ∈H, ïT (u),vð. De fato,

tr
(
T Ru,v

)
=

∞

∑
n=1

〈
T Ru,v(en),en

〉
=

∞

∑
n=1

〈
T (ïen,vðu) ,en

〉

=
∞

∑
n=1

ïen,vð
〈
T (u),en

〉
=

∞

∑
n=1

〈
T (u),ïv,enðen

〉

=

〈
T (u),

∞

∑
n=1

ïv,enðen

〉
= ïT (u),vð.

Proposição 3.11. Sejam X espaço de Banach e (Lλ )λ uma rede limitada em B(X ,B(H)).

Então, Lλ −→L em B(X ,B(H)) na topologia BW se, e somente se,
〈
Lλ (x)(u),v

〉
−→ïL(x)(u),vð,

para quaisquer x ∈ X e u,v ∈H.

Demonstração. Suponha que Lλ −→L na topologia BW . Assim, E (Lλ )−→E(L) em B
(
X ,B′

1

)

na topologia BW , em que E está definido em (3.3.1). Pela Proposição 3.7 temos, para qualquer

x ∈ X , que E(Lλ )(x) −→ E(L)(x) ∗-fracamente. Logo, (E (Lλ )(x)(T ))λ −→ E(L)(x)(T ),

para todo x ∈ X e para todo T ∈B1. Observe que

E (Lλ )(x)(T ) = p◦Lλ (x)(T ) =
(

p
(
Lλ (x)

))
(T ) = ELλ (x)

(T )

= tr
(
Lλ (x)T

)
.

Analogamente, E(L)(x)(T ) = tr(L(x)T ). Considere o operador Ru,v ∈B1. Sabemos, pela

Observação 3.10, que tr
(
BRu,v

)
= ïB(u),vð para todo B ∈B(H). Segue que

〈
Lλ (x)(u),v

〉
−→

ïL(x)(u),vð, para quaisquer x ∈ X e u,v ∈H.

Reciprocamente, suponha que
〈
Lλ (x)(u),v

〉
−→ ïL(x)(u),vð, para quaisquer x ∈ X e

u,v ∈ H. Mostremos que Lλ −→ L, em B(X ,B(H)), na topologia BW, isto é, mostre-

mos que E (Lλ ) −→ E(L) em B
(
X ,B′

1

)
, na topologia BW. Com efeito, usando a Proposição

3.11, temos, para todo x ∈ X , que a rede (E (Lλ )(x))λ converge ∗-fracamente para E(L)(x)

em B
′
1. Como estamos supondo que

〈
Lλ (x)(u),v

〉
−→ ïL(x)(u),vð, para quaisquer x ∈ X e

u,v∈H, segue que E (Lλ )(x)
(
Ru,v

)
−→ E(L)(x)

(
Ru,v

)
. Consequentemente, E(Lλ )(x)(F)−→

9Vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119].
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E(L)(x)(F) para todo F ∈ B00, uma vez que todo operador de posto finito é uma combinação

linear finita de elementos da forma Ru,v. Ademais, B00 é denso em B1 na norma ∥ · ∥1, vide

Teorema 5.20(d). Sejam T ∈ B1 e F ∈ B00 arbitrariamente próximo de T . Usando o Teorema

5.20(e) na última desigualdade abaixo, temos que

|E(Lλ )(x)(T )−E(L)(x)(T )|⩽
∣∣E (Lλ )(x)(T −F)

∣∣+ |E (Lλ )(x)(F)−E(L)(x)(F)|

+ |E(L)(x)(F −T )|

=
∣∣tr
(
Lλ (x)(T −F)

)∣∣+ |E (Lλ )(x)(F)−E(L)(x)(F)|+ | tr(L(x)(T −F))|

⩽ ∥Lλ (x)∥∥T −F∥1 + |E(Lλ )(x)(F)−E(L)(x)(F)|+∥L(x)∥∥T −F∥1.

Como a rede (Lλ )λ é limitada, então a rede (E(Lλ )(x)(T ))λ converge para E(Lλ )(x)(T ).

■

3.4 Teorema da extensão de Arveson

Definição 3.12. Sejam A uma C∗-álgebra, S ¢ A um sistema de operadores e H um espaço

de Hilbert. Fixado um número real r > 0, definimos CPr(S ,H) como sendo o subconjunto

formado pelas aplicações completamente positivas de

Br(S ,H) = {L ∈B(S ,B(H)) : ∥L∥⩽ r}.

Observação 3.13. Pela Proposição 2.39, segue que o conjunto das aplicações completamente

positivas de S para B(H) está contido em B(S ,B(H)).

Observação 3.14. Lembre que se X é um espaço normado então a bola unitária de X
′ é com-

pacto com topologia fraca-∗, vide [6, Teorema 6.2.9. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki),

p. 155]. Por conseguinte, Br(S ,H) é compacto na topologia BW de B(S ,B(H)).

Lema 3.15. Sejam A uma C∗-álgebra e S ¢ A um sistema de operadores. Se S é fechado

em A , então CPr(S ,H) é compacto na topologia BW.

Demonstração. Vejamos três fatos antes de verificar o lema.

Primeiro, sejam H um espaço de Hilbert, x ∈H, (xλ )λ uma rede tal que ïxλ ,yð −→ ïx,yð
para todo y ∈ H e r > 0 tal que ∥xλ∥ ⩽ r. Então, ∥x∥ ⩽ r. De fato, se x = 0 é imediato. Por
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outro lado, se x ̸= 0, tome y =
x

∥x∥ e suponha que ∥x∥> r. Assim, tomando ε = ∥x∥− r, existe

um λ0 tal que, para λ ⩾ λ0, temos

∥x∥− |ïxλ ,yð|= |ïx,yð|−
∣∣ïxλ ,yð

∣∣⩽
∣∣ïxλ ,yð−ïx,yð

∣∣< ε = ∥x∥− r.

Portanto, r < ïxλ ,yð⩽ ∥xλ∥∥y∥= ∥xλ∥, um absurdo.

Segundo, sejam (Lλ )λ uma rede em B(S ,B(H)) e L ∈B(S ,B(H)). Se existir r > 0 tal

que ∥Lλ∥⩽ r e
〈
Lλ (a)(x),y

〉
−→ ïL(a)(x),yð para todo a ∈S e para quaisquer x,y ∈H, então

∥L∥ ⩽ r. De fato, suponha que ∥L∥ > r. Então existe a ∈ S com ∥a∥ = 1 tal que ∥L(a)∥ > r.

Pela mesma razão, existe x ∈ H com ∥x∥ = 1 tal que ∥L(a)(x)∥ > r. Note que para todo λ

temos que
∥∥Lλ (a)(x)

∥∥⩽ ∥Lλ∥⩽ r, o que é um absurdo pelo que vemos no parágrafo acima.

Terceiro, sejam (Lλ )λ ¢B(S ,B(H)) uma rede e L ∈B(S ,B(H)). Se
[
ai j

]
∈Mn(S )

e
〈
Lλ (a)(x),y

〉
−→

〈
L(a)(x),y

〉
para todo a ∈ S e para quaisquer x,y ∈ H, então devemos

obter

〈[
Lλ

(
ai j

)]
(u),v

〉
−→

〈[
L
(
ai j

)]
(u),v

〉
, para quaisquer u,v ∈H

n. Basta ver que

〈[
Lλ

(
ai j

)]
(u),v

〉
=

n

∑
i, j=1

〈
Lλ

(
ai j

)
(u j),vi

〉

−→
n

∑
i, j=1

〈
L
(
ai j

)
(u j),vi

〉
=

〈[
L
(
ai j

)]
(u),v

〉
.

Finalmente, mostremos que CPr(S ,H) é fechado em Br(S ,H) na topologia BW para

obter o resultado, uma vez que CPr(S ,H) ¢ Br(S ,H) e Br(S ,H) é compacto nesta to-

pologia pela Observação 3.14. Considere uma rede (Lλ )λ em CPr(S ,H) convergente a L ∈
B(S ,B(H)) na topologia BW . Como S é fechado em A , então é um espaço Banach e pode-

mos usar a Proposição 3.11, pois a rede (Lλ )λ é limitada. Daí,
〈
Lλ (a)(x),y

〉
−→ ïL(a)(x),yð

para todo a∈S e para quaisquer x,y∈H. Pelo que argumentamos no segundo parágrafo, segue

que ∥L∥⩽ r. Resta provar que L é completamente positivo. Com efeito, sejam n ∈ N qualquer

e
[
ai j

]
∈Mn(S ) positivo. Como

〈
Lλ (a)(x),y

〉
−→ ïL(a)(x),yð para todo a ∈ S e para quais-

quer x,y∈H, então segue do parágrafo anterior que

〈[
Lλ

(
ai j

)]
(u),u

〉
−→

〈[
L
(
ai j

)]
(u),u

〉

para todo u ∈H
n. Por outro lado, como

〈[
Lλ (ai j)

]
(u),u

〉
⩾ 0 qualquer que seja u ∈H

n, segue

que

〈[
L
(
ai j

)]
(u),u

〉
⩾ 0 para todo u ∈ H

n. Assim, L é completamente positivo. Portanto,
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CPr(S ,H) é fechado em Br(S ,H) na topologia BW. ■

Teorema 3.16 (Arveson). Sejam A uma C∗-álgebra e S ¢ A um sistema de operadores.

Se ϕ : S → B(H) for uma aplicação completamente positiva, então existe uma aplicação

completamente positiva ϕ̃ : A →B(H) que estende ϕ e ∥ϕ∥= ∥ϕ̃∥.

Demonstração. Seja F ¢ H subespaço vetorial de dimensão finita. Considere VF : F → H

a aplicação inclusão, ou seja, definida por VF ( f ) = f para todo f ∈ F . Defina a aplica-

ção ϕF : S → B(F ) por ϕF (a) = V ∗
F ϕ(a)VF . É claro que ϕF é completamente positiva.

Note que
∥∥ϕF (a)

∥∥ =
∥∥V ∗

F ϕ(a)VF

∥∥ ⩽ ∥ϕ∥∥a∥. Assim, ∥ϕF∥ ⩽ ∥ϕ∥. Da Álgebra Linear,

sabe-se que para cada F , existe nF ∈ N tal que B(F ) ∼= MnF
(C). Logo, pelo Teorema 3.3

(de Krein), existe uma aplicação ϕ̃F : A → B(F ) completamente positiva que estende ϕF

e satisfaz
∥∥ϕ̃F

∥∥ = ∥ϕF∥ ⩽ ∥ϕ∥. Para cada F , podemos escrever H = F ·F
§.10 Defina

ψF : A → B(H) por ψF (a)
(

f + f§
)
= ϕ̃F (a)( f ). Note que

∥∥∥ f + f§
∥∥∥

2
= ∥ f∥2 +

∥∥∥ f§
∥∥∥

2
e

assim ∥ f∥⩽
∥∥∥ f + f§

∥∥∥. Portanto,

∥∥∥ψF (a)
(

f + f§
)∥∥∥=

∥∥ϕ̃F (a)( f )
∥∥⩽

∥∥ϕ̃F (a)
∥∥∥ f∥⩽

∥∥ϕ̃F (a)
∥∥
∥∥∥ f + f§

∥∥∥

e
∥∥ψF (a)

∥∥⩽
∥∥ϕ̃F (a)

∥∥⩽
∥∥ϕ̃F

∥∥∥a∥, ou seja, ∥ψF∥⩽
∥∥ϕ̃F

∥∥= ∥ϕF∥⩽ ∥ϕ∥. Observe que tal

aplicação é completamente positiva pois se
[
ai j

]
∈Mn(A ) é positivo e u = (u1, . . . ,un) ∈H

n é

vetor qualquer comui = fi + f§i , então

〈
ψ

(n)
F

(
[
ai j

]
)(u),u

〉
=

〈[
ψF

(
ai j

)]
(u1, . . . ,un) ,(u1, . . . ,un)

〉

=

〈[
ϕ̃F

(
ai j

)]
( f1, . . . , fn) ,

(
f1 + f§1 , . . . , fn + f§n

)〉

=

〈[
ϕ̃F

(
ai j

)]
( f1, . . . , fn) ,( f1, . . . , fn)

〉

+

〈[
ϕ̃F

(
ai j

)]
( f1, . . . , fn) ,

(
f§1 , . . . , f§n

)〉

=

〈[
ϕ̃F

(
ai j

)]
( f1, . . . , fn) ,( f1, . . . , fn)

〉
⩾ 0,

uma vez que ϕ̃F é completamente positivo. Agora, considere o conjunto dirigido {F : F ¢H}
tal que F tem dimensão finita e F1 ⩽ F2 se, e somente se, F1 ¢ F2. Então, a rede (ψF )

F

10Vide [6, Teorema 5.2.5, p. 111].
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está contida em CP∥ϕ∥(A ,H) ¢ B(A ,B(H)) que é compacto na topologia BW . Portanto,

existe uma subrede
(

ψFµ

)
µ
¢ CP∥ϕ∥(A ,H) de (ψF )

F
que converge ∗-fracamente, ou seja,

converge na topologia BW para um operador completamente positivo ϕ̃ : A → B(H). Mostre-

mos que ϕ̃ estende ϕ . Sejam a ∈ S , u,v ∈ H e F = span{u,v}. Seja µ0 tal que Fµ0 ⩾ F .

Assim, para qualquer µ ⩾ µ0, temos Fµ ⩾ Fµ0 ⩾ F e assim F ¢ Fµ0 ¢ Fµ e

〈
ϕ̃Fµ

(a)(u),v
〉
=
〈

ϕFµ
(a)(u),v

〉
=
〈

V ∗
Fµ

ϕ(a)VFµ
(u),v

〉
= ïϕ(a)(u),vð.

Logo, ïϕ(a)(u),vð=
〈

ϕ̃Fµ
(a)(u),v

〉
sempre que µ ⩾ µ0. Daí,

ïϕ(a)u,vð=
〈

ϕ̃Fµ
(a)(u),v

〉
=
〈

ψFµ
(a)(u),v

〉
−→ ïϕ̃(a)(u),vð

pela Proposição 3.11. Portanto ϕ̃ estende ϕ como desejamos. Pelo que foi apontado no segundo

parágrafo do Lema 3.15, temos que ∥ϕ̃∥ ⩽ ∥ϕ∥. Daí, ∥ϕ̃∥ = ∥ϕ∥, pois ϕ̃ é uma extensão de

ϕ . ■

3.5 Teorema de extensão de Wittstock

Proposição 3.17. Seja A uma C∗-álgebra. A aplicação

T : Mm

(
Mn(A )

)
→Mn

(
Mm(A )

)
[[

ai jkl

]n
k,l=1

]m

i, j=1
7→
[[

ai jkl

]m
i, j=1

]n

k,l=1

é um ∗-isomorfismo entre C∗-álgebras.

Demonstração. Seja A ∈Mm

(
Mn(A )

)
. Escreva A =

[
Ai j

]
em que Ai j ∈Mn(A ). Então pode-

mos escrever Ai j =
[
ai jkl

]n
k,l=1, em que ai jkl ∈ A , e assim temos

A =
[[

ai jkl

]n
k,l

]m

i, j

Seja T tal como no enunciado. É claro que T é linear e bijetora. Ademais, temos que T
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preserva adjunto, pois para todo A ∈Mm

(
Mn(A )

)
temos

T
(
A∗)= T

([[
ai jkl

]n
k,l=1

]m

i, j=1

∗)
= T

([[
a jikl

]n
k,l=1

∗]m

i, j=1

)

= T

([[
a∗jilk

]n

k,l=1

]m

i, j=1

)
=

[[
a∗jilk

]m

i, j=1

]n

k,l=1
= T (A)∗.

Temos que T preserva produto. De fato, sejam A =
[[

ai jkl

]n
kl

]m

i j
e B =

[[
bi jkl

]n
kl

]m

i j
per-

tencentes a Mm

(
Mn(A )

)
. Note que

T (AB) = T



[

m

∑
r=1

[airkl]
n
k,l=1

[
br jkl

]n
k,l=1

]m

i, j=1


=

m

∑
r=1

T

([
[airkl]

n
k,l=1

[
br jkl

]n
k,l=1

]m

i, j=1

)

=
m

∑
r=1

T






[

n

∑
s=1

airksbr jsl

]n

k,l=1




m

i, j=1


=

m

∑
r=1

n

∑
s=1

T

([[
airksbr jsl

]n
k,l=1

]m

i, j=1

)

=
m

∑
r=1

n

∑
s=1

[[
airksbr jsl

]m
i, j=1

]n

k,l=1
=

n

∑
s=1



[

m

∑
r=1

airksbr jsl

]m

i, j=1




n

k,l=1

=
n

∑
s=1

[[
ai jks

]m
i, j=1

[
bi jsl

]m
i, j=1

]n

k,l=1
=

[
n

∑
s=1

[
ai jks

]m
i, j=1

[
bi jsl

]m
i, j=1

]n

k,l=1

=
[[

ai jkl

]m
i, j=1

]n

k,l=1

[[
bi jkl

]n
i, j=1

]n

k,l=1
= T (A)T (B).

Portanto, T é um ∗-isomorfismo entre C∗-álgebras. ■

Definição 3.18. Dados m,n ∈ N e uma C∗-álgebra A , definimos o ∗-isomorfismo canônico

Shuffle por

T : Mm

(
Mn(A )

)
→Mn

(
Mm(A )

)
[[

ai jkl

]n
k,l=1

]m

i, j=1
7→
[[

ai jkl

]m
i, j=1

]n

k,l=1
.

Lema 3.19. Sejam A ,B C∗-álgebras com unidade e M um espaço de operadores em A e
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ϕ : M → B linear. Defina o sistema de operadores

SM =








λ1 a

b∗ µ1


 ; λ ,µ ∈ C, a,b ∈ M





¢M2(A )

e seja Φ : SM →M2(B) dado por

Φ







λ1 a

b∗ µ1





=




λ1 ϕ(a)

ϕ(b)∗ µ1


 .

Se ϕ : M → B é completamente contrativa, então Φ é completamente positiva.

Demonstração. Seja m ∈ N. Considere
[
Si j

]m
i, j=1 ∈Mm (SM )¢Mm

(
M2(A )

)
. Para cada par

i, j ∈ {1,2 . . . ,m}, denote

Si j =




λi j1 ai j

b∗i j µi j1


 ∈ SM .

Podemos escrever
[
Si j

]m
i, j=1 =

[[
ai jkl

]2
k,l=1

]]m

i, j=1

em que Si j =
[
ai jkl

]2
k,l=1 e assim ai j11 = λi j1, ai j12 = ai j, ai j21 = b∗i j e ai j22 = µi j1. Portanto,

T
([

Si j

]m
i, j

)
= T

([[
ai jkl

]2
k,l=1

]m

i, j=1

)
=
[[

ai jkl

]m
i, j=1]

]2

k,l=1

=




[
ai j11

]m
i, j=1

[
ai j12

]m
i, j=1

[
ai j21

]m
i, j=1

[
ai j22

]m
i, j=1


=




[
λi j1

]m
i, j=1

[
ai j

]m
i, j=1

[
b∗i j

]m

i, j=1

[
µi j1

]m
i, j=1


. (3.5.1)

Além disso, veja que

Φ(m)
([

Si j

]m
i, j=1

)
=
[
Φ
(
Si j

)]m

i, j=1
=







λi j1 ϕ
(
ai j

)

ϕ
(
bi j

)∗
µi j1







m

i, j

.
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Daí, calculando agora T para Φ(m) temos

T
(

Φ(m)
[
Si j

])
=




[
λi j1

]m
i, j=1

[
ϕ
(
ai j

)]m

i, j=1[
ϕ
(
bi j

)∗]m

i, j=1

[
µi j1

]m
i, j=1


 . (3.5.2)

Para mostrar que Φ é completamente positivo, é suficiente supor, para cada m ∈ N, que

(3.5.1) é positivo e concluir que (3.5.2) é positivo. Denotando A =
[
ai j

]
,B =

[
b ji

]
,H =

[
λi j

]
,K =

[
µi j

]
, então A = B, pois a matriz (3.5.1) é autoadjunta, uma vez que é positiva.

Pela Proposição 2.5, temos que H,K são positivos. Seja ε > 0 e considere Hε = H + εI e

Kε = K + εI. Considere o polinômio p(x) = x+ ε . Seja λ ∈ σ(H). Então p(λ ) = λ + ε > 0.

Usando [21, 2.1.14. Theorem (Spectral Mapping), p.43], sabemos que σ (Hε) = σ(H+ εI) =

σ(p(H)) = p(σ(H)) ¢ R+. Como 0 /∈ σ (Hε) segue que Hε é invertível. Analogamente, Kε é

invertível. Usando [21, 3.1.4. Theorem (Gelgand-Naimark), p. 94] temos que a raiz quadrada

de tais operadores ainda é invertível. Note que




Hε A

A∗ Kε


=




H A

A∗ K


+




εI 0

0 εI


⩾ 0

e




I H
−1/2
ε AK

−1/2
ε

K
−1/2
ε A∗K

−1/2
ε I


=




H
−1/2
ε 0

0 K
−1/2
ε







Hε A

A∗ Kε







H
−1/2
ε 0

0 K
−1/2
ε


⩾ 0.

Assim,
∥∥∥H

−1/2
ε AK

−1/2
ε

∥∥∥⩽ 1 pela Proposição 2.12(a). Ainda, é claro que se R,S ∈Mn(C) e C ∈
Mn(A ), então ϕ(n)(RCS)=Rϕ(n)(C)S. Usando esse fato e denotando X = ϕ(m)

(
H

−1/2
ε AK

−1/2
ε

)
,

temos




Hε ϕ(m)(A)
(

ϕ(m)(A)
)∗

Kε


=




H
1/2
ε 0

0 K
1/2
ε







I X

X∗ I







H
1/2
ε 0

0 K
1/2
ε


 .
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Por hipótese ϕ é completamente contrativa, temos daí que
∥∥∥ϕ(m)

(
H

−1/2
ε AK

−1/2
ε

)∥∥∥ ⩽ 1.

Agora, pela Proposição 2.12(a), a matriz




I X

X∗ I




é positiva. Logo, a matriz 


Hε ϕ(m)(A)
(

ϕ(m)(A)
)∗

Kε




é positiva para todo ε > 0, vide [21, 2.2.5. Theorem, p. 46]. Fazendo ε −→ 0 podemos

concluir que (3.5.2) é positivo, pois dada uma C∗-álgebra o conjunto dos elementos positivos é

fechado.11
■

Teorema 3.20 (Wittstock). Sejam A uma C∗-álgebra unital, M ¢ A um espaço de operado-

res. Toda aplicação ϕ : M → B(H) completamente limitada admite uma extensão completa-

mente limitada ψ : A →B(H) tal que ∥ϕ∥cb = ∥ψ∥cb.

Demonstração. Suponha primeiro que ∥ϕ∥cb = 1. Sejam SM e Φ : SM →M2(B(H)) como

no Lema 3.19. Como ∥ϕ∥cb = 1, temos que ϕ é completamente contrativa e pelo mesmo

lema Φ é completamente positiva. Visualizando M2(B(H)) como B

(
H

2
)

, pelo Teorema

3.16 (de Averson) tem-se que Φ admite uma extensão completamente positiva Ψ : M2(A )

→M2(B(H)). Defina ψ : A →B(H) de modo que

Ψ







0 a

0 0





=




∗ ψ(a)

∗ ∗


 .

11Vide [21, 2.2.2. Lemma, p. 46].
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Note que ψ estende ϕ , pois se a ∈ M , então




0 a

0 0


 ∈ SM e assim

Ψ







0 a

0 0





= Φ







0 a

0 0





=




0 ϕ(a)

0 0


 ,

de onde segue que ψ(a) = ϕ(a). Mostremos que ψ é completamente contrativa. Fixe n ∈ N e

seja A =
[
ai j

]
∈Mn(A ). Note que

Ψ(n)










0 ai j

0 0







n

i, j




=




Ψ







0 ai j

0 0










n

i, j

=







∗ ψ
(
ai j

)

∗ ∗







n

i, j

,

e analogamente, como analisamos no decorrer da demonstração do lema anterior, utilizando o

∗-isomorfismo canônico Shuffle temos

T










∗ ψ
(
ai j

)

∗ ∗







n

i, j




=




∗ ψ(n)(A)

∗ ∗


 .

Como Ψ é completamente positivo e unital segue que Ψ(n) é também completamente

positivo e unital. Assim, pela Proposição 2.34, Ψ(n) é contrativa. Logo,

∥∥∥ψ(n)(A)
∥∥∥⩽

∥∥∥∥∥∥∥∥




∗ ψ(n)(A)

∗ ∗




∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

T










∗ ψ
(
ai j

)

∗ ∗







n

i, j




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥







∗ ψ
(
ai j

)

∗ ∗







n

i, j

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Ψ(n)










0 ai j

0 0







n

i, j




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⩽

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥







0 ai j

0 0







n

i, j

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

T










0 ai j

0 0







n

i, j




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Portanto,

∥∥∥ψ(n)(A)
∥∥∥⩽

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

T










0 ai j

0 0







n

i, j




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥




0 A

0 0




∥∥∥∥∥∥∥∥
= ∥A∥.

Daí, temos que
∥∥∥ψ(n)

∥∥∥⩽ 1 para todo n natural. Assim, devemos ter ∥ψ∥cb ⩽ 1 e como ψ

é uma extensão de ϕ , ∥ψ∥cb = 1.

Considere agora ϕ : M → B(H) completamente limitado e não nulo. Seja ψ : M →
B(H) definido por ψ(a) =

ϕ(a)

∥ϕ∥cb
. Evidentemente ψ é completamente limitado e ∥ψ∥cb =

1. Daí, existe uma aplicação completamente limitada ψ̃ : A → B(H) tal que ψ̃
∣∣
M

= ψ e

∥ψ̃∥cb = ∥ψ∥cb = 1. Note que a aplicação ϕ̃ : A → B(H) definida por ϕ̃(a) = ∥ϕ∥cbψ̃(a) é

uma extensão de ϕ completamente positiva tal que ∥ϕ̃∥cb = ∥ϕ∥cb, como desejamos. ■
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4 Envelopes injetivos e o Teorema de Hamana

Começamos esse capítulo com o seguinte exemplo, conhecido como Teorema de Phillips.

Exemplo 4.1. Sejam F um subespaço do espaço normado E e T ∈ B(F, ℓ∞). Então existe

T̃ ∈ B(E, ℓ∞) extensão de T a E. Mais ainda, ∥T̃∥= ∥T∥. De fato, para cada n ∈ N, considere

o funcional linear contínuo de norma 1 dado por

ϕn : ℓ∞ → C, ϕn

((
a j

)∞

j=1

)
= an.

Então, ϕn ◦T ∈ F ′ para todo n e T (x) =
(
(ϕn ◦T )(x)

)∞

n=1 para todo x ∈ F . Pelo Teorema

de Hahn-Banach, para cada n existe ϕ̃n extensão de ϕn ◦T a E com∥ϕn ◦T∥=
∥∥ϕ̃n

∥∥. É fácil ver

que o operador

T̃ : E → ℓ∞, T̃ (x) =
(
ϕ̃n(x)

)∞

n=1 ,

é linear, contínuo e estende T . Por fim, relembrando que BG denota a bola unitária fechada do

espaço normado G, temos

∥T̃∥= sup
x∈BE

∥T̃ (x)∥= sup
x∈BE

sup
n

∣∣ϕ̃n(x)
∣∣= sup

n
sup
x∈BE

∣∣ϕ̃n(x)
∣∣

= sup
n

∥∥ϕ̃n

∥∥= sup
n
∥ϕn ◦T∥= sup

n
sup
x∈BF

∣∣ϕn(T (x))
∣∣

= sup
x∈BF

sup
n

∣∣ϕn(T (x))
∣∣= sup

x∈BF

∥T (x)∥= ∥T∥.

No caso mais geral em se tratando de espaços normados e operadores lineares contínuos,

vemos que ℓ∞ tem a característica peculiar de que qualquer T ∈ B(F, ℓ∞) tem-se que existe

uma extensão T̃ ∈B(E, ℓ∞), com F ¢ E espaços normados. Na verdade, estudamos justamente

espaços que possuem essa característica nesse capítulo, porém para uma coleção mais restrita

de espaços normados e de operadores. Espaços com essa característica são conhecidos como

injetivos, mas queremos tratar de uma classe ainda mais restrita entre esses espaços, que, como

vemos a seguir, são os envelopes injetivos.
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4.1 Envelopes injetivos

Nesse capítulo estamos interessados em estudar envelopes injetivos de um objeto em uma

determinada categoria. Em termos gerais, o envelope injetivo de um objeto, é o objeto injetivo

“mínimo” que “contém” o objeto original. Veremos adiante o significado disso.

Definição 4.2. Uma categoria C = (ObC ,MorC ) consiste de uma classe de objetos ObC e uma

classe de morfismos MorC , que satisfazem as seguintes condições:

(a) A cada morfismo f ∈ MorC , estão associados dois objetos A,B ∈ ObC chamados Domí-

nio e Codomínio, denotados por dom( f ) e cod( f ), respectivamente. Nesse caso, escre-

vemos f : A → B e denotamos por MorC (A,B) a coleção dos morfismos com domínio A

e contradomínio B;

(b) Dados A,B,C ∈ ObC existe uma operação

◦ : MorC (B,C)×MorC (A,B)→ MorC (A,C)

(g, f ) 7→ g◦ f

chamada Composição, satisfazendo a lei de associatividade, isto é, para quaiquer g ∈
MorC (B,C), f ∈ MorC (A,B) e h ∈ MorC (C,D), temos que

h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f ;

(c) Para cada A ∈ ObC (A,A), existe um morfismo 1A ∈ MorA chamado identidade, satisfa-

zendo e f ◦1A = f e 1A ◦g = g, para quaisquer f ∈ MorC (A,B) e g ∈ MorC (C,A), com

B,C ∈ ObC .

Para este trabalho, não esperamos do leitor conhecimento prévio em teoria de categorias

para além da definição, visto sua necessidade. A linguagem trazida de teoria de categorias será

usada aqui apenas por conveniência, uma vez que essa linguagem possibilita tratar de constru-

ções similares em diversos contextos diferentes de forma unificada. Para o leitor interessado em

teoria de categorias recomendamos [18]. Salienta-se ainda que as categorias que estamos inte-

ressados nesse trabalho são categorias concretas. De forma grosseira, categorias concretas são
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categorias em que os objetos podem ser interpretados como conjuntos com uma estrutura adi-

cional e os morfismos podem ser interpretados como funções que preservam essa estrutura. A

definição de objeto injetivo a seguir se aplica a esse contexto de categorias concretas e, portanto,

se adéqua aos objetivos desse trabalho.

Definição 4.3. Seja C uma categoria concreta. Um objeto I é chamado injetivo em C sempre

que para todo par de objetos E,F em C , com F ¢ E e todo morfismo ϕ : F → I, exista um

morfismo ψ : E → I que estende ϕ , ou seja, tal que ψ( f ) = ϕ( f ) para cada f em F .

E

ϕ
  

�

�

// F

ψ
��

I

Definição 4.4. Denotamos por S a categoria cujos os objetos são sistemas de operadores e

cujos morfismos são mapas completamente positivos.

O Teorema 3.16 (de Averson) para mapas completamente positivos é equivalente à afir-

mação de que B(H) é injetivo em S. Se E e F são sistemas de operadores contidos em uma

C∗-álgebra A e E ¢ F , então todo mapa completamente positivo ϕ : E → B(H) se estende

para um mapa completamente positivo em ϕ̃ : A →B(H) e, em particular, se estende para um

mapa completamente positivo F →B(H).

Definição 4.5. Denotamos por O a categoria cujos objetos são espaços de operadores e cujos

morfismos são os mapas completamente limitados.

O Teorema 3.20 (de Wittstock) para mapas completamente limitados mostra que B(H)

também é injetivo em O . Na verdade, esse teorema é ainda mais forte que dizer que B(H) é

injetivo em O , já que para B(H) ser injetivo em O bastaria que a extensão dada pelo Teorema

fosse completamente limitada, não necessitando ter a mesma norma cb.

Para capturar a força completa do Teorema, utilizaremos uma subcategoria de O .

Definição 4.6. Denotamos por O1 a categoria cujos objetos são espaços de operadores e cujos

morfismos são os mapas completamente contrativos.
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Proposição 4.7. Um espaço de operadores I é injetivo em O1 se, e somente se, todo mapa

completamente limitado ϕ : E → I, em que E é um espaço de operadores em uma C∗-álgebra

A , admite uma extensão completamente limitada ϕ̃ : A → I de mesma norma cb.

Demonstração. Suponha que I seja injetivo em O1 e seja ϕ : E → I um mapa completamente

limitado. Assim, o mapa ψ : E → I definido por ψ =
ϕ

∥ϕ∥cb
é completamente contrativo. Por

hipótese, ψ admite uma extensão ψ̃ : A → I completamente contrativa. Sendo ψ̃ uma extensão

de ψ , temos ∥ψ̃∥cb ⩾ ∥ψ∥cb = 1 e, portanto, ∥ψ̃∥cb = 1. É claro que ϕ̃ : A → I definida

por ϕ̃ = ∥ϕ∥cbψ̃ é uma extensão de ϕ tal que ∥ϕ̃∥cb = ∥ϕ∥cb. Reciprocamente, sejam E ¢ F

espaços de operadores contidos numa C∗-álgebra A e ϕ : E → I um mapa completamente

contrativo. Por hipótese, ϕ admite uma extensão ϕ̃ : A → I completamente limitada e tal que

∥ϕ̃∥cb = ∥ϕ∥cb. Assim, ϕ̃
∣∣
F

é uma extensão de ϕ completamente contrativa e, portanto, I é

injetivo em O1. ■

Observação 4.8. Segue da Proposição 4.7 que o Teorema 3.20 (de Wittstock) é equivalente à

afirmação de que B(H) é injetivo em O1.

Neste capítulo nos concentramos na injetividade em O1. Para sistemas de operadores

pode parecer natural estudar também injetividade na categoria S1 cujos objetos são em siste-

mas de operadores e os morfismo são mapas unitários completamente positivos, mas temos pela

proposição a seguir que a injetividade de sistemas operadores nessas três categorias é equiva-

lente.

Proposição 4.9. Seja S ¢B(H) um sistema de operadores. Então temos as seguintes equiva-

lências:

(a) S é injetivo em O1;

(b) S é injetivo em S;

(c) S é injetivo em S1;

(d) Existe uma projeção completamente positiva φ : B(H)→ S sobre S .

Demonstração. Vejamos que (a) é equivalente a (d). Assumindo (a), então a aplicação iden-

tidade id : S → S se estende a um mapa completamente contrativo φ : B(H) → S . Como
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φ estende id, temos que φ é uma projeção em S . De fato, se φ(a) = s ∈ S , com a ∈ B(H),

temos que φ 2(a) = φ(s) = s = φ(a). Ademais, como φ (n)(In) = In, para todo n ∈N, φ deve ser

completamente positiva pela Proposição 2.23.

Por outro lado, assuma (d), e suponha que temos espaços de operadores E ¢ F e um

mapa completamente contrativo, γ : E → S ¢ B(H). Observe inicialmente que uma projeção

completamente positiva φ : B(H)→ S sobre S é necessariamente completamente contrativa.

De fato, pela Proposição 2.39 temos que ∥φ∥cb = ∥φ∥ = ∥φ(1)∥ = 1, uma vez que φ(1) = 1.

Assim, pela Observação 4.8, γ tem uma extensão completamente contrativa ψ : F → B(H), e

φ ◦ψ : F → S é a extensão completamente contrativa desejada de γ em S .

Vejamos que (b) é equivalente a (d). Assumindo (b), obtemos que id : S → S se es-

tende a um mapa completamente positivo φ : B(H)→ S . Por um argumento análogo ao feito

anteriormente, na implicação de (a) em (d), φ é uma projeção sobre S . Reciprocamente, as-

suma (d) e suponha que E ¢ F são sistemas de operadores e δ : E → S ¢ B(H) é um mapa

completamente positivo. Pelo Teorema 3.16 (de Arveson), δ admite uma extensão completa-

mente positiva δ̃ : F → B(H). Assim, φ ◦ δ̃ : F → S é a extensão completamente positiva de

δ desejada.

A prova de que (c) é equivalente a (d) segue o mesmo roteiro de da equivalência entre (b)

e (d), apenas observando que φ ◦ δ̃ é unital se δ for unital, uma vez que φ é unital. ■

Definição 4.10. Dizemos que uma aplicação ϕ : S → T , em que S e T são sistemas de

operadores, é um isomorfismo de ordem completa se ϕ for inversível e ϕ,ϕ−1 forem completa-

mente positivos.

O resultado a seguir mostra que todo sistema de operadores injetivo é, em um sentido

apropriado, uma C∗-álgebra.

Teorema 4.11 (Choi-Effros). Sejam S ¢B(H) um sistema de operadores injetivo e φ :B(H)→
S uma projeção completamente positiva sobre S . Então, S é uma C∗-álgebra com multipli-

cação ◦ definida por a ◦ b = φ(ab). Além disso, o mapa identidade de S para (S ,◦) é um

isomorfismo unitário de ordem completa.

Demonstração. Claramente a◦b ∈ S para todo a,b ∈ S . Além disso, a distributividade de ◦
segue imediatamente da linearidade de φ e a◦1 = φ(a ·1) = φ(a) = a = φ(a) = φ(1 ·a) = 1◦a.



4.1 Envelopes injetivos 69

Para mostrar que ◦ define uma multiplicação em S resta mostrar a associatividade, a◦(b◦c) =

(a◦b)◦ c, ou seja, que φ(aφ(bc)) = φ(φ(ab)c) para todo a,b,c ∈ S .

Afirmamos que para x ∈ B(H) e a ∈ S , temos que φ(φ(x)a) = φ(xa) e φ(aφ(x)) =

φ(ax). Assumindo a afirmação, temos que

φ(aφ(bc)) = φ(abc) = φ(φ(ab)c)

e assim segue a associatividade.

Para verificar a afirmação, usamos a Proposição 2.34, que nos diz que ψ
(
y∗y
)
−ψ(y)∗ψ(y)

⩾ 0 para qualquer ψ completamente positivo e unital. Fazendo ψ = φ (2) e y =




a∗ x

0 0


, te-

mos que y∗y =




aa∗ ax

x∗a∗ x∗x


 e aplicando a hipótese de φ ser uma projeção em S temos

ψ(y∗y)−ψ(y)∗ψ(y) =




φ(aa∗) φ(ax)

φ(x∗a∗) φ
(
x∗x
)


−




φ(a)φ(a∗) φ(a)φ(x)

φ(x)∗φ(a∗) φ(x)∗φ(x)




=




φ(aa∗) φ(ax)

φ(x∗a∗) φ
(
x∗x
)


−




aa∗ aφ(x)

φ(x)∗a∗ φ(x)∗φ(x)


⩾ 0.

Aplicando φ (2) a esta desigualdade obtemos




0 φ(ax)−φ(aφ(x))

φ
(
x∗a∗

)
−φ

(
φ(x)∗a∗

)
φ
(
x∗x
)
−φ

(
φ(x)∗φ(x)

)


⩾ 0.

Como φ é autoadjunto, a positividade desta matriz força φ(ax)−φ(aφ(x)) = 0 pela Pro-

posição 2.12(d).

Observe que o fato da existência de φ garante que S seja fechado em B(H), vide [6,

Proposição 3.2.2, p. 61] e, portanto, completo.

Em seguida, verificamos a condição C∗, isto é,
∥∥a∗ ◦a

∥∥ = ∥a∥2. Claramente,
∥∥a∗ ◦a

∥∥ =
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∥∥φ
(
a∗a
)∥∥ ⩽

∥∥a∗a
∥∥ = ∥a∥2. Novamente pela Proposição 2.34, φ

(
a∗a
)
⩾ φ(a)∗φ(a) = a∗a e

portanto
∥∥a∗ ◦a

∥∥=
∥∥φ
(
a∗a
)∥∥⩾ ∥φ(a)∗φ(a)∥=

∥∥a∗a
∥∥= ∥a∥2, e a prova de que (S,◦) é uma

C∗-álgebra está completa.

Claramente, o mapa identidade de S para (S ,◦) é uma isometria. Argumentemos que é

uma isometria de ordem completa. Para este fim, considere Mn(S )¢Mn(B(H)) =B

(
H

(n)
)

e φ (n) : B
(
H

(n)
)
→Mn(S ). Pelo exposto, Mn(S ) é uma C∗-álgebra com produto A ◦n B =

φ (n)(A ·B), e esta C∗-álgebra é isometricamente isomorfa ao sistema de operadores Mn(S ).

Com efeito, sejam A = [ai j] e B = [bi j] e seja C = A · B, em que · denota o produto usual

de matrizes em Mn(S ). Escrevendo C = [ci j], note que ci j =
n

∑
k=1

aikbk j =
n

∑
k=1

φ(aikbk j) =

φ

(
n

∑
k=1

aikbk j

)
e, portanto, C = φ (n)(AB) como afirmado.

Pela unicidade da norma C∗ em Mn((S ,◦)), o mapa de identidade de S para (S ,◦) é

uma n-isometria para todo n. Como o mapa de identidade é completamente isométrico e unital,

é um isomorfismo de ordem completa pela Proposição 2.23. ■

Agora, focamos no problema da injetividade para espaços de operadores. Primeiro preci-

samos da seguinte caracterização de injetividade em O1.

Proposição 4.12. Seja M ¢ B(H) um espaço de operadores. Então, temos que M é injetivo

em O1 se, e somente se, existe uma projeção completamente contrativa ϕ : B(H)→ M sobre

M .

Demonstração. Se M é injetivo em O1, então a identidade id : M → M se estende para um

mapa completamente contrativo ϕ : B(H) → M . Como ϕ estende id, temos que ϕ é uma

projeção sobre M . Reciprocamente, suponha que E ¢ F são espaços de operadores e δ : E →
M ¢B(H) é um mapa completamente contrativo. Pelo Teorema 3.20 (de Wittstock), δ admite

uma extensão completamente contrativa δ̃ : F → B(H). Assim, ϕ ◦ δ̃ : F → M é a extensão

completamente contrativa desejada. ■

Definição 4.13. Dado um espaço de operadores F , dizemos que (E,κ) é um envelope injetivo

de F desde que

(i) E é injetivo em O1;

(ii) κ : F → E é completamente isométrico;
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(iii) Se E1 é injetivo com κ(F)¢ E1 ¢ E, então E1 = E.

Ademais, qualquer (E,κ) que satisfaça (ii) é chamado de extensão de F . Quando (E,κ)

satisfaz (i) e (ii), então é chamado de extensão injetiva de F .

Identificando F com κ(F), muitas vezes consideramos apenas E como contendo F , com

o entendimento de que agora κ é simplesmente a inclusão de F em E. Assim, um envelope

injetivo de F é, vagamente, um injetivo minimal contendo F . Para garantir a existência de tal

objeto, seguimos os passos a seguir.

Definição 4.14. Seja F ¢B(H) um espaço de operadores. Chamamos uma função ϕ :B(H)→
B(H) de F-mapa sempre que ϕ seja completamente contrativo e ϕ(x) = x para todo x em F .

Um F-mapa ϕ tal que ϕ ◦ϕ = ϕ é chamado de F-projeção.

Observação 4.15. Nas condições da Definição 4.14, não precisamos ter ϕ(B(H)) = F . Assim,

uma F-projeção ϕ é uma projeção completamente contrativa em E = ϕ(B(H)), com F ¢ E.

Definimos uma ordem parcial nas F-projeções imputando ψ z ϕ desde que ψ ◦ϕ = ψ =

ϕ ◦ψ .

Dado um F-mapa ϕ , definimos uma F-seminorma pϕ em B(H) por pϕ(x) = ∥ϕ(x)∥.

Existe uma ordem parcial natural nas seminormas, definida por p ⩽ q se e somente se p(x) ⩽

q(x) para todo x ∈B(H).

O próximo resultado é útil para verificarmos a existência de uma F-seminorma minimal

em B(H).

Definição 4.16. Fixado um número real r > 0, definimos CBr(S ,H) como sendo o conjunto

formado pelos elementos de Br(S ,H) com norma cb menor igual a r.

Lema 4.17. Se S é de Banach, então CBr(S ,H) é compacto na topologia BW.

Demonstração. Seja (Lλ )λ uma rede em CBr(S ,H), e suponha que Lλ −→ L. Note que

∥Lλ∥⩽ r para cada λ . Se
(
ai j

)
∈Mn(S ), e u,v ∈H

n, então

ïL(ai j)(u),vð= lim
λ
ïLλ (ai j)(u),vð.

pela Proposição 3.11. Daí, pelo segundo e terceiro parágrafos da demonstração do Lema 3.15,

devemos obter ∥L∥cb ⩽ r. ■
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Proposição 4.18. Seja F ¢ B(H) um espaço de operadores. Então existe uma F-seminorma

minimal em B(H).

Demonstração. Seja (φλ )λ∈Λ uma rede de F-mapas tal que
(

pϕλ

)
λ

seja uma cadeia decres-

cente de F-seminormas. Lembre-se da topologia BW. Pelo Lema 4.17, CB1(B(H),H) é BW-

compacto e, portanto, (ϕλ )λ tem uma sub-rede
(

ϕλµ

)
µ

convergindo para, digamos, ϕ . Clara-

mente, ϕ é um F-mapa, e como

|ïϕ(x)u,vð|= lim
µ

∣∣∣
〈

ϕλµ
(x)u,v

〉∣∣∣⩽ liminf
µ

∥∥∥ϕλµ
(x)
∥∥∥∥u∥∥v∥,

segue daí que ∥ϕ(x)∥ ⩽ ∥ϕλµ
(x)∥, isto é, pϕ ⩽ pϕλµ

para todo µ , mas pela definição de sub-

rede, devemos obter pϕ ⩽ pϕλ
, para todo λ . Assim, toda cadeia decrescente de F-seminormas

tem uma cota inferior, e segue pelo Lema de Zorn que existe uma F-seminorma minimal. ■

Teorema 4.19. Seja F ¢ B(H) um espaço de operadores. Se ϕ : B(H) → B(H) for um F-

mapa tal que pϕ é uma F-seminorma minimal, então ϕ é uma F-projeção minimal e ϕ(B(H))

é um envelope injetivo de F.

Demonstração. Começamos provando que ϕ é uma F-projeção. Como ϕ ◦ϕ também é um

F-mapa e ∥ϕ(ϕ(x))∥⩽ ∥ϕ∥∥ϕ(x)∥⩽ ∥ϕ(x)∥, devemos ter que ∥ϕ ◦ϕ(x)∥= ∥ϕ(x)∥ para todo

x ∈ B(H), pela minimalidade de pϕ . Definindo ϕ(k+1) = ϕ(k) ◦ϕ obtemos por indução que
∥∥∥ϕ(k)(x)

∥∥∥ = ∥ϕ(x)∥ para todo k ⩾ 1. Defina ψn(x) =
ϕ(x)+ · · ·+ϕ(n)(x)

n
, logo

∥∥ψn(x)
∥∥ ⩽

∥ϕ(x)∥, e então
∥∥ψn(x)

∥∥= ∥ϕ(x)∥, novamente pela minimalidade de pϕ . Daí,

∥ϕ(x)−ϕ ◦ϕ(x)∥=∥ϕ(x−ϕ(x))∥=
∥∥ψn(x−ϕ(x))

∥∥

=

∥∥∥∥∥
ϕ(x)+ · · ·+ϕ(n)(x)

n
− ϕ(2)(x)+ · · ·+ϕ(n+1)(x)

n

∥∥∥∥∥⩽
2∥ϕ(x)∥

n
.

Como n ∈ N é qualquer, temos ∥ϕ(x)−ϕ ◦ϕ(x)∥= 0, e segue-se que ϕ é uma F-projeção.

Agora suponha que ψ seja uma F-projeção com ψ z ϕ , de modo que ψ ◦ ϕ = ψ =

ϕ ◦ψ . Já que ∥ψ(x)∥ = ∥ψ(ϕ(x))∥ ⩽ ∥ϕ(x)∥, temos que ∥ψ(x)∥ = ∥ϕ(x)∥ para todo x, pela

minimalidade de pϕ . Finalmente,

∥ϕ(x)−ψ(x)∥= ∥ϕ(ϕ(x)−ψ(x))∥= ∥ψ(ϕ(x)−ψ(x))∥= ∥ψ(x)−ψ(x)∥= 0,
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e portanto ϕ(x) = ψ(x) para todo x . Assim, ϕ é uma F-projeção minimal.

Como ϕ : B(H)→ ϕ(B(H)) é uma projeção completamente contrativa, segue-se da Pro-

posição 4.12 que ϕ(B(H)) também é injetivo em O1. Agora suponha que F ¢ E1 ¢ ϕ(B(H))

com E1 injetivo em O1. Então o mapa de identidade id : E1 →E1 se estende a uma projeção com-

pletamente contrativa γ : B(H)→ E1. Como γ ◦ϕ é um F-mapa e ∥γ(ϕ(x))∥ ⩽ ∥γ∥∥ϕ(x)∥ ⩽
∥ϕ(x)∥, temos que ∥γ ◦ϕ(x)∥ = ∥ϕ(x)∥ pela minimalidade da seminorma pϕ . Como γ é uma

isometria ao restringir para ϕ(B(H)) e γ(ϕ(x)− γ ◦ϕ(x)) = 0, temos ϕ(x) = γ(ϕ(x)) ∈ E1.

Daí, temos que ϕ(B(H)) ¢ E1 e, portanto, ϕ(B(H)) = E1. Logo, ϕ(B(H)) é um envelope

injetivo de F . ■

Observe que o Teorema 4.19 combinado com a Proposição 4.18 garante a existência de

envelopes injetivos para qualquer espaço de operadores F . De fato, pela Proposição 4.18, exis-

tem F-seminormas minimais. Por sua vez, dada uma F-seminoma minimal, o Teorema 4.19

garante que um F-mapa que induza esta F-seminorma é uma F-projeção e sua imagem é um

envelope injetivo de F .

Agora que sabemos da existência de um envelope injetivo, voltamos a nossa atenção para

a sua singularidade e outras propriedades.

Lema 4.20. Sejam F ¢ B(H) um espaço de operadores e ϕ : B(H) → B(H) um F-mapa

tal que pϕ é uma F-seminorma minimal. Se γ : ϕ(B(H)) → ϕ(B(H)) for completamente

contrativo e γ(x) = x para todo x ∈ F, então γ(ϕ(x)) = ϕ(x) para todo x ∈B(H).

Demonstração. Já que ∥γ(ϕ(x))∥⩽ ∥ϕ(x)∥, temos que ∥γ(ϕ(x))∥= ∥ϕ(x)∥ pela minimalidade

de pϕ . Portanto γ é uma isometria e, em particular, injetiva. Dado que pγ◦ϕ = pϕ é uma F-

seminorma minimal, o Teorema 4.19 implica que γ ◦ϕ e ϕ são F-projeções minimais. Portanto,

como ϕ é uma projeção e a imagem de γ está contida na imagem de ϕ , segue que ϕ ◦γ(x) = γ(x)

para todo x ∈ ϕ(B(H)). Como γ ◦ϕ é uma projeção também, temos γ ◦ϕ = γ ◦ϕ ◦ γ ◦ϕ =

γ ◦ γ ◦ϕ . Assim, γ ◦ (ϕ − γ ◦ϕ) = 0. Mas como γ é injetiva, ϕ = γ ◦ϕ e o resultado segue. ■

Teorema 4.21. Sejam (E1,κ1) e (E2,κ2) dois envelopes injetivos do espaço de operadores F.

Então o mapa i : κ1(F)→ κ2(F) definido por i
(
κ1(m)

)
= κ2(m) se estende a um isomorfismo

completamente isométrico de E1 em E2.
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Demonstração. Seja F ¢ B(H). Pela Proposição 4.18, existe um F-mapa ϕ : B(H)→ B(H)

tal que tal que pϕ é uma F-seminorma minimal e, pelo Teorema 4.19, ϕ é uma F-projeção

minimal. Provando que o mapa κ1 : F → E1 tem uma extensão para um isomorfismo comple-

tamente isométrico γ1 : ϕ(B(H))→ E1, então o resultado seguirá, já que γ2 ◦ γ−1
1 produzirá o

mapa desejado entre E1 e E2, em que γ2 é extensão de κ2 : F → E2 para γ2 : ϕ(B(H))→ E2.

Note primeiro que i = γ2 ◦ γ−1
1

∣∣∣
κ1(F)

. De fato, se m ∈ F , temos

γ2 ◦ γ−1
1 (κ1(m)) = γ2(κ

−1
1 (κ1(m))) = γ2(m) = κ2(m).

Pela injetividade de E1, existe um mapa completamente contrativo γ1 : ϕ(B(H))→ E1 esten-

dendo κ1

F

κ1
$$

�

� ϕ
// ϕ(B(H))

γ1

��

E1

e como ϕ(B(H)) é injetivo pela Proposição 4.12, existe um mapa completamente contrativo

β : E1 → ϕ(B(H)) com β
(
κ1(x)

)
= x para todo x ∈ F .

F

ϕ
$$

�

� κ1
// E1

β
��

ϕ(B(H))

Como β ◦ γ1 : ϕ(B(H))→ ϕ(B(H)) é completamente contrativo e β (γ1(x)) = β (κ1(x)) = x,

para todo x ∈ F , segue pelo Lema 4.20 que β ◦ γ1 é a identidade em ϕ(B(H)).

Como β e γ1 são ambos completamente contrativos, segue-se que γ1 deve ser uma iso-

metria completa. Por outro lado, a imagem de γ1 é um subespaço de operadores injetivo de E1

e, portanto, pela minimalidade de E1, γ1 deve ser sobrejetor. Portanto, γ1 é um isomorfismo

completamente isométrico. ■

O resultado acima mostra que o envelope injetivo é único a menos de isomorfismo com-

pletamente isométrico e depende apenas do espapaço de operadores em si e não depende do

espaço de Hilbert em que ele está representado. Isto é, se F ¢ B(H), κ : F → B(H1) é uma

isometria completa e ψ : B(H1)→B(H1) é um κ(F)-mapa tal que pψ é um κ(F)-seminorma
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minimal, então
(

ψ
(
B(H1)

)
,κ
)

é um envelope injetivo de F e, portanto, completamente e

isometricamente isomorfo a ϕ(B(H)) para qualquer F-mapa ϕ com pϕ uma F-seminorma

minimal.

Corolário 4.22 (Rigidez). Seja (E,κ) um envelope injetivo de F, e seja ψ : E → E comple-

tamente contrativo com ψ(κ(x)) = κ(x) para todo x em F. Então, ψ(e) = e para todo e em

E.

Demonstração. Suponha que F ¢ B(H) para algum espaço de Hilbert H. Pela Proposição

4.18, existe um F-mapa ϕ : B(H)→B(H) tal que pϕ é uma F-seminorma minimal. Pelo Teo-

rema 4.19, ϕ é uma F-projeção minimal e ϕ(B(H)) é um envelope injetivo de F . Pelo Teorema

4.21, existe um isomorfismo completamente isométrico f : E → ϕ(B(H)) tal que f (κ(m)) = m

para todo m ∈ F . Observe que f ◦ψ ◦ f−1 : ϕ(B(H)) → ϕ(B(H)) é completamente contra-

tivo e satisfaz f ◦ψ ◦ f−1(x) = x para todo x ∈ F . Pelo Lema 4.20 temos que f ◦ψ ◦ f−1 é a

identidade em ϕ(B(H)). Logo, ψ = f−1 ◦ γ ◦ f é a identidade em E.

■

Esta propriedade de rigidez pode ser usada para caracterizar envelopes injetivos. Chame

uma extensão (E,κ) de F de extensão rígida sempre que ϕ : E → E for completamente contra-

tivo e ϕ(κ(x)) = κ(x) para todo x ∈ F , então o mapa ϕ é a identidade em E.

Definição 4.23. Denotamos por I(F) o envelope injetivo em O1 de um espaço de operadores F .

Como todo sistema de operadores S é, em particular, um espaço de operadores, podemos

considerar o envelope injetivo I(S ) de S em O1. A próxima proposição mostra que I(S ) é,

automaticamente, um sistema de operadores.

Proposição 4.24. Seja S um sistema de operadores. Então o envelope injetivo I(S ) de S

em O1 é um sistema de operadores injetivo e, portanto, é completamente ordenado-isomórfico

a uma C∗-álgebra.

Demonstração. Seja 1 ∈S ¢B(H). Então I(S ) = ϕ(B(H)) para alguma S -projeção ϕ que

é completamente contrativa e, portanto, completamente positiva pela Proposição 2.23. Assim,

ϕ(B(H)) é um sistema de operadores uma vez que ϕ preserva adjunto e, portanto, I(S ) é uma

C∗-álgebra sob o produto a◦b = ϕ(a ·b) pelo Teorema 4.11. ■
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Uma consequência do resultado acima é que se alguém “esquecer” a estrutura de ordem

em S e apenas lembrar da estrutura de espaço do operador, e mergulhar S completamente

isometricamente via ψ : S →B(H) com, digamos, ψ(1) ̸= 1, então I(ψ(S )) é completamente

isométrico a I(S ) e, portanto, ainda é completamente isometricamente isomorfo a C∗-álgebra.

Os próximos resultados registram como os envelopes injetivos respeitam C∗-estruturas

algébricas.

Proposição 4.25. Seja 1 ∈ A ¢ S ¢ B(H) com S um sistema de operadores e A uma

subálgebra de B(H). Então a inclusão de A na C∗-álgebra I(S ) é um ∗-isomorfismo comple-

tamente isométrico.

Demonstração. Seja ϕ : B(H)→B(H) uma S -projeção tal que ϕ(B(H)) é isomorfo isome-

tricamente a I(S ). Então a multiplicação em I(S ) é dada por x ◦ y = ϕ(xy). Portanto, para

a,b ∈ A , temos a◦b = ϕ(a ·b) = a ·b. ■

No caso de uma C∗-álgebra unital A , se definirmos S = A , então o resultado acima

implica que A é uma C∗-subálgebra de I(A ). O próximo resultado explica o caso de C∗-

álgebras não unitais.

Proposição 4.26. Seja A ¢B(H) uma C∗-álgebra não unital tal que A H= {T (x) : T ∈ A e

x ∈H} é denso em H, e seja A1 unitização de A . Se ϕ : B(H)→B(H) é um A -mapa, então

ϕ é um A1-mapa. Consequentemente, a inclusão de A em A1 se estende unicamente a uma

isometria completa de I(A ) em I (A1). Assim, I(A ) é uma C∗-álgebra unital no ◦-produto

com A1 sendo uma C∗-subálgebra de I(A ).

Demonstração. Se todo A -mapa é um A1-mapa, então para qualquer A -seminorma minimal

temos que é, também, uma A1-seminorma minimal e a última afirmação decorre da caracteri-

zação do envelope injetivo em termos de seminormas minimais. Assim, basta provar que se ϕ

é um A -mapa, então ϕ(I) = I.

Seja {eα} uma unidade aproximada contrativa e positiva para A . Como A H é denso em

H, temos eα −→ I fortemente. Como
{

en
α

}
também é uma unidade aproximada contrativa para

A , temos en
α −→ I fortemente para todo n ∈ N.
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Considerando a série de potências para ex, vemos que para t ∈ R temos

ϕ
(

eiteα

)
= ϕ(I)+

∞

∑
n=1

(iteα)
n

n!
−→ ϕ(I)+

(
eit −1

)
I

na topologia forte de operador.

Como eiteα é unitário e ϕ é contrativo, temos que
∥∥∥(ϕ(I)− I)+ eitI

∥∥∥ ⩽ 1 para todo t.

Agora é fácil verificar que
∥∥∥T + eitI

∥∥∥⩽ 1 para todos t ∈R implica que T = 0. Portanto ϕ(I) = I.

De fato, suponha T ̸= 0, ∥T∥= c > 0 e sem perda de generalidade seja v ∈H tal que ∥v∥= 1 e

∥T (v)∥= c. Então,

∥T (v)+ eitv∥2 = c2 +2Re(eitïT (v),vð)+1.

Escolhendo t ∈ R tal que eitïT (v),vð= |ïT (v),vð| obtemos ∥T (v)+ eitv∥> 1. ■

4.2 Teorema de Hamana

O objetivo desta seção é apresentar a construção de Hamana do C∗-envelope de uma

álgebra de operadores A a partir de seu envelope injetivo. Em certo sentido, o C∗-envelope de

A pode ser pensado como a menor C∗-álgebra contendo A .

Definição 4.27. Uma álgebra de operadores A é uma subálgebra de uma C∗-álgebra.

Definição 4.28. Seja A uma álgebra de operadores. Dadas uma C∗-álgebra B e um homomor-

fismo completamente isométrico γ : A → B, dizemos que (B,γ) é um C∗-envelope de A se

B = C∗(γ(A )) e para qualquer outro homomorfismo completamente isométrico ρ : A → C

tal que C = C∗(ρ(A )), existe (um único) ∗-homomorfismo sobrejetor π : C → B tal que

π(ρ(a)) = γ(a) para todo a ∈ A .

A

ρ
!!

�

� γ
// B
OO

π

C

Identificando A com γ(A ), muitas vezes consideramos apenas B como contendo A ,

com o entendimento de que agora γ é simplesmente a inclusão de A em B. Assim, podemos

dizer apenas que B é um C∗-envelope de A .
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Observação 4.29. O ∗-homomorfismo π da definição anterior é necessariamente único. De

fato, sejam π1 : C → B e π2 : C → B ∗-homomorfismos sobrejetores tais que π1(ρ(a)) =

γ(a) = π2(ρ(a)). Como π1 e π2 coincidem em ρ(A) e C=C∗(ρ(A)), devemos ter π1 = π2.

Observação 4.30. C∗-envelopes de uma álgebra de operadores A são unicamente determinados

a menos de ∗-isomorfismo. De fato, se (B1,γ1) e (B2,γ2) forem dois C∗-envelopes de A ,

então por definição existem ∗-homomorfismos sobrejetores π1 : B1 → B2 e π2 : B2 → B1

tais que π1(γ1(a)) = γ2(a) e π2(γ2(a)) = γ1(a). Assim, π2(π1(γ1(a))) = π2(γ2(a)) = γ1(a) e

π1(π2(γ2(a))) = π1(γ1(a)) = γ2(a) e, pela unicidade apontada na Observação 4.29, π2 ◦π1 =

idB1 e π1 ◦π2 = idB2 , de onde segue que π1 e π2 são ∗-isomorfismos.

Como C∗-envelopes de álgebras de operadores são únicos, a menos de ∗-isomorfismo,

adotamos a notação C∗
e (A ) para nos referimos a um C∗-envelope de A .

Proposição 4.31. Seja A ¢B(H) uma álgebra de operadores unital. Então I(A )= I
(
A +A

∗)

é uma C∗-álgebra, e a inclusão de A na C∗-álgebra I(A ) é um isomorfismo completamente

isométrico.

Demonstração. Como 1 ∈A , qualquer A -mapa ϕ : B(H)→B(H) é completamente positivo

pela Proposição 2.23, e, portanto, para a,b ∈ A

ϕ
(
a+b∗

)
= ϕ(a)+ϕ(b)∗ = a+b∗.

Dessarte, todo A -mapa é na verdade um
(
A +A

∗)-mapa. Daí, ϕ(B(H)) = I(A ) =

I
(
A +A

∗), em que ϕ é tal que pϕ é uma seminorma minimal. Como A +A
∗ é um sistema

de operadores, pela Proposição 4.24 segue que I(A ) é uma C∗-álgebra. O fato de a inclusão ser

um isomorfismo completamente isométrico decorre da Proposição 4.25. ■

Observe que se ρ : A → B(H) é um isomorfismo completamente isométrico, então os

sistemas de operadores A +A
∗ e ρ(A ) + ρ(A )∗ são isomorfos completamente ordenados

através do mapa a+ b∗ 7→ ρ(a) + ρ(b)∗ e, portanto, o sistema de operadores A +A
∗ não

depende de uma representação particular de A .
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Lema 4.32. Sejam A e B C∗-álgebras unitais, e seja φ : A →B completamente positivo com

φ(1) = 1. Então,

{
a ∈ A : φ(a)∗φ(a) = φ

(
a∗a
)

e φ(a)φ(a)∗ = φ
(
aa∗
)}

= (4.2.1)

{a ∈ A : φ(ab) = φ(a)φ(b) e φ(ba) = φ(b)φ(a) para todo b ∈ A } (4.2.2)

é uma C∗-subálgebra de A , e φ é um ∗-homomorfismo quando restrito a este conjunto.

Demonstração. Se a pertence ao conjunto (4.2.2), então escolhendo b = a∗ obtemos φ
(
a∗a
)
=

φ
(
a∗
)

φ(a) = φ(a)∗φ(a), já que φ é positivo, analogamente temos que φ
(
aa∗
)
= φ(a)φ(a)∗.

Por outro lado, seja a pertencente ao conjunto (4.2.1). Então, aplicando a Proposição 2.34 ao

mapa φ (2) e à matriz




a b∗

0 0


. Obtemos




φ(a)∗φ(a) φ(a)∗φ(b∗)

φ(b)φ(a) φ(b)φ(b)∗


=




φ(a) φ
(
b∗
)

0 0




∗


φ(a) φ
(
b∗
)

0 0




⩽ φ (2)







a b∗

0 0




∗


a b∗

0 0





= φ (2)







a∗a a∗b∗

ba bb∗





 ,

e assim




φ
(
a∗a
)
−φ(a)∗φ(a) φ

(
a∗b∗

)
−φ(a)∗φ

(
b∗
)

φ(ba)−φ(b)φ(a) φ
(
bb∗
)
−φ(b)φ

(
b∗
)


⩾ 0.

Como a (1,1)-ésima entrada desta matriz é igual a 0, segue-se que a (2,1)-ésima entrada

também deve ser igual a 0 pela Proposição 2.12(d). Assim, φ(b)φ(a) = φ(ba). Além disso,

alterando




a b∗

0 0


 por




b a∗

0 0


 obtemos φ(a)φ(b) = φ(ab). Portanto, os dois conjuntos

são iguais.

O fato de φ ser um ∗-homomorfismo segue da definição dos conjuntos mencionados e por
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φ ser positivo. Como φ é contínua e operação de multiplicação também é, segue que o conjunto

é fechado, o que garante que é uma C∗-subálgebra de A , uma vez que é claro as operações

algébricas, devido a definição do conjunto. ■

O próximo resultado, devido a Hamana, mostra que a C∗-álgebra gerada por uma álgebra

de operadores em seu envelope injetivo coincide com seu C∗-envelope, o que garante que toda

álgebra de operadores admite um C∗-envelope.

Teorema 4.33 (Hamana). Seja A uma álgebra de operadores com unidade. Se C∗(A ) é a C∗-

subálgebra de I(A ) gerada por A , então C∗(A ) é um C∗-envelope de A . Mais precisamente,

pra qualquer C∗-álgebra B e qualquer homomorfismo completamente isométrico ρ : A →
B tal que B = C∗(ρ(A )), existe um ∗-homomorfismo sobrejetor π : B → C∗(A ) tal que

π(ρ(a)) = a para todo a ∈ A .

Demonstração. Suponha que B ¢ B(H) para algum espaço de Hilbert H. Assim, ρ : A →
B(H) é um homomorfismo completamente isométrico. Pela injetividade de I(A ), existe um

mapa completamente contrativo φ :B(H)→ I(A ) tal que φ(ρ(a)) = a para todo a∈A . Como

ρ é unital, segue que φ é unital e consequentemente completamente positiva pela Proposição

2.23. Da mesma forma, pela Observação 4.8, existe um mapa completamente contrativo ψ :

I(A )→ B(H) tal que ψ(a) = ρ(a) para todo a ∈ A. Novamente, como ρ é unital, temos que

ψ é unital e completamente positiva pela Proposição 2.23. Como φ(ψ(a)) = φ(ρ(a)) = a para

todo a ∈ A , pelo Corolário 4.22, temos φ ◦ψ = idI(A ).

Afirmamos que φ
(
ρ(a)∗ρ(a)

)
= a∗a e φ

(
ρ(a)ρ(a)∗

)
= aa∗. Com efeito, pela Pro-

posição 2.34, φ
(
ρ(a)∗ρ(a)

)
⩾ φ(ρ(a))∗φ(ρ(a)) = a∗a, enquanto ψ

(
a∗a
)
⩾ ψ(a)∗ψ(a) =

ρ(a)∗ρ(a). Aplicando φ à segunda desigualdade resulta

a∗a = φ ◦ψ
(
a∗a
)
⩾ φ

(
ρ(a)∗ρ(a)

)
⩾ a∗a,

e então φ
(
ρ(a)∗ρ(a)

)
= a∗a. Da mesma forma, φ

(
ρ(a)ρ(a)∗

)
= aa∗.

Pelo Lema 4.32, nos domínios multiplicativos de aplicações completamente positivas,

essas igualdades implicam que φ é um ∗-homomorfismo quando restrito a C∗(ρ(A )), isto é,

π = φ |C∗(ρ(A )) é o ∗-homormorfismo desejado. A sobrejetividade de π segue do fato de que A

está contido na imagem de π . ■
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Definição 4.34. Seja X um espaço topológico compacto Hausdorff, então uma subálgebra A ¢
C(X) é chamada de álgebra uniforme em X se 1 ∈ A e A separa pontos, isto é, para qualquer

x ̸= y, existe f ∈ A tal que f (x) ̸= f (y).

Observação 4.35. Se A ¢C(X) é uma álgebra uniforme em X , então a ∗-álgebra gerada por A

é densa em C(X) pelo Teorema de Stone-Weierstrass. Por consequência, a C∗-álgebra C∗(A )

gerada por A coincide com C(X).

Corolário 4.36 (Silov). Seja A ¢C(X) uma álgebra uniforme em X. Existe um único subcon-

junto Y ¢ X compacto satisfazendo

(i) O homomorfismo de restrição

γ : C(X)→C(Y )

f 7→ f |Y

é isométrico em A ;

(ii) Se W ¢ X é um subconjunto compacto tal que o morfismo restrição f ∈ C(X) 7→ f |W∈
C(W ) é isométrico em A , então Y ¢W .

Demonstração. Pelo Teorema 4.33 (de Hamana), A admite um C∗-envelope (C∗
e (A ),ρ). Ob-

serve que C∗
e (A ) é uma C∗-álgebra gerada pela imagem de ρ . Deste modo, podemos assumir

sem perda de generalidade que C∗
e (A ) =C(Z) para algum espaço compacto e Hausdorff Z.

Como a inclusão A ↪→ C(X) é um homomorfismo completamente contrativo, existe um

único ∗-homomorfismo sobrejetor π : C(X)→C(Z) tal que π( f ) = ρ( f ) para todo f ∈ A .

A � p

γ
""

�

� ρ
// C(Z)

OO

π

C(X)

Como π é sobrejetor, existe uma injeção contínua h : Z → X tal que π( f ) = f ◦ h para todo

f ∈C(X). Seja Y = h(Z) e note que Y é um subconjunto compacto de X e que γ( f )◦h = f |Y ◦h
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= f ◦h. Logo, para qualquer f ∈ A temos

∥ f∥= ∥ρ( f )∥= ∥π( f )∥= ∥ f ◦h∥= ∥γ( f )◦h∥⩽ ∥γ( f )∥⩽ ∥ f∥

e, portanto, γ é isométrico em A , concluindo (i).

Para verificar (ii), considere W ¢ X um subconjunto compacto tal que o homomorfismo

de restrição

γW : C(X)→C(W )

f 7→ f |W

seja isométrico em A . Como γW |A : A → C(W ) é isométrico (e, portanto, completamente

isométrico, pois C(W ) é abeliana), existe um único ∗-homomorfismo sobrejetor πW : C(W )→
C(Z) tal que πW (γW ( f )) = ρ( f ) para todo f ∈ A .

A � q

γW |A ""

�

� ρ
// C(Z)

OO

πW

C(W )

Como πW : C(W )→ C(Z) é um ∗-homomorfismo sobrejetor, existe hW : Z → W tal que

πW ( f ) = f ◦hW para todo f ∈C(W ). Além disso, como γW : C(X)→C(W ) é o homomorfismo

de restrição, podemos escrever γW ( f ) = f ◦ i para todo f ∈C(X), em que i : W ↪→X é a inclusão.

Logo, para qualquer f ∈ A , temos

f ◦ i◦hW = πW ( f ◦ i) = πW (γW ( f )) = ρ( f ) = π( f ) = f ◦h.

Mostremos que h = i ◦ hW . De fato, se i ◦ hW ̸= h, então existe z ∈ Z tal que i ◦ hW (z) ̸=
h(z). Como A separa pontos, existe f ∈ A tal que f (i ◦ hW (z)) ̸= f (h(z)) de onde teríamos

f ◦ i◦hW ̸= f ◦h com f ∈ A . Logo, Y = h(Z) = i(hW (Z))¢W , verificando (ii).

Para verificar a unicidade de Y , seja Y ′ um subconjunto compacto de X satisfazendo (i) e

(ii). Assim, devemos ter Y ¢ Y ′ e Y ′ ¢ Y , concluindo o resultado. ■

Vejamos agora que, a menos de homeomorfismo, o conjunto Y do Corolário 4.36 (de
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Silov) é unicamente determinado pela álgebra uniforme A e não depende do espaço X onde ela

está representada.

Proposição 4.37. Seja A ¢ C(X) uma álgebra uniforme em X e φ : A → C(X1) um isomor-

fismo isométrico tal que φ(A ) é uma álgebra uniforme em C(X1). Se Y e Y1 são os únicos

subconjuntos compactos de X e X1, respectivamente, satisfazendo as condições (i) e (ii) do

Corolário 4.36 (de Silov), então existe um homeomorfismo h̃ : Y1 → Y tal que φ( f ) |Y1= f ◦ h̃

para todo f ∈ A .

Demonstração. Seja (C(Z),ρ) um C∗-envelope de A . Sendo φ : A → C(X1) isométrico e

C(X1) abeliana, segue que φ é completamente isométrico. Assim, temos que existem únicos

∗-homomorfismos sobrejetivos π : C(X)→ C(Z) e π1 : C(X1)→ C(Z) tais que π( f ) = ρ( f ) e

π1(φ(g)) = ρ(g) para todo f ∈C(X) e g ∈C(Y1)

A � p

""

�

� ρ
// C(Z)

OO

π

C(X)

A � q

φ
""

�

� ρ
// C(Z)

OO

π1

C(X1)

Sendo π e π1 ∗-homomorfismo sobrejetivos, existem h : Z → X , h1 : Z → X1 funções contínuas

e injetivas tais que π( f ) = f ◦ h e π1(g) = g ◦ h1 para todo f ∈ C(X) e g ∈ C(X1). Lembre

da prova do Corolário 4.36 (de Silov) que Y1 = h1(Z) e Y = h(Z) são subconjuntos compactos

Hausdorff e, portanto, as correstrições h : Z → Y e h1 : Z → Y1 são homeomorfismos. Logo,

h̃ := h◦h−1
1 : Y1 → Y é um homeomorfismo. Além disso, para todo f ∈ A temos

φ( f )◦h1 = π1(φ( f )) = ρ( f ) = π( f ) = f ◦h

e compondo com h−1
1 , obtemos φ( f ) |Y1= f ◦ h̃ para todo f ∈ A . ■

O resultado acima motiva a seguinte definição.

Definição 4.38. Seja A uma álgebra uniforme. Chamamos fronteira de Silov o espaço com-

pacto Hausdorff dado pelo Corolário 4.36 (de Silov) e denotamos por ∂SA .

Corolário 4.39. Se A for uma álgebra uniforme em X, então C∗
e (A ) =C(∂SA )
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Demonstração. Suponha que A ¢ C(X) é uma álgebra uniforme em X . Pelo Corolário 4.36

(de Silov), a restição

γ : C(X)→C(∂SA )

f 7→ f |∂SA

é isométrico em A e, portanto, a restrição γ |A , é um homomorfismo completamente isomé-

trico. Vejamos que (C(∂SA ),γ |A ) é um C∗-envelope de A . De fato, para qualquer homo-

morfismo completamente isométrico ρ : A → C(Z) tal que C∗(ρ(A )) = C(Z), existe Y ¢ Z

compacto satisfazendo as condições (i) e (ii) do Corolário 4.36 (de Silov). Pela Proposição 4.37,

existe um homeomorfismo h̃ : Y → ∂SA tal que ρ( f ) |Y= f ◦ h̃ para todo f ∈ A . Observe que

h̃−1 : ∂SA → Y ¢ Z é uma função contínua e injetiva. Logo, o ∗-homomorfismo

π : C(Z)→C(∂SA )

g 7→ g◦ h̃−1

é sobrejetor e satisfaz

π(ρ( f )) = ρ( f )◦ h̃−1 = ρ( f ) |Y ◦h̃−1 = f ◦ h̃◦ h̃−1 = f |∂SA
= f ◦ γ |A ( f )

para todo f ∈ A , de onde segue que o diagrama

A � r

ρ
##

�

� γ|A
// C(∂SA )

OO

π

C(Z)

é comutativo e, de fato, (C(∂SA ),γA ) é um C∗-envelope de A . ■

Exemplo 4.40. Se A(D) é a álgebra do disco, então C∗
e (A(D)) =C(T). De fato, basta verificar

que ∂SA(D) = T. Pelo Princípio do Módulo Máximo, toda função contínua f : D→ C atinge

seu máximo em T. Logo, a restrição γ : C(D) → C(T) é um homomorfismo isométrico em

A(D). Além disso, se X ¢ D é um subconjunto compacto tal que a restrição γ : C(D)→C(X)

é um homomorfismo isométrico, então novamente pelo Princípio do Módulo Máximo devemos
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ter T¢ X .

Proposição 4.41. Seja A ¢ B(H) uma álgebra de operadores. Se C∗(A ) é simples, então

C∗
e (A ) =C∗(A ).

Demonstração. Pelo Teorema 4.33 (de Hamana) existe um ∗-homomorfismo sobrejetor ϕ :

C∗(A )→C∗
e (A ). Lembre que ker(ϕ) é um ideal de C∗(A ). Por hipótese C∗(A ) é simples, o

que implica que ker(A ) = {0}. Consequentemente, ϕ é injetivo. ■

Exemplo 4.42. Seja A ¢Mn(C) a álgebra das matrizes triangulares superiores. Observe que o

adjunto de uma matriz triangular superior é uma matriz triangular inferior e, portanto, C∗(A ) =

Mn(C). Como Mn(C) é simples, segue da Proposição 4.41 que C∗
e (A ) =Mn(C).
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5 Apêndice - Teoria dos Operadores trace-class e Hilbert-

Schmidt

5.1 Decomposição Polar

O leitor pode encontrar as demonstrações dos teoremas dessa seção em [21, p. 50-52]

Definição 5.1. Seja H espaço de Hilbert e considere B(H) o espaço de Banach dos operadores

limitados T : H→H. Um operador W ∈B(H) é chamado de isometria parcial se W ∗W é uma

projeção.

Teorema 5.2. Para um operador W ∈B(H), as seguintes condições são equivalentes:

(a) W é uma isometria parcial;

(b) W =WW ∗W.

Observação 5.3. Para uma isometria parcial W ∈ B(H) é válido que ∥W∥ ⩽ 1 pois H =

ker§W ·kerW e W |ker §W
é uma isometria.

Observação 5.4. Se T ∈B(H), lembre-se que |T |=
√

T ∗T ∈B(H) é um operador positivo.

Teorema 5.5. Todo operador T ∈B(H) admite uma única decomposição T =W |T | tal que

(a) W ∈B(H) é uma isometria parcial;

(b) ker(T ) = ker(W ) = ker(|T |);

(c) W ∗T = |T |.

Definição 5.6. A decomposição T = W |T |, em que W é isometria parcial, é chamada de de-

composição polar de T .

5.2 Operadores trace-class e Hilbert-Schmidt

Antes de iniciarmos os resultados, é importante ponderar uma observação. Os espaços de

Hilbert H podem ser, ou não, separáveis. No caso em que H é separável, todos os resultados
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a seguir não precisam de alterações. Contudo, no caso em que o espaço de Hilbert não for

separável, precisamos verificar o que se segue.

Primeiro, assuma que exista T ∈B(K), em que K é um espaço de Hilbert não separável,

com ∑
i

ï|T |(ei),eið < ∞, em que (ei)i é base ortonormal de K. Nesse caso, é necessário que

exista um conjunto enumerável de
(
ein

)∞

n=1 ¢ (ei)i tal que ∑
i

ï|T |(ei),eið =
∞

∑
n=1

ï|T |(ein),einð.

Observe que se e j ̸∈
(
ein

)∞

n=1, temos ï|T |(e j),e jð= 0.

Por outro lado, |T | é positivo, então, podemos escrever |T |= S∗S. Assim, se ï|T |(u),uð=
0, com u ̸= 0, temos ∥S(u)∥2 = ïS(u),S(u)ð = ïS∗S(u),uð = ï|T |(u),uð = 0. Daí, teríamos

que S(u) = 0 e, portanto, |T |(u) = S∗S(u) = S∗(0) = 0. Portanto, podemos assumir que u ̸∈
span{ein : n ∈ N}, porém, isso que dizer que o domínio ao qual |T | não se anula é separável,

então enxergando span{ein : n ∈ N}=H ¢K como o domínio de |T |, temos que os resultados

que se seguem ainda são válidos.

Proposição 5.7. Se (en)n ,( fm)m são bases ortonormais de H e A ∈B(H) então ∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

=

∑
m

∥∥A∗( fm)
∥∥2

= ∑
n

∑
m

∣∣〈A(en), fm

〉∣∣2.

Demonstração. Pela identidade de Parseval, vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119], temos para cada

n que
∥∥A(en)

∥∥2
= ∑

m

∣∣〈A(en), fm

〉∣∣2. Do mesmo modo, para cada m temos que
∥∥A∗( fm)

∥∥2
=

∑
n

∣∣〈en,A
∗( fm)

〉∣∣2. Portanto,

∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

= ∑
n

∑
m

∣∣〈A(en), fm

〉∣∣2 = ∑
n

∑
m

∣∣〈en,A
∗( fm)

〉∣∣2

= ∑
m

∑
n

∣∣〈en,A
∗( fm)

〉∣∣2 = ∑
m

∥∥A∗( fm)
∥∥2

.

■

Proposição 5.8. Seja A ∈ B(H). Então o somatório ∑
n

〈
|A|(en),en

〉
independe da base orto-

normal (en)n.
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Demonstração. De fato, se (en)n e ( fm)m são bases ortornormais de H então

∑
n

〈
|A|(en),en

〉
=∑

n

〈√
A∗A(en),en

〉
=∑

n

〈√√
A∗A(en),

√√
A∗A(en)

〉

= ∑
n

∥∥∥∥∥

√√
A∗A(en)

∥∥∥∥∥

2

= ∑
n

∑
m

∣∣∣∣∣

〈√√
A∗A(en), fm

〉∣∣∣∣∣

2

= ∑
m

∑
n

∣∣∣∣∣

〈√√
A∗A(en), fm

〉∣∣∣∣∣

2

= ∑
m

∥∥∥∥∥

√√
A∗A( fm)

∥∥∥∥∥

2

= ∑
m

〈
|A|( fm), fm

〉
.

■

Definição 5.9. Um operador A ∈ B(H) é chamado trace-class se existe uma base ortonormal

(en)n tal que ∑
n

〈
|A|(en),en

〉
< ∞. O conjunto de tais operadores será denotado por B1 :=

B1(H). Para cada A ∈B1 definimos a trace-norm ∥A∥1 = ∑
n

〈
|A|(en),en

〉
.

Definição 5.10. Um operador A ∈B(H) é chamado Hilbert-Schmidt se |A|2 ∈B1 e denotamos

por ∥A∥2 :=
√

∑
n

〈
|A|2(en),en

〉
=
√∥∥|A|2

∥∥
1. O conjunto de tais operadores será denotado por

B2 :=B2(H).

Proposição 5.11. Para cada A ∈B2, as seguintes proposições são verdadeiras:

(a) ∥A∥2 =
√

∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

;

(b)
∥∥A∗∥∥

2 = ∥A∥2;

(c) ∥A∥⩽ ∥A∥2;

(d) ∥ · ∥2 é norma sobre B2 e B2 é um espaço vetorial;

(e) B2 é ideal de B(H) e ∥AT∥2,∥TA∥2 ⩽ ∥T∥∥A∥2.

Demonstração. (a) Basta ver que

∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

= ∑
n

〈
A(en),A(en)

〉
= ∑

n

〈
A∗A(en),en

〉

= ∑
n

〈√
A∗A

2
(en),en

〉
= ∑

n

〈
|A|2(en),en

〉
= ∥A∥2

2.
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(b) Usando o item (a) e a Proposição 5.7 temos

∥∥A∗∥∥
2 =

√
∑
n

∥∥A∗(en)
∥∥2

=
√

∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

= ∥A∥2.

(c) Seja e ∈ H tal que ∥e∥ = 1. Considere uma base ortonormal (en)n que contenha e.

Assim ∥A(e)∥⩽
√

∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

= ∥A∥2. Portanto ∥A∥⩽ ∥A∥2.

(d) Sejam A,B∈B2. Então
(∥∥A(en)

∥∥
)∞

n=1
,
(∥∥B(en)

∥∥
)∞

n=1
∈ ℓ2.12 Usando a desigualdade

triangular para ℓ2 temos que

√

∑
n

(∥∥A(en)
∥∥+

∥∥B(en)
∥∥
)2

⩽

√
∑
n

∥∥A(en)
∥∥2

+
√

∑
n

∥∥B(en)
∥∥2

= ∥A∥2 +∥B∥2.

Daí,

∥A+B∥2
2 = ∑

n

∥∥A(en)+B(en)
∥∥2

⩽ ∑
n

(∥∥A(en)
∥∥+

∥∥B(en)
∥∥
)2

⩽
(
∥A∥2 +∥B∥2

)2
< ∞.

Em particular, se λ ∈ C então λA ∈ B2 pelo item (a), e portanto temos que B2 é um

subespaço vetorial de B(H).

(e) Seja (en)n base ortonormal e T ∈B(H). Então
∥∥TA(en)

∥∥2
⩽ ∥T∥2

∥∥A(en)
∥∥2

. Usando

o item (a), concluímos que

∥TA∥2 =
√

∑
n

∥∥TA(en)
∥∥2

⩽

√
∑
n

∥T∥2
∥∥A(en)

∥∥2
= ∥T∥∥A∥2 < ∞.

Logo TA ∈ B2 e ∥TA∥2 ⩽ ∥T∥∥A∥2. Note que pelo o que acabamos de mostrar vale que
∥∥T ∗A∗∥∥

2 ⩽
∥∥T ∗∥∥∥∥A∗∥∥

2 = ∥T∥∥A∥2 < ∞. Também
∥∥T ∗A∗∥∥

2 =
∥∥∥
(
T ∗A∗)∗∥∥∥

2
= ∥AT∥2. Assim

AT ∈B2 e ∥AT∥2 ⩽ ∥T∥∥A∥2. Portanto, B2 é ideal de B(H). ■

Observação 5.12. Caso H não seja separável, em vez de enxergarmos T ∈B(H) por T : H→
H, enxergamos por T : K→H, em que K é separável, com a ressalva que podemos expandir T

anulando-o fora de K. Por outro lado, H sendo separável não se aplica alterações. Nesse caso

temos o corolário a seguir.

12Espaço das sequências complexas (xn)
∞
n=1 tais que

∞

∑
n=1

|xn|2 < ∞.
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Corolário 5.13. Todo operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Demonstração. Seja T um operador Hilber-Schmidt. Usando a Observação 5.12, existe um

espaço de Hilbert K separável tal que T se anula fora de K. Como a imagem de T também

é separável, existe um espaço de Hilbert L separável (podemos tomar L = K+T (K)) tal que

T : L → L e assim vemos T como um operador em B2(L). Pela Proposição 5.11(a), a identidade

em B(L) não pertence a B2(L) e daí B2(L) é um ideal próprio de B(L) e, portanto, T ∈B2(L)¢
B0(L).

13 Sendo T compacto quando visto como um operador em B(L), é claro que estendendo

T por 0 fora de L, vemos que T : H→H é compacto. ■

Proposição 5.14. Se A ∈B(H), então são equivalentes:

(a) A ∈B1;

(b)
√

|A| ∈B2;

(c) A é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt;

(d) |A| é o produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

Demonstração. (a) ⇒ (b). Se A ∈B1, então ∑
n

〈
|A|(en),en

〉
< ∞. Portanto,

√

∑
n

〈(√
|A|
)2

(en),en

〉
=
√

∑
n

〈
|A|(en),en

〉
< ∞.

(b) ⇒ (c). Seja A =W |A| a decomposição polar de A. Então A =
(

W
√

|A|
)√

|A|. Como

por hipótese
√
|A| ∈B2, segue da Proposição 5.11(d) que W

√
|A| ∈B2. Portanto, A se escreve

como produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

(c) ⇒ (d) Se A = BC em que B,C ∈ B2, note que para a decomposição polar A = W |A|,
tem-se que

(
W ∗B

)
C = |A|, ou seja, |A| é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

(d) ⇒ (a) Suponha que |A|=BC em que B,C ∈B2. Note que
〈
|A|(en),en

〉
=
〈
C(en),B

∗(en)
〉
⩽

∥∥C(en)
∥∥∥∥B∗(en)

∥∥. Assim A ∈B1, pois, pela Desigualdade de Holder, temos

∑
n

〈
|A|(en),en

〉
⩽ ∑

n

∥∥C(en)
∥∥∥∥B∗(en)

∥∥⩽
√

∑
n

∥∥C(en)
∥∥2
√

∑
n

∥∥B∗(en)
∥∥2

= ∥C∥2
∥∥B∗∥∥

2 = ∥C∥2∥B∥2 < ∞.

13Ideais de B(H), em que H é separável e que contém B00, são espaços M tais que M ¢B0.
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■

Proposição 5.15. Seja A∈B1 e considere (en)n uma base ortonormal. Então, ∑
n

∣∣〈A(en),en

〉∣∣<

∞ e ∑
n

〈
A(en),en

〉
independe da escolha da base ortonormal.

Demonstração. Seja A ∈B1. Escreva A =C∗B como produto de operadores Hilbert-Shmidt tal

como vimos na Proposição 5.14(c). Seja λ ∈ C qualquer. Note que dado u ∈H temos

0 ⩽ ∥(B−λC)(u)∥2 = ï(B−λC)(u),(B−λC)(u)ð

= ∥B(u)∥2 −λ ïB(u),C(u)ð−λ ïC(u),B(u)ð+ |λ |2∥C(u)∥2.

Escolhendo λ =
|ïC(u),B(u)ð|
ïC(u),B(u)ð obtemos |ïC(u),B(u)ð| ⩽ 1

2
(∥B(u)∥2+ ∥C(u)∥2), para

todo u ∈H. Portanto,

∑
n

∣∣〈A(en),en

〉∣∣= ∑
n

∣∣〈B(en),C(en)
〉∣∣⩽ 1

2 ∑
n

∥∥B(en)
∥∥2

+
1
2 ∑

n

∥∥C(en)
∥∥2

=
1
2
∥B∥2

2 +
1
2
∥C∥2

2 < ∞.

Note também que

Re
(〈

A(en),en

〉)
=

1
2

(〈
B(en),C(en)

〉
+
〈
C(en),B(en)

〉)

=
1
4

(∥∥(B+C)(en)
∥∥2 −

∥∥(B−C)(en)
∥∥2
)
.

Somando essa última expressão em n, obtemos

Re

(

∑
n

〈
A(en),en

〉
)

=
1
4

(
∥B+C∥2

2 −∥B−C∥2
2

)
.

Observe que para um número complexo z vale que Re(iz) =− Im(z), e como iA=C∗(iB),

temos que

− Im

(

∑
n

〈
A(en),en

〉
)

= Re

(

∑
n

〈
iA(en),en

〉
)

=
1
4

(
∥iB+C∥2

2 −∥iB−C∥2
2

)
.
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Isso mostra que ∑
n

〈
A(en),en

〉
não depende da base ortonormal escolhida. ■

Definição 5.16. Para cada A ∈B1 definimos tr(A) := ∑
n

〈
A(en),en

〉
, o traço de A.

Proposição 5.17. Seja B00 ¢ B(H) o espaço dos operadores de posto finito. Então, T ∈ B00

é uma soma finita de operadores da forma Ru,v, em que Ru,v ∈ B00 é dado por por Ru,v(w) =

ïw,vðu, com u,v ∈H.

Demonstração. Considere uma base ortonormal para T (H), {e1,e2, . . . ,ek}. Então para cada

u ∈ H, existem únicos λ1,u, . . . ,λk,u ∈ C tais que T (u) = λ1,ue1 + . . .+λk,uek. Para cada j =

1,2 . . . ,k, considere a aplicação λ j : H → C definida por λ j(u) = λ j,u. Mostremos que λ j é

linear. Sejam u,v ∈H e α ∈ C e note que

k

∑
i=1

λi,u+αvei = T (u+αv) = T (u)+αT (v) =
k

∑
i=1

(
λi,u +αλi,v

)
ei.

Portanto, λ j(u+αv) = λ j,u+αv = λ j,u +αλ j,v = λ j(u)+αλ j(v). Daí, λ j é linear para

todo j = 1, . . . ,k. Além disso λ j ∈H
′, pois para cada u ∈H, temos

∣∣λ j(u)
∣∣2 ⩽

k

∑
i=1

∣∣λi,u

∣∣2 =
∥∥∥∥∥

k

∑
i=1

λi,uei

∥∥∥∥∥

2

= ∥T (u)∥2
⩽ ∥T∥2∥u∥2.

Logo, λ j é limitado com
∥∥λ j

∥∥⩽ ∥T∥. Assim, por [6, Teorema 5.5.2 (Teorema de Riesz-

Fréchet), p. 126], existe um único v j ∈H tal que λ j(u) =
〈
u,v j

〉
, para todo u ∈H. Portanto,

T (u) =
k

∑
i=1

λi,uei =
k

∑
i=1

ïu,viðei =
k

∑
i=1

Rei,vi
(u),

para todo u ∈H, ou seja, T =
k

∑
i=1

Rei,vi
. ■

Observação 5.18. Todo T ∈B00 é trace-class. Como
〈
Ru,v(w),z

〉
= ïïw,vðu,zð= ïw,vðïu,zð=

ïw,ïz,uðvð para quaisquer w,z ∈H, então R∗
u,v(z) = ïz,uðv para todo z ∈H. Denotando Lu,v =

R∗
u,v ◦Ru,v, obtemos Lu,v(w) = R∗

u,v ◦Ru,v(w) = ïw,vðïu,uðv. Note que G ∈B(H) dado por

G(w) =
ïw,vð∥u∥v√

ïv,vð
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é a raiz quadrada de Lu,v, isto é, G2 = Lu,v. Então,

∥∥Ru,v

∥∥
1 =

∞

∑
n=1

〈∣∣Ru,v

∣∣en,en

〉
=

∞

∑
n=1

〈
G(en),en

〉
=

∞

∑
n=1

ïen,vð√
ïv,vð

∥u∥ïv,enð .

Portanto,
∥∥Ru,v

∥∥
1

∥v∥ =
∞

∑
n=1

〈
en,

v
∥v∥

〉

√
ïv,vð

∥u∥ïv,enð .

Tomando uma base ortonormal na qual {en}∞
n=1 contém

v

∥v∥ . Logo,

∥∥Ru,v

∥∥
1 = ∥u∥ ïv,vð√

ïv,vð
.

Concluindo que Ru,v ∈B1, em que B1 é o espaço dos operadores trace-class, pela Propo-

sição 5.17 e pela Observação abaixo, obtemos o resultado.

Observação 5.19. Para resolver próximo teorema vejamos o seguinte. Para cada par u,v ∈H

defina, a aplicação linear Ru,v ∈ B(H), por Ru,v(w) = ïw,vðu, que é trace-class, segundo a

Observação 5.18. Se T ∈ B(H) é autoadjunto e compacto então, para todo n, existe λn ∈
σ(T )\{0}, e existe base ortonormal (en)n tal que T (u) = ∑

n

Rλnen,en
(u), para todo u ∈H. Cha-

maremos tal decomposição de decomposição espectral de T . O leitor encontra esse resultado

em [6, Teorema 7.5.6, p. 208].

Proposição 5.20. Os seguintes resultados são válidos:

(a) B1 é um ideal de B(H) e ∥ · ∥1 é norma em B1;

(b) Todo operador trace-class é compacto. Assim, se A ∈B1 e {λn}n são autovalores de |A|,
então ∥A∥1 = ∑

n

λn < ∞;

(c) A aplicação traço tr: B1 → C é um funcional linear positivo. Se A ∈ B1 for positivo e

tr(A) = 0 então A = 0;

(d) B1 contém os operadores de posto finito B00 como subespaço denso na norma ∥ · ∥1;

(e) Se A∈B1 e T ∈B(H) então tr(AT )= tr(TA) e | tr(T |A|)|⩽ ∥T∥∥A∥1. Também | tr(TA)|⩽
∥T∥∥A∥1;
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(f) Para todo A ∈B1, tem-se ∥A∥1 =
∥∥A∗∥∥

1;

(g) Se A ∈B1 e T ∈B(H) então ∥AT∥1 ⩽ ∥T∥∥A∥1 e ∥TA∥1 ⩽ ∥T∥∥A∥1.

Demonstração. (a) Sejam A,B ∈B1 e T ∈B(H). Escreva A = XY produdo de dois operadores

Hilbert-Schmidt. Então TA = (T X)Y é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt, pois B2

é ideal de B(H); e portanto TA ∈ B1. Analogamente, AT ∈ B1. Considere as decomposições

polares A = W |A|, B = V |B| e A+B = U |A+B|. Como B2 é ideal de B(H) e como cada

operador trace-class pode ser escrito como produto de dois operadores Hilbert-Shmidt, então

B1 ¢ B2 ¢ B0. Segue que A,B ∈ B2, ou seja, A+B ∈ B2, ou seja, |A+B| ∈ B2 e portanto

|A+B| ∈B0. Temos então que A+B ∈B1 e ∥A+B∥1 ⩽ ∥A∥1 +∥B∥1, pois

∑
n

〈
|A+B|(en),en

〉
= ∑

n

〈
(A+B)(en),U(en)

〉

= ∑
n

(〈
A(en),U(en)

〉
+
〈
B(en),U(en)

〉)

= ∑
n

(〈
|A|(en),W

∗U(en)
〉
+
〈
|B|(en),V

∗U(en)
〉)

= ∑
n

(〈√
|A|(en),

√
|A|W ∗U(en)

〉
+
〈√

|B|(en),
√

|B|V ∗U(en)
〉)

⩽ ∑
n

(∥∥∥
√
|A|(en)

∥∥∥
∥∥∥
√

|A|W ∗U(en)
∥∥∥+

∥∥∥
√

|B|(en)
∥∥∥
∥∥∥
√

|B|V ∗U(en)
∥∥∥
)

⩽

∥∥∥
√
|A|
∥∥∥

2

2
+
∥∥∥
√

|B|
∥∥∥

2

2
= ∥A∥1 +∥B∥1.

Logo B1 é ideal de B(H). Como as outras propriedades de norma são facilmente verifi-

cadas pela definição de ∥ · ∥1, segue que ∥ · ∥1 é norma em B1.

(b) Pela Proposição 5.14 temos que um operador trace-class é produto de dois operadores

Hilbert-Schmidt e B2 é ideal. Assim, a compacidade de um operador trace-class segue da

inclusão B1 ¢B2 ¢B0.

Seja A ∈ B0 ¢ B(H) e considere sua decomposição polar A = W |A|. Como B0 é ideal

de B(H) segue que |A| = W ∗A é compacto. Considere sua diagonalização espectral dada por
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|A|= ∑
m

Rλmem,em
. Se A ∈B1 então

∑
n

λn = ∑
n

ïλnen,enð= ∑
n

∑
m

〈
ïen,emðλmem,en

〉
= ∑

n
∑
m

〈
Rλmem,em

(en),en

〉

= ∑
n

〈

∑
m

Rλmem,em
(en),en

〉
= ∑

n

〈
|A|(en),en

〉
= ∥A∥1 < ∞.

(c) Se A ∈B1 ¢B(H) for positivo, então tr(A) =∑
n

〈
A(en),en

〉
⩾ 0. Logo, tr é um funci-

onal linear positivo. Seja A = ∑
n

Rλnen,en
sua diagonalização espectral. Se supormos tr(A) = 0,

temos tr(A) = ∑
n

λn = 0 e como cada λn é positivo, pois A é positivo, segue que λn = 0 para

todo n. Logo, A = 0.

(d) Seja A ∈ B1 e A = W |A| sua decomposição polar. Então |A| ∈ B0 e podemos consi-

derar sua diagonalização espectral dada por |A|= ∑
k

Rλkek,ek
. Para cada n, considere o seguinte

operador em B(H) definido por

An =W

(
n

∑
k=1

Rλkek,ek

)
.

Portanto,

A−An =W

(

∑
k>n

Rλkek,ek

)

é a decomposição polar de A−An e assim |A−An|= ∑
k>n

Rλkek,ek
. Mas como ∥A∥1 =∑

n

λn < ∞,

segue que ∥A−An∥1 = ∑
k>n

λk converge a zero quando n tende a infinito. Logo, o conjunto dos

operadores de posto finito B00 é denso em B1 na norma ∥ · ∥1.

(e) Sejam A ∈ B1 e escreva A = C∗B como produto de operadores Hilbert-Schmidt. Sa-

bemos que

Re
(
tr(C∗B)

)
= Re(tr(A)) =

1
4

(
∥B+C∥2

2 −∥B−C∥2
2

)

=
1
4

(∥∥B∗+C∗∥∥2
2 −
∥∥B∗−C∗∥∥2

2

)
= Re

(
tr
((

C∗)∗B∗
))

= Re
(
tr(CB∗)

)
.
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Sabemos também que

− Im(tr(A)) =− Im
(
tr(C∗B)

)
=

1
4
∥iB+C∥2

2 −
1
4
∥iB−C∥2

2

Consequentemente,

− Im
(

tr(
(
C∗)∗B∗)

)
=

1
4

∥∥iB∗+C∗∥∥2
2 −

1
4

∥∥iB∗−C∗∥∥2
2

=
1
4
∥− iB+C∥2

2 −
1
4
∥iB+C∥2

2 = Im
(
tr(C∗B)

)

e, portanto

tr(C∗B) = Re
(
tr(C∗B)

)
+ i Im

(
tr(C∗B)

)

= Re(tr(CB∗))− i Im(tr(CB∗)) = tr(CB∗).

Agora, se T ∈B(H) então TA = T
(
C∗B

)
=
(
CT ∗)∗B é produto de dois Hilbert-Schmidt,

e como antes, temos

tr(TA) = tr
((

CT ∗)∗B
)
= tr

(
(CT ∗)B∗)= tr

(
C(BT )∗

)
= tr

(
C∗BT

)
= tr(AT ).

Mostramos a segunda parte. Veja que

tr(T |A|)|=
∣∣∣∣∣∑n

〈
T |A|(en),en

〉
∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∑n

〈√
|A|(en),

√
|A|T ∗(en)

〉∣∣∣∣∣

⩽ ∑
n

∥∥∥
√
|A|(en)

∥∥∥
∥∥∥
√

|A|T ∗(en)
∥∥∥⩽

√

∑
n

∥∥∥
√

|A|(en)
∥∥∥

2
√

∑
n

∥∥∥
√

|A|T ∗(en)
∥∥∥

2

=
∥∥∥
√

|A|
∥∥∥

2

∥∥∥
√
|A|T ∗

∥∥∥
2
⩽

∥∥∥
√

|A|
∥∥∥

2

2

∥∥T ∗∥∥=
∥∥∥
√
|A|
∥∥∥

2

2
∥T∥= ∥A∥1∥T∥.

Por fim, considerando a decomposição polar A =W |A| temos que

| tr(TA)|= | tr((TW )|A|)|⩽ ∥TW∥∥A∥1 ⩽ ∥T∥∥A∥1.

(f) Seja A ∈B1. Considere a decomposição polar A =W |A|. Note que A∗ = |A|W ∗. Logo,

AA∗ =W |A|2W ∗. Como
∣∣A∗∣∣=

√
AA∗, temos

∣∣A∗∣∣2 = AA∗ =W |A|2W ∗. Ademais

(
W |A|W ∗)2

=W |A|W ∗W |A|W ∗ =W |A|2W ∗.
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Logo,
∣∣A∗∣∣=W |A|W ∗ Pela unicidade da raíz temos

∥∥A∗∥∥
1 = tr

(∣∣A∗∣∣
)
= tr

(
W |A|W ∗)= tr

(
W ∗W |A|

)
⩽
∥∥WW ∗∥∥∥A∥1 ⩽ ∥A∥1.

Como a desigualdade anterior vale para todo A ∈ B1, e como pela mesma desigualdade

temos A∗ ∈B1, então ∥A∥1 =
∥∥∥
(
A∗)∗∥∥∥

1
⩽
∥∥A∗∥∥. Logo ∥A∥1 =

∥∥A∗∥∥ como desejamos.

(g) Sejam A ∈B1 e T ∈B(H). Escreva A =W |A| e TA =U |TA| decomposições polares.

Logo, |TA|=U∗TA =
(
U∗TW

)
|A|. Portanto

∥TA∥1 = tr(|TA|) = tr
((

U∗TW
)
|A|
)
⩽
∥∥U∗TW

∥∥∥A∥1 ⩽ ∥T∥A∥1.

Procede-se analogamente para mostar que ∥AT∥1 ⩽ ∥T∥∥A∥1. ■

Podemos para cada A ∈ B1 ¢ B(H) definir a aplicação ϕA : B0 → C por ϕA(C) =

tr(AC) = tr(CA), para todo C ∈ B0. Mostramos que o dual dos operadores compactos so-

bre um espaço de Hilbert H é, essencialmente, o espaço normado dos operadores trace-class
(
B1,∥ · ∥1

)
. Note que ϕA ∈ B

′
0 e ∥ϕA∥ ⩽ ∥A∥1, pois considerando a decomposição polar

A =W |A|, tem-se

∣∣ϕA(C)
∣∣= | tr(AC)|= | tr(CA)|= | tr(CW |A|)|⩽ ∥CW∥∥A∥1 ⩽ ∥C∥∥A∥1

para todo C ∈B0.

Exemplo 5.21. Nem todo operador compacto é trace-class. Com efeito considere o operador

T : ℓ2 → ℓ2 dado por

T (u) =
∞

∑
n=1

λn ïu,enðen

em que (λn)
∞
n=1 é uma sequência harmônica alternada de escalares reais e (en)

∞
n=1 é base or-

tonormal de ℓ2. Se λn −→ 0, então T é compacto. Por outro lado, se
∞

∑
n=1

|λn| = ∞, então pela

Proposição 5.20(b) T não é trace-class.

Teorema 5.22. A aplicação

p : B1 →B
′
0

A 7→ ϕA
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é um isomorfismo isométrico de
(
B1,∥ · ∥1

)
no dual dos operadores compactos de B(H).

Demonstração. Mostramos primeiro que p é linear. Sejam A,B ∈ B1, T ∈ B0, λ ∈ C. Da

linearidade do traço segue que p(A+λB)(T ) = ϕA+λB(T ) = tr((A+λB)T ) = tr(AT +λBT ) =

tr(AT )+λ tr(BT ) = ϕA(T )+λϕB(T ) = (p(A)+λ p(B))(T ). Assim, p é linear. Além disso,

p é limitada, pois ∥p(A)∥ = ∥ϕA∥ ⩽ ∥A∥1, ou seja, ∥p∥ ⩽ 1. Mostramos que p é sobrejetiva e

isométrica. Com efeito, seja φ ∈B
′
0. Defina a aplicação

[·, ·] : H2 → C

(u,v) 7→ φ
(
Ru,v

)
.

Perceba que se u,v,w ∈H e λ ∈ C então

Ru+λw,v(x) = ïx,vð(u+λw) = ïx,vðu+λ ïx,vðw = Ru,v(x)+λRw,v(x)

para todo x ∈H. Portanto Ru+λw,v = Ru,v +λRw,v. Também temos

Ru,w+λv(x) = ïx,w+λvðu = ïx,wðu+ λ̄ ïx,vðu = Ru,w(x)+ λ̄Ru,v(x)

para todo x,∈H, ou seja, Ru,w+λv = Ru,v + λ̄Ru,v. Consequentemente,

[u+λv,w] = φ
(

Ru+λv,w

)
= φ

(
Ru,w +λRv,w

)
= φ

(
Ru,w

)
+λφ

(
Rv,w

)
.

Também

[u,v+λw] = φ
(

Ru,v+λw

)
= φ

(
Ru,v + λ̄Ru,w

)
= φ

(
Ru,v

)
+ λ̄ φ

(
Ru,w

)
= [u,v]+ λ̄ [u,w].

Portanto, a aplicação [·, ·] é uma forma sesquilinear. Note que é limitada pois ∥[u,v]∥ =
∥∥φ
(
Ru,v

)∥∥⩽ ∥φ∥
∥∥Ru,v

∥∥⩽ ∥φ∥∥u∥∥v∥, e assim ∥[·, ·]∥⩽ ∥φ∥.

Portanto, existe um único operador A ∈ B(H) tal que φ
(
Ru,v

)
= [u,v] = ïA(u),vð para

todo u,v ∈ H, veja vide [17, 3.8-4 Theorem (Riesz representation), p. 192]. Mostramos que

A ∈B1 e que φ = ϕA. Seja C ∈B00. Considere n ∈ N e os operadores Ruk,vk
e C =

n

∑
k=1

Ruk,vk
∈
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B00. Daí,

φ(C) = φ

(
n

∑
k=1

Ruk,vk

)
=

n

∑
k=1

φ
(
Ruk,vk

)
=

n

∑
k=1

〈
A(uk),vk

〉
(5.2.1)

Note que se (em)m é uma base ortornormal de H, temos

tr(AC) = ∑
n

〈
AC(em),em

〉
= ∑

m

〈
A

(
n

∑
k=1

Ruk,vk

)
(em),em

〉

=
n

∑
k=1

∑
m

〈
ARuk,vk

(em),em

〉
=

n

∑
k=1

tr
(
ARuk,vk

)
=

n

∑
k=1

〈
A(uk),vk

〉
= φ(C).

Mostramos que A é trace-class. Com efeito, considere sua decomposição polar A =W |A|.
Para cada n ∈ N considere o operador

Cn =

(
n

∑
k=1

Rek,ek

)
W ∗

Note que

∥∥∥∥∥
n

∑
k=1

Rek,ek

∥∥∥∥∥⩽ 1, pois dado x ∈H temos que

∥∥∥∥∥
n

∑
k=1

Rek,ek
(x)

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
n

∑
k=1

ïx,ekðek

∥∥∥∥∥

2

=
n

∑
k=1

∣∣ïx,ekð
∣∣2 ⩽

∞

∑
k=1

∣∣ïx,ekð
∣∣2 (⋆)

= ∥x∥2.

Para verificar (⋆) vide [6, Teorema 5.3.10, p. 119]. Como
∥∥W ∗∥∥ = ∥W∥ ⩽ 1, segue

que
∣∣φ (Cn)

∣∣⩽ ∥φ∥∥Cn∥⩽ ∥φ∥. Veja que Rek,ek
◦W ∗ = Rek,W (ek), para todo k = 1,2 . . . ,n, pois

(
Rek,ek

◦ W ∗)(x) = Rek,ek

(
W ∗(x)

)
=
〈
W ∗(x),ek

〉
ek =

〈
x,W (ek)

〉
ek = Rek,W (ek)(x), para todo

x ∈H. Portanto, segue de (5.2.1) que

∥φ∥⩾
∣∣φ (Cn)

∣∣=

∣∣∣∣∣∣
φ



(

n

∑
k=1

Rek,ek

)
W ∗



∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

φ
(
Rek,ek

◦W ∗)
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n

∑
k=1

φ
(

Rek,W (ek)

)∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

n

∑
k=1

〈
A(ek),W (ek)

〉
∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

n

∑
k=1

〈
|A|(ek),ek

〉
∣∣∣∣∣ .

Como |A| é operador positivo, temos que
〈
|A|(ek),ek

〉
é positivo. Então a sequência
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(
n

∑
k=1

〈
|A|(ek),ek

〉
)∞

n=1

é crescente e limitada superiormente por ∥φ∥, logo convergente para

seu supremo, a saber ∥A∥1. Portanto, ∥φ∥ ⩾ ∥A∥1, e A ∈ B1. De C ∈ B00 segue que φ(C) =

tr(AC) = ϕA(C). Então, φ e ϕA se igualam num conjunto denso de
(
B0,∥ · ∥

)
e por isso, φ = ϕA,

e assim p é sobrejetiva. Além disso p é isométrica pois para todo A ∈ B1 temos ∥p(A)∥ =

∥ϕA∥= ∥φ∥⩾ ∥A∥1. Assim, ∥A∥1 ⩽ ∥p(A)∥⩽ ∥A∥1 e ∥p∥= 1. ■

Segue do Teorema 5.22 que
(
B1,∥.∥1

)
é Banach e por B1 ser ideal de B(H) com B¢B0,

temos que a tologia de
(
B1,∥ · ∥1

)
difere de

(
B1,∥ · ∥

)
, pois não é fechado pelo Exemplo 5.21

e pelo fato de que ideais menores que B0 tem fecho coincidindo com B0. Agora, para cada

B ∈ B(H) podemos definir o funcional linear EB : B1 → C pondo EB(A) = tr(AB) = tr(BA),

para todo A ∈ B1. Dado A ∈ B1, considere sua decomposição polar A = W |A|. Segue que
∣∣EB(A)

∣∣ = | tr((BW )|A|)| ⩽ ∥BW∥∥A∥1 ⩽ ∥B∥∥A∥1, ou seja, EB é limitada com ∥EB∥ ⩽ ∥B∥.

Mostramos que o dual dos operadores trace-class e o espaço de Banach dos operadores limitados

B(H) são, em essência, os mesmos.

Teorema 5.23. A aplicação dada por

p : B(H)→B
′
1

B 7→ EB

é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Note que ∥p(B)∥= ∥EB∥⩽ ∥B∥ e p é um operador linear limitado com ∥p∥⩽
1. Sejam ε > 0 e B ∈ B(H). Escolha um vetor u ∈H com norma ∥u∥ = 1 tal que ∥B(u)∥ >

∥B∥−ε e escolha um vetor v ∈H com norma ∥v∥= 1 tal que ïB(u),vð= ∥B(u)∥, por exemplo

v = B(u)
∥B(u)∥

ïB(u),B(u)ð . Considere o operador de posto um Ru,v. Já vimos que tal operador

tem norma
∥∥Ru,v

∥∥= 1. Portanto ∥EB∥⩾ ∥B∥ pois ∥EB∥⩾
∣∣tr
(
BRu,v

)∣∣= ïB(u),vð= ∥B(u)∥>
∥B∥− ε . Assim p é uma isometria.

Vamos mostrar que p é sobrejetivo. Seja E ∈ B
′
1. Como na demonstração do Teorema

5.22, existe um operador B ∈B(H) tal que ïB(u),vð= E
(
Ru,v

)
para quaisquer u,v ∈H. Exata-

mente como na demonstração do Teorema 5.22 podemos concluir que tr(BT ) = E(T ) para todo

operador T de posto finito. Mas EB(T ) = tr(BT ) = E(T ) e como o conjunto dos operadores de
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posto finito é denso em B1 segue que E = EB. Assim p é sobrejetiva como desejávamos. ■
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