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RESUMO

O presente trabalho consiste em descrever o centro de uma categoria monoidal C,
denotado por Z(C) como uma categoria trangada de modo que seja possivel gene-
ralizar o conceito de uma algebra base para uma categoria monoidal qualquer como
algebras comutativas em seu centro. Em particular, as usuais algebras bases sao es-
sencialmente algebras comutativas na categoria dos moédulos esquerda-esquerda de
Yetter-Drinfel'd, denotada por gyp, quando H é uma algebra de Hopf com antipoda
bijetora. Para isso, obtém-se o resultado de que essa categoria € isomorfa como cate-
goria trangada ao centro da categoria dos H-méddulos a esquerda. Logo, neste trabalho,
estao dispostos, mediante nogcdes basicas da teoria de categoria e de produto tensorial
entre espacos vetoriais, todos os conceitos categoricos necessarios para descrever
0 que sao categorias trancadas e isomorfismos entre tais, bem como, definicbes e
resultados advindos das acdes e coacdes de algebras de Hopf.

Palavras-chave: Centro de categoria monoidal; Algebra base; Categoria trangada;
Algebra de Hopf.



ABSTRACT

The present work consists of describing the center of a monoidal category C, denoted
by Z(C) as a braided category so that it is possible to generalize the concept of a base
algebra for any monoidal category as commutative algebras in its center. In particular,
the usual base algebras are essentially commutative algebras in the category of left-left
Yetter-Drinfel’d modules, denoted by gyp, when H is a Hopf algebra with bijective
antipode. For this purpose, we obtain the result that the latter category is isomorphic
as a braided category to the center of the category of left H-modules. Therefore, in
this work, all the categorical concepts necessary to describe braided categories and
isomorphisms between those are laid out using basic notions of category theory and
tensor product between vector spaces as well as definitions and results arising from
actions and coactions of Hopf algebras.

Keywords: Center of monoidal category; Base algebra; Braided category; Hopf alge-
bra.
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1 INTRODUGAO

Dentre os exemplares da teoria de categorias, desenvolvida por Samuel Eilen-
berg e Saunders Mac Lane em meados do século passado, € possivel retratar uma
traducao algébrica de algumas estruturas da teoria de conjuntos. Em particular, tem-se
dois moldes de categorias necessarias para este trabalho, as monoidais e as trangadas.
Para a primeira, conforme o nome intui, ha uma abstracao da estrutura de um monoide,
usualmente denotado por (M, -, 1), para uma categoria, mediante a estritizacao de
Mac Lane, da forma (C, ®,1). Enquanto que a segunda concerne-se ao entorno de um
monoide comutativo e, com uma notagao ainda mais simplificada, M é visto como uma
categoria (C, 7).

Com isso, toma-se proveito das duas estruturas citadas para tratar da traducao
algébrica do centro de um monoide, isto €, o centro de uma categoria monoidal. Na
teoria de conjuntos, dado um monoide, 0 seu centro € uma subestrutura comutativa,
todavia essa realidade ndo é exatamente a mesma na teoria de categorias a menos de
um detalhe. Dada uma categoria monoidal C, o seu centro, denotado por Z(C), € uma
categoria naturalmente trancada que ndo é uma subcategoria de C. Essa observagéao
€ pertinente ainda que a noc¢ao de inclusdo entre as categorias seja melhor vista por
intermédio de um funtor esquecimento U : Z(C) — C que é monoidal e estrito.

Em termos explicitos, os objetos de Z(C) s&o pares da forma (V,c_ /) em que
V éumobjetoemCec_y:—®V — V®—éumisomorfismo natural responsavel por
duas identidades designadas por um diagrama triangular e outro hexagonal. Ademais,
ao definir-se a estrutura de categoria monoidal para Z(C), o tensor entre os objetos
(Vie_y)e (W,e_yw) €opar (Ve W ygy)de modo que c_ gy € definido por
um outro diagrama hexagonal. Desta forma, com os dois diagramas hexagonais e uma
subita verificacdo da naturalidade de ¢ para a segunda entrada, garante-se a estrutura
de categoria trangada para o centro, como comentado.

Ante o exposto, aproveita-se os afazeres sobre o centro para tratar de uma
estrutura algébrica bem comum, as algebras comutativas, de modo a manifestar a
definicdo categérica de uma algebra base. Em suma, sob um ponto de vista de espacos
vetoriais, dada uma algebra de Hopf com antipoda bijetora, uma H-algebra base é um
H-mddulo acrescido da estrutura de um H-comddulo, ambos a esquerda, interligados
por duas compatibilidades. Com essa definicdo e uma verificacdo de isomorfismos
entre categorias trangadas, tem-se a definicdo de uma algebra base em C monoidal
como uma algebra comutativa em Z(C).

Assim, toma-se proveito das notas de aula do professor Juan Martin Mombelli
para melhor estabelecer o centro, bem como, utiliza-se um artigo de Joseph Donin
e Andrey Mudrov para laborar com algebras base. Logo, o objetivo deste trabalho é
efetuar um estudo da categoria centro além de evidenciar a utilidade da mesma através
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da generalizagdo do conceito de algebra base. No mais, as demais referéncias sao
utilizadas pontualmente para melhor tracejar uma rota iniciada na teoria de categorias,
passando pelas algebras de Hopf na categoria dos espacos vetoriais, para enfim al-
cangar o centro de uma categoria monoidal e as algebras base. Por conseguinte, a
estruturacédo deste trabalho € dada de modo a evidenciar o viés categdrico e, quando
necessario, usufruir da algebra linear para motivar e introduzir novos agentes para a te-
oria de categorias. Outrossim, 0s pré-requisitos para este trabalho sdo bem acessiveis
por tratarem de noc¢des elementares do produto tensorial entre espacos vetoriais.

Deste modo, no préximo capitulo, ha um predmbulo no que se concerne a
teoria de categorias para permitir a apresentacao de todos 0s conceitos necessarios
para introduzir as categorias monoidais. Assim, encontram-se definicbes e exemplos
envolvendo categorias - ainda que outras sejam apresentadas no quarto e quinto
capitulo - usuais, funtores covariantes e, principalmente, transformacdes naturais. Além
disso, ha certas verificacbes para uso futuro como, por exemplo, o twist de espagos
vetoriais sobre um mesmo corpo, responsavel por indicarque V@ W ~ W @ V, é visto
como um morfismo da colecdo de um isomorfismo natural.

Diante disso, no terceiro capitulo, seguem as categorias monoidais, as quais
Sa0 responsaveis por apresentar um objeto na categoria, dito unidade e denotado
por 1, bem como um funtor-tensor ® tanto entre dois objetos quanto dois morfismos.
Em especial, este tensor satisfaz, para quaisquer objetos X,Y e Z, os isomorfismos
(XY)®Z~X®(Y®Z)eloX ~ X ~ X®1 através de trés naturalidades. Ademais,
pede-se a comutatividade de dois diagramas, designados como compatibilidades entre
os isomorfismos naturais, ditos axiomas do triangulo e do pentagono.

Naturalmente, dentro da teoria de categorias, ao descrever uma categoria mo-
noidal apresentam-se conceitos envolvendo funtores e isomorfismos naturais que en-
volvem sua estrutura monoidal. Mediante estes aparatos, o leitor deve tomar conheci-
mento de um famoso resultado, o Teorema de Estritizacdo de Mac Lane, responsavel
por garantir que toda categoria monoidal € monoidalmente equivalente a uma categoria
monoidal estrita. Assim, os isomorfismos apresentados no paragrafo anterior sdo subs-
tituidos por igualdades que, por conseguinte, reduzem uma significativa quantidade de
esforco necessario para obter boa parte dos resultados.

Ainda que o teorema mencionado anteriormente seja interessante, neste tra-
balho, elegeu-se deixar de lado este resultado. A justificativa é simples, evidenciar o
comportamento da categoria centro, presente no ultimo capitulo, através de verifica-
¢Oes menores e resultados envolvendo isomorfismos entre categorias. Em particular,
o custo de estender alguns argumentos nao é alarmante como, por exemplo, na ga-
rantia da boa definicdo do funtor-tensor da categoria centro. Outrossim, vale ressaltar
ao leitor que, por motivos de coeréncia com a escolha tomada, os feitos realizados
na categoria dos espagos vetoriais sobre um corpo k ndo sao dados através de uma
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notacao estrita.

Com essa nota devidamente exposta, é dada continuidade ao desenvolvimento
do terceiro capitulo. Em especial, seguem as categorias trancadas, categorias monoi-
dais responsaveis por garantir, para quaisquer objetos X e Y,que X ® Y ~ Y ® X por
um isomorfismo natural. Denominado a tranca da categoria, esse isomorfismo natural
€ acompanhado por dois diagramas hexagonais de compatibilidade envolvendo trés
objetos arbitrarios. No mais, vale mencionar que, ao final deste capitulo, sao introduzi-
das estruturas algébricas em uma categoria monoidal como, por exemplo, algebras e
coalgebras devido a um papel fundamental para o préximo capitulo.

Para o quarto capitulo, o objetivo inicial € tomar proveito da estrutura de cate-
goria trangada dos espacos vetoriais sobre um corpo k para construir a estrutura de
bialgebra e, em seguida, de algebra de Hopf. Lembrando que uma bialgebra acopla as
estruturas de algebra e coalgebra além de uma compatibilidade entre multiplicagao e
comultiplicagdo, bem como, unidade e counidade. Assim, para construir o conceito das
algebras de Hopf, toma-se proveito da algebra de endomorfismos Endy (H) sobre uma
bidlgebra H de modo a introduzir a ideia de antipoda, o morfismo S € Endy (H) cuja
inversa, com relagédo ao produto de convolugao na algebra citada, € o morfismo id.

Dessa forma, ao tomar proveito dessas novas estruturas, é possivel retornar, na
segunda sec¢ao, a teoria de categorias para construir outras categorias monoidais. Em
especial, tem-se as categorias de mddulos a esquerda e de comddulos a esquerda
sobre uma bialgebra H, denotadas respectivamente por 7 M e M, bem como, a
categoria dos modulos esquerda-esquerda de Yetter-Drinfel'd, denotada por gyD.
Ademais, a ultima secédo tem como objetivo obter o conceito de uma H-algebra base,
a qual é uma algebra comutativa em gyD quando H é uma algebra de Hopf com
antipoda bijetora.

Por fim, apresenta-se um estudo sobre o centro de uma categoria monoidal,
inicialmente dada por Vladimir Gershonovich Drinfel'd. A primeira etapa é evidenciar
a natural estrutura de categoria trangcada e outras propriedades como, por exemplo, o
isomorfismo entre as duas categorias que podem representar o centro. Vale ressaltar
a dificuldade para determinar exemplos dos centros, ainda assim, garante-se que as
categorias Z(gM) e gyD sao isomorfas como categorias trancadas quando H é uma
algebra de Hopf com antipoda bijetora. E importante notar que esse resultado ndo é
usualmente apresentado dessa forma, uma vez que é sabido, para H uma algebra
de Hopf finito-dimensional, o isomorfismo entre as categorias Z (g M) e D(H)M para
D(H) o duplo de Drinfel'd. Com isso, pode-se generalizar a definicdo de uma algebra
base para uma categoria monoidal C qualquer como uma algebra comutativa em Z(C).
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2 PRELIMINARES

Este capitulo exprime uma nocao basica com relacao a teoria de categorias
de modo que as defini¢cdes e resultados, dispostos como seguem, sdo um esqueleto
para o proximo capitulo. Nesse sentido, o leitor pode reparar que certas conexoes
entre demasiados itens estdo condensadas e isso decorre justamente da necessidade
pontual de assuntos a serem tratados ao longo do trabalho. Deste modo, s&o evitadas
algumas nog¢des envolvendo, por exemplo, funtores contravariantes e a composigcao
horizontal de transformacdes naturais.

Em particular, as referéncias para esta discussédo sdo dadas em (BORCEUX,
1994) e (MACLANE, 1970).

Definicao 2.1. Uma categoria C é composta por
(i) uma colegao de objetos, denotada por Obj(C)";

(i) para quaisquer X,Y € C, existe uma colecdo de morfismos de X para Y em C,
denotada por Homg(X,Y);

(iii) para cada X € C, existe um morfismo idy : X — X dito morfismo identidade de
X;

(iv) para quaisquer X,Y, Z € C, existe uma operagao, denotada por o, de composicao
a qual é definida por

o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
(9. f) = golf

Ademais, para quaisquer f € Home(X,Y),g € Home (Y, Z) e h € Home(Z, W), a
composicao satisfaz as identidades

(hog)of=ho(gof) e foidy = f=1idy o f,

em que a primeira delas é chamada associatividade.

2

Definicao 2.2. Seja C uma categoria. Um morfismo f : X — Y é dito isomorfismo= se

existe um morfismo g : Y — X talque fog=idy e go f =idx.

Para os exemplos de categorias dispostas a seguir, ndo sao demonstradas as
identidades em (iv); contudo, ambas as cole¢cbes propostas em (i) e (ii) sdo devida-
mente citadas.

' Por abuso de notagio, utiliza-se X € C ao invés de X € Obj(C).
2 Para indicar que X e Y sdo objetos isomorfos sem apresentar o morfismo, utiliza-se a notagéo
X~Y.
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Exemplo 2.3. Diz-se a respeito de Set a categoria cujos objetos sdo conjuntos quais-
quer e 0os morfismos sao quaisquer fungdes entre tais conjuntos; nesse sentido, deno-
tamos Homg+(X,Y') por F(X,Y') para quaisquer X,Y € Set.

Exemplo 2.4. Diz-se a respeito de Grp a categoria cujos objetos e morfismos séo
grupos e homomorfismos de grupos, respectivamente. Além disso, a restricdo em Grp
para grupos abelianos promove a categoria Ab.

Exemplo 2.5. Diz-se a respeito de Ring a categoria cujos objetos e morfismos sé&o
anéis e homomorfismos de anéis, respectivamente. Além disso, a restricdo em Ring
para anéis comutativos promove a categoria C Ring.

Observacao 2.6. Note que ao tratar apenas com anéis que admitem unidade tem-se
a categoria U Ring cujos morfismos f : A — B sdao homomorfismos de anéis tais que
f(14) = 1p, para quaisquer A e B aneis com unidade. Além disso, a restricdo em
U Ring para anéis comutativos e com unidade promove a categoria UC Ring.

Exemplo 2.7. Para R um anel, diz-se a respeito de M a categoria cujos objetos s@o
R-modulos a esquerda e os morfismos sao as fungdes R-lineares com multiplicagao
por elementos de R a esquerda.

Observacao 2.8. Repare que, com o ultimo exemplo, surgem naturalmente as catego-
rias Mg, dos R-modulos a direita, bem como, p Mg dos (R, S)-bimodulos.

No quarto capitulo trabalha-se a respeito de categorias envolvendo acgdes e
coacdes de bidlgebras de modo que, em especial, a notacao atribuida a essas novas
categorias é semelhante a disposta anteriormente.

Exemplo 2.9. Para k um corpo, diz-se a respeito de Vecty a categoria cujos objetos
sa0 espacos vetoriais sobre k e os morfismos sédo as transformacdes k-lineares; nesse
sentido, denotamos Homy .., (V, W) por Homy (V, W) para quaisquer V, W € Vecty.

Observacao 2.10. Repare na possibilidade de considerar apenas k-espacos vetoriais
de dimenséo finita; assim, tem-se a categoria vecty,.

O préximo exemplo envolve a generalizagdo de um produto cartesiano, uma no-
cao essencial ao longo de todo o trabalho, uma vez que tal esta diretamente vinculado
a definicdo de uma categoria monoidal.

Exemplo 2.11. Sejam C e D duas categorias. Diz-se a respeito de C x D a categoria
produto entre C e D tal que

(i) acolecdo de objetos em C x D é dada pelos pares (X, X') € (C,D);
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(i) para quaisquer (X, X’),(Y,Y’) € C x D, tem-se que a colegdo de morfismos em
C x D é dada por

def

Homeyp ((X, X'), (Y,Y")) = Home(X,Y) x Homp(X',Y');

(iii) paratodo (X, X’) € C x D, o morfismo identidade em C x D é dado por
: def ,., .
idix xn = (idx,idx);
(iv) para quaisquer X = (X, X"),Y = (Y,Y"),Z = (Z,Z") € C x D, a composicdo é
definida entrada-a-entrada, isto é, tem-se que

o : Homeyp(Y, Z) x Homeyp(X,Y) — Homep(X, Z)
— 7 _ = def
(9. f) —gof = (gofg of),

parag = (g.9') e f = (f,f):
Para garantir as identidades que envolvem a composigao, sejam f € Home,p(X,Y),
g € Homeyp(X, Z) € h € Homeyp(Z, W); logo, valem

hog,h og)o(f, f)

= ((hog)o f,(hog")of)
ho(gof),h o(g o f")

h,h)o(go f g of')

Toid = (f,f) o (idx,idx)
= (foidy, f oidx)
f

(idy o f,idyr o ')
= (idy,idy) o (f, ")
:Z ?07

Logo, C x D é, de fato, uma categoria.

No quinto capitulo, descreve-se, brevemente, que o centro de uma categoria
monoidal C ndo € uma subcategoria de C e, para isso, faz-se necessario apresentar a
nocao de subcategoria.

Definicao 2.12. Sejam C e D duas categorias. Diz-se que D é uma subcategoria de C
quando
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(i) paratodo X € D, segue que X € C;
(i) para qualquer f € Homp(X,Y), segue que f € Homg(X,Y).

Além disso, se as colegdes de morfismos Homp(X,Y) e Homg(X,Y') forem
iguais para quaisquer X,Y € D, entdo D é dita uma subcategoria plena.

Exemplo 2.13. E facil ver que Ab é uma subcategoria plena de Grp ao passo que
Grp nao é uma subcategoria plena de Set. Similarmente, vale que UCRing € uma
subcategoria plena de U Ring, todavia ambas sao apenas subcategorias de Ring.

Normalmente, a partir do momento que foram definidos os agentes de estudo,
sao apresentadas relagdes ou aplicagcdes as quais interligam aqueles. Assim, um funtor
€, sob certo abuso, a traducao dessas aplicagdes na teoria de categorias.

Definicao 2.14. Sejam C e D duas categorias. Um funtor covariante F' : C — D é
representado por

(i) uma aplica¢do de cada X € C a um objeto F'(X) € D, isto &,

F:C—7D
X s F(X);

(i) uma aplicagéo, semelhante ao item anterior, de cada morfismo f € Homg(X,Y')
a um outro morfismo F(f) € Homp(F(X), F(Y)), isto é,

F : Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
f= F(f);

(iii) paratodo X € C, segue que F(idx) = idp(xy;
(iv) se f € Hom¢(X,Y) e g € Home(Y, Z), entdo F(go f) = F(g) o F(f).

Observacao 2.15. Ao longo do texto, os funtores covariantes serao descritos apenas
por funtores. Logo, ao trabalhar com funtores contravariantes, tais serdo especificados
a fim de evitar problemas de interpretacédo ao longo do texto com certos resultados.

Exemplo 2.16. Seja C uma categoria. Define-se Ids : C — C o funtor identidade de
CcomX — X e f+— fparatodo X € C etodo f € Homg(X,Y), cuja verificagdo de
funtorialidade é trivial.

Exemplo 2.17. O produto tensorial entre k-espagos vetoriais, @y ot ®, € um funtor
da forma

® : Vecty x Vecty — Vecty
(V,W) = VoW
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(T, S) —T®S,

para V e W espacos vetoriais, bem como, 7 : V — W e S : U — Z transformacoes
lineares. De fato, visto que

(@ (tdu))) (0.w0) = @(idy, idy) (v, )
= (idy @ idy)(v @ w)
=vRwW
= idygw (v @ w)
= idg (v @ w)

e,dadas 7’ : W — X e S’ : Z — Y transformagdes lineares, tem-se que

(®((T’ oT),(S o S))) (veu)=(T'oT)® (S 08))(v®u)
=T'(T(v)) ® S'(S(u))
= (T"® 8")(T(v) ® S(
= (T"® 8o (T®S)
= (®(T",5") 0 &(T. 8)

w))
)(v @ u)
)(v ®w),

para quaisquerv e V,w e Weuec U.

Exemplo 2.18. Seja V um espago vetorial sobre um corpo k. Sabendo, consoante
o exemplo anterior, que o produto tensorial ® entre espacos vetoriais € um funtor, é
possivel construir os funtores

—®V :Vecty — Vecty
X=XV
= f®idy

e, similarmente,

V& —: Vecty — Vecty
X—=VeX
f—=idy ® f.

De fato, para o primeiro, dado X € Vecty, tem-se que
. . (R .
(— e V)(idy) = idx @idy = idxgy = id_gy)(x)
bem como, para Y, Z € Vect, com f € Homy (X,Y) e g € Homy (Y, Z), segue

(=®@V)(gof) =(gof)®@idy
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= (go f) ® (idy oidy)

= (9 ®@idy) o (f ®idy)

= (=@ V)@ e (=aV)()

tendo em vista que, em (x), usa-se o fato de ® ser um funtor. Enquanto isso, para o
segundo valem

(V& —)(idx) = idy @idy = idygx = idaye-)x)

(Ve -=)gof) =idy®(gof)
= (idy oidy) ® (go [)

ES

= (idy ® g) o (idy ® f)
=V e-)g)o(Ve-)f),

—~
~—

como desejado.

No mais, vale ressaltar que este modelo de construcao dos funtores apresenta-
dos admite uma generalizagao para C uma categoria monoidal, devidamente apresen-
tada no préximo capitulo, qualquer e V' € C. Esse comentario € importante tendo em
vista a definicdo dos objetos do centro de uma categoria monoidal, disposta no quinto
capitulo.

Exemplo 2.19. Seja C uma categoria. Defina o funtor twist em C, que relaciona pares
de objetos, por

Tw:CxC—=CxC
(X, X" = (X', X)
(f. f)y = (1)

Para a funtorialidade de Tw, consideremos (X, X’) € C x C e note que
Tw (id(X,X/)> = Tw(idx,idy) = (idx,idx) = idx: x) = idpy,(x X)),
bem como, infere-se que
Tw((g,9") o (f, f")) = Tw(go f.g'o f)
=(d'ofg0f)

- (glvg) © (f,7f)
=Tw(g,q') o Tw(f, ),

para f € Home(X,Y), g € Home (Y, Z), f/ € Home(X',Y') e ¢ € Home (Y, Z') quais-
quer, como desejado.
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Exemplo 2.20. Um funtor U : C — D é dito funtor esquecimento se U “descarta” ou
“esquece” algumas ou todas propriedades relativos aos objetos e morfismos em C com
relacao aos objetos e morfismos em D. Esse é o caso para os funtores U : Ring — Set,
U:Ring— GrpeU : pM — Set.

Exemplo 2.21. Dados funtores F' : C — D e G : D — & dois funtores, € possivel definir
o funtor composicéo entre os funtores F' e G por

GF:C— €&
X = G(F(X))
= GE(S)).

Logo, para todo X € C, vale

GF(idx) =G (F(idx)) =G (idF(X)> = tdgpx)) = arx),
bem como,

GF(go f) =G (F(gof))
(F(g) © F(f))
(F(g)) o G (F([))
F(g) o GE(f).

G
G
G
G

Portanto, a composicao de funtores é um funtor.

Observacao 2.22. Funtores preservam isomorfismos. De fato, seja f € Hom¢(X,Y)
um isomorfismo, entéo existe f~! € Home (Y, X) talque f~lof =idy e fo f~1 =idy.
Seja F': C — D um funtor; logo, segue, da funtorialidade de tal, que

F(f™) o F(f)=F(f o f) = Flidy) = idpx

F(f)o F(f~1) = F(fo f) = Flidy) = idpy).

LR,

A utilizagao da proxima definigdo ocorrera unicamente no final da primeira secao
do quinto capitulo em um resultado responsavel por descrever uma relagdo entre uma
categoria trangcada e seu centro. Todavia, um breve comentario, conforme discussao
iniciada em (PAREIGIS, 1970), é necessério de antem&o. Em algumas categorias, as
suas colecoes de objetos e morfismos sdo vistas como classes ao passo que, em
outras, tais cole¢des sao conjuntos. Para o segundo caso, da-se o nome de categorias
localmente pequenas, quando os morfismos formam um conjunto, e pequenas, caso

Portanto, tem-se que F'(f) € um isomorfismo em D com F(f)~
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a colecao de objetos seja descrita por um conjunto. Com isso, tendo em vista que as
categorias consideradas neste trabalho sédo localmente pequenas, pode-se considerar
a definicdo a seguir sem problemas envolvendo a axiomatizacao da teoria de conjuntos.

Defini¢ao 2.23. Seja F': C — D um funtor e, para quaisquer X,Y € C, seja a fungao
Fyy : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
f= F).
Diz-se que F' é
(i) fiel se afungao Fx y for injetora;

(i) pleno se a fungao Fy y for sobrejetora.
Exemplo 2.24. O funtor identidade de uma categoria C é plenamente fiel.

Exemplo 2.25. O funtor twist de uma categoria C descrito no Exemplo 2.19 é plena-
mente fiel.

Exemplo 2.26. Os funtores esquecimentos apresentados no Exemplo 2.20 séo fiéis;
entretanto, ndo sdo plenos.

Enquanto funtores relacionam categorias, as transformacdes naturais atuam
sobre os primeiros de modo a proporcionar a esséncia da teoria apresentada, a comu-
tatividade de diagramas.

Definicao 2.27. Sejam F,G : C — D funtores. Diz-se que « : F' — G € uma transfor-
macao natural se for uma colegéao de morfismos o = {ax : F(X) — G(X)} xec em D
de modo que o diagrama

F(Y) —— G(Y)

seja comutativo para quaisquer X,Y € C e para todo f € Homg(X,Y).
Além disso, diz-se que « : FF — G € um isomorfismo natural quando todo
morfismo na colegéo for um isomorfismo.

Recomenda-se observar, ao longo do texto, a importancia da comutatividade do
diagrama, usualmente descrita como a naturalidade da transformagao.

Exemplo 2.28. Seja F' : C — D um funtor. Diz-se a respeito do isomorfismo natural
identidade IDp : FF — F com (IDp)x def @'dF(X), para todo X € C. Afinal, sdo
imediatas as verificacdes de que idp(x) : F(X) — F(X) € isomorfismo para todo
X € C, bem como, do diagrama de naturalidade para I Dp.
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Exemplo 2.29. Seja o : ' — G um isomorfismo natural. Define-se a~! : G — F como
sendo a colegao de morfismos {oz)_(l :G(X) = F(X)}xec em D, a qual também é um
isomorfismo natural. De fato, por hipbtese, sabe-se que todo morfismo na colecéo de
o~ 1 é isomorfismo; logo, resta garantir a comutatividade do diagrama

-1
A x

GY) ——— F(Y),

Qy
0 que é trivial tendo em vista que, pela naturalidade de «, o diagrama

FX) — 5 G(X)

é comutativo.

Exemplo 2.30. Dados V, W € Vecty, 0 isomorfismo candnico V@ W ~ W ® V visto
por

Tuw:V®W—>W®V

VRQW— W R,

€ visto como um isomorfismo natural. De fato, defina 7 : ® - ® o T'w de modo que,
para Ve W espagos vetoriais, 7y esteja dado acima. Logo, dados 7' € Homy (V,U)
e S € Homy (W, Z), segue que
(7,2 0 (T ®9))(v @ w) =117, 7(T(v) @ S(w))
= S(w) ® T (v)
=ST)(w®wv)
=((SeT)oryw)(vew)

para quaisquer v € V e w € W; por conseguinte, o diagrama

Vow — Y L wev

T®Sl lS@T

U/ —— Z U
TU,Z

€ comutativo, como desejado.
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Para encerrar este breve capitulo, resta apresentar a composi¢ao vertical de
transformacdes naturais.

Exemplo 2.31. Sejam C e D duas categorias, F,G,H : C — D funtorese g : FF — G
e a : G — H transformagdes naturais. Diz-se que o 5 : FF — H é a composicao
vertical de « e 8 de modo que « o 5 é definida por {(ao ) x : F(X) — H(X)} xec COM
(o B)x def ax o fx. De fato, a o € uma transformacao natural, uma vez que, para

quaisquer X,Y € C e paratodo f € Homg(X,Y'), segue que o diagrama

F(X) _(aBx | H(X)
F(f) H(f)
FY) ——— H(Y)
(aof)y

P — 2 qx) — 2 g(X)
F(f) (7) G(f) (i) H(f)

cada um dos quadrados enumerados é comutativo e, assim, vale que

H(f)o(aoB)x = H(f)oaxoBx

W ay o G(f) o Bx

@aY05YOF(f)

= (o B)y o F(f),

como desejado.

Uma vez que o termo “vertical” é citado na composicao de transformacodes
naturais, espera-se que, pelo menos, exista uma outra versdo, método ou meio de
compor transformacgdes naturais. Essa hova composicdao € denominada composicao
horizontal; contudo, tal ndo sera utilizada neste trabalho e, portanto, toda composicao
de transformagdes naturais a ser utilizada nos demais capitulos é, necessariamente,
uma composicao vertical.
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3 CATEGORIAS TRANCADAS

Neste capitulo, apresenta-se e contextualiza-se a estrutura de categoria a ser
evidenciada ao longo de todo o trabalho e, com isso, ndo sdo medidos esfor¢os para
a demonstracao de resultados e a construcdo de exemplos classicos. Dessa forma,
introduzem-se nogdes de categorias e funtores monoidais para que, em seguida, seja
possivel considerar as versdes trancadas de cada um deles. No final deste capitulo,
ha uma breve secéo responsavel por descrever algumas estruturas algébricas em
categorias monoidais como, por exemplo, algebras e mddulos sobre algebras. Em
particular, todas as estruturas e morfismos apresentados sao tradugdes relativamente
diretas da categoria dos k-espagos vetoriais ao evidenciar o produto tensorial ®y,.

Em particular, a principal referéncia para esta discussao é dada em (ETINGOF
et al., 2015).

3.1 CATEGORIAS MONOIDAIS

O leitor pode observar que pelo nome “categoria monoidal” é possivel tracar uma
relacédo direta entre a teoria de categorias e a estrutura de um monoide. Lembre que
um monoide é um par composto por um conjunto ndo-vazio e uma operagao binaria no
conjunto de modo que tal seja fechada, associativa e admita elemento neutro bilateral.
Dessa forma, a relagao entre a teoria e a estrutura ha de ser, na primeira, a tradugao
algébrica da segunda.

Definicao 3.1. Seja C uma categoria. Diz-se que a 6-upla (C,®,1,a,l,r) é uma cate-
goria monoidal se

(i) ® : C x C — C é um funtor, dito funtor-tensor, tal que

®: CxC —=C
(X,Y)» X®Y
(f.9) = fog

(ii) 1 é um objeto de C, dito unidade da categoria;

(iii) @ € um isomorfismo natural tal que
a:®o(®><[dc)—>®o(fdc><®)
de modo que, para quaisquer X,Y, Z € C, segue

CLX7Y72:(X®Y)®Z%X®(Y®Z),

dito associatividade da categoria;
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(iv) [, sao dois isomorfismos naturais tais que

l:1®—— Ide e r:—®1—=Ide
de modo que, para todo X € C, tem-se
Ix 10X - X e ry : X®1— X;

(v) para quaisquer X,Y, Z, W em C, os diagramas

ax1y

(X®1)® X®(1xY)

(3.1)
rx®idy 1dx Rly

(X®Y)®2)®

axyy WW
(XeY)®

(X® (Y ®2) Zzow) (3.2)

aX,Y@Z,Wl lax,y,zggw

X ((Yeoz)0oW) » XY o ((ZeoW))

idx ®ay,z,w
sdo comutativos.

Usualmente, diz-se que C é uma categoria monoidal para simplificar a escrita
associada a 6-upla (C,®,1,a,l,7). Os diagramas (3.1) e (3.2) sdo ditos axiomas do
tridangulo e do pentagono, respectivamente.

Observacao 3.2. A unidade de uma categoria monoidal C € Unica, a menos de
isomorfismo. Afinal, se 1 € C é outra unidade de C, existe um isomorfismo natural
[:1® — — Idc e, assim,

€ composicao de isomorfismos; logo, um isomorfismo.

Observacdo 3.3. Dados f: X = VY, qg:Y =W, f: X' Y eq : Y — W quatro
morfismos em C, a relacdo entre o funtor ® e a composigao de morfismos € dada por

(gg)o(fof)=(gof)®(d of),
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uma vez que

(g@g)o(fof)=algd)oa(f [
=@ ((g,9") o (f, 1))
=@(go f.g of)
=(go )@ (g o f).

Ao passo que a relagéo entre o funtor ® e o morfismo identidade é dada por
idxgy = idy ®idy,
ja que
idxey = idg(xy) = ® (id(Xy)) — @(idy,idy) = idy @ idy.

A partir deste momento, apresentam-se alguns exemplos de categorias monoi-
dais.

Exemplo 3.4. Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. A categoria com a seguinte
estrutura (C, ®"Y,1,a"Y, 1"V r"®") tal que

Q. CxC— C
(X,)Y) »Y®X
(f,9) —g&f

. -1 2
bem como, para quaisquer X,Y,Z € C, CLTX@S,’Z = azyx I =rx ery’ =lx e,
notoriamente, uma categoria monoidal dita categoria reversa de C e denotada por C"¢.

Exemplo 3.5. A categoria Set € monoidal.

* o funtor ® representa o produto cartesiano x : Set x Set — Set da forma

X : Set x Set — Set
(X,Y) —» X xY

X : F(X,)Y)x F(Z,W)—=F(XxZY xW)
(f.9) — fxg.

Relembre que (f x g)(z,2) = (f(z),g(2)) para quaisquer z € X e z € Z. De fato,
x é funtor, ja que

X (idy,idy)(z,y) = (idx X idy)(z,y) = (idx (2),idy (y)) = (v,y) = idxxy (2, 9),
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para quaisquer z € X ey € Y, isto é, x(idx,idy) = idxxy. A0 passo que, com
asfungdes f': Y - Veg : W — U, tem-se

para quaisquer x € X e z € Z.
+ A identidade € um conjunto unitario qualquer, adote {x}.

+ A associatividade a € dada por

axyz: (X xXY)xZ—= Xx(YxZ)
((,9),2) = (2,(y,2)).

Notemos que, para quaisquer X,Y,Z € Set, ayy z € uma bije¢ao; logo, resta
mostrar que «a é transformacao natural, isto é, diagrama

axy,z

(XXY)xZ —————— Xx (Y xZ2)

(TXS)XL‘J/ lTX(SXt)

(VXW)xU ———— VX (WxU)
VW, U

é comutativoparar: X -V ,s:Y - Wet:Z — U fungdes. De fato, vide

(aywp o ((rxs)xt) (x,y),2) = aywu((rx),sy)). t(z))
= (r(z), (s(y), t(2)))
= (rx(sxt))(z,(y,2))
= ((rx (sxt)oaxyz) ((z,9),2),
para quaisquer z € X,y €Y e z € Z.

+ Os isomorfismos naturais [, sdo dados por
Iy {x}xX—>X e ry: X x {x} > X
(%,2) —2x (x,%) 2.

Notemos que, para qualquer X € Set, [ x e rx s@o bije¢cbes; assim, basta garantir
que [ e r sejam transformacdes naturais, ou seja, que os diagramas
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{*}xXl—X> X x {x} — X X x {«}
id{*}xfl lf e ind{*}l lf
Y

sdo comutativos. Certamente, pois

(tv o (idgsy x £) ) () = by (5. f (@) = f() = (f o L) (5, 2)

(ry o (f % idgsy)) () = 1y (F (@) ) = f() = (f o 7) (@, 5),

para todo x € X. Notemos que o axioma do tridngulo é valido, ja que para
quaisquer X,Y € Setcomzxz € X ey €Y,

((idX X ly)o ax,{*},y> ((z,%),y) = (idx x ly) (z,(*,y))
= (2,y)
= (rx x idy) ((z,%),y) .

Ja para o axioma do pentagono, segue

((ldx x ay,zw) o axyxzw ° (ax)y,z X idw)) (((x,y), 2),w)
= (tidx x ay zw)caxyxzw) ((z,(y,2)),w)

= (idx X ay,zw)(z, ((y, 2),w))

= (z, (y, (z,w)))

=axyzxw((z,y), (z,w))

= (axy.zxw °axxy.zw)(((z,y),2),w),
para quaisquer X, Y, W, Z € Setcomz e X,yeY,weWez € Z.

Exemplo 3.6. Para k um corpo, a categoria Vecty, € monoidal.

. Ofuntor ® 2 @y : Vecty x Vecty, — Vecty representa o produto tensorial sobre
k e sua verificagao foi dada no Exemplo 2.17.

* Aidentidade é o corpo k.

+ A associatividade a € dada por

aV’W7U:(V®W)®U—>V®(W®U)
(VW) @ur v (weu).
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Repare que, para quaisquer V, W, U € Vecty, ay w7 € isomorfismo k-linear; logo,
resta mostrar que a é transformagao natural, ou seja, que o diagrama

ay,w,u

Vew)elU —2 5 Ve (WaU)

(f ®g)®hl lf®(9®h)

X@Y®Z) —— X0 (Y ®2)
X,Y,Z

é comutativo. Certamente, afinal

(axyzo((f®g)®h))((vew) ®u)
=axy,z((f(v) ®g(w)) @ h(u))
= f(v) ® (g(w) @ h(u))

=(felgeh)
=((fegeh

)(v® (w @ u))
) e ay,wu)((v@w) @ u),
para quaisquerv € V,w e Wewu e U.

» Os isomorfismos naturais [, » sdo dados por

ly ' k@V =V e ry:Veok—=V
ARV — v VRN = .

Notemos que, para qualquer V' € Vecty, lyy € ryy sdo isomorfismos k-lineares;
assim, resta mostrar que [ e r sdo transformacodes naturais. Portanto, € necessario
que os diagramas

keV —Y Ly Vok — Y 4 v

idk@Tl J/T e T®idkl J/T

koW — W Wk —— W
lw ™w

sejam comutativos. Para quaisquer v € V' e X € k, tem-se que

(lyo(idg®@T)) (A@v) =l (AR T(v) =AT(v) =T(\) = (T oly)(A®@v)

(rw o (T ®idy)) (VRN =1 (T(v) @A) = AT (v) =T (M) =(Tory)(v®N),

como desejado.
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O axioma do triangulo é veridico, pois, para quaisquer V. W € Vect, comv € V
ew € W, tem-se que

(GGdy @ ly) o ayew) (v @A) @ w) = (idy @ ly) (v @ (A @ w))
=v QR A\
=Ruw
= (ry Qidy) (@A) @w).

O axioma do pentagono é verificado, uma vez que é possivel inferir, para quais-
quer V,W, U, Z € Vecty, que

((idy @ aw,y,z) o aywev,z © (aywy @1idz)) (Ve w) @ u) @ 2)
= ((idy @ awp z) o avwevz) (0@ (W@ ) @ 2)

= (idy @ awpy,z)(v @ ((w @ u) @ 2))

=1® (W (u® =)

= aywuez((v@w) ® (u® z2))

= (aywuez o awwewu,z) (V@ w) @u) ® 2),

paraveV,weW,uelUezeZ.
Exemplo 3.7. Analogamente, para k um corpo, a categoria vecty € monoidal.

Observacao 3.8. Mais geralmente, se R for um anel com unidade, entao a categoria
rMp dos (R, R)-bimodulos admite estrutura de categoria monoidal, ao passo que,
quando R for comutativo e unital, as categorias p M e, por conseguinte, M p também
admitem uma estrutura de categoria monoidal.

O leitor ndo deve se preocupar com relagcao a quantidade de exemplos de ca-
tegorias monoidais, uma vez que, nos préximos capitulos, sdo apresentadas novas
categorias como, por exemplo, as categorias de H-médulos a esquerda para H uma
bialgebra sobre um corpo k € o centro de uma categoria monoidal C. Outrossim, resta
considerar todos os resultados necessarios para o prosseguimento deste trabalho e,
portanto, seqgue uma sequéncia de pequenas e simples proposi¢cdes, todas devida-
mente demonstradas.

Proposicao 3.9. Seja ® : C x C — C funtor presente no item (i) da Definicdo 3.1 e
sejam f,g morfismosem Ctaisque f: X — Y e g: Z — WW. Sob tais consideracoes,
0s seguintes itens sdo verdadeiros:

(i) f®g=(idy ®g)o(f®@idyz),bemcomo, f®g = (f @idy)o (idx @ g);

(i) se f e g séo isomorfismos, entdo f® g é umisomorfismoe (f®g) ™' = flog L.
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Demonstracgo. Para (i), infere-se, pela relacdes estabelecidas previamente na Obser-
vacao 3.3, que

f®g=(idyof)®(goidy) = (idy ®g)o (f®idy),
bem como,
f®g=(foidx)® (idy og) = (f @idy) o (idx ® g).

Para (i), ao supor que f e g sdo isomorfismos, existem f~1 .V - Xeg 1 : W —» Z

morfismos em C tais que f~lo f =idy, fo fl=idy,g log=idgegog ' =idy.
Logo, novamente mediante a Observacao 3.3, valem
(freghol(feg=("oNolg og) =idy ®idy =idxey
e
(fogo(f ey )= (fofHelgog™) =idy @idy = idygw,
como desejado.
|

Proposicao 3.10. Sejam C uma categoria monoidal e f,g € Hom¢(X,Y). Se vale que
1dq® f=1d4®gou f®idy =gXidq,entdo f =g.

Demonstracdo. Uma vez que [ é transformacao natural, os diagramas

l l

190X —~ + X 10X — o X
idi® fl l f o idy ®gl lg
1®Yl—>Y 1®Yl—>Y

Y Y

sao comutativos. Por hipotese, idq ® f = idq ® g; logo, vide os diagramas acima, segue
que

foly =lyo(idi® f)=1lyo(id®g)=goly.

Assim, j&4 que [y é isomorfismo, segue que f = g. Analogamente, como r € transfor-
magao natural, os diagramas

X1l —X 4 x X1l —/ 4 x

f®id1l J/f e g®id1l J/g

Y Ty
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sdo comutativos. Por hipétese de que vale f ® idq4 = g ® idq, tem-se que

forx =ryo(f®idy) =ryo(g®idy) =gory

e, como rx € isomorfismo, segue que f = g.
|

Proposicao 3.11. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragéo, para todo
X €C,infere-se que lygx = idq @ lx € rxn1 = rx @idy.

Demonstragdo. Tendo em vista que [ e r sdo transformacgdes naturais, segue que 0s
diagramas

xX®1

1e(1eX) 2, 10X (X©1)®1 X®1
id1®lxl llx e rX®id1l lrx
10X T) X X®1 — X
sao comutativos, isto é,
Ix oligx =lx o (idy ®lx) e X oTxe1 =Tx o (rx ®idy).
Uma vez que lx e rx sdo isomorfismos, obtém-se
heox =id1®@lx e TXe1 =rx ®idy,
como desejado. |

O teorema a seguir exprime uma compatibilidade entre o isomorfismo natural de
associatividade e os isomorfismos naturais [ e » separadamente, diferente do axioma
do triangulo responsavel por combinar uma relacao entre «, [ € r, concomitantemente.
Teorema 3.12. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideracao, os diagramas

a1,X)Y

1X)®Y RXRY)

(3.3)
Ix®idy Ixey
W Wﬁf
(3.4)

® Y1)

(X®Y)®

ax,y

sao comutativos.
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Demonstragdo. Consideremos X,Y, Z € C e, pelo axioma do pentagono, o diagrama

®id
etz s (Xe(1oY))eZ

ax®1 ,Y,ZJ laXJ@Y,Z

X))o (YeZ) X®((1eY)®2)

m WY»Z

Xo(1e Y ®2)

(XoeY)® Z

€ comutativo de modo a obter o diagrama

a ®1id
(XeheY)eZ il s (X@(1eY)eZ
(rx®idy )®idz (idx®ly)®idz
(XeY)eZ
axXo1,Y,Z (”) axy,z (zn) X 1AQY,Z
X®((Y®2)
TW A~ W(gidz)

(X1 (Y®2) (1v) idx®Rlygz (v) X ®((1 éz;Y) ® Z)

X1 (Y ®2).

Repare que o axioma do triangulo garante a comutatividade dos diagramas (i) e (iv),
enquanto que a comutatividade dos trapézios laterais (ii) e (iiz) € dada pela natura-
lidade de a_ y 7 e de ax _ 7, respectivamente. Resta garantir a comutatividade do

diagrama (v) e, para isso, notemos que

(idx ® lygyz) o (idx ® a1y z)

(iv) ) 1 )
= (rx ®idygyg)o ax1yez© (idx ® a1y z)

(44) . . -1 -1 .
= axy,zo((rx ®idy) ®idz)oayoqy z0axyyeyolidy ®aqy,z)

(4) , : . 1 1 .
= axy,7z° (ldX X ly) & Zdz) o (aX,1,Y ®2dz) o aX®1,Y,Z o aX,1,Y®Z o (ZdX ®a17y,Z)

(iid) . . 1 1
= (idx ® (ly ®idg)) cax 1gy,z © (ax1y Qidz) oy gy 700y yey°

(idx ® a1y z)

3.2
(:) idy @ (ly ®idy);
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logo, o diagrama (v) é comutativo. Assim, por tal, quando X = 1, infere-se que

id ® (lygzoa1y,z) = (id1 ®lygz) o (id1 @ aq)y,z) = idq ® (ly ®idz).

Pela Proposicao 3.10, segue que

lY®Z @) a1’y’Z = ly ® idz.

Este resultado garante a comutatividade do diagrama em (3.3). Repare que, para o
diagrama inferior, basta considerar a categoria monoidal reversa C"“" e o diagrama
superior. Logo, para quaisquer X, Y € C, garante-se que o diagrama

Tev
a1 xy

(1 ®76’UX ®7€’UY 1®?"€'U X®T6’U Y)

l’re1l®\) AY

®T’6’U Y

€ comutativo, i.e., o diagrama

a1,XY

YoX)® 2 (X ®1)
M %TX

€ comutativo, como desejado. |

Corolario 3.13. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragao, i1 = 4.

Demonstracdo. Pelo axioma do triangulo e pelo Teorema 3.12, ao admitir X =Y =1,
infere-se que

(tdy @ 14) 0o ag 94 =11 ® idy e et = (idy ®rq)oayq1.
Pela Proposigéo 3.11, segue que r{g1 = 1 ® idq; logo,
(idy ®1q) 0 aq44 = (idy @) 0 aq 1 1.
No mais, tendo em vista que a4 1 1 € um isomorfismo, infere-se que
1dq ®1q =1dq ®@rq.
Por fim, pela Proposi¢éo 3.10, segue que [ = rq. [

Definidas as categorias monoidais, é fundamental trabalhar com os funtores que
conseguem interligar as estruturas monoidais entre duas categorias; em especial, tais
sdo definidos a seguir.
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Definicdo 3.14. Sejam (C,®,1,a,1,7) e (D, ®,1,a,1,7) duas categorias monoidais. Diz-
se que a terna (F, a, ¢) : C — D é um funtor monoidal se

(i) £ :C — D é um funtor;
(i) @:®o (F x F)— Fo® éum isomorfismo natural com
axy : FX)QF(Y)—> F(X®Y),

para quaisquer X,Y € C.
(i) ¢ : 1 — F (1) é um isomorfismo em D;

(iv) os diagramas

(Y))®F(Z)
ax, Y@@MF/ WY),F(Z)

F(X®Y)BF(Z F(X)B(F(Y)BF(Z))
aX@Y,ZJ/ lidp(x)@@)ﬁz (3.5)
F(X®Y)®Z) FY®Z)
m %
FIX® (Y ®Z)
TER(X) —, prx) FXOBT —Y, p(x)
(b@ldp(x) )I\F(lx) € ZdF(X)®¢J/ TF(Tx)

(3.6)
sdo comutativos para quaisquer X,Y, Z € C.
Além disso, F' é dito um funtor estrito se valem F(X)®F(Y) = F(X ® Y), para
quaisquer X,Y € C,e 1= F(1).

Exemplo 3.15. O funtor identidade de uma categoria monoidal € estrito.
Proposicao 3.16. A composicao de funtores monoidais € um funtor monoidal.

Demonstragdo. Sejam (C,®,1,a,1,7), (D,®,1,a,1,7) e (£,®,1,ad,1,7) trés categorias
monoidais, além disso, sejam (F,«,¢) : C — D e (G,5,v) : D — &£ dois funtores
monoidais. Em especial, como a composi¢cao de dois funtores € um funtor, segue que
GF :C — £ é um funtor. Com isso, defina

7:®0(GF x GF) — (GF) o ®
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como uma coleg¢ao de isomorfismos em & dados por
vxy = Glaxy) o Bpex)py) s GF(X)@GF(Y) = GF(X @Y) (3.7)

para quaisquer X,Y € C. A naturalidade de v é associada ao diagrama

X, Y

GF(X)®GF(Y) ———— GF(X®Y)
GF(f)éGF(g)l lGF(f@@g)
GF(Z)@GFW) ——— GF(Z@W)

Yz w

para quaisquer f € Hom¢ (X, Z), g € Home (Y, W). Para isso, consideremos o diagrama

GF(X)®GF(Y) o , GF(X ®Y)
Bmm Q /G(ax,Y)
G(F(X)®F(Y))
GF(f)®GF(g) (44) G(F(f)®F(g)) (i) GF(f®g)
G(F(Z)@F(W))
Br(z),F(w) Glazw)
J / (iv) \ i
GF(Z2)@GF(W) o y GF(Z@ W)

a fim de observar que (¢) e (iv) comutam pela definicao de ~, ao passo que (ii) comuta
pela naturalidade de § e (iii) comuta pela naturalidade de «, dada por

azw o (F(f)®F(g))=F(f®g)oaxy,

transladada pelo funtor . Disso, segue a comutatividade do diagrama procurado, pois

GF(f®g)ovxy 0 GF(f ®g)oGlaxy) o Bpx)F(y)

(i) Glazw) o G(F(f)2F(9)) o Bp(x).F(v)

Y Glagw) o Briz).paw) © (GF(FEGE(g))
Yo o (GF(NEGF(g)).
No mais, defina
X =G(¢)o:1— GF(1) (3.8)

um isomorfismo em £. Disso, resta garantir a comutatividade dos diagramas dados em
(3.5) e (8.6). Para o primeiro, repare que
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TXY®Z ° (idGF(X)®7KZ )o AGF(X),GF(Y),GF(Z)

3.7 . - . ~
&) Glaxyez) © Brx) riyez) © idgrx)®Glay,z)) o <1dGF(X)®ﬂF(Y),F(Z)> °

AGR(X),GF(Y),GF(Z)
Y Glaxyer) o G (idpxyBav.2) o Brox.rivrysria © (1dar ) B p(z)) ©

AGF(X),GF(Y),GF(Z)

3.5 . _ _
(22 Glaxygz) oG <ZdF(X)®O‘Y,Z> oG (aF(X),F(Y),F(Z)> ° BR(X)BF(Y),F(Z)°

<5F v)®idgp(z ))
=Glaxygz o (idpx)®ay,z) o Gpx) F(y),F(2)) ° Br(X)EF(Y),F(Z)°

(51: N Qidapz ))

3.5
( )G(F(GXYZ)OQX®YZO(@XY®@dF ) © Brx)EF(Y),F(2)°

<5F(X),F(Y)®ZdGF(Z)>
=GF(axy,z) o Glaxgy,z) oG (aX y®idpz ) ° BR(X)BF(Y),F(2)°
(5F(X),F(Y)®idGF(Z)>

D e (axy,z) e Glaxey,z) © Br(xey),F(7) © <G(04X,Y)®G <idF(Z)>> °
(Brex). P Bidr(2))

£ GF(ax)y,z) °©VxeY,z © (G(aX y)©G (ldF )) o (5F v)®idgr(z )>

= GFlax )y z) °vxay,z © (G(aX,Y)@)idGF(Z)) 0 (5F(X),F(Y)®ZdGF(Z))

3.7
&) GF(axy,z)°V7xey,z ° <7X y®idgp(z ))

—~

assim, o diagrama

X)QGF(Y))®GF(Z
VX, Y®ch/ W(w ,GF(2)

GF(X®Y) ®GF ®GF( )
'YX®Y,ZJ/ lidcp(x)évy,z
GF(X®Y)® Z) ®GF(Y®Z)
m} %
FX® (Y ®Z)

€ comutativo. Para o segundo, nota-se que



37

Capitulo 3. Categorias Trangadas
GF(l ) °7 X o <X®ZdGF( ))
O <X®ZdGF >
< ®ZdGF( ))
=GF(lx) oGl x) o 5F(1) F(X (G(cb)@ldGF(X)) 0 (@D@idGF(X))

@ GF(ix) 0 Gla.x) o G (6Bidr(x)) b1 g, ° (¥Fidarix))
X)° (wéz'dGF( X)>

( )GF(ZX) OG(O&-] X

%SGRy 0 Glag x)

= G(F(ZX) @) 0417X e} (¢®ZdF(X))) (¢} BT,F(
(3.6) _, /- ~
=G (ZF<X>) ° B1 p(x) © (¢®szF(X))

(3.6)
=" lar(x)

isto é, o diagrama

lcF( X)

19GF(X) ————— GF(X)

Xéich(X)l TGF(ZX)

GF(1)®GF(X) — GF(1® X)

€ comutativo. Por fim, para o terceiro, tem-se que

GF(rx)ovyx1o <idGF(X)®X>

3.7 . ~
(0 GF(rx)oGlax1) e Bpx),r@)° (ZdGF(X)®X)

(38) GF(rx)oGlax) e Bp(x),r@)° (idGF(X)é(G(@ ° w))

= GF(rx) o Glaxa) o Bpcx).pa1) © (idar0@G(6)) o (idgpxn @)
(@ )GF(TX o G(ax 4 oG(zdF ®¢> OﬁF (idGF(X)(éw)

= G(F(rx)oaxq o (idp(x)®9)) © Bpx) 7 © (ldGF(X@@/))

(?@G(rF( )ogF To(z’dGF(X)@)@/))

3.
) 'GF(X)

(=2}

ou seja, o diagrama

GFX)&T — " qrx)

idGF(X)@XJ/ )I\GF(TX)

GF(X)®GF(1) — 7 GF(X @)
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é comutativo.
[ |

Conforme a demonstracao acima, € direta a verificacdo de que a composicao
de funtores estritos &€ um funtor estrito.

3.2 CATEGORIAS TRANGCADAS

Definicao 3.17. Sejam C uma categoria monoidal e 7w o funtor twist de C apresentado
no Exemplo 2.19. Diz-se que o isomorfismo natural 7 : ® — ® o Tw é uma tranga para
C se os diagramas

TXQY,Z

XeY)9Z —24 70 (XeY)

-1
Axy,z Az xy

/i

XY ®Z2) (ZX)RY
X®@(ZRY) —/— (X®2)aY
ax 7y
(3.9)
e
XoYez) X% vyeoz)oX
(XQY)®Z Y ®(Z®X)
Tx,m %X,Z
(Y®X)®Z W Y®<X®Z)
(3.10)
sao comutativos, isto &, valem as identidades
aE}X,Y O TX@Y,Z O a)_(,lY,Z = (TX7Z ® idy) o a)_(?Z,Y o(idy ® TY,Z) (3.11)
e
ay,zx °TxX,yezoaxyz = (idy @ Tx z)oay,x 7z o (Txy ®idz) (3.12)

para quaisquer X,Y € C.

Definicao 3.18. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que o par (C,7) € uma catego-
ria trancada se 7 € uma tranga para C. Além disso, se para quaisquer X,Y € C, vale
Ty.x o Txy = idy ®idy, entdo o par (C,7) é dita uma categoria simétrica.
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Exemplo 3.19. Dada 7 uma tranca para C, a categoria (C,7) é tran¢ada para

TXY d:efT;}(:X@Y—)Y@X,

dita a tranca reversa de 7, para quaisquer X,Y € C. De fato, a priori, repare que
T:® — ® o Tw é um isomorfismo natural por causa de 7 e, a posteriori, notemos que

-1 - 1 o1 -1 -1
Uy xy°TXeY,Z°0lxyyz — A7 xy°Tzxey °9XY,Z

=(axyz0Tzxey ©azxy) *
(312 ((idx ® Tzy)oax zy o (T7.x ® idY))_l
= (r7x ®idy) o ay'yy o (idx ®T;y)
= (Tx,z ®idy)o a)_(’lzy o(idxy ®Ty z),
bem como,

Uy, 7 X OTX Yoz 00Xy, =ay,7XOTye Z.X ©UXY,Z
= (a)_(,lY,Z °TYy®ZzX ° “5_/,12,)()_1
Gy ((TY,X ®idy) o ax_/,lx,z o (idy ® TZ,X)>_1
= (idy ® 723() oay x,z o (T?}( ®idy)
= (idy ®Tx z)oay x zo (Txy ®1idyg),

isto é, T satisfaz os diagramas hexagonais de tranca.

Exemplo 3.20. A categoria reversa de uma categoria trangada também é trangada. De
fato, dada uma categoria (C, 7) trangada, basta reparar que a categoria reversa C"“"
admite uma tranga 7Y dada por

e XY 5 Y X,
para quaisquer X,Y € C, cujas propriedades sao garantidas pelo exemplo anterior.
Exemplo 3.21. A categoria Set é simétrica quando, dados X,Y € Set, tem-se

Xy X XY =Y xX
(z,y) = (y,2).
De fato, nota-se que 7x y € uma bijegdo com T)_(ly = Ty,x a0 passo que, para a

naturalidade de =, ao admitir f : X — Z e g : Y — W duas fungdes, obtém-se

(7w o (f x 9)(@,y) = TZzw (f(x),9(y))

= (9(y), f(x))
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(9% f)y,x)
= ((gx f)oTxy)(z,9),

para quaisquer x € X e y € Y. Isto é, o diagrama

XxY —/ L yxXx

fxgl lQXf

IZXW — Wx Z
Tz W
€ comutativo, como desejado. Para o primeiro diagrama hexagonal, tem-se

(azxy o mxevizoaxly z) (. (v.2))

— (azlxy o Txevz) (2.9).2)

= ajl y (2 (2,9))

= ((z,2),y)

= (1x.7 ®@idy)((z, 2),y)

— ((rxz @idy) 0o ay'yy) (@, (2 9)

= ((TX,Z @idy)oay'yy o (idy ® TY,Z)) (@, (y,2))

ao passo que, para o segundo, segue

(ayzxoTxyvezoaxyx) ((z,y),2)
= (ayzx otxyez) (z, (4. 2))
=ay,z,x((y,2),2)

= (y, (2, 7))

(idy @ 7x,2)(y, (z,2))

= ((idy @ 7x,7) cay,x,z) (4, %), 2)
((

idy @ Tx z) oay x zo (txy ®idg)) ((x,y), 2),

para quaisquer x € X,y € Y e z € Z, como desejado.

Exemplo 3.22. Dado k um corpo, as categorias Vecty e vecty sdo simétricas pelo
isomorfismo candnico

T‘/7Wv®W—>W®V

VRWH—wR.

Em particular, a naturalidade de 7 esta garantida consoante o Exemplo 2.30, enquanto
que a comutatividade do primeiro diagrama hexagonal € dada por
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<a5’1‘/’W °TVew.u ° ax_/,lw,U) (v® (w®u))

= (aﬁ,lv,w o 7'V®W,U> (v®w)®u)

= al}}mw(u ® (v @ w))

=u®v)@w

= (v @ idw)((v® u) ® w)

= ((TV,U ® idyy) o aX_/,lU,W> (v® (u®w))

= ((Tv,U ®idyy) o ai_/,lU,W o (idy ® TWU)> (v® (w®u))

e a comutatividade do segundo é dada por

(awoy o vwer © avwy) (v ©w) @ u)

= (awuv o v wer) (Ve (w @ u))

= aw,p,y((w®u) @)

=w® (uR0)

= (idy @ Ty 7)(w @ (v @ u))

= ((idw @ v,p) 0 awyy) (w0 @v) @ u)

= ((idw @ v,p) 0 awy,p o (Tyw @idy)) ((v @ w) ® ),

para quaisquerv € V, w € W e u € U, como desejado.

Exemplo 3.23. Dado R um anel comutativo com unidade, analogamente ao exemplo
anterior, a categoria p M € simétrica. Mais geralmente, para R ndo-comutativo, ao
menos garante-se que a categoria p M i € simétrica.

Ainda que estejam dispostos tais exemplos para familiarizar-se com a estrutura
de categoria trancada, é imprescindivel ressaltar que nem toda categoria monoidal é
trancada. A categoria em questéo, dada em (PINTER, 2013), é a dos mdédulos sobre
a algebra (k[G])* a esquerda, para G um grupo nao-abeliano finito. No mais, vale
reparar que todos os exemplos de categorias trangadas citadas sao simétricas. Todavia,
no préximo capitulo, sera introduzida a categoria de mddulos esquerda-esquerda de
Yetter-Drinfel’d, uma categoria que, sob certas hipéteses, € trangada e ndo é simétrica.
Esse exemplo também é dado em (PINTER, 2013).

Proposicao 3.24. Seja (C, 7) uma categoria monoidal tran¢ada. Sob tal consideracao,
os diagramas

10X : > X ®1

\ / (3.13)
Ix rXx

X
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% X (3.14)

sdo comutativos, para todo X € C.

Demonstracdo. Dados X,Y € C, a partir da comutatividade do diagrama dado em
(3.9), segue que o diagrama

idx @71y
/_\
Xo1eY) Xo Y o1
axiy ax.ya
(X®1)Y (XeY)®1
TX®1,Y Tx,y ®tdy
Y®(;(®1) : T (Y®\),()®1

€ comutativo e, assim, é possivel obter um novo diagrama, o qual é dado por

1dx Ty
. (/l.) .
Xo(1aY) ix@ly . X®Y < ixery X® Y1)
axi1y ax,y
(Xo1)eY (XoY)®1
TX®1,Y iy o (m) rYex Tx,y ®idy
Yo (X®1) < T YoX)®1.

Em especial, procura-se a comutatividade de (i) para garantir (3.13), tendo em vista
que (ii) representa o axioma do triangulo dado em (3.1), (iii) e (vi) s&o comutativos
em funcdo do Teorema 3.12, enquanto que (iv) e (v) indicam as naturalidades de
e r, respectivamente. Dessa forma, como o diagrama exterior comuta, obtém-se a
identidade necesséria em (i), vide
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(idx ®ry)o(idx omy)

(4d) ) )
= TX@Y ©lyyq© (idx o T17y)

(v) 1 . -1 .
= Tyy °"vex ©(Txy @idy) oayy o (idx omy)

(vi) 4 , , —1 .
= Txy o lidy @rx)oayxqo(xy ®idy)oayyqo(idy omy)

W rx @idy) o by y 0y 0 (rxy @ idy) o axlyq o (idy 071 y)

D lidx ©1y) o AXAY © Txory ©0vx1 © (TXy @idy) 0 ayy o (idy o7 y)
D iy o 1y

e, assim,

idx ® (ry o 7’1,y) = (idx ®ry)o (idx o 7’1’y) =1dx ® ly
para quaisquer X,Y € C. Logo, ao admitir X = 1, tem-se que
idq ® (ry o 7'17y) =idq @ ly

e pela Proposicéo 3.10, segue a comutatividade do diagrama dado em (3.13). Por fim,
para garantir a comutatividade do diagrama dado em (3.14), basta utilizar o resultado
acima para a tranga reversa 7. Afinal, tem-se que

_—1 (313) 4 1 _ -1
X1 =T x = (TX olx) :lX orX,

para todo X € C, como desejado. |

No final desta secao estao presentes os conceitos suficientes de isomorfismos
entre categorias trancadas, essencial para definir o conceito de uma élgebra base em
uma categoria monoidal qualquer.

Definicao 3.25. Sejam (C,7) e (D, o) duas categorias trancadas. Diz-se que a terna
(F,a,9): (C,7) — (D, o) é um funtor trangado se
(i) (F,a,¢):C — D ¢éum funtor monoidal,

(i) o diagrama

FIX)BFY) —Y, (X ®Y)
O'F(X),F(Y)J/ lF(TXy) (3.15)

FY)BF(X) —5~— F(Y ©X)

€ comutativo, para quaisquer X,Y € C.
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Exemplo 3.26. O funtor identidade de uma categoria trancada é trancado.
Proposicao 3.27. A composicao de funtores trancados é um funtor trancado.

Demonstragédo. Sejam (F,«, ¢) : (C,7) — (D,o0) e (G,5,v) : (D,0) — (£,w) dois fun-
tores trancados. Vide a Proposicéo 3.16, resta garantir a comutatividade do diagrama

GF(X)BGF(Y) — = GF(X®Y)
wGF(X),GF(Y)l J/GF(TX,Y)
GF(Y)®GF(X) — 5 GFY © X)

com vx y dado em (3.7) para quaisquer X, Y € C. Para isso, consideremos o diagrama

GF(X)®GF(Y F(X®Y)

Br(x),F(v) %

WGF(X),GF(Y) (41) Glopx)ry)  (440) GF(txy)
F(Y),F(X G(oy,x)
ZU
GF(Y )®GF Y ® X)

a fim de observar que (7) e (iv) comutam pela definicéo de -, ao passo que (ii) comuta
ja que G é trancado e (7i7) comuta tendo em vista que F' é trangado e o diagrama €
transladado pelo funtor . Disso, segue a comutatividade do diagrama procurado, pois

GF(txy)ovxy 0 GF(rxy)eo Glaxy) o Br(x),F(y)

) Glayx) oG (UF(X) F(Y)> o Br(x),F(Y)

@ Glay,x) © Bp(y),F(x) ° WGF(X),GF(Y)

(iv)

= WX CWQF(X),GF(Y)"
|
Notemos que, dadas (C,7) e (D, ¢) duas categorias trangadas de modo que

existam (F,«,¢) : (C,7) — (D,0) e (G,5,v) : (D,7) — (C, 1) dois funtores trancados,
segue, conforme o item (ii) da Definigdo 3.25, a comutatividade dos diagramas
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FIXBFY) XY F(X oY) Gy e G(z) 2% awsz)
UF(X),F(y)l lF(TX,y) e TG(W),G(Z)J/ lG(UWZ)
FY)BF(X) —— F(Y ® X) G(2)® GW) —— G(ZBW),

, ZW

para quaisquer X,Y € C e W,Z € D. Disso, se a e § sao isomorfismos naturais
identidade, entdo os diagramas acima sao reduzidos as identidades

orx)ry)=FTxy) e Taw)6(z) = GOw,z)

de modo que, ao compor os funtores G e F, obtém-se

TFGW),FG(z) = I’ (?G<W>,G<Z>) =r (Té§z>,c<w>> =rG (Qlw) = FG(ow,z),

bem como,

TGF(X),GF(Y) = G (EF(X),F(Y)) =G (‘71?(13/)71:()()) =GF <?{,%X) =GF(rxy).

Logo, a composicao de funtores estritos e trancados mediante trancas reversas € um
funtor estrito e trancado mediante a tranca usual. Essa nota, devidamente utilizada no
quinto capitulo, € interessante por estar associada a definicao a seguir.

Definicao 3.28. Sejam (C, ) e (D, o) duas categorias trangadas. Diz-se que as cate-
gorias C e D séo categorias trangadas isomorfas se existem (F,«, ¢) : (C,7) — (D, 0)
e (G,B,v) : (D,o) — (C,7) dois funtores trangados tais que GF = Idge e FG = Idp
como funtores trancados.

Ainda que o leitor perceba, nesta secao, a inexisténcia de exemplos de catego-
rias isomorfas como categorias trancadas esta situacédo é devidamente resolvida no
Exemplo 5.9, responsavel por motivar a generalizagdo do conceito de algebra base
para uma categoria monoidal qualquer.

3.3 ESTRUTURAS ALGEBRICAS EM CATEGORIAS MONOIDAIS

O objetivo desta secédo é permitir um auxilio para tratar, em uma categoria
monoidal C, de algumas estruturas algébricas e seus respectivos morfismos. Além
disso, é imprescindivel notar que todas as definicdes para as estruturas apresentadas
nesta secao sao, necessariamente, equivalentes as estruturas de mesmo nome nas
categorias de espagos vetoriais. Nesse sentido, por exemplo, algebras em Vecty séo
equivalentes as algebras sobre o corpo k.

No mais, das estruturas a serem introduzidas, a estrutura de algebra comutativa
€ mais importante para o trabalho como um todo, justificada pela definicdo de uma
algebra base. Além disso, apresentam-se algebras e coalgebras tendo em vista que,
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no proximo capitulo, toma-se proveito de bialgebras e algebras de Hopf. Vale ressaltar
que as duas ultimas estruturas citadas também admitem definicbes em categorias
trancadas quaisquer, ndo apenas em Vecty. Isso acontece pelo fato de que a tranga
da categoria garante que o tensor entre algebras € uma algebra, bem como, o tensor
entre codlgebras € uma coalgebra. Essas versdes mais gerais sdo proveitosas para
o leitor que esteja interessado, por exemplo, no conceito de bosonizagédo envolvendo
algebras de Hopf trancadas. Por fim, definem-se mddulos sobre algebras e comoédulos
sobre coalgebras com a motivagao de construir, também no préximo capitulo, novas
categorias monoidais.

Definicao 3.29. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a terna (A, m,u) € uma
algebraem C se

(i) A éum objeto em C;
(i) m: A A— Aewu:1— Aséo morfismos em C;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos

AA A A

(AR A)® A y AR (A® A)

m®id,4l lidA Xm

A® A A® A (3.16)

12 A m A®1 (3.17)

Usualmente, diz-se que A é uma algebra associativa, diagrama (3.16), e unital,
diagrama (3.17). Neste trabalho, porém, A é dita, apenas, uma algebra.

Definicao 3.30. Sejam (C,7) uma categoria trangada e (A, m,u) uma algebra em C.
Diz-se que A é uma algebra comutativa em C se o diagrama

TA,A

AR A »y AQ A

\\\N //// (3.18)

A
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é comutativo, isto &, mo 74 4 = m.

Exemplo 3.31. A unidade 1 de uma categoria trancada (C, 7) € uma algebra comutativa.
De fato, basta definir a multiplicagdo m como o morfismo /4, equivalentemente r4
gracas ao Corolario 3.13, e a unidade « como o morfismo identidade idq; assim, 1
€ uma algebra ao passo que a comutatividade do diagrama (3.18) é trivial, vide a
Proposicao 3.24.

Exemplo 3.32. Todo monoide comutativo € uma algebra comutativa em Set. De fato,
dado (M, -, e) um monoide comutativo, defina as fun¢des

m:MxM— M e w: {x} —> M

(r,y) —mz-y X > e.
Notemos, para quaisquer x,y, z € M, que

(m o (idpr x m) 0 ang v nr) (,9), 2) = (moo (idy x m) (z, (y, 2))
=m(z,y - 2)
= - (y . Z)
=(x-y)- 2
=m((z-y),2)
= (mo (mxidyr)) ((z,y), 2),

bem como,

(mo (uxidy)) (x,2) =m(e,z) =e-x=x=1y(* )

(mo (idy X u)) (x,%) =m(z,e) =x-e=1x=rp(x,*);
logo, M é uma algebra, a qual é comutativa tendo em vista que vale
(motp )@, y) =mly,z) =y -z =x-y=my).

Exemplo 3.33. Dado V' um k-espaco vetorial, existe a algebra tensorial de V denotada
por T'(V') definida como segue. Para n > 0, consideremos

V®0 d:ef k e V®n+1 d:ef V®n ® V;

dessa forma, a algebra tensorial de V', dada por

T(v)E Pven,
n>0



Capitulo 3. Categorias Trangadas 48

} ) . def , e ,
€ uma algebra em Vecty com unidade 1y, =' 1. Afinal, para a multiplicagao, consi-
deremos as funcdes k-bilineares de concatenacéao

¢i,j : V®i X V®‘7 — V®(H—‘7)

dof | T @y, sei£0ej#0
(z,y) ¢ j(z,y) = .
Ty , caso contrario

para quaisquer i, j > 0. Em melhores termos, se i # 0 e j # 0, entdo a concatenagéo
entrez =11 R18 R, € V¥ey=y @y @ ®y; € V¥ é o produto tensorial
da forma

TIOT® QT QY Oy @ @y e VO,

Enquanto que, se : = 0 ou j = 0, a concatenacgéao entre = e y é o produto por escalar xy
vide definicdo de V&Y. Com isso, mediante extensao por bilinearidade auxiliada pela
propriedade universal do produto tensorial, existe a transformacéo k-linear

m:TV)T(V)—T(V)

D@ yir > > bkl u),

i>0 i>0 >0 j+h—i
com z; € V¥’ para todo i > 0, sendo
woyo + (Toy1 + 21Y0) + (Toy2 + 1 @ Y1 + w2y0) + (Toyz + 21 @ Y2 + 22 @ Y1 +T3Y0) + - - -

a escrita estendida da multiplicagao entre x e y. Para a unidade, basta considerar a
transformacéo linear

uik = T(V)

1ki—> 1k

e, assim, resta garantir a comutatividade dos diagramas (3.16) e (3.17). Para o primeiro,
notemos, para quaisquer > ;~q ;, Y ;>0 Y 2_i>0 % € T(V), que

(m ] (’LdT(V) & m) o aT(V),T(V),T(V)) Z €y &® Z Yi ® Z i

i>0 i>0 i>0
= (mo (idrgyem)) [ Lwio | Yued =
i>0 i>0 i>0

=m (D> w5 ©> > by

i>0 i>0 j+k=i

:Z Z Op,q | Tp, Z ¢j7k(ijzk)

120 pt+q=i jt+k=q
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=D D bpgrk (e dialyj )

120 p+j+k=i
DS S bk Gl )

120 p+j+k=i
= Z Z br Z Pp,j (Tp; Yj); 2

i>0 r+k=i ptj=r
=m Z Z ¢p,j(xp’yj> ® Zzl

i>0 ptj=i i=0

:<m0<m®idT(V)>> fo?z‘@zyi ®Z’Zi

1>0 1>0 1>0

com (x) responsavel por indicar a propriedade de concatenagéo advinda da familia de
fungdes {¢; ;}; j>0- Para os diagramas triangulares, obtém-se

(mo<u®idT(V)>> 1k®z$i =m 1k®in

i>0 i>0

= 1k$0+ lkxl + 1k:132 —+ .

=1k Y @

120

= lT(V) 1k ® Z Xy

120
e, analogamente, garante-se que m o (idT(V) ® u) = rp(v), conforme desejado.

Exemplo 3.34. Dado V' um k-espaco vetorial, a algebra simétrica em V', denotada

por S(V) e dada pelo quociente entre a algebra tensorial T'(V') e o ideal bilateral

I = (z®y—y®z|x,y € V), éuma dlgebra comutativa em Vecty. De fato, consideremos

a multiplicacédo e a unidade como as transformagdes k-lineares dadas por
m:S(V)®S(V)—S(V)

e, respectivamente,

u: k—S(V)
1k — E
comz =z + [ aclasse de = e my(y @ multiplicagéo da algebra tensorial 7'(V'). Resta

garantir a comutatividade dos diagramas de algebra, (3.16) e (3.17), bem como, de
algebra comutativa, (3.18). Para o primeiro, segue, para quaisquer z, 7, z € S(V), que
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(me (idsq) @m) o agw) 5.5 ) (FOT) @)
= (me (idso 8m)) @ e m2)

:m<f®W>

myy) (37 ® mpy)(y @ 2))

@ my(y) (mT(V) (r®y)® Z)

= m (mr) @) @)
— (mo <m®ids(v))> (T®y) ®72)

com (x) indicando a associatividade da multiplicacéo de 7'(V'). Para os diagramas da
unidade, notemos que

*3%k

(m 0 (u ® z’ds(v)>> (1 ®7) = m(Tx © ) = my ) (I © ) )z L)l ® 7)

(xx)

Il %

(m ° (idS(V) ® u)) T® 1) =m@ @ Ik) =mpy)lz®1k) = T =rgy) (T 1)

com (xx) indicando que a multiplicacdo de 7'(V') é unital. Logo, S(V') é uma algebra.
Por fim, resta observar que
(m o TS(V),S(V)) (ZRYy)=myeT)
= mT(V)(y ® x)
=070 + (Yor1 + y170) + (Y072 + Y1 ® ¥1 + y2x0) + -

= YoTo + Yor1 + Y170 + Yor2 + Y1 @ x1 + Y220 + - -

= YoZo + YoT1 + Y170 + YoT2 + 1 @Y1 +y220 + - -

= 20y0 + (Toy1 + 1Y0) + (Toy2 + 21 @ Y1 + T2y0) + -
= mT(V) (il? & y)
=m(T®7Y),

como desejado.

Definicao 3.35. Sejam A e B duas algebras em C. Diz-se que ¢ : A — B é um
morfismo de algebras se for um morfismo em C de modo que os diagramas

AeA 22, BeB

A d » B
mk Bm o \ / (319
1
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sao comutativos. Além disso, um morfismo de algebras comutativas €, simplesmente,
um morfismo de algebras.

Por intermédio das definicoes anteriores envolvendo algebras e algebras co-
mutativas, bem como, os morfismos entre algebras, € possivel construir duas novas
categorias. A primeira delas é a categoria cujos objetos e morfismos sao, respectiva-
mente, algebras e morfismos de algebras em uma categoria monoidal C. A segunda é
a subcategoria plena da primeira, cujos objetos sdo algebras comutativas em C. Em
particular, a verificacdo do bom comportamento da composi¢cado de morfismos &€ trivial
e, portanto, ndo sera descrita neste trabalho.

Ademais, mediante a definicdo de morfismos de algebras, é possivel enunciar
a propriedade universal da algebra tensorial 7'(V') na categoria dos espagos vetoriais
dada como segue.

Proposicao 3.36. Sejam V. um espaco vetorial sobre k e A uma algebra em Vecty.. Sob
tais consideracoes, para toda transformacao linear f : V' — A, existe Unico morfismo
de algebras f: T(V) — Atal que f(v) = f(v), paratodov € V.

Em especial, dispensamos a demonstracao deste resultado por estar fora do
escopo principal deste trabalho e salientamos que a usura ao menciona-lo € justificada
pela existéncia de mais um exemplo no que se concerne as coalgebras e biadlgebras.
Ademais, definida a estrutura de uma algebra em uma categoria monoidal, é possivel
construir a nogao de um médulo sobre uma algebra, a qual é dada como segue.

Definicao 3.37. Seja (A, m,u) uma algebra em C. Diz-se que o par (M,o) é um A-
mddulo a esquerda em C se

(i) M é um objeto em C;

(i) o : A® M — M é um morfismo em C, dito agdo a esquerda de A em M;

(iii) os diagramas

A®A QM
A® (A® M) Ao M (3.20)
idA®UJ/ J/U
ARQ M > s M
e .
1 ® M u®sz N A®M

/ (3.21)
5Ys g

M
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sdo comutativos.

Analogamente, define-se um A-mddulo a direita como o par (M, \) em que
A: M ® A— M éum morfismo em C responsavel pela agao a direita de A em M.

Observacao 3.38. Toda algebra é um modulo a esquerda e a direita sobre si com acao
dada pela multiplicagao.

Exemplo 3.39. Todo objeto X € C € um 1-méddulo a esquerda com acao dada pelo
isomorfismo lx : 1 ® X — X. De fato, tendo em vista que (1,r¢,idy) € uma algebra,
basta notar que a comutatividade do diagrama (3.20) é dada pelo axioma do triangulo,
afinal,

3.1
lX @) (’Ld1 ®lx) OCL1,1’X (:) ZX @) (T‘1 ®ZdX)

ao passo que a comutatividade do diagrama (3.21) € trivial.

Definicao 3.40. Sejam (M,o,) e (N,op) dois A-modulos a esquerda em C. Diz-se
que ¢ : M — N é um morfismo de A-médulos a esquerda se for um morfismo em C de
modo que o diagrama

id
Ao M U2 4o N

(,Ml JJN (3.22)

M ———— N
€ comutativo.

Similarmente a construcao das categorias de algebras, obtém-se as categorias
de A-modulos a esquerda e a direita em C, denotadas respectivamente por 4C e Cy4.
Vale ressaltar que, no préximo capitulo, trabalha-se com espacos vetoriais e, assim,
simplifica-se a notacao das categorias acima para 4 M e M 4, respectivamente. Além
disso, o leitor também encontrara, mediante a estrutura de biédlgebra, que as categorias
acima sao monoidais, ainda que a verificagao seja feita apenas para os A-modulos a
esquerda.

Diante disso, neste momento, busca-se trabalhar com noc¢ées duais as defini-
cOes de algebras e mddulos sobre algebras introduzidas nesta secao. A justificativa &
dada em funcao da utilidade de tais definicoes para a categoria dos espacos vetoriais
tendo em vista que as coalgebras sdo fundamentais para a definicdo de bialgebras.
Essas, por sua vez, permitem que as categorias de comodulos a esquerda e a direita
sobre uma coélgebra sejam monoidais.

Definicao 3.41. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que a terna (C, A, ¢) é uma
coalgebra em C se
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(i) C € um objeto em C;

(i) A:C—-C®Cec:C —1sado morfismos em C, respectivamente denominados
comultiplicacao e counidade;

(iii) os seguintes diagramas sao comutativos

C
/ \
CxC C®C (3.23)
A®’idcl lidc@A
Cel)xC N » C®(C®(0)
e
C®C
s@V T %@s
1@ C A C®1 (3.24)
It %
C.

Exemplo 3.42. A unidade 1 de uma categoria monoidal C é uma coalgebra. De fato,
basta definir a comultiplicagdo como o morfismo I, equivalentemente 7"1_1, e a cou-
nidade como o morfismo identidade id4. Diante disso, basta garantir a comutatividade
dos diagramas dados em (3.23) e (3.24). Em particular, o primeiro segue do Teorema
3.12 e da Proposicéo 3.11, afinal vale

3.3
a1110 (I3t ®idg) o ly? 33) lagoly ! =(idy @iy ely!

ao passo que os diagramas da counidade sao dados trivialmente.

Exemplo 3.43. Dado V um espago vetorial com base {ej, es}, tal admite ao menos
duas estruturas de coalgebra em vecty. De fato, para a primeira, definimos a comulti-
plicacdo A: V — V ® V por

Ale1) =e1®ep —ea @ e e Afeg) =e1 ® ez +ea®@eq
ao passo que, para a counidade ¢ : V' — k, definimos

eler) = 1y e e(eg) = 0.
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Estendidas linearmente, resta garantir a coassociatividade de A e a propriedade da
unidade. Para o primeira parte, tem-se

(ay,y,v o (A®idy)o A)ler)

= (ayyyo(A®idy))(e1 ®ep —ea ® eg)

=ayyy(e1®e)®er — (e2®ez) ®ep — (e1 ®ez) ®eg — (e2 ®ep) ® e2)
=e1®(e1®er) —ea®(ea®er) —e1 ®(ea®eg) — e ® (€1 ®e)
=e1R(e1®e)) —e1®(ea®en) —ea® (6] ®eg) —ea ® (9 ® eq)

= (idy ® A)(e1 ® e1 — e ® €3)

= ((idy ® A) o A)(e1)

(ay,y,y o (A®@idy)o A)(eg)

= (ayyv o (A®idy))(e1 ® ez +e2®eq)

=ayyy((e1®er) ®ex — (e2®eg) ®eg + (61 ®eg) ®ep + (2 ®Wep) ®ey)
=e1®(e1®ez) —ea®(ea®en) +e1®(e2®er) +ea® (e1 ®eq)
—e1®(e1®ex)+e1R(ea®er) +ea® (e ®ep) —ea @ (69 ® e9)

= (idy @ A)(e] ® eg + ea ® e1)

= ((idy ® A) o A)(e2),

como desejado. Para a segunda parte, nota-se, para ey, que

(e @idy)oA)er) = (e @idy)(e1 ® e — e @ e2) = 1y ® €1 = Iy, (e1)

((idy @e)o A)(e1) = (idy ®e)(e1 @ el —ea R ex) =1 @ 1 = 7“71(61),
a0 passo que, para ey, valem

(e®idy)oA)les) = (e®idy) (e1 ®ea+ea®ep) =1 Reg = 1171(62)

((idy ®€) 0 A)(e2) = (idy ®e)(e1 ® ez +ea ® 1) = 2 ® 1y = 13,7 (e2),

conforme necessitado. Ja para a segunda estrutura, definimos a comultiplicagéo A :
V-V &V por

Ale]) =e1 ® e e Aeg) = e1 ® e + e9 ® eg

com a mesma counidade da estrutura anterior, isto é,
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6(61) = 1k (S 6(62) =0.

Vejamos a comutatividade dos diagramas de coalgebra, Para o primeiro, obtém-se

(ayyy o (A®idy) o A)er) = (ayyy o (A®idy))(e; @ er)
=ayyy(ler®er) @eq)
=e1®(e1 ®eq)
= (idy ® A)(e1 ® e1)
= ((idy ® A) o A)(e1)

e

(avvy o (A®idy)oA)(e2) = (ayyy o (A®idy))(e1 ®ex + e ®eq)
=ayyy(le1 ®@e1) ®eg + (61 ®ez) ®ep + (2 ®ep) @eq)
=e1®(e1®ez) +e1®(ea®er) +ea® (61 ®eq)
= (idy @ A)(e] ® eg + €9 ® e1)
= ((idy @ A) o A)(e2),

como requerido. Ja para os diagramas da counidade, segue, para e, que

(e®idy) o A)(er) = (e ®@idy)(e1 ®e1) = 1y @ e1 = I, (e1)

((idy ®€) 0 A)(e1) = (idy @e)(e1 @ e1) = €1 ® 1y =17, (e1),
enquanto que, para ey, tem-se

(e®idy)oA)(er) = (e ®idy) (el ®eg +ea®e1) = 1 R eg = l;l(eg)

((idy ®¢) o A)(e2) = (idy @e)(e1 @ ea +ea @ e1) = e @ Iy = 17 (ea),

como desejado. No mais, vale ressaltar que esse exemplo é generalizado para um
espaco vetorial V com base {¢;};,c; com I C N; neste caso, tem-se duas estruturas
de coalgebra em Vecty. A primeira é dada ao definir

Ale]) =e1®e1— Y e;®¢; e Aler) =Y ej@ep_jy1 (k> 2)
o< i<k

com counidade mediante a expressao =(e;) = J; 1. Ja a segunda estrutura possui a
mesma counidade, todavia a comultiplicagéo é dada por

Ale)) = ej@ei_ji1.
J<i

A verificacdo da comutatividade dos diagramas para essas estruturas € omitida.



Capitulo 3. Categorias Trangadas 56

Exemplo 3.44. Dado um monoide M, é possivel, em Vecty, construir uma estrutura
de coalgebra para a algebra de monoide. De fato, consideremos o k-espaco vetorial

k[M] = { Z Az / Z Azx € uma soma finita com A\, € k}
xeM zeM
com base dada pelos elementos de M e cujas operagdes sdo da forma
def def
Z o + Z Bpx < Z (g + Br)x e A Z apr = Z (Aag)x.
reM reM reM reM reM
Assim, defina as transformacgdes k-lineares
A k[M] — k[M] @ k[M] e e:k[M] =k

T TRx r = 1y

e notemos, para todo = € X, que

(ak[M],k[MLk[M] 0 (A ® idk[M]) 0 A) (z) = (ak[M],k[M},k[M] 0 ((A ® Zdk[M})) (z @)
= ay [y k(M) kM) (7 © 7) © )
=2 ® (x®x)
= (idyp) ® A)(z @ @)

— ((idypy @ 2) 0 A) (2),
bem como,

((g ® z’dk[M]> ° A) (z) = <€ ® zdk[M]) (r@) = L@ o = h (@)

((idian @2) 0 A) (@) = (idiepy @ 2) (w0 2) = 2@ 1y = 1y @),
isto é, k[M] é uma k-codlgebra em Vecty, como desejado.

Exemplo 3.45. A algebra tensorial 7'(V') admite, em Vecty, uma estrutura de coalgebra.
De fato, tendo em vista que T'(V') é gerada por V, consoante (DASCALESCU; NAS-
TASESCU; RAIANU, 2001), basta admitir a comultiplicacdo A : (V) - T(V) @ T(V)
dada em fungao da propriedade universal da algebra tensorial com relacao a funcao

f:V=>TV)T(V)
VU 1+ 1 ® 0.
Similarmente para a counidade, consideremos ¢ : T'(V) — k como uma extenséo da

transformacao linear nula lembrando que (1) = 1i. Logo, para os diagramas da
coassociatividade da comultiplicacéo, temos, para todo v € V, que
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(GT<V>7T<V>7T<V> © (A ® idT<v>) o A) (v)

- (aT<V),T<V>,T<v> ° (A ® @'dnm)) (v &1k + 1k ® )

= apv),r(v),r(v) (0 ® 1) @ 1k + (Ix ® v) @ 1k + (1 ® 1) @ v)
=v® (I ® 1K) + 1k @ (0@ 1) + 1k ® (1x ®v)

Z(idT )(U®1k+1k®v)

- () o) .

bem como,

<<5 ® idT({/)) o A) (v) = (5 ®idT(V)> (VR +1x®v) =0+ 1, ®v = 1| ®v = l;(lv)(v)

e, analogamente, segue que (idT(V) ® 5) oA = T5(1V)'

Definicao 3.46. Sejam C' e D duas coalgebras em C. Diz-se que ¢ : C — D é um
morfismo de coalgebras se for um morfismo em C de modo que os diagramas

c—"—>D

C Ld > D
[SYe; €D
1

C(C — DD
PR

sejam comutativos.

Para encerrar esta secao, resta apresentar comédulos sobre uma coalgebra,
uma nogao é fundamental para introduzir a definicao de algebra base.

Definicao 3.47. Seja (C,A,¢) uma coalgebra em C. Diz-se que o par (M, p) € um
C-comoddulo a esquerda se

(i) M € um objeto em C;

(i) p: M — C ® M é um morfismo em C, dito coacao a esquerda de C' em M;

(iii) os diagramas

M
/ \
CoM CoM (3.26)
A®idﬂ[l lldc@ﬂ
(CeC)e M doo C®(CoM)
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M » C@M
(3.27)
It e@idy
ko M

sdo comutativos.

Analogamente, define-se um C-comodulo a direita como o par (M,n) em que
n: M — M ® A éum morfismo em C responsavel pela coagao a direita de C em M.

Observacao 3.48. Toda codlgebra é um comodulo a esquerda e a direita sobre si com
coagao dada pela comultiplicagao.

Exemplo 3.49. Todo objeto X € C € um 1-comédulo a esquerda pelo isomorfismo
l;(1 : X - 1® X. De fato, uma vez que (1,r1_1,id1) € uma coalgebra, nota-se que a
comutatividade do diagrama (3.26) é dada pelo axioma do triangulo, afinal,

_ . 1 3.1) . _ _
a11,x © (7"1 1 ® idq) ole (:) (id4 ®lX1) ole

ao passo que a comutatividade do diagrama (3.27) é diretamente verificada.

Definicao 3.50. Sejam (M, ps) € (N, py) dois C-comédulos a esquerda em C. Diz-se
que ¢ : M — N é um morfismo de C-comddulos a esquerda se for um morfismo em C
de modo que o diagrama

M-—7 N

le le (3.28)

1do®p
seja comutativo.

Diante desta ultima definicdo, uma vez comentada a ideia de que os comédulos
a esquerda e a direita sobre uma coalgebra C em uma categoria monoidal formam
duas novas categorias, pode-se, finalmente, construi-las. Respectivamente denotadas
por ©C e C© essas categorias ainda ndo admitem a estrutura de categoria monoidal. To-
davia, no préximo capitulo, com notagdo simplificada por ©“ M e MY, respectivamente,
na categoria dos espacos vetoriais, essa situacao de categoria monoidal é investigada
tomando proveito da estrutura de bialgebra.
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4 ACOES E COACOES EM ESPACOS VETORIAIS

A priori, mesmo definidas as estruturas de algebras e coalgebras em categorias
monoidais arbitrarias, em Vecty, todas as ferramentas estdo melhor dispostas para
obter certos resultados em funcao da tranca canénica 7. Dessa forma, sera utilizada a
notacao de Sweedler, apresentada ao longo do capitulo e com mais detalhes disponibi-
lizados em (DASCALESCU; NASTASESCU; RAIANU, 2001), para as comultiplicacbes
e coacoes. Assim, neste capitulo, apresenta-se, inicialmente, todo o aparato necessario
para trabalhar com algebras comutativas na categoria de médulos esquerda-esquerda
de Yetter-Drinfel'd, denotada por gyD em que H é uma bialgebra sobre k. Vale reparar
que, mediante a ultima sec¢éo do capitulo anterior, basta construir a categoria citada
anteriormente e, para isso, é interessante tomar proveito de nocées envolvendo de
outras categorias, em especial M e H M, cujas estruturas de categorias monoidais
estdo presentes na segunda secéo deste capitulo.

Em particular, as referéncias para esta discussdo sédo dadas em (DASCALESCU;
NASTASESCU; RAIANU, 2001), (FERREIRA; MURAKAMI, 2020), (RADFORD, 2011)
e (MAJID, 1995).

4.1 BIALGEBRAS E ALGEBRAS DE HOPF

Conforme as definicdes apresentadas na ultima secdo do capitulo anterior, é
possivel, em Vecty, introduzir as estruturas de bialgebras e algebras de Hopf. No
mais, para tomar proveito de uma observagao acerca de uma condi¢cao equivalente
para as bialgebras, apresentam-se o tensor entre duas algebras, bem como, entre duas
coalgebras. Outrossim, no final desta secao, o leitor encontrara resultados necessarios,
ainda que basicos, referente as propriedades de uma antipoda.

Para isso, revisitemos a definicdo de algebra dada no capitulo anterior a fim
de perceber que, em Vecty, uma algebra A é um espaco vetorial dotado de uma
multiplicagdo m : A® A — A e uma unidade u : k — A em que m(a ®b) "2 ab e
u(1y) 1ot 14, as quais sao transformacdes k-lineares tais que

(ab)c = a(bc) ¢ lya =a=aly, (4.1)
para quaisquer a, b, c € A.

Exemplo 4.1. Dada uma éalgebra (A, m,u), existe a algebra oposta de A, denotada
por A, da forma (A4, m°,u) em que m% = mo 1y 4, isto &, para quaisquer a,b € A4,
tem-se que

m(a ® b) not ;0 b 4 pa.

De fato, A°P satisfaz as identidades em (4.1) tendo em vista que
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(aeb)ec=baec=c(ba) = (ch)a=aecb=ae(bec),
bem como,
lyea=algy=a=1qa=aely,
como desejado, para quaisquer a, b, c € A.

Para o proximo exemplo, é importante reparar na necessidade da categoria
Vecty ser trangcada para definir a estrutura de algebra no produto tensorial de duas
algebras.

Exemplo 4.2. O tensor entre algebras é uma algebra. De fato, dadas (A, m4,uy) €
(B,mp,up) duas algebras em Vecty, definem-se as transformagdes k-lineares

mposp: (A®B)®(A®B) - A®B
(a®b)® (d @b) — ad @bV

indicada pela comutatividade do diagrama

MA®B

(A® B) @ (A ® B) oo il » A® B
AA,B,A®B ma®mp
A@(B@;,(A@@B)) (A® A)® (B® B)
ida®ag'y AaX.,lAﬁ@B
A% ((B® A)® B) A® (A® (B® B))

ZdA®<TBA®m %,B

A® ((A® B)® B)
e, similarmente,

1k}—>1A®1B

dada pela comutatividade do diagrama

K BABE v A® B
\ %B
k ® k.

Para a comutatividade dos diagramas dados em (3.16) e (3.17), tem-se que
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(mawp o (idaeB @ MAgB) © 4AzB,A2B,40B) (@) ® (' @ V) ® (a" @1"))
= (magp o (idagp ® magp)) (a@b) ® ((d @) @ (" @1")))
=myep((a®b)® (dd" @ V')

— a(d'a") @ b(B'D")

(4:1) (CL(Z/)(Z// ® (bb/)b//

=maep((ad @ bb) @ (a” @)
= (magB © (Magp ®idogp)) (a®b) @ (' @) @ (a" @),

assim como,

(magB © (LagB ®idagR)) (Ik ® (a® b)) =mrep((14 @ 1B) ® (a ®D))
=1a® 1Bb

Mil)a@b

= 1k(a ® b)
= k(1 ® (a®b))

(magp © (idazp ®uaep)) ((a®0) @ 1k) =maep(la®@b)® (14 @1p))
= alA ® blB

(g)a@)b

= 1k(CL ® b)
= k(e ®b) @ 1y),

como almejado.

Similarmente as algebras em Vecty, uma coalgebra C' é um espago vetorial
dotado de uma comultiplicagdo A : ¢ — C ® C em que A(c) > e1) @ ¢(g) € de
uma counidade ¢ : ' — k as quais sao transformacgdes k-lineares satisfazendo as
identidades

2 (C(1)> H® (C(U) 5 ©C@) ) = > oy ® <0(2)> n® (C(2)> ) (4.2)
) @) ) )
e (ew) e =e= e () (4.3)

para todo ¢ € C. Em especial, a notacdo atribuida a comultiplicacdo A é chamada
de notacao de Sweedler, responsavel por simplificar o uso de somatorios referentes a
coassociatividade da comultiplicagdo. Em melhores termos, notemos que, dado ¢ € C,
pela definicdo dos elementos em C' @ C, existem ¢;, c; e C com1 <i<ntais que
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n
Ac) = Z ¢ ®
i=1
e, ao considerar (A ® idq) o A, segue que

(A®idp) o A)(c) = (A®idp) (Z ¢ ® c;>

1=1

:Z A ®ide) (Ci®cg)

Com isso, é evidente o peso na escrita com o somatorio duplo e, dessa forma, adota-se
not
Al) =Y ey ® e
responsavel por omitir o indice i; logo, obtém-se

(A ®idg) o A)(e) = (A @ idg) (Z c) ® 0(2))
= Z(A ® ideo) (C(l) X 6(2)>
B (<C“)><1> : <C<1>><2>) Q)

((ide ® A) o A)(c) = (ide ® A) (Z c) ® 0(2))

de modo a respeitar a coassociatividade de C, como necessitado. Além disso, tal
convengao permite a escrita da comutatividade dos diagramas da counidade ¢ através
da expressao

> e (ew) e == ce ()

uma vez que, de idg = lo o (e ® idc) o A, valem
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= (lgo(e®idg)oA)(c) = (g o ( 6®ch)(201 )
o (322 (cm) @02
—Zlc(( ) @)
=3 (cw) e

e, similarmente de ido = r¢ o (idg ® €) o A,

¢ = (rc o (idg ®2) 0 A)(e) = (g o (ide 2 ) (3 cr) @ ¢ )
=10 (Y e @z (cw))
~Y e (c(l) ® e (0(2)))
=S e (e

/N
—
[N}
N

~_

como desejado.

Exemplo 4.3. Se (C, A, ¢) € uma codlgebra, entdo existe a coalgebra cooposta de C,
denotada por C'°P, a qual € dada por (C, AP ¢) em que A“P = 70 o A, isto é, vale

A“P(c) 3" ey ® ¢

para todo ¢ € C. De fato, C“°P € uma coalgebra ja que

(ac,c,c 0 (AP ®@idc) o A“P)(c) = (ac,c,c © (AP ®idc)) (ZC )

- fece ( ( @) ) ® C@))(l)) N C(”>
=acee (X (e @ep) @)

=Y e @ (e @)

=2 ® ((C(l))(2> ® (C<1>>(1))

= (ide ® A°P) (Z c2) ® c(1)>

= ((ide @ A“P) o A™P)(c)

bem como,

(e @ide) o A“P)(e) = (= @ide) (Y ey @)
= Z& <0(2)> X ¢
= Z Iy ®e <C(2)> (1)

4.3
4y o
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=15%c)

((idg ® &) 0 A“P)(¢) = (idg @ €) (Z ¢2) ® c(l))
=Y ey @ ()
=32 (em) e @
W) o1y
=rg'(e),

como desejado.

Assim como para algebras, € novamente utilizada a tranca de Vecty para definir
a estrutura de coalgebra para o produto tensorial entre duas coalgebras.

Exemplo 4.4. O tensor entre duas coalgebras é uma coalgebra. Dadas (C, A¢,ec) €
(D, Ap,ep) duas coalgebras em Vecty, definem-se as transformagdes k-lineares

Acep:C®D— (C®D)®(C®D)

c®d — Z <6(1) ® d(l)) ® (C(2) ® d(2)>

mediante a comutatividade do diagrama

C@D o oA » (C®D)® (C® D)
Ac®Ap AGE’}D,O@D
(C®C)<;§(D®D) C®(D®(C®D))
ac,c,peD Aidc®ap,c,D
C®(C®V(D®D)) Ce(Del)®D)

idm %D@idm

C®((C®D)®D)

c®d —ec(c)ep(d)

dada pela comutatividade do diagrama
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Resta garantir a comutatividade dos diagramas dados em (3.23) e (3.24); para o pri-
meiro, tem-se que

(acep,cap,cap © (Acep ®idcgp) © Acgp) (c® d)

= (acep.cop.cop © (Acgp @ idcgp)) (Z( c(1) @ dq )) ( c2) ®d( )))
= acep.cencen (D ((cq) @ du)) © ( )@ d)) © (¢ @ d))
=3 (e @dw) @ ((c0 @ dir)) @ (e @ i)

= (idosp © Dowp) (Y (cqy @ dy ) © ( ¢(2) ® <2>)>

= ((idcep ® Acep) © Acgp) (c® d).

ao passo que, para os demais, obtém-se

((ecep ®idogp) © Acep) (¢ ®d)

= (ecep ®idogD) (Z (0(1) ()) ((2)®d(2)>)
=2 (qw)en (dm) @ () @ a)

S oo () o i) (e )
=2 (se (em) e @=p (4n) deo)

= tabp (X (¢ () e @ =0 () 4

(4.3) Ik ple@d)

((idcep ®ecep) © Acep) (c®d)
= (idcgp ® €cwD) (Z <0(1) ® d(1)> ® (0(2) ® d(2)))
d

ZZEO C<2>>5D (4e) (cy ® dy

como almejado.
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Como uma parte rotineira da construcdo de uma algebra de Hopf, sédo introdu-
zidas as bialgebras. Essa estrutura algébrica é responsavel por acoplar as estruturas
de éalgebra e coalgebra de modo que, entrelagadas por uma compatibilidade, cada
estrutura preserve a outra. A definicdo propriamente explicitada é dada como segue.

Definicao 4.5. Seja H um espaco vetorial. Diz-se que a 5-upla (H, m,u, A, ¢) € uma
bialgebra se
(i) aterna H® def (H,m,u) € uma algebra;
(i) aterna H¢ def (H,A,¢) € uma coalgebra;
(iii) A e e sao morfismos de algebras.

Observacao 4.6. Na definicao anterior, o item (iii) € equivalente a inferir que m e u sdo
morfismos de codlgebras. De fato, a priori, consideremos os diagramas

HoH 2%, (HoH)o (H® H) H A s Ho H
ml (i) Jmm ¢ \W %,
H - s Heo k

0s quais, respectivamente, exprimem as identidades

D (b)) @ (hh') ) =) hayhiny ® higyhis) e Allg)=1yg®1y

quando A é um morfismo de algebras. Similarmente, os diagramas

HoH —%° 5 xok H 2 y k
| e b SN A
H———— k Kk

que, respectivamente, indicam as identidades
e(hh') = e(h)e(h)) e e(lg) = 1k

quando € um morfismo de algebras. Por outro lado, admitimos os diagramas

HoH L > H HoH i > H
AH@HJ/ (v) lA e em\(?ﬂ)/
HeH) @ HRH) ——— HoH k
mem

que, respectivamente, expressam as identidades

> hyh(y) @ b)) = > (hh) 1y @ (hh')g) e e(hh') = e(h)e(W)
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quando m é um morfismo de codlgebras. Além dos diagramas

k —% — H k 4 y H
~ 1) A e

l (vit) l wa)/
kok —— H®H k

URQU

que, respectivamente, indicam as identidades

1H®1H:A(1H) e 8(1H):1k

quando « € um morfismo de coalgebras. Dessa forma, é direta a verificagdo de que
os diagramas (i) e (v) sado iguais, assim como, (iz) e (vii), idem para (iii) € (vi), bem

como, (iv) e (viit).

Exemplo 4.7. Dada uma bialgebra (H, m,u, A, ¢), existem trés novas biélgebras de H

denotadas por H°P, H*P e H°P> “°P_de modo que

HOpdef(Hm su, Aje), HP d:ef(H,m,u,Awp,s) e HOP» P d:ef(H,mOP,u,ACOp,e).

Em especial, conforme os Exemplos 4.1 e 4.3, basta assegurar as compatibilidades

envolvendo os morfismos m° e AP; para m°’ notemos que
> hay e k) =D hipyhr) @ Ay he
=2 h >< 2)
=2 (he (he 1)),
bem como,

c(ho by =e(W'h) =e(h)e(h) = e(h)e(h),

isto €, m° & um morfismo de codlgebras e, assim, H°? € uma bialgebra. Enquanto

que, para AP, vale observar

> hgyh =T (Zh h(2)>
=TH.H (Z(hh )(1) ® (hh )(2))
= (b)) @ (W) 1),

bem como,

AP(g)=(tgrod)(ly) =mra(lg®1y) =1 @ 1g;

logo, AP é um morfismo de algebras e, assim, H“P? é uma bialgebra. Diante das

quatro identidades apresentadas, é possivel inferir que H°P: “°P é uma bialgebra.
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Exemplo 4.8. O corpo k € uma biélgebra. De fato, k é trivialmente uma algebra sobre si,
bem como, conforme o Exemplo 3.42, k admite estrutura de codlgebra. No mais, basta
reparar que a compatibilidade das estruturas pelos morfismos é direta e facilmente
verificada.

Exemplo 4.9. Dado um monoide M, a &lgebra de monoide k[)/]| é uma bialgebra. De
fato, tendo em vista a estrutura natural de algebra dada pela operagcédo e elemento
neutro do monoide assim como a estrutura de coalgebra conforme o Exemplo 3.44,
resta garantir a condicdo para os morfismos. Em particular, notemos que

Z Oéxﬁyaf"?/@ Z Oéxﬁyx?/ = Z QxT Z 5yy ® Z QxT Z 5yy

r,yeM r,yeM reM yeM xeM yeM

e

A <1k[M]) = A(ly) =1y ® 1y = Lpar) @ Ly

logo, a comultiplicacdo € um morfismo de algebras ao passo que

€ Z amﬁyl"y = Z axﬁy

z,yeM r,yeM
= 2] | 2B
xeM yeM
=c Z T | € Z Byy
zeM yeM

€ <1k[M}> =e(ly) = 1k,
i.e., a counidade € um morfismo de algebras, como desejado.

Exemplo 4.10. Dado um espaco vetorial V' qualquer, a algebra tensorial 7'(V') admite
estrutura de bialgebra. De fato, 7'(V') € algebra vide o Exemplo 3.33 e uma coalgebra
pelo Exemplo 3.45 ao passo que satisfaz A e e como morfismos de algebras vide a
propriedade universal dada pela Proposi¢cao 3.36.

Neste momento, busca-se desenvolver o preceito primordial para trabalhar com
algebras de Hopf, a antipoda, o qual € obtido por intermédio da algebra Homy (C, A) em
que C € uma coalgebra e A é uma algebra. Em especial, a multiplicagao, dita produto
de convolugéo e denotada por =, € dada por

 : Homy (C, A) ® Homy (C; A) — Homy (C, A)
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f®yg = fxg

de modo que o diagrama

seja comutativo, isto é,

Em particular, a unidade com relagéo a operagéo * € o morfismo u 4 o e em que

(ugoec)(c) =uy(ec(c)) =ualec(c)ly) = ec(c)ua(ly) = ec(c)lg;

afinal, tem-se que

fler)(ug oec)(ca)
fler)ec(ea)la
fler)ec(ez)
(5 aecten)

c)

5 (et
ec(cr) flea)

> ec(e)laf(er)

= (ugozc)(cr)f(c2)

= ((uacec) * f)(c),

(f*(ugoec))(c) =

- = AMMM

N
w

(4.

)

M

para todo ¢ € C. A partir dessa nova operacao, dada uma bialgebra H, pode-se
considerar A como H% e C' como H¢; logo, segue a definicdo de uma algebra de Hopf.

Definicao 4.11. Seja (H,m,u, A, e) uma biadlgebra. Diz-se que H é uma é&lgebra de
Hopf se

(i) existe uma tranformacéo k-linear S : H — H, dita a antipoda de H;

(i) o diagrama
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HeoH — 22 gen
A m
H € . k u s H (4.5)
A m
HoH ——— HO H,

é comutativo, isto &, valem as identidades

paratodo h € H.

Observacao 4.12. A antipoda, se existir, € Unica tendo em vista que tal é o elemento
inverso do morfismo idg com relagéo ao produto de convolugéo da algebra Endy (H).

Exemplo 4.13. O corpo k é uma algebra de Hopf ao admitir, diante da natural estrutura
de bialgebra, a antipoda S = idy. A verificagao é direta e, por conseguinte, omitida.

Mediante os exemplos apresentados de bidlgebras nao-triviais, espera-se que
seja possivel obter algumas algebras de Hopf, todavia isso ndo acontece para a algebra
de monoide. Nesse sentido, dado um monoide M que ndo é grupo, a algebra de
monoide k[ ]| € uma bidlgebra que ndo é uma algebra de Hopf tendo em vista que a
inversibilidade dos elementos é responsavel por garantir a existéncia da antipoda. O
argumento propriamente visto € dado como segue.

Exemplo 4.14. Dado um grupo G, a algebra de grupo k|[G] admite estrutura de algebra
de Hopf. De fato, consoante o Exemplo 4.9, resta garantir a existéncia da antipoda;
para isso, definimos S : k[G] — k[G] em que S(g) = ¢~ ! é estendida linearmente,
lembrando que G € uma base para k|[G], a fim de observar que

<m o (S R idk[G]) o A) (9) = <m o (S & idk[G])) (9g®g)
=m(g ' ®@g)
=9 g
; 1ke

= e(9)lyq)

bem como,
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(m o (idk[G] & S) o A) (9) = <m o (idk[G] & S)) (g®g)
=m(gog ")
=gg~!
=e
= 1k6
= e(9)1k[q)-

A fim de garantir que a algebra tensorial 7'(V') de um espago vetorial V € uma
algebra de Hopf, faz-se necessario garantir os proximos resultados. Em especial, o
primeiro exprime quatro identidades essenciais ao longo do trabalho com respeito ao
comportamento da antipoda.

Proposicao 4.15. Seja H uma algebra de Hopf com antipoda S. Sob tal consideracgéo,
(i) S: H— H° éum morfismo de algebras, isto é, tem-se que
S(hh') = S(h)S(h) e S(ly) = 1g, (4.7)

para quaisquer h, b’ ¢ H. Neste caso, diz-se que S : H — H é um antimorfismo
de algebras.

(i) S: H— HP é um morfismo de codlgebras, isto é, tem-se que

>SSy @ S =38 (b)) @S (b)) e =(Sh) =), (48)

para todo h € H. Neste caso, diz-se que S : H — H é um antimorfismo de
coalgebras.

Demonstracdo. Seja H uma algebra de Hopf com antipoda S. Defina as transforma-
coes k-lineares

Fl:H®H - H e PBHoH—H
h® b S(h")S(h) h®h' s S(hh))

a fim de notar, na algebra de convolugao Homy (H ® H, H), que

(mxF)hoh) =Y m <h®h’ )1((h®h’ )
Y m ( @ Hy)) Fi (hay @ b))
—Zh yS (M) 5 (hew)
= h’lHS(h )

=Z€ hayS (he)
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(Fsm)(hah') =3 Fy((hel)q))m((heh)y)

= (wocpum)(h®h).

Isto é, F; e Fy sdo, respectivamente, inversas a direita e a esquerda de m; logo,
F1 = F5, como desejado. No mais, para h = 1 na identidade relacionada a antipoda,
repare que

4.6
S(lg)=50g)ly = e(lg)lyg = xly =1p.

Em seguida, definem-se as transformacoes k-lineares
Gy H—H®H e Gy:H—H®H
b A(S(h)) e 8 (hy) @8 (h)
de modo que, na algebra de convolu¢cdo Homy (H, H ® H), infere-se
3000 = X5 ()1 (i)
=24 (k) A (5 (ha))
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=e(h)(1g ® 1)
=e(hugen (1k)
= (ugen 2 €)(h).
Portanto, G| e Go sao, respectivamente, inversas a direita e a esquerda de A; logo,

G1 = G9, como desejado. Além disso, ao aplicar « na identidade relacionada a antipoda,
tem-se que

como almejado.
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Enquanto isso, o préximo resultado é responsavel por garantir o bom comporta-
mento para os geradores da algebra tensorial.

Proposicao 4.16. Sejam H uma bidlgebrae S : H — H° um morfismo de algebras.
Se para a,b € H valem (S xidg)(a) = (idg * S)(a) = (uoe)(a) € (S *idg)(b) =
(tdg x S)(b) = (uoe)(b), entdo (S xidg)(ab) = (idg * S)(ab) = (u o €)(ab).

Demonstragdo. Por hipo6tese, valem

Z S (a<1)) a(g) = Za(l)S (a<2)> =ce(a)ly (4.9)

3 (b(1)> by =Y b1)S (b<2)) — c(b)1g. (4.10)

Logo, segue que

(S x idg)(ab) ZS(ab(l) )(2)

bem como,

(idp * S)(ab) = (ab)yyS ((ab)(2)>
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= (uoe)(ab),

conforme desejado.
|

Exemplo 4.17. Dado um espaco vetorial V, a algebra tensorial 7(V') de V' admite
estrutura de algebra de Hopf. De fato, ao considerar a transformacgéao k-linear

s:V=>T(V)%?

V= —v

a propriedade universal da algebra tensorial garante a existéncia de um unico morfismo
de algebras S : T(V) — T'(V)°P tal que S(v) = —v para todo v € V. Nesse sentido,
sabendo que V gera T'(V'), temos que

Sly) =1 e S Ru® - Qu, 1Quvy) =(—1)"v,Qv,_ 1R vy ® vy

comov =11 Ru®---Qu, € VO™, Por fim, resta garantir a comutatividade do diagrama
da antipoda e, por intermédio do resultado anterior, basta garantir que a validade da
expressao para um elemento v € V qualquer. Dessa forma, nota-seque S: H — H é
um antimorfismo de algebras tal que

ZS (U(1)> vy = S) g+ S(lk)v=—v+v=0=¢(v)ly

Zv(l)S <v(2)) =0vS(1g) + 1xS(v) =v—v=0=¢(v)ly,
como desejado.

Diante da pendultima proposicao, € possivel tragar uma caracterizagdo para a
bijetividade da antipoda S, uma peg¢a importante para definir e generalizar o conceito
de uma élgebra base. Em consequéncia da equacao (4.6), é facil notar que H é
uma algebra de Hopf com antipoda S se, e somente se, a bidlgebra H> “°P admite
estrutura de algebra de Hopf sendo S sua antipoda. Afinal, tem-se, a partir da simetria
e naturalidade da tranca canénica 7, que

4.4

Sxidg ) mo o (S @ idy) o AP
=mortygo(S®idy)oTy oA
=mo (idg ®S)oA

e, similarmente,
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4.4 .

idH*S(:)m‘)po(idH@)S)kop
=moTy o (idg ®S)oTygol
=mo (S®idg)oA

(454) S idgy

em que * e x indicam o produto de convolucao em H e H°P- “°P| respectivamente. Com
esse fato, o préximo resultado apresenta condicées necessarias e suficientes para que
as bialgebras H? e HP sejam algebras de Hopf tomando proveito da antipoda S de
H.

Teorema 4.18. Seja H uma algebra de Hopf com antipoda S. Sob tal consideracéo,
sao equivalentes

(i) S é bijetora;
(i) H°P é uma algebra de Hopf;
(iiiy H°P é uma algebra de Hopf.
Neste caso, a antipoda de H°P e HP é a transformacao k-linear S—1.
Demonstragdo. A priori, reparemos que H°P = (HP)%P, %P @ P = (HP)%: P g,
dessa forma, H°P é uma algebra de Hopf com antipoda 7" se, e somente se, HP é

uma algebra de Hopf com antipoda 7. Em seguida, dado que 7' é antipoda de H“°P,
observemos que

ToS)h) P (To9) (e (he)h)
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isto &, T o S =idy ao passo que S o T = idy, vide

(4.3)

(SoT)h) ' (507T) (Z e (h(1)> h(Q))

Portanto, S é bijetora com S~ = T. Reciprocamente, suponha que a antipoda S de
H ¢ bijetora cuja inversa é denotada por 7. Logo, 7' : H — H é um antimorfismo de
algebras tal que

e(hWlg =e(h)T(1p)
=T (e(h)1g)

bem como,
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4.4
2 (i« )(h):
portanto, 7" é a inversa do morfismo identidade idy com relagao ao produto de convo-
lugdo x em Endy (HP) e, assim, H°P é uma algebra de Hopf com antipoda 7.
|

4.2 CATEGORIAS DE MODULOS E COMODULOS

Nesta secao, sédo revisados os conceitos de mddulos sobre algebras e como-
dulos sobre coéalgebras de modo a evidenciar as categorias monoidais y M e 7 M
quando H for uma bialgebra. Além disso, vale ressaltar o trabalho com respeito a cate-
goria dos modulos esquerda-esquerda de Yetter-Drinfel'd tendo em vista sua utilidade
para a ultima secao deste capitulo e na caracterizagdo do centro da categoria M.
Ademais, infere-se que todas as definicdes que possuem lateralidade sao dadas a
esquerda e, dessa forma, os termos ‘mddulo a esquerda’ e ‘comddulo a esquerda’ sao
substituidos por ‘modulo’ e ‘comddulo’, respectivamente.

Em especial, sabe-se, conforme definicdo apresentada no capitulo anterior, que,
em Vecty, um mddulo M sobre uma algebra A é um espago vetorial dotado de uma

transformacao k-linear o : A® M — M em que o(a®m) "2 a - m tal que

(ab)-m=a-(b-m) e 1y -m, (4.11)
para quaisquer a,b € A e todo m € M.

Observacao 4.19. Sejam A uma algebra e M um A-médulo com agao 0. Se m € M,
entdo a transformacéao k-linear

m:A— M

ar—a-m
€ um morfismo de A-méddulos; afinal,
m(b-a) =m(ba) = (ba) -m=">b-(a-m)=">0-m(a),
para quaisquer a,b € A.

O resultado acima, ainda que simples, é necessario em uma unica etapa pre-
sente no préximo capitulo para garantir a boa-definicdo de um funtor.

Neste momento, finalmente, retoma-se a teoria de categorias com o objetivo de
garantir que a categoria 4 M dos modulos sobre uma algebra A é monoidal quando
A = H® para H uma bialgebra e, assim, tem-se o resultado dado como segue.

Lema 4.20. Se H é uma bialgebra, entdo a categoria gy M admite estrutura de catego-
ria monoidal.
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Demonstragédo. Dada (H,m,u, A, ) uma bialgebra, toma-se proveito do funtor-tensor
®y em Vecty, de modo que, para (M, o), (N,on) € gM, define-se a agao

UM®N2H®(M®N)—>M®N
h®(m®n) %Zh(l)'m(@h@)ﬂl

conforme a comutatividade do diagrama

HRM@N) o IMEN » M@ N
A®idyoN oMQON
(HoH)e (Mo N) (HoM)e (Ho N)
AH,HMoN a5y HeN
Heo(He (Mo N) He(Me(HoN)

idp®ag'y v AidH®aM7H,N
Ho((HeM)®N) . He (Mo H)eN)

id g @(TH,M®idyN)

a fim de notar, para quaisquer h,h' € H,m € M en € N, que

(hh) - (m@n) =Y (hh) ) - m & (hh')(g) -
3 ) 0 G)
=D by ( (1) m) @ sy - (y) )
=3 (ym) @ (bl n)

=h-(h-(men)

lg-(men)=1g- m®1lg -n=memn;

logo, (M ® N,open) € gM. No mais, sejam f: M — P e g: N — @ dois morfismos
de H-mddulos, segue que

(f@g)h-(m@n) = (f@g) (3 by m@h-n)
:Zf h(l)m> ®g<h(2) n)
=" hy - F(m) @ heg) - g(n)
= h- (f(m) ® g(n))
=h-(f@g)(men),
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para quaisquer m € M en € N,assim, f®g: M @ N - P ® @ é um morfismo de
H-médulos. Desta forma, o funtor-tensor esta bem-definido. Além disso, define-se a
unidade da categoria como o par (k, oy ) com

ox - Hok =k
h® 1 — e(h)1y
visto que
(RR) - 1y = e(hh )1y = e(h)e(W) 1y = h- (e(R) 1) = h - (B - 1y),
bem como,
lg -1 =e(lg)lk = 1kl = 1k,

para quaisquer h,h’ € H. Vale ressaltar que a definicdo de o} deveria envolver um
elemento da forma h ® « para algum « € k ao invés de h ® 1y; todavia, tendo em
vista que toda agéo € k-linear, pode-se reduzir a utilizagdo de o em fungéo de 1. Por
fim, para os isomorfismos naturais «a, [ € r, toma-se proveito dos mesmos em Vecty, e,
assim, resta garantir que tais sdo morfismos de H-modulos; logo, em especial, dados
(M,op), (N,on), (P,op) € gM, segue que

ap,N,p(h-((m®@n)®p) =apy Np <Z hay - (m®@n) @ hg) - p

)
= QM N,P (Z ((h(1)>(1) -m (h(l))(g) n) ® h(Q) -p)
oo -

— Zhﬂ) -me (h(g) : (n®p))
=h-(m®(nep))
= h~CLM’N’p((m®n) ®Dp),

assim como,
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:h-lM(1k®m)

ry(h-(mely)) =ry

I
<
<
—~ ™

para quaisquer h € H,m € M,n € N e p € P, como desejado.
|

A partir deste momento, faz-se uma versao analoga as definicbes e aos resul-
tados apresentados de forma a tratar da estrutura de comddulos. Nesse sentido, em
Vecty, um comodulo M sobre uma coalgebra C' € um espago vetorial equipado de
uma transformacéo k-linear p : M — C' ® M em que p(m) "2 3 m(_1) ® m(g) indica a
notacao de Sweedler atribuida a coacao p a esquerda tal que valem as identidades

2 Mm@ ((mm))(_l) ® (m<o>)<o)> =3 (mc)y, ((m(—n)@) ®m( )

(4.12)

A=

ZE (m(_l)) m(gy = m, (4.13)

para todo m € M. Similarmente ao caso para 4M, a categoria © M dos comédulos
sobre uma coalgebra também admite estrutura de categoria monoidal, neste caso,
quando C' = H€¢ para H uma bialgebra. Destarte, tem-se o resultado dado como
segue.

Lema 4.21. Se H é uma biélgebra, entdo a categoria Z M admite estrutura de catego-
ria monoidal.

Demonstragdo. Dada (H, m,u, A, <) uma bidlgebra, toma-se proveito do funtor-tensor
@) em Vect, de modo que, para (M, pys), (N, pn) € M, define-se a coagéo

preN : M&N = H® (Mo N)
men =y m_yn_y) ® (m(O) © ”(0)>

de acordo com a comutatividade do diagrama
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PMRN

M@ N o LT » H® (M ® N)
PMOPN Am®idM®N
(H®M)<;§(H®N) (HoH)® (M ®N)
QH M,HON AaI_—I,lH,M®N
He (M (HoN) H e (He (Mo N)
idp®ay; oy Az‘dH®aH,M,N
H®(M®H)® N) raE———. H® ((H®M)® N).
Nesse sentido, tem-se
not def

Y (men) @ men)g = ppen(men) Y m_ny) @ (m(O) ®”(0))

de modo que valem

para quaisquer m € M e n € N;logo, (M ® N,pyenN) € H M. Ademais, sejam
f:M®Peg: N — Q@ dois morfismos de H-comddulos, segue que

(PPaq o (f@9))(m@n) = pyen(f(m) @ g(n))
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=Y (f(m)@g(n)(_1) @ (f(m) ® g(n)) )
= >~ Fm)1y9m)( 1) @ (Fm)(0) @ 9(n) o))

e, como f e g sao morfismos de H-coméddulos, valem as identidades

> Fm) -y @ )y = Yo m-y @ f (m))

bem como,

Y9y @) =Y n1y @9 (”(0>) ;

logo,

(pPog o (f®g)men) =Y m_yn_y® (f <m(o)> ®g (n(o)>>

= (idg ® (f ®g)) (Zm 1H(-1) & (m(o) ® n(0)>>

= (idg ® (f ® 9)) (Z( ®n)_1) ®(m®n)(o))

= ((idg ® (f ® g)) © ppgn)(m @ n),
para quaisquer m € M en € N. Por conseguinte, infere-se que f®g: MRN — PRQ é
um morfismo de H-comaddulos, garantindo a boa definicdo do funtor-tensor. Outrossim,
definimos a unidade da categoria como o par (k, py) com

Pk - k - H (029 k

1k — 1H & 1k
de modo que as identidades em (4.12) e (4.13) sao trivialmente satisfeitas, afinal,

((idg @ px) © pr) (1) = (idg @ pi)(1g ® 1)
=1y ®(1g ® 1)
=agpx((lpg®1ly)® 1)
= (ag ko (A®idy))(1g ® 1)
= (ag,mx° (A ®idy) o py)(1k)

((e ®idy) o pi)(1x) = (e ®idy)(1 g ® 1k)
=¢e(ly) ® 1y
= 1) ® Iy
= I (1),
No mais, para os isomorfismos naturais a,! e r, toma-se proveito dos mesmos em

Vecty e, com isso, basta verificar que tais sdo morfismos de H-comodulos; assim,
dados (M, pas), (N, pn), (P, pp) € M, segue que
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(Prvre(Nep) © arm N P)((m@n) @ p)

= PMe(Nep)(m® (n Q@ p))

=Y (m@nep)_1) e me(nep))m)

=2 M1 >(m>< Po)

:Zm<—1>( ) (m ( EL0)

=3 (- 0@ r0))
@®¥®WWNP(§:( ) em®(@mm®”@>®P@>)
= (idg ® apr N P) (Z memn)_1)p-1) @ ((m®”)(o) ®p(0))>

= ((idg ® apr N P) © P(MeN)ep) (M@ n) @ p)

bem como,
(par o lar) (L @ m) = ppg(m)
=2 m-y@m
= (idg @ 1pr) (Z me_1)® <1k ® m(0)>>
= (idg ® lpr) (Z lpm_y) ® <1k ® m(o)»
= ((idgr ® Ipg) © preonr) (1 @ m)

(par o mar)(m @ 1) = pag(m)
=2 m-y®m
= (idg @ rar) (3o m1) @ () @ ) )
= (idg @ r3y) (Zm Vg @ (m(()) ® 1k>>
= ((idg @ 7p1) © prrek)(m @ 1x),

para quaisquer m € M, n € N e p € P, como almejado.
[

Neste momento, tem-se o interesse em discutir com respeito a uma estrutura
a qual, concomitantemente, envolve as estruturas de H-modulo e H-comédulo acres-
centada de alguma compatibilidade. No sentido analogo ao tratado nas bialgebras,
obtém-se, ao considerar a coagdo como um morfismo de H-mddulos, os mddulos
de Hopf, entretanto os bons frutos para este trabalho sdo dados por intermédio dos
mddulos de Yetter-Drinfeld.

Definicao 4.22. Seja (H, m,u, A, ) uma bialgebra. Diz-se que a categoria dos modulos
esquerda-esquerda de Yetter-Drinfel’d, denotada por gyD, € a categoria formada por
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(i) objetos (M, o, p) em que o par (M, o) € um H-modulo a esquerda e o par (M, p)
€ um H-comddulo a esquerda tal que vale a identidade

> haym—1) @ hey gy = (b -m)(_l) ho) @ (b -m) o @19
paratodo h € H e todo m € M.

(i) morfismos f : (M, o, par) — (N,on, py) demodoque f: (M,op;) — (N,on) é
um morfismo de H-médulos a esquerda e f : (M, pyr) — (N, py) € um morfismo
de H-comodulos a esquerda.

Observacao 4.23. Todo espaco vetorial € um modulo de Yetter-Drinfel’'d ao admitir a
acado trivial 0 : H®V — V e coagao trivial p: V — H® V em que o(h ® v) = e(h)v
e p(v) = 1y ® V. De fato, os pares (M,o) e (M, p) séo, respectivamente, um H-
modulo a esquerda e o par (M, p) € um H-comddulo a esquerda; logo, resta garantir a
compatibilidade e, para isso, notemos que

> by @by vy =D hayla @by v
=Y by @z (b)) v
= 26 (h(2)> h(l) ®v

como desejado.
Lema 4.24. A categoria #1YD é monoidal.

Demonstragdo. Por intermédio da estrutura monoidal de ;M e H M, além do fato de
que o corpo k é um médulo de Yetter-Drinfel'd consoante a Observagéao 4.23, basta
assegurar que o produto tensorial sobre k entre médulos de Yetter-Drinfel'd satisfaz a
relacdo de compatibilidade dada em (4.14). Nesse sentido, ao considerar (M, o, pas),
(N,on, pn) € YD, notamos que

Zh m®n )®h(2)-(m®n)(o)
= Y haymeynn © e - (m0) @ )
= 2_hym-ayn(-n @ ((’%2))(1) M) © (’%2))(2) '”(0))

= haymyn-ny ® (’%2) M) @ foz) - "<0>>
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"> () ((hl ") ) @ '”(0))
=3 (o) m) ><h<2>) ®<(h ) )®<h<2>>(2)'"<0>>
U3 (n

0
((h(1>.m>(0)® (o), )

414

Il
/N
b‘
/N
D‘
—
S~—
——
o
S~—
3

—Z( m®n)(_1)h(2)®<h(1)-(m®n)>(0),

para quaisquer m € M,n € N e h € H; portanto, aterna (M ® N, opyrenN, PreN) € UM
méddulo de Yetter-Drinfel'd.
]

Ademais, a partir das relacoes ja dispostas, € natural o questionamento acerca
dos possiveis ganhos quando H admite um pouco mais de estrutura. Diante disso,
surgem os dois resultados a seguir.

Observacao 4.25. Quando H é uma algebra de Hopf com antipoda .S, a compatibili-
dade dada em (4.14) é equivalente a identidade

= Z h(l)m(_l)S (h(g)) ® h(Q) M) (4.15)

para todo h € H e todo m € M. De fato, afinal, vale

p<h-m>(4=) (Z(u) (he)) -m)
5 () o ()
S () (ry ),y @ (),
5 () ) 0 )
(16) 5~ S (e m) (h )(1S<h 2)>®
(h) m) 28 (t) @ (o m)
((0), ) O 50 (6, ),

hiy - m
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=3 hymenS (k) @ e - m

ao passo que vale

(4.3)
2 haymi-y @ hegy mig) =) haymi- @ (5 ((h&))@)) (h<2>)<1>) (o)
€

=Y (h 'm)(n oy @ (hey m) OF

como desejado. Esse resultado esta disponivel em (RADFORD, 2011).

Finalmente, alcanga-se o resultado mais relevante para esta secao, responsavel
por garantir, sob uma hipoétese para H, que a categoria dos méddulos de Yetter-Drinfel'd
¢ trancada.

Teorema 4.26. Se H é uma algebra de Hopf com antipoda bijetora, entdo gyl) € uma
categoria trangada.

Demonstragcdo. Seja S a antipoda de H; logo, por hipétese, S~ é a antipoda de
H°P e HP. Disso, dados (M, o, pas) € (N, o, pn) dois mbdulos de Yetter-Drinfel'd,
definimos a tranga em gyD como o morfismo

TM7N2M®N—>N®M
m®nr—>2m(_1)-n®m(0).

Notemos que 7,/ x €, de fato, um morfismo em gyD; afinal, para todo h € H, bem
como, para quaisquer m € M en € N, vale

N(Zh - @ hyy )

() ) (h<2> )@ (hy-m)
((ry )y e ) o gy m)
25 (- ) n @ hy) - m)

TM7N(h-(m®n =

2.
Z

H
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=> " hay (e - n) @ by mg)
=" h- (m_yy @ m))

=h-) m)-n®m)

i.e., T,y € um morfismo de H-mdédulos, assim como,

(PNeoM © TM,N) (M @ n)

= ((idg @ Tar,N) © prgN) (M @ n)

garantindo que € um morfismo de H-comodulos. Repare que 7,/ v € inversivel pela
fungdo wy pr: N ® M — M ® N dada por

wy M (n®m) = Zm(o) ® 1 <m(71)> ‘n
tendo em vista que

(TM, N cwn M) (n®@m) =Ty N (Z m(g) ® S (m(71)> : n>
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=3 (meys ™ (mey)) e me

N (<m<1>> (2) s (<m(1>) (U)) emo)

bem como,

para quaisquer m € M e n € N. Para a naturalidade, sejam f : M — Peg: N — @
dois morfismos de médulos de Yetter-Drinfel'd; logo,

(TP,QO(f®g))(m®n)=TPQ(f( m) @ g(n >>
=> f(m) ® f(m)(g)

e, como f & um morfismo de H-coméddulos, vale a identidade

> Fm) iy ® fm)gy =D m-1) & f (m(O))
que implica em
(rpqo (f& ) men) =Y m_y g f (mg))
:Zg( yn) @ f (me)
=(g®f) (Zm " @ my )>
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= (9@ f)oman)(m@n),

isto é, o diagrama
MeoN MYy NoM

f ®gl lg@@f

P®Q —f-— QP

€ comutativo, como desejado. Por fim, resta garantir a comutatividade dos diagramas
hexagonais de uma tranga; para o primeiro, tem-se que

(aph N © TMeN,P o ay) x p)(m® (n @ p))
= (apyn © TMeN.P) (M ©n) © p)
=aphyy (Smeny pemeng)
= apy N (Z (m<—1>"<—1>) & (mg) @n(p)))
=3 (i) -peme) @ng)
=3 (mc ( )p) @mig)) @)
=(rp® “ZN) (Z (m ©n()p) (o)
= ((r.p @idy) o ay/ py) <Zm ® (”(71) PO n(())))
= ((rar,p @idy) 0 ay} p y o (idyr @ v,p)) (M ® (n @ p))
a0 passo que, para o segundo, segue
(an,pp © TM NoP © ap,N,p)((Mm @ n) @ p)
= (an,pM © TM NeP)(m & (n @ p))

:aNPM<Zm n®p ®m( )>
= aN,PM (Z ((m(—1)>(1) e <m(_1))(2) .p> © m(0)>
=X (mn)y 7 ((men) P m)

Y my e ((mw)) 7 (o) (0))

(idy @ T, p) (Z m-1) n® (m(O) ® p))
((tldy @ Tar,p) © an M, P) (Z (m(_n e m(o)> ® p)

= ((ldy @ Tag,p) ocan p.p o (Ty N ®idp))((m @ n) @ p),

como desejado.
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Diante do resultado acima, em (PINTER, 2013), garante-se, com detalhes, que
a categoria gyD nao é simétrica quando a algebra de Hopf H nao é isomorfa ao corpo
k e, em especial, uma versido prévia desse resultado fora primeiramente mostrado
em (PAREIGIS, 2001) para a categoria yDg. Nesse sentido, como ja comentado no
capitulo anterior, tem-se, finalmente, um exemplo mais concreto de uma categoria
trangcada que néo € simétrica.

Por fim, vale reparar que, na tranca da categoria gyD para H uma algebra de
Hopf com antipoda bijetora, ndo toma-se proveito da coacédo do espaco vetorial V,
mas apenas de sua agao. Dessa forma, surge mais uma relagéo entre as categorias
gMe gyp. Em especial, tem-se, na verdade, uma etapa para a verificacdo da boa
definicao de um funtor, o qual € melhor discutido no Exemplo 5.9.

Observacao 4.27. A coagao de um médulo de Yetter-Drinfel'd V define um isomorfismo
natural 0 : Vo —— —@VempgMemaquely : Ve X — X®V édado por

x(v® ) Zv x®v (0)

com inversa

= ZU(O) X S_l (U(_l)) - Z.
4.3 ALGEBRAS BASE COMO ESPACOS VETORIAIS

Para encerrar este capitulo, é apresentada uma sequéncia de definicdes e de
pequenos resultados até culminar na definicdo de uma algebra base como uma estru-
tura algébrica inserida na categoria gyD para H uma algebra de Hopf com antipoda
bijetora. Em especial, para evitar dispor diretamente a estrutura mencionada, toma-se
proveito para caracterizar modulos algebra e comodulos algebra sobre bialgebras.

Definicao 4.28. Sejam A uma é&lgebra e H uma bialgebra. Diz-se que A é um H-
méddulo algebra a esquerda se

(i) Aéum H-médulo a esquerda;

(il) para quaisquer a,b € A e para todo h € H, vale que
h-(ab) =" (h(l) -a) (h@) - b) : (4.16)
(iii) paratodo h € H, vale que
h-14=¢e(h)ly. (4.17)

Observacao 4.29. Na definicao anterior, os itens (ii) e (iii) sdo equivalentes a inferir,
respectivamente, que a multiplicagdo m 4 e a unidade u 4 da algebra A sdo morfismos
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de H-modulos a esquerda. De fato, ao supor que A é um H-médulo algebra a esquerda,
tendo em vista que A ® A € um H-mddulo a esquerda com agéo o 45 4 dada por

def
TApA(h @ (@) =Y hay-a®@hg b,
tem-se, para quaisquer a,b € A e todo h € H, que
ma(h-(a® —mA<Zh ~a® ho b)
=> (kay-a) (hey - b)
U16) ) (b

=h- mA(CL ® b>7

isto €, m 4 € um morfismo de H-modulos a esquerda. Ademais, sabendo que o corpo k

admite estrutura de H-modulo a esquerda vide agao trivial h - 1y def e(h)1y, segue que

(4.17)

ug(h- 1) =ug(e(h)ly) = e(h)ly h-1g=h-us(ly).

Reciprocamente, se m 4 € um morfismo de H-mddulos a esquerda, entao

h-(ab) =h-mg(a®b)
=my(h-(a®Db))

= ZmA <h(1) ~a®h(2) -b)
=> (hqy-a) (b -0) -

para quaisquer a,b € A e todo h € H, ao passo que se uy € um morfismo de H-
méddulos a esquerda, vale

helg=h uyg(lg) =ualh-1x) =uale(h)lx) = e(h)1y,
como desejado.

Diante disso, um H-mddulo algebra a esquerda também é visto como uma
algebra na categoria ;M. Analogamente, define-se um H-maodulo algebra a direita
como uma algebra na categoria M g. Em nocdes duais, uma codlgebra nas categorias
gM e My é dita um modulo coalgebra a esquerda e a direita, respectivamente. Em
seguida, busca-se reduzir a verificacdo do item (iii) da Definicao 4.28 e, para isso, a
proposicao a seguir € fundamental.

Proposicao 4.30. Sejam H uma algebra de Hopf e A uma algebra que admite uma
estrutura de H-modulo a esquerda satisfazendo a propriedade (i) da Definicao 4.28.
Sob tal consideracéo, para quaisquer a,b € Ae h € H,
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(i) vale que
(h-a)p= hy)- <a (S (h(g)) : b)) : (4.18)
(ii) se S é bijetora, entéao

alh - 0) =" hy - ((5—1 (h(1)> ~a> b) . (4.19)

Demonstracdo. Sejam h € H e a,b € A. Assim,

=
=
/N
=)
VRS
n
VS
=
>
N———
o
N——
N———
S
Il =
=
N
/N
=
=
N———
=
)
~__
N
/N
=
=
N———
S
/N
nn
/N
=
o
N———
<o
N——
~_

> hey (57 () -a)d)
S () (57 () ) () 2)
=3 (hey- (57" (hwy) -a)) (ks -0)
=3 (5™ (b)) @) (e 0)
-2 (( ) S (<h(”><1>)) 'a) ()
(46) 3 ((E (h(1)> 1H) ‘a (h(z) ,b)
=320 @) (¢ (hw) ) 0)
D (QUNIR
W) o b)

como desejado.
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Corolario 4.31. Sejam H uma algebra de Hopf e A uma algebra com estrutura de
H-mddulo a esquerda. Sob tais consideragdes, se a multiplicacdo m 4 da algebra A é
um morfismo de H-mddulos a esquerda, entdo A € um H-méddulo algebra a esquerda.

Demonstracdo. Em especial, é suficiente tomar proveito do primeiro item da proposi-
cao anterior; afinal, para todo h € H, tem-se que

e, assim, A satisfaz a propriedade (iii) da Defini¢gdo 4.28.
|

Com o devido prosseguimento, tem-se a definicdo de um comddulo algebra a
esquerda sobre uma bidlgebra H, uma algebra na categoria # M.

Definicao 4.32. Seja A uma algebra. Diz-se que A é um H-comddulo algebra a es-
querda se

(i) A éum H-comodulo a esquerda;
(i) para quaisquer a,b € A, vale que

2_(ab)(-1) @ (ab)g) = 3 a(-1)b(-1) © a(o)broy (4.20)

(iii) vale que

p(14) =1 @ 14. (4.21)

Observacao 4.33. Na definicao anterior, os itens (ii) e (iii) sdo, respectivamente, equi-
valentes ao fatos da multiplicacao m 4 € a unidade u 4 da algebra A serem morfismos
de H-comddulos a esquerda. De fato, ao supor que A € um H-comodulo algebra a
esquerda, A ® A € um H-comodulo a esquerda com coagao p 44 4 dada por

papala®b) €Y ayb1)® () @ b)) -

Disso, segue, para quaisquer a,b € A, que



Capitulo 4. Agbes e coagdes em espacos vetoriais 95

(poma)(a®b) = p(ab)
= (ab)(_1) @ (ab) g
(4.20)
=72 anb-1) @ o))
= (idg @ my) (Z a(—l)b(—l) ® (a(o) ® b(O)))
= ((idg ® ma) ° paga)(a®Db)
isto é, m4 € um morfismo de H-comoédulos a esquerda. Além disso, tendo em vista
, , . . ~ . def
que o corpo k € um H-comddulo a esquerda via coacao trivial pi(1x) = 15 ® 1y, vale
(4.21) . :
(poug)(ly) =p(ly) ="1g®1g=(idg @ua)(ly ®lx) = ((idg @ ua) o px)(lk)-
Reciprocamente, se m 4 € um morfismo de H-comddulos a esquerda, entao

> (ab)(_1) @ (ab)(g) = plab)
— (poma)(a®b)
= ((idg @ my) o paga)(a®D)

= (i ©m) (3 a1 ® (a0 © b))

=D _ a1 @ o)),

para quaisquer a,b € A, como requisitado. No mais, vale reparar que
p(la) = (poug)(ly) = ((idg ®ug) o px)(lk) = (idg @ uy)(ly @ 1x) =1y @ 14,
como desejado.

Analogamente, define-se um H-comddulo algebra a direita como uma algebra
na categoria M* . Novamente, em nocées duais, uma codlgebra nas categorias / M
e M ¢ dita um H-comédulo codlgebra & esquerda e & direita, respectivamente.

Proposicao 4.34. Seja A uma algebra que admite estrutura de H-comédulo a es-
querda via p. Sob tais consideracdes, sao equivalentes:

(i) A éum H-combdulo algebra a esquerda;

(i) Acoacdo p: A — H ® A éum morfismo de algebras.

Demonstracdo. Suponha que A € um H-comoOdulo algebra a esquerda, assim, sa-
bendo que H ® A admite estrutura de algebra, segue que

(mpggac(p®p))(a®b) =mpga (Z (a(_1) ® a(o)) ® (b(—l) ® b(O))>
= a1y @ ag)b)
U205 (b)) @ (ab) )
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= p(ab)
= (poma)(a®b),

para quaisquer a,b € A, além disso, tem-se que

4.21
(poun) (i) = p(14) "2 15 © 14 = uprea(1i);

portanto, p: A — H ® A € um morfismo de algebras, como desejado. Reciprocamente,
basta notarmos, para quaisquer a,b € A, que valem

> (ab)(_1) ® (ab)(g) = p(ab)
=(pomy)(a®Db)
= (myga° (p®@p))(a®Db)

=MHyoA (Z (a(—l) ® a(O)) ® (b(_l) © b(0)>)

> anb(-1) @ ag)b(),

para quaisquer a,b € A, e

p(1a) = (poung)(lx) =upga(lx) =15 ® 14,

como desejado.
|

Diante das definices e resultados apresentados anteriormente, pode-se, final-
mente, apresentar o conceito de uma algebra base.

Definicao 4.35. (DONIN; MUDRQV, 2005) Sejam H uma algebra de Hopf com anti-
poda bijetora e £ uma algebra. Diz-se que £ é uma H-algebra base se
(i) £ éum H-modulo algebra a esquerda;
(i) £ é um H-comoédulo algebra a esquerda;
(i) paratodo ! € L e todo h € H, vale a equacgao (4.14) ou, equivalentemente, a
equacao (4.15);

(iv) para quaisquer [,!’ € L, vale que

=3 (z(_l) : z’) l(0)- (4.22)

Observacao 4.36. A definicado de uma H-algebra base é equivalente a estrutura de
uma algebra comutativa em EJHD. De fato, £ é uma algebra nas categorias gy M e
H M por ser, respectivamente, um H-médulo algebra & esquerda e um H-comédulo
algebra a esquerda. No mais, na definicao anterior, vale observar que o item (iii) indica
a compatibilidade dos modulos de Yetter-Drinfel’d ao passo que o item (iv) representa
o diagrama dado em (3.18) para a categoria gyp.



Capitulo 4. Agbes e coagdes em espacos vetoriais 97

Exemplo 4.37. O corpo k é uma H-algebra base vide o Exemplo 3.31.

Exemplo 4.38. A algebra de Hopf H admite a estrutura de algebra base sobre si ao
considerar a acao adjunta a esquerda dada por

c: H®H—H
hok = > hgks (h(g))
e a coagdo como a comultiplicagéo A. De fato, vale, para quaisquer h, k', k € H, que
(hh') -k =3 (hh)1)ksS ((hh’)(2))
=" bk kS(h 2l ))
0 s (1) ()
= > hy ('S ()

:h(h,k)v

L b= 1hS( ) = hS() S hig = h,

isto é, (H, o) € um mddulo a esquerda sobre si. Para que H seja um médulo algebra
sobre si, basta notar, mediante o Corolario 4.31, que

m(h - (k®K)) —m(Zh Tk ® h k:)
- (Z () s (<h<”><2>) ® () ) S <<h<2>><2>)>
—m (3 hykS () @b k'S (b))
= > hykS (b)) k'S (hw)
=2 hkS ((’%2))(1)) (1)) o, ¥ (o)

=h-mkek).

Lembremos que (H,A) é um comédulo a esquerda sobre si via Observacéo 3.48 e,
como A é um morfismo de algebras, segue, consoante a Proposi¢cao 4.34, que H
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€ um comodulo algebra sobre si. Resta verificar a compatibilidade dos moédulos de
Yetter-Drinfel'd e a comutatividade da multiplicagcdo. Para o primeiro, segue que

S hy @by " p(h) = AR) " by @ hyy)

para todo h € H; logo,

e, para o segundo, tem-se que
> (heny k) gy =D (hay k) by
= (’l(l))m kS <(h<1>)<2)) h)

= > hykS (b ) hes)
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O S ke (hy) 1a
== (b)) bk

(43) 1

para quaisquer h, k € H, como desejado.

Diante dos resultados apresentados, retorna-se a teoria de categorias.
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5 O CENTRO DE UMA CATEGORIA MONOIDAL

Neste capitulo, apresenta-se a definicdo de uma algebra base para uma cate-
goria monoidal qualquer. Isso ocorre através da estruturagdo da categoria gyD como
o centro da categoria ;M para H uma algebra de Hopf com antipoda bijetora. Para
isso, faz-se necessario construir o centro de uma categoria monoidal C e descrever
sua natural estrutura de categoria trancada. Para tomar melhor proveito da categoria
centro, sdo demonstrados resultados menores que permitam relacionar as possiveis
definicdes envolvendo a lateralidade da categoria em questao além de inferir uma co-
nexao entre uma categoria trangada e seu centro. No mais, ressalta-se que a gama
de exemplos é, infelizmente, baixa, uma vez que € determinado apenas o centro da
categoria ;M tendo em vista o objetivo de generalizar a no¢do de uma algebra base.

Em particular, as referéncias para esta discussdo sdo dadas em (ETINGOF
etal., 2015), (MOMBELLI, s.d.), (DONIN; MUDROQV, 2005) e (MAJID, 1995).

5.1 PROPRIEDADES GERAIS

Esta secao é responsavel por apresentar e realizar um estudo, ainda que sucinto,
de algumas caracteristicas do centro de uma categoria monoidal.

Definicao 5.1. Seja C uma categoria monoidal. Diz-se que o centro da categoria C,
denotado por Z(C), é a categoria formada por

(i) objetos da forma (Vic_y)emqueV e Cec_y : —@V = V- &éum
isomorfismo natural tal que os diagramas

Ay

1@V y Vel
(5.1)
ly r‘jl
V

XeY) oV T ve(Xxey)

ax,y,v av. X,y

XY eV) VeoX)®Y

idxm Aidy

XeVeY) — (XeV)®Y

Ax vy

sao comutativos. Isto é, valem as identidades
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Ay = ral oly (5.3)

. -1 .
cxey, v =avxy °(cxy @idy)oay o (idx @cyy)oaxyy (5.4)
para quaisquer X,Y € C.

(if) morfismos da forma f: (V,c_y) — (W, c_ y) de modo que f € Home(V, W) e o
diagrama

XQV — X oW
Xl lcx_w (5.5)
VeoX W WeX
é comutativo, isto €, vale
(f®idx)ocxy =cxwo (idy ® f), (5.6)

para todo X € C.

De fato, Z(C) € uma categoria. Reparemos que, para todo (V,c_y) € Z(C),
tem-se que
(idy ®@idx)ocxy =cxy =cx,y o (idxy ®@idy);
logo, existe morfismo identidade idgy,._ ) em Z(C) dado por idy . Ademais, dados
f:Vie_y) = Wie_w)eg: (W,e_w) — (U,c_ ) dois morfismos em Z(C), sabe-
se que f e g sdo morfismos em C tais que os diagramas

id id
Xov 59T xew XoWw X%, xou
CX,Vl (z) lcx,w e CX,Wl (u) lCX,U
VX ——— W®X WX —— URX
f®idx gRidx

sao comutativos para todo X € C. Assim, notemos que

((go fy®idx)ocxy = (g@idx)o (f®idx)ocxy
v (g®idx)ocxwo (idy ® f)

W cxpo(idy ®g)o (idy ® f)

=cx o (idx ®(go f)),

isto é, o diagrama
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o
Xy o6 o

CX,VJ/ lCX,U

VX —— U X
(gof)®idx

€ comutativo para todo X € C e, portanto, a composi¢cao de morfismos esta bem-
definida. Por fim, observemos que as propriedades da composi¢cao em C, associativi-
dade e compatibilidade com os morfismos identidade, s&o levantadas para Z(C).

Além disso, é imprescindivel expor que o centro Z(C) de uma categoria C ndo
ser uma subcategoria de C tendo em vista que a colecao de objetos na primeira nao é
uma subcole¢ao de objetos da segunda.

Proposicao 5.2. Sejam C uma categoria monoidal e f : (V,c_y) — (W, c_ yr) um mor-
fismo em Z(C). Sob tais consideragoes, f : (V,c_y) — (W,c_ ) € um isomorfismo
em Z(C) se, e somente se, f : V — W é um isomorfismo em C.

Demonstragdo. Suponhamos que f : (V,c_y) — (W, c_ i) seja um isomorfismo em
Z(C); assim, existe g : (W,c_ ) — (V,c_y) um morfismo em Z(C) de modo que
gof =idy, )€ fog=ridy,. . Uma vez que todo morfismo em Z(C) € um
morfismo em C, bem como, valem que id(y. ) = idy €idyy,. .y = idy, infere-se
que g € o morfismo inverso de f em C.

Reciprocamente, suponhamos que f : V' — W seja um isomorfismo em C e, por
conseguinte, existe g : W — V um morfismo em C tal que go f = idy e fog = idy . Ja
que f: (V,e_y) = (W, c_ i) € um morfismo em Z(C), o diagrama

id
Xy X9, v ow

CX,VJ/ (z) lcx,w

VX — WX
f®ldx

€ comutativo para todo X € C. Logo, tem-se que

(g ®idx)ocxw Y (g@idx)o (f@idy)ocyy o (idy ® f)~!
=((go f)®idx)ocxy o (idy @ f)~!
= (idy ®idy) o cx,y o (idy ® f)~!
=cxyo(idy ® f)~!
=cxyol(idy®f 1)

=cx,y o (idxy ®g),

isto é, o diagrama
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id
XoWw —2%, yeov

CX,Wl lcx,v

WX —— VX
g®Ridx

é comutativo para todo X € C e, assim, g : (W,c_yy) — (V,c_ ) € um morfismo em
Z(C). Finalmente, pelo fato de idy = id(y,. ) € idy = idgy,._,,) tem-se que g €0
morfismo inverso de f em Z(C).

|

O resultado anterior permite evitar uma sequéncia de verificacées. Em espe-
cial, ao necessitar levantar um isomorfismo em C para uma verséao em Z(C), basta
garantir que tal morfismo ou seu inverso satisfaga a comutatividade de um diagrama
analogo ao diagrama dado em (5.5). Em seguida, apresenta-se o primeiro resultado -
modesto, mas trabalhoso - desta se¢do que permite assegurar, a priori, um interesse
em trabalhar com o centro de uma categoria monoidal.

Teorema 5.3. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideracdo, Z(C) é uma
categoria monoidal trangada.

Demonstragdo. Para (V,c_ vy ), (W,c_ ) € Z(C), definimos o tensor entre esses obje-
tos como o par (V @ W, c_ ) de modo que o diagrama

X®(V®W) X.vew (V®W>®X
XeV)eWw -

C)(,\m/x %X,W

VeX) oW — Ve (XoW)
V,X,W

(5.7)
seja comutativo. Isto &, os morfismos em c_ i,y s@o definidos como

1 . . -1
cx,vew = ayyy.x © (idy ® cxw) oay,xw e (cx v @idy) o ax yy, (5.8)

paratodo X € C. A priori, reparemos que c_ v € um isomorfismo natural pois dados
X, YeCe f: X — Y um morfismo em C, tem-se que

(idyew @ f)ocx vew

= ((idy @idw) ® f) ocx vew
(5.8)

) . 1 ) ) 1
=" ((tdy @ idy) @ f) o ayyy y o (idy @ cx w) o ay xw o (ex,v ®idy) o ax vy
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. _1 «
Pela naturalidade de ayyy—s O diagrama

—1
Ay w,x

VoaWeX) ————— (VW) X
idy @ (idy ® f)l l(idv@)idw)@f

VeaWeyY) —— (VaW)aY

ayw,y
€ comutativo; logo,
(idyvew ® [)ocx vew
-1 . . . . -1
= ayyyy © (idy @ (idy ® f)) o (idy @ cx w) o ay x,w o (cx,v @idy) o ay yy,

-1 . . . -1
= ayyyy © (idy ® ((idw ® f)ocx w)) o ay,xw e (cxy @idy) o ay .

Pela naturalidade de c_ y, o diagrama

XoW —Y" \ wex

f®ide/ lidw Qf

YW ————— WeY
YW
€ comutativo; assim,

(idyew ® f)ocx vew

- ax_/,lwy o (idy @ (ex,w o (f ®idy))) oay x w o (cx,y @idy) o a)_(’lv’w

= ayyyy © (idy ® cxgp) o (idy ® (f @ idy)) o ay,xw o (cx,v ®idy) o ay'y
Pela naturalidade de ay, _ y, 0 diagrama

av,x W

VeoX)eX Ve (XeW)
(idv®f)®idwl ll’dv@(f@idw)

VoY)W —a Ve Y oW)
V,Y,W
é comutativo e, com isso, tem-se que

(idyew @ f) ocx vew
1 . . ) . -1
= ayyyy © (idy @ cx w) e ayy,w o ((idy ® f) @ idyy) o (ex,v ®idy) o ax 'y y

= a‘_/}wy o (idy ® cx.w) o ayy,w o (((idy @ f)ocxy) @idy) o a)_(,lV,W'

Pela naturalidade de c_ y/, o diagrama
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CX,V
XQV — > VX

f@idvl lidv Qf

Y@V ————— VY
Y,V
€ comutativo; dessarte,

(idyew @ f) ocx vew
— aI_/,1W,Y o (idv & CX,W) o ayy,w ° ((CY,V o (f ® ’idv)) Q idW) o &)_(711/71/[/
= ayyyy © (idy ® cxw) o ayyw © (cyy @idy) o ((f @ idy) @ idy) 0 axy yy.

1

Pela naturalidade de a_ vy

o diagrama

1
ax v,w

X@VeW) ———— (XV)W
fe(idy ®idw)l l( fRidy)@idy

YRoVeW) —— YoV)oW

Ay v.w

€ comutativo e, dessa forma, vale que

(idyew @ f) o cx vew
= a‘_/,lw,y o (idy ® cx w)oayyw o (cyy ®idy)o ailv,w o(f® (idy @idy))
= a{_/}W’y o (idy ® cx w)oayyw o (cyy ®idy) o ai—/}V’W o (f ®idyew)

8 cyvew ° (f ®@idygw).

Isto é, infere-se a comutatividade do diagrama de naturalidade

CX, VW

XVeWw) VoW e X

f®idV®WJ/ lidvgovv@f

Y (VeoW) —aven (Vo) ey,

CYy,Vew

como desejado. No mais, vejamos que o par (V @ W, c_ y ) satisfaz as identidades
dadas em (5.3) e (5.4); para o primeiro, reparemos que

(58) 1 : , —1
A vew = Gy © (idy ® c17W) oayqw o (01,V ® idyy) o aq v
1 . -1 . . -1
= ayyq© (idy @1y ) o (idy @ lyy) o ayq v © (¢q,y ®idy) o ay vy

(3.3) -1 . . -1
= Tyew° (tdy @ ly) o ayq,w o (c1,y @ idyy) o @G vw

(5.3) -1 . -1 . . -1
= TV®W (@) (Zdv ® lw) O aV,",W (@) (T‘V ® Zdw) o (lV ® Zdw) O a.lMW
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=y © (idy @ idy) o (ly @ idy) 0 ay 1y,

1 : 1
= TV@W o (lv (29 Zdw) o a1,V,W

como desejado. Ao passo que para o segundo, dados X,Y € C, temos que

CXRY,VeW

(5:8) _1 % y -1
= aywxey © (v @ cxeyw) o av xey,w © (Cxay,y @idw) o dygyyy

(5.4) _ , . , . _
= ay i xey © (idy @ awxy) o (idy ® (cxw ®idy)) o (idy © ayyy)o

. . . . -1
(idy @ (idx @ cyw)) o (idy @ ax,w,y) o ay,xey,w © (Cxey,v @ idw) o dx gy vy

(3.2) 1 . -1 . .
= avaw,x,y © (ayy x ®@idy) o ay e vy 0 (idy @ (cx w @ idy))o

) 1 . ) .

(idy @ ay yyy) o (idy @ (idx ® cy,w)) o (idy @ ax y,w) © av, xoy,wo
: -1

(cxey,y ®idy) o AXQy,V,W:

Pela naturalidade de a‘_/l_ vy 0 diagrama

—1
Ay xoW,y

Ve (XeWw)eY) —2" ve(XeW) oY
idv®(CX’W®idY)l l(idV@)CX,W)@idY

Ve (WeX)aY) —— (Vo(WeX)eY,

Ay WX,y
€ comutativo e, dessa forma, vale que
CXQY,VeWw
-1 . . . -1
= avew,x,y © (ayyy x ®idy) o ((idy @ cx w) @ idy) 0 ay, y oy y©
. -1 . . .
(idy @ ay yyy) o (idy @ (idx ® cy,w)) o (idy @ ax y,w) © av, xoy,wo

, 1
(CX®Y,V ® idyy) o IX oY, V,W

(3.2) _ . . . .
= avewxy © (ayyyx @idy) o ((idy ® cx ) @ idy) o (ay,xw @ idy)o

1 1 ) . .
ayox.wy © 0y xwey © (Idy @ (idy @ cyw)) o (idy @ ax yw) o ay, xay,wo
: 1
(cxqy,v ®idy) o IXoy,V,W:

Ademais, pela naturalidade de a‘_/g( _, 0 diagrama

a-l
VoXeYeWw) — VeX)e Y W)
idv@(idx ®CY,W)‘[ l(ZdV ®idx )@CY,W
VeaXeWeY)) —— (Ve X)e(WeY),

Ay, X WeY
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€ comutativo; logo,

CXRY, VW
-1 . . . . -1
= avew,xy © (ayy x @idy) o ((idy ® cx w) ®idy) o (ay, x,w @ idy) 0 ayq v yry©
) . 1 ) )
((tdy ®@1dx) @ cyw) o ay x yop © (idy @ ax y,w) o ay, xay,w © (Cxey,v @ idy)o
1
AxX oy, V,W
(5.4) -1 d d d d
=" avewxy ° (ayy x @idy) o ((idy ® cx w) ®idy) o (ay,x,w © idy)o
1 ) . -1 .
Abyoxwy ° ((idy ®1dx) @ cy,w) o Ay X yew ° (idy @ ax y,w) o ay xey,we
(ay,xy @idy) o ((cxy @idy) @idy) o (ay'yy @ idy) o ((idx © cy,y) @ idyy)o

: -1
(CLX,Y,V ® idyy) o IX oy, V,W

(3.2) _ . , . .
= ayewxy o (ayyy.x ®idy) o ((idy @ cx,w) @ idy) o (ay,xw @ idy)o

aygx .y © (idy @ idx) @ cyyy) o ayexyw o (cx,yv © idy) @ idy)o

(axlyy @idw) o ((idx @ cyy) @idw) o (ax,y,y ©idy) o ax by yyp-

Pela naturalidade de a_ y y, 0 diagrama

(XeV)eY)oW —— (X o V) e (Y o W)
(@(,V@idy)@idwl chy@(idy@idW)
(VeX)eY)aW I (VeoX)o(Y oW,

€ comutativo; assim,

CXQRY, VW

= aygw,X,y © (GQIM/,X ®idy) o ((idy ® cx ) ®idy) o (ay, x,w ®idy) o a[_/}g)X,V[/’YO
((idy ®@idx) @ cyw) o (cx,y ® (idy @idy)) o axgyy,w © (a)_(,lv,y ® idyy)o
((idx ® cyy) ®idy) o (axy,y ®idy) o a}gmw

= ayew,x,y © (ayy x ©idy) o ((idy ® cx ) ®idy) o (ay,xw @ idy) 0 ayg x yyry©
(cx,v @ cyw) o axevyw © (axyy @idy) o ((idx ® cyy) @ idy)o
(aX,Y,V ® idyy) o a;(}g)yy,w

= ayew,X,y © (aﬁlw, y ®idy) o ((idy & cx ) ®idy) o (ayxw ®idy) o ayL, X.Wy©
(cx, v ® (idy @idy)) o ((idx ®idy) ® cy,w) o axey,y,w © (a;_(,lv,y ® idyy )o
((idx ® cyy) ®idy) o (axy,y ®idy) o a;(%g)}/’v,W'

Enquanto que, pela naturalidade de a:lwy, o diagrama
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-1

a
XeV)e(WeY) —5 (XeV)eW)eY
CX,V®(idW®idY)l l(CX’V(X)idw)@idy
VeX)e(WeY) ———— (VeX)aW)RY,
Ay eoxw,y

€ comutativo e, com isso, infere-se que

CXQY, VoW
1 . . ) .
= avew,x,y © (ayy x ®idy) o ((idy @ cx w) @ idy) o (ay,x,w @ idy)o
. . 1 . )
((ex,y @idy) @idy) o ax gy yyy © ((ldx ®idy) @ cyw) © axqv,y,wo

] . . . . -1
(ax yy @idw) o ((idx @ cyy) @idy) o (axy,y @idy) o aygy yy

(3.2) -1 . . . .
= ayaw,x,y © (ayy x ®idy) o ((idy © cx w) @ idy) o (ay,x,w ® idy)o

. . -1 . . -1
((cx,v ®@idy) ®@idy) o Axev,wy ° ((idx ®idy) ® cy,w) o Ax Vvyew®

) . . . 1
(tdx ® ayy,w) o ax,vay,w o ((idx ® cy,y) @idy) o (ax,y,y @ idw) o ax oy vy

. _1 .
Pela naturalidade de axy_,0 diagrama

1
ax vyew

XoVel¥aW) —— XeV)a (Y W)
idX®(idv®0y,W)l l(idx@)idv)@CY,W

XoYoWeY) —— (XeV)e(WaY),

Ax vWweY

€ comutativo; logo,

CXQY, VW
= ayeW,X,y © <a1_/71W,X ®idy) o ((idy @ cx w) ®idy) o (ay, x,w @ idy)o
((cx v ®@idy) ®idy) o a)_f}XW,WY o a?(}%W@Y o (idx ® (idy ® cy,y))o
(

(32) -1 d d d d

=" ayewxy ° (ayy x ®idy) o ((idy ® cx w) ®idy) o (ay,x,w © idy)o

((ex.y ®idy) @ idy) o (a;(}uw ® idy) o a;(}mmy o (idx ® a‘;vlw’y)o

(idx ® (idy ®@ cy.w)) o (idx @ ayyw) o ax yveyw © ((idx ® cyy) @ idy)o

: -1
(ax,yy ®idy) o aygy vy

(5.8) . -1 . -1
=" ayewxy ° (cx vew ®idy) o Ax vewy ° (tdx ® avyvy)o

(idx ® (idy ®@ cyw)) o (idx ®@ ayy,w)oax yeyw ° ((idy ® cyy) @ idy )o

: -1
(ax,yy @idw)oaygyy -

) . . ) 1
idx @ ayyw)eax veyw ° ((idx @ cyy) @idy) o (ax y,y ®idy) o axgy vy
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. _1 .
Pela naturalidade de ax 0 diagrama

axyeVv,w

XY aV)eW Xo(YoV)oW)

(idX®CY,V)®idWl lidx®(cy,v®idw)

XoVeY)eW — X (VoY) W,

X VRY,W

€ comutativo e, por conseguinte, obtém-se

CXQY,VeW

. -1 . -1
=aygw,Xy © (cx vew ® idy) o Ax vewy ° (tdx ® aumy)o
(idx ® (idy ®@ cyw)) o (idx @ ayyw) o (idx ® (cy,y ®idy)) o ax yev,wo
: 1
(aX,Y,V ® idyy) o XY, V,W

(3.2) . 1 , —1
="ayewXxy ° (cx vew ®idy) o Ax vewy ° (tdx ® auW,y)o

(idx ® (idy ®@ cy.w)) o (idx @ ayyw) o (idy ® (cyy @idy)) o (idx & ailx/,w)o

axyvew

(5-8) » 1 .
=" avewxy ° (xvew ®idy) o ax yoyy © (idx © cyyew) o ax,y,vew:

Isto &, c_ gy satisfaz (5.4), como desejado. Ademais, com f : (V,c_ y) — (W, c_ )
eg:(Pc_p)— (Q,c_ ) dois morfismos em Z(C), definimos o tensor entre tais como
o morfismo f ® g em C, isto é, o tensor de C entre morfismos em Z(C) € um morfismo
em Z(C). Para garantir que o tensor entre morfismos esta bem-definido, basta garantir
a comutatividade do diagrama

X®(VeP) idx®—(ﬂ®g)> Xo(WeQ)

CXV@Pl lCX,WéaQ

PP X ——— X
(Ve P)® Goa)oidn o)X,

para todo X € C. Logo, notemos que
(f®g)@idy)ocx yap
(5.8) _ _ . . _
=" ((f®g)®idx)o av}p,X o (idy @ cx p)oayx po(cxy ®idp)o a’X71V7P

e, pela naturalidade de a b y» 0 diagrama

-1
Ay p x

Ve (PeX) ", vePeXx
f®(9®idx)l l(f@@g)@idx

W QeX) —— WoQ)®X

—1
Aw,Q,x
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é comutativo. Assim,
(f®g)@idx)ocx vep
= apgx © (@ (9@ idx)) o (idy ® cx,p) o ay,x,p o (cx,v @ idp) o axy p
= ayrg.x © ((f oidy) @ (g ®idx) o cx p)) o ayx,p o (cx v @idp) o ayly p
de modo que, atrelado ao fato de g satisfazer a comutatividade do diagrama

id
XoP X%, xuQ

CX’PJ/ lcx,Q

PRX — Q® X,

g®id x
por ser morfismo em Z(C), obtém-se
(f®g)®idx)ocxyep
= ayg.x © (feidy) ® (cx g o (idx @ ) cay,x po (cxy @idp) oay'y p
= aylo x © ((idw o f) ® (cx g o (idx ©g))) cay,x po (cxy ®idp)oayly p
= aylo x © lidw ® cx @) o (f @ (idx ® g)) cay x.p o (ex,y ®idp) o ay'y p.
Pela naturalidade de a_ x _, o diagrama

av,x,P

(VeoX)®P VeXeP)

(f®idx)®gl lf@@(idx@g)
<W®X)®Q W W®(X®Q)
€ comutativo; logo,
(f®g)®idx)ocyyep
= ayto.x © (idw @ cx g) cawx,q o (f @idx) ® g) o (cx,y @idp) o ay'y p
= aﬁ%@X o (idw ®cx g)oawx,go ((f®idx)ocxy)®(goidp))o a;_(,lv,p
que, auxiliado por f que satisfaz a comutatividade do diagrama

id
Xy X9 v ow

CX,Vl lcx,w

VX — WX
f®ZdX

por ser morfismo em Z(C), garante
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((f & g) X ZdX) e} CX,V@P
= ay o x © (idw ® cx g) caw x,g o ((exw o (idx ® f)) ® (g oidp)) 0 axly p
= ay o x © idw ® cx @) caw x,g o ((exw o (idx ® f)) ® (idg 0 g)) 0 ay'y p

= ayto.x © (idw ® cx g) e awx,q © (cx,w @ idg) o ((idx ® [) ® g) 0 ay'y p.
Pela naturalidade de a}l_ _, odiagrama

—1
axvp

Xo(VeP) —— (XoV)®P
idx®(f®g)l l(idx@)f)@g

X (We) — (XeoW)®Q
Ox w,Q

€ comutativo e, assim,

(feg)®@idx)ocx yap

= aﬁ%Q,X o (idW ® CX,Q) °aw,x,Q © (CX,W & ZdQ) o a;(}VKQ o (idX ® (f Y g))

5.8
(2:8) cx,weq e (idxy ® (f ®g)),

como desejado. Dessa forma, o funtor-tensor @ ;¢ : Z(C) x Z(C) — Z(C) dado por

(Viey),(Wie_w)) = (Ve W,c_ yow)
(f,9) > f®g

esta bem-definido e sua funtorialidade é levantada pelo funtor ® : C x C — C. Além
disso, definimos 1 ¢ por (1,c_ 1) que é objeto em Z(C) com

c_ 1 def I~tor_, (5.9)

vistoque c_ 1 : —®1 — 1® — € isomorfismo natural por ser composigéo de isomorfis-
mos naturais tal que



Capitulo 5. O centro de uma categoria monoidal 112

= ay,x,y o (Ix' ®idy) o (idy @idy)o (idy ®ry)oaxyq

3.1 S1 . . N
e Xy oy ®@idy)o(ry @idy)oayqy o (idy @1y') o (idx ® ry) o ax y1

(5.9) . . 1 .
= a1 xyol(cxq1®idy)oaxqyo(idy ®ly )o(idy ®ry)oaxyq

(5.9) . .
= a1 xyol(cxq1®idy)oaxqyo(idy ®cyq)oayxyq-
Isto €, c_ 1 satisfaz (5.3) e (5.4), como desejado. Para os isomorfismos naturais em
Z(C) dados por
aZ(C) : ®Z(C) o (®Z(C) X [dZ(C)> — ®Z(C) o (IdZ(C) X ®Z(C)> )

bem como,

lzc) : 1z(0) ®zc) — = Ldz() e rz) — ®z) 1zc) = 1dzc):

pode-se tomar proveito dos isomorfismos naturais a,l e r de C. Por conseguinte, é
suficiente demonstrar a comutatividade dos diagramas

idx ®ay,w,u

X (VeW)eU) X (Ve(Wael))
CX,(V®W)®Ul lCX,V(X)(W@U)

(Ve el)eX ——— (Vo (Wal)) e X,

av,w,u®idx
Xe(eV) XNV, voy Xo Vel X9V, voy
CX,1®Vl lcx,v e CX,V®1l lcx,v
V)X —— VX Vo)X — Ve X,
ly ®idx ryv®idx

para todo X € C e para quaisquer (V,c_y),(W,c_ ), (U,c_ ) € Z(C). Afinal, obtere-
mos

a/(‘/acfﬂ/)7(W677W)a(Uacf,U) = GMWU7

bem como,

Z(V,Cf,v) =ly € "Vie_y) =TV

Para o primeiro diagrama, tem-se
(ay,wu ®idx) o cx (vew)eu
(5.8) ” 1 » .
=" (ay,wy ®idx) o ay gy x © (ldyew © cx u) o avew,x,u © (cx,vew @ idy)o

—1
bx Vew,U
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32) agt o (idy ® agt; v )oa o (id ®cxp)oa o
- YVWeUXx 14 W,U,X VIWU®X Vew ¥ XU VeW,X,U

: ~1
(CX,V®W ® idyy) o X vewU:

Pela naturalidade de ay yy _, o diagrama

VeaW)e (X eU) —YX 0 ve (W e (X oU))
(idv@idw)@CXyUl lid‘/@(idW@CX’U)
(VeW)e (U X) IS Ve (We [UeX)),

€ comutativo; logo,

(ay,wu ®idx) o cx (vew)eU
1 . ] ‘ .
= Yy weu,x ° (idy @ aV[CU,X) o (idy @ (idy ® CX,U)) Cayw XU ©aveW,X,U°

: —1
(CX7V®W ®idyr) o Ax Vew,U

(5.8) 1 . ~1 . .
=" ay ey x © idy ® ay g ) o (idy @ (idy ® cx p)) © av,w, xeU © avew,x,U°

((ay 1y x © (idy @ ex,w) o av.xw o (ex,y @ idw) o ayyy x) @idy) 0 ax'yow
= a(/}W@@U,X o (idy ® aﬁ%U,X) o (idy @ (idy ® cx 7)) © av,w, XU © AVeW,X,U°
(ax_/}w,x ®idy) o ((idy @ cx w) @ idy) o (ay,x,w @ idy) o ((cx,y @ idy) ® idy)o
(a)_(,lv,w ®idy) o axy gy

) e x © lidy @ agly ) o (idy @ (idw © cxp)) o (idy ® ay,x,v)o
ay,wex,u © ((ldy ® cx w) @idy) o (ay,xw ®idy) o ((cx,y ®idy) @ idy)o
(axyy @ idy) © 0y

Ao passo que, pela naturalidade de ay, _ ;7, 0 diagrama

av,xXeW,U

VeoXeoW)eU Veo(XeW)U)

(idy ®CX,W)®Z.dUl lidv(@(CX,W@idU)

VeoWeX)elU ——— Ve (W X)®U)

av,WeX,U

é comutativo e, assim,

(av,wu ®idx) o cx (vew)ou
_1 . _1 . . .
= ayyweux © (idy @ aypy x) o (idy @ (idy ® cx 7)) o (idy @ aw, x v7)o
(idy ®@ (cx.w @ idy)) o ay, xew,u © (ay xw ®idy) o ((cx,y @ idy) ® idgr)o

-1 . -1
(ax yy ®idy) oax yop s
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(32) 4 . ] . . .
= Ay wer.x © (idy ® aW,U,X) o (idy ® (idy @ cx 7)) o (idy ® aw, x 7)o
. . . -1
(idy ® (cx,w @ idyr)) o (idy @ ax y ) © 4y, X, WaU © (Ve x,Ww,U°

. . -1 . -1
((ex,y @idy) @idy) o (ax yy @idy) o ay yowy

(5.8) 1 . . .
= aywerx © iy ® cxwer) © av.x wev © avex,wu © ((cx,y © idy) @ idy)o
1 . -1
(axyw ®@idy) o ay yewu-
Por fim, pela naturalidade de a_ y 7, 0 diagrama

(XeV)eW)oU 22" (Yo V)e (W e U)

(CX7v®idw)®idUl lCX,V@)(idw@)idU)

€ comutativo e, por conseguinte, vale que

(ay,wu ®idx) o cx (vew)eu
-1 . .
= aywey.x ° (idy ® cx weu) © av,xwev © (cx,v @ idwey) © axev,w,u°
1 . -1
(ax yy ®idy) o ax yop s

32) _1 . .
= (idy ® cx weu) o ay.xweu © (cx,v ®idwer) © ax v,weU°

= yweux °
(idX & aV7W7U)

(5.8) .
=" cx vewer) © (idx ®aywu),

como desejado. Portanto, a levanta um isomorfismo natural em Z(C). Prosseguindo

para o segundo diagrama, observemos que

(lV & de) (@) CX,1®V
(5.8) . -1 . . -1
(ly ®@idx)oaqy yo(idy @cxy)oaq xyolexy@idy)oayyy,

(3.3)
="lyvegx o

(5.9)
=" lygx o

. 1 : 1
=lygxolidy@cxy)oayxyo(ly ®idy)o(ry ®idy)oayy

. . -1
(idy ® cx ) o aq x v o (cxq ®idy)o “x1v

. -1 . -1
(idqy @ cx v)oaq xyo(lly ory)@idy)oayyy,

(3.3) ) -1 . -1
(idy ® cx ) olygy o (rx ®idy)o Ax1v:

=" lygx o
Pela naturalidade de [, o diagrama

l
10(X0V) —2 % XV

idq ®Cx7vl lCX,V

10(VeX) — = VeoX

lvex
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é comutativo, assim,

. . _ (3.1) .
(lv ®idx)ocx qgy = cxy o (rx @idy) cayly , =" exy o (idx ®ly).

Similarmente, tem-se que

(TV X idX) °Cx Vel

(5.8) ) -1 . . -1
= (ry @idx)oayq yo(idy ®cxq)oay x 10 (cx,y ®idy)oayyq

(if)0Wf®idX)oaiﬁjfo@dV@©U§iOrx))oaMXﬂ‘3@Xﬂf@”d1)oa%kﬂ
= (ry ®idx) o ax_/}l,x o (idy ® l)_(l) o(idy @rx)oayxqo(cx,y @idq)o “)_(%VJ
(19(uhf®idx)o(uhf®rx)oauxn<>@Xw”®“ﬁ>oa§5ﬂ
:=@m/®rx)oauxno(a&v@”dﬂ°a§5ﬂ
O e o (ex,v ®idq) 0 ayy g

e, da naturalidade de r, o diagrama

(XoV)o1

CX,V®id1l lcx,v

Vex)el —— Veox
VX

€ comutativo o que proporciona

. _ (3.3) .
(ry ®idx)ocx yer =cx,voTrxey © GX?LV =" cxyo(idxy @ry).

Assim, [ e r levantam isomorfismos naturais em Z(C). No mais, ja que os axiomas

do triangulo e do pentagono em Z(C) séo levantados por C, segue que Z(C) admite

estrutura de categoria monoidal. Disso, resta garantir que Z(C) possui uma tranga e,

para isso, definimos o isomorfismo natural 7 : ® 7(¢) = ®z(¢) © Tw por

T(WVieey)(Wie—w) = CV,W> (5.10)

para quaisquer (V,c_ y ), (W,c_ ) € Z(C). Observemos que T(WVie_y),(Wie_ ) € Mor-
fismo em Z(C), uma vez que

(cyw ®idy)ocx vew
(5.8)

' 1 . . -1
= (eyw @idx) oayy, y o (idy @ cxw)oay xw o (cx,y @idy) o ay yy

(5.4) 1 . -1
= Qyy,x °VeX,W ° (CX,V ® idyy) o ax v,w:

Pela naturalidade de c_ yy, o diagrama
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cx,vQidwy

(XeV)eW (VeoX)eoW

CX®V,Wl lCV@)X,W

WoXeV) — Wa (Ve X)

idw®cx,v
€ comutativo e, assim,

(CV,W & idX) °oCX VoW

-1 . -1
= aVV,V,X o (ZdW & CX,V) o CX®V,W © aX,VJ/V

(5.4) 4 , _ . _
=" ayyx o idw @ cxy)oawxy o (cxw @ idy) o ay yy o (idx @ cyw)

(5.8) .
=" cxwey o (idx ®cyw),
i.e., o diagrama

idx ®cy,w

X®WVeWw) Xe(WaV)

CX,V®W‘[ ch,W@)V

VW)X —— WeV)o X

cv,w Ridx

é comutativo. No mais, para a naturalidade de 7, dados f : (V,c_y) — (W,c_ ) e
g:(P,c_ p)— (Q,c_ g) dois morfismos em Z(C), temos que

cw,go(f®g)=cwgo (f®idy)o (idy ®g).

Pela naturalidade de c_ (), o diagrama

®id,
veo 22 weo

CV,Ql lCW-,Q

RV W QW

é comutativo, o que garante
cw,go(f®g) = (idg® f)ocygo (idy @g).

Ao passo que, para g morfismo em Z(C), o diagrama

id
VeoP %, veQ
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é comutativo e, com isso,

cwgo(f®g)=(idg® f)o(g®idy)ocyp=(9® f)ocyp.

Isto é, o diagrama

cv,p
VP ——— PRV

f ®gl lg@?f

€ comutativo e, portanto,  é, de fato, um isomorfismo natural. Por fim, reparemos
que os diagramas hexagonais de Z(C) dados em (5.2) e (5.7) s@o respectivamente
equivalentes aos diagramas (3.9) e (3.10) da definicdo de uma tranga para Z(C).

|

Em especial, vale notar uma suposta lateralidade do isomorfismo natural pre-
sente nos objetos de Z(C). Dessa forma, pode-se escrever a categoria centro estu-
dada como Z,(C) de modo a evidenciar o isomorfismo natural c_y : — @V = V ® —
para V € C. Logo, definimos a outra categoria referente ao centro e, em seguida,
mostraremos que tais sdo isomorfas como categorias trangadas. Assim, garantimos
uma boa-definicdo bibliografica da categoria centro tendo em vista que em (MOM-
BELLI, s.d.) e (ETINGOF et al., 2015) é utilizada a versao a direita ao passo que em
(DONIN; MUDROV, 2005) toma-se a definicdo do centro a esquerda. Diante disso,
segue a categoria Z;(C) cujos objetos sao pares da forma (V,dy,_) emque V € C e
dy_:V ®—— —®V &umisomorfismo natural tal que os diagramas

d
Vel o s 1eV
\ (5.11)
TV l‘—/l
1%
e
Ve XeY) CH (XeY)eV
—1 —
V w
VeoX)®Y XoYov) (512

XoV)eY — X (VaY)
X, V,Y

sao comutativos. Isto é, valem as identidades
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dyq =1, ory (5.13)

dy xoy = a;(}y,v o (idx @ dyy)oax.yy o (dy.x ®idy)o a;}w (5.14)

para quaisquer X,Y € C. Além disso, tem-se os morfismos f : (V,dy _) — (W, dy,_)
de modo que f € Hom¢(V, W) e o diagrama

id
Vex J% e x

dv,xl ldwx (5.15)

XQV — X W
dx®f

€ comutativo, isto é,
(idx ® f)ody x = dw,x o (f ®idx), (5.16)

paratodo X € C. Essa categoria naturalmente possui a estrutura de categoria trangada,
cujas verificagdes sao analogas aos argumentos apresentados no Teorema 5.3, tendo
em vista o funtor tensor ® 7, ¢) : Z(C) x Z;(C) — Z;(C) dado por
((‘/v d‘/:—)a <W7 dW,—)) = (V ® W> dV@VV,—)
(f,9) = feg

de modo que dy ¢y, x € dado pela comutatividade do diagrama

ay x,w
(5.17)
Isto é, vale que
dvew,x = ax,y,w ° (dy x ®idy) o a(/}x,w o (idy @ dw,x) © av,w,x (5.18)
para todo X € C. Além disso, tem-se que a unidade 12,0 € o par (1,dq _) com
dy 1o (5.19)

)
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ao passo que os isomorfismos naturais a,l e r de Z;(C) s&o 0s mesmos em rela¢édo as
categorias Z,(C) e C. Assim, resta garantir que Z;(C) possui uma tranga e, para isso,
definimos o isomorfismo natural 7 : ® 7 ¢y = ®z,(¢) o T'w por

T(V,dv,-),(Widw,—) = W (5.20)

para quaisquer (V,dy ), (W,dy,—) € Z;(C) de modo a notar que os diagramas da
tranga para Z;(C) séo dados, naturalmente, em (5.12) e (5.17).

Teorema 5.4. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragéo, as categorias
Z;(C) e Z-(C) sao isomorfas como categorias trangadas.

Demonstragdo. Consideramos o funtor F' : Z.(C) — Z;(C) da forma
(V7 C_)V) = (VY’ Cflvv,—)
foWVie—y) = We_w) = f:(Vidy—) = (W, dw,—)

em que EM— = cjlv. Notemos que F esta bem-definido nos objetos tendo em vista
que c:lv :V®—— —®V éumisomorfismo natural tal que

£l -1 (53) 1 -1 _ ;-1
dyr=cqy = (ryy oly) " =1l ory

e, para quaisquer X,Y € C, vale que

dy xepy = C)_(l@ayy
(5.4) . -1 . -1
= (aV,X,Y o(ex,y ®idy)oayyy o(idy ®cyy)o aX,Y,V)
= a;(’lY’V ©) (’LdX X C}_/’lv) @) aX’V,y ¢) (C;(}V X Zdy) e} a‘_/}X’Y
= a;(}Y’V o) (ZdX X dv'?y) caxyy © (dV,X (29 Zdy) o CLE{XAW
Isto é, élv‘/’, satisfaz as identidades (5.13) e (5.14). Para que F' esteja bem-definido nos
morfismos, seja f : (V,c_y) — (W, c_ ) um morfismo em Z,(C); logo, tem-se que

(idx ® f)odyx = (idx ® f)ocyy

isto é, o diagrama
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€ comutativo para todo X € C, como desejado. Dessa forma, € direta a verificacao da
funtorialidade de F'. Em seguida, dados (V,c_ v ), (W, c_ y) € Z-(C), observemos que

AV ) (Wieey) - Vidy ) @ (Wody —) = (V@ W, dygw,—)

€ o morfismo identidade, ja que, ao denotar (V @ W, dygyy,—) como o tensor entre
(V,dy_) e (W,dw,__), segue

(5.18) ~ . -1 . ¥
dvew,x = ax,yw e (dyx ®idy) o ay x o (idy @ dy, x) o aywx

-1 . -1 . -1
=axyw° (CX,V X Zdw) o aV,X,W o (Zdv & CX,W) cayw,x

-1 . . -1 -1
= (ayyy x o lidy @ cx w) o ay x w o (ex,v ®idy) o ax vy

para todo X € C. Ademais, notemos que ¢ : (1,7r-' ol_) — (1,5177) € 0 morfismo id4
tendo em vista que valem as identidades

cﬂ’, =c 4 = (IZtor )y t=rtol_.

Dessa forma, para quaisquer (V,c_ v ), (W,c_ w ), (U,c_ 17) € Zy(C), reparemos que

F (a(‘/vcf,\/)v(vvvcf,W)7(U707,U)) = Flaywo) = avwy = YWVdy,),(Wdw,-),(Udy,)’

bem como,

F (l(V,c_’V)> =F(ly)=ly = Z(Vjv’,)

F <7’(V,C_VV)> =F(ry)=ry = Wy )

garantindo que o funtor F' é estrito. Além do mais, para 7 a tranga de Z;(C) dada

em fungdo do isomorfismo natural d e 7 a tranga reversa de Z,(C) descrita por ¢,

infere-se que
~ . _ -
TE(Viee ), F(Wiemw)) = VW = ‘wy = (Ve v),(Wieew) = F (U(‘/,c_,v),(W,c_,w)) '

Logo, F' é um funtor trangado pela tranga reversa. Para a segunda parte, considera-se
o funtor G : Z;(C) — Z,(C) dado por

(Vidy,—) = (Vie_y)
fr(Vidy,—) = Wodw,—) — [ (Vie_y) = (W, c_w)
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emquec_y = d‘_/l_. Observemos que G esta bem-definido nos objetos tendo em vista
que d;' : —®V — V ® — é um isomorfismo natural tal que

~ -1 (513) 1 -1 -1
C1,V:dv’1 =" (ly; ory)” =1, oly

e, para quaisquer X,Y € C, vale que

~ |
cxevV =dyxgy

(5.14) 1 . . -1 -1
. (aX,Y,V (@) (ZdX ® duy) O aX,V,Y O (dV,X ® Zdy) (e} aV,X,Y)

= ay,xy o (dyy ®idy) 0 aylyy o (idx ® dyy) o axyy

=ayxy °(cx,y ®idy)o a;(}vy o(idxy ®cyy)oaxyy,
ou seja, c_ y satisfaz as identidades (5.3) e (5.4). Para que G esteja bem-definido
nos morfismos, considera-se f : (V,dy,_) — (W, dy,—) um morfismo em Z;(C); assim,
obtém-se

(f@idx)oexy = (f®@idy)ody

29 dﬁ%X o (idx ® f)

=cxw o (idx ® f),
isto é, o diagrama

id
Xov X9 v ow

val lcxw

VX —— WX
feidx

€ comutativo para todo X € C, como esperado. Com isso, também é trivial a verificacao
da funtorialidade de G'. Além do mais, dados (V, dy._), (W, dy._) € Z;(C), notemos que

Bw.dy_),Wdw_): Vic—y) @ (Wie_w) = (VR W, c_ yvew)

é o morfismo identidade, uma vez que, ao denotar (V ® W, c_ ygy7) como o tensor
entre (V,c_ y) e (W,c_ ), obtém-se

(5.8) 4 . - = ; ol
cxvew = ayyx ©(idy @cxw)oayxwo (Cxy @idy)oayyy

1 - 1 1o 1

. -1 . -1
= (ax,y,w o (dy,x ®idw) o ay, x o (idy ® dy,x) © ay,w,x)

(5.18) 11
= Ayvewx
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= CX,VaW,

para todo X e C. Em seguida, notemos que ¢ : (1,/- o7 ) — (1,¢_ 1) € o morfismo
id4 tendo em vista que

c_q1= drt (519 (r-lol )yt =1tor_.

Assim, para quaisquer (V,dy _), (W, dw _), (U,dy ) € Z;(C), temos que

G (a(Vdv,—)a(de,—)»(U,dU,—)) = Glavwu) = avwu = Qv ) (W w). Ui v)

bem como,

G (lva)) =G0 =ty =lvz_y)

G <T(V7dv,—)) = G(Tv) =Ty = T(‘/,E_y)?

garantindo que o funtor GG é estrito. Ademais, para o a trangca de Z,.(C) dada porce 7
a tranga reversa de Z;(C) dada em funcéo de d—!, infere-se que

TG(Vdv,-)).G(Widw,-)) = VW = dﬁ%V =T (Vidy),(Wdw_) = C (T(V,dv,f)a(W,dwﬁO ‘

Logo, G é um funtor trangcado pela tranga reversa. Para a ultima parte, pelas pro-
priedades ja apresentadas de F' e G, resta verificar as identidades GF' = IdZT(C) e
FG = Ile(C) em relacéo aos objetos tendo em vista que os funtores F' e G sao bije-
tivos nos morfismos, bem como, sédo estritos e mapeiam trangas em trangas reversas.
Em especial, para (V,c_ i) € Z;(C), segue que

GF((Vie_y)) = G((V,dy,) = (V.Z_y)
em que
= =1 1\ !
cxy =dyx = <CX,V) =XV
para todo X € C, como almejado. Ao passo que, para (V,dy,_) € Z;(C), tem-se que
FG((V.dy_)) = F((V,e_y)) = (V.dy._)
de modo que
=~ . _ —1
dy,x =y = (dv,lx) =dyx,

para todo X € C, como desejado.
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Com isso, o centro de uma categoria esta definido de modo que nao existe uma
versao lateral distinta e, diante disso, continuaremos a utilizar a definicdo dada no inicio
do capitulo. No mais, vale determinar uma relagé@o entre Z(C) e Z(C"¢"), tendo em vista
a funcao dos centros de C e C"“Y, evidenciadas, respectivamente, pelos isomorfismos
naturaisc_y : —@V = Ve —-ed® : -V = Ve —comV ¢ C. Repara-
se que o segundo isomorfismo natur:al citado € da forma ¢}, : V@ - - - @V g,
por conseguinte, pode-se utilizar uma notagcdo como, por exémplo, dy, _ para indicar
c"“Y,. Todavia, a mudanga da posi¢ao dos indices torna-se complicada por questoes
da7 tranca reversa e, portanto, € mantida a notagdo anterior, ainda que um pouco
carregada, para evitar problemas.

Proposicao 5.5. Seja C uma categoria monoidal. Sob tal consideragao, as categorias
Z(C) e Z(C"") sao isomorfas como categorias trangadas.

Demonstragdo. Consideremos o funtor F': Z(C) — Z(C™") da forma

Viemv) = (V,eZy)

I (VYa C_’V) — (W, C—,W) — (‘/’ Ej?‘\}) — (W’ gjf}%/)

em que ¢, = cjlv. Notemos que F' esta bem-definido nos objetos, tendo em vista
que ¢y — @V V = V @™V — é um isomorfismo natural satisfazendo

" -1 (53) -1 —1 —1 -1
Ay =cy = (yely) =l ory =0y") " o

e, para quaisquer X,Y € C,

~Trev

_ —1
CXerevy,V = CXerevy,V

( . -1 . -1
= (av,Y,X o (cyy ®idx)oayy o (idy ®cxy)o axx,v)

—1 . —1 —1 . —1
= aY,X,V o (Zdy X CX,V) cayy,x © (CY,V X ZdX) o aV,Y,X

rev

— al{/ev}(y o (idy ® CJ_(TV) o (aX,V,Y)_l o (c;/’lv ®idx) o agf—?’yy

rev 1 ) rev

=aixy o (cxly &V idy) o (aXlyy) " o (idx &V cp)) 0 Ry

Isto &, ¢ I, satisfaz as identidades (5.3) e (5.4). Além disso, I esta bem-definido nos

morfismos tendo em vista que o diagrama

X grevy MXETL e grev gy

- rev - rev
CX,Vl lcx,w

VX s W X
X
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€ comutativo ja que [ satisfaz a identidade (5.6), afinal, vale
(f@Vidx)ocxy, =(idx® f)ocxy
= (idx ® f) o ey,

:)c;(?wo(f(@idx)

=cx o (f ®@idy)
= X%y o (idx @™V f),
para todo X € C. Disso, a funtorialidade de F' é trivialmente verificada. Em seguida,

definimos a : @z (crevy o (F' X F)) — F o @) como uma cole¢ao de morfismos em
Z(C™V) em que

ot
>

(

AViel ) (Wiee ) * (ViE20) @ (W) = (V@ W e Y oy),
para quaisquer (V,c_ y), (W, c_ ) € Z(C), com

def —1
YVie v),Weew) = SV

Notemos que « € um isomorfismo natural vide ¢ ser uma tranga para Z(C). No mais,
definimos ¢ : (1,7=1 o 1_) — (1, (1*¢¥)~1 o 1) por idy que é isomorfismo em C*¥ de
modo que o diagrama

X @'V idX@revidﬂ X @'V

r;éolxl l(l;?vrlorggv

1@ X : 1 Qv X
1d1®™Vidx

é trivialmente comutativo para todo X € C*V. Logo, ¢ é isomorfismo em Z(C*V).

Resta garantir a comutatividade dos diagramas dados em (3.5) e (3.6) para quaisquer
(Vie—y), W,e_w), (U,c_ ) € Z(C). Para o primeiro, notemos que

F (a(vﬁ,y),(w,c,yw),(U,C,VU)) O UV )@(Wieww),(Use—1r)°
(e o). Wee ) @V idr(we )
= Flaywy) © qvewe_ yvow)(Ue_u) © (idwﬁfﬁm ® a(V,c_,v»(W,c_,w))
= ay gy o c;gW’U o (idy ® c‘;}ﬂ/)
e, pela naturalidade de c:}U, o diagrama

—1
wev,u

U (WeV)
idy ®ca}wl lc;}W@@idU

U®(V®W) — (V®W)®U
Cvew,Uu

WeV)eU
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é comutativo o que garante que

F (a(V,C—,V)a(W,C—,W)a(U’C—,U)> °YViem v)@(We—w),(Ue—u)°
(e )W) @ (1))

1 . -1
= aywy © (e ®idy) o cyrgyy
(5.4)

="aywu ° <CX7,114/ ® idgr)o

(aU,W,V o (cwy @ idy) o aytyy o (idy ® cyy) o @W,V,U> -

= ay,w,y © (017,1I/V ® idgr) o aﬁ/%V,U o (idy ® 0‘7’1[]) oaw,yy ° (Cﬁ/%U ®idy) o “r},lwy

= (aylyy © (idw ® cyy) o awyp o (cyw @ idy) o ayayy) ™" o (et @idy) o gy,

(58) 1 1 o ~1
vy © (G @idy) o agyyy

-1 -1 . rev

= CKW@U [e] (CVVaU ® Zdv) [e] a/‘/,VV,U

_ . - I'eVN _ _

- a(vac—,V),(W(g)ch—,W@U) © <a(mc—,W)7(ch—,U) ® /Ld(vcj’e\\/{)> © a(‘/,Cj?“}),(WC}?‘X/),(Uﬁj?[‘})

= (Ve ) (W )2 Use) © (IBF(Viey) B OWee ) (Vi) ©

rev

YP((Vie— ) F(Wie w)). F(Uie—pr))?

como desejado. Ja para o segundo, tem-se

4 (Z(VC—,V)> © XA or ), (Vie_ ) © <¢ A ZdF((V,c_,v))> =lyo 01_}/ o (idy @ idy)

_ ~1
=lvocy

2o (ry oly) ™!

=lyo l‘;l ory
__jrev
_lV

— lrev

(Vie_v)

ao passo que, para o terceiro, segue

F (r(‘/’c_,v)> o Od(V,Cf,V),(‘l,l:lOTf) o (idF((V,c_y)) Qrev ¢) =Ty o CY_/}I o (idq ®idy)

=7y o CY_/%I

5.9
0y o (It ory)™

:rvor‘;lolv
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Portanto, (F,a,¢) : Z(C) — Z(C**V) € um funtor monoidal. Para que o funtor em
questao seja trancado, consideramos a tranga reversa o de Z(C"°Y) dada em funcao
de (¢v)~l e atranca r de Z(C) descrita por ¢ a fim de notarmos que

F <T(KC—,V)3(WC—,W)) © a(uc—,V)a(Vch—,W) - T(V7C—,V)7(W7C—,W) © a(V7C—,V)7(W7C—,W)
-1
W e lyw
= idwey

1 1 \—1
=Cwyy° (CW;V)

_ ~rev \—1
= AWl ) (Vi) © (CWy)
= YW w),(Viemy) © T(Viarsy) (Wersy,)
isto é, o diagrama

UV, 1), (W2 1)

(VE) & (W.22%5) (V & W.55%)

g

U(V,sz‘}),(w,zr?‘yv)l J/F(T(V,cyv),(W,c’W)>

(W,Z25,) & (V,22%) (W &V,

AWe TN, (Ve )

g

€ comutativo para quaisquer (V,c_ ), (W,c_ ) € Z(C), como desejado. Por fim, para
garantir o isomorfismo, resta verificar, sob certo abuso de notacao, que (F,«a,$)? é
o funtor Id ) como funtor trangado. Assim, dados (V,c_ y), (W,c_ ) € Z(C), vale
reparar que

FY((Vie_y)) = F((V,eZh) = (Vie_y) = Tdge) (Vie—y).

bem como,

def 1.
W) W) S F (e ) (W w)) © RV ) F(Wee )

= AViem ), (Weemw) © Y(VieZl) ), (WieZhy)
-1 -1 \—1

= Cyw © (C‘/’W)

= tdygw

ao passo que trivialmente vale
F(¢)o¢=¢* =id] = idy.

Disso, (F, a, ¢)? é o funtor monoidal Idzc) e, para que tais sejam iguais como funtores
trancados, basta utilizar a tranca 7 de Z(C) dada por ¢, o fato que F' preserva os
morfismos e a penultima verificacao a fim de obter

F* (T(V,c—,v),(W,c—,w)> CVNViee v),(Wiee w)
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= TWiee v),(Wie—w) © {vew

= T(Vieev),(Wie—w)

= TF(Viem v)) . FH(Weemw))

= WaV © TR(Vie_v)),FA(We_w))

= T Wieew),(Viewv) © TFA((View v ). F2(Woe—w )
Isto é, vale a comutatividade do diagrama

TWVie_ yv)(We_ w)

F((Vieoy)) @ F2((W,c_ ) FXV@W,c_veaw)

TF?«V,C_,V»,F2<<W7c_,w>>l F ’ (T(V,c,,v)»(chf,W))

FX(W,c_w)) @ F2((V.e_ y)) F* (W@ V.cwev)

para quaisquer (V,c_ ), (W, c_ ) € Z(C), como desejado.
|

Neste momento, segue uma sequéncia de resultados e proposicoes menores
que descrevem, por exemplo, a relagdo entre uma categoria trangada e seu centro.
Infelizmente, podemos apenas garantir que a categoria C esta inserida por um funtor
trancado de modo que, ao compor posteriormente com o funtor esquecimento que é
apenas monoidal, obtemos o funtor identidade em C.

Observagao 5.6. Dada C uma categoria monoidal, o funtor U : Z(C) — C definido por
(V, C_7v) —V
frVieey) = Wieew)= [V =W

€ um funtor esquecimento estrito. Claramente, notemos que

U (id(uc_y)) = Uidy) = idy

para todo (V,c_y) € Z(C). No mais, dados dois morfismos f : (V,c_y) — (W,c_ )
eg: (Wye_w)— (Uc_y)em Z(C),temos que go f : (V,c_y) — (U,c_ ) e, assim,

Ulgo f)=go f=Ulg)oU(f).
No mais, definimos o : @ o (U x U) — U o ®z) como uma cole¢ao de morfismos
identidades em C, isto €,

def .
Ve v),(Weew) = YAVQW;

para quaisquer (V,c_y ), (W,c_w) € Z(C). Outrossim, para f : (V,c_ y) = (W,c_ )
eg:(Pc_p)— (Q,c_ ) dois morfismos em Z(C), vale
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Uf®zic)9) =U(feg) =f@g=Uf)® f(9)
Assim, o € um isomorfismo natural, pois o diagrama

AV,e_ y),(Pe_ p)

VP > VP
U(f)®U(g)l lU(f@JZ(C)g)
WeQ ( > W®Q

AW,e_ ) (Qre— @)

é comutativo. Ademais, definimos ¢ : 1 — U((1,c_ 1)) por idq que €, obviamente, um
isomorfismo em C. No mais, percebemos que, pelas definicbes de « e ¢, 0s diagramas
em (3.5) e (3.6) séo simplificados de modo que é suficiente reparar que

v (a(V,Cf,v),(W,Cf,W),(U,Cf,U)> = Ulav,wu) = avwu,

bem como,

U (l(chf,v)> =U(ly)=ly e U (T(v,c,,v)) =U(ry) =ry,
para quaisquer (V,c_ v, (W,c_w), (U,c_ ) € Z(C).

Teorema 5.7. Sejam C e D duas categorias monoidais e (F,«, ¢) : C — D um funtor
monoidal. Sob tais consideragdes, se C for trangada, bem como, F for pleno e bijetivo
com relagédo aos objetos, entdo existe um unico funtor trancado Z(F) : C — Z(D) tal
que Uo Z(F)=FemqueU : Z(D) — D é o funtor esquecimento.

Demonstragédo. Seja T a tranca de C. considera-se o funtor Z(F') : C — Z(D) por
V= (F(V), C—,F(V))
FiV W F(f) (F(V), c_’F(V)> = (F(W), c_’F(W))

tal que, como F' é bijetivo com relacao aos objetos, C_ F(V) seja dado de forma que,
para todo X € D, o diagrama

X®F(V) ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 5 F(V)@X
ozF—l(X),Vl ]\a‘;}F_l(X) (5.21)
(FUX)oV) — F(VeF (X))
F(TF71(X) V)

seja comutativo, isto é, vale que

CX7F(V) = O“?}F*(X) oF (TF71(X)7V> o aF*I(X)7V (522)
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para todo X € D. Notemos que Z(F') estd bem-definido, a priori, nos objetos, isto
é, C_ F(V) € um isomorfismo natural que satisfaz as identidades (5.3) e (5.4). Em
especial, para a naturalidade de C_ F(V)s basta utilizar diretamente a plenitude de
F', bem como, as naturalidades de a(/}_, 7_y € a_y. Provaremos que valem as
identidades mencionadas anteriormente e, para a primeira, considera-se

(5.22) 4

Arv) — “pag ol (TF—1<T>7V>°O‘F—1<T>,V'

Ja que F é pleno, existe ¢ : F~1(1) — 1 um isomorfismo em C tal que F(¢) = ¢; logo,
pela naturalidade de a‘_/l_, o diagrama

€ comutativo e, assim,

(5.22) _4 B _
V1) ° F <TF*1(1),V) °qp-1(1),v

= (idp(yyB¢ ") o ayy o F (idy © ) o F 7oy

“Q.rwW)

=
ES
N——
(@]
Q
E
=
BN

= (idF(V)gqﬁfl) o oz‘;}‘ oF ((idv Q) o TF_l(T)’V> ° Api(q) v

Ademais, pela naturalidade de 7_ y,, o diagrama

_ Tr—1(7 _
FlM ey —O% p11) g1
@@iva/ lidv@@

10V s Vol

é comutativo o que garante que

CIF(V) = (ZdF(V)®¢_1) o Oé‘_/%l ol (7'17‘/ o (90 ® Zdv)) o aF_l(T),V

3

I
Q|
<

(idpry@¢~ ) oayy o F (ry) o F(p®idy) o Ap-17)y

(3.13)

Il =

(idp B0~ ooy o F (rptoly) o Flp @idy) oap)y
= (idp®¢ ) oayyo F (7"71) o F(ly)o F(p@idy)oap.,q)y
3.6) __ .

E ity o Fv)o Flpidy) oap )y

Da naturalidade de a_ y/, o diagrama
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Torv) 0% F(r1@) e V)
(b@idF(V)l lF (p@idy)
FABF(V) —— FA®V)

€ comutativo; portanto,

como desejado. Ao passo que para a segunda identidade, dados X,Y € D, como F' é
pleno e bijetivo nos objetos, existe dp—1(x) p-1(y) 1 F~HXBY) = FHX) @ F7H(Y)
um isomorfismo em C tal que F (5F71(X)’F71(Y)) = ap-1(x),F-1(y)- Assim, vale

(5.22) 4
‘XayVv = O‘V,Ffl(X@f)°F<TF*1(X@Y),V)OO‘F*I(X@”),V

e, pela naturalidade de a;;' , o diagrama

-1
aV,F—l(X@Y)

F(V e F H{X®Y)) y F(V)R(XRY)
E (idV@(sFl(X),Fl(Y))l lde(V@aFl(X),Fl(Y)
FVe(F X))o FHY))) — y FVRF(F~YX)® F~ 1Y)

Yy r-1(xX)eF—1(Y)

€ comutativo; logo,

CX®Y,\V
- <idF(V)®a;7£1(X),F—1(Y)> © ax?,iv—l(X)eaF—l(Y) oF (idV ®O0p-1(x ),F‘1<Y)> °
F (TF—l(X@Y),V) © Ap-1(XBY),V
= (idr)Bazhs 0 p ) 2OV ()er
F ((idv ® 5F—1(X),F—1(Y)> ° TF*(X@Y),V) °© Ap-1(XTY),V-
Pela naturalidade de 7_ i/, o diagrama

Tr-1(x®Y),V

FUXBY)oV » Vo F-HX®Y)
5F—1(X),F—1(y)®idvl ljdV@(sF—l(X),F—l(Y)
(FUX)yo F YY) eV y Ve (FYX)e FH(Y))

Tr=1(xX)oF—1(Y),V
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€ comutativo; disso, tem-se

= (idryBaghi ) p(v)) © W1 0R-1 ()
F (TF*(X)®F*1(Y),V o (0p-1(x),F-1(v) ® idv)) °Ap-1(XRY),V

= <ZldF(V)®aF*1(X)7F71(Y)> o aV,F*I(X)®F71(Y) oF (TFfl(X)@)Ffl(Y),V) o

Pela naturalidade de a_ p-1(y), 0 diagrama

Op-1(xX)oV,F—1(Y)

FIF Y X)oV)oY s F(FTY(X) o V) F7HY))

F<TF—1(X),V)®ile lF (TF—l(X),V(g)idF—l(Y))

F(Ve FY(X)eF \(Y))

FVeF 1 X)eoY

WeF—1(X),F- 1<Y>
€ comutativo; logo, segue que
XYV
= (ZdF( )®a F1 1(X),F- 1(Y)> VF 1x)er-1(y) °F (aV,F‘l(X),F‘l(Y)> °
Wer! ° ( ( > ®’dY) VP (x)evF (1)°
) oF (ZdF ) @TRp-1(y)v ) or (aFfl(X),Ffl(Y),v> °
F <6F_1(X)7F_1(y) ® zdv> °Ap-1(XTY),V
= apwxy o (07 @idy) © (F (rr100.) Bidy ) o aph or 1)
Faph oy vr) © F (idp-1 00 @ vy v ) © F (ap-10 -1y, ) ©
F (5F*1(X),F*1(Y) ® idv) © Ap-1(XEY),V-
No mais, pela naturalidade de a_ y,, o diagrama

Op-1(XBY),V

(XQY)REF(V) » F(F-L(XBY)eV)

aF_l(XLF_l(Y)@idF(V)l lF (5F_1(X),F_1(Y)®idv)

FIF Y X))o F-YY)®F(V) s F(FY(X)o F YY) e V)

Op-1(x)oF~1(Y),V
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€ comutativo e, com isso, infere-se que

CXRY,\V

=ar(w).x © (07 (0 Bidy ) © (F (710000 ) Bidy ) 0 apy v por e
F (aEi(X),v,F—m) oF (idF—wX) ® TF—1<Y>,V> °oF (“F—1<X>,F—1<Y>,v) °
Ap-1(X)@F-1(Y),V © (aF—l(X),F—l(Y)@dF(V))
D arwxy o (07 0 @idy ) o (F (re-100. ) Bidy ) 0 05k xyovm1°
F(aphayvn) o F (e © 7)) © apa. 51 00)ev
(idX@%Ffl(Y),v) °Uxy,F(V)-

Pela naturalidade de ap-1(y) _, 0 diagrama

Ap—1(x),F~1(V)oV
\
7

XBF(F Y (Y)oV) FFI(X)e(F1Y)eV))

idX®F(TF_1(Y)’V>l lF (idF_l(X)@urF_l(Y)y)

XBF(V @ FA(Y))  FETX) 8 (Ve FTHY)

Ap—1(x)ver—1()

€ comutativo; portanto, obtém-se

CXRY,V

= ap(Wv), Xy ° (“ilF—uX@dY) ° (F (TF-%X),V) WY) © Up(X)eV,F(1)°

F (a}fl(Xqu(YQ o Ap-1(X),VeF-1(Y) © (ingF(TFfl(Y),V))

@)

<ingOéF*1(Y),V> °AXY,F(V)
35 AF(V)XY © (a‘_/,lpfl(x)@idi/) ° (F (TF*(X),V ) @dy> ° (O‘F HX ),V@dy> °
Ty ryy © (19580l ) o (X BF (o)) © (idxBapgyyy ) o

axy,F(v)
EF(V),X,Y @) <<QX_/,§7*1(X) O F(TFfl(X),V) o OéFfl(X),V> @Zdy) @) a)_(’lF(V)’YO

_,F—l(Y)) o (idX®F(TF—1(Y),V)> o (idX®aF_1(Y)’V> OEX,Y,F(V)
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como requerido. Para verificar que Z(F') esta bem-definido nos morfismos, considera-
se f: V. — W um morfismo em C de modo a garantir a comutatividade do diagrama

xzrw) B xmrov)

CX,F(V)J/ lCX,F(W)

F(V)®X ——— F(W)®X
F(f)®idx
a qual é dada pela plenitude de F' e pela naturalidade dos componentes de cx _
vide a definicado em (5.22) semelhante ao argumento para a naturalidade de C_ F(V)
Logo, Z(F') estd, de fato, bem-definido e sua funtorialidade € levantada pelo funtor F.
Ademais, definimos

BEWYiee o ) (FOV ) e pqury) (F (V)&F (W)vc—,F(V)@F(W)> — (F (Ve W)vc—,F(V®W)>

por ay 7, para quaisquer (F(V), C—,F(V)) : (F(W), c_7F(W>> € Z(D), bem como, de-
finimos
1

V(1 om) = (F(1),c_ p(1))

por ¢. Dessa forma, faz-se necessario garantir a comutatividade dos diagramas

idx Qay,w
—_

XS(F(V)RF(W)) XSF(V @ W)

cX,F(V)@F(W)l JCX,FW@W)

(FV)@FW)@X ——— F(Ve W)X

Oévﬁw®ZdX

Xe1 X®F(1)

Ty o rxl lcx,pm)

19X —— F1)®X
¢®7/dX

idx ¢
—_—

as quais sao diretas, novamente, pela plenitude de F' e pela naturalidade de cx _. No
mais, reparemos que Z(F') satisfaz os diagramas em (3.5) e (3.6), pois F' € monoi-
dal, bem como, notemos que Z(F') é trancado pela definicdo de C_ PV conforme o
diagrama (5.21). Com o prosseguimento do feito, ao admitir U : Z(D) — D o funtor es-
quecimento em D, € direta a verificagdo de que Uo Z(F') = F' como funtores monoidais;
portanto, resta confirmar a unicidade de Z(F'). Suponhamos (G, , x) seja um funtor
trangado tal que U o G = F como funtores monoidais; logo, para quaisquer VW € C e
todo f € Hom¢(V, W), tem-se que
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F(V) = UoG)(V) =U ((GWV).8aw))) =GV) e F(f) = UoG)f) = G(f),

bem como,

ayw =Ulww) oidyew = v,w e ¢ =U(x) oidg = x.

Assim, como F’ € bijetivo nos objetos, segue, da comutatividade do diagrama em (3.15)
vide G trangado, que

CX,F(V) = 041_/711:—1()() o G(Tp-1(x),v) ° ap-1(x),v

= a‘}}_l(x) o F(tp-1(x)v) o ap-1(x) v
= CX,F(V)

paratodo X € D, isto &, ¢_ p(y) = c_ p(y) €, portanto, G = Z(F).
|

Com o resultado acima, considera-se uma situacao mais pacata ao admitir F'
como o funtor identidade em C, o que garante o imediato corolario disposto como
segue conforme os moldes de um comentario anterior.

Corolario 5.8. Seja C uma categoria trangada. Sob tal consideragao, existe um unico
funtor trangado 7 : C — Z(C) talque U o Z = Idec em que U : Z(C) — C é o funtor
esquecimento.

Neste momento, vale ressaltar a baixa existéncia de exemplos envolvendo cate-
gorias ja conhecidas. Essa questao €, realmente, trabalhosa e dificil tendo em vista o
comportamento de cada categoria. O obstaculo mencionado é melhor apresentado con-
forme o corolario anterior no sentido de que C e Z(C) sdo isomorfas como categorias
trancadas quando Z o U = IdZ(C). Isto &, faz-se necessario garantir que cx v = 7x
paratodo X € C, lembrando que c_y : —®V — V ® — € dado arbitrariamente e 7 é a
tranca da categoria C.

Todavia, ainda é possivel determinar o centro de uma categoria, em particular, a
categoria y M quando H é uma algebra de Hopf com antipoda bijetora. Em (KASSEL,
1995), para H uma algebra de Hopf finito-dimensional, tem-se o resultado semelhante
envolvendo o duplo de Drinfel'd, também chamado de duplo quantico, D(H) de modo
que Z(ygM) é isomorfa a categoria D(H)M como categoria trangada. Além disso, o
duplo de Drinfel'd também possui utilidade em (RADFORD, 2011), vide o isomorfismo
categorico entre pmM e YD mas esse isomorfismo ndo envolve as trangas de
cada categoria. Ainda assim, consoante (RADFORD; TOWBER, 1993), as categorias
gyD e y YD sao isomorfas quando H é uma algebra de Hopf com antipoda bijetora.
Neste sentido, une-se todo o aparato comentado de modo a evitar tanto o duplo de
Drinfel’d quanto médulos esquerda-direita de Yetter-Drinfel’d com o objetivo de garantir
o resultado dado como segue.
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Exemplo 5.9. Dada H uma algebra de Hopf com antipoda S bijetora, as categorias
Z(gM) e gyp sdo isomorfas como categorias tran¢adas. De fato, consideremos o
funtor F: Z(y M) — HYD por

(V.oy),c_v) = (V,ov,py)
f : ((‘/a UV),C_,V) — ((Wv (TW),C_J/V) — f : (V> 0V>ﬁV) - (W7 OW?ﬁW)
emque py : V — H ®V € uma coagéo a esquerda definida por

py Vo HQV
v c]_flv(v ®1g).
Em particular, vale perceber que a notagao com relagao ao isomorfismo natural c_
em Z(g M) esta simplificada de modo a ignorar a agao do espago vetorial V. Notemos

que F' esta bem-definido nos objetos quando (V) py/) um H-coméddulo a esquerda e é
satisfeita compatibilidade em gyD. Assim,com X € yM e x € X, tem-se a funcéo

T H—-X

h— h-x

que é um morfismo de H-mddulos a esquerda vide a Observacédo 4.19. Com isso,
segue, da naturalidade de cjlv, que o diagrama

1

-
VoH — s HoV

idy ®$J/ J/Z‘@idv

&

X,V

€ comutativo e, assim,

@) = (c;(}v o (idy ® f)) (v® 1)
— (@@idy) oyt ) e 1)
= (f ® idv) (Z U(-1) & U(O))
=) T8,
para todo z € X e todo v € V. Logo, para quaisquer X,Y € g M, vale

C)_(}gy,v(v ® (r®y))

5.4 , _ , -1

(5:4) <aV,X,Y o (cx,y ®idy) o aX,IV,Y o (idy ®cyy) o aX,Y,V) (v®(r®y))

= (a)_(}Y,V o (idX ® c)_,,lv> oaxyy o (c)_(’lv ® idy) o al_/,lX,Y> (v (z®vy))
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(e (k) oomvr = (s 018 (0015
(it (e o3 omn o) (S (20 23
= (axyye (idx @b ) (X vy 2@ (vo) @ v))

= axlyy (Z V(1) @ ((U(0)>(1) e <U(O)>(0)))

=2 (U(—l) EEICTY A y) ® (v0) )

Tendo em vista que A : H — H ® H € um morfismo de H-mddulos a esquerda, da
naturalidade de c:1V o diagrama

VeoH : > HQV

idv@AJ/ J/A@idv

VeH®H) —/— (HRH)®V
CHeH,V

€ comutativo e, assim, obtém-se que
(am,mV o (A®idy)opy) (v)
- (CLH,H,V o (A®idy)o cﬁ}v) (v®ly)
_ (aH’H’V o Cﬁé@ﬂ,v o (idy ® A)) (v®1p)
= (emmy o gy © idy © A)) (0 17)

= (ammy o by ) 0® (lr @ 1)

= ag v (Z (”(—1) i <”<0))(—1) | 1H) : <U(O))(°>)
= ammy (Z (v<—1> ® (“<o>)<_1>) N <“<0>><0>>
=S o (1) o (o))

= (idg ® py) (Z V(1) ® U(O)>

= ((idg @ py) o pv) (v),
para todo v € V, como desejado. Similarmente, ¢ : H — k € um morfismo de H-
méddulos a esquerda e, da naturalidade de cjlv, o diagrama

1

-
VoH — s HeVv

idy ®El lE@idV

Cx,v
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é comutativo o que garante que

(c@idy)opy) () = ((e®idy) oy ) (0@ 1n)
— (cl;}/ o (idy ® e)) (v®1p)
= oy (v@ly)

) (h?l ° TV) (v® 1)

=1 (v).

Logo, py € counital e, por conseguinte, (V, py/) € um H-comodulo a esquerda. Para a
compatibilidade, utiliza-se o fato de c;fV ser um morfismo de H-médulos a esquerda;
assim, vale que

> hayen) @ by vy = 2 b (v @ o))
:h.C;LV(U@lH)
:Cl—ﬁv(h-(v@lH))
Zcﬁlv(zh e )
:CHV<Zh U®h>
-3 (h '“)(—1) iy @ () ) (0)
=3 (b ‘“>(—1) iy @ (b -v) (0)

para quaisquer v € V e h € H, como desejado. No mais, F' estd bem-definido nos mor-
fismos quando, dado um morfismo f : ((V,oy),c_y) — (W,ow), c_w) em Z(gM),
tal f for um morfismo de H-comédulos a esquerda, isto é, quando o diagrama

V —>f w

S

HQV ——— HW
idp®f

for comutativo. Em particular, como f € morfismo em Z(z M), segue que o diagrama

id
Heov ~9 gow

é comutativo e, assim,
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(idy @ ) o py) (v) = ((idy @ f) o ey ) (0@ 1)

= (c;ﬁw o(f® de)) (v®1p)
= C[_{}Wu(“) ® 1g)
= pw (f(v))
= (pw o f) (v),

para todo v € V. Portanto, F' esta bem-definido e sua funtorialidade é trivialmente

verificada. Prosseguindo a argumentacéo, notemos que

A(Vioy)en ) (Wow)e—w) - Voov,pv) @ (Woow, pw) = (V@ Wovew, pyew)

é o morfismo idy gy para quaisquer ((V,oy),c_y) ., (W, ow),c_w) € Z(gM). Afi-
nal, ao definir py 517 como a coagéo do tensor entre (V, oy, pyy) € (W, ow, pw), Segue
que

|
o
(1)
=
T
(]
51
<
®
o
o
=
o
S
<
o
=
@]
S
o
=
®
SV
=
(]
S
=
=~
i
%
®
S
®
—_
oJ

%) e (0 ® W) ® 1)

= pV@W(U ® w)v

para quaisquer v € V e w € W, como desejado. Além disso, reparemos que

¢ : (k,ox, px) — (k, ok, pk)

também é um morfismo identidade ja que

rk(lx) = qulk(lk ®1p)

5.9
O (1l o) L1 @ 1)

(rg o) (1 ® 1)
=1 (1)
=1lg® 1
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= pk(1k)-
Para a comutatividade dos diagramas em (3.5) e (3.6), basta notar que
F (a((VaUv),Cav)»((W,UW)»Cf,W)v((UaJU)aCaU)> = Flavwu)
= ayw,u
= YWVov.pv),Wow.ow),(Uou,pu)

bem como,

F <l((vvaO-V)ac—,V)> - F(ZV) - lV = l(‘/,O'v,ﬁv)

F (r((VaUv)ﬁav)) = F(rv) =rmv = 1oy jv):

para quaisquer ((V,oy),c_v), (W,ow),c—w) ., ((U,op).c_ ) € Z(gM). Assim, te-
mos que (F, a, ¢) € um funtor estrito. Além disso, ao considerar w como a tranca reversa
de Z(yM) dada em funcéo de ¢! e para r a tranga de gyD, vale

TF(((V#TV)aC—,V)),F(((VV,OW),C_,W))(U ® w) = Z V(—1) "W X (0)
= cﬁ/%v(v ® w)

€l

((V70V)707,V)7((W0'V[/),C,VW)(U ® ?,U)
=F <w((‘/’av),6_7v),((WUW))C_)W)> (v®@w)

para quaisquer ((V,oy ), c_y ), ((W,ow),c_w) € Z(gM) comov € V ew € W, isto
€, temos que F' é um funtor trangado mediante tranga reversa. Para a segunda parte,
definimos o funtor G : £YD — Z(;; M) dado por

(Viov,pv) = ((Vioy),c_v)
f:Vooy,pv) = Wow,pw) = f:(Vioy),c_y) = (W, ow),c_ w)

emquec_y : —®V — V®— éum isomorfismo natural de modo que, para todo
X € gM, vale

cxy(r®ov) = ZU(O) ® S <U(_1)> - .

Em especial, conforme a Observagao 4.27, sabe-se que c_ y, € um isomorfismo natural
emque c_ yy = T_. Em seguida, vejamos que c_ i satisfaz as identidades (5.3) e (5.4);
para a primeira, notemos que

Ek,V(lk ® U) = ZU(O) &® S_l <U(_1)> -1y

= Zv(o) ® e <S_1 <U(71)>> 1k
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23 v @< (o) e
= Zé (U(—l)) (0) ® 1y

4.13
) oy

= 7“‘71(1))
= (7“‘71 o lv) (Ix ®v),

ao passo que, para a segunda, tem-se

7V®2dY OaXVY) (Zx@)( l(v(—l))'y»

)
Ex v @idy)oaylyy o (idy ® cm) (® (y® )
)

)
=<
I
~
o

cXV®zdy OaXVY (de®cy,v)oaX,Y,V) (z®y)®v)

para quaisquer X, Y € yMcomz € X,y € Y e v € V. Dessa forma, diante das
verificagoes obtidas, infere-se que G esta bem-definido nos objetos, Ademais, para
que G esteja bem-definido nos morfismos, dado f : V' — W um morfismo em gyD,
basta garantir a comutatividade do diagrama

id
Xov X9 v ow

Exyvl J/EX,W

VX — WX
f®idx

para todo X € g M. Em particular, vale que
((f @idx) oexy) (x @) = (f @ idy) (Z vig) ® 5 (u(_l)) . ac)

=31 (vo) @57 (o) o
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e uma vez que f : V — W é um morfismo de H-coméddulos a esquerda, segue a
identidade

ZU(—U ®f <U(O)> = Zf(“)(_l) ® f(v
logo,
((f ® ZdX) OZX,V) (:C X U) = Zf(v>(0) ® Sfl <f(1})<_1)) -

= cx,w(z @ f(v))
= (cxwo (idx ® f)) (z ®v),

paratodo v € V e todo x € X, como desejado. Ante o exposto, a funtorialidade de G é
Obvia e, em seguida, vejamos que G € estrito. Para isso, notemos que

By o) (Wow.pw) - (Viov), e v) @ (Wow), c—w) = (V@ W,oyew), c- vew),

€ o morfismo idy oy para quaisquer (V, oy, py ), (W, ow, pw) € gyp. Afinal, ao definir
c_ yew como o isomorfismo natural do tensor entre (V, oy, py/) € (W, oy, pyy), obtém-
se, para todo X € gM,

cx,vew (T ® (vew))

(5.8)  _ L o .
=" (ayyx o idy @ Exw) o ayxw o (Cxy @idw) o axly )z @ (v @ w))

= (GVW,X o (idy ® cx w)oayxwo (cxy ®@idy))((z®@v) ®w)
:(ax_/}MXO(idV ®cx.w)oay,x,w) (Z( V() ® S < (- 1)) > >
= (a‘_/lw,Xo(z’dV ®Cxw)) (Zvo) ( ( 1)> x@w))

= ayinx (o @ (v 57" () - (57 1(” y)-r)))

para quaisquer v € V, w € W e x € X. Além disso, notemos que

(2 ((kvak)alil or_) — ((k> Uk)75—,k)

€ o morfismo identidade em k tendo em vista, para qualquer X € g M, que

(I orx)(z®ly) =1y (z)
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:1k®x

4.11
(:)lk®1H~x

WDy s l(1y) =

= () @5~ ((1k)(—1)> T

= cx k(z® 1y),
paratodo x € X, como desejado. Ademais, reparemos que a verificagdo dos diagramas
em (3.5) e (3.6) é reduzida as igualdades

G <a(‘/70-V7pV)7(VV70-W7PW)7(U70U7pU)> - G(a‘/?WU)
= avw,u

- a((V’UV)7577‘/)7((WO-W)’577W)’((U70-U)’57)U)7

assim como,

G (l(V,UV,,OV)) =Glly)=ly = l((‘/’Uv)7a7v)

G (T(v,awpv)) =Glry) =1v =1((Voy) e v)

para quaisquer (V, oy, pv), W, ow, pw), (U, 017, prr) € gyp. Portanto, o funtor (G, 3, v)
€, como desejado, estrito. No mais, verifica-se que G € trancado pela tranca reversa
de modo direto, pois ao considerar T a tranga reversa de gyD ew atrancade Z(gM)
dada em funcao de ¢, segue que

WG (Vi .pv)).G(Waw.ow)) (0 @ w) = cyiw (v @ w)
=Y v e s (wey)
~1

=17 )(v®w)

WaUWapW)7(V70V7pV

T(V,Uv,pv),(W,UWWW) (v@w)

=G (T(VEO’V7pV)7(W,CTw,pW)> (U & w)

para quaisquer (V, oy, py), W, ow, pw) € gyD comv € Vew e W. Para a etapa
final, pelas propriedades de F' e G, resta verificar as identidades GF = Idz,m) €
FG=1 dgyp em relacao aos objetos tendo em vista que os funtores F' e G sao bijetivos
nos morfismos, bem como, s&o estritos e mapeiam trangas em trangas reversas. Em
especial, para ((V,oy),c_ y) € Z(gM), segue que

GF((Vioy),c_y)) = G((V,oy, py) = (V,op), ¢ )
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de modo que, mediante construgcao da coagéo py, dada pelo funtor F' e sabendo que
cx,v € unicamente determinado conforme argumento j& apresentado, obtém-se

txy@ev) =Y vpoes ! (U(71)> rx=cxy(r®u),

paratodo X € yMcomz € X ewv € V; logo, %—,V = c_y, como desejado. Enquanto
que, para (V, oy, py) € TYD, infere-se

FG((Vioy,pv)) = F((V,ov),2_y) = (V,ov, py)

com

pv(v) =cg'y (e ly) =Y vy lg ©vg) = Y v @) = py(v),
para todo v € V, isto &, ﬁv = py, como desejado.

Antes de encerrar esta secao, alguns comentarios mais gerais envolvendo o
centro de categorias monoidais sdo expostos de modo a evitar certas contas. Em
(ETINGOF et al., 2015), o leitor encontrara uma descricao para o centro da categoria
de espacos vetoriais G-graduados de dimensao finita em que G € um grupo. Em parti-
cular, a referéncia disposta exprime o fato de que se G é um grupo infinito, simples e
finitamente gerado, entdo o centro da categoria dos espacos vetoriais G-graduados de
dimensao finita € isomorfa a categoria de espacos vetoriais. Além disso, os autores tam-
bém afirmam que a categoria gyD dos mddulos de Yetter-Drinfel'd finito-dimensionais
sobre H é naturalmente equivalente a categoria Z(MH) como categorias tensoriais,
uma estrutura mais especifica que a de categoria monoidal.

5.2 ALGEBRAS BASE EM CATEGORIAS MONOIDAIS

Nesta secdo, generaliza-se a definicdo de uma algebra base para uma categoria
monoidal qualquer com motivagéo advinda, naturalmente, do Exemplo 5.9 apresentado
anteriormente. Em esséncia, a ideia da construcao da definicdo geral de uma algebra
base segue os mesmos moldes com relagdo a definicdo de uma algebra em uma
categoria monoidal qualquer. Isto €, toma-se proveito da definicao usual ja apresentada
e, diante disso, estende-se esse conceito de modo a evidenciar, no caso de algebras
base, a estrutura de categoria trangada de Z(gM).

Definicao 5.10. (DONIN; MUDROV, 2005) Sejam C uma categoria monoidal e £ € C.
Diz-se que L é uma algebra base em C quando admitir estrutura de algebra comutativa
em Z(C).

Observacao 5.11. A definicao de uma algebra base £ dada acima é equivalente ao
fato de £ ser uma algebra em C e existir uma cole¢éo {yx : X ® L - L ® X} x¢c de
isomorfismos em C tal que os diagramas
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LoL » LRL

N

Xor —2X s rex

f®id5l }'dﬁ@ f (5.24)

X®1

/ W‘Uc
(5.25)

X®L

| b

10X » L& X,

ug@idx

TXRY

(XRY)L — L®(XR®Y)

X (Y ®L) LoX)oY (5.26)
de Ay
RELRY) — (XL)®
aXLY
e
(XL L —2 & Xo((LoL)
Yx®ide idx®@myg

(L® X) X®L
ac,x,cl lyx (5.27)
LR(X®L) L®X

de /z@dx

Ar r.x
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sao comutativos para quaisquer X,Y € C e para todo f € Homg(X,Y'). De fato, supo-
nhamos que £ admite estrutura de algebra comutativa em Z(C); logo, pela Definigcdo
5.1, existe c_ p: —® L — L ® — um isomorfismo natural tal que os diagramas

A,.c

1L 7 > L1
N
L
e
(XeY)oLlL —2 L re(XeY)
V W
XY ®L) LX)®Y

idxm Aidy

Ax cy
sdo comutativos, para quaisquer X,Y € C;isto &, (£,c_ ) € objeto em L. Além disso,
a Definigao 3.29 garante a existénciade u, : 1 — L e m, : L ® L — L dois morfismos
em Z(C), ou seja, morfismos em C tais que os diagramas

X@1 XE v er X®((LoL) 2O yvor

CXJJ/ lcx,c e cx,cqul lcx,z:

10X —— LoX (LRL)@X ——— L®X
Ur@idx meRidyx

sao comutativos para qualquer X € C, tendo em vista que valem

(5.9) 1
cx1 = ly orx

CX,LoL o) ax'ppolexe®ide)oag xpolide@exp)oagly .
Dessa forma, £ é uma algebra em C, ja que £ € C, bem como, u, € m, sdo morfismos
em C de modo que a comutatividade dos diagramas (3.16) e (3.17) é levantada pelo
fato de £ ser uma élgebra em Z(C). Por fim, definimos, vx dof cx,c paratodo X € C
e percebemos que o diagrama da naturalidade de c_ , equivale ao diagrama dado
em (5.24) de modo que o diagrama hexagonal, dado pela Definicao 5.1, é equivalente
ao diagrama dado em (5.26). Além disso, u, ser um morfismo em Z(C) equivale ao
diagrama dado em (5.25) e o diagrama dado pelo fato de m . ser um morfismo em Z(C)
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equivale ao diagrama dado em (5.27). No mais, a multiplicacdo de £ ser comutativa
equivale ao diagrama dado em (5.23).

Reciprocamente, suponhamos que £ é uma algebra em C e existe uma colecéo
de isomorfismos {vx : X ® L — L ® X} x¢c tal que os diagramas (5.23) a (5.27) séo
comutativos para quaisquer X,Y € C e para todo f € Homg(X,Y). Reparemos que,
ao acoplar os diagramas (5.23) e (5.24), obtém-se o diagrama

12 L n s LOL
UL®7:d£J/ lidﬁ@ﬂﬁ
L&L e s LRL
L

comX =1Y=Le f=up. Como L é uma algebra em C, segue, de (3.17), que
mg o (up ®ide) =g e myg o (idg @ug) =rg;

logo, vale que
(3.17) ,
reoyr = mgeo(ide ®@ug) oy

5.24
e )WLO%O(Uc@idc)

5.23
(52 )m£O<Uﬁ®id£)

(3.17)
=
Assim, notemos que o diagrama (5.24) garante que y— € um isomorfismo natural;
portanto, como v = er olp, segue, atrelado ao diagrama (5.26), que (£,v—) € um
objeto em Z(C). Com isso, como L € &lgebra em C e os diagramas (5.25) e (5.27)
sdo comutativos, tem-se que (£, y—) admite a estrutura de algebra em Z(C), ja que o
primeiro diagrama garante que a u, € um morfismo no centro ao passo que o segundo
infere que m, € um morfismo no centro. Por fim, o diagrama (5.23) garante que (£,v-)
€ uma algebra comutativa em Z(C).

Exemplo 5.12. A unidade de uma categoria monoidal € uma algebra base, conforme
o Exemplo 3.31.

Exemplo 5.13. Se H é uma éalgebra de Hopf com antipoda bijetora, entdo H é uma
algebra base sobre si na categoria ;M mediante o Exemplo 4.38.

Exemplo 5.14. Em (C, 7) uma categoria trangada, toda algebra comutativa admite ao
menos duas estruturas de algebra base. De fato, dada (£, m, v) uma algebra comutativa
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em C, pelo Corolario 5.8, sabe-se que (£,7_ ») € Z(C); logo, resta garantir que u e m
sejam morfismos em Z(C). Isto €, busca-se a comutatividade dos diagramas

idx@u idx®@m

X1 — XL XRULL) —— XL

TXJJ/ J/TX,L e TX,£®£J/ lTX,E

10X — L®X LRLHRX —— L® X,
uRidx meidx

para todo X € C; o que é trivial vide a naturalidade de 7. A segunda estrutura de
algebra base é dada analogamente ao utilizar a tranga reversa 7.

Em (DONIN; MUDROQV, 2005), através de uma algebra base L € C, é possivel
construir uma nova categoria monoidal denominada a extenséo dindmica de C sobre L.
Esse assunto n&o € de interesse deste trabalho, contudo vale ressaltar a importancia
de uma algebra base para a estruturacao desta categoria. Em particular, a estrutura
de algebra de £ em C permite que a extensado dindmica seja, de fato, uma categoria
ao passo que a estrutura de algebra comutativa de £ em Z(C) promove a nogao de
categoria monoidal para a categoria em questéo.
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