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Questao 1. A equacao do calor em R. Nessa questao, resolveremos o problema de
valor inicial

Up — Ugy = 0, reERet >0,
u(z,0) =g(z), xe€R.
Defina o niicleo do calor por
1 22
O(z,t) = e 4 parare€Ret>0.

At

Seja g: R — R uma funcao continua e limitada. Para x € R e t > 0, defina

ula, 1) = (z, 1) * glx) = / Bz — y,0)g(y)dy

R
(a) Mostre que ®4(x,t) — Pz, t) =0 parax € Re t > 0.
(b) Mostre que u € C*°(R x (0,00),R).
(c) Mostre que us(x,t) — ugy(x,t) =0 paraz € Ret > 0.
(d) Mostre que para cada xy € R temos |u(z,t) — g(z9)| — 0 quando (z,t) — (z0,0)
com ¢t > 0.
Dica: lembre-se que [, ®(x,t)dz = 1 para cada t > 0.

Questao 2.
(a) Derive a férmula de D’Alembert para a equagao de ondas.
(b) Usando esta férmula, resolva o PVI seguinte
Ut = C2u$za
u(z,0) = cos?(z),
u(z,0) =z + 1.
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Questao 3.

(a) Demonstre a seguinte versao da desigualdade de Grénwall: sejam ¢, n fungoes
continua, ndo-negativas e integraveis num intervalo (a,b) da reta, e g uma fungao
continua, ndo-negativa, nao-descrescente e localmente integravel em (a, b), satisfazendo:

o(t) < g(t) + /tn(s)(b(s)ds para todo t € (a,b).

Entao ,
o(t) < g(t)ela "% para todo t € (a,b).
(b) Suponha que A € M,(R) , U = (1,00) x R", f: U — R™ é localmente Holder
continua em ¢, localmente Lipschitz em z para (¢,z) € U e também que
()l < KR+ 2] para todo (1,2) € U,

onde k é uma fungao continua nao-negativa em (7,00). Se tg > 7 e x5 € R™, mostre
que a tunica solucao z(-, g, ¢) do problema

dx
— = Az + f(t,z) t>to,
dt
£L‘(t0) = Xy,
esta definida para todo t > ty, isto é, o intervalo maximal de existéncia desta solucao

é (t(), OO)

Dica: Use (sem demonstracao) a Férmula da Variagao das Constantes, o fato de que (para
este problema) se (to, tmax) € 0 intervalo maximal da solugao de x(+, tp, o) entao ou tyax = 00
o tyax < 00 € ||z(t, to, xo)|| — oo quando t — ¢ e por fim, use a Desigualdade de Gronwall
do item (a).

max’

Questao 4. Considere o problema de Dirichlet abaixo:

Upy + Uy =0 em
u=f em 0f),
onde Q = {(z,y) e R*: 22 + y> < 1} e 9N = {(w,y) € R?: 2% + 4> = 1}.
(a) Usando o método da separagao de varidveis, assumindo u(r,0) = R(r)0(0),
mostre que existe uma constante A tal que
0"0)+X0(0) =0 e r*R'(r)+rR(r)— AR(r) =0.

(b) Assumindo que o dado inicial f depende sé da varidvel angular 6, expressar de
manera explicita (por meio de uma série) a solu¢ao do problema de Dirichlet em termos
do dado inicial f.



