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Pura e Aplicada.

Universidade Federal de Santa Catarina – UFSC
Centro de Ciências F́ısicas e Matemáticas
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RESUMO

Propomos um método iterativo para a resolução de problemas discretos
mal postos baseado em iterações matriciais geradas através do método de
Newton, conhecido por convergir para a pseudo-inversa de uma matriz.
Essencialmente, tomando os iterados gerados pelo método de Newton
matricial por Xk, constrúımos os vetores x(k) = Xkb, em que b é o
vetor com dados do problema. Por construção, estes iterados convergem
para a solução de norma mı́nima do problema de mı́nimos quadrados
minx∈Rn ‖Ax − b‖2. Mostramos que a sequência {x(k)} é quadratica-
mente convergente e ilustramos o seu comportamento numérico. No
caso de dados de entrada com rúıdo, analisamos o comportamento de
semi-convergência nos iterados e conclúımos que as iterações devem
ser truncadas para controlar a propagação do rúıdo. Como resultado,
encontramos uma estimativa de erro para o caso em que o prinćıpio da
discrepância é utilizado para determinar o parâmetro de truncamento.
Na tentativa de contornar o alto esforço computacional, estudamos
variantes do método que incluem estratégias de projeção, resultando em
alternativas atrativas para aplicação em problemas de grande porte. Di-
versos resultados numéricos são apresentados para ilustrar a efetividade
do método em problemas-teste bem conhecidos da literatura.

Palavras-chave: Problemas discretos mal postos. Métodos iterativos.
Semi-convergência. Critérios de parada.





ABSTRACT

We propose an iterative method to solve discrete ill-posed problems
based on matrix iterations generated by Newton’s method, known
to converge to the pseudoinverse of a matrix. Essentially, letting the
Newton matrix iterate be Xk, we construct the vectors x(k) = Xkb,
where b is the data vector of the problem. By construction, these iterates
converge to the minimum norm solution of the least squares problem
minx∈Rn ‖Ax− b‖2. We show that the sequence {x(k)} is quadratically
convergent and illustrate its numerical behavior. In the case of noisy data,
we analyze the semi-convergence behavior of the iterates and conclude
that the iterations must be truncated to control the propagation of the
noise error. As a result, we derive an error estimate for the case when
the discrepancy principle is used as stopping parameter rule. In order to
overcome the high computational effort, we study variants of the method
that include projection strategies, resulting on attractive alternatives
that are well suited for large-scale problems. Several numerical results
are presented to illustrate the effectiveness of the method on well known
test problems from literature.

Keywords: Discrete ill-posed problems. Iterative methods. Semi-conver-
gence. Stopping rules.
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i=1 xiyi ≡ xT y, para x, y ∈ Rn
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1 INTRODUÇÃO

Diversas aplicações na ciência e na engenharia conduzem a siste-
mas de equações lineares de grande porte da forma Ax = b̃ ou, mais
geralmente, ao problema de mı́nimos quadrados associado

min
x∈Rn

‖Ax− b̃‖2, (1.1)

para A ∈ Rm×n severamente mal condicionada e b̃ = b+ e, em que b ∈
Rm denota os dados exatos e o vetor e corresponde ao rúıdo proveniente
de imprecisões ou erros de medição. Problemas dessa forma são chamados
de problemas discretos mal postos [22] e surgem naturalmente, por
exemplo, na discretização de equações integrais de primeira espécie em
processamento de sinais e restauração de imagens ou quando estamos
interessados em conhecer a estrutura interna de um sistema através
de medições externas, como acontece na tomografia computadorizada
[20,26,41].

É fato conhecido que a solução para (1.1) gerada através da pseudo-
inversa de Moore-Penrose A† [28, 36], denotada por x̃LS = A†b̃, é do-
minada pelo rúıdo nos dados de entrada. Neste cenário, métodos de
regularização são essenciais para computar aproximações estáveis da
solução livre de rúıdos xLS = A†b procurada. A literatura possui diversas
abordagens com este intuito, como a regularização de Tikhonov [45],
que consiste basicamente em trocar (1.1) por um problema relacionado
bem condicionado cuja solução é aceita como aproximação para xLS.

Outra maneira de lidar com o problema é através de métodos
iterativos, tais como CGLS/LSQR [10,33], MINRES/MR-II [17,32] e
GMRES/RRGMRES [12,40], entre muitos outros, para os quais o ı́ndice
k da iteração atua como parâmetro de regularização. Isto ocorre porque,
para muitos métodos iterativos, nos passos iniciais, os iterados tendem a
convergir para xLS, para então se deteriorarem com o crescimento de k,
até convergirem finalmente para a solução de (1.1), dominada pelo rúıdo.
Este fenômeno, conhecido como semi-convergência [31], sugere que a
interrupção das iterações após um certo número de passos tem efeito
regularizante. Para tanto, critérios de parada espećıficos são essenciais
para determinar boas soluções.

Neste trabalho, propomos um método iterativo para computar
aproximações estáveis para a solução livre de rúıdos do problema (1.1),
xLS = A†b, baseado no fato de que se {Xk} é uma sequência matricial
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que converge para A†, então a sequência vetorial {x(k)}, definida por

x(k) = Xkb, (1.2)

converge para a solução de mı́nimos quadrados de norma mı́nima xLS =
A†b. Entre uma vasta gama de possibilidades presentes na literatura, a
geração da sequência matricial {Xk} se dá através da recorrência

Xk+1 = Xk(2I −AXk), (1.3)

que consiste em um caso particular de um método de alta ordem [9] e
possui um paralelo com as iterações geradas pelo método de Newton
quando aplicado a um certo problema não linear. De fato, ao buscarmos
a raiz da função f(x) = a−x−1 com o objetivo de encontrar o rećıproco
de a 6= 0, o método de Newton produz os iterados

xk+1 = xk −
f(xk)
f ′(xk) = xk(2− axk),

que convergem quadraticamente para a−1, desde que o iterando inicial
x0 seja escolhido apropriadamente. Esta ideia pode ser estendida [34,43]
para a função matricial f(X) = M −X−1, em que M é não singular,
gerando a recorrência Xk+1 = Xk(2I−MXk), de modo que Xk →M−1.
O caso mais geral é representado pelas iterações (1.3), para A ∈ Rm×n
qualquer, que convergem para a pseudo-inversa A†. A convergência qua-
drática caracteŕıstica do método de Newton é preservada nas iterações
matriciais (1.3), também referenciadas na literatura como método de
Schultz [43].

Apresentamos propriedades teóricas da sequência (1.2) gerada atra-
vés do método de Newton (1.3), provando sua convergência quadrática
herdada da iteração matricial. Além disso, com algumas condições, ga-
rantimos que os iterados capturam as informações da matriz associadas
aos maiores valores singulares preservando a ordem dos mesmos, isto é,
adquirindo dados fornecidos pelos elementos de baixa frequência antes
dos demais. Tal propriedade é de importância na construção de aproxi-
mações estáveis para xLS a partir de dados com rúıdo, pelo fato de que
a solução de problemas discretos mal postos é dominada pelos maiores
valores singulares [20,22].

Abordamos, também, uma análise da propriedade de semi-conver-
gência exibida pelo método proposto, culminando em uma estimativa
teórica para o caso em que o prinćıpio da discrepância de Morozov [25,29]
é utilizado para determinar o parâmetro de truncamento k.

Visando uma aplicação prática do método desenvolvido, surgem
dificuldades com relação ao custo operacional e alguma estratégia de
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aceleração se faz necessária. Para tanto, estudamos variantes das itera-
ções matriciais do método de Newton [35,42] e também combinamos o
método proposto com técnicas de projeção em subespaços de dimensão
finita (como os gerados pela base da transformada discreta de cos-
seno [22] e subespaços de Krylov [16,22]). A segunda estratégia resultou
em métodos atrativos numericamente para aplicação em problemas de
grande porte que, juntamente com os resultados teóricos, consistem das
contribuições mais significativas deste trabalho [5].

O texto está organizado como segue. No Caṕıtulo 2, descrevemos
conceitos preliminares relacionados aos problemas discretos mal postos,
ferramentas importantes como a decomposição em valores singulares
(SVD), detalhes acerca da solução xLS procurada e apresentamos bre-
vemente métodos como TSVD [20], LSQR [33] e a regularização de
Tikhonov [45]. Através da ideia da semi-convergência, abordamos alguns
critérios de parada para métodos iterativos, a saber: o prinćıpio da discre-
pância de Morozov [25,29] (DP), um critério baseado na L-curve [19,25]
e a regra do produto mı́nimo [6,11] (MPR).

No Caṕıtulo 3 abordamos diretamente o método iterativo proposto
por este trabalho, exibindo aspectos teóricos relacionados com a con-
vergência da sequência (1.2), a conexão do método matricial com as
iterações de Newton, ordem de convergência, monotonia na norma dos
reśıduos e dos iterados, entre outros. Algumas referências desta parte
são [8, 9, 36,44,47].

O Caṕıtulo 4 apresenta uma análise da semi-convergência do mé-
todo proposto que resulta em uma cota do erro para a solução regu-
larizada sob a hipótese que o critério de parada é determinado pelo
prinćıpio da discrepância. Exibimos, também, resultados numéricos em
problemas provenientes do pacote Regularization Tools [21] e da Galeria
do MATLAB.

No Caṕıtulo 5, o foco é buscar estratégias para acelerar as iterações
do método proposto, visando contornar o custo operacional. A primeira
parte do caṕıtulo se baseia no trabalho de Pan e Schreiber [35] e busca
alternativas às iterações matriciais do método de Newton. Na segunda
parte, combinamos o método proposto com técnicas de projeção do
problema original (1.1) em subespaços que possam conter componentes
importantes da solução sem rúıdo xLS. Ilustramos as técnicas desenvol-
vidas em problemas de porte médio e em um caso de recuperação de
imagem com blur e rúıdo, proveniente do pacote Restore Tools [30].

Por fim, apresentamos as considerações finais e as referências.
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2 PRELIMINARES

Muitos fenômenos nas ciências naturais e engenharia são descritos
através de modelos matemáticos e são fonte de inúmeros problemas
em diversos ramos das ciências aplicadas. Formalmente, consideramos
processos f́ısicos, biológicos, etc., capazes de produzir algum efeito g
como consequência de um est́ımulo f . Estes processos são usualmente
modelados por equações da forma

Af = g, (2.1)

em que A : H1 → H2 é um operador (diferencial, integral, etc.), possi-
velmente não linear, f ∈ H1 é a função de entrada e g ∈ H2 é a função
que contém os dados do problema, sendo H1 e H2 espaços normados
(como espaços de Banach ou Hilbert, por exemplo).

Quando o modelo e a função de entrada são conhecidos, computar
a sáıda do sistema é um problema relativamente simples de ser resolvido,
chamado de problema direto. No entanto, um cenário usual é tentar
determinar a causa (ou entrada) desconhecida a partir do conhecimento
do efeito resultante, i.e., buscar f sabendo que conhecemos A e g. Esta
situação é conhecida como problema inverso e corresponde à inversão
do operador A, caso exista.

Um complicador adicional surge em problemas práticos: é usual
a função g ser dada com imprecisões, em especial quando é obtida
experimentalmente e, portanto, sujeita a erros de medição. Nestas
situações, somos forçados a trabalhar com uma versão aproximada gδ
da função de dados, que contém um certo ńıvel de rúıdo, ou seja,

‖gδ − g‖ ≤ δ,

em que δ obviamente depende da precisão do instrumento de medição
utilizado e normalmente a escolha da norma ‖·‖ é feita levando em conta
caracteŕısticas do processo em questão. Estes são apenas alguns aspectos
preliminares da teoria de problemas inversos, em franca expansão nos
últimos anos. Para maiores informações, o leitor é direcionado para
[14,20,26,41,46], por exemplo.

Na análise e resolução de problemas inversos, questões sobre exis-
tência, unicidade e estabilidade da solução são pontos cruciais. Por
exemplo, é importante saber o quanto pequenas variações em gδ influen-
ciam em mudanças na solução encontrada (estabilidade). Outro aspecto
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é o caso em que A não é injetor, implicando que A−1 não existe, o que
leva à existência de múltiplas soluções (unicidade). Finalmente, gδ pode
nem sequer pertencer ao espaço imagem do operador, resultando em
não existência de solução para (2.1).

Com base nestas ideias, o matemático francês J. S. Hadamard
introduziu o conceito de problema bem-posto, no ińıcio do século XX.

Definição 2.1. O problema (2.1) é dito bem-posto no sentido de Ha-
damard se são satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existência: para cada g ∈ H2, existe f ∈ H1 tal que Af = g.

(ii) Unicidade: para cada g ∈ H2, a equação (2.1) admite uma única
solução.

(iii) Estabilidade: a solução f depende continuamente dos dados de
entrada, i.e., o operador A−1 é cont́ınuo.

Caso alguma das condições acima não seja cumprida, dizemos que o
problema é mal posto.

As primeiras duas condições estão relacionadas com o lado direito
estar ou não na imagem do operador e com o fato de A ter ou não espaço
nulo não trivial. A violação destas propriedades pode ser tratada a partir
do uso de alguma inversa generalizada para A, de modo a computarmos
soluções que são em algum sentido ótimas. Por outro lado, a questão
da dependência cont́ınua da solução com relação aos dados de entrada
em geral causa maiores dificuldades, especialmente quando buscamos
computar soluções numericamente. Em situações práticas e com rúıdo
nos dados, isto significa que devemos inicialmente considerar estratégias
de estabilização, como veremos com maiores detalhes adiante.

Para problemas lineares bem postos, vale observar que a depen-
dência cont́ınua da solução com respeito aos dados de entrada está
intimamente ligada com o número de condição do operador, dado por

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖.

Com efeito, é fácil ver que, ao resolvermos o problema com imprecisões
A(f + δf) = g + δg, temos

‖δf‖
‖f‖

≤ κ(A)‖δg‖
‖g‖

,

para δg e δf representando as variações nos dados e na solução, respec-
tivamente. Mesmo com a dependência cont́ınua, caso κ(A) seja grande,
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podemos ter instabilidade nas soluções do problema, independentemente
do mesmo ser bem-posto ou não. Neste sentido, caso κ(A) seja próximo
de 1, teremos estabilidade da solução com pequenas variações nos dados
e dizemos que o problema é bem-condicionado. Por outro lado, com
κ(A) grande, dizemos que o problema é mal condicionado. Note que é
uma noção pouco precisa, se comparada com o conceito de bem e mal
posto da Definição 2.1: não é necessariamente claro, dado κ(A), dizer
se o problema é bem ou mal condicionado, embora este número seja
frequentemente utilizado como critério comparativo entre problemas.

Dos ramos da matemática aplicada, a área de problemas inversos
apresenta um dos maiores crescimentos das últimas décadas, especial-
mente por poder lidar com o grande número de problemas de interesse
prático contemporâneo na ciência e na tecnologia. Alguns exemplos são
encontrados em problemas de acústica, astronomia, tomografia com-
putadorizada, geof́ısica, biologia matemática, processamento de sinais,
problemas gravitacionais, inversão da equação do calor, restauração de
imagens, estat́ıstica, sensoriamento remoto, ótica, identificação biomé-
trica, entre muitos outros [20,26,41].

Um exemplo t́ıpico corresponde às equações integrais de Fredholm
de primeira espécie, descritas na forma

(Af)(s) :=
∫ b

a

K(s, t)f(t)dt = g(s), c ≤ s ≤ d, (2.2)

em que a existência e/ou unicidade de soluções nem sempre são garanti-
das. Por exemplo, se consideramos que K(s, t) é cont́ınua em [a, b]×[c, d]
e f ∈ L2[a, b], então o operador A é tal que Af ∈ C[c, d]. Portanto, caso
g não seja cont́ınua, o problema (2.1) não tem solução, quebrando a
primeira condição de Hadamard.

Agora, se considerarmos a equação∫ π

−π
ssen(t)f(t)dt = g(s), −π ≤ s ≤ π, (2.3)

é fácil ver que o núcleo do operador N (A) tem dimensão infinita, pois
a famı́lia de funções fn(s) = sen(ns), para n = 2, 3, . . . , pertencem ao
núcleo. Esta constatação implica que (2.3) possui infinitas soluções,
tornando, também, o problema mal posto.

A questão da estabilidade também não é trivial, uma vez que da
análise funcional sabemos que operadores desta forma (i.e., compactos)
são tais que sua inversa é descont́ınua. Consequentemente, salvo o
caso em que K(s, t) = K1(s)K2(t) (conhecido como o caso do núcleo
degenerado), o problema é sempre instável.
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2.1 DO CONTÍNUO AO DISCRETO

Alguns problemas podem ser resolvidos analiticamente a partir
da sua formulação cont́ınua. Contudo, frequentemente precisamos de
soluções numéricas; nestes casos, o ambiente cont́ınuo impossibilita
abordagens práticas e, então, é preciso discretizar o problema. Em outras
palavras, precisamos expressar as funções f e g de (2.1) por vetores, e
o efeito do operador A sobre as funções discretas como um operador
discreto, por exemplo, como uma matriz. Geralmente, o processo de
discretização resulta num sistema de equações lineares da forma

Ax = b, com A ∈ Rm×n, x ∈ Rn e b ∈ Rm, (2.4)

em que A, x e b são as representações discretas de A, f e g, respectiva-
mente. Ou, em termos mais gerais, estamos interessados em resolver o
problema

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2, (2.5)

que sempre possui solução, mesmo que Ax = b seja inconsistente [27].
Como a matriz é originária da discretização de um problema mal posto,
a dificuldade deste estágio é que o problema (2.5) (e sua versão na forma
Ax = b) torna-se muito senśıvel a pequenas variações no vetor de dados
b, que usualmente não é exato.

Observação 2.2. Para o caso de equações integrais, existem diversas
maneiras de efetuar a transformação para o caso discreto, sendo os
métodos de quadratura e os métodos de Galerkin alguns deles.

No primeiro caso, a função f(t) pode ser discretizada considerando
o seu valor em um número finito de pontos tj , j = 1, . . . , n, no intervalo
[a, b], de modo que xj = f(tj), e consideramos que o vetor x ∈ Rn contém
os valores xj . Agora, a integração em t é aproximada por alguma regra
de quadratura utilizando o vetor x, i.e., dados os chamados pesos da
quadratura wj (que dependem de cada regra espećıfica utilizada), temos
que ∫ b

a

K(s, t)f(t)dt ≈
n∑
j=1

wjK(s, tj)xj , c ≤ s ≤ d.

Agora, para remover o aspecto cont́ınuo em s, consideramos pontos
si, para i = 1, . . . ,m, no intervalo [c, d], gerando o lado direito b do
sistema com as entradas bi = g(si). Deste modo, aplicando a regra de
quadratura para cada um dos pontos s = si da equação acima, temos um
sistema de equações discreto como em (2.4), em que A = [aij ] ∈ Rm×n
para aij = wjK(si, tj).
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Os métodos de Galerkin, por outro lado, partem de uma premissa
diferente, considerando dois conjuntos de funções de base θj(t) e φi(s) e
expandindo a solução procurada f(t) como uma combinação das funções
θj(t), isto é,

f(t) ≈ f̄(t) =
n∑
j=1

xjθj(t).

Então, inserimos esta informação na equação integral (2.2), obtendo∫ b

a

K(s, t)
n∑
j=1

xjθj(t)dt = g(s).

Em seguida, garantindo que o reśıduo é ortogonal para cada uma das
funções φi(s), ou seja,

∫ d

c

φi(s)

∫ b

a

K(s, t)
n∑
j=1

xjθj(t)dt− g(s)

 ds = 0,

obtemos, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m},∫ d

c

∫ b

a

K(s, t)φi(s)
n∑
j=1

xjθj(t)dtds =
∫ d

c

g(s)φi(s)ds.

Para formar o sistema propriamente dito, tomamos x ∈ Rn como o
vetor contendo os coeficientes de cada uma das n funções de base θj e,
similarmente, o lado direito b = (bi) ∈ Rm e a matriz de coeficientes
A = [aij ] ∈ Rm×n são tais que

bi =
∫ d

c

g(s)φi(s)ds e

aij =
∫ d

c

∫ b

a

K(s, t)φi(s)θj(t)dtds,

resultando no sistema linear como em (2.4). Para informações comple-
mentares acerca de discretizações de equações integrais, veja Baker [2].

Como uma das ferramentas mais importantes para análise teó-
rica e também para o cálculo de soluções de (2.5), apresentamos a
decomposição em valores singulares (SVD) de A.
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Teorema 2.3 (SVD). Seja A ∈ Rm×n tal que posto(A) = r. Então,
existem matrizes U = [u1, . . . , um] ∈ Rm×m e V = [v1, . . . , vn] ∈ Rn×n
ortogonais tais que

A = U

[
Σ 0
0 0

]
V T ,

em que Σ = diag(σ1, . . . , σr) ∈ Rr×r e os números σi (chamados de
valores singulares) são ordenados de modo não-crescente σ1 ≥ · · · ≥
σr > 0.

Em posse da SVD, podemos introduzir a chamada pseudo-inversa
de Moore-Penrose [28,36], dada por

A† = V

[
Σ† 0
0 0

]
UT , com Σ† = Σ−1 = diag(1/σ1, . . . , 1/σr),

(2.6)
que consiste de uma versão generalizada do conceito da matriz inversa.
Com efeito, a pseudo-inversa existe e é única para toda matriz A ∈ Rm×n,
além de satisfazer diversas propriedades algébricas [36] nos moldes do
que se conhece para a matriz inversa, quando a mesma existe. Vale notar
que, quando A é não-singular, então A† = A−1. A matriz pseudo-inversa
nos conduz ao conjunto de soluções do problema (2.5), que sabemos ser
da forma

{zLS = A†b+ w : w ∈ N (A)}, (2.7)

em que os vetores AzLS correspondem à melhor aproximação de b em
R(A) (com respeito à norma ‖ · ‖2). Destas,

xLS = A†b

é uma solução particular que possui a propriedade de norma mı́nima,
isto é, para qualquer zLS de (2.7),

‖xLS‖2 ≤ ‖zLS‖2.

Note que, de posse de xLS, é posśıvel construir todas as outras soluções,
que já dependem unicamente do núcleo de A. Além disso, a solução
de norma mı́nima xLS sempre existe e é única, satisfazendo as duas
primeiras condições de Hadamard para um problema ser bem-posto. A
solução xLS é de interesse por satisfazer os requerimentos de solução
única para o problema (2.5), de modo que a maior preocupação recai
sobre a questão da estabilidade do problema quando temos variações
nos dados de entrada. Portanto, por padronização, quando fazemos uso
da notação

xLS = argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖2,
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estamos nos referindo direta e unicamente a xLS = A†b, como um abuso
de notação.

Observação 2.4. É interessante notar que, do ponto de vista geomé-
trico, para qualquer zLS de (2.7), o vetor AzLS corresponde à projeção
ortogonal de b em R(A). De fato, é propriedade bastante conhecida [38]
que

AA† = PR(A),

em que PR(A) representa o projetor ortogonal em R(A). Esta noção
reforça a menção anterior acerca das soluções em (2.7) corresponderem
à melhor aproximação de b em R(A), uma vez que a projeção ortogonal
PR(A)b tem por caracteŕıstica ser um vetor em R(A) cuja distância
euclidiana à b é a menor posśıvel.

2.2 EFEITO DO RUÍDO NO PROBLEMA DISCRETO

Similarmente ao que acontece no caso cont́ınuo, raramente pos-
súımos o verdadeiro vetor b, mas sim algum vetor com imprecisões
b̃ = b+ e, em que e representa o rúıdo proveniente de erros de medição,
de discretização, entre outros. Neste caso, o vetor x̃LS = A†b̃ corres-
ponde à solução para o problema com dados imprecisos Ax = b̃. Como
A é proveniente de um problema mal posto, os seus valores singulares
decaem para zero sem que haja algum salto notório no seu decaimento
e, mais ainda, o número de condição κ(A) = ‖A‖2‖A†‖2 é muito grande.
Assim, x̃LS é, em termos práticos, inútil como aproximação para xLS,
uma vez que pequenas variações nos dados de entrada tendem a gerar
mudanças catastróficas no vetor de soluções encontrado. Nesta seção,
buscamos elucidar a influência do rúıdo em b̃ através de uma análise
com a SVD de A.

Observação 2.5. O número de condição de uma matriz A ∈ Rm×n é
definido, mais geralmente, como κ(A) = ‖A‖‖A†‖, para ‖ · ‖ qualquer
norma matricial submultiplicativa. Esta quantidade foi, originalmente,
introduzida para matrizes inverśıveis (i.e., A† = A−1) e, neste caso,

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖ ≥ ‖AA−1‖ = 1.

A análise se mantém a mesma que para operadores: se κ(A) ≈ 1, dizemos
que a matriz é bem-condicionada enquanto que, para κ(A) “grande”, que
é um conceito subjetivo, pertinente ao problema e ao ńıvel de rúıdo em
questão (veja [27, p. 415]), dizemos que A é mal condicionada. Quando
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‖ · ‖ = ‖ · ‖2, que é de maior interesse aqui, temos

κ(A) = σ1

σr
,

frequentemente denominado número de condição espectral. Estas noções
motivam a introdução do chamado raio espectral, definido para toda
matriz quadrada A, dado por

ρ(A) = max{|λ| : λ é autovalor de A}.

Sabemos que ρ(A) ≤ ‖A‖, para qualquer norma matricial ‖ · ‖ [27], fato
que gera limitantes superiores para o raio espectral, embora a estimativa
seja, em geral, muito bruta. No entanto, quando a 2-norma matricial é
utilizada e A é simétrica, segue que ρ(A) = ‖A‖2.

Note que podemos escrever a pseudo-inversa (2.6) como a soma

A† =
r∑
i=1

σ−1
i viu

T
i ,

o que implica diretamente que

xLS =
r∑
i=1

uTi b

σi
vi,

em que os números uTi b são denominados coeficientes de Fourier. Com
dados perturbados b̃, a solução que possúımos é, com efeito,

x̃LS =
r∑
i=1

uTi b̃

σi
vi =

r∑
i=1

uTi b

σi
vi +

r∑
i=1

uTi e

σi
vi, (2.8)

que corresponde à solução que procuramos acrescida da contribuição do
rúıdo em b̃. Podemos notar que, para valores singulares pequenos, os

coeficientes
uTi e
σi

são grandes, fazendo com que o último somatório acima
seja dominante, tornando a solução encontrada inútil como aproximação
para xLS. Hansen [22] definiu este tipo de problema como sendo problema
discreto mal posto, gerando o paralelo com o que acontece no ambiente
cont́ınuo. Neste caso, para podermos construir uma solução com algum
significado, as componentes do lado direito |uTi b̃| deveriam (ao menos
na média) decair mais rapidamente do que os valores singulares. Em
termos grosseiros, esta propriedade é conhecida como condição discreta
de Picard [23].
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Em geral, no entanto, não é o que acontece na prática, como pode
ser visto na Figura 2.1. Perceba que, com dados livres de rúıdo, os
coeficientes de Fourier ficam equilibrados, em média, com os valores

singulares, evitando que as razões
|uTi b|
σi

atinjam altas ordens. Tal situação
não ocorre no caso de dados com imprecisões, em que os valores singulares
tem um decréscimo muito mais expressivo que os coeficientes de Fourier
conduzindo, assim, a solução calculada a ser dominada pelo rúıdo. Vale
mencionar que o problema utilizado, foxgood, é proveniente do pacote
Regularization Tools de Hansen [21]. Esta toolbox contém diversos
exemplos de problemas discretos mal postos, utilizados neste trabalho
para ilustrar resultados, bem como implementações de métodos e outras
rotinas auxiliares.

Figura 2.1 – Valores singulares da matriz A do problema foxgood, di-
mensão 40, coeficientes de Fourier e a razão entre eles, para
b sem rúıdo (esquerda) e b com rúıdo de 1% (direita).
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Fonte: o autor, 2017.

2.3 TSVD E MÉTODOS DE PROJEÇÃO

Devido à ordenação dos valores singulares, perceba que os últimos
elementos da soma (2.8) tem maior chance de serem afetados pelo rúıdo
do que os primeiros, por estarem relacionados com valores singulares
menores. Portanto, se o somatório (2.8) for truncado em algum ı́ndice k <
r, com k próximo de r, podemos amenizar o efeito do erro e no cálculo
da solução; porém, se k for pequeno, deixamos de capturar informações
importantes do problema. Disso segue claramente que a escolha de
k deve estabelecer um balanço entre a quantidade de informação do
problema que é capturada e a quantidade de erro introduzida na solução.
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Com este intuito, surge o método TSVD [20] (literalmente, SVD
Truncada), que consiste em gerar soluções da forma

x(k) =
k∑
i=1

uTi b̃

σi
vi, (2.9)

para k ≤ r; i.e., informalmente, a TSVD simplesmente não incorpora
as componentes associadas aos menores valores singulares de A na
soma (2.8). O k que satisfaz os requerimentos de equiĺıbrio mencionados
acima é chamado de ı́ndice de truncamento. No ambiente cont́ınuo, a
teoria que trata dos métodos de resolução de problemas mal postos é
conhecida como teoria de regularização, o que leva a nomear os métodos
envolvidos de métodos de regularização. No caso discreto, seguimos o
mesmo paralelo. Neste sentido, o ı́ndice de truncamento k é, em essência,
um parâmetro de regularização a ser determinado: é este ı́ndice que
controla o balanço entre as informações que queremos do problema e
o efeito do rúıdo, possibilitando a construção das chamadas soluções
regularizadas, que consistem de aproximações estáveis para xLS.

Na Figura 2.2 apresentamos um exemplo da funcionalidade do algo-
ritmo TSVD, quando comparado com a solução de mı́nimos quadrados
do problema com imprecisões Ax = b̃, que é dada por x̃LS = A†b̃. Note
que x̃LS está dominada pelo rúıdo e não representa em nada uma solução
razoável para o problema original Ax = b, i.e., livre de perturbação. No
entanto, ao utilizarmos o método TSVD, a soma (2.9) é truncada em
k = 7, gerando uma aproximação de qualidade para a solução procu-
rada. Vale mencionar que determinar o ı́ndice de truncamento k não é
tarefa simples, demandando o uso de critérios de parada especializados;
abordaremos este assunto com mais detalhes futuramente.

O algoritmo TSVD faz parte da classe dos chamados métodos de
projeção. Inicialmente, relembramos que na prática o vetor de dados é
dado na forma b̃ = b+ e, com e desconhecido. Tendo isto em mente, os
métodos de projeção tem por ideia básica gerar boas aproximações para

xLS = argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖22,

através do cálculo de vetores x(k) de modo que

x(k) = argmin
x∈Vk

‖Ax− b̃‖22,

considerando que {Vk} é uma sequência de subespaços de Rn que gozam
das seguintes propriedades:

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ Vk+1 ⊂ · · · ⊂ Rn e dim(Vk) = k.
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Figura 2.2 – Soluções x̃LS = A†b̃ (esquerda) e x(k) gerada por TSVD,
com k = 7 (direita), para problema phillips, dimensão 40,
1% de rúıdo nos dados de entrada.
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Fonte: o autor, 2017.

No caso da TSVD, note que Vk = span{v1, . . . , vk}, de modo que
as soluções computadas pertencem ao espaço gerado pelos primeiros
k vetores singulares à direita de A. Os espaços de aproximação Vk
dependem intrinsecamente do método em questão; devem ser escolhidos
convenientemente, de modo a garantir que boas componentes da solução
são capturadas. Vale observar que os métodos de projeção são, também,
métodos iterativos, uma vez que geram uma sequência {x(k)} de vetores
com a propriedade adicional de que x(k) ∈ Vk, para todo k.

Os métodos de projeção tem grande importância, especialmente
quando a dimensão do problema envolvido inviabiliza o cálculo da
SVD (ou de alguma outra decomposição matricial), devido ao custo
computacional. Outra caracteŕıstica destes métodos é que, em geral,
boas aproximações são obtidas com poucas iterações; quando o pro-
cesso iterativo segue, as novas componentes passam a incorporar mais
contribuições do rúıdo, o que pode desestabilizar a solução.

Na literatura existem diversos métodos de projeção, sendo que
alguns mais clássicos podem ser destacados (além da TSVD):

• Método dos Gradientes Conjugados (CGLS) [10,24];

• Método Least Squares QR (LSQR) [33];

• Método dos Reśıduos Mı́nimos (MINRES) [32] (e sua modificação
MR-II [17]);

• Método dos Reśıduos Mı́nimos Generalizados (GMRES) [40] (e
sua variação RRGMRES [12]).
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Abordar uma análise destes métodos foge de nosso interesse aqui, mas
daremos foco ao algoritmo LSQR, cujas soluções utilizaremos como com-
parativo para os iterados gerados pelo método proposto neste trabalho.

2.3.1 Método LSQR

Proposto por Paige e Saunders [33] em 1982, o algoritmo LSQR
é, atualmente, um dos mais eficientes métodos de projeção. A primeira
parte do algoritmo é baseada em explorar a chamada bidiagonalização de
Golub-Kahan (GKB) [16], que consiste em computar uma decomposição
da forma A = UBV T , em que U ∈ Rm×(n+1) e V ∈ Rn×n possuem
colunas ortonormais e B ∈ R(n+1)×n é bidiagonal inferior. Esta fatoração
é obtida a partir de um processo iterativo que na k-ésima iteração produz
as matrizes

Uk+1 = [u1, . . . , uk+1] ∈ Rm×(k+1),

Vk = [v1, . . . , vk] ∈ Rn×k e

Bk =



α1
β2 α2

β3
. . .

. . . αk
βk+1

 ∈ R(k+1)×k

de modo que AVk = Uk+1Bk. Usando que A = UBV T , segue direta-
mente que

ATU = V BT e AV = UB. (2.10)

Disto e definindo β1v0 ≡ 0 e αk+1vk+1 ≡ 0, podemos equacionar as
colunas em (2.10) usando a bidiagonalidade de B, i.e.,

ATuj = βjvj−1 + αjvj e (2.11)

Avj = αjuj + βj+1uj+1, para j = 1, . . . , k. (2.12)

Iniciamos o processo escolhendo um vetor u1 ∈ Rm tal que ‖u1‖2 = 1 e
tomamos α1 = ‖ATu1‖2. Em seguida, constrúımos recursivamente os
vetores v1, u2, v2, . . . , uk, vk, uk+1 e os elementos respectivos da matriz
Bk a partir das equações (2.11) e (2.12), que levam às fórmulas, para
j = 1, . . . , k,

qj = ATuj − βjvj−1, αj = ‖qj‖2, vj = qj/αj (2.13)

pj = Avj − αjuj , βj+1 = ‖pj‖2, uj+1 = pj/βj+1. (2.14)
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Definição 2.6 (Subespaço de Krylov). Sejam A ∈ Rn×n e b ∈ Rn. O
subespaço de Krylov de ordem r gerado por A e b é definido por

Kr(A, b) = span{b, Ab,A2b, . . . , Ar−1b}.

Levando em conta esta definição, podemos estabelecer [10] que os
vetores uj e vj são tais que

uj ∈ Kj(AAT , u1) e vj ∈ Kj(ATA,ATu1).

Agora, considerando o sistema Ax = b, podemos escolher u1 como
sendo b

‖b‖2
, o que nos leva a concluir que os vetores uj e vj pertencem

aos espaços Kj(AAT , b) e Kj(ATA,AT b), respectivamente. Além disso,
β1u1 = b e α1v1 = ATu1. Disto e das equações em (2.13) e (2.14),
sabemos que no passo k da bidiagonalização temos matrizes Uk+1, Vk e
Bk satisfazendo

β1Uk+1e1 = b,

AVk = Uk+1Bk e

ATUk+1 = VkB
T
k + αk+1vk+1e

T
k+1,

em que ei representa o i-ésimo vetor da base canônica de dimensão
apropriada.

Neste ponto, a segunda parte do algoritmo LSQR é iniciada. A
ideia é construir uma sequência (finita) de vetores x(k), k ≥ 1, que
aproximem a solução do problema de mı́nimos quadrados

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2

com x(k) ∈ Kk(ATA,AT b). Como vimos acima, Kk(ATA,AT b) =
span(Vk), implicando na existência de y(k) ∈ Rk tal que x(k) = Vky

(k).
Vejamos, agora, como se comporta o reśıduo r(k) = Ax(k) − b.

Utilizando que AVk = Uk+1Bk e que β1u1 = b, segue que

r(k) = AVky
(k) − b

= Uk+1Bky
(k) − β1u1

= Uk+1Bky
(k) − β1Uk+1e1

= Uk+1

(
Bky

(k) − β1e1

)
.

Portanto, como Uk+1 tem colunas ortonormais (i.e., não influenciando
na norma ‖ · ‖2), temos que

‖r(k)‖2 = ‖Bky(k) − β1e1‖2.
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Deste modo, encontrar

x(k) = argmin
x∈Kk(ATA,AT b)

‖Ax− b‖2

é equivalente a resolver

x(k) = Vky
(k), y(k) = argmin

y∈Rk
‖Bky − β1e1‖2,

em que a estrutura bidiagonal de Bk simplifica o processo. Com efeito,
uma maneira de resolver o problema acima é calculando a decomposição
QR de Bk via rotações de Givens (que são rápidas de armazenar) e,
em seguida, solucionar o sistema utilizando esta decomposição. Esta
abordagem possui a vantagem de não precisar computar as QR’s em
cada iteração, sendo necessário apenas atualizar a QR do passo anterior
e, mais ainda, é posśıvel calcular x(k) via uma fórmula de recorrência
que utiliza x(k−1). Nem os vetores vk de Vk precisam ser armazenados,
sendo necessário apenas o vetor da iteração corrente. Portanto, o algo-
ritmo como um todo funciona de maneira eficiente, sem depender do
armazenamento de muitos dados e resolvendo subproblemas simples.
Maiores detalhes sobre o método LSQR, incluindo algoritmo completo,
podem ser encontrados em [33].

Uma dificuldade inerente ao método é a eventual perda de ortogo-
nalidade nos vetores das matrizes Uk e Vk, problema este recorrente e
que surge na implementação prática do algoritmo, devido à aritmética
finita. Para evitar isso, GKB precisa ser aliado com alguma estratégia
de reortogonalização nos vetores ui e vi como, por exemplo, através do
processo de Gram-Schmidt [27, p. 307]. Certamente, isto acarreta em
custo computacional adicional, que deve ser levado em conta.

Um resultado importante sobre o método LSQR diz respeito ao
crescimento monotônico das normas das soluções x(k), ao passo que os
reśıduos r(k) = Ax(k) − b decrescem da mesma maneira, conforme k
cresce. Em outros termos, queremos dizer que [15, p. 1233]

‖x(k+1)‖2 ≥ ‖x(k)‖2 e ‖r(k+1)‖2 ≤ ‖r(k)‖2.

Finalmente, vale observar que no caso de problemas práticos, os da-
dos do lado direito se apresentam na forma b̃ = b+e e, assim, os iterados
x(k) produzidos pelo método LSQR sofrem das mesmas instabilidades
presentes nas soluções aproximadas por TSVD. A Figura 2.3 busca
ilustrar este fenômeno. Nestas situações, faz-se necessário a escolha de
um parâmetro de regularização k como para TSVD, que equilibre a
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Figura 2.3 – Algumas soluções x(k) geradas por LSQR, para diferentes
valores de k. Problema phillips, dimensão 100, 1% de rúıdo
nos dados de entrada.
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Fonte: o autor, 2017.

contribuição do rúıdo com as informações pertinentes fornecidas pela
solução exata.

Para o exemplo da Figura 2.3, o parâmetro de regularização é
dado por k = 5, iteração esta que melhor equilibra os dados do pro-
blema original com o efeito do rúıdo. Para valores de k menores que
este, as soluções aproximadas não incorporam informações do problema
em quantidade suficiente, apesar de pouca influência do rúıdo. Em
contrapartida, para k’s maiores que o parâmetro de regularização, as
imprecisões presentes no vetor de dados tem maior contribuição, deses-
tabilizando os iterados computados de modo que as soluções geradas
são inúteis como aproximação para a solução exata. Este fenômeno de
proximidade parcial entre as soluções geradas com rúıdo e a solução
exata xLS procurada é conhecido como semi-convergência [31]. Sua no-
meação é clara, uma vez que as soluções iteradas tendem a se aproximar
do vetor procurado (“semi-convergir”) para, então, divergirem devido
à contribuição do rúıdo. Identificar a semi-convergência, no entanto,
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não é uma tarefa trivial, muitas vezes associada diretamente com o
problema e/ou método em questão. A próxima seção tem por objetivo
apresentar algumas ferramentas que buscam detectar o parâmetro de
regularização para métodos iterativos, a fim de capturar o iterado com
melhor equiĺıbrio entre as informações do problema original e o rúıdo
associado ao lado direito do sistema.

2.4 CRITÉRIOS DE PARADA PARA MÉTODOS ITERATIVOS

O sucesso do método iterativo quando aplicado a problemas per-
turbados está intimamente ligado com o uso de algum critério de parada
eficiente, capaz de detectar o parâmetro de regularização procurado ou,
ao menos, uma boa aproximação deste. Nesta seção, apresentaremos
alguns critérios de parada presentes na literatura para métodos itera-
tivos e que serão de essencial importância nos caṕıtulos subsequentes.
Faremos uso de três critérios, sendo que somente um deles se baseia no
conhecimento da norma do rúıdo e acoplada a b̃ enquanto os outros dois
são regras heuŕısticas. Certamente, estes não são os únicos critérios exis-
tentes, mas apenas alguns representantes de uma vasta gama presente
na literatura (veja, por exemplo, [20,25]).

2.4.1 Prinćıpio da discrepância (DP)

O prinćıpio de discrepância (DP) tem como ideia básica a parada
na primeira iteração k em que

‖r(k)‖2 = ‖Ax(k) − b̃‖2 ≤ τ‖e‖2,

com τ ' 1. O método é atribúıdo a Morozov [25,29] e é um dos principais
métodos que se baseia no conhecimento do tamanho do erro e adicionado
ao vetor de dados b. Em algumas situações na prática é posśıvel estimar
‖e‖2 quando não se conhece o valor da perturbação, tornando o critério
ainda aplicável.

De maneira intuitiva, a escolha do parâmetro de regularização k
por DP infere que a solução regularizada deve possuir reśıduo associado
da ordem do rúıdo nos dados. Uma vez que não temos acesso ao sistema
livre de perturbações, é razoável pensar que a solução computada não
pode ser melhor do que algo que depende do tamanho do rúıdo.

Na Figura 2.4, apresentamos um exemplo de aplicação de DP, em
que os iterados x(k) são gerados através da TSVD. Note que o parâmetro
k escolhido é o primeiro que possui reśıduo associado abaixo da linha
tracejada, como determina o critério.
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O prinćıpio da discrepância é um dos poucos critérios de parada
existentes na literatura que possui análise de erro [25,29], garantindo
que, caso ‖e‖2 → 0, então a solução regularizada computada tende a
xLS (solução do problema livre de rúıdo).

Figura 2.4 – Prinćıpio da discrepância aplicado ao problema deriv2, di-
mensão 500, com rúıdo de 1% e τ = 1.1, com (×) marcando
o parâmetro de regularização escolhido.
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Fonte: o autor, 2017.

2.4.2 L-curve

A L-curve (ou curva-L) consiste, de maneira grosseira, no gráfico
gerado pela norma da solução e pela norma do reśıduo correspondente.
Sua ideia geral foi formalizada por Hansen [19,25] e, aqui, consiste na
curva discreta definida pelos pontos(

log(‖r(k)‖2), log(‖x(k)‖2)
)

(2.15)

para k = 1, . . . , kmax, com kmax natural definido. Na Figura 2.5 abaixo,
temos um exemplo de L-curve para o problema shaw, em que consi-
deramos dimensão n = 500, perturbação de 1% nos dados iniciais e
kmax = 35, com iterados gerados pela TSVD. A forma da curva deixa
clara a escolha para a sua nomeação.

Uma caracteŕıstica deste critério de parada que não é comparti-
lhada por DP é a necessidade de comportamento monotônico na norma
dos iterados e dos reśıduos. Mais especificamente, L-curve assume que o
método iterativo respeita que ‖x(k+1)‖2 ≥ ‖x(k)‖2 e ‖r(k+1)‖2 ≤ ‖r(k)‖2.
Sem este comportamento, não há garantia que L-curve vá selecionar
um bom parâmetro de regularização.
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Figura 2.5 – Critério da L-curve aplicado ao problema shaw, dimensão
500, com rúıdo de 1%, com (×) marcando o parâmetro de
regularização escolhido.
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Intuitivamente, a escolha do parâmetro de regularização k se
dá através da determinação do ponto de maior curvatura da curva
definida pelos pontos de (2.15), isto é, buscamos k tal que o ponto(
log(‖r(k)‖2), log(‖x(k)‖2)

)
esteja próximo ao “canto” da curva-L, pois

procura minimizar tanto ‖r(k)‖2 quanto controlar a ordem de ‖x(k)‖2.
Aumentando ou reduzindo k a partir deste ponto, temos aumento em
alguma das normas, sem reduzir a outra significativamente, o que leva à
escolha pela parada no canto. A pergunta é: como escolher tal k? Como
complicador adicional, é comum haver um acúmulo de iterações nas
proximidades da esquina da curva (veja a Figura 2.5), dificultando a
busca por k. Além disso, nem sempre o formato em “L” da curva será
tão claro e que permita uma boa ideia (visualmente) quanto à iteração
de parada.

A rotina corner, que faz parte da toolbox Regularization Tools [21],
tem por objetivo identificar (ou aproximar) o ponto de maior curvatura
da curva-L, a partir dos dados ‖r(k)‖2 e ‖x(k)‖2. Em termos grosseiros,
a ideia geral do código é construir um spline com os dados inseridos e,
a partir disto, estimar o canto da curva-L.

Uma dificuldade inerente deste critério é a necessidade de efetuar
um grande número de iterações para, então, poder estimar o parâmetro
k. No exemplo da Figura 2.5, efetuamos 35 iterações da TSVD para
determinarmos k em torno da 6ª iteração. Este empecilho não ocorre
com DP, em que a parada é determinada na iteração corrente, sem
depender de pré-computar diversas iterações. Vale também comentar
que o critério da curva-L não possui análise de erro (como acontece
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com DP), o que o torna um critério heuŕıstico, baseado na “esperança”
(suportada pelo comportamento t́ıpico das quantidades envolvidas) de
que o iterado escolhido será de boa qualidade. Mesmo assim, a curva-L
consiste de um dos critérios mais populares e tem sido utilizado com
sucesso em diversos problemas.

2.4.3 Regra do produto mı́nimo (MPR)

Uma outra abordagem foi apresentada recentemente por Bazán,
Borges e Cunha [6,11], na chamada regra do produto mı́nimo (MPR).
Nos trabalhos, é apresentada uma maneira heuŕıstica (tal qual o critério
da curva-L) para a busca da iteração de parada k, que se baseia na ideia
de minimizar a função discreta

Ψk = ‖r(k)‖2‖x(k)‖2,

isto é, buscamos k̂ tal que

k̂ = argmin Ψk.

A regra do produto mı́nimo pode ser vista como uma contrapartida
discreta da regra de Regińska [39], a qual procura por um canto da
curva-L cont́ınua definida para o problema de Tikhonov. Para maiores
informações nesta estratégia, o leitor é direcionado para Bazán [4] e
Bazán e Francisco [7].

Do ponto de vista prático, MPR pode ser implementado através
do monitoramento das diferenças

∇Ψk = Ψk+1 −Ψk, para k ≥ 1,

e selecionando o primeira ı́ndice k tal que ∇Ψk−1 < 0 e ∇Ψk > 0,
tornando o uso do critério facilmente introduźıvel no processo iterativo.
Esta maneira de escolher o parâmetro de regularização implica que,
no máximo, k + 1 iterações serão necessárias. Esta é uma diferença
essencial do que acontece com o critério dado pela curva-L, que demanda
computação prévia de um grande número de iterados. Deste modo, MPR
verifica na iteração corrente pelo mı́nimo de Ψk, através das quantidades
∇Ψk, fazendo uso de dados do iterado atual para saber se o anterior
minimiza Ψk.

Na Figura 2.6, apresentamos a curva discreta Ψk para o problema
gravity, dimensão 500, com iterados x(k) gerados através da TSVD.
Enfatizamos que tanto MPR (tal qual L-curve) assume que o método
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iterativo em questão apresenta propriedade de monotonia nas normas
dos iterados e dos reśıduos, isto é,

‖x(k+1)‖2 ≥ ‖x(k)‖2 e ‖r(k+1)‖2 ≤ ‖r(k)‖2.

Figura 2.6 – MPR aplicado ao problema gravity, dimensão 500, com
rúıdo de 1%, com (×) marcando o parâmetro de regulari-
zação escolhido.
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2.5 ASPECTOS DA REGULARIZAÇÃO DE TIKHONOV

Além dos métodos de projeção, uma outra classe importante são
os chamados métodos de penalidade, sendo a regularização de Tikhonov
um dos mais conhecidos. Como vimos para TSVD, para dados com
rúıdo a solução x̃LS = A†b̃ tende a ser de alta ordem em norma, uma vez
que os valores singulares decaem mais rapidamente que os coeficientes
de Fourier associados. Em termos intuitivos, os métodos de penalidade
visam minimizar o reśıduo ao mesmo tempo que controlam a norma da
solução aproximada. Para a abordagem de Tikhonov [45], no caso mais
simples, buscamos computar aproximações para a solução do problema
original (2.5) através da formulação

xλ = argmin
x∈Rn

{
‖Ax− b̃‖22 + λ2‖x‖22

}
, (2.16)

em que λ é o parâmetro de regularização (que é cont́ınuo, diferentemente
dos ı́ndices discretos k para os métodos iterativos). Este parâmetro con-
trola a quantidade de regularização imposta ao problema e deve ser
escolhido com cuidado. Por exemplo, considerando situações extremas,
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caso λ = 0, estamos no ambiente usual do problema de mı́nimos qua-
drados (i.e., sem impor regularização), enquanto que λ = ∞ implica
que o minimizador é x = 0. Desta maneira, a grande dificuldade da
regularização de Tikhonov se encontra em determinar λ de modo que
xλ de (2.16) aproxime bem a solução xLS do problema original (2.5).

Num escopo mais geral para problemas discretos, a estratégia de
regularização de Tikhonov toma a forma

xL,λ = argmin
x∈Rn

{
‖Ax− b̃‖22 + λ2‖L(x− x0)‖22

}
, (2.17)

em que, usualmente, x0 é uma aproximação inicial da solução de (2.5)
(caso não esteja dispońıvel, tomamos x0 = 0) e a matriz L ∈ Rp×n
costuma introduzir dados adicionais do problema original. Uma situação
recorrente é L ser matriz da primeira ou segunda derivadas discreta, o que
costuma ter efeito suavizante nos problemas, em especial para equações
integrais, uma vez que esperamos (em muitos casos) diferenciabilidade
da solução, ao menos. Por exemplo, é usual considerar as matrizes

L1 =

 −1 1
. . .

. . .

−1 1

 ∈ R(n−1)×n,

que representa a discretização pelo método de diferenças finitas para o
operador diferencial de primeira ordem, e

L2 =

 1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1

 ∈ R(n−2)×n,

que, similarmente, consiste de uma aproximação por diferenças finitas
centrais para o operador diferencial de segunda ordem.

Por questões de nomenclatura, caso L = I, dizemos que (2.17) é
um problema de Tikhonov na forma padrão. Para os outros casos, isto é,
para L 6= I, dizemos que (2.17) é um problema de Tikhonov na forma
geral.

Observação 2.7. Perceba que podemos considerar x0 = 0 em (2.17),
uma vez que é sempre posśıvel realizar a mudança de variável x̂ = x−x0,
resultando no problema

x̂L,λ = argmin
x̂∈Rn

{
‖Ax̂− b̂‖22 + λ2‖Lx̂‖22

}
,
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com b̂ = b̃−Ax0. Em seguida, para retornar ao problema original, basta
tomar xL,λ = x̂L,λ + x0.

Deste modo, pensando que x0 = 0, o problema (2.17) pode ser
escrito em duas formas equivalentes:

min
x∈Rn

∥∥∥∥[ A
λL

]
x−

[
b̃
0

]∥∥∥∥
2

e
(
ATA+ λ2LTL

)
x = AT b̃, (2.18)

em que esta última representa as assim chamadas equações normais
regularizadas. Para garantirmos unicidade na solução das equações
acima, pedimos que N (A) ∩ N (L) = {0}. Agora, retornando ao caso
mais simples (2.16) e usando a SVD de A, segue que

xλ =
(
ATA+ λ2I

)−1
AT b̃ =

r∑
i=1

σ2
i

σ2
i + λ2

uTi b̃

σi
vi, (2.19)

e podemos notar diretamente o efeito regularizante de λ na solução
computada: para os primeiros ı́ndices i, pela ordenação dos valores

singulares, temos que
σ2
i

σ2
i
+λ2 ≈ 1, de modo que as informações contidas

nestes valores singulares são mantidas no somatório; no entanto, para i
“grande”, devido ao rápido decaimento dos valores singulares σi de A,

temos
σ2
i

σ2
i
+λ2 ≈ 0, removendo o efeito dos pequenos valores singulares

de A (associados com os maiores coeficientes de Fourier em módulo)
do somatório (2.19). Novamente, é necessário equiĺıbrio, pois se λ é tal
que λ2 ≈ 0, recáımos em (2.8), computando a solução x̃LS dominada
pelo rúıdo; por outro lado, se λ é grande, temos tendência a perder as
informações que os valores singulares fornecem do problema, uma vez

que
σ2
i

σ2
i
+λ2 pode ser virtualmente nulo mesmo para os i’s iniciais. Uma

análise semelhante é válida para L 6= I, caso presente em (2.18).
As soluções geradas tanto por TSVD quanto por Tikhonov podem

ser expressas como soluções SVD filtradas dadas por

xα =
r∑
i=1

φα,i
uTi b̃

σi
vi = VrΦαΣ†UTr b̃, Φα = diag(φα,1, . . . , φα,r),

em que xα é a solução regularizada, para α algum parâmetro de regula-
rização, e os números φα,i são conhecidos como fatores de filtro. Para
TSVD e Tikhonov, os fatores de filtro são dados, respectivamente, por

φk,i =
{

1, se i ≤ k
0, caso contrário

e φλ,i = σ2
i

σ2
i + λ2 .
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Sua denominação é autoexplicativa, uma vez que estes fatores buscam
“filtrar” o efeito do rúıdo na solução regularizada. Para λ escolhido apro-
priadamente, o efeito dos filtros de Tikhonov é similar ao truncamento
da expansão em vetores singulares conduzida pela TSVD. Enfatizamos
que determinar tal λ demanda o uso de critérios de parada capazes de
lidar com λ como parâmetro cont́ınuo. Na literatura, existem muitos
métodos bem estabelecidos com este objetivo, mas não os abordaremos
pois fogem do escopo deste trabalho. Observamos, no entanto, que os
critérios de parada apresentados na seção anterior (DP, L-curve e MPR)
possuem versões cont́ınuas para a determinação do parâmetro de Tikho-
nov; algumas referências neste sentido são [4, 7, 20, 25, 29], tanto para
estes critérios quanto para outros.
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3 O MÉTODO DE NEWTON

Dado um sistema de equações lineares Ax = b, com A ∈ Rm×n,
x ∈ Rn e b ∈ Rm, estamos interessados em calcular

xLS = argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖2,

ou, de fato, aproximações estáveis para este vetor, como explanado
no caṕıtulo anterior. No entanto, computar xLS = A†b demanda o
conhecimento de efetuar operações com A†, cujo custo para o seu cálculo
é computacionalmente comparável ao da matriz inversa A−1 (quando
a mesma existe). Atacar o problema por este caminho, portanto, não
é recomendável e, muitas vezes, simplesmente inviável, especialmente
quando a matriz A envolvida é de grande porte.

Com o intuito de contornar tal dificuldade, partimos para o uso de
métodos iterativos para a pseudo-inversa, i.e., métodos que constroem
uma sequência de matrizes {Xk} de modo que Xk → A† quando k →∞.
Note que, de posse de algum iterado Xk, conseguimos uma aproximação
natural para xLS através do produto Xkb. Uma outra alternativa é
construir uma sequência de vetores da forma

x(k) = Xkb, (3.1)

sem computar as matrizes Xk diretamente, mas tendo em mente que
buscamos, de fato, calcular aproximações do “efeito” de tais matrizes
quando aplicadas ao vetor b. Do ponto de vista numérico, é evidente
que fazer uso da sequência vetorial é mais econômico que computar a
sequência matricial para, então, construir a aproximação Xkb. Neste
trabalho, apresentamos uma famı́lia de métodos iterativos para computar
as matrizes Xk com convergência de ordem p ≥ 2, com foco especial no
caso p = 2, que possui um paralelo com o método de Newton.

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar uma maneira de incorporar
o efeito das matrizes Xk na iteração vetorial (3.1), bem como resultados
teóricos (de convergência e monotonia das normas das soluções e dos
reśıduos, por exemplo) e aspectos numéricos relacionados (de implemen-
tação computacional e custo operacional), para a situação em que a
sequência {Xk} é gerada através do método de Newton.
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3.1 MÉTODO ITERATIVO PARA A PSEUDO-INVERSA

Ao longo dos anos, diversos métodos iterativos para o cálculo da
inversa de Moore-Penrose A† foram desenvolvidos e implementados.
Entre eles, uma classe espećıfica tem atráıdo bastante atenção, pela sua
alta ordem de convergência, que apresentaremos a seguir. Tomemos,
antes, alguns cuidados com relação à notação.

Definição 3.1. Sejam A,B ∈ Rm×n. Chamamos de imagem do par
(A,B) e núcleo do par (A,B), respectivamente,

R(A,B) = {Y ∈ Rm×n : Y = AXB, para X ∈ Rn×m} e

N (A,B) = {X ∈ Rn×m : AXB = 0}.

Observação 3.2. Note que os conjuntos R(A,B) e N (A,B) podem
ser vistos como extensões dos conjuntos usuais R(·) e N (·). Com efeito,
é posśıvel mostrar [9, p. 110] que, com o produto interno no espaço de
matrizes Rm×n definido por

〈A,B〉 = trace(BTA) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij ,

os conjuntos R(A,B) e N (AT , BT ) são subespaços complementares
de Rm×n, para cada par de matrizes A,B ∈ Rm×n. Note que este
resultado é análogo à sua versão usual, que afirma que R(A) e N (AT )
são complementares.

Para os métodos iterativos, se Xk → A†, introduzimos a sequência
de reśıduos Rk associados às matrizes Xk definidos por

Rk = PR(A) −AXk, k = 0, 1, 2, . . . ,

em geral utilizados para determinar a ordem de convergência dos méto-
dos, do ponto de vista teórico. Lembrando que PR(A) = AA†, é claro

que Rk converge para 0, dado que a sequência Xk converge para A†.
O resultado seguinte apresenta condições e ordem de convergência

para a famı́lia de métodos iterativos matriciais que faremos uso neste
trabalho.

Teorema 3.3. [9, p. 273] Seja 0 6= A ∈ Rm×n e considere que a
aproximação inicial X0 ∈ Rn×m e seu reśıduo R0 = PR(A) − AX0
satisfazem X0 ∈ R(AT , AT ) e ρ(R0) < 1, respectivamente. Então, para
qualquer inteiro p ≥ 2 a sequência

Xk+1 = Xk

(
I + Tk + T 2

k + · · ·+ T p−1
k

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (3.2)
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em que Tk = I −AXk, converge para A† quando k →∞ e a sequência
de reśıduos correspondente satisfaz

‖Rk+1‖ ≤ ‖Rk‖p, k = 0, 1, 2, . . . , (3.3)

para qualquer norma matricial submultiplicativa ‖ · ‖.

Note que a desigualdade (3.3) acima garante que o método em
questão possui ordem de convergência p, para qualquer inteiro p ≥ 2.
Esta constatação implica que podemos gerar boas aproximações para A†

rapidamente, desde que p seja suficientemente grande. Por outro lado, o
custo computacional cresce com p, algo que precisa ser levado em conta.
Enfatizamos que, neste trabalho, o foco principal é o método iterativo
para o caso p = 2, que possui convergência quadrática ao mesmo tempo
que minimiza o custo operacional, quando comparado com os métodos
gerados para p > 2.

Com relação às condições para convergência presentes no Teorema
3.3, exigimos que X0 ∈ R(AT , AT ) e ρ(R0) < 1. Para a primeira
condição, uma escolha bastante usual é tomar X0 = βAT , para β ∈ R,
pois, como A† satisfaz as equações de Penrose [36], temos:

βAT = β(AA†A)T = ATβ(A†)TAT ∈ R(AT , AT ).

Observação 3.4. Encontrar aproximações iniciais no espaçoR(AT , AT )
não é tarefa trivial. Algumas outras possibilidades para o iterando X0
são apresentadas por Zoblec [47] (no contexto de operadores lineares
em espaços de Hilbert), quando a matriz pode ser dividida de maneira
espećıfica, como A = M +N ou A = D + S +Q, em que as matrizes
envolvidas devem satisfazer determinadas propriedades. No artigo, no
entanto, computar X0 envolve o cálculo de pseudo-inversas, algo que
buscamos evitar. Na maioria das referências, a escolha X0 = βAT é
uma unanimidade [8, 35,37,38,44].

O próximo passo é calibrar β de modo que a segunda condição,
ρ(R0) < 1, também seja satisfeita.

Proposição 3.5. [9, p. 276] Sejam 0 6= A ∈ Rm×n, β ∈ R e R0 =
PR(A) − βAAT . Então, ρ(R0) < 1 se, e somente se,

0 < β <
2

ρ (AAT ) . (3.4)

Concluindo, tomando X0 = βAT e escolhendo β como em (3.4),
garantimos que o método apresentado no Teorema 3.3 converge. Deste
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modo, consideramos X0 dado desta maneira como “escolha padrão”
para o iterando inicial, considerada deste ponto em diante. Determinar
β satisfazendo (3.4), entretanto, é uma operação delicada, uma vez
que calcular ρ

(
AAT

)
demanda custo computacional elevado e, muitas

vezes, é inviável. Tendo isto em mente, abordamos algumas maneiras
de escolher a constante β na subseção seguinte.

3.1.1 Cálculo de β

Inferir algum valor para β consiste, primariamente, em encontrar
bons limitantes superiores para ρ

(
AAT

)
, já que o cálculo de autovalores

é tarefa complicada na prática. Caso a matriz A esteja dispońıvel explici-
tamente, algumas possibilidades surgem através do uso de propriedades
das normas matriciais. Por exemplo, lembrando que ρ(·) = ‖ · ‖2 (para
matrizes simétricas) e que ‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖F [16], temos

ρ
(
AAT

)
= ‖AAT ‖2 ≤ ‖A‖2‖AT ‖2 = ‖A‖22 ≤ ‖A‖2F ,

o que implica que β = 1/‖A‖2F satisfaz (3.4) trivialmente:

0 < 1
‖A‖2F

<
2

ρ (AAT ) .

Outra possibilidade, utilizando do fato de que ‖ ·‖2 ≤
√
‖ · ‖1‖ · ‖∞ [16],

leva a escolher

β = 1
‖A‖1‖A‖∞

.

Estes são somente alguns dos valores posśıveis para β, o que leva
ao questionamento: qual a influência de tal constante nas iterações? Isto
é, qualquer β arbitrário no intervalo de interesse (3.4) tem o mesmo
efeito sobre o método iterativo? Como resposta, Ben-Israel e Cohen [8]
mostraram que reśıduo ‖Rk‖2 é minimizado quando

β = βop = 2
σ2

1 + σ2
r

.

Como σ2
1 = ρ

(
AAT

)
, veja que computar este β é tarefa ainda mais

custosa que aproximar diretamente o raio espectral de AAT , que já
estamos evitando. Por outro lado, para problemas discretos mal postos,
σr ≈ 0, o que leva à constatação de que devemos buscar uma boa
aproximação para ρ

(
AAT

)
simplesmente, uma vez que, neste caso,

σ2
1 + σ2

r ≈ σ2
1 = ρ

(
AAT

)
.
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Uma outra abordagem permite encontrar aproximações para o raio
espectral ρ

(
AAT

)
mesmo no caso em que A não é dada explicitamente,

sendo somente acessada através de produtos matriz-vetor. Para tanto,
faremos uso da chamada bidiagonalização de Lanczos [16] (também
conhecida como bidiagonalização de Golub-Kahan-Lanczos [1]), que tem
por objetivo encontrar matrizes

U = [u1, . . . , um], UTU = Im, e

V = [v1, . . . , vn], V TV = In,

tais que UTAV = B representa a bidiagonalização de A ∈ Rm×n, em
que B ∈ Rn×n é da forma

B =



α1 β1

α2
. . .

. . .
. . .

. . . βn−1
αn


.

Note que este procedimento é similar ao processo GKB, apresentado na
Subseção 2.3.1. Com efeito, a partir de operações análogas às descritas
para GKB, podemos elaborar um processo iterativo equacionando as
colunas de AV = UB e ATU = V BT , que descrevemos no Algoritmo
3.1.

Algoritmo 3.1 Bidiagonalização de Lanczos

1: Escolha v1 ∈ Rn tal que ‖v1‖2 = 1 e tome β0 = 0
2: Para k = 1, 2, . . . faça
3: uk ← Avk − βk−1uk−1
4: αk ← ‖uk‖2
5: uk ← uk/αk
6: vk+1 ← ATuk − αkvk
7: βk ← ‖vk+1‖2
8: vk+1 ← vk+1/βk
9: Fim Para

O método de Lanczos descrito aqui é predecessor a GKB, e ambos
foram inspirados pelo processo de tridiagonalização de Lanczos [1,16],
que visa transformar matrizes Hermitianas em tridiagonais, a fim de
(entre outras funcionalidades) aproximar os autovalores da mesma.
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Do ponto de vista prático, o processo de Lanczos é finito e, para
uma bidiagonalização completa, a parada do algoritmo é feita através
do monitoramento de βk, como observado por Golub e Van Loan [16]: as
iterações são mantidas somente enquanto βk 6= 0. Aqui, no entanto, não
estamos interessados em calcular B por completo, mas sim fazer uso das
propriedades de aproximação dos autovalores de A que tal matriz possui.
De UTAV = B, segue diretamente que UTAATU = BBT , implicando
em

ρ
(
AAT

)
= ρ

(
BBT

)
,

uma vez que U não influencia na 2-norma matricial, pelas colunas
ortonormais. Portanto, quando consideramos a matriz gerada até a
k-ésima iteração, dada por

Bk =


α1 β1

α2
. . .

. . . βk−1
αk

 ∈ Rk×k,

não é surpresa que ρ
(
BkB

T
k

)
aproxime o valor de ρ

(
AAT

)
. Com efeito, é

fato conhecido na literatura e na prática que mesmo poucas iterações são
suficientes para que ρ

(
BkB

T
k

)
≈ ρ

(
AAT

)
. Esta propriedade é reflexo

do processo de tridiagonalização de Lanczos, para o qual o Algoritmo
3.1 estabelece um paralelo (mais informações em [1,16]). Na Tabela 3.1,
ilustramos alguns destes resultados de boa aproximação.

Tabela 3.1 – Comparativo entre o raio espectral de AAT e de BkB
T
k ,

para k = 5 e matrizes de ordem 1000.

foxgood phillips heat shaw gravity baart

ρ(AAT ) 0.6575 33.6741 0.1261 8.9599 41.7212 10.4244
ρ(BkBTk ) 0.6575 32.7506 0.1261 8.9599 41.7212 10.4244

Fonte: o autor, 2017.

Note que, em geral, o raio espectral de BkB
T
k praticamente coincide

com o de AAT , mesmo com somente k = 5 iterações do algoritmo
de Lanczos. A vantagem desta estratégia se encontra no fato de que
computar a 2-norma matricial da matriz tridiagonal simétrica BkB

T
k de

ordem k é computacionalmente mais amigável que operar com AAT ∈
Rm×m, ainda mais se estamos tratando com problemas de grande porte.
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Assim, lembrando que a aproximação do raio espectral de AAT

através das matrizes Bk se dá inferiormente, isto é,

‖BkBTk ‖2 = ρ
(
BkB

T
k

)
/ ρ

(
AAT

)
,

podemos tomar β como

β = 1
K‖BkBTk ‖2

,

em queK é constante ligeiramente maior que 1 (K = 1.2 ouK = 1.5, por
exemplo), assegurando que o número K‖BkBTk ‖2 é, de fato, limitante
superior para o raio espectral de AAT . Portanto, via algoritmo de
Lanczos, conseguimos computar β satisfazendo os requerimentos de
(3.4) com baixo custo operacional e, ao mesmo tempo, podendo tratar
com matrizes dadas implicitamente.

3.2 MÉTODO DE NEWTON MATRICIAL

Considerando p = 2 no método dado em (3.2), a iteração toma a
forma

Xk+1 = Xk(2I −AXk), (3.5)

que apresenta convergência de boa qualidade (quadrática) ao mesmo
tempo que demanda o menor número de operações matriciais se compa-
rado com os métodos da famı́lia (3.2). Deste ponto em diante, este é o
método em foco, para o qual construiremos a sequência x(k) = Xkb.

É interessante, no entanto, notar a relação entre o método de
segunda ordem (3.5) e o método de Newton. Caso estejamos buscando
o rećıproco de um número real a 6= 0, podemos tentar computar uma
raiz (que é única) para a função

f(x) = a− 1
x
.

Aplicando o método de Newton na função acima, constrúımos os iterados

xk+1 = xk −
f(xk)
f ′(xk) = xk −

a− 1/xk
1/x2

k

= xk(2− axk), (3.6)

e é facilmente verificável que {xk} converge sempre que o iterando inicial
satisfizer

0 < x0 <
2
a
, se a > 0, ou

2
a
< x0 < 0, se a < 0.
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Em ambos os casos (a > 0 ou a < 0), se tomarmos x0 = βa, então a
condição acima implica que

0 < β <
2
a2

para obtermos convergência. Tanto esta desigualdade quanto a iteração
(3.6) são paralelos exatos para o processo iterativo dado em (3.5) e
para a escolha da aproximação inicial X0 = βAT , com β como em (3.4).
Sabemos que xk → x∗ quadraticamente (propriedade do método de
Newton), em que o limite é tal que f(x∗) = 0, isto é, x∗ = a−1. Esta
iteração pode ser generalizada para buscar a inversa de uma matriz
não-singular M pela função matricial [34]

f(X) = M −X−1.

Posteriormente, o caso mais geral é apresentado pelo método (3.5),
que converge para a pseudo-inversa de A ∈ Rm×n. Vale observar que,
caso A seja não-singular, então A† = A−1, de modo que este caso é
contemplado, sem perda alguma, pelo método matricial quadrático. Por
estas conexões, a iteração em (3.5) será referenciada, deste ponto em
diante, como método de Newton (matricial).

Iniciamos os trabalhos desta seção com o seguinte lema, que apre-
senta algumas propriedades do método de Newton, necessárias mais à
frente.

Lema 3.6. A sequência Xk definida em (3.5) satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) I −AXk+1 = (I −AXk)2, para todo k ≥ 0.

(ii) AXk e XkA são Hermitianas, para todo k ≥ 0.

(iii) XkAA
† = Xk e A†AXk = Xk, para todo k ≥ 0.

(iv) ‖Xk‖2 ≤ ‖Xk+1‖2, para todo k ≥ 1, e ‖Xk‖2 converge por baixo
para ‖A†‖2 quando k →∞.

Demonstração. Destes itens, apenas (iv) apresenta maior dificuldade;
os outros são elementares e bastante conhecidos.

(i) I−AXk+1 = I−AXk(2I−AXk) = I−AXk−AXk(I−AXk) =
(I −AXk)(I −AXk) = (I −AXk)2.



3.2. Método de Newton matricial 55

(ii) Para X0 = βAT , é claro que AX0 = (AX0)T . Tomando a hipótese
de indução AXk = (AXk)T , temos que (AXk+1)T = (AXk(2I −
AXk))T = (2I −AXk)AXk = AXk(2I −AXk) = AXk+1. Analo-
gamente, temos que XkA é Hermitiana.

(iii) Como AA† é Hermitiana e AA†A = A [36], temos que X0AA
† =

βAT (AA†)T = β(AA†A)T = βAT = X0. Agora, considerando a
hipótese de indução XkAA

† = Xk, veremos que vale o caso k + 1.
De fato, Xk+1AA

† = 2XkAA
†−XkAXkAA

† = 2Xk −XkAXk =
Xk+1. Pelo mesmo racioćınio, segue que A†AXk = Xk.

(iv) Usando a SVD de A de (2.3) e X0 = βAT , temos que

X0 = V

[
βΣ 0
0 0

]
UT = V

[
Ω0 0
0 0

]
UT ,

em que Ω0 = diag(βσ1, . . . , βσr). Agora, tendo em vista a hipótese
de indução

Xk = V

[
Ωk 0
0 0

]
UT , (3.7)

em que Ωk = diag
(
ω

(k)
1 , . . . , ω

(k)
r

)
, com ω

(0)
i = βσi, segue que

Xk+1 = 2Xk −XkAXk

= V

[
2Ωk − ΩkΣΩk 0

0 0

]
UT , (3.8)

o que implica diretamente que

ω
(k+1)
i = 2ω(k)

i − σi
(
ω

(k)
i

)2
. (3.9)

É fato conhecido [44] que a sequência acima converge para 1/σi
dado que

0 < ω
(0)
i < 2/σi, (3.10)

que é válida pelo fato de β satisfazer (3.4). Por outro lado, seguindo
um racioćınio parecido com o item (i) deste lema, a equação (3.9)
implica que

1− σiω(k+1)
i =

(
1− σiω(k)

i

)2
, para todo k ≥ 0. (3.11)

Disto e de (3.9), segue que

ω
(k+1)
i − ω(k)

i = ω
(k)
i

(
1− σiω(k)

i

)
≥ 0, para todo k ≥ 1, (3.12)
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o que prova que ω
(k)
i converge monotonicamente por baixo para

1/σi. Em particular, para i = r, de (3.12) temos que

‖Xk‖2 = ω(k)
r ≤ ω(k+1)

r = ‖Xk+1‖2 (3.13)

e, mais ainda,
lim
k→∞

ω(k)
r = 1/σr = ‖A†‖2.

Assim, completamos a demonstração.

Uma propriedade interessante do método pode ser extráıda direta-
mente deste lema, a partir do item (iii) e lembrando que A† = A†AA†

[36]:

A† −Xk+1 = A† −Xk −Xk +XkAXk

= A†AA† −A†AXk −XkAA
† +XkAXk

= A†A(A† −Xk)−XkA(A† −Xk)
= (A† −Xk)A(A† −Xk).

Veja que esta relação reafirma a convergência quadrática já garantida
pelo Teorema 3.3 para o método de Newton, pois

‖A† −Xk+1‖2 ≤ ‖A‖2‖A† −Xk‖22.

Agora, veja que o item (iv) do lema afirma a convergência quadrá-

tica dos ω
(k)
i . Apesar disso, é bem sabido que a convergência dos ω

(k)
i

pode ser lenta mesmo para matrizes relativamente bem condicionadas,

como discutido por Söderström e Stewart [44]. Com efeito, ω
(k)
i não

pode convergir antes de 2 log2(σ1/σi) iterações [44], e veja que este
número pode atingir alta ordem caso os σi’s sejam pequenos.

A boa not́ıcia é que, para problemas discretos mal postos, frequen-
temente os maiores valores singulares de A são suficientes para construir
soluções aproximadas de qualidade para o problema de mı́nimos qua-
drados associado a Ax = b [20]. Ou seja, na prática não precisamos
aguardar a convergência total para termos boas aproximações para o

problema. Mas, para isto acontecer, precisamos garantir que os ω
(k)
i ’s

associados aos maiores valores singulares convirjam antes dos demais.

Esta análise da ordenação dos ω
(k)
i ’s é o foco do próximo resultado.

Considere, assim, a função

f(ω) = 2ω − σiω2
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e o iterando inicial dado por ω(0) = βσi escolhido de acordo com (3.10), o
que deixa claro que a ordenação com que ocorre a convergência depende
de β. Agora, para verificar como isso ocorre, assuma que para algum i
temos

σ1√
2
< σi < σ1,

o que implica que 1/σ2
i < 2/σ2

1 . Portanto, tomando β = 1/σ2
i , garanti-

mos convergência das matrizes Xk e, ao mesmo tempo,

ω
(0)
i = βσi = 1

σi
.

Ou seja, neste caso, 1/σi é automaticamente capturado pelo chute inicial
e o rećıproco dos valores singulares próximos a σi deveriam convergir
rapidamente também, nas primeiras iterações.

O teorema seguinte formaliza esta análise, afirmando que se β for

escolhido corretamente, então a sequência ω
(k)
i converge para 1/σi de

tal maneira que os rećıprocos associados com maiores valores singulares
de A são capturados primeiro.

Teorema 3.7. Seja e
(k)
i = 1

σi
−ω(k)

i e assuma que β < 1
σ2
i

. Então, para

todo k > 0, temos que

e
(k)
i ≤ e(k)

i+1, para i = 1, 2, . . . , r − 1.

Demonstração. A hipótese sobre β implica que 0 < ω
(0)
i = βσi <

σi/σ
2
1 ≤ 1/σi. Isto, juntamente com

ω
(0)
1 ≥ ω(0)

2 ≥ · · · ≥ ω(0)
r ,

implicam que

0 < 1− σiω(0)
i ≤ 1− σi+1ω

(0)
i+1 < 1, i = 1, 2, . . . , r − 1. (3.14)

Agora, de (3.11) aplicada repetidamente, segue que σiω
(k)
i = 1 −(

1− σiω(0)
i

)2k
. Como ω

(k+1)
i =

[
1 +

(
1− σiω(k)

i

)]
ω

(k)
i , veja que

ω
(1)
i =

[
1 +

(
1− σiω(0)

i

)21−1
]
ω

(0)
i .

Considerando a hipótese de indução

ω
(k)
i =

2k−1∑
`=0

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i , (3.15)
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segue que

ω
(k+1)
i =

[
1 +

(
1− σiω(k)

i

)]
ω

(k)
i

=
[
1−

(
1 + σiω

(0)
i

)2k
] 2k−1∑
`=0

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i

=
2k+1−1∑
`=0

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i ,

de modo que a equação (3.15) é válida. Por outro lado, levando em
conta que a série real

1
1− c =

∞∑
`=0

c`

é convergente sempre que |c| < 1, tomando c =
(

1− σiω(0)
i

)
obtemos

1
σi

=
∞∑
`=0

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i .

Disto e de (3.15), temos

e
(k)
i = 1

σi
− ω(k)

i =
∞∑
`=2k

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i

=
(

1− σiω(0)
i

)2k ∞∑
`=0

(
1− σiω(0)

i

)`
ω

(0)
i

=

(
1− σiω(0)

i

)2k

σi
. (3.16)

Desde que σi ≥ σi+1, usando (3.14) temos que

e
(k)
i =

(
1− σiω(0)

i

)2k

σi
≤

(
1− σi+1ω

(0)
i+1

)2k

σi+1
= e

(k)
i+1,

o que completa a demonstração.

A conclusão mais importante do teorema é que, caso escolhamos
β < 1/σ2

1 , as informações relacionadas aos maiores valores singulares de
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A convergem antes, com a propriedade de que ω
(k)
i converge para 1/σi

preservando a ordem natural dos valores singulares.
A velocidade de convergência, no entanto, depende também do

condicionamento da matriz envolvida. Por exemplo, considere a matriz
proveniente do problema foxgood e também T = tridiag(−1, 2,−1), que
surge frequentemente na discretização do operador diferencial de segunda
ordem via método de diferenças finitas centrais, ambas com dimensão
n = 40. A matriz de foxgood possui número de condicionamento da
ordem de 1018, considerado severo, ainda mais que a dimensão do
problema é pequena. Já T é tal que κ(T ) ≈ 103, deixando claro que
seu mal condicionamento é leve. O comportamento dos rećıprocos dos

valores singulares e dos ω
(k)
i ’s para estas duas matrizes é ilustrado na

Figura 3.1. O decaimento dos valores singulares para foxgood ocorre
com extrema rapidez, gerando dificuldades à velocidade de convergência,
de modo que um número bastante elevado de iterações são necessárias
para capturar a mesma quantidade de valores singulares que T exibe em

poucas iterações. Note que, para T , os ω
(k)
i ’s praticamente capturam

todo o espectro já nas iterações iniciais. Vale observar que os rećıprocos
1/σi de foxgood são, aproximadamente, 10 ordens de grandeza maiores
que os mesmos para a matriz T .

Figura 3.1 – Comportamento dos rećıprocos dos valores singulares e das

sequências ω
(k)
i para as matrizes de foxgood (esquerda) e

T = tridiag(−1, 2,−1) (direita), ambas com dimensão 40
e β = 1/(σ2

1 + σ2
r).
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Fonte: o autor, 2017.

3.3 O MÉTODO ITERATIVO VETORIAL

Como mencionado anteriormente, nosso interesse na sequência ma-
tricial gerada pelo método de Newton (3.5) se encontra na possibilidade
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de construir uma sequência de vetores da forma

x(k) = Xkb ∈ Rn, para k ≥ 0. (3.17)

Note que, como x(k) − xLS = (Xk −A†)b, segue claramente que x(k) →
xLS, uma vez que a sequência matricial converge para a pseudo-inversa.
Portanto, {x(k)} gera vetores que tendem a aproximar a solução de
norma mı́nima do problema de mı́nimos quadrados associado ao sistema
Ax = b, solução esta de interesse tanto teórico quando prático.

O primeiro resultado desta seção afirma que a sequência gerada
por (3.17) possui segunda ordem de convergência, assim como a versão
matricial do método de Newton que a precede, propriedade esperada
naturalmente pela forma como a sequência vetorial é constrúıda.

Teorema 3.8. Seja xLS = A†b. Então, para todo k ≥ 1, é válido que

‖xLS − x(k+1)‖2 ≤ C‖xLS − x(k)‖22,

em que C é uma constante não negativa que depende de xLS.

Demonstração. Levando em conta que (3.11) é equivalente a

1
σi
− ω(k+1)

i = σi

(
1
σi
− ω(k)

i

)2
, para k ≥ 0,

e que a SVD de A implica que

xLS = V

[
Σ−1 0
0 0

]
UT b,

usando a equação (3.8) temos que

xLS − x(k+1) = V

[
Σ−1 − Ωk+1 0

0 0

]
UT b

= V

[
Σ
(
Σ−1 − Ωk

)2
0

0 0

]
UT b

= VrΣ
(
Σ−1 − Ωk

)2
UTr b,

em que Vr = [v1, . . . , vr] e Ur = [u1, . . . , ur], para r = posto(A). Agora,
defina ξ como a matriz diagonal r × r cujas entradas são:

ξii =
{
|uTi b|, se |uTi b| 6= 0

1, caso contrário
.
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Claramente, ξ é não-singular. Disto e da equação acima, segue que

‖xLS − x(k+1)‖2 = ‖Σ
(
Σ−1 − Ωk

)2
UTr b‖2

= ‖Σξ−1 (Σ−1 − Ωk
)2
ξUTr b‖2

≤ ‖Σξ−1‖2‖
(
Σ−1 − Ωk

)2
ξUTr b‖2

≤ ‖Σξ−1‖2‖
(
Σ−1 − Ωk

)2
ξUTr b‖1.

Tomando C = ‖Σξ−1‖2, finalizamos a demonstração ao notar que

‖
(
Σ−1 − Ωk

)2
ξUTr b‖1 =

r∑
i=1

(
σ−1
i − ω

(k)
i

)2
|uTi b|2

= ‖xLS − x(k)‖22.

Agora, pelo Lema 3.6 e pelo Teorema 3.3, sabemos que a versão
matricial do método de Newton possui a propriedade de monotonia na
norma dos iterados e dos reśıduos, sendo o primeiro não-decrescente e o
segundo não-crescente, i.e., ‖Xk‖2 ≤ ‖Xk+1‖2 e ‖Rk+1‖2 ≤ ‖Rk‖2. O
resultado seguinte afirma que o mesmo ocorre com a sequência vetorial
(3.17). Lembramos que esta informação é crucial para o uso de critérios
de parada heuŕısticos, tais como L-curve e MPR.

Teorema 3.9. Sejam x(k) sequência de vetores gerada pelo método
de Newton e r(k) = b− Ax(k) sequência dos reśıduos correspondentes.
Então, as seguintes propriedades são válidas:

(i) ‖x(k+1)‖2 ≥ ‖x(k)‖2, para todo k ≥ 1.

(ii) ‖r(k+1)‖2 ≤ ‖r(k)‖2, para todo k ≥ 0.

Demonstração. (i) Usando a equação (3.7), segue que

x(k) = Xkb =
r∑
i=1

ω
(k)
i

(
uTi b

)
vi. (3.18)

Portanto, disto e de (3.13), temos

‖x(k+1)‖22 =
r∑
i=1

(
ω

(k+1)
i

)2
|uTi b|2 ≥

r∑
i=1

(
ω

(k)
i

)2
|uTi b|2 = ‖x(k)‖22.
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(ii) Observe que, da escolha de β no intervalo 0 < β < 2/σ2
1 , segue

que

0 < βσ2
i < 2σ

2
i

σ2
1
≤ 2,

inferindo que −1 < 1− βσ2
i < 1. Como σiω

(0)
i = βσ2

i , temos que

−1 < 1− σiω(0)
i < 1. Disto e da equação (3.11), conclúımos que

1− σiω(k)
i =

(
1− σiω(k−1)

i

)2
= · · · =

(
1− σiω(0)

i

)2k
< 1,

(3.19)
para todo k ≥ 1. Utilizando este fato e novamente a equação
(3.11), segue que(

1− σiω(k+1)
i

)2
=
(

1− σiω(k)
i

)4
≤
(

1− σiω(k)
i

)2
, (3.20)

válido para todo k ≥ 0. Agora, pela SVD de A e por (3.7), temos
que

‖r(k+1)‖22 = ‖b−Ax(k+1)‖22 = ‖(I − ΣΩk+1)UT b‖22

=
r∑
i=1

(
1− σiω(k+1)

i

)2
|uTi b|2 + ‖b⊥‖22,

em que b⊥ representa a componente de b que não pertence ao
espaço coluna de A. Assim, disto e (3.20), segue que

‖r(k+1)‖22 =
r∑
i=1

(
1− σiω(k+1)

i

)2
|uTi b|2 + ‖b⊥‖22

≤
r∑
i=1

(
1− σiω(k)

i

)2
|uTi b|2 + ‖b⊥‖22

= ‖r(k)‖22,

o que completa a demonstração.

Como ilustração do resultado do teorema acima, apresentamos a
Figura 3.2, uma confirmação visual à afirmação do teorema, acerca da
monotonia da norma dos iterados e dos reśıduos, para o problema-teste
heat, com dimensão 500.
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Figura 3.2 – Comportamento de ‖x(k)‖2 (à esquerda) e dos reśıduos
‖b−Ax(k)‖2 (à direita), problema heat, dimensão 500.
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Fonte: o autor, 2017.

Observação 3.10. O item (i) do Teorema 3.9 pede que k ≥ 1, que é
consequência da desigualdade (3.12) também ser válida somente para
k ≥ 1. Com efeito, podemos construir facilmente um contra-exemplo
verificando que é posśıvel ocorrer ‖x(0)‖2 > ‖x(1)‖2. Tomando, e.g., o
sistema Ax = b, com A = In e b = e1, para ei o i-ésimo vetor da base
canônica de Rn, é fácil verificar que

x0 = βe1 e x1 = β(2− β)e1.

Agora, basta calibrar β corretamente. Para convergência, precisamos
que 0 < β < 2/ρ(InITn ) = 2. Disto, é direto verificar que qualquer β no
intervalo (1, 2) satisfaz

‖x(0)‖2 = β > β(2− β) = ‖x(1)‖2,

o que conclui o exemplo.

Para finalizar a seção, apresentamos um outro resultado de con-
vergência, com estimativas para o erro relativo para algumas escolhas
de β no iterando inicial.

Teorema 3.11. Seja xLS = A†b. Então, a norma do erro ‖xLS −
x(k+1)‖2 decresce monotonicamente com k, ou seja, para k ≥ 1, temos
que

‖xLS − x(k+1)‖2 ≤ ‖xLS − x(k)‖2.
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Mais ainda, são válidas as estimativas:

‖xLS − x(k)‖2
‖xLS‖2

≤


(
κ(A)2−1
κ(A)2

)2k
, se β > 1

σ2
1(

κ(A)2−1
κ(A)2+1

)2k
, se β = 2

σ2
1+σ2

r

. (3.21)

Demonstração. Observe que a equação (3.11) implica que

1
σi
− ω(k+1)

i =
(

1− σiω(k)
i

)( 1
σi
− ω(k)

i

)
≤ 1
σi
− ω(k)

i , para k ≥ 1,

em que a última desigualdade segue de (3.19). Disto e de (3.7), temos
que

‖xLS − x(k+1)‖22 =
r∑
i=1

(
1
σi
− ω(k+1)

i

)2
|uTi b|2

≤
r∑
i=1

(
1
σi
− ω(k)

i

)2
|uTi b|2

= ‖xLS − x(k)‖22,

como enunciado. Agora, através de um argumento similar e utilizando
(3.16), segue que

‖xLS−x(k)‖22 =
r∑
i=1

(
1− σiω(0)

i

)2(2k)

σ2
i

|uTi b|2 ≤
(

1− σrω(0)
r

)2(2k)
‖xLS‖22,

ou seja,
‖xLS − x(k)‖2
‖xLS‖2

≤
(

1− σrω(0)
r

)2k
.

Como ω
(0)
r = βσr, as estimativas em (3.21) são consequência das escolhas

de β. Por exemplo, para β > 1/σ2
1 , temos

1− σrω(0)
r ≤ 1− σ2

r

σ2
1

= κ(A)2 − 1
κ(A)2 .

Já para o segundo valor de β,

1− σrω(0)
r = σ2

1 + σ2
r − 2σ2

r

σ2
1 + σ2

r

= κ(A)2 − 1
κ(A)2 + 1 ,

o que finaliza a demonstração.
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3.4 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Até o momento, tratamos de diversas propriedades relativas à
sequência de vetores em (3.17), dado por x(k) = Xkb, com Xk+1 =
Xk(2I −AXk), em que X0 = βAT , mas sem de fato considerar alguma
implementação computacional. A sequência vetorial pode ser constrúıda,
da maneira mais direta, a partir do conhecimento de Xk e, em seguida,
efetuando o produto Xkb. Infelizmente, esta estratégia nada acrescenta
em ganho de operações.

No entanto, o intuito de utilizar a sequência vetorial é a possibili-
dade de lidar com a construção de vetores em cada iteração, e não de
matrizes, como na estratégia direta. Assim, esperamos reduzir o esforço
computacional do método de Newton, ao mesmo tempo que gozamos
das suas propriedades de boa convergência.

Inicialmente, note que a iteração de Newton pode ser reescrita
como

Xk+1 = Xk(2I −AXk) = Xk +Xk(I −AXk) = Xk + (I −XkA)Xk.
(3.22)

Caso assumimos a notação Uk = (I − XkA), por uma abordagem
semelhante à utilizada no Lema 3.6, item (i), verificamos que

Uk+1 = U2
k = U22

k−1 = · · · = U2k+1

0 .

Portanto, disto e (3.22), temos que a sequência em (3.17) pode ser
apresentada através da recorrência

x(k+1) = Xk+1b = Xkb+ UkXkb = x(k) + U2k
0 x(k), (3.23)

em que x(0) = βAT b e U0 = (I − βATA) ∈ Rn×n. A iteração em (3.23)
é o que consideramos como o método de Newton (vetorial), o qual
sugere dois tipos de implementação: uma expĺıcita, que consiste em um
produto matriz-matriz por iteração; e uma impĺıcita, que lida com 2k
produtos matriz-vetor envolvendo U0 na k-ésima iteração. Ambos são
apresentados nos Algoritmos 3.2 e 3.3 a seguir.

Do ponto de vista operacional, o Algoritmo 3.2 efetua O(n3) ope-
rações por iteração, resultado da necessidade de computar um produto
de matrizes quadradas. Por outro lado, o algoritmo seguinte efetua algo
em torno de O(2kn2) operações na k-ésima iteração (devido aos 2k pro-
dutos matriz-vetor com U0) e, pelo crescimento exponencial de 2k, estas
iterações podem superar n3 operações com certa facilidade. Por outro
lado, se os produtos matriz-vetor puderem ser efetuados eficientemente
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Algoritmo 3.2 Método de Newton expĺıcito

Entrada: A, b
Sáıda: Aproximação x(∗) de xLS
1: Compute β tal que 0 < β < 2

ρ(AAT ) . Subseção 3.1.1

2: U0 ← I − βATA
3: x(0) ← βAT b
4: Para k = 0, 1, 2, . . . faça
5: x(k+1) ← x(k) + U0x

(k)

6: Se (critério de parada satisfeito) então
7: x(∗) ← x(k+1)

8: Fim Se
9: U0 ← U2

0
10: Fim Para

Algoritmo 3.3 Método de Newton impĺıcito

Entrada: A, b
Sáıda: Aproximação x(∗) de xLS
1: Compute β tal que 0 < β < 2

ρ(AAT ) . Subseção 3.1.1

2: x(0) ← βAT b
3: Para k = 0, 1, 2, . . . faça
4: y ← x(k)

5: Para i = 1, 2, . . . , 2k faça . loop para computar U2k
0 x(k)

6: y ← y − βAT (Ay)
7: Fim Para
8: x(k+1) ← x(k) + y
9: Se (critério de parada satisfeito) então

10: x(∗) ← x(k+1)

11: Fim Se
12: Fim Para

(e.g., quando as matrizes envolvidas são esparsas), o Algoritmo 3.3 pode
ser vantajoso. Além disso, caso a matriz A não esteja dispońıvel explici-
tamente, construir (e armazenar) U0 se torna uma tarefa impraticável,
levando ao uso do segundo algoritmo somente. Nesta situação, A só
pode ser acessada via produtos da forma Az ou AT z; para problemas de
grande porte, esta é uma realidade, acentuada com o uso de computação
paralela.

Uma vantagem do método de Newton é o fato de lidarmos, em
sua totalidade, somente com operações “brutas”, aqui expressas por
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cálculos envolvendo matrizes e vetores, menos sujeitas a instabilidades
numéricas pela aritmética finita. Para o algoritmo LSQR, por exemplo,
a ortogonalidade dos vetores constrúıdos em cada iteração é frequen-
temente perdida devido a esta dificuldade; neste caso, algum processo
de reortogonalização precisa ser acoplado ao método para garantir sua
completa funcionalidade. No caso do método iterativo proposto aqui,
cuidados desta ordem não precisam ser tomados.





69

4 ITERAÇÕES DE NEWTON REGULARIZADAS

Dado um sistema de equações lineares na forma Ax = b, verifica-
mos que a sequência vetorial dada em (3.17) converge para a solução
procurada xLS = A†b. Na prática, no entanto, o vetor de dados b normal-
mente não é exato, sendo dado por um vetor com perturbações b̃ = b+e,
para e vetor de imprecisões desconhecido. Como elaborado no Caṕıtulo
2, por estarmos lidando com problemas senśıveis à perturbações, pe-
quenas variações nos dados de entrada levam a grandes diferenças na
solução computada. Deste modo, ao aplicarmos a sequência (3.17) em
Ax = b̃, não temos garantia que a recorrência

x̃(k) = Xk b̃

convirja para a solução de interesse xLS = A†b, especialmente conside-
rando A mal condicionada. Portanto, em poucas iterações, as imprecisões
em b̃ tendem a deturpar completamente a sequência, esta convergindo
para x̃LS = A†b̃, que em geral não serve de aproximação para xLS, por
estar dominada pelo rúıdo contido nos dados de entrada.

Com efeito, de (3.16), temos que

ω
(k)
i =

1−
(

1− σiω(0)
i

)2k

σi
,

implicando que podemos escrever os iterados x̃(k) diretamente, a partir
de (3.18), como

x̃(k) =
r∑
i=1

[
1−

(
1− σiω(0)

i

)2k
]
uTi b̃

σi
vi

= x(k) +
r∑
i=1

[
1−

(
1− σiω(0)

i

)2k
]
uTi e

σi
vi,

em que os números fi = 1 −
(

1− σiω(0)
i

)2k
são os fatores de filtro

para o método iterativo baseado na iteração de Newton. Veja que,
para k pequeno, os fatores de filtro fi ≈ 0 e, portanto, x̃(k) tende a
se aproximar de x(k). Por outro lado, quando fi ≈ 1, algo que ocorre
relativamente rápido considerando o crescimento exponencial de 2k,
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então o k-ésimo iterado começa a ser dominado pelo rúıdo, momento
que surge a propriedade de semi-convergência [31]. Em outros termos,
quando estamos lidando com problemas com o lado direito perturbado,
o ı́ndice k atua como parâmetro de regularização. Seu objetivo é escolher
alguma solução de qualidade para o problema original Ax = b através,
somente, dos iterados x̃(k), que são gerados a partir de dados com rúıdo.

Uma maneira de visualizar o papel da semi-convergência e da boa
escolha de k é analisando o comportamento de ‖xLS − x̃(k)‖2 como uma
função de k. Note que esta cota pode ser dividida em duas partes:

‖xLS − x̃(k)‖2 ≤ ‖xLS − x(k)‖2 + ‖x(k) − x̃(k)‖2, (4.1)

em que a primeira é denominada erro de regularização e a segunda é o
erro de rúıdo (ou erro de amplificação). Pela convergência do método,
o erro de regularização decresce com k, como resultado do Teorema 3.8.
Por outro lado, o erro de rúıdo pode ser escrito como

‖x(k) − x̃(k)‖22 =
r∑
i=1

1−
(

1− σiω(0)
i

)2k

σi


2

|uTi e|2,

que claramente cresce com k: basta perceber que a quantidade em
colchetes é crescente com k, para σi fixo. O comportamento t́ıpico de
ambos os erros e também de ‖xLS − x̃(k)‖2 quando comparado com
‖xLS − x(k)‖2 pode ser visto na Figura 4.1 (direita).

Figura 4.1 – Comportamento dos erros com e sem perturbação (es-
querda) e da estimativa (4.1) (direita), em que E1 e E2
representam os erros de regularização e de rúıdo, respecti-
vamente. Problema shaw, dimensão 500, com perturbação
de 1% nos dados de entrada.

10 20 30

100

101

‖xLS − x(k)‖2
‖xLS − x̃(k)‖2

10 20 30
10-2

10-1

100

101

E1

E2

E1 +E2

Fonte: o autor, 2017.
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Informações importantes podem ser extráıdas da Figura 4.1. A
figura da esquerda é clara em expressar que, quando temos rúıdo nos
dados, os iterados x̃(k) tendem a se distanciar de xLS a partir de alguma
certa iteração k; para os iterados anteriores a este ı́ndice, no entanto, o
erro gerado pela sequência com imprecisões e pela exata são basicamente
os mesmos, sugerindo que os iterados computados x̃(k) e x(k) estão
próximos também. Já a figura da direita informa como se dá a introdução
do rúıdo no processo iterativo. Caso paremos as iterações muito cedo,
isto é, para k pequeno, apesar de termos pouca influência do rúıdo, pouca
informação do problema em si é introduzida nos iterados. Por outro
lado, se escolhemos k grande, o rúıdo corrompe totalmente a solução
capturada. Portanto, precisamos encontrar um equiĺıbrio entre as duas
quantidades, de modo a minimizar a influência do rúıdo ao mesmo
tempo que componentes importantes da solução exata são capturados.
Este “balanço” é representado pela propriedade de semi-convergência e,
intuitivamente, infere que deveŕıamos procurar um k nas proximidades
do minimizador da curva discreta E1 + E2, ponto este que equilibra
o efeito do rúıdo com a quantidade de informações fornecidas pelo
problema original. É neste estágio que entram os critérios de parada
discutidos na Seção 2.4, cujo objetivo é tentar estimar o parâmetro de
regularização k, o que normalmente não é tarefa fácil.

4.1 ESTIMATIVA TEÓRICA

Quando o prinćıpio da discrepância de Morozov (DP) [29] é utili-
zado como critério de parada, então é posśıvel deduzir uma estimativa
teórica para ‖x̃(k) − xLS‖2, considerando que temos conhecimento do
erro adicionado ao lado direito do problema e que o mesmo satisfaz

‖b̃− b‖2 = ‖e‖2 ≤ τδ,

para τ ' 1 e δ = ‖e‖2 fixos. Como sabemos, DP escolhe o parâmetro de
regularização pedindo que a norma do reśıduo ‖r̃(k)‖2 seja da mesma
ordem que a discrepância nos dados de entrada. Matematicamente, isto
significa que devemos tomar como parâmetro de regularização o primeiro
inteiro k = k(δ) tal que

‖r̃(k)‖2 = ‖b̃−Ax̃(k)‖2 ≤ τδ ≤ ‖b̃−Ax̃(k−1)‖2 = ‖r̃(k−1)‖2. (4.2)

O teorema a seguir apresenta a estimativa propriamente dita, lembrando
que a desigualdade acima é uma hipótese essencial. Para critérios heu-
ŕısticos, tal estimativa não é posśıvel, devido à escolha do parâmetro
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de regularização ocorrer de maneira mais volátil, i.e., baseada no com-
portamento t́ıpico dos iterados e não em aspectos teóricos mais ŕıgidos
(como para DP).

Teorema 4.1. Suponha que b ∈ R(A) e denote o iterado gerado pelo
prinćıpio da discrepância por x̃(k(δ)). Então, é válida a estimativa

‖x̃(k(δ)) − xLS‖2
‖xLS‖2

= O
(

δ1/2

‖b‖1/22

)
.

Demonstração. Para k ≥ 1 qualquer, note que, como b̃ = b+ e,

x̃(k) − xLS = Xk b̃−A†b = Xkb−A†b+Xke.

Portanto,

‖x̃(k) − xLS‖2 ≤ ‖Xkb−A†b‖2 + ‖Xke‖2. (4.3)

Cada uma das normas acima serão estimadas separadamente. Para o
erro de regularização ‖Xkb−A†b‖2, lembre que o Lema 3.6, item (iii), e
a monotonia dos reśıduos presente no Teorema 3.9, item (ii), implicam
que

‖Xkb−A†b‖2 = ‖A†AXkb−A†b‖2
≤ ‖A†‖2‖AXkb− b‖2
= ‖A†‖2‖r(k)‖2
≤ ‖A†‖2‖r(k−1)‖2. (4.4)

Agora, como (I −AXk) = (I −AXk−1)2, temos:

‖r(k−1)‖22 = ‖b−Ax(k−1)‖22
= bT (I −AXk−1)T (I −AXk−1)b
= bT (I −AXk)b
= 〈b, r(k)〉
≤ ‖b‖2‖r(k)‖2,

o que implica que

‖r(k−1)‖2 ≤ ‖b‖1/22 ‖r(k)‖1/22

= ‖b‖1/22 ‖(I −AXk)(b̃− e)‖1/22

≤ ‖b‖1/22

(
‖r̃(k)‖2 + ‖I −AXk‖2‖e‖2

)1/2
. (4.5)
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Por outro lado, considerando a SVD de A, segue que

‖I −AX0‖2 = ‖I − βUΣΣTUT ‖2 = ‖I − βΣΣT ‖2 = max
1≤i≤r

|1− βσ2
i |.

Como 0 < β < 2/σ2
1 , temos que, para i ∈ {1, . . . r},

0 < βσ2
i <

2
σ2

1
σ2
i ≤ 2⇒ 0 > −βσ2

i > −2⇒ −1 < 1− βσ2
i < 1,

o que implica que ‖I −AX0‖2 < 1. Disto, é valido que

‖I −AXk‖2 ≤ ‖I −AXk−1‖22 ≤ · · · ≤ ‖I −AX0‖2
k

2 < 1.

Logo, tomando k = k(δ) daqui em diante, e em vista da primeira
desigualdade em (4.2) (i.e., ‖r̃(k)‖2 ≤ τδ ), a desigualdade (4.5) se torna

‖r(k−1)‖2 ≤ ‖b‖1/22 (τδ + δ)1/2 = ‖b‖1/22 (τ + 1)1/2δ1/2. (4.6)

Portanto, o erro de regularização (4.4) fica estimado por

‖Xkb−A†b‖2 ≤ ‖A†‖2‖b‖1/22 (τ + 1)1/2δ1/2. (4.7)

Podemos partir então para a segunda parte da estimativa, envolvendo
‖Xke‖2, normalmente chamado de erro de rúıdo ou de amplificação.
Para tanto, vamos extrair uma relação para ‖e‖2 a partir da segunda
desigualdade em (4.2), a saber:

τδ ≤ ‖r̃(k−1)‖2
= ‖(I −AXk−1)(b+ e)‖2
≤ ‖r(k−1)‖2 + ‖I −AXk−1‖2‖e‖2
≤ ‖r(k−1)‖2 + δ,

o que implica que ‖e‖2 = δ ≤ ‖r(k−1)‖2/(τ − 1). Portanto, pelo Lema
3.6, item (iv), e por (4.6), o erro de amplificação é estimado por

‖Xke‖2 ≤ ‖Xk‖2‖e‖2 ≤ ‖A†‖2
‖b‖1/22 (τ + 1)1/2δ1/2

τ − 1 . (4.8)

Finalmente, juntando (4.7) e (4.8) em (4.3), segue que

‖x̃(k(δ)) − xLS‖2 ≤ Cτ‖A†‖2‖b‖1/22 δ1/2,
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em que Cτ = τ(1 + τ)1/2/(τ − 1). Lembrando que b ∈ R(A), temos que
b = AxLS e, portanto, ‖b‖2 ≤ ‖A‖2‖xLS‖2. Assim,

‖x̃(k(δ)) − xLS‖2 ≤ Cτ‖A†‖2‖A‖2‖xLS‖2
δ1/2

‖b‖1/22
,

que pode ser reescrito como

‖x̃(k(δ)) − xLS‖2
‖xLS‖2

≤ Cτ‖A‖2‖A†‖2
δ1/2

‖b‖1/22
= O

(
δ1/2

‖b‖1/22

)
,

completando a demonstração.

Em palavras, a estimativa infere que, quanto menor a perturbação
nos dados de entrada, melhor será a aproximação de xLS = A†b gerada
pela sequência x̃(k) = Xk b̃ quando o prinćıpio da discrepância é utilizado
como critério de parada.

Vale observar, no entanto, que a constante Cτ‖A‖2‖A†‖2 acompa-
nha a cota superior e pode atingir valores de alta ordem, já que depende
de

κ(A) = ‖A‖2‖A†‖2,
além, é claro, de depender de τ , apesar de sua influência poder ser melhor
controlada, já que τ muito próximo de 1 em geral não é utilizado. Mesmo
assim, a Tabela 4.1 apresenta algumas das possibilidades para Cτ . Esta
constante é, na realidade, um problema secundário e negligenciável se
comparado com o número de condição κ(A) de problemas práticos (veja,
por exemplo, a Tabela 4.2 abaixo).

Tabela 4.1 – Alguns valores da constante Cτ .

τ 1.1 1.05 1.01

Cτ 15.9405 30.0674 143.1922

Fonte: o autor, 2017.

4.2 RESULTADOS NUMÉRICOS

A seguir, conduzimos alguns testes numéricos para o método de
Newton (3.23). Estamos considerando resolver sistemas da forma Ax = b
em que o lado direito é, na realidade, dado por b̃ = b + e, para e ve-
tor com imprecisões. Desta maneira, queremos aproximar a solução
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xLS = A†b através da sequência (3.23) gerada com dados perturbados,
isto é, constrúıda a partir do sistema Ax = b̃. Como explanado an-
teriormente, a sequência gerada desta maneira apresenta propriedade
de semi-convergência; para detectá-la, fazemos uso de três critérios de
parada: DP, L-curve e MPR, discutidos na Seção 2.4. Os problemas-teste
utilizados estão listados na Tabela 4.2, bem como seu posto numérico e
número de condição. Ressaltamos que os primeiros sete problemas da
tabela são provenientes da toolbox Regularization Tools [21] enquanto
que os restantes vêm da Galeria do MATLAB (MATLAB’s Gallery).

Tabela 4.2 – Posto numérico e número de condição κ dos problemas-
teste (via rotinas rank e cond do MATLAB), dimensão
n = 1000.

Problema Posto κ

foxgood 30 2.8795 ×1020

phillips 1000 2.6415×1010

heat 588 2.5979×10232

shaw 20 1.1476×1021

gravity 45 4.7467×1020

baart 13 3.6112×1018

deriv2 1000 1.2159×106

moler 999 5.0406×1015

lotkin 22 9.644×1021

prolate 521 4.727×1017

lehmer 1000 1.0748×106

cauchy 23 1.4338×1021

fiedler 1000 6.9481×105

frank 999 1.6599×1019

hilb 24 2.5685×1021

Fonte: o autor, 2017.

Os problemas provenientes de Regularization Tools geram automa-
ticamente A e b, além da solução exata xLS. Já a Galeria do MATLAB
apenas constrói a matriz A; para estes, tomamos xLS como a solução
gerada para o problema shaw e, portanto, b = AxLS. Como são exemplos
acadêmicos, constrúımos o vetor de perturbações e através da função
randn do MATLAB de modo que

‖e‖2 = ‖b̃− b‖2 = NL‖b‖2,

para NL simbolizando o chamado ńıvel de rúıdo, que representa o erro
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Tabela 4.3 – Resultados numéricos para NL = 0.025, dimensão n =
1000.

foxgood phillips heat shaw gravity

km(kM )

LSQR 2(2) 4(5) 8(9) 4(4) 4(4)
DP 8(8) 8(8) 11(12) 8(9) 7(8)
L-curve 9(9) 10(14) 13(13) 9(13) 11(13)
MPR 9(9) 10(10) 13(13) 10(12) 10(11)

Em

LSQR 0.0314 0.0264 0.1785 0.1681 0.0683
DP 0.0583 0.0473 0.1858 0.1664 0.0708
L-curve 0.0320 0.0298 0.1127 0.1586 0.0371
MPR 0.0320 0.0247 0.1127 0.1511 0.0368

baart deriv2 moler lotkin prolate

km(kM )

LSQR 2(3) 4(4) 2(3) 2(2) 1(1)
DP 8(11) 10(10) 8(11) 9(9) 12(12)
L-curve 12(12) 11(12) 11(11) 10(10) 13(21)
MPR 12(12) 11(11) 11(11) 10(11) 13(13)

Em

LSQR 0.1794 0.3167 0.3333 0.4745 0.0176
DP 0.3002 0.3163 0.4001 0.4843 0.0239
L-curve 0.2026 0.2896 0.3418 0.4734 0.0270
MPR 0.2026 0.2915 0.3418 0.4731 0.0177

lehmer cauchy fiedler frank hilb

km(kM )

LSQR 4(4) 4(4) 4(5) 5(5) 5(5)
DP 10(11) 11(11) 11(11) 9(9) 11(12)
L-curve 11(11) 11(14) 11(12) 12(13) 13(13)
MPR 11(11) 12(13) 11(12) 12(12) 13(13)

Em

LSQR 0.2423 0.4646 0.1260 0.1135 0.4469
DP 0.2333 0.4622 0.1942 0.1058 0.4627
L-curve 0.2199 0.4598 0.1886 0.1659 0.4472
MPR 0.2199 0.4506 0.1913 0.1271 0.4472

Fonte: o autor, 2017.

relativo entre b̃ e b com relação a b. Nos testes numéricos, tomamos
NL = 0.025, 0.01 e 0.001, inferindo que b̃ possui, respectivamente, 2.5%,
1% e 0.1% de perturbação em relação ao vetor original b. As Tabelas
4.3, 4.4 e 4.5 contém os resultados para estes três ńıveis de rúıdo,
considerando o método de Newton (3.23) através da implementação do
Algoritmo 3.2 com parada dada por DP (com τ = 1.05), L-curve (com
número máximo de 35 iterações) e MPR. O parâmetro β necessário às
iterações de Newton é tomado como β = 1/‖A‖2F . Notamos que esta
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escolha de β infere a convergência dos rećıprocos associados aos maiores

valores singulares de A antes, isto é, ω
(k)
i converge para 1/σi preservando

a ordem natural dos valores singulares, resultado garantido pelo Teorema
3.7. Tomamos, também, as soluções geradas pelo algoritmo LSQR (com
parada dada por DP, τ = 1.05) como critério comparativo para as
soluções geradas pelo método de Newton. Ressaltamos que fazemos uso
da implementação de LSQR contida na toolbox Regularization Tools,
dada pela função lsqr b.

Tabela 4.4 – Resultados numéricos para NL = 0.01, dimensão n =
1000.

foxgood phillips heat shaw gravity

km(kM )

LSQR 2(2) 4(5) 11(11) 4(5) 5(5)
DP 9(9) 9(9) 13(13) 9(10) 9(9)
L-curve 10(14) 16(16) 14(17) 14(15) 13(16)
MPR 10(10) 10(10) 14(15) 14(14) 11(13)

Em

LSQR 0.0310 0.0247 0.0987 0.1611 0.0467
DP 0.0318 0.0291 0.1046 0.1621 0.0448
L-curve 0.0242 0.0453 0.0700 0.0785 0.0321
MPR 0.0299 0.0239 0.0651 0.0977 0.0297

baart deriv2 moler lotkin prolate

km(kM )

LSQR 3(3) 5(6) 4(4) 2(3) 1(1)
DP 13(13) 12(12) 13(13) 11(11) 13(13)
L-curve 13(13) 13(15) 13(14) 13(13) 22(24)
MPR 13(13) 13(14) 13(14) 13(13) 13(13)

Em

LSQR 0.1663 0.2626 0.1894 0.4658 0.0072
DP 0.1723 0.2657 0.2002 0.4659 0.0072
L-curve 0.1723 0.2299 0.1975 0.4536 0.0260
MPR 0.1723 0.2289 0.1975 0.4536 0.0072

lehmer cauchy fiedler frank hilb

km(kM )

LSQR 6(6) 5(5) 5(6) 7(7) 5(5)
DP 12(13) 12(13) 12(13) 10(10) 13(13)
L-curve 13(13) 14(15) 13(13) 15(15) 16(16)
MPR 13(13) 14(14) 13(14) 15(15) 14(15)

Em

LSQR 0.1310 0.4420 0.1131 0.0728 0.4466
DP 0.1315 0.4477 0.0838 0.0770 0.4476
L-curve 0.0806 0.4420 0.0647 0.2383 0.4405
MPR 0.0806 0.4426 0.0634 0.2383 0.4438

Fonte: o autor, 2017.
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Tabela 4.5 – Resultados numéricos para NL = 0.001, dimensão n =
1000.

foxgood phillips heat shaw gravity

km(kM )

LSQR 2(3) 7(8) 16(17) 7(7) 7(7)
DP 10(11) 13(13) 16(17) 16(16) 13(13)
L-curve 17(22) 22(23) 23(23) 18(22) 20(22)
MPR 10(16) 11(14) 17(18) 17(17) 13(14)

Em

LSQR 0.0304 0.0101 0.0360 0.0476 0.0223
DP 0.0301 0.0158 0.0350 0.0532 0.0198
L-curve 0.0140 0.0632 0.0739 0.0474 0.0274
MPR 0.0295 0.0116 0.0295 0.0478 0.0186

baart deriv2 moler lotkin prolate

km(kM )

LSQR 3(3) 11(11) 6(6) 3(4) 1(1)
DP 14(15) 17(18) 16(16) 14(14) 13(13)
L-curve 21(21) 20(22) 20(21) 19(21) 29(31)
MPR 15(15) 18(19) 18(18) 17(19) 14(14)

Em

LSQR 0.1659 0.1686 0.0411 0.4516 0.0016
DP 0.1645 0.1714 0.0412 0.4514 0.0010
L-curve 0.1154 0.1501 0.0654 0.4462 0.0158
MPR 0.1633 0.1483 0.0231 0.4490 0.0009

lehmer cauchy fiedler frank hilb

km(kM )

LSQR 9(9) 6(6) 7(7) 11(12) 6(6)
DP 15(15) 16(16) 15(15) 13(13) 17(17)
L-curve 21(21) 19(23) 22(22) -(-) 21(23)
MPR 17(21) 17(17) 16(16) -(-) 17(17)

Em

LSQR 0.0278 0.4394 0.0161 0.0170 0.4396
DP 0.0223 0.4402 0.0215 0.0188 0.4396
L-curve 0.1024 0.4395 0.0979 - 0.4393
MPR 0.0698 0.4396 0.0107 - 0.4396

Fonte: o autor, 2017.

Repetimos a resolução de cada problema com o método de Newton
e com LSQR um total de 30 vezes, gerando erros relativos e iterações de
parada para cada uma destas resoluções. Portanto, nas Tabelas 4.3, 4.4
e 4.5, as quantidades km e kM representam, respectivamente, a iteração
mı́nima e máxima de parada, de todas as repetições. Analogamente,
Em denota o erro relativo médio, que consiste da média aritmética dos
erros relativos gerados em cada resolução. Para melhor interpretação
dos resultados obtidos, os erros relativos de melhor qualidade aparecem
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em negrito. Observamos que, caso sejam geradas soluções com erros
relativos superiores a 50%, consideramos que o método não obteve
sucesso e, deste modo, a solução é descartada.

Através dos resultados, exceto pelo fato dos erros associados aos
problemas lotkin, cauchy e hilb serem grandes, em geral, os erros relativos
associados com o método de Newton com parada via DP, L-curve e
MPR são relativamente próximos dos valores gerados por LSQR, em
muitos problemas até superiores em qualidade, informação facilmente
verificada através de uma inspeção às Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5. Notamos
que MPR possui a vantagem, seguido de L-curve e, depois, DP (caso
pensamos somente nas soluções geradas pelo método de Newton).

Ressaltamos que L-curve e MPR não obtiveram sucesso na resolu-
ção do problema frank (veja Tabela 4.5), gerando resultados com erro
relativo superior a 50%. Esta situação confirma o fato bem conhecido
de que as regras heuŕısticas deveriam falhar, ao menos para alguns
problemas, um resultado de Bakushinski [3].

É também interessante a constatação de que o número de passos
k decresce quando o ńıvel de rúıdo cresce. Isto está de acordo com o
efeito regularizante de métodos iterativos, o qual implica que quanto
maior o ńıvel de rúıdo mais valores singulares são comprometidos e,
portanto, a iteração deve ser parada antes (veja, por exemplo, Hanke e
Hansen [18]).

Figura 4.2 – Tempo médio, em segundos, para computar os dados da
Tabela 4.4.
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Fonte: o autor, 2018.

Os resultados sugerem que o método de Newton possui funcionali-
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dade prática (ao menos para os problemas de baixo porte considerados),
apresentando soluções de qualidade, em geral, quando associado com
critérios de parada como os utilizados aqui. No entanto, como evidencia
a Figura 4.2, a eficiência do método quando comparado com LSQR é
um empecilho: mesmo para os problemas pequenos do exemplo, Newton
necessita em torno de duas ordens de grandeza mais tempo que LSQR. A
situação é agravada para L-curve, que demanda o cálculo prévio de um
grande número de iterações. Este cenário é um reflexo da necessidade de
lidar com produtos envolvendo a matriz U0 ∈ Rn×n, cujo custo cresce
com n. O custo operacional do algoritmo proposto através do método
de Newton é o foco do próximo caṕıtulo, para o qual buscamos lidar
com algumas posśıveis soluções.
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5 ESTRATÉGIAS DE ACELERAÇÃO

Nos caṕıtulos anteriores apresentamos e descrevemos o método
de Newton, tanto sua versão matricial quanto a aplicada ao problema
de mı́nimos quadrados associado a Ax = b, que denominamos método
de Newton vetorial. Sua taxa de convergência e resultados teóricos
reforçam o interesse no estudo e aplicação do mesmo. No entanto, o
custo numérico para uma aplicação direta é certamente um dos maiores
empecilhos à sua utilização, evidenciada pela necessidade de operar com
a matriz U0 ∈ Rn×n na formulação (3.23), dada por

x(k+1) = x(k) + U2k
0 x(k), k = 0, 1, . . .

Tendo isto em mente, neste caṕıtulo buscamos abordar algumas posśıveis
técnicas de aceleração do algoritmo, visando contornar esta dificuldade.

Essencialmente, o caṕıtulo está dividido em duas partes: a primeira
seção apresenta algumas modificações à iteração matricial de Newton
(3.5), como tentativa de acelerar o processo; a segunda seção lida com
uma estratégia de projeção do problema original em algum subespaço,
visando reduzir a dimensão da matriz U0 na aplicação subsequente do
método de Newton ao problema projetado.

5.1 VARIAÇÕES AO MÉTODO DE NEWTON

Esta seção está baseada no trabalho de Pan e Schreiber [35],
que fizeram avanços interessantes no que diz respeito à aceleração das
iterações do método de Newton. Seu foco é voltado para a construção
das matrizes Xk de modo que convirjam para A† mais rapidamente que
Newton usual, focando também no ganho em operações.

Perceba que as iterações de Newton usual (3.5) são, basicamente,
a aplicação em um polinômio quadrático em Xk:

Xk+1 = 2Xk −XkAXk.

De maneira grosseira, as estratégias desta seção consistem em tomar
variações no polinômio a ser avaliado, gerando melhor aproveitamento
nas iterações respectivas.

Observação 5.1. Os exemplos apresentados nesta seção são voltados
para a resolução do problema de mı́nimos quadrados associado a Ax = b
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(ou Ax = b̃ = b + e). Portanto, por vias de notação, as aproximações
para a solução deste problema são dadas por

x(k) = Xkb (ou x̃(k) = Xk b̃),

para Xk sequência do método respectivo apresentado, devidamente
referenciado no momento apropriado. As operações são brutas, ou seja,
constrúımos Xk para então calcular x(k) (ou x̃(k)).

5.1.1 Aceleração via scaling

A ideia aqui é considerar o método de Newton matricial (3.5), mas
com um parâmetro escalar adicional, atualizado em cada iteração. Os
iterados são definidos considerando X0 = α0A

T e

Xk+1 = αk+1(2I −XkA)Xk, (5.1)

em que αk+1 é escolhido de modo a minimizar a distância do p-ésimo
valor singular (diferente de zero) de Xk+1A de 1. A maneira de efetuar
tal escolha será explicitada a seguir. Suponha que conhecemos limitantes
σmin e σmax para os valores singulares positivos de A, ou seja, σmin ≤
σ2
r ≤ σ2

1 ≤ σmax, em que r é o posto de A e σr e σ1 representam,
respectivamente, o menor e o maior valores singulares positivos de A.
Assim, tome

α0 = 2
σmin + σmax

, (5.2)

¯
ρ(0) = α0σmin = 2σmin

σmin + σmax
e (5.3)

ρ̄(0) = α0σmax = 2σmax
σmin + σmax

. (5.4)

Note que a escolha de α0 como acima em geral garante convergência
do método de Newton usual, tomando a aproximação inicial como
X0 = α0A

T , pois 0 < α0 < 2/σ2
1 . Agora, para k ≥ 0, efetuamos a

atualização

αk+1 = ρ̄(k+1) = 2
1 + (2−

¯
ρ(k))

¯
ρ(k) e (5.5)

¯
ρ(k+1) = αk+1(2−

¯
ρ(k))

¯
ρ(k). (5.6)

A construção acima garante as relações, para todo 1 ≤ j ≤ r e k ≥ 1,

¯
ρ(k) ≤ ρ(k)

j ≤ ρ̄(k) e
¯
ρ(k) = 2− ρ̄(k),
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em que ρ
(k)
j representa o j-ésimo valor singular de XkA. Segundo Pan e

Schreiber [35], exceto para algumas iterações antes da convergência, em
geral temos

¯
ρ(k) << 1, implicando que αk+1 ≈ 2. Portanto, segue que

ρ
(k+1)
r ≈ 4ρ(k)

r . Deste modo,

− log4 ρ
(0)
r ≈ log2

[
(κ(A)2 + 1)1/2

]
= log2 (κ(A)) +O(1/κ(A)2)

passos são suficientes para levar todos os valores singulares de XkA
acima de 1/2, o que é metade do necessário para a versão sem aceleração.

A seguir, apresentaremos um resultado acerca da otimalidade dos
parâmetros de aceleração dispostos em (5.5). Para tanto, considere a
matriz de reśıduo inicial

E = I −X0A = I − α0A
TA. (5.7)

Ao iniciarmos com X0 = α0A
T , o método de Newton usual produz

iterados Xk satisfazendo

XkA = I − E2k , (5.8)

fato facilmente verificável através de indução matemática. Para o caso de
A ser não-singular, a escolha de α0 por (5.2) garante que os autovalores

de E pertencem ao intervalo (−1, 1) e, portanto, E2k → 0, o que implica
que XkA→ I, ambos com k →∞. Unindo as equações (5.7) e (5.8) com
as iterações do método de Newton usual (3.5) (e um passo de indução),
temos

Xk = (I + E + · · ·+ E2k−1)α0A
T .

Por outro lado, sabemos da expansão em série de Newmann que

(I − E)−1 = I + E + E2 + · · · ,

inferindo que o método de Newton está aproximando esta inversa em
cada iteração através do truncamento da série. Veremos que a estratégia
de aceleração proposta pelas iterações (5.1) está relacionada a uma
melhor aproximação polinomial para (I −E)−1. De fato, é equivalente
a uma aproximação desta inversa usando polinômios de Tchebychev,
cujas propriedades de aproximação são bem conhecidas na literatura.

Consideremos os polinômios de Tchebychev no intervalo (−1, 1)
dados por

T0(x) = 1
T1(x) = x e

T2k(x) = cos(2k cos−1(x)),
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em que o último é polinômio de grau 2k, e lembre da recorrência

T2k+1(x) = 2T 2
2k(x)− 1. (5.9)

Agora, defina o polinômio de Tchebychev escalado em (σmin, σmax) por

tk(x) = T2k(γx+ δ)
T2k(δ) , em que γ = −(σmax + σmin)

σmax − σmin
e δ = 2

σmax − σmin
.

Claramente, tk(x) tem grau 2k e tk(0) = 1, implicando que tk(x) =
1− xt̄k(x), para algum polinômio t̄k(x) de grau 2k − 1. Pela relação de
recorrência (5.9) e tomando βk = T2k(δ), segue que

βktk(x) = 2(βk−1tk−1(x))2 − 1.

Agora, vamos ao teorema propriamente dito.

Teorema 5.2. [35] Seja a sequência de matrizes Xk, para k = 0, 1, 2, . . . ,
gerada de acordo com a aproximação inicial dada por X0 = α0A

T e as
relações (5.1)–(5.6). Assim,

Xk = p̄k(ATA)AT , (5.10)

em que p̄k(x) é um polinômio de grau 2k − 1. Mais ainda, 1− xp̄k(x)
é o polinômio de Tchebychev escalado tk(x) de grau 2k no intervalo
(σmin, σmax).

Observação 5.3. Note que, de (5.10), temos

I −XkA = I − p̄k(ATA)ATA,

que implica
‖I −XkA‖2 = max

1≤j≤n
|1− σ2

j p̄k(σ2
j )|,

que exibe a relevância da conclusão do teorema.

Tendo em vista alguma implementação computacional do método
dado em (5.1), é necessário conhecer σmin e σmax, ambos extremamente
ligados à matriz A. O segundo pode ser tomado como σmax = ‖A‖2F
ou por alguns passos da bidiagonalização de Lanczos, satisfazendo a
propriedade buscada. Por outro lado, σmin não é tão facilmente estimado,
principalmente para problemas mal postos, devido ao rápido decaimento
dos valores singulares. Neste cenário, σr ≈ 0 e pode ser frequentemente
considerado nulo na aritmética finita. Necessariamente, precisamos que
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σmin > 0; em caso de igualdade, teremos αk+1 = 2, para todo k ≥ 0, o
que impede convergência.

Comentários à parte, o algoritmo 5.1 apresenta uma posśıvel im-
plementação para o que denotaremos, de aqui por diante, método NS
(Newton Scaled). Observe que, uma vez determinados σmin e σmax, as
atualizações de αk são efetuadas sem dificuldade.

Algoritmo 5.1 Método NS

Entrada: A
Sáıda: Aproximação para A†

1: Calcule σmin e σmax.
2: α0 ← 2

σmin+σmax
3:

¯
ρ(0) ← α0σmin

4: X0 ← α0A
T

5: Para k = 0, 1, 2, . . . faça
6: αk+1 ← 2

1+(2−
¯
ρ(k))

¯
ρ(k)

7:
¯
ρ(k+1) ← αk+1(2−

¯
ρ(k))

¯
ρ(k)

8: Xk+1 = αk+1(2I −XkA)Xk

9: Fim Para

Todavia, algumas possibilidades interessantes são apresentadas
nos exemplos das Figuras 5.1 e 5.2, embora alguns valores de σmin não
respeitem a propriedade procurada. De fato, apenas o primeiro gráfico
(canto superior esquerdo) respeita explicitamente que σmin ≤ σ2

r . Note
que shaw (Figura 5.2) nem apresenta convergência de qualidade para
este σmin, possivelmente por ser muito pequeno e gerar dificuldades
à aritmética computacional. Além disso, ao tomarmos valores maiores
para σmin, temos por resultado algo semelhante com o comportamento
do método de Newton usual (por exemplo, com σmin = 0.0001). Por-
tanto, é preciso encontrar algum equiĺıbrio, para então conseguir bom
aproveitamento do algoritmo, que pode atingir resultados com precisão
superior ao Newton usual com menos iterações. Note, também, que não
temos monotonia nos reśıduos apresentados, o mesmo acontecendo com
‖x(k)‖2, apesar de não explicitado aqui. Isto dificulta (de fato impossi-
bilita) o uso de alguns critérios heuŕısticos de parada, tais como L-curve
e MPR.

A despeito dos aspectos acima mencionados, deve ser observado
que NS necessita de duas multiplicações de matrizes por iteração na
forma apresentada em (5.1), o que é um produto a mais do que utilizado
pela forma final de Newton (3.23) (caso expĺıcito). Para alguns σmin,
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Figura 5.1 – Reśıduos ‖b−Ax(k)‖2 Newton e NS para diferentes σmin,
aplicados ao problema heat, dimensão 100, sem rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.

entretanto, NS apresenta convergência mais rápida e de maior qualidade,
reduzindo em 20 ou até 30 iterações em relação ao Newton.

5.1.2 Aceleração por polinômio cúbico

Esta estratégia é uma alternativa ao Newton escalado apresentado
acima, quando algum gap é detectado no espectro singular de XkA.
Naturalmente, esperamos que alguns σi(XkA)→ 1 enquanto que outros
σi(XkA)→ 0, com k →∞. Em alguns casos, é posśıvel detectar clusters
de valores singulares como, por exemplo, vários σi(XkA) próximos de
0 ao passo que os outros estão próximos de 1, gerando este gap. Aqui,
veremos quando é posśıvel usar esta propriedade em favor das iterações.

Tome X tal que XA = V RV T , R = diag(ρ1, . . . , ρn), com 0 ≤
ρj ≤ 2, para todo j, e V com colunas ortonormais. Buscamos uma
aproximação X1 de A† tal que

X1 = (γ3(XA)2 + γ2(XA) + γ1I)X. (5.11)

Na prática, X pode ser pensada como uma aproximação Xk gerada
por Newton e X1 tomará o lugar do próximo iterado Xk+1. A essência
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Figura 5.2 – Reśıduos ‖b−Ax(k)‖2 para Newton e NS para diferentes
σmin, aplicados ao problema shaw, dimensão 100, sem
rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.

da estratégia (5.11) consiste em efetuar, ao invés do passo quadrático
do Newton usual, um passo cúbico, em que as constantes γi buscam
ressaltar (e aproveitar) o gap detectado no espectro de XA.

Escrevendo (5.11) na forma de polinômio, temos c(x) = γ1x +
γ2x

2 + γ3x
3. Pedimos que c(x) satisfaça as seguintes propriedades:

(i) c(1) = 1;

(ii) c′(1) = 0;

(iii) c(0) = 0;

(iv) c′(0) >> 2.

A ideia central gira em torno de que, com este passo cúbico, os va-
lores singulares pequenos de XA são amplificados por um fator c′(0),
enquanto os perto de 1 continuam a convergir. Deste modo, forçamos
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aceleração na convergência dos valores singulares pequenos sem perder
o comportamento conquistado para os outros valores singulares.

Iniciamos encontrando
¯
ρ tal que não há ρj em (

¯
ρ, 1 −

¯
ρ) ou em

(1+
¯
ρ, 2]. Para tanto, tome T = XA, compute T 2 e calcule δ = ‖T−T 2‖F .

Segue de (veja [35, equação (3.3)])

δ2 =
n∑
j=1

(ρj(1− ρj))2 (5.12)

que ρj |1− ρj | ≤ δ, para todo j ∈ {1, . . . , n}. Se δ ≥ 1/4, tal informação
não nos é útil. No entanto, se 0 < δ < 1/4, então podemos concluir que
os autovalores ρj estão em dois intervalos, a saber: [0,

¯
ρ] e [1−

¯
ρ, 1 + ρ̄],

em que

¯
ρ = 1

2 −
√

1
4 − δ e ρ̄ = −1

2 +
√

1
4 + δ.

Agora, vamos calcular c(x) tal que os critérios (i)-(iv) são satisfeitos,
juntamente com

(v) c : [0,
¯
ρ]→ [0, 1];

(vi) c : [1−
¯
ρ, 1 + ρ̄]→ [1, 1 +

¯
ρ).

Para determinar c, então, pedimos os itens (i)-(iii) junto com

(vii) c(
¯
ρ) = 1.

Assim, a única solução é dada por

c(x) = 1

¯
ρ

(x2 − (2 +
¯
ρ)x+ (1 + 2

¯
ρ))x.

Teorema 5.4. [35] Seja 0 ≤
¯
ρ ≤ 1/2. Se c(x) é o único polinômio

satisfazendo (i), (ii), (iii) e (vii), então também são válidos os itens (v)
e (vi).

Assim, por vias de conclusão, note que se δ ≥ 1/4, então não
podemos acelerar. Neste caso, tomamos

X1 = (2I − T )X

e passamos à próxima iteração (isto é, estamos efetuando um passo
de Newton padrão). Por outro lado, se δ < 1/4, calculamos

¯
ρ = 1/2−√

1/4− δ e tomamos

X1 = 1

¯
ρ

(T 2 − (2 +
¯
ρ)T + (1 + 2

¯
ρ)I)X,
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de modo que X1 será resultado de um passo cúbico. Em última instância,
pode ser pensado que o número δ determina a presença ou não de gap
no espectro de XA, decidindo, assim, se o passo cúbico será ou não
aplicado.

Para as implementações, Pan e Schreiber [35] afirmam que não
podemos aplicar as iterações cúbicas indefinidamente: é necessário, para
cada passo cúbico, a aplicação de ao menos um passo de Newton, o
que garante que conseguimos encontrar intervalos [0,

¯
ρ] e [1−

¯
ρ, 1 +

¯
ρ]

que contém todos os autovalores. Além disso, quando estamos perto
da convergência, iterações cúbicas não devem mais ser aplicadas, pois
podem comprometer a convergência dos valores singulares. Computaci-
onalmente, tal informação é verificada pelo cálculo de trace(XA), que
determina a aplicação de somente o método de Newton nas iterações
seguintes.

O método descrito acima, que denotaremos por Newton cúbico
(NC), possui uma implementação bastante detalhada e completa que
pode ser encontrada em [35]. O custo por iteração aumenta em relação
a NS: necessitamos de três multiplicações de matrizes. Apesar da ne-
cessidade do cálculo de T 2 para a verificação da aplicação ou não do
passo cúbico, tal operação não é desperdiçada (caso a iteração cúbica
seja rejeitada), pois o passo de Newton seguinte a aplica.

Figura 5.3 – Reśıduos ‖b − Ax(k)‖2 para Newton, NS (com σmin =
σr/2 = 2.0019) e NC. Aqui, A = tridiag(−1, 4,−1) e b =
AxLS, com xLS solução de shaw, dimensão 100. (Note que
κ(A) = 2.9981.)
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Fonte: o autor, 2017.

Nas Figuras 5.3 e 5.4 apresentamos alguns resultados de NC,
comparando os mesmos com Newton e NS. Note que, em geral, NC
aparenta possuir a propriedade de monotonia nas normas dos reśıduos
(diferentemente de NS), ao menos até alguma iteração, para em seguida
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se comprometer. O mesmo aparenta acontecer com os plots de ‖x(k)‖2,
apesar de não representados aqui. Como NC atua acelerando os iterados
de Newton, este comportamento se torna intuitivo.

Figura 5.4 – Reśıduos ‖b − Ax(k)‖2 para Newton, NS (com σmin =
10−10) e NC, para alguns problemas, dimensão 100, sem
rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.

No entanto, perceba que seu funcionamento é inferior ao de NS,
ao menos na maioria dos casos, em especial para matrizes melhor
condicionadas, como na Figura 5.3. Um caso diferenciado ocorre para
o problema foxgood, em que NC funciona bem. Por outro lado, para
phillips, por exemplo, as iterações cúbicas são rejeitadas na maioria
dos casos, sendo apenas aplicadas nas iterações finais. Ambos estão
representados na Figura 5.4.

5.1.3 Suprimindo pequenos valores singulares

Considere a matriz Aε, gerada a partir de A e um escalar ε > 0, de
modo que tomamos como nulos todos os valores singulares de A que não
excedem ε. A matriz Aε é conhecida por ser a melhor aproximação de
A por matrizes cujo posto é igual ao de Aε. Esta modificação de A tem
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efeito regularizante sobre a mesma, em especial se A for severamente
mal condicionada, pelo fato de ignorar os valores singulares pequenos.
A ideia desta subseção é gerar um método que calcule A†ε.

Análise à parte, o método sugerido em [35] para o cálculo de
A†ε consiste em uma mistura entre as iterações apresentadas em (5.1)
(basicamente tomando σmin = ε2) e o seguinte método:

Xk+1/2 = (2I −XkA)Xk, Xk+1 = Xk+1/2AXk+1/2, (5.13)

proposto por Schreiber [42]. O Algoritmo 5.2 abaixo descreve o que
denotaremos por método NS-ε, com alguns comentários.

Algoritmo 5.2 Método NS-ε

1: Calcule σmax limitante superior de σ2
1 (e.g., tome σmax := ‖A‖2F ou

via Lanczos).
2: Tome

α0 ← min
{

2
σmax + ε2 ,

ρ̂1

ε2

}
,

em que ρ̂1 = (3 −
√

5)/2 (Observação 5.5). Em seguida, construa
ρ̄(0) ← α0σmax e

¯
ρ(0) ← α0ε

2.
3: Aplique a iteração (5.1) atualizando os parâmetros requeridos de

acordo com (5.5) e (5.6) até que
¯
ρ(k) ≥ ρ̂1.

4: Na iteração k em que o passo 3 acima parar, tome

Xk ←

(
ρ̂1

¯
ρ(k)

)
Xk.

Este passo garante que, de fato, os valores singulares menores que ε
são realmente suprimidos.

5: Aplique a iteração (5.13) até que a matriz A†ε esteja com a precisão
desejada.

Observação 5.5. O número ρ̂1 = (3−
√

5)/2 é uma constante técnica
necessária ao funcionamento do algoritmo. Está intimamente ligada
com os pontos fixos do polinômio que representa a atualização dos
autovalores de XkA. Esta escolha de α0 garante que os autovalores

ρ
(0)
j de X0A correspondentes aos valores singulares σj(A) ≥ ε estejam

mais perto de 1 do que os pequenos valores singulares. Ao tomarmos

¯
ρ(0) = α0ε

2, veja que ε2 está, basicamente, tomando o lugar de σmin,
se comparamos com o que foi apresentado na Subseção 5.1.1.
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A iteração (5.13) não é a maneira mais eficiente de computar A†ε.
Podemos trocar tal por

Xk+1 = (−2XkA+ 3I)XkAXk, (5.14)

que está associada com um polinômio cúbico, reduzindo, assim, uma
multiplicação de matrizes se comparado com (5.13): apenas três são
necessárias. Como o polinômio envolvido é diferente, é preciso tam-
bém alterar o valor de ρ̂1 no algoritmo apresentado acima. Assim, se
escolhemos por utilizar (5.14), tomamos ρ̂1 = 1/2.

Figura 5.5 – Reśıduos ‖b − Ax(k)‖2 para Newton, NS (com σmin =
10−12) e NS-ε, aplicados a shaw, dimensão 100, sem rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.

A principal vantagem do ponto de vista teórico se encontra na
estabilidade de (5.13) e (5.14) para qualquer matriz A, diferentemente
do que acontece com o método de Newton e sua versão acelerada (5.1).
De fato, Newton é estável para matrizes não-singulares, mas esta propri-
edade é alterada no caso singular [35]. Portanto, a utilização de (5.13)
no Algoritmo 5.2 tem efeito sobre a instabilidade da versão acelerada do
método de Newton, gerando uma solução melhor condicionada. Uma es-
tratégia similar poderia ser utilizada diretamente no método de Newton,
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a partir da aplicação de algumas iterações de (5.13) ou (5.14) quando
sabemos que os valores singulares significativos já convergiram, o que
tem efeito sobre a instabilidade do método.

Assim como acontece com σmin para a aplicação de (5.1) na Sub-
seção 5.1.1, a escolha de ε influi diretamente na eficiência do algoritmo,
como ilustra a Figura 5.5. Pelo algoritmo apresentado acima, quanto
menor o valor de ε, maior é o número de iterações de Newton modifi-
cado, para somente então aplicar (5.13). Mas mesmo para ε maiores, os
resultados finais são inferiores aos apresentados por somente NS.

Agora, a Figura 5.6 apresenta resultados de NS-ε para um valor de
ε fixo. Apesar da inferioridade de velocidade de convergência e precisão
(quando comparado com NS), note a estabilidade numérica de NS-ε,
viśıvel pelos erros se manterem “constantes” a partir de alguma iteração
em espećıfico, perto da convergência máxima atingida.

Figura 5.6 – Reśıduos ‖b−Axk‖2 para Newton, NS (com σmin = 10−10)
e NS-ε (com ε = 10−6), dimensão 100, sem rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.
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5.1.4 NCS: método misto

Na última seção de [35] é sugerido o que é entend́ıvel como uma
“iteração mista”, que seria uma junção de Newton, NS e NC; sua van-
tagem se encontra na escolha automática do parâmetro que atualiza
αk, baseado na negação da iteração cúbica. Lembramos que uma das
dificuldades inerentes ao método NS é a escolha de σmin ≤ σ2

r , aqui
efetuada internamente, como veremos. Este método seria a melhor das
possibilidades (no sentido de aceleração do método de Newton), embora
torna o algoritmo sensivelmente mais complexo: possibilita a inclusão
das estratégias de aceleração cúbica e escalada no mesmo algoritmo,
somente aplicando Newton diretamente caso as duas anteriores tivessem
sido rejeitadas.

A ideia aqui consiste de uma variação do método NC, quando o
passo cúbico é descartado, momento em que buscamos introduzir uma
iteração da aceleração com polinômios de Tchebychev, como discutido
na Subseção 5.1.1. Para uma aplicação prática, precisamos encontrar

um limitante ρ∗ > 0 tal que ρ
(k)
r < ρ∗. Então, tomamos como parâmetro

de aceleração

αk = 2
1 + (2− ρ∗)ρ∗

. (5.15)

Esta escolha garante que o processo de aceleração não leva um valor
singular grande a ser mapeado à esquerda de um pequeno, o que tor-
naria o problema mais dif́ıcil. Para o método NC, tomamos T = XkA,
calculamos δ = ‖T −T 2‖F e, caso δ < 1/4, aceleramos com o polinômio
cúbico. Agora, caso δ ≥ 1/4, consideramos

¯
δ = δ/

√
n.

Então, se
¯
δ < 1/4, tomamos

ρ∗ = 1
2 −

√
1
4 −¯

δ

e, desde que (5.12) é válida,

min
1≤j≤n

(ρj − ρ2
j ) ≤ ¯

δ.

Portanto, devemos estar no caso em que ρr (o menor valor singular
positivo de XkA) é menor que ρ∗ ou então todos os valores singulares
estão no intervalo (1− ρ∗, 1]. Para descartar esta última possibilidade,
verificamos se

trace(XkA) ≥ n(1− ρ∗)



5.1. Variações ao método de Newton 95

e, em caso de negação, aplicamos a aceleração com NS, isto é, um passo de
(5.1), com o parâmetro αk dado como em (5.15). Caso estes testes sejam
negados, então aplicamos, simplesmente, um passo de Newton usual e
reiniciamos o processo. Este método pode ser facilmente implementado
através de uma modificação do algoritmo para NC presente em [35] e,
portanto, não vamos explicitar aqui. Por ser uma mistura das iterações
de NC e NS, denotamos este método por NCS. A Figura 5.7 apresenta
alguns resultados de NCS quando comparado com Newton e NC, para
problemas sem rúıdo. Por ser uma estratégia modificada de NC, é
esperado que NCS funcione com eficiência e qualidade igual ou melhor
que NC, que é o que verificamos na figura, exceto para o problema shaw.

Figura 5.7 – Reśıduos ‖b−Axk‖2 para Newton, NC e NCS, dimensão
100, sem rúıdo.
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Fonte: o autor, 2017.

5.1.5 Aplicação à problemas com perturbações

Buscamos verificar o funcionamento dos métodos apresentados
nesta seção quando aplicados na resolução de problemas com perturba-
ções da forma Ax = b̃ = b+ e, em que buscamos a solução do problema
original Ax = b, sem conhecer b propriamente.
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Por vias de notação, tomamos x̃(k) = Xk b̃, com Xk a aproximação
para a pseudo-inversa A† gerada pelo método respectivo (Newton, NS
(com σmin = 10−10), NC, NS-ε (com ε = 10−6) e NCS). Além disso, xLS
representa a solução de mı́nimos quadrados de norma mı́nima para o
problema Ax = b, ou seja, xLS = A†b. Os testes são nos moldes dos apre-
sentados na Seção 4.2: tomamos 35 como número máximo de iterações,
efetuamos 30 resoluções de cada problema e, ao fim, computamos erros
relativos para cada resolução, bem como iteração mı́nima km e máxima
kM de parada, para o parâmetro ótimo (OP) e prinćıpio da discrepân-
cia (DP). Por parâmetro ótimo, estamos considerando a iteração que
minimiza o erro relativo entre xLS e as soluções x̃(k) computadas pelo
método respectivo. Em palavras, OP encontra a melhor solução posśıvel
entre todas as calculadas. Fizemos uso apenas de DP como critério de
parada simplesmente pelo fato de que não possúımos a propriedade
de monotonia nas normas dos reśıduos e dos iterados para os métodos
desta seção, fato este verificável através de uma inspeção aos exemplos
gráficos apresentados. A falta desta propriedade impossibilita o uso de
critérios heuŕısticos, tais como L-curve e MPR, o que é uma dificuldade
prática à aplicação dos métodos. A Tabela 5.1 exemplifica resultados
encontrados para alguns problemas, tomando rúıdo de 1%. Lembramos
que resultados associados a erro relativo superior a 0.5 são descartados
e, por esta razão, algumas células da tabela se encontram vazias.

Veja que os resultados para NS e NS-ε não são de qualidade,
mesmo para os parâmetros ótimos; note também que, para NS e NS-
ε, o prinćıpio da discrepância não encontra iteração de parada ou, se
encontra, não é com erro inferior a 0.5. Em contraste, NC reduz (em
alguns dos problemas, como foxgood e baart) o número de iterações
drasticamente, se comparado com Newton, garantindo precisão próxima
deste também. Já NCS apresenta comportamento diferenciado, em
alguns problemas adquirindo precisão de alta qualidade, não atingida
por nenhum dos métodos, ao passo que o número de iterações utilizadas
cresce.

Todavia, o comportamento em geral dos métodos, quando aplicados
à problemas com perturbações, não é satisfatório: temos dificuldade
de encontrar soluções de qualidade e, em caso afirmativo, geralmente
implicam em alto custo operacional. Como não conseguimos introduzir
alguma manipulação nos moldes de (3.22), evitando os altos custos
por iteração dos métodos desta seção, seu uso apresenta dificuldades,
visto que perdemos propriedades boas do método de Newton (como a
monotonia das normas) e, mais ainda, temos complicações com escolhas
de parâmetros iniciais e posśıveis ineficiências (como, por exemplo, o
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Tabela 5.1 – Resultados numéricos para os métodos de Newton (Ne.),
NS (com σmin = 10−10), NC, NS-ε (com ε = 10−6) e NCS,
dimensão 500 e NL = 0.01.

Método foxgood shaw gravity baart deriv2

OP

km(kM )

Ne. 10(17) 15(23) 10(15) 14(26) 14(16)
NS 4(8) 7(7) 1(1) 3(3) 4(9)
NC 3(6) 12(17) 10(15) 5(8) 12(14)
NS-ε 4(8) 7(7) 1(1) 3(3) 4(9)
NCS 16(16) 30(30) 11(11) 19(19) 32(32)

Em

Ne. 0.0208 0.0634 0.0282 0.1347 0.2195
NS 0.2938 0.1869 0.3676 0.3417 0.4692
NC 0.0275 0.0644 0.0282 0.1493 0.2194
NS-ε 0.2938 0.1869 0.3676 0.3417 0.4695
NCS 0.0001 0.1077 0.1634 0.0196 0.0000

DP

km(kM )

Ne. 9(9) 9(11) 8(9) 12(13) 12(12)
NS -(-) -(-) -(-) -(-) -(-)
NC 3(3) 9(9) 8(9) 5(5) 9(10)
NS-ε -(-) -(-) -(-) -(-) -(-)
NCS 3(3) -(-) -(-) 5(5) 28(28)

Em

Ne. 0.0324 0.1619 0.0462 0.1757 0.2662
NS - - - - -
NC 0.0311 0.1368 0.0462 0.1667 0.2656
NS-ε - - - - -
NCS 0.0310 - - 0.1659 0.0003

Fonte: o autor, 2017.

passo cúbico ser sempre rejeitado e termos apenas custo do cálculo sem
aceleração).

Sem dúvidas, as estratégias propostas por Pan e Schreiber [35] apre-
sentam resultados significativos em ganho de iterações e precisão quando
aplicados à sua funcionalidade original, que é computar a pseudo-inversa
A†, se comparados com o algoritmo de Newton usual. No entanto, no
que diz respeito a problemas lineares com perturbações, caso de interesse
neste trabalho, estes métodos para aproximar A† não apresentam resul-
tados satisfatórios. Em algumas situações, é posśıvel conseguir soluções
melhores que as computadas por Newton usual, consequentemente neces-
sitando de maior esforço computacional. Portanto, como um todo, estas
variações ao método de Newton não apresentam ganho em aceleração
operacional suficiente quando aplicadas a problemas lineares e, assim,
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alguma outra estratégia precisa ser considerada.

5.2 ACELERAÇÃO POR PROJEÇÃO

Resolver o problema

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2, (5.16)

com A ∈ Rm×n, pode levar a alto computacional se atacado diretamente
via o método vetorial baseado na iteração de Newton (3.23), dado por

x(k+1) = x(k) + U2k
0 x(k), k = 0, 1, . . . ,

em que x(0) = βAT b e U0 = I − βATA, para β apropriado. Veja que
U0 ∈ Rn×n e, portanto, para um implementação de (3.23), podemos ter
um número alto de operações por iteração, ocasionado pela necessidade
de calcular um produto de matrizes n× n ou então 2k produtos matriz-
vetor envolvendo U0. Em ambos os casos, a aplicação do método pode
se tornar impraticável para problemas de grande porte.

Tendo em vista contornar esta dificuldade, buscamos utilizar uma
técnica de projeção, ou seja, vamos considerar resolver o seguinte pro-
blema:

min
x
‖Ax− b‖2 sujeito a x ∈ V` = span{v1, . . . , v`}, (5.17)

que chamaremos de problema projetado, para vetores vi apropriadamente
escolhidos. Esta estratégia tem como premissa a esperança de que o
espaço V` contenha a maior parte dos componentes da solução xLS
procurada; esta ideia demanda que a escolha dos vetores vi seja efetuada
com cautela, como abordaremos a frente. Se denotarmos

V` = [v1, . . . , v`] ∈ Rn×`,

então estamos buscando y ∈ R` de modo que x = V`y. Portanto, note
que (5.17) pode ser visto como

min
y∈R`
‖By − b‖2, em que B = AV`, (5.18)

que permite aplicação direta do método iterativo proposto neste trabalho.
Perceba que B ∈ Rm×` e, deste modo, ao aplicarmos a sequência
vetorial gerada pelo método de Newton no sistema By = b, a matriz
U0 = I − βBTB é tal que U0 ∈ R`×`. Logo, necessitamos efetuar
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operações matriciais, agora, com uma matriz `× `, ao invés de n× n,
como na abordagem direta pelo método de Newton vetorial para (5.16),
isto é, Ax = b. Portanto, se ` << n, a vantagem numérica de tal
possibilidade é evidente.

Cada iteração do método (3.23) quando aplicado ao problema
(5.18) gera um vetor y(k) ∈ R` que representa uma aproximação para
yLS = B†b, já que y(k) → yLS. Assim, se tomamos x(k) = V`y

(k),
obtemos aproximações para a solução de norma mı́nima de (5.16), isto
é, x(k) ≈ xLS, o que estamos buscando. Na prática, aplicamos a iteração
de Newton em (5.18) até algum critério de parada ser atingido (gerando,
digamos, y(∗)) e, então, tomamos x(∗) = V`y

(∗) como aproximação para
xLS. O Algoritmo 5.3 resume esta ideia.

Algoritmo 5.3 Método de Newton com projeção

Entrada: A, b,V`
Sáıda: Aproximação x(∗) de xLS
1: B ← AV`
2: Aplique o método de Newton (Algoritmo 3.2 ou 3.3) no sistema
By = b até algum critério de parada apropriado ser atingido, gerando
uma solução regularizada, digamos, y(∗).

3: x(∗) ← V`y
(∗)

Dos aspectos computacionais, a aplicação do método de Newton
no sistema By = b gera a sequência

y(k+1) = y(k) + U2k
0 y(k), k = 0, 1, . . . , (5.19)

em que y(0) = βBT b e U0 = I − βBTB ∈ R`×`, com

0 < β <
2

ρ (BBT ) . (5.20)

O cálculo da constante β pode ser feito, em última instância, através da
bidiagonalização de Lanczos. No entanto, para melhor aproveitamento
computacional da estratégia de projeção como um todo, sugerimos o
cálculo de BTB explicitamente num estágio inicial, matriz esta inti-
mamente ligada à construção de U0 também. Mesmo com A na forma
impĺıcita, como os vetores vi do espaço V` são dados, podemos computar
as quantidades Avi e armazenar os ` vetores resultantes, levando em
conta que ` é pequeno (se comparado com n). Deste modo, as entradas
de BTB são acessadas através de produtos internos, pois(

BTB
)
i,j

= (Avi)T (Avj).
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Assim, como ρ
(
BBT

)
= ρ

(
BTB

)
, podemos encontrar β de (5.20)

fazendo uso de alguma estratégia que utiliza a matriz expĺıcita de pe-
quena ordem BTB já computada. Por exemplo, usando que ‖BTB‖2 ≤
‖BTB‖F , basta tomar

β = 1
‖BTB‖2F

.

Com esta constante em mãos, constrúımos rapidamente U0 = I −
β(BTB) e o processo iterativo (5.19) pode ser iniciado.

A grande questão é a escolha do subespaço V`, de modo que
informações importantes do problema sejam representadas nesse espaço
e, ao mesmo tempo, com poucos vetores na base (i.e., com ` pequeno),
assegurando a aplicação eficiente da sequência vetorial. Nas subseções
seguintes abordamos algumas possibilidades e, ao final, apresentamos
testes numéricos.

5.2.1 Determinação da dimensão do subespaço

Considere o problema linear com lado direito perturbado Ax = b̃.
Para cada j ≥ 1, tome a notação

x[j] = argmin
x∈Vj

‖Ax− b̃‖2

e assuma que Vj = [v1, . . . , vj ] ∈ Rn×j é tal que R(Vj) = Vj , para
j = 1, 2, . . . , como anteriormente. A ideia aqui consiste em escolher `
de modo que x[`] capture informações relevantes da solução sem rúıdo
xLS. Para tanto, faremos uso do prinćıpio da discrepância. Suponha que
possúımos uma matriz Uj = [u1, . . . , uj ] ∈ Rm×j tal que suas colunas

formam uma base ortonormal para R(AVj). É fácil ver que o j-ésimo
reśıduo r[j] = b̃−Ax[j] tem norma satisfazendo

‖r[j]‖2 = ‖b̃− UjU
T
j b̃‖2. (5.21)

Assim, podemos monitorar as quantidades ‖r[j]‖2 até que DP seja satis-
feito e escolher a dimensão do subespaço como j. Essencialmente, este
procedimento identifica qual deve ser o tamanho do subespaço para que
uma solução de qualidade possa ser calculada dentro dele. Após deter-
minar `, aplicamos o método de Newton no problema projetado (5.17)
até convergência satisfatória. Como já utilizamos DP para encontrar `
(que aqui atua como parâmetro de regularização), Newton é aplicado
até a convergência.
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Observe que o procedimento para determinação do parâmetro de
regularização através de DP não demanda o cálculo dos vetores x[j]

explicitamente: necessitamos, no passo j + 1, computar a projeção

Uj+1U
T
j+1b̃ = u1(uT1 b̃) + u2(uT2 b̃) + · · ·+ uj+1(uTj+1b̃),

que é rapidamente gerada através do passo anterior, uma vez que

Uj+1U
T
j+1b̃ = UjU

T
j b̃+ uj+1(uTj+1b̃).

Para as aplicações numéricas, consideramos os seguintes subespaços
de Krylov:

Vj = Kj(ATA,AT ř) = span{AT ř, (ATA)AT ř, . . . , (ATA)j−1AT ř},
(5.22)

para ř vetor randômico, e

Vj = Kj(A,Ab̃) = span{Ab̃,A2b̃, . . . , Aj b̃}. (5.23)

Além da capacidade de gerar boas aproximações para o subespaço dos
vetores singulares associados com os maiores valores singulares, estes
subespaços são interessantes pois permitem construir iterativamente
uma base para o subespaço de Krylov ao mesmo tempo que provém
uma base aproximada para R(AVj) [20]. No caso de (5.22), podemos
utilizar a já apresentada bidiagonalização de Lanczos, que gera uma
decomposição parcial da forma

AV̌j = Ǔj+1Bj , (5.24)

em que V̌j ∈ Rn×j contém uma base ortonormal para o subespaço de

Krylov, Ǔj+1 ∈ Rm×(j+1) tem colunas ortonormais com ǔ1 = ř/‖̌r‖2 e
Bj é bidiagonal inferior. De maneira semelhante, podemos construir
uma base para (5.23) através do algoritmo de Arnoldi/Lanczos [16]
aplicado a A, gerando a decomposição parcial

AQ̌j = Q̌j+1Gj , (5.25)

em que, paralelamente ao caso anterior, Q̌j provém uma base ortonormal
para o subespaço de Krylov (5.23) e Gj ∈ Rn×(j+1) é uma matriz
Hessenberg superior. Vale observar que, no caso em que A é simétrica,
Gj se reduz a uma matriz tridiagonal. A primeira coluna de Q̌j é dada

por q̌1 = Ab̃/‖Ab̃‖2.
Note que (5.24) não produz uma base ortonormal para R(AV̌j).

Entretanto, na resolução de problemas discretos mal postos, com o
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crescimento de j as colunas de Ǔj tendem a gerar uma boa aproximação

para R(AV̌j). Portanto, uma maneira de aproximar a norma residual

(5.21) é através da utilização de Ǔj no lugar de Uj (que é desconhecida
a priori). Uma observação semelhante se aplica para a decomposição
(5.25), referente ao subespaço de Krylov (5.23). Resultados neste sentido
são apresentados na Figura 5.8 e evidenciam que, com o crescimento de
j, as aproximações das normas residuais se tornam cada vez melhores.

Figura 5.8 – Normas residuais (5.21) exatas e aproximadas para alguns
j, problema shaw, dimensão 1000, com perturbação de
0.1% nos dados de entrada e τ = 1.05. À esquerda, resul-
tados para o subespaço (5.22); à direita, resultados para o
subespaço (5.23); a linha horizontal corresponde a τNL,
determinando parada por DP.
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Fonte: o autor, 2018.

Resumindo, a escolha de ` neste caso consiste em dois passos:
calculamos as normas residuais de acordo com (5.21) para j ≥ 1, substi-
tuindo Uj por Ǔj ou Q̌j (conforme o espaço utilizado) e terminamos as
iterações quando o prinćıpio da discrepância é atingido.

Observação 5.6. (i) Após a determinação de `, a decomposição par-
cial (5.24) simplifica ainda mais a resolução do problema projetado
(5.18), pois:

‖AV̌`y − b̃‖2 = ‖Ǔ`+1B`y − b̃‖2 = ‖B`y − ǓT`+1b̃‖2.

Isto é, substitúımos sem perda o sistema projetado By = b̃ por
B`y = ǓT`+1b̃, em que a estrutura bidiagonal de B` reduz o número
de operações realizadas pelo método de Newton aplicado nesse
sistema, tornando o custo computacional desta parte do processo
negligenciável, devido a ` ser pequeno se comparado com m ou n.
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Um comentário análogo se aplica à decomposição (5.25), que leva à
resolução de um problema Hessenberg ou tridiagonal (dependendo
da simetria de A).

(ii) Lembramos que o algoritmo LSQR inicia o processo de bidiagona-
lização com u1 = b̃/‖b̃‖2, o que não pode ser efetuado aqui, pois
os reśıduos (5.21) se tornariam constantes e o uso de DP para en-
contrar o parâmetro ` que estamos procurando não iria funcionar.
Isto explica o motivo de iniciarmos o processo de bidiagonalização
com um vetor randômico ř.

5.2.2 Subespaço dado a priori

Diferentemente do caso anterior, aqui supomos que uma base para
o subespaço V` é fornecida previamente. Nesta situação, a escolha de
` pode ser feita através de tentativa e erro ou por treinamento, como
efetuado em [13]. É necessário, no entanto, que ` seja suficientemente
grande de modo que as soluções x(k) = V`y

(k) sejam dominadas pelo
rúıdo. Em posse dos iterados x(k), as iterações são terminadas pelo uso
de algum critério de parada apropriado (DP, L-curve e MPR são alguns
exemplos).

Nos nossos exemplos, faremos uso do espaço gerado pela base de
vetores ortonormais da transformada discreta de cosseno [22] (conhecida
pela sigla em inglês DCT, discrete cosine transform). Os vetores vi ∈ Rn
desta base são dados por

v1 =
√

1/n (1, 1, . . . , 1)T (5.26)

e, para i = 2, 3, . . . ,

vi =
√

2/n
(

cos
(
iπ

2n

)
, cos

(
3iπ
2n

)
, . . . , cos

(
(2n− 1)iπ

2n

))T
.

(5.27)
A Figura 5.9 apresenta os gráficos de alguns dos vetores iniciais da base.
Note a oscilação caracteŕıstica da função cosseno presente nos vetores.
Estas mesmas oscilações são o que torna a base DCT de importância aqui:
de certa maneira, ela emula o comportamento dos vetores singulares
dominantes de A. Em outros termos, DCT gera um subespaço que
aproxima bem o subespaço gerado pelos vetores singulares dominantes
de A. Como as componentes mais importantes da solução estão contidas,
em geral, nestes mesmos vetores singulares, é razoável esperar que V`
assim escolhido contenha aproximações de qualidade para xLS.
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Figura 5.9 – Alguns vetores vi da base DCT, para dimensão n = 100.
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Fonte: o autor, 2017.

Observe, por exemplo, a Figura 5.10, que contém os primeiros
vetores singulares à esquerda para o problema phillips. Como os valores
singulares são ordenados de forma não crescente, estes vetores são os
associados aos maiores valores singulares de A, em geral responsáveis
por gerar boas aproximações para xLS. Portanto, ao conseguirmos uma
base que imite o comportamento destes vetores, não é surpresa gerarmos
aproximações de qualidade para xLS.

Observação 5.7. Ressaltamos que o comportamento oscilatório dos
vetores singulares tende a aumentar de acordo com o decrescimento dos
valores singulares [22], como podemos observar na Figura 5.10. Isto é, os
primeiros vetores singulares tendem a ser suaves, enquanto que vetores
associados a σi’s menores são de alta frequência.
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Figura 5.10 – Comportamento de alguns vetores singulares à esquerda
ui do problema phillips, dimensão 1000.
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Fonte: o autor, 2017.

5.2.3 Resultados numéricos

Para testar as ideias de aceleração propostas nesta seção, execu-
taremos dois exemplos numéricos: o primeiro nos moldes do que foi
efetuado na Seção 4.2, mas para n = 10000, e o segundo é um problema
de remoção de blur de uma imagem.

Para a primeira parte, como mencionado, testaremos as estratégias
de projeção em problemas já estabelecidos neste trabalho, apenas com
acréscimo na dimensão, agora dada por n = 10000. Para a descrição
dos resultados, os métodos baseados nos subespaços (5.22), (5.23) e no
subespaço gerado pelos vetores em (5.26)-(5.27) serão denotados por N-
Bid, N-Trid e N-DCT, respectivamente. No caso de N-DCT, fornecemos a
base DCT com ` = 30 vetores. As comparações são novamente efetuadas
com o algoritmo LSQR. Por questões de simplicidade, tomamos apenas
DP como critério de parada para LSQR e N-DCT, com τ = 1.05; N-
Bid e N-Trid já incorporam DP internamente (através da escolha do
tamanho ` do subespaço de Krylov respectivo), sendo que as iterações
de Newton subsequentes são paradas quando detectamos que as normas
dos reśıduos r(k) estão praticamente estacionadas, isto é, quando∣∣‖r(k)‖2 − ‖r(k−1)‖2

∣∣
‖r(k)‖2

< ε,
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em que, aqui, ε = 10−4. Erros relativos médios de 30 realizações para os
ńıveis de rúıdo NL = 0.01 e NL = 0.001 são apresentados nas Tabelas
5.2 e 5.3. Lembramos que os menores erros relativos são exibidos em
negrito e que erros maiores que 0.5 (50%) são descartados, representados
pelo “traço” nas tabelas.

Tabela 5.2 – Erros relativos para NL = 0.01, n = 10000.

Problema LSQR N-DCT N-Bid N-Trid

foxgood 0.0310 0.0317 0.0235 0.0310
phillips 0.0244 0.0245 0.0239 0.0239
heat 0.0976 0.0850 0.1197 -
shaw 0.1679 0.1631 0.1326 0.1665
gravity 0.0467 0.0478 0.0422 0.0613
baart 0.1659 0.1704 0.1267 0.0360
deriv2 0.2508 0.2621 0.2715 0.3038
moler 0.1877 0.1959 0.1476 0.2721
lotkin 0.4827 0.4866 0.4672 -
prolate 0.0071 0.0012 - 0.0071
lehmer 0.1308 0.1280 0.1185 0.2082
cauchy 0.4441 0.4435 0.4436 0.4612
fiedler 0.1177 0.0861 0.0788 0.1023
frank 0.0707 0.0647 0.0999 0.3142
hilb 0.4492 0.4439 0.4473 0.4478

Fonte: o autor, 2018.

Em essência, os resultados apresentados são comparáveis com os
obtidos pelo algoritmo LSQR e, em alguns casos, mais precisos que
este (como indicado pelos números em negrito). Observamos também
que mesmo com o aumento da dimensão em relação aos resultados com
n = 1000 da Seção 4.2, os erros relativos do método de Newton acoplado
com as estratégias de projeção se mantém de qualidade, em algumas
situações até melhores (veja Tabelas 4.4 e 4.5).

Agora, com relação ao custo operacional dos métodos, apresen-
tamos os tempos médios de execução (calculados via MATLAB) para
os dois ńıveis de rúıdo nas Figuras 5.11 e 5.12. Ressaltamos que nas
ilustrações apenas consideramos métodos que produziram erros relativos
inferiores a 0.5. Diferentemente dos tempos computados para n = 1000
(veja Figura 4.2), no cenário atual Newton com projeção se apresenta
comparável ao algoritmo LSQR, com alguma pequena vantagem para
N-DCT e N-Trid em alguns problemas.
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Tabela 5.3 – Erros relativos para NL = 0.001, n = 10000.

Problema LSQR N-DCT N-Bid N-Trid

foxgood 0.0310 0.0301 0.0193 0.0310
phillips 0.0089 0.0129 0.0114 0.0201
heat 0.0355 0.0349 0.0430 -
shaw 0.0474 0.0487 0.0485 0.0475
gravity 0.0223 0.0212 0.0175 0.0277
baart 0.1659 0.1648 0.1130 0.0358
deriv2 0.1688 0.1507 0.1811 0.1877
moler 0.0401 0.0397 0.0599 0.0592
lotkin 0.4506 0.4503 0.4521 -
prolate 0.0008 0.0018 - 0.0008
lehmer 0.0272 0.0190 0.0405 0.0450
cauchy 0.4397 0.4401 0.4398 0.4397
fiedler 0.0161 0.0153 0.0203 0.0434
frank 0.0152 0.0127 0.0288 0.0857
hilb 0.4402 0.4401 0.4397 0.4404

Fonte: o autor, 2018.

Figura 5.11 – Tempo operacional, em segundos, para NL = 0.01, n =
10000.
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Fonte: o autor, 2018.

Para a segunda parte dos testes, faremos uso de uma imagem
proveniente do pacote Restore Tools [30]. O objetivo é recuperar uma
imagem armazenada em um vetor xexato ∈ RMN de uma imagem com
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Figura 5.12 – Tempo operacional, em segundos, para NL = 0.001, n =
10000.
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Fonte: o autor, 2018.

blur e rúıdo b̃ = bexato + e tal que Axexato = bexato, sendo que A ∈
RMN×MN corresponde ao chamado blurring operator, isto é, operador
que introduz o blur. Frequentemente, este operador é conhecido também
por matriz PSF (point spread function), por determinar quais pontos da
imagem serão distorcidos. Note que, neste contexto, bexato representa a
imagem com blur, na qual adicionamos algum rúıdo, resultando em b̃,
que contém ambas imprecisões.

No caso do exemplo proposto aqui, a imagem considerada é satellite,
que contém 256×256 pixels, isto é,M = N = 256, de modo que o sistema
linear envolvido é de ordem n = 2562 = 65536. Nos experimentos, o
ńıvel de rúıdo é NL = 0.001 e efetuamos um total de 30 realizações para
os métodos LSQR, N-Bid e N-Trid, cujos resultados médios são exibidos
na Tabela 5.4. Por vias de notação, tm representa o tempo médio de
execução e `m e `M consistem, respectivamente, dos menores e maiores
tamanhos dos subespaços utilizados/escolhidos. Lembre que ` é a ordem
do problema projetado que resolvemos através do método de Newton.
Além disso, km e kM representam, para N-Bid e N-Trid, o número de
passos utilizados por Newton aplicado ao problema projetado até atingir
convergência.

Na Figura 5.13 apresentamos tanto a imagem original xexato e
a imagem com blur e rúıdo b̃ como também os melhores resultados
para os métodos utilizados. Na figura, LSQR, N-Bid e N-Trid geraram
soluções com erro relativo de 0.2700, 0.5386 e 0.2820, respectivamente.
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Note que, visualmente, as imagens recuperadas através de LSQR e
N-Trid são virtualmente as mesmas, reforçando a qualidade das soluções
capturadas.

Tabela 5.4 – Resultados para imagem satellite, NL = 0.001, n = 65536.

LSQR N-Bid N-Trid

km(kM ) 119(121) 26(27) 20(22)
Em 0.2705 0.6092 0.2831
tm 11.6386 23.2551 2.6234
`m(`M ) - 200(200) 45(59)

Fonte: o autor, 2018.

Figura 5.13 – Melhores erros relativos para imagem satellite, NL =
0.001.

Imagem original Imagem com blur

LSQR N-Bid N-Trid

Fonte: o autor, 2018.

Perceba que os erros relativos gerados por LSQR e N-Trid são
essencialmente os mesmos; N-Bid, por outro lado, apresenta dificuldades
na escolha do subespaço (atingindo o número máximo considerado de
200 vetores), gerando erros de alta ordem. Esta dificuldade pode ser
referente ao fato de N-Bid não considerar informações de b̃ na geração
do subespaço (como acontece com N-Trid através do subespaço (5.23)),
já que o fazemos pela introdução de um vetor randômico, levando o
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método a necessitar de mais vetores na base para emular um subespaço
de qualidade. Agora, com relação ao tempo de execução, N-Trid é
superior a LSQR, apresentando vantagem mais clara, ao menos para
este problema.

Ressaltamos que, no caso de N-Trid, o método de Newton aplicado
ao problema projetado efetuou operações envolvendo matrizes de ordem
entre 45 e 59, como exibidos na Tabela 5.4. Comparado com o problema
original envolvendo 65536 variáveis, o custo de lidar com as matrizes
menores é negligenciável numericamente, o que leva ao ganho de tempo
operacional evidenciado.
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6 CONCLUSÃO

Abordamos aspectos relacionados a problemas discretos mal postos
e a dificuldade de encontrar aproximações estáveis para a solução livre
de rúıdo xLS. Neste contexto, propomos um novo método iterativo para
resolver tais problemas que se baseia em iterações matriciais geradas
pelo método de Newton. Mostramos que tal iteração é quadraticamente
convergente e que, sob algumas condições, captura as informações as-
sociadas aos elementos de baixa frequência primeiro, respeitando a
ordenação natural dos valores singulares. Também verificamos monoto-
nia na norma dos reśıduos e dos iterados, possibilitando a utilização de
regras heuŕısticas de parada, tais como L-curve e MPR.

Analisamos o comportamento de semi-convergência dos iterados,
apresentando também uma estimativa de erro para o caso em que DP
é utilizado como critério de parada, inferindo que, se o ńıvel de rúıdo
tende a zero, então as soluções computadas através do uso deste critério
de parada tendem a xLS. Os resultados numéricos apresentados em
seguida indicam que o método de Newton vetorial captura soluções de
qualidade, mas que o custo operacional é um empecilho em aplicações
práticas.

As estratégias de aceleração através do uso de variantes das itera-
ções matriciais de Newton, propostas em [35], apresentam melhora no
cenário original, isto é, quando utilizadas para acelerar a convergência
à pseudo-inversa A†. No entanto, na tentativa de aplicar estas ideias
em sistemas lineares, dificuldades teóricas e práticas surgem, como
a perda da monotonia das normas dos iterados e dos reśıduos e até
mesmo aumento do esforço computacional. Por outro lado, ao aliarmos
o método de Newton vetorial com métodos de projeção em subespa-
ços, conseguimos alternativas aplicáveis em problemas de grande porte,
equiparando os resultados gerados pelo algoritmo LSQR. Os exemplos
numéricos exibidos mostram que o método de Newton funciona bem
quando acoplado com critérios de parada apropriados, tais como DP,
L-curve e MPR, indicando que o método é atrativo para problemas
discretos mal postos envolvendo dados com rúıdo em ńıveis reaĺısticos.

A determinação de subespaços de projeção não é uma tarefa trivial,
ainda mais em casos como para a base DCT, que não possui alguma
aproximação para a base de R(AV`), como acontece com os subespaços
de Krylov através das decomposições parciais. Uma proposta para
trabalhos futuros é analisar técnicas para uma determinação automática
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da dimensão do subespaço a partir unicamente dos vetores vi da base e
de Avi. Além disso, para o caso de restauração de imagens, a base DCT-
2D (literalmente DCT em duas dimensões) pode trazer alternativas aos
subespaços de Krylov e o uso dessas posśıveis estratégias automáticas
se torna imperativo.

Outras propostas de trabalhos futuros envolvem:

1. Estender os resultados teóricos apresentados no Caṕıtulo 3 para
outras versões do método matricial de alta ordem para a pseudo-
inversa, uma vez que fizemos uso somente do caso particular que
resulta na iteração de Newton.

2. Generalizar a estimativa teórica do Caṕıtulo 4 incluindo condi-
ções de fonte do tipo Holder e logaŕıtmicas, afim de inferir uma
estimativa mais fina para casos em que temos informações acerca
da suavidade da solução xLS.

3. Analisar técnicas para a inclusão de informações adicionais do
problema no processo do método de Newton. Em muitas situações
na prática, é posśıvel que tenhamos informações adicionais do
problema Ax = b que não estão contidas na matriz A ou no vetor
b. Um caso t́ıpico ocorre em problemas com equações integrais, em
que é natural esperarmos que a solução exata seja, em muitos casos,
ao menos diferenciável. Estas informações dadas a priori tendem
a introduzir dados acerca da suavidade e/ou comportamento da
solução exata, podendo gerar melhorias significativas nas soluções
aproximadas.
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[6] BAZÁN, F. S. V.; BORGES, L. S. GKB-FP: an algorithm for
large-scale discrete ill-posed problems, BIT, DOI 10.1007/s10543-
010-0275-3, 2010.
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