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Instrucgoes

e Esta prova é composta por 2 paginas. Certifique-se de que nao hé paginas faltando e preencha as informagoes
requeridas no topo desta pagina.

e Coloque nome em todas as folhas de solugoes e nao utilize uma mesma folha para duas questoes.
e A prova terd duragao de 4 horas.
Bom exame!

. Sejam (X, S, ) um espaco de medida com g uma medida finita, f € Li(X,S,p) e Sp uma
o-dlgebra de subconjuntos de X contida em S. Mostre que existe f € Ly (X, Sy, 1) tal que

/fdu = / fdu,
E E
para todo E € 8.

Sugestao. Resolva o caso em que f é nao negativa considerando a medida em (X, Sp) induzida
pela integral de f e aplique o Teorema de Radon-Nikodym (considerando o espago (X, Sp)).

. Defini¢ao. Sejam (X,S,u) um espaco de medida, {f,},en uma sequéncia de fungoes reais
mensuraveis em (X,S) e f uma fungao real mensuravel em (X,S). Dizemos que {f,}nen
converge quase uniformemente para f se, para todo € > 0, existe E. € S tal que u(E.) < e e
{fn}nen converge uniformemente para f em X\FE..

(a) Mostre que convergéncia quase uniforme implica convergéncia em quase todo ponto.
(b) Dé um exemplo para mostrar que a volta do item anterior nao é verdadeira.

(c) Para e >0en €N, defina

E,={reX | [fulr) = f(z)| = €}.

Mostre que:

(1) {fn}nen converge quase uniformemente para f se, e somente se, para todo € > 0,

o0

I B | =0;

lim p (U n> 0;
n=m

(i) {fn}nen converge em quase todo ponto para f se, e somente se, para todo € > 0,
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3. Seja X um espago métrico completo e {A,}, . uma sequéncia de conjuntos abertos tal que A,
é denso em X para cada n € N. Prove que

A= ﬁ A,
n=1

¢ denso em X.
4. Sejam X e Y espagos de Banach e {T},},eny uma sequéncia em B(X,Y). Mostre que sao
equivalentes:

(i) {||Tn||}nen é uma sequéncia limitada;
(i) {]|T(x)||}nen é uma sequéncia limitada, para todo = € X;

(iii) {|g(Tn(x))|}nen é uma sequéncia limitada, para quaisquer x € X e g € Y'*.

Observacgao. Voceé pode usar o Principio da Limitacao Uniforme sem demonstrar.

5. Seja (X, || - ||) um espago vetorial normado. Mostre que se o dual topoldgico X* deste espaco
é separavel, entao X também é separavel.

Sugestao. Considere um conjunto enumeravel e denso da esfera unitaria de X™:
S={x e X"/ |lz;||=1, Yn>0}.

Mostre que existe xz, € X com norma 1 tal que z}(z,) > 1/2. Conclua provando que
M = span({z,}) é denso em X.

6. Sejam X um espago de Banach e T' € B(X). Prove que o espectro de T' é compacto.



