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1) Seja R um anel. Mostre o que se pede em cada item.

(i) Se f : M — M é um homomorfismo de R-médulos tal que fof = f, entao M = Ker(f)®Im(f).
Sugestao: Lembre o que significa uma sequéncia exata curta cindir.

(ii) Considere o diagrama comutativo abaixo em R-Mod. Admita que as sequéncias vertical e
horizontal sejam exatas.

Faga o que se pede:
1) mostre que a é o homomorfismo nulo;
2) mostre que ker(ge) = Im(f1) e conclua que ker(g1) = Im(f1) = ker(g2) = Im(f2);
3) mostre que 8 é o homomorfismo nulo;

4) mostre que f e g s@o isomorfismos.

2) Mostre que se X e Y sao espagos vetoriais sobre um corpo K com bases {x;}icr e {y;}ics,
respectivamente, entdo z ® y = 0, onde z € X e y € Y implica que x = 0 ou y = 0.

Sugestao: E sabido que {z; ® y;}icr; jes € base X ®x Y. Vocé pode usar funcionais lineares zj :
X — K tais que zj(z;) = 6y (Delta de Kronecker) ou yf : Y — K tais que y; (y;) = 0. Lembre que
K ¢é corpo.

3) Seja f:Z* — Z? o homomorfismo de Z-médulos definido por f(x,y,z,w) = (3z — 3y + 2z —
dw,2x + 3z).

(i) f é sobrejetor?

(ii) O niicleo de f é um submdulo livre de Z*? Em caso afirmativo, determine uma base de ker(f).

4) Seja R um anel com unidade.

(i) Prove que existem ideais & esquerda I; e I de R tais que gR = I1 @ I se, e somente se, existem
idempotentes ey € I1 e e5 € I5 tais que 1 = e1 +e9 e ejeq = ege; = 0.

(ii) No caso em que rR = I} @ Iy, prove que I; = Re; para i € {1,2}, em que e; e e3 s40 como no
item anterior.



(iii) Seja A = {f:[0,1] — R | f é continua } o anel com unidade no qual as operacoes de soma e
multiplicacao sao definidas por

(f+9)(@) = fz)+g(x), (f9)(x)=fl)g(x), Vzel01].

Mostre que A nao é semissimples. (Sugestdo: mostre que o ideal I = {f € A | f(0) = 0} nado é um
somando direto de A.)

Bom exame!



