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Álgebra

Nome:

1) Seja R um anel com unidade e M um R-módulo à esquerda. Mostre que M é um
R-módulo projetivo se, e somente se, exitir um conjunto I e duas famı́lias {mi}i∈I e
{ϕi}i∈I com mi ∈M e ϕi ∈M∗ = RHom(M,R), tais que

(i) Para todo elemento m ∈ M apenas para uma quantidade finita de ı́ndices i ∈ I
temos ϕ(m) 6= 0.

(ii) Para todo elemento m ∈M temos que m =
∑

i∈I ϕi(m) ·mi.

2) Mostre que um Z-módulo é injetivo se, e somente se é diviśıvel.

3) Considere o seguinte diagrama comutativo de grupos abelianos com as linhas exatas:

0 // A
f //

φ

��

B
g //

θ

��

C //

ψ

��

0

0 // A′
f ′ // B′

g′ // C ′ // 0

Mostre que se φ e ψ são isomorfismos, então θ também é isomorfismo.

4) Sejam p ∈ N um primo e Gp o subgrupo do grupo quociente A = Q/Z definido por
Gp = {x ∈ A|x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸

pn vezes

= 0 para um dado n ∈ N ∪ {0}}. Note que para n fixo,

existe um único subgrupo

Gp,n = {x ∈ A|x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
pn vezes

= 0} ⊆ Gp.

Assim, temos que Gp =
⋃
nGp,n.

a) Prove que Gp,n ( Gp,n+1 ∀n ∈ N0.

b) Concluir que Gp não satisfaz a condição de cadeia ascendente.
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