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Pós-Graduação em Matemática Pura e Aplicada
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Questão 1. Considere o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias lineares
x′1(t) = −x1(t)

x′2(t) = x2(t)− x3(t)

x′3(t) = −x3(t).

(a) Após escrever o sistema acima na forma vetorial X ′ = AX, determine a matriz funda-

mental eAt do sistema.

(b) Determine para que condições iniciais as soluções do sistema tem limite finito quando

t→ +∞ e calcule o valor desse limite.

Questão 2. Seja Ω = (0, 2) ⊂ R e V = H1(Ω). Considere a forma bilinear

B(u, v) =

∫ 2

0

du

dt
(t)

dv

dt
(t) dt+

(∫ 1

0
u(t) dt

)
·
(∫ 1

0
v(t) dt

)
, ∀u, v ∈ V.

(a) Mostre que B é cont́ınua e que B(u, u) = 0 implica u = 0.

(b) Mostre que B é coerciva.
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Questão 3.

(a) Determine as soluções de ut(t, x) = uxx(t, x) + u(t, x), (t, x) ∈ R+×]0, π[

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ R+.

(b) Determine a solução que satisfaz a condição inicial u(0, x) = (π − x)x.

Questão 4. Considere o Problema de Dirichlet em um domı́nio Ω, subconjunto aberto, conexo

e limitado de R2: 
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω),

∆u(x, y) = uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω,

u
∣∣
∂Ω

= f, f ∈ C(∂Ω).

(a) Enuncie e demonstre o Prinćıpio do Máximo para o problema acima.

(b) Prove que se a solução existir, então é única.

Questão 5. Seja f ∈ S(Rn) e u(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

eix·ξ
f̂(ξ)

1 + |ξ|2
dξ. Prove que:

(a) u ∈ S(Rn).

(b) u é uma solução de −∆w + w = f no Rn.

(c)

∫
Rn

(
|u(x)|2 + 2 |∇u(x)|2 + |∇2u(x)|2

)
dx =

∫
Rn

|f(x)|2 dx.
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