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Questão 1. Sejam a, b : R+ → R funções cont́ınuas com limt→∞ a(t) = 1 e b absolutamente

integrável sobre R+. Consideremos o sistema
x′(t) = a(t) y(t),

y′(t) = b(t)x(t).

(1)

Prove que se (x, y) é uma solução do sistema (1) com x limitado sobre R+, então limt→∞ y(t) = 0.

Questão 2. Assuma que f : R → R é periódica com peŕıodo 2π. Seja ∂f a notação para a

derivada de f .

(a) Mostre que se f ∈ C1 (R) e ∫ π

−π
f(x) dx = 0,

então ∫ π

−π
|f(x)|2 dx ≤

∫ π

−π
|∂f(x)|2 dx,

e que se a igualdade é válida então

f(x) = a cos(x) + b sen(x)

para certos números reais a, b.

(b) Mostre que se f ∈ C2 (R) então∫ π

−π
|∂f(x)|2 dx ≤

(∫ π

−π
|f(x)|2 dx

) (∫ π

−π

∣∣∂2f(x)
∣∣2 dx) .
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Questão 3. Seja u(x) = ex cos(ex), x ∈ R. Mostre que:

(a) Não existe um polinômio p(x) em R tal que

|u(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ R.

(b) Prove que u define uma distribuição temperada.

Questão 4. Seja α, β > 0. Considere a EDO escalar x′ = f(t, x) com condição inicial

x(t0) = x0, sendo f uma função cont́ınua definida sobre t0 ≤ t ≤ t0 + α, |x − x0| ≤ β, tal

que

|f(t, x)− f(t, y)| (t− t0) ≤ k |x− y|.

Prove que se 0 < k < 1, então a propriedade de unicidade da solução é válida (à direita).

Questão 5.

(a) Escreva ∆u = uxx + uyy em coordenadas polares.

(b) Resolva o seguinte problema de Dirichlet (dado em coordenadas polares):
urr(r, θ) +

1

r
ur(r, θ) +

1

r2
uθθ(r, θ) = 0, para 1 < r < 3, 0 < θ < π,

u(1, θ) = u(r, 0) = u(r, π) = 0, para 1 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ π,

u(3, θ) = sen(2θ), para 0 ≤ θ ≤ π.
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