15 DE DEZEMBRO

Exame de Qualificacao de Analise

Parte 1. Medida e Integracao.

Questao 1 (2pt). Seja m a medida de Lebesgue em R", e seja f: R® — R uma funcao
mensurdvel, ndo negativa e tal que [ fdm < oco. Demonstre que dado € > 0 existe um conjunto
]Rn

Lebesgue mensuravel £ C R"™ tal que m(E) < 0o e

/fdmé/fdmjte.

R” E
Dica. Encontre uma maneira de usar o Teorema da Convergéncia Mondtona.

Questao 2 (2pt). Sejam A C R" Lebesgue mensuravel, m a medida de Lebesgue em R” e
f: A — R uma funcao integravel com f > 0 q.s.. Mostre que

lim /Afidm:m(A).

k—o0
Dica. Defina B:={z € A: 0< f(z) <1} eg: A— R por
1, sex € B,

g(gj):{ f(z), sexeA\B.

Considere separadamente os casos m(B) < oo e m(B) = oo.

Questao 3 (1pt). Suponha que (X, M, u) é um espago de medida, com p o-finita, e considere
f € LT(X). Defina

Gy = {(5,y) € X x [0,00): y < f(2)}.
Mostre que Gy ¢ M ® Bjp o)-mensurdvel e que

pxm(Gr) = [ pau

Parte 2. Analise Funcional.

Questao 4 (1pt). Sejam X,Y espacos de Banach e T: X — Y um operador linear. Mostre que
se foT € X' para cada f € Y entao T é limitado.

Questao 5 (2pt). Sejam X,Y espagos de Banach e T: X — Y um operador linear continuo e
bijetor.

(a) Mostre que se {z € X : ||z|| < 1} é compacto entao T~ é continua.
(b) Mostre, com um exemplo, que T~ pode nao ser continua se {x € X: ||z|| < 1} nao for
compacto.

Questao 6 (2pt). Sejam H um espago de Hilbert e Y um subespago de H.

(a) Mostre que Y1+ =Y se, e somente se, Y é fechado.
(b) Dado f € H'\ {0}, mostre que dim(ker(f)%) = 1.




