EXAME DE QUALIFICACAO EM ALGEBRA 2024.2

Questao 1. Para todos os itens desta questdo, A € um anel qualquer.

a)
b)

c)

d)

Dé um exemplo de um mdodulo projetivo que nao seja livre.

Seja P um A—mddulo a esquerda e seja P* := 4 Hom(P, A). Prove que P € projetivo se, e somente se,
existem familias {a;}ier € P e {fi}icr € P* tais que, para todo a € A, fi(a) = 0 para todos, exceto um
nimero finito de indicesi € I, e a =) ,; fi(a)>a;.

Relembrando que, se M € um A-mddulo a esquerda, entdo M* ¢ um A-mddulo a direita, com acdo dada
por (f € a)(z) = f(x)a, Vae A, f e M*, v € M. Similarmente, se N é um mddulo a direita, entao
*N = Homy (P, A) € um A-mddulo a esquerda, com agdo (a » f)(x) = af(x). Assim, se M é um A—mddulo
a esquerda entao *(M*) é um A—mddulo a esquerda, e existe um homomorfismo canénico € : M — *(M*),
dado pela avaliag¢ao; evy,(f) := f(m),Vm € M, f € M*. Mostre que, se P é um A-mddulo projetivo a
esquerda finitamente gerado, entdo o homomorfismo canénico ev : P — *(P*) é um isomorfismo.

Mostre que a hipdtese de ser finitamente gerado no exercicio anterior é necessaria (Dica: considere P =

@nGNQ)'

Questao 2. a) Sejam A um anel e M = M, (A) o anel de matrizes n X n com coeficientes em A. Prove que

b)

c)

qualquer ideal I de M ¢é da forma M, (J) para um dnico ideal J de A.
Sejam D um anel de diviséo e R = M, (D). Prove que R ¢é simples, semisimples a esquerda, noetheriano a
esquerda.
Sejam D um anel de diviséo e R = M, (D). Prove que, a menos de isomorfismo, R tem um unico mddulo
stimples V. e R~V @ --- &V como R mddulos.
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Questao 3. Considere o diagrama comutativo abaizo de grupos abelianos, com linhas exatas

a)

M / N g j2 0
¢ ¥
Y A P 0

Mostre que existe um 1inico morfismo o : P — P’ fazendo com que o diagrama fique comutativo.

b) Mostre que, se ¢ e 1) sdo isomorfismos, entao o também o é.
Questao 4. a) Seja A um grupo abeliano finito. Mostre que A @7 Q = 0.
b) Mostre que

c)

Zn 7z Zm = Zda
em que d = mdc(m,n).
Seja R um anel, I I R um ideal bilateral e N um R-mddulo a esquerda. Defina
IN ={) axng | ax €1, nj, € N}.
k
Mostre o isomorfismo de R-mddulos a esquerda:

(R/I)® N = N/IN.



