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Resumo

Neste trabalho estuda-se a existéncia e a unicidade de solugoes glo-
bais do problema de valor inicial, associado ao sistema semilinear de ondas
elasticas em um meio isotropico, com uma nao linearidade do tipo nao ab-
sorvente. O coeficiente do termo dissipativo é um potencial nao constante
em R" e estudam-se os casos quando esse potencial dissipativo é do tipo
considerado critico e nao critico. Taxas de decaimento da energia total
também sdo estudadas para os casos linear e semilinear. A existéncia e o
decaimento para o problema semilinear sao obtidos mediante a hipotese
de dados iniciais pequenos. Neste trabalho seguimos idéias de Charao-
Ikehata [6] e de Ikehata-Todorova-Yordanov [10].

Palavras-chave: Ondas elasticas, semigrupos, existéncia e unicidade de

solugao, fungao potencial, método dos multiplicadores.
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Abstract

We study the existence and uniqueness of global solutions of the ini-
tial value problem associated to the semi-linear system of elastic waves
in an isotropic medium with a nonlinearity of type nonabsorption. The
coefficient of the dissipative term is non constant potential in R™ and we
study the case where the potential type of damping is considered critical
and noncritical. Decay rates of the total energy are also studied for linear
and semi-linear system. The global existence and the asymptotic behavior
of the semi-linear problem are obtained on the hypothesis of small initial
data. In this work we fallow ideas of Charao-Ikehata [6] and Ikehata-
Todorova-Yordanov [10].

Keywords: Elastic waves, semigroups, existence and uniqueness of solu-

tion, potential function, method of multipliers.
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Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é estudar existéncia, unicidade e com-
portamento assintético de solugoes para um problema de valor inicial asso-
ciado ao sistema de ondas eléasticas sob efeitos de um termo semilinear, do
tipo nao absorvente, e de um termo dissipativo associado a um potencial

do tipo 'damping’, V (¢,z) € L>°(R" x R™), a saber

upe — a’Au — (0> — a®)Vdivu + V(t, 2)ue = |ul’'u
u(0,z) = uo(x)

ue (0, ) = ui(x)



sendo (t,z) € RT x R™ e os coeficientes de Lamé a > 0, b > 0 satisfazem
0<a® < b

No problema acima u = u(t, ) = (u'(t, ), -- ,u™(t,x)) é uma funcio
vetorial que representa o deslocamento da onda no ponto x e no instante

de tempo t. O expoente p no termo nao linear é constante e assumimos

que
_ 4
sen=2 entao 1+ —— <p< o0
n—1
sen > 3 entao 1+i<p<n+2'
n—1 n—2

Os dados iniciais ug e u; sao escolhidos o mais fraco possivel para que

a energia total do sistema esteja bem definida, ou seja, escolhemos

[uo, ur] € (H'(R™))" x (L*(R™))".

Neste trabalho mostramos estimativas de decaimento no tempo para
a energia total do sistema de ondas elasticas acima. No caso do sistema
de ondas elasticas linear e no caso semilinear nao absorvente, as taxas que
encontramos sdo polinomiais, como pode ser visto no artigo de Charao e
Ikehata [6] que estuda o caso semilinear absorvente. Além de conseguir-
mos obter todos os resultados que aparecem em [6], também estudamos o

caso do potencial V(¢,z) = V(z), ndo estudado em [6], satisfazendo uma



condicao do tipo

Co
(1 +[z[)=

Vi(z) =
com o uma constante satisfazendo 0 < o < 1.

O caso de um potencial do tipo Euler-Poisson-Darboux que foi menci-
onado rapidamente no artigo de Charao-Ikehata [6] é feito neste trabalho
com todos os detalhes que ndo aparecem em [6].

Os resultados que obtemos para o sistema de ondas elasticas com
termo semilinear ndo absorvente ainda nao foram publicados em revista
indexada, mas aparecem em um preprint e em um trabalho apresentado
por Ruy Charao e Ryo Ikehata no VII Workshop of Partial Differential
Equations (LNCCV/UFRJ)[7].

O caminho para estudar o problema semilinear nao absorvente é estu-
dar primeiro o caso linear de maneira completa. Depois obter resultados
para o caso semilinear nao absorvente usando as estimativas do problema
linear, combinadas com estimativas e ideias mais avangadas utilizadas

em trabalhos anteriores de Todorova-Yordanov [19] e Ikehata-Todorova-

Yordanov [10].



Para o caso da equacao da onda com dissipacao do tipo potencial

u(t, ) — Au(t, z) + V (¢, 2)ue (¢, ) + nju(t, x)\p_lu(t, z) =0,

existem varios trabalhos com resultados sobre o decaimento e nao decai-
mento da energia total, podemos citar por exemplo [12], [15], [16], [20]
para o caso 11 = 0. Recentemente, Todorova-Yordanov [19] obtiveram ta-
xas de decaimento para a energia total considerando V(z) =~ (1 + |z|)™”
com 0 <y < 1emn=0. Eles também estudaram o problema semilinear
com n =1 (ver [18]).

Para o sistema de ondas elasticas em dominios exteriores, com uma
dissipagao localizada proximo ao infinito, Chardo-Ikehata [4] obtiveram
taxas de decaimento polinomial assumindo uma condigao adicional sobre
os coeficientes de Lamé: b% < 4a?.

Este trabalho foi dividido em 4 capitulos. No Capitulo 1 é apresentado
resultados tedricos necessarios para o desenvolvimento do trabalho. A
existéncia e unicidade para o caso linear com V (¢,z) = V(z), via teoria
de semigrupos, é estudada no Capitulo 2.

No Capitulo 3 é estudado o comportamento assintético do problema

linear para quatro diferentes potenciais que foram divididos em 4 segoes.



Na Secdo 3.1 estudamos o caso critico onde o potencial V(z) >

ja na Sec@o 3.3 o potencial estudado satisfaz V(z) > uf’W, onde

14 |z|’

0 < a < 1. Esses dois potenciais foram estudados separadamente pois
conseguimos encontrar taxas de decaimento melhores para o potencial da
Se¢ao 3.3. Nas Secoes 3.2 e 3.4 os potenciais estudados dependem de x e de

t, sao eles: V(t,z) e o potencial de Euler-Poisson-Darboux.

>_ Co
T4zt
Nas trés primeiras segoes desse capitulo precisamos da condi¢ao de que
os dados iniciais tenham suporte compacto, tal condicao nao é necessaria
quando consideramos o potencial de Euler-Poisson-Darboux.

Na primeira secao do Capitulo 4 é estudado a existéncia de solugoes
locais para o sistema de ondas elasticas semilinear. Na Se¢ao 4.2 é obtida,
para dados iniciais pequenos, a existéncia de solucoes globais e taxas de
decaimento para a energia total do sistema. A existéncia de soluc¢oes

globais e o decaimento da energia, com taxas polinomiais, sao obtidas

simultaneamente.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que
serdao utilizados no decorrer deste trabalho. As demounstra¢oes sdo omi-
tidas por se tratarem de resultados conhecidos, mas citamos as seguintes
referéncias, Adams [1], Agmon-Douglis-Nirenberg [2], Brezis [3], Alvercio
[9], Kesavan [11] e Medeiros-Rivera [13], [14], Pazy [17], onde tais resul-
tados podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo ) representard um subconjunto

aberto do espaco R", que eventualmente podera ser todo R™.



1.1 Notagoes e identidades vetoriais

1. K indica o corpo R ou C.

2. || - || representa a norma usual em L*(R™).

3. la| = a1 + a2 + -+ an para a = (a1, - ,an) € N*, neN.
glel

4. D% = 711’ a = (a1, ,an) € N,

« (a3
Ox{t ... 0xp™

5. Se f:Q C R"™ — R é diferenciavel, entao o gradiente de f, que serd
denotado por Vf, é definido como o vetor do R"™ dado por

_(9f of

6. Se F(z) = (fi(z),..., fu(z)) é um campo vetorial de classe C*,

definimos o divergente de F'(x), denotado por div(F’), como

. —~ Ofi
div(F) =V - F = :

onde V é o operador definido como V = i, i, ey 0 .
ox1’ Oxo OTn

7. O laplaciano de uma func¢ao f é definido como

0 f
0z2

div(Vf):V-Vf:i
i=1



e é denotado por Af.

8. Se F(z) = (fi(x), -, fn(x)) entao
AF(z) = (Afi(x),-- , Afn(z)) e
IVE(x)]* = Z\Vfi(x)\2-

Identidades tteis

Se f, g sdo fungdes escalares de classe C*(Q2), @ C R", ¢ é uma cons-
tante real e F' e G sdo campos vetoriais também de classe C* (), entdo

as seguintes relagoes podem ser facilmente comprovadas.
1. V(f+9)=Vf+Vyg

2. V(ef)=cVf

3. V(fg)=fVg+gVf

4. div(F 4+ G) = div(F) + div(G)

5. div(fF) = fdiv(F) + v f - F

O ponto - indica o produto interno em R".



2
Para todo vetor v = (u',u? -+ ,u") e v = (v, v, - - ,v") vamos

definir o vetor:
v:Vu=0v'Vu + Vil 4+ 0"V = ZviVui.
i=1

Lema 1.1 Seja u = u(t,z) comt € RT e x € R", uma funcdo veto-
rial com n componentes. Se u é uma fungio de classe C* as sequintes

identidades sao verdadeiras:

a) div(u: Vu) = (u- Au) + |Vu|?;

b) div(ue : V) = (ur - Au) + %%IWIQ;

¢) div(u divu) = (divu)® + (u - Vdivu);

d) div(u; divu) = (divu)? + (ut - Vdivu).

N =
SE

Demonstragio: Sejam u,v : RT x R® — R" funcdes de classe C? tal
que u(t,z) = (u'(t,z),..,u™(t,x)) e v(t,z) = (v'(t,x),...,v"(t,x)). Con-
siderando a defini¢ao de v : Vu dada acima tem-se que

div(v : Vu) = divz (v'Vu')

=1



= (0 Uy + b )+ Uh Uk, 0k k)

= (v-Au) +Z(Vv
i=1

Considerando v = u na igualdade acima tem-se que

div(u : Vu) = (u - Au) + Z (Vu' - Vu') = (u- Au) + |Vul>.

=1

Por outro lado, tomando v = u; tem-se

div(ue : Vu) = (ug - Au) + z (Vi - Vu')

=1
- Au) +Z th

10



As duas ultimas igualdades provam os itens a) e b) do lema.

Para demonstrar os itens ¢) e d) vamos usar a identidade

div(Ff) = fdiv(F) + (F - Vf),

onde f é uma fungao escalar e F' é uma funcao vetorial.

Considerando f =divu e F = u temos

div(udivu) = (divu)® + (u - Vdivu)

e se considerarmos f = divu e F = u; temos

div(us divu) = divudivue + (ue - Vdivu)

= %%(div u)? + (ug - Vdivu).

Assim, o lema esta demonstrado.

11



1.2 Distribuigoes

Seja u uma fun¢do numérica definida em €2, u mensuravel, e seja
(K)ier a familia de todos os subconjuntos abertos K; de 2 tais que u = 0

quase sempre em K;. Considera-se o subconjunto aberto K = U K;. En-
iel
tao
u=0 quase sempre em K.

Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de Q2
supp (u) = Q\ K.

Defini¢do 1.1 Representamos por C§°(2) o conjunto das fungies

u: Q=K

cujas derivadas parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte
é um conjunto compacto de Q. Os elementos de C§° () sdo chamados de

fungées testes.

Naturalmente, C5°(€2) é um espago vetorial sobre K com as operagoes

12



usuais de soma de funcdes e de multiplicagdo por escalar.

Nogao de convergéncia em C°(1Q2)
Definigao 1.2 Sejam {¢k }ren uma sequéncia em C5°(Q) e ¢ € CF(Q).
Dizemos que p, — ¢ se:
i) 3K C Q, K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;
it) Para cada oo € N", D%pp(z) — D%p(x) uniformemente em x €

Q.

Definigao 1.3 O espago vetorial C5°(2) com a nogdo de convergéncia
definida acima é denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungées

testes.

Defini¢ao 1.4 Uma distribui¢ao sobre Q é um funcional linear definido
em D(Q) e continuo em relagio a nogio de convergéncia definida em

D(Q). O conjunto de todas as distribuigoes sobre Q é denotado por D'(Q).
Desse modo,

/

D () = {T:D(Q) - K; T é linear e continuo}.

13



Observamos que D' () é um espaco vetorial sobre K.
Se T € D'(Q) e p € D(Q) denotaremos por (T, ¢) o valor de T’

aplicado no elemento ¢.

Nogdo de convergéncia em D'(Q)

Definigao 1.5 Dizemos que T, — T em D,(Q) se

Tk, ©) — (T, @), para toda ¢ € D(Q).

1.3 Espagos LP(Q2)

Neste trabalho as integrais realizadas sobre €} sdao no sentido de Le-

besgue, assim como a mensurabilidade das fun¢oes envolvidas.

Definigao 1.6 Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Indica-
mos por LP(Q2) o conjunto das fungées mensurdveis f : Q — K tais que

1fllLe (o) < oo onde:

P
Ifllze ) = </ |f (= |pd$) , sel<p<oo

14



Iflw@ = sup essocalf(@)]
= f{CeR" / med{zeQ [ |f(x) > C} =0}

= inf{C>0: |f(z)]<C quase sempre em Q}

onde med{ A} significa a medida de Lebesgue de conjunto mensurdvel A.

Observagao 1.1 As fungées || - ||r(o) : LP(Q2) = RY, 1 < p < oo, sio

normas.

Na verdade L?(2) deve ser entendido como um conjunto de classes de
fungoes onde duas funcoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase
sempre em §2.

Os espacos LP(Q) , 1 < p < oo , sdo espacgos de Banach, sendo L*(Q)
um espago de Hilbert com o produto interno usual da integral. Além

disso, para 1 < p < oo, LP(Q) é reflexivo.
Teorema 1.1 C§°(Q) € denso em LP(Q2), 1<p < +oo.

Teorema 1.2 (Interpolacao dos espagos LP(Q2)) Sejam 1 < p < g <

co. Se f € LP(Q) N LYRQ) entdo f € L™(Q) para todo r € [p,q]. Além

15



disso,

£ 1lr@) < WFIIZe @) 11 ey

1 1 1
com « € [0,1] tal que = =a=+ (1 —a)-.
r p q

Espacgos L7 ()

loc

Defini¢ao 1.7 Sejam Q um aberto do espago R" e 1 < p < oo. Indi-

p

P () o conjunto das fungoes mensurdveis f : & — R tais

camos por L
que fxx € LP(Q), para todo K compacto de 2, onde xkx € a fungio

caracteristica de K.

Observagéo 1.2 L},.(Q) ¢ chamado o espago das fungées localmente in-

tegrdveis.

Para u € L},.(Q) consideremos o funcional T = T, : D(Q) — K

definido por

<ﬂ@20%@:/u@ﬂ@m

Q

E facil verificar que T define uma distribui¢do sobre Q.

Lema 1.2 (Du Bois Reymond) Seja u € Lj,.(Q). Entio T, =0 se e

somente se u =0 quase sempre em €.

16



A aplicagao
Llloc(Q) — D (Q)

u — T
é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.2 ). Em decorréncia disso
¢ comum identificar a distribui¢io T, com a funcio u € L},.(Q). Nesse
sentido tem-se que L},.(Q) C D (Q). Como LP(Q) C L., (Q) temos que
toda funcao de LP(Q2) define uma distribuigao sobre (2, isto é, toda funcao

de LP(Q2) pode ser vista como uma distribuigao.

Definigao 1.8 Sejam T € D/(Q) e a € N". A derivada de ordem « de

T, denotada por DT, ¢é definida por

(DT, @) = (—=1)*(T, D*¢), para toda ¢ € D(R),

DT chama-se a derivada distribucional de T.

Com esta definigdo tem-se que se u € Ck(Q) entdao DT, = Tpay,
para todo |a| < k, onde D%u indica a derivada classica de u. E, se

T € D' (Q) entdo DT € D' (Q) para todo o € N

17



1.4 Espacgos de Sobolev

Os principais resultados desta se¢do podem ser encontrados em Adams

[1], Brezis [3], Kesavan [11] e Medeiros-Rivera [13], [14].

Definigao 1.9 Sejam m € N e 1 < p < co. Indicaremos por W™P(Q)
o conjunto de todas as funcgées u de LP(Q2) tais que para todo |a| <
m, D% pertence a LP(Q), sendo D%u a derivada distribucional de u.
W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev de ordem m relativo ao espago

LP(Q).

Resumidamente,

W™P(Q) = {u € LP(Q2) tal que D%u € LP(Q) para todo |a| < m}.

Norma em W"?(()

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1/p 1/p

[ullmp = | D ID%ullney | = | D Q\(Dau)(x)\pdﬂﬁ , p€[l,00)
|a|<m la|<m

18



[ullm,co = Y 1D uflLoei), P =00,

lal<m

define uma norma sobre W™?(Q).

Observacgoes:
1. (W™P(Q), || - ||m,p) € um espago de Banach.

2. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™ ?(Q) torna-se um espaco

de Hilbert com produto interno dado por

(Uy V)2 = Z (D%u, D*)12(0) u,v € W™2(Q).

la|<m

3. Denota-se W™2(Q) por H™(Q).
4. H™(Q) é reflexivo e separavel.

5. Seja v = (v, -+ ,v"™) € (H™(Q))" entdo

n
2 012
lItam @y = D 10| Fm @)
i=1

19



O Espago W;""(Q)

Defini¢ao 1.10 Definimos o espago W7"P(2) como sendo o fecho de

C5°(R2) em W™P(Q).

Observacgoes:
1. Quando p = 2, escreve-se Hy"(Q2) em lugar de W™""(Q).

2. Se Wy™P(Q) = W™P(Q), o complemento de  em R" possui me-

dida de Lebesgue igual a zero.

3. Vale que WJ"P(R") = W™P(R"™).

O Espago W~™4(Q)

. < 1 1
Definigao 1.11 Suponha 1 < p < o0 e ¢ > 1 tal que — + - = 1.
p

Q

Representa-se por W™"(Q) o dual topoldgico de W3"P(Q).

O dual topologico de Hy*(2) representa-se por H ™™ (Q).

Imersoes de Sobolev

Teorema 1.3 (Teorema de Sobolev) Sejamm >1el <p < oco.

i) Se 1_m > 0 entao W™P(Q) C LY(Q), 1 =
p n q

RS
S E

20



i1) Se 1_m_ 0 entdo W™P(Q2) C L1(Q), q € [p,o0);
p n

iii) Se ]19 - % < 0 entio W™P(Q) C L®(Q);
sendo as imersoes acima continuas.
1.5 Desigualdades importantes

Desigualdade de Young

1 1 1 1
Sea>0eb>0el<p,qg<oocom~-+~-=1entao ab< ~a’+ ~b".
P q p q

Desigualdade de Holder

1 1
SejamfeLp(Q)egGLq(Q)coml<p<ooe;+5:10u

g=lep=occoug=ooep=1. Entdo fgc L'(Q)e
/Q F@)g(@)| dz < I oy llglizae-

Desigualdade de Poincaré

Seja 2 um aberto limitado do R". Entao

llull* < ClIVll?,

21



para todo u € H}(Q), sendo C' > 0 uma constante que depende do dia-
metro de 2.
Em particular, se u € (H'(R™))™ e supp (u) estd contido na bola

|| <R, R >0, vale que
llull* < CR?||Vul|?,
com C' > 0 uma constante.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

Seja Q CR" abertoe 1 <r<z<o0,1<q¢g<ze0<k<m. Entao

existe uma constante C, > 0 tal que
~ m 6 1-6
lullwe.= ) < CollD™ ul[Lacoyl|ullzr (0
para todo u € Wy™4(2) N L™(Q) onde

ID™ullLay = Y [1D%ul|Lae),

|a|=m

(k: 1 1><m 1 1)1
ef=(—-—+-——-)(—+-—-—- .
n r =z n r q



Observagao 1.3 No capitulo 4 aplicaremos a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg para uma fung¢io vetorial u = (u1,--- ,un). Observemos que

para z > 2 temos

[ u@rde = [ (u@p)

- / (lur (@) + - + [un(@)]?)**dx
Q

< cz/<|u1<a:>|z+~--+|un<a:>\2>da:
Q

:czz/ ui()|” da
i=179

=03 il
=1

Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para o caso particu-

larm=1,k=0er=q=2 temos

/ (@) de < Co 3 Gyl Vs [Pl 0=
2 i=1

~ 6z —0)z
< C.Cy||Vul|**Jul| 7

0z 1-0)z
= CoIVae] | [ua] | "%,

com Cy4 uma constante positiva que depende de z,n e da constante que
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aparece na desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

1.6 Teorema da Divergéncia e Formulas

de Green

Valem as seguintes formulas para um aberto limitado © bem regular:

/Q(divF)(x) dx:/FF(m)«n(x) dr, Fe (H'(Q)"

/ v(z)Au(z)dz = —/ Vo(z)-Vu(z)de, v Hy(Q), ue H(Q);
Q Q
/ v(z) Au(z)de = / Av(z)u(z)dz, ve HF(Q), ue H(Q)
Q Q

sendo © é um aberto limitado do R™ com fronteira de classe C? e n(x)
denota a normal exterior unitaria no ponto z € I' = 9Q. A fungdo F

integrada sobre 02 é no sentido da fungao trago.
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1.7 Operadores elipticos

Definicao 1.12 Um operador diferencial de ordem 2m, m € N, da forma

Lu= Z C’a(x)D%‘u, Tz €N

[a|<m

é chamado de operador eliptico se existe uma constante C > 0 tal que

D> Calm)g®| = CleP™

[al<m
para todo & € R™ e para todo x € €.

Proposi¢ao 1.1 O operador L(u) = —a*Au— (b* — a*)Vdivu+2u é um

operador eliptico de ordem 2.

Teorema 1.4 (Teorema de regularidade eliptica) Sejam L um ope-
rador diferencial eliptico de ordem 2m, m € N, definido em um aberto 2
doR" euweD (). Sew € solugdo de Lu = f, no sentido das distribui-

¢oes, com f € L*(Q) entdo u € H*™ ().

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis-

Nirenberg [2].
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1.8 Teorema de Lax-Milgram

Definig¢ao 1.13 Seja H um espago de Hilbert real. Uma aplicagdo
B:HxH—R

é chamada de forma bilinear se B(.,y) € linear para cada y € H e B(x,.)
€ linear para cada x € H.

B é chamada de limitada (continua) se existe uma constante C tal que
|B(z,y)| < Cllzllm lylla,  Va,yeH.
B ¢ chamada coerciva se existe uma constante § > 0 tal que
B(av,as)ZéH:cH%r7 VaeH.

Teorema 1.5 (Lax-Milgram) Seja B uma forma bilinear, limitada e
coerciva sobre um espago de Hilbert H. Entdo para cada funcional linear

continuo F' em H, existe um unico u € H tal que

B(z,u) = F(x), VreH
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As definigoes e a demonstragdo do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [3].

1.9 Semigrupos de operadores lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como re-

feréncias Alvercio [9], Brezis [3] e Pazy [17].

Definigdo 1.14 Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos ope-

radores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢do
S:RT — £(X)

€ um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:
I- S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);
II- S(t+s) = S(t)S(s), Vts€RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

III- lim ||(S(t) —I)z|x =0, VoelX.
t—0+

Proposigao 1.2 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em
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RT, isto ¢, se t € RT entio

lim S(s)z = S(t)z, VaoelX.

s—t

Definigao 1.15 Se ||S(t)|lzx) < 1, YVt > 0, S é dito semigrupo de

contragoes de classe Co.

Definigao 1.16 O operador A : D(A) — X definido por

D(A):{xeX/ lim S =T, existe}

h—0t h

A(z) = lim % @, VYae D(A)

h—0t

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.3 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy €
um operador linear e fechado e seu dominio é um subespago vetorial denso

em X.

Proposi¢ao 1.4 Seja S um semigrupo de classe Co e A o gerador infi-
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nitesimal de S. Se x € D(A), entdo S(t)x € D(A), Yt>0, e

d
T St)z=AS(t)z = S5(t) Az.

Defini¢ao 1.17 Seja S um semigrupo de classe Co e A seu gerador in-
finitesimal. Ponhamos A° = I, A = A e, supondo que A*™1 esteja

definido, vamos definir A* pondo
D(AF) = {z | =€ D(A* 1) e A*¥ 'z € D(A)}
Afg = A(AF 1), V2 € D(AF).

Proposicao 1.5 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador in-
finitesimal. Entdo:

I- D(Ak) ¢é um subespaco de X e A* é um operador linear de X;

I1- Se x € D(AF) entio S(t)x € D(A¥), t>0, e

k
%S(t)x:AkS(t)x:S(t)Akx, VkeN;

III- ﬂ D(A*) €é denso em X.
k

Lema 1.3 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada
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x € D(A"),

k
2l =Y Az x (1.1)
=0

o funcional | - |k € uma norma em D(A®) munido da qual D(A®) € um

espaco de Banach.

Definigao 1.18 A norma (1.1) € dita norma do grifico. O espago de
Banach que se obtém munindo D(AF) da norma (1.1) serd representado

por [D(A¥)].

Teorema Lumer-Phillips

Definigao 1.19 Seja A um operador linear de X. O conjunto dos A €
C para os quais o operador linear \I — A ¢é inversivel e seu inverso €
limitado e tem dominio denso em X, € dito conjunto resolvente de A e é
representado por p(A).

O operador linear (AN — A)™', representado por R(\, A), € dito resol-

vente de A.

Seja X um espac¢o de Banach, X* o dual de X e (-, -) a dualidade

entre X e X*. Ponhamos, para cada z € X,
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J(@)={z" € X" / (&,2") = |lalx = [lo"|%- }-

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # (), V z € X. Uma aplicagdo
dualidade é uma aplicagao j: X — X" tal que j(z) € J(z), Vz € X.

Imediatamente se vé que ||j(z)||x* = ||z| x.

Defini¢ao 1.20 Seja X um espag¢o de Banach. Diz-se que o operador
linear A : D(A) C X — X € dissipativo se, para alguma aplicagio duali-
dade, j,

Re(Ax,j(x)) <0, Vaze D(A).
Em espagos de Hilbert, a definicao de operador dissipativo é:
Definicao 1.21 Seja H um espago de Hilbert. Diz-se que o operador
linear A : D(A) C H — H ¢ dissipativo se,

Re(Az,z) <0, VazeD(A).

Teorema 1.6 (Lumer-Phillips) Se A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragdes de classe Co em um espago de Banach X entdo:

i- A ¢ dissipativo;
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ii- ImA—A)=X, A>0 (Im(\ — A) = imagem de A\ — A).
Reciprocamente, se

i- D(A) ¢é denso em X;

ii- A € dissipativo;

ili- Im(Ao — A) = X, para algum Ao > 0, entdo A € o gerador infinite-

simal de um semigrupo de contragdes de classe Co.

Definicao 1.22 O operador A € dito ser m-dissipativo se A € dissipativo

e Im(ho — A) = X, para algum Ao.

Proposicao 1.6 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Co em um espago de Banach X e B € o operador linear e limi-
tado entdo A+ B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy

em X.
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Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espago de Banach e A um operador linear de X. Considere

o problema de Cauchy abstrato

U
S =AU
U(0) = Us (1.2)

onde Up € X et > 0.

Definigdo 1.23 Uma fungdo u : RT — X, continua para t > 0, continu-
amente diferencidvel para todo t > 0, tal que u(t) € D(A) para todo t > 0

e que satisfaz (1.2) é dita solugdo forte do problema (1.2).

Teorema 1.7 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Co entdo, para cada Uy € D(A) o problema (1.2) tem uma tnica solugdo
forte

U(t) = S(t)Up € C(RY, D(A)),

onde S € o semigrupo gerado por A.
Se Up € X entio dizemos que U(t) = S(t)Us € C(R',X) € uma

solugdo fraca para o problema (1.2).
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de
Solucoes para o Sistema

de Ondas Elasticas Linear

Neste capitulo, usando a teoria de semigrupos, vamos mostrar a exis-

téncia e unicidade de solucao do seguinte sistema linear de ondas elasticas:
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ur — a’Au— (b* — a®)Vdivu + V(z)u, = 0 (2.1)
(0, ) = uo(x) (2.2)

ut(0,2) = ui(x) (2.3)

onde (t,z) € RY x R", u = u(t,z) = (u'(t,x),...,u™(t,2)) é o vetor de
deformagbes com n componentes, os coeficientes ¢ > 0 e b > 0 satisfazem
0 < a® < b? e a fungdo potencial V(x) € L°°(R™). De fato, os coeficientes
a e b estao relacionados com os coeficientes de Lamé \ e p da seguinte
forma: B2 =X +2u e a® = A+ p.

Fazendo o produto interno usual em (L*(R™))™ da equagio (2.1) com

u; temos que
/ Up - (utt —ad’Au — (b2 - aQ)Vdivu + V(a:)ut) dr =0,

que, formalmente, implica em

1d

% {||ut|\2 —&—<12||Vu||2 + (b2 — a2)||divu||2}—|—/]R V(J:)|ut|2da: =0.
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A identidade anterior motiva definir a energia total do sistema (2.1)
por:

E(t) =

1 :
= 5 ([l ” + @[ Vul|” + (6* — a®)||div ul|*).

Nota-se da referida identidade acima que a energia £(t) é uma fun-
gao decrescente do tempo ¢, 0 que caracteriza o sistema (2.1)-(2.3) como
dissipativo.

Neste trabalho consideramos o seguinte espago de Hilbert:
X = (H'(R")" x (L*(R™)"
com o produto interno definido por

(U,V)X:/ ul.vld:r+a2/ ZVUavDid;p
n RP S

=1
+(b* —a?) / div(u1) div(vi) dz + / Uz - v2 dx
R™ R7

para todo U = (u1,uz2) e V = (v1,v2) em X.

n

Observagdo 2.1 Vamos considerar a norma em (H*(Q))™ como sendo

ull g1 yyn :/ |u\2dm+a2/ |Vul|? dz + (b2—a2)/ |div(u)|® dz
R7l R"L

R™

36



dado pelas trés primeiras integrais do produto interno em X definido

acima.

Escrevendo o sistema (2.1)-(2.3) na forma matricial temos

40w = AaU@) + BU(®)
dt (2.4)
U(0) = Uy
u(t) Uo
onde U(t) = € X, U = € X, o operador
v(t) u1

A:D(A) — X é dado por

0 I
A= (2.5)

a’A+ (b —a®)Vdiv—T 0

com D(A) = (H*(R™))™ x (H'(R™))™ e o operador B : X — X ¢é dado

por

Queremos mostrar que existe um tnico U(¢) que satisfaz o problema
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(2.4), consequentemente, existe uma tnica fun¢ao u = u(t, z) que satisfaz

o sistema (2.1)-(2.3), ou seja, queremos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Considere o sistema (2.1)-(2.3) com as sequintes condigdes
a>0eb>0 tal que 0 < a® < b? e a fungdo potencial V(z) € L=(R™).

Entao se (uo,u1) € X eriste uma tnica solugio fraca u(t,x) tal que

uwe CRT, (H'(R™)™) nCHRT, (L*(R™)™).

Para provar o Teorema 2.1 vamos mostrar que A + B é gerador infi-
nitesimal de um semigrupo de classe Cy. Pela teoria de semigrupos isso
ocorre se B ¢ linear e limitado e A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cj.

Lema 2.1 O operador B : X — X definido acima é um operador linear

e limitado.

Demonstragao: Dados U = (u1,u2) e V = (v1,v2) no espago energia

X, tem-se que
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0 0 u +v1
B(U+V)=

I -V(x) Uz + v2

0

ur +v1 — V(2)ug — V(z)v2

0 0
= +
ur — V(x)us v — V(z)v2
— BU + BV,

0 que mostra que B é linear.
Para mostrar que B é limitado vamos estimar a norma de BU em

X = (H'(R™)" x (L*(R™))™. Seja U = (u1,u2) entdo

IBUI =11 (0, w1 = V(z)uz) X
= |jur — V (@)ue||*
< 2|un]* +2||VI[Z oo [uzl*

< maX{Q, 2 ||VH%O°} ||UH§(
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Logo, ||Bl|z(x) < max{2, 2[|V|[j=}"2.
[
Para mostrar que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cjy vamos usar o Teorema de Lumer-Phillips, ou seja, vamos mostrar
que A é m-dissipativo e densamente definido.

Como (C§°(R™))™ é denso em (H'(R™))™ e

(CFR™)" € (H*R™)" C (H'(R")"

temos que (H?*(R™))"™ é denso em (H'(R™))". Também (C§°(R™))" &

denso em (L*(R™))" e

(CF(R™)" C (H'(R™)" € (L*(R™)".

Logo, (H*(R™))™ & denso em (L?(R™))™.

Portanto, o dominio de A, D(A), é denso no espaco energia X.
Lema 2.2 O operador A definido em (2.5) é m-dissipativo.
Demonstragao: Para que A seja um operador m-dissipativo é suficiente

mostrar que A é dissipativo e que Im(I — A) = X.
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Seja U = (u,v) € D(A) entao

v u
(AU, U)x = < ; >
a’Au+ (b — a®)Vdivu — u v

n

:/ v-ud:c+a2/ ZVvi~Vuidx
R R™ =1

+ (b — a?) div v divudz + o® Au-vdz

R R

+ (b* —d?) Vdivu-vdw—/ u-vdz,
R'Il

n

pela definicio do produto interno em X e (H*(R"™))™.
Usando o Lema 1.1, o Teorema da Divergéncia e a identidade

div(vdivu) = (Vdivu - v) + divedivu temos

n

(AU, U)x = a2/ Vo' - V' dx + (b° — a2)/ div v div u dz
R

Rn

"i=1
+ a2/ div(v : Vu) dz — a2/ Z Vo' - V' dx
R”L R7l 'L:l

+ (b* — a2)/ div(v div u) de — (b* — a2)/ divodivudz =0,
]Rn Rn

o que mostra que A : D(A) — X ¢é dissipativo.

Resta provar que Im(I — A) = X.
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Um dos lados da continéncia ¢é facil de mostrar.

€ Im(I — A) entao existe € D(A) tal que
9 v
U U U f
(I—A4) = —A =
v v v g
u U
Como eEDA)CXeA € X temos
v v g

Portanto, Im(I — A) C X.

Ja a outra inclusao serd dividida em etapas. Dado

u
queremos encontrar € D(A) tal que
v
u f
(I-A) =
v g

Vamos definir a aplicagao

a: (H'(R")" x (H'(R")" =R
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dada por

a(u, ) = a2/ Z Vu' - V' de
"i=1

+ (b* —a?) divudivgodx—|—2/ u - pd.

R” R™

Na sequéncia vamos mostrar que a fungao a(-,-) é bilinear, continua e

coerciva.

a) Bilinearidade de a(-,-). Dado ¢ e ¢ em (H*(R™))™ e X € R temos

a(u, ¢ + \¢) = a® Z Vu' - V(g + \o)' dx

R™ =1
+ (b* —a®) N divudiv(p + \¢) dzx
+2/Rnu-(g0+)\¢)dx
=d° ni Vui~V<pidx+/\a2/Rni Vu' - V' dr
=1 =
+ (v fa2)/n div u div ¢ dz + A\(b* fa2)/n div u div ¢ da:

+2/ u~g0da:+2/\/ u-¢pdr

=a(u, ¢) + Aa(u, ¢),
pois, os operadores V e div sao lineares.
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A prova da linearidade em relacdo a primeira componente é provada
de maneira completamente anéloga. Assim, a fun¢do a(-,-) é bilinear.

b) Coercividade de a(-,-). Seja u € (H'(R™))™, entdo

n

a(u,u) = a2/ Z Vu' - Vu'da
n =

+(b2—a2)/ divudivudaz—i—Z/ u-udz

n

:a2/ Z |Vu'|? dz + (b° —a2)/ (divu)2dm+2/ lu|? dz
R™ 51 R™ R™

2(12/ \Vu|2d:c+(b2—a2)/ (divu)zdm—i—/ lu|? dz
R'ﬂr Rn Rn

= ||uH(2H1(R"))"'
¢) Continuidade de a(-,-). Dado u e ¢ em (H'(R™))" temos

|(u<p\<a/ Zw A

+(b27a2)/ |div u| \div<p|dx+2/ |ul || dz
Rn Rm

< a® Y[Vl [V + (6% = a®)l|divul] [|divel] +2]lull [l

i=1

< Cllullar @nyye el zr @nyyn-
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Agora, consideramos o funcional L : (H*(R™))" — R dado por

(L) = /n(f+g)<pda:-

Vamos mostrar que L é linear e continua.

d) Linearidade de L. Dado ¢ e ¢ em (H*(R"))" e A € R temos

(Lo +30) = [ (7 +a)(o+ ) da

:/n(f+g)<pdx+/\/w(f+g)¢dm

— (L, o) + ML, 9).

e) Continuidade de L. Como (f,g) € X tem-se que f e g pertencem a

(L*(R™))™. Assim, dado ¢ € (H'(R™))™ temos

(L, @) = ‘/Rn(f+g)cpdm

< /n [(f +9)¢ldz
< |If +gll llell

< |If + gll el @nyyn-
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Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram existe u € (H*(R™))" tal que
a(u, @) = (L, ) para todo ¢ € (H'(R™))".

Portanto,

a2/ va.widmﬂbtf)/ div u div ¢ dz
R n

™ i=1

+2/ u~<pd;z’=/ (f+9)pdx
n RTL

para todo ¢ € (H'(R™))™.

Em particular

n

a2/ ZVui-Vgpidx—l—(bQ—aQ)/ divudiv o dz
R™ =1
+2/ u~g0dx:/ (f +9)pdx

para todo ¢ € D(R™), onde D(R™) é o espago das fungées C5°(R"™).

Isso implica que
f+g9=—d*Au— (b’ —ad*)Vdivu + 2u

no sentido das distribuigoes, D’ (R™).

46



Como f € (H*(R™))" e g € (L*(R™))", aplicando o teorema da regu-

laridade eliptica para o operador eliptico de segunda ordem

—a’A — (b° — a®)Vdiv + 21

concluimos que u € (H*(R™))" e

f+g=—-d’Au—(b®—d>)Vdivu+2u  em (L*R"™))".

Seja v = u — f. Entdo tem-se que v € (H'(R"))" e

g=—a’Au— (b’ —a®)Vdivu + u + v.

Dessa forma, provamos que U = (u,v) € D(A) satisfaz

f
(I-A)U =

g
Logo, Im(I — A) = X e o lema esta provado. ]

Usando os Lemas 2.1 e 2.2, segue da Proposi¢ao 1.6 que A + B ¢é

gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. Seja

S:RT — £(X)
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o semigrupo gerado por A+ B entdo U(t) = S(t)Up é a solugdo da equacao

d
- S®Uo = (A+ B)S(t)Uo

S(0)Uo = Us.

Também se Uy = (uo,u1) € X = (H'(R™))™ x (L*(R™))™ temos que
U(t) = S(t)Up € C(RT, X)
logo, a primeira componente u(t) de U(t) = S(¢t)Uy satisfaz
ue CRY, (H'(R™)") NCH R, (L*(R™)")

e é a tnica solucdo fraca do sistema linear de ondas elasticas (2.1)-(2.3).

Além disso, se Uy = (uo,u1) € D(A) = (H*(R™))" x (H'(R™))"
ue CRY, (H*R™)") NC (R, (H'(R"))") N C*(RT, (L*(R™))")

é tnica solucao forte do mesmo sistema.
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento
para a Energia Total do

Sistema Linear

Neste capitulo vamos encontrar taxas de decaimento para a energia to-
tal associada ao sistema de ondas elasticas linear para diferentes condi¢oes

sobre a fungao potencial V (¢, x).
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Para encontrar essas taxas de decaimento para a energia total do sis-
tema vamos usar o método dos multiplicadores. Para comegar vamos
multiplicar formalmente a equagao (2.1) por gu, onde g(t) é uma funcao

que depende somente de t:

gu - (e — a®Au— (b* — a®)Vdivu + V(¢, z)uy)
=g(u-uw) —a’g (u-Au) — (b* — a®)g (u- Vdivu) + gV (t,z)(u - u) = 0.
Usando os itens a) e ¢) do Lema 1.1 e o fato de que

d
gy (- ue) = (u-uw) + e |?

temos

gu - (uu —a’Au — (b2 — aQ)Vdivu + V (¢, x)ut)

= g%(u cug) — glu]? — a’g div(u : Vu) + a’g|Vul? (3.1)
~ (7~ a®)gdiv(udive) + (8 — a®)g (dive)® + LV (1, x)%|u|2 0,

para todo t > 0.

Agora vamos multiplicar formalmente a equagdo (2.1) por fu., onde
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f(t) é uma fungao que depende somente de ¢:

Jue - (uee — a®Au— (b* — a®)Vdivu + V(t, T)ut)

= f(us - ue) — @ f (ue - Au) — (0> — a®) f (ug - Vdivu) + fV (¢, z)|u]* = 0.
Usando os itens b) e d) do Lema 1.1 obtemos

fue - (utt —a®Au — (b2 — aQ)Vdivu + V(t,x)ut)

fd

_fd a2fd
T 24t

lut)® — a® f div(us : Vu) + 5 It

|Vul|® (3.2)

— (8 — @) f div(us dive) + M%(dw W 4 FV () |uef? =0,

para todo ¢t > 0.

Somando as igualdades (3.1) e (3.2) temos

(gu + fut)-(utt —a*Au— (b2 — aQ)Vdivu + V(t,:c)ut)

- f% (Jue? + @ Vul® + (5 — a®)(divu)?) + g%(u )

2
+ g V(t, ) %|u|2 — glue|® = d*gdiv(u : Vu) + a’g|Vul?
— (® — a®)gdiv(udivu) + (b° — a®)g (divu)® — a® f div(us : V)

— (b® — a®) f div(ue divu) + fV (¢, z)|u]® = 0, (3.3)
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para todo ¢t > 0.

Vamos considerar a fun¢ao

e(t,x) = g(|ut| +a®|Vul® + (b° — a*)(divu)?)
+g(u-u) + SVt D) — L fuf. (3.4)
Assim
d ft 2\ 150 \2
L ott,z) = 22 (juol? + o Vul? + (0 — o?)(divu)?)
dt 2
d .
+ gd— (|ut| + a2 |Vu| +( 2)(dlvu)Q)
d
+ge(ww) + g (u-u) + LVl + S Vil @) ul?
9 4 Get 2 _ 9t 4
# 0V D e 8y
Como g:(u-ug) = ng dt|u|2 temos

d d
- (judl® + @ Vul? + 0 — @) (dive)®) + g5 () + S V(t,w) 2 Jul?

%e(t 2 -1 " (fual? + o [Vul® + (7 — o) (div )?)

_ 9t 9 Gt
Sy () uf? — Vit + 9 fuf?, (35)

para todo t > 0.
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Substituindo a igualdade (3.5) na igualdade (3.3) temos

%e(t, ) — % (huf? + a9l + (0 — a®)(diva)?) — 2V (1,2l

= 2vilt, @) uf + Ll — gl — a*gdiv(u s Vu) + a’g|

— (® — a®)gdiv(udivu) + (b° — a®)g (divu)® — a® f div(u : V)

— (b® — a®) fdiv(ue divu) + fV (¢, z)|u]® = 0.

Reorganizando os termos acima de forma adequada encontramos a

seguinte identidade
D ety + (1viee) —g— 2 el + (22— L v(ta) — Lvitt,0) fuf?
dt ’ 2 2 2 ’ 2 ’

2 Jt 2 2 2 e SN2 2
+a 9-% [Vul” + (0" —a”) (g — 5 (divu)® —a”gdiv(u : Vu)
— (® — a®)gdiv(udivu) — a® f div(ue : Vu) — (0> — a®) f div(us divu)

d
= —e(t,z) + G(t,z) =0,

o (3.6)

para todo ¢t > 0, onde

53



Glt,0) = (1V(ta) =g~ 5 )l + (% = 5 vita) = § vict.a)) ol

+a® (g — ﬁ) |Vul® + (b° — a?) (g — %) (divu)® — a®gdiv(u : Vu)

— (0> — a*)gdiv(udivu) — a® f div(us : Vu) — (0° — a®) fdiv(ue divau),

(3.7)
para todo t > 0.
Integrando em relagao a x, obtemos que
d
—E(t)+ F(t)=0 (3.8)
dt
onde
E(t) = / e(t, z) dz
Rn,
- / g (Jue]* + a®|Vul* + (b° — a®)(divu)?) da (3.9)
Rn
g 2 gt 12
+/ g(u- ut)der/ =V(t,z)|u|” dz f/ = |u|” dz
R™ n 2 R" 2
e
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Ft) = /]R (fV(t, z)—g— %) e ? da

gt gt 9 2
+/W (22 %y t,2) ~ IVilt,2)) fuf? da (3.10)

para todo t > 0, pois, pelo Teorema da Divergéncia temos que
/ div(u : Vu)dz =0

/ div(u; : Vu)dr =0
Rfl
div(udivu)dz =0
R
/ div(us divu) de = 0.
Rn
Observagao 3.1 Tomando f =1 e g =0 em (3.8) obtemos a identidade

da energia

d
ZEWM+F(t)=0
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onde

F(t) = V(t, z)|u|? da (3.11)
R"n,
€ o termo dissipativo e
£(t) = %/ (Juel® + a2|Vul® + (02 — a®)(divw)?) da (3.12)
RTL

€ a energia total do sistema.

Usando a propriedade da velocidade finita de propagagao (ver [5],[8])

temos que u(t, x) = 0 fora de Q(¢), onde
Qt) = {(t,z) € RT x R™ : |z| < bt + R}

com R o raio do suporte dos dados iniciais.

Assim, para todo t > 0, tem-se

E(t) = /Q(t) g (|ut\2 + a*|Vul* + (b* — a2)(divu)2) dx

+/ g(u-ut)dx+/ gV(t,x)|u|2dxf/ 9t 1w do (3.13)
Q(t) Q@) 2 Q) 2
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g _ gt _9 2
+/Qm ( S V(te) - S vt(t,x)) |uf? dz (3.14)
2 e 2 2 2 Tt 2
+a g— =) |Vu|"dx + (b° — a”) g— =) (divu)” dz.
Q) 2 Q) 2

Nas proximas se¢oes assumiremos diferentes condi¢oes para a funcao
potencial V (¢, ). Para cada condi¢ao encontraremos taxas de decaimento
para a energia total do sistema linear (2.1)-(2.3).

O roteiro da prova sera o seguinte: Pela identidade (3.8) temos que

%E(t) +F(t)=0, Vt>0. (3.15)

Vamos encontrar fungbes f e g de tal forma que:
i) F(t) >0, Vt2>to.
i) (14+t)"E(t) < CE(t), VYt>to,
com C e to constantes positivas, onde £(t) é a energia total do sistema
definida em (3.12).

Dessa forma, integrando (3.15) em (¢,¢0) e usando os itens i) e ii)
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acima concluimos que a energia total decai para zero mais rapido que a

fungao (1+¢)™".

Co
3.1 Funcao potencial V(z) > ————
¢ao p (z) > TF o]

Consideramos o potencial V(z) € L*(R"™) tal que

Co

V(z) > 3.16
@2 (3.16)
onde Cp é uma constante positiva.
Também consideramos as seguintes funcgoes positivas:
1-5 1-9 —s
h(t)y=1+¢, f(t)=(01+1%) e g(t):T(1+t)

com t>0e § >0 tal que:

1—%<6<1se 0<Co<b

0<d<lse 0<b<Co.

Vamos supor as seguintes hipdteses sobre os dados iniciais

[uo, wa] € (H'(R™))" x (L*(R™))" e
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supp (uo) Usupp (u1) C {|z| < R},
onde R > 0 é um nimero real fixo.

Lema 3.1 Considerando as hipdteses acima, existe to > 0 tal que as
fungées h(t), f(t) e g(t) satisfazem:
i) 2f()V(x) = fu(t) —29(t) 20, V€ Q(t);
i) 2g(t) — fu(t) = 0;
i) gu(t) —gi()V(x) —g@)Vi(z) 20, VaeQ(t);
i) 9OV (@) = g:(t) —h~ (H)g(t) 2 0, V2 € Q(t);
para todo t > to e Qt) = {(t,x) € RY x R™ : |z| < bt + R} onde R ¢ o

rato do suporte dos dados iniciais.

Demonstragao:

i) Usando as defini¢oes de f(¢) e g(t) temos

2f(O)V(x) — folt) — 29(t)
=214+0)""V(@) -1 -804+t -1 =81 +1t)"°

=21 +t) (1 +t)V(z) —1+9)
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>2(141)° <(1+t)1f0|x| —1+5)

_ C
>2(1+1) 5((1+t)m—1+5>,

para todo z € Q(t).
Observe que (14+1)7° >0 e

. Co e

. C C
pois, se 0 < Cp < b temos que 1- 2 <5 e, portanto, To—l+6>0.

b
Co . Co
Se 0 < b< Cy temos que 0<771 e assim 0<5<771+5.

Portanto, existe to > 0 tal que
2f(t)V(z) — fi(t) —2g(t) > 0, para todo t >to e x € Q(¢).
i) 29(t) — fe(t) = (1=0)(1+t)"° = (1—0)(1+¢t)~° =0, para todo t >0,

isto &, ii) é trivial.

iii) Da definigao de g(t) e sendo V;(z) = 0 temos
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gee(t) = ge()V (2) — () Vi ()

= gu(t) — g ()V ()

=121 -0+ L5 0 (@)

= 17_5(1 +1) P14+ 1+ 1)V (2)) >0,

para todo z € R"™ e t > 0, pois § < 1.

iv) Usando as definigbes de f(t), g(t) e h(t) temos

g(t)V (2) = ge(t) — b~ (£)g(t)

- 1%5 (14+8)7°V(z) + 61—;5(1 +4)710 — 17_5(1 +4)71°
=00y v - -9t oy

= ? 1+t (A + V() —1+9)

> 1%‘5(1“)*” ((1+t)1+:;0+R —1+5>,

para todo x € Q(t) et > 0.
Analogamente ao que foi feito no item i) concluimos que existe o > 0

tal que
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gV (z) — g:(t) — h™ " (t)g(t) > 0, para todo ¢t >ty e = € Q(t).

Usando o Lema 3.1 concluimos que

F(t) >0,

para todo t > to, onde F(t) foi definido em (3.10).

Por (3.8) temos que

para todo t > to. Integrando de to a t, temos,

E(t) < E(to),

para todo t > to.

(3.17)

(3.18)

Nos proximos dois lemas provaremos que (14 t)' 72 &(t) < CE(t),

para todo t > to.
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Lema 3.2 Com as hipdteses do inicio da se¢cdo temos que

AM(QMVQO—m@»WF+MﬂﬂmmV+2MUW~Mde2&

para todo t > to.

Demonstragdo: Pelo item iv) do Lema 3.1 temos

gtV (z) — gie(t) > h ' (t)g(t),

para todo t > to e x € Q(¢).

Assim,

/Q(t) ((g(t)V(w) — ge() |ul? + h(t)g(t)|ue|® + 2g(t) (u - ut)) da

2/ (P @Ol + RO ludl* + 2g(t)(w - ur) ) dz > 0,
Q(t)

para todo t > to, pois,

[~ b urd u)do < [ (sOr Ol +o@hO]ul*) do
Q(t) Q(t)

Lema 3.3 Seja u = u(t, ) uma solugdo fraca do sistema linear de ondas
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eldsticas. Assumindo as hipdteses do inicio da segcdo temos que

3]0 = @)l + ) @Vl + 07— o) o)) do < (O
Q(b)

para todo t > to.

Demonstragao: Temos que

B(t) = / % (Juel® + a2|Vul? + (82 — a?)(divu)?) do
Q(t)
g 2 gt 2
—|—/ g(u~ut)dx+/ = V(x)|ul dm—/ = |u|” dx
S10) Q) 2 ) 2

para todo t > 0 e pelo Lema 3.2

/ (gV(x) —gt)|u|2dx—|—2/ glu-u)dr > — hg|ut\2dav7
Q(t) Q(t) Q(t)

para todo ¢t >t e = € Q(t), temos que

Bt >+ /Q(t) (F (Juel? + @ Vul? + (8 — a®)(diva)?) — hglu,|?) do

/Qm ((F — holuel + f (0| Vuf* + (17 — a®)(divu)?)) de,

para todo t > to.
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Teorema 3.1 Seja u = u(t,z) uma solugdo fraca do sistema (2.1)-(2.3).

Assumindo as hipéteses do inicio da se¢do tem-se que
E) < k(1 +t)" Y E(to) (3.19)

para todo t > to, onde k™' = maar{l7 1T+5}

Demonstragao: Substituindo f(t), g(t) e h(t) na conclusao do Lema 3.3

e usando (3.18) temos

B(t) > ((1 T Il +t>H) fuel? da
2 Jow 2

Jr

N | =

(1 +t)1*‘5/%) a®|Vu)® + (b* — a®)(div(u))? dz

(1+ t)H/ (1 - 1%‘5) lu|® + a®|Vul® + (> — a®)(div(u))® do
Q(t)

N | =

N | =

_ 1446
1+t 5/ ; lue|® + a®|Vu)® + (b* — a®)(divu)® dz
Q)

(14 t)" "max {1, i‘s} / lue|® + a®|Vul|® + (b* — a®)(divu)? de
Q(t)

N | =

2

= (1+ )" °max {1, %M} (t)

para todo t > to.
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Portanto,

E(t) < k(1 +1)° " E(to)

para todo t > to.

u
Como o funcional £(t) é continuo existe C' > 0 tal que
E(t) < CE(to)(1+1)°"
para todo ¢t > 0.
- : Co
3.2 Fungao potencial V(t,z) > ———
1+ |z|+t
Consideramos o potencial V(¢,z) € C*(RT x R™) tal que
Co
> .
Vo) 2 (3.20)

onde Cp é uma constante positiva.
Também vamos precisar de uma condigao sobre a derivada de V (¢, x).

Assumindo que Vi(t,z) < 0, para todo (t,z) € RT x R™.
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Consideramos também as seguintes fungoes positivas:

ht)=1+t, f)=01+1)'"" e gt)="—"—01+1)"°

comt>0ed >0 tal que

Co
b+1

0<d<1l se 0<b+1<CCy.

1—

<d<lse 0<Co<b+1

As hipoteses sobre os dados iniciais sdo as mesmas da se¢do anterior.

Lema 3.4 Com as hipdteses acima temos que existe to > 0 tal que as

fungdes h(t), f(t) e g(t) satisfazem:
i) 2f(O)V(E,2) — fo(t) —29(t) 20, ¥V z e Qb);
i) 2g(t) — fu(t) = 0;
1) gu(t) — ge()V (¢, x) — g(®)Va(t,z) >0, VYV eR™;
w) gV (t,x) —ge(t) =™ (t)g(t) >0, ¥ €Q(t);
para todo t > to e Qt) = {(t,x) € RY x R™ : |z| < bt + R} onde R ¢ o

rato do suporte dos dados iniciais.

Demonstragao:
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i) Substituindo f(¢) e g(t) temos

2fMV (L, x) — fi(t) — 29(t)
=21+ °V(t,z) - (1 =081 +t) =1 =81 +1t)°
=21+ t) (L + )V (t,z) — 1+9)
>201+1t)7° ((1 + t)L 14 5)

T+ |z|+t

C

>201+1t)7° ((1+t)m—1+6),

para todo x € Q(t).

Tem-se que (1+1)7° >0e

. Co e
i (0+0 G f e E 1) =

—1+6>0,

devido as hipdteses sobre § no inicio desta segao.

Portanto, existe to > 0 tal que

2f()V(t,x) — fe(t) — 2g(t) > 0, para todo x € Q(t), com t > to.

it) 2g9(t) — f:(t) = (1 =8)(1+t)"° = (1 =8)(1+t)~° = 0, para todo t > 0.
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iii) Como V;(¢,z) < 0 temos da limitacao inferior de V (¢, z) que

gue(t) — gV (¢, 2) — g(H)Va(t, )

> gu(t) = gV (¢, 7)

=L - a0 L5 ()
— 617_5 L+ (1 +6+ 1+ 1)V (tz)) >0,

para todo z € R"™ e t > 0, pois § < 1.
iv) Usando a definigao de f(t), g(t) e h(t) temos da hipotese da limitagao

sobre V (¢, z) que

9OV (t,x) = ge(t) — b~ (t)g(t)

1-9 § 1-46

= + )7V (t,x) + 61; (141610 = 5 (1 +)7°
_ 1%5 (L4070 (t,) — (1— 5)17‘5 (141)7170
_ 1%‘; 1+ 670 ((1+ )V (t,2) — 1+ )
1-6 1 Co
> = (1+1) 0 ((1+t)m—1+5),

para todo x € Q(t), com ¢t > 0.

Analogamente ao que foi feito na prova do item i) deste lema conclui-
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mos que

gV (t,x) — ge(t) — h_l(t)g(t) > 0, para todo t > o e z € Q(1).

Usando o Lema 3.4 concluimos que

F(t) >0,

para todo t > to, onde F(¢) foi definido em (3.10)

Logo, por (3.8),

para todo t > to. Integrando de to a t, temos,

E(t) < E(to)

para todo t > to.

(3.21)

(3.22)

Seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior, vamos encontrar taxas

de decaimento para a energia total do sistema linear. As demonstragoes
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dos dois préximos lemas sao analogas as demonstracoes dos Lemas 3.2 e

3.3, respectivamente.

Lema 3.5 Com as hipdteses do Lema 3.4 temos que

/Q o ((g®V(t2) = ge@)ul® + A g(O)luel* + 29(t) (1 - wr) ) d > 0,

para todo t > to.

Lema 3.6 Supondo que u = u(t,z) é uma solugio fraca do sistema com

as hipdteses do Lema 3.4 temos que

1

*/ (F(t) = h(t)g()) lue)® + f(t) (a®|Vul® + (b* — a®)(divu)?) dz < E(t)
2 Jaow

(3.23)

para todo t > to.

Teorema 3.2 Seja u = u(t, z) uma solugdo fraca do sistema (2.1)-(2.3).
Assumindo as hipdteses do Lema 3.4 tem-se a seguinte estimativa para a

energia total
Et) <k +1) TV E(ty), V> to, (3.24)
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onde k™1 = max{l, ITM}

A demonstragao do Teorema 3.2 é analoga a demonstragao do Teorema

3.1

Co
3.3 Funcao potencial V(z) > ————
(1+ [z)

Vamos agora considerar o potencial V (¢,z) = V(z) € L*(R") tal que

Co

V= T e

com Cy > 0 uma constante e o € (0,1).
Observamos que pela propriedade da velocidade finita de propagacao
tem-se

Co

V@) 2 G s e

(3.25)

para todo x € Q(t).
Para conseguir estimar a energia do sistema vamos comecar estimando

a fungdo F(t) escolhendo fungoes f(t) e g(t) adequadas de tal forma que
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tenhamos

Escolhamos as fungoes positivas:

N | =

h(t)=1+¢t, f@t)y=14+t e g(t)=

com t > 0.

As hipoteses sobre os dados iniciais sdo as mesmas da se¢ao anterior.
Lema 3.7 Com as hipdteses acima temos que existe to > 0 tal que as
fungées f(t), g(t) e h(t) satisfazem:

i) 2f()V(z) = fi(t) —29(t) 20, ¥V ze€Q(t);

i) 2g(t) — fi(t) = 0;
i) gu(t) — ge(H)V(x) —g(O)Vi(z) =0, Vo eRY;
w) g(t)V () — ge(t) —h~ (g(t) 20, VaeQ();
para todo t > to com Q(t) = {(t,r) € RT x R" : |z| < bt + R} onde R € o

rato do suporte dos dados iniciais.

Demonstragao: Notamos que a demonstragao dos itens ii) e iii) sdo

imediatas.
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i) Usando a limitacao inferior sobre V(¢,z) e as defini¢oes das fungoes

f(t) e g(t) combinadas com (3.25) temos que

2f(0)V (z) = fo(t) — 29(t)

=21+ )V (z) -2

2(1 + )Co
= (1+bt+R)>

Coll+ i) _ (1+t)"_1),

>2(1+1)' (m

para todo z € Q(t), com t > 0.

Como 0 < a < 1, temos que

. Co(1+t) a—1 Oo
m(——/-"" 1 = = .
tlaloo((]_-i-bt-‘rﬁ)o‘ ( t) >0

Portanto, existe top > 0 tal que

2f(t)V(x) — fi(t) — 2g(t) > 0, para todo x € Q(t), com ¢ > to.
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iv) Substituindo f(t), g(t) e h(t) e usando (3.25) temos

gV (@) = ge(t) —h~ (1)g()

CO ]. —1
> — —(1+t
Zitnrme 2Ty

1 o Co(141t)” a—1
F(L+1) ((1-(1)—1%74-1%)0‘_(14_” )

para todo x € Q(t), com ¢t > 0.

Analogamente ao que foi feito no item i) concluimos que

gV (x) — ge(t) — A~ ()g(t) > 0, para todo = € Q(t), com ¢ > to.

Observacao 3.2 Usando o Lema 3.7 concluimos que

F(t) >0, (3.26)

para todo t > to, onde F(t) foi definido em (3.10).
Logo, por (3.8),

ZE@W) =-F(1) <,
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para todo t > to. Integrando de to a t, temos,
E(t) < E(to). (3.27)

Lema 3.8 Com as hipdteses do Lema 3.7 temos que para todo t > to,

vale que

Aw(@mvaa—ma»mﬁ+mwwmmﬁ+2mww-m0dxzo

Lema 3.9 Supondo que u = u(t,z) é uma solugio fraca do sistema e

assumindo as hipdteses do Lema 3.7 temos que para todo t > to

1

5 [ (0 = hOg) [l + £ @Vl + (8 - o) (divw)?) do < E(r),
Qt)

As demonstragoes dos Lemas 3.8 e 3.9 sdo anélogas as demonstrac¢oes

dos Lemas 3.2 e 3.3, respectivamente.

Teorema 3.3 Seja u = u(t,z) uma solugdo fraca do sistema (2.1)-(2.8)

com as hipdteses do Lema 3.7. Entao

E(t) < k(1 +1t) " E(to) (3.28)
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para todo t > to, onde k™1 = maac{l7 1T+6}

A demonstragdo do Teorema 3.3 é analogo ao Teorema 3.1

3.4 Fungao potencial de Euler-Poisson -

Darboux

Nesta se¢do vamos considerar a funcao potencial V (¢,z) de Euler-
Poisson-Darboux. Com as hipdteses sobre V (¢, z) vamos obter taxas de
decaimento da energia total sem a necessidade de dados iniciais com su-
porte compacto.

Esse potencial satisfaz a hipotese V (t,x) € C'(RT x R™) com
L+ 1)V (tz) > A=),
onde A(z) é uma funcao regular limitada em R™ tal que
a= xienﬂzzfn A(x) > 0.

Além disso, assumimos a condi¢ao de que Vi(¢,z) < 0, para todo
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(t,z) € RT x R™.

Escolhemos 6 > 0 tal que

l—-a<di<l sel<ax<l

0<0<1 sea>1.

Neste caso precisamos refazer o Lema 3.1 e os outros lemas terdo

demonstragoes andlogas.

Lema 3.10 Supondo que V(t,z) é uma fun¢io potencial de Euler-Poisson-

Darbouz, temos que as fungoes

h(t)y=1+t, fO) =0+ e glt)=—-(1+1)"°,

satisfazem.:
i) 2f()V (t,x) — fi(t) —29(t) >0, VazeR™
i) 2g(t) — fi(t) = 0;
i) gu(t) — gV (t,z) — g(t)Vi(t,z) >0, VYVazeR™
w) gt)V(t,x) — g:(t) —h~(t)g(t) >0, VzeRY

para todo t > 0.
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Demonstragao: Note que a demonstragao do item ii) é imediata.

i) Usando as defini¢oes de f(¢) e g(t) temos, para z € R™ e ¢ > 0, que

2f(O)V(t,x) — fi(t) — 29(t)
=21+ )" °V(t,z) - (1 =81 4+t) =1 =8)(1+t)"°
=21 +t) (L + )V (t,z) — 1+9)
>2(14t) " (A(z) — 1+ 6)

>21+t) °(a—1+6) >0,

pois, se 0 < a < 1 temos que 1 —a < J < 1 portanto 0 < aa— 1+ e se
a>1temos quea—1>0eassima—1+4§>0.
iii) Da defini¢ao de g(t) e como Vi(t,z) < 0 temos para x € R" e t > 0

que

g (t) — ge(OV (t,z) — g(t)Vi(t, )

> gu(t) — g:(OV (¢, )

- 1%5(75)(71 R

1-6

% S(14+1)""°V(t,x)
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=35 17_6(1 +OTT (145 + L+ )V ()
> 5 17‘5(1 +07 (140 + Ax))

> 51%5(1 )2 (1454 a) > 0.

iv) As defini¢oes de f(t), g(t) e h(t) implicam, para z € R" e t > 0, que

9OV (t,x) = ge(t) — b~ (t)g(t)

1-46 0 1-46

=5 +1)7°V(t, z) +51%(1 +1) 10— ——( +t)7
= #(1 +1) 7V (tz) — (1 — 5)1;6(1 +1)7

= L0 (V) — 140)

> L0 - 149)

> %(1 +0)7 P (@—146) >0,

pela defini¢ao de 6.
Isso conclui a prova deste lema.
[
Usando o lema anterior e procedendo como na demostragao do Teo-

rema 3.1 podemos facilmente provar o seguinte resultado.
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Teorema 3.4 Seja [ug,u1] € (H'(R™)™ x (L*(R™))". Seja u = u(t,x)
uma solugdo fraca global para o sistema (2.1)-(2.8) com V (t,x) o potencial

de Euler-Poisson-Darbouz. Entao para todo t > 0 € valido que

E(t) < k(14" B(to) (3.29)

onde k! = maz{l, 17;6}
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Capitulo 4

Sistema Semilinear de

Ondas Elasticas

Neste capitulo vamos estudar a existéncia de solucoes globais e o com-
portamento assintdtico da energia total associada ao seguinte sistema se-

milinear de ondas elasticas em R":
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e — a’Au— (b* — a®)Vdivu + V(z)u, = |ul’'u (4.1)
u(0,z) = eug(x) (4.2)

u (0, ) = eur(x) (4.3)

ondet e RY, 2 €R",a>0eb>0com0 < a®<b®ee>0. E ainda,
assumimos a seguinte condigdo sobre a poténcia p que aparece no termo
nao linear:

- 4
sen=2 entao 1+ —— <p <0
n—1

n+2.
n—2

4
sen>3 entao 14+ —— <p<
n—1

Cousidere V (z) € L*°(R"™) tal que

onde Cj é uma constante positiva.

Vamos supor as seguintes hipdteses sobre os dados iniciais

[uo, w] € (H'(R™))" x (L*(R"))" e
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supp (uo) Usupp (u1) C {|z| < R},

onde R > 0 é um ntamero real fixo.

A constante ¢ > 0 que aparece nas condigoes iniciais sera usada na
prova da existéncia de solugdo global. Para [ug,u:] fixos, vamos provar
que existe €z tal que o problema (4.1)-(4.3) possui solugao global, desde
que, € < €2, ou seja, provaremos a existéncia de solugao global somente
para dados iniciais pequenos.

Observe que o termo nao linear ndo aparece na energia. Isso dificulta

a analise matemaética do problema.

4.1 Existéncia de solucoes locais

Nesta secao, vamos apresentar o resultado de existéncia de solugao
local para o sistema (4.1)-(4.3).
Considerando a mesma notagdo usada no Capitulo 2, podemos rees-

crever o sistema (4.1)-(4.3) da forma:

%(t) = (A+B)U(t) + F(U(1))
(4.4)
U(0) =Us
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onde U(t) = (u(t),w(t)), Uo = (uo,w1), F(U() = (0,|ul"""u) e
A:D(A) C X - X e B: X — X sao os operadores lineares defi-
nidos no Capitulo 2.

Usando a teoria de semigrupos obtém-se o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Suponha que p e V = V(x) satisfazem as condigdes apre-
sentadas no inicio deste capitulo. Entdo, para dados iniciais (uo,u1) €
(H'(R™)™ x (L*R™)™ com suporte contido no  conjunto
{r € R/ |z| < R}, R > 0 fizo, o problema (4.1)-(4.3) admite uma
dnica solug¢ao local fraca u = u(t,z), definida em algum intervalo mazi-

mal de existéncia (0,T), tal que

u € C(10,Tn); (H' (R™)") N CH([0, Tn); (L*(R™)")

e satisfaz a propriedade da velocidade finita de propagagéao

u(t,z) =0 para |z|>bt+R, 0<t<Ty.

Observacgao 4.1 O tempo T,, depende dos dados iniciais e de ¢ > 0.
Assim, T, = Tm(€) e

T (€) >
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com C >0 wuma constante dependendo dos dados iniciais.

Além disso, se Tm(€) < oo entdo,

limsup { |Jue]|® + a®||Vu|[* + (b° — a?)||divul|®} = +oo. (4.5)
t—Tm

4.2 Existéncia de solucoes globais e taxas

de decaimento para a energia

Na segao anterior mostramos que o sistema (4.1)-(4.3) tem solugao
local. Nesta se¢ao, vamos provar a existéncia de solugdes globais para da-
dos iniciais pequenos e encontrar taxas de decaimento para a energia total
associada ao sistema semilinear (4.1)-(4.3). Nosso objetivo é demonstrar

o seguinte teorema:

Teorema 4.2 Assumindo as hipdteses do inicio do capitulo, supondo a

condi¢io de que

Flup)="0=DP=3 oy G
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se 0 < Co < b e considerando & um numero satisfazendo

1—%<5<F(n,p) se 0<Co<b

0<d§< F(n,p) se Cy>b,

entio eziste e2 > 0 tal que para todo € € (0,€e2) o problema (4.1)-(4.3)

tem uma unica solug¢do global
u € O([0,00), (H'(R™))") N C'([0, 00), (L*(R™))"),

satisfazendo

E(t) < KIp(1+1)~ 9,

para todo t > 0 com K uma constante positiva dependendo de §, R, p e

IV]lLoe, onde Io = [[us|* + a®[|Vuol[* + (b* — a®)||divuo||* e
1 :
Et) = 5 lluel* + a®[|[Vul* + (v* — a®)[|divul]*)

€ a energia total do sistema.

Observagdo 4.2 Para todo n > 2 tem-se que 0 < F(n,p) < 1.
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4
De fato, por hipétese p — 1 > 1 assim,
n—

np-1)-p=-3_(p-1n-1) -4

p—1 1 >0

F(n,p) =

para todo n > 2.

2(p—1)—p— —
(p )—p 3:p 5<1,poispf5<
p—1 p—1

Sen =2 temos F(2,p) =
p—1.
L n+2 )
Agora, se n > 3 temos por hipdtese que p < " Assim, n(p—1)—
n —

p—3<p—1 e portanto,

F(n,p) = —n(p—l)—p—3 < 1.

p—1

Antes de demonstrar o Teorema 4.2 vamos encontrar algumas identi-
dades e provar alguns lemas.

Multiplicando a equagao (4.1) por (fu: 4+ gu) obtemos

(fue + gu) - (uee — a*Au — (b° — a®)Vdivu + V(z)us)

= flul” (- we) + glul”

d(_J /
= & (™) = gt g
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para todo t € [0,T},,), onde foi usado que

d -
dt (;ﬁ\uf’“) - ;ﬁ Jul” o+ ™ (- ).

Observe que o termo que aparece a esquerda na igualdade acima é o
mesmo termo que apareceu no Capitulo 3. Assim, integrando em relagao

a x obtemos

d t d
S B+ F() = /Rn <g - I%) w4+ S <ﬁ|u|f’“> dr (4.6)

para todo t € [0,Ty,), onde

E(t) = /Rn g (Jue)® + a®|Vul?> + (b° — a®)(divu)?) do

+/ g(u~ut)dx—|—/ gV(gc)\u|2dﬂc—/ &|u|2dm (4.7)
" on 2 an 2
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F(t) = /m (fV(m) g %) a2 dir
+ /W (% % v@)~ Vi) jul do (4.8)

2 ft 2 2 2 ft . \2
+a /Q(t) (g—E> |[Vul“dx + (b° —a )/Q(t) (g—;) (divu)” dz

para todo t € [0,T;,), com E(t) e F(t) os mesmos funcionais usados no
Capitulo 3.

Considere as seguintes funcoes positivas:
ht)=1+t, fO)=0+1)"" e gt)="7-(1+t)"°

comt>0e d >0, com J satisfazendo a hipotese do Teorema 4.2, ou

seja,

1—%<5<F(n,p)<1 se 0<Co<b

0<d< F(n,p)<1 se Co>b.

Vimos na Secao 4.1 que lime,0 Tpn(€) = +00. Assim, existe ¢y > 0
tal que to < Tr,, paratodo e € (0,€), onde to é a constante que aparece

no Lema 3.1. Os proximos resultados sao validos para € € (0, €).
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Sabemos pelo Lema 3.1 que F(¢) > 0, para todo to <t < T,. Assim,

pela igualdade (4.6) temos

d f 1 d f 1
ZER) < — p+ 2 L lPt
dt ® < /Q(t) (g p+ 1) ™ dt (P+ 1 Ful ) dx7

para todo t € [to, T)). Integrando de ¢y a ¢, temos,

E(t) < E(to) / / ( ) [u|P™! dzds
Q) p+1

bl a2 e
p+1Jow p+1Jow

para todo t € [to, Tm).

Usando o Lema 3.2 temos

l/ (f — hg) lue® + f(oL2|Vu|2 + (b* — a®)(div u)2) dz
Q)

2
t
ft +1
< E(t +// (g—i ulP™ dxds
(to) to JQ(¢) p+1 Ful

t
L |u‘p+1 dr — M/ |u(t0)|p+1 dz,
p+1 Jow p+1 Jaow

para todo t € [to, Tm).
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Como f(to) > 0 temos

; /m (f = o)l + f (@Il + (0 — o) (div w)?) do (49)

E(to) ul"t dods + J / ulPt dz,
(to) //n(w( p+1>‘| p+1 ﬂ(t)||

para todo t € [to, Tm).
Os dois préximos lemas serdo importantes na demonstracao do Teo-

rema 4.2.

Lema 4.1 Seja u = u(t,x) wma solugdo local em [0,T,,). Entdo para
cada t € [0,Tm)

E(t) < Cr(HE()

onde Cr(t) é uma fungio positiva dependendo de t, R e ||V ||, onde

E(t) foi definido em (5.13).

Demonstragao: Inicialmente vamos estimar algumas integrais que apa-
recem no funcional E(t) por termos da energia total do sistema.

Usando a desigualdade de Young tem-se que
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/ g(u-uy)de < / g |u| |ue| dx
Q(t) Q(t)

1 1
< f/ g|u\2dz—|— 7/ g|ut|2d:c.
2 Jaw 2 Jaw

Pela desigualdade de Poincaré temos

1
oVul dat g [ glufda,
Q(t) 2 Jaw

02
/ g(u-u)de < —p(btJrR)?/
) 2

para todo 0 <t < Tp,.

Usando novamente a desigualdade de Poincaré tem-se

1 1
o[ ov@llar< g [ gVl da
Q(t) Q(t)

<9 anmcci(bHRf/ Vul? de
2 a(t)

1 1
f/ gt|u\2dx§,/ Jge] u? e
2 Jaw 2 Jaw

< @cﬁ(bHR)z/ |Vul|? d,
2 )
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para todo t € [0, Tr).

Portanto,
1 2
BO<3( 49 [ Juld
2 Q)
1
#3@@ralVls D G ot ) [l i
Q(t

+ 1 b — a2)f/ (divu)?® dz
2 Q)

< Cr(E(R),
para todo t € [0,Ty,), onde

Cr(t) = max{(f +g), a *(a* f + (g + gllVIlz> + |g:)Cp (bt + R)*)}.

Lema 4.2 Seja u = u(t,x) a solugio fraca local do sistema (4.1)-(4.3).

Entao existe T =T(e) € [0,Tm) tal que para todo t € [0,T] temos
£(t) < 28(0) = {|[wa]]* + a®|[Vuo||* + (b* — a®)||divuo||*} = €* Iy

com
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lim T'(€) = oo.

e—0
Demonstragao: Usando a identidade da energia

d

Lo [ vemPa= 1

— P dz
p+1dt Qm‘ |

e integrando de 0 a ¢, temos

t
£(t) + / V(@) dods
o Jow

1
=£(0) + — / upﬂdas—/ w(0)[PT do 4.10
(0) p+1<9(t>| Q(t)|()| (4.10)

1

N
p+1Jaw

para todo t € [0, ).
Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (ver Capitulo 1 - Se¢ao

15)comm=1,k=0,z=p+ 1, r =2 e q =2, podemos estimar a
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dltima integral da forma:

0 1—6y p+1

2 2
/ |u|p+1 de < [ Cy / \Vu|2 dx / \u|2 dx
Qt) Q(t) Qt)

o(p+1) a-6)(p+1)
2

= (Cy)P*! (/Q(t) |Vl dac) 2 (/Q(t> |ul? dw)

= (Co)" IV |V ]| DD

)

-1
para todo t € [0,T},,), onde 6 = M Pelas hipoteses sobre p é facil

2(p+1)

ver que 0 <6 < 1.

Usando agora a desigualdade de Poincaré temos

[l de < (@) IVl (o4 By (9l )0
Qt)

= (Cg)P-‘rl (Cp(bt+R))(179)(P+1)||vu‘|9(p+1)+(1_9)(p+1)

= (Co)P (Cp(bt + R)) VY| 7y P, (4.11)

para todo t € [0, ).

Usando a desigualdade acima em (4.10) obtemos
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¢
E(t) +/ V(x)|ue|? dads
0 Ja)

1

< &(0) +
O+ 2

(Co)P T (Cp(bt + R)) VY ||y P

= £(0) 4+ C(p,n) (bt + R) =@ ||y [P+

para todo t € [0,T), onde C(p,n) = I%(Cg)ﬂl(cp)(l—@)%l) > 0.

Como V(z) >0e
a®[|Vul[* < JJue|* + a®||Vul[* + (0° — a®)(divu)* = 2£(2),

temos

p+1

E(t) < E(0) + C(p,n) (bt + R ~O@TH (2472 (1)) 2

= £(0) + Cp,n)a” P02 (bt + R~V Vg (1) 5

= £(0) + O (bt + R)O P D g(1) "5 (4.12)

para todo t € [0,T,), onde C1 = C(p, n)a7<p+l)2p2i.
Considere o primeiro T > 0 tal que £(T") = 2£(0), como £(0) depende

de ¢, T = T'(¢) também depende.
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Caso nao exista tal 7' o lema est4 demonstrado, basta escolher T <
T, pois neste caso, £(t) < 2£(0) para todo ¢ € [0, Tn).
Assim, £(t) < 2£(0) para todo ¢t € [0,T). Aplicando ¢t = T na desi-

gualdade (4.12) temos

p+1
2

2£(0) = E(T) < £(0) + C1(bT + R)F =@V ey %2

logo,
£(0) < CL(bT + R) 0PtV gy P2
= O (bT + R) I O@H T g0y 2
Portanto,
(bT+R)(1—9)(p+1) > 01—12—%5(0)1—”7“
ou ainda,

1 o BEL\ OG0T g g2
T> (crta ™) £(0)2a=0{m 0 — R

R

s e (-p)
02]02(1—9)(P+1) @0 (D — 3
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onde

(2C1)~ =8 FD

Cy = 5
Note que T" — oo quando ¢ — 0, pois & < 0, ja que o
(1=0)(p+1)
denominador é positivo e o numerador é negativo. [ ]

Pelo Lema 4.1 temos que E(to) < Cr(to)E(to). Precisamos estimar
E(to). Pelo Lema 4.2, £(t) < 2£(0) para todo ¢ € [0,7] com T — +oo

quando € — 0.

Observagao 4.3 Dessa forma, existe €1 < eo tal que para todo s < to e

todo € € (0,€1) temos que E(s) < 2£(0).

Assim,

E(to) S QCR(to)S(O) = IoCR(to) 62,

para todo 0 < € < €.
Usando as defini¢oes de f(t), g(t), h(t) e a desigualdade acima em

(4.9) temos
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1-6
(1+1) / L2012 4 @ Vul? 4+ (87 — o) (divu)? da
Q)

2 2
< IyCr(to) € +/ /Q(t) ( 17;_’_1) )(1+s)_5) |u|P dzds
% /Qm P da = IoCr(to) € (4.13)
205D [ sy ulgstas + D g,

para todo ¢ € [to, Tin).
Na sequéncia vamos obter estimativas para os dois dltimos termos da
desigualdade acima.

Pela desigualdade (4.11)
1-0)(p+1
lulPE1, < (Co)PH (Cp(bt + R)) VP ||

Considerando D = max{b, R} temos

JulPEE, < (Co)P (DO (1 + 1)) =D gy ot

Lp+l =
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Usando o fato que

ptl
IVul 1 < a5 (Jluel* + || Val|* + (0 = o®)|divall*) 2

= a PV (2e())" T (4.14)
temos
llul 5L, < (Cy)PHH (DCy(1+ 1) 10D~ (98 (1)) 5%
= C(1+ )00t 9g(1)) "2
onde C = (C,)P*! (DC’,,)(ke)(pH)a_(pH).
Considerando
M(t) = sup (1+ ) 7°(2E(s)), (4.15)
to<s<t
para todo t € [to, T ), temos
ul[7L, <C(1+ 500 (141 M(r) =
:51(1 +t)(1—9)(1‘7+1)Jr7“0+1)2(671)]\4(&1"2717 (416)

para todo t € [to, Tm).
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Usando a igualdade (4.16) temos

t
-5
/(1+8) llully )42 ds
to

p+1

<O M(t)" /t(1+s)*”“*‘”(”“”wd8

to

(4.17)

p+1

<CsCM(t) =
para todo t € [to, Trn), onde

t (p+1)(5-1)
06 - / (1 + S)_5+(1_9)(p+1)+ . 2 dS < Q.

to

Justificativa de que Cs5 < oo

Como 6 = 7n(p —1)

temos que
2(p+1) !

=) (p+1)—s4 2EDO=D
(1 MY gy EHUED

200+ —np-1) 5 @+DE-1)
2 2

_2p+2—mp+n—20+p+d—p—1
N 2
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_p+l—mp+n+dp—9

B 2

_dp=1)—np-1)+p+1
2 b

como § < F(n,p) temos

R R

Sp—1)—n(p—1)+p+1
2
(Mpfnfp73

p—1

)@—u—n@—m+p+1
2
np—1)—-p-3-np-1)+p+1

(P+1DE-1)

Assim, concluimos que —5+ (1 —0)(p+ 1)+ 2

< -1

Usando as estimativas (4.16) e (4.17) em (4.13) obtemos

1+¢)9 146
1+5) /) 0w + 2Vl + (8% — ) (dive)? de
Q(t)

2 2
056 ptl

< ]ocR(to) € + (1 — 52)((;;;11)) M(t) 2
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(p+1)(5—1)
+ C (1 +t)176+(179)(p+1)+pr(t)p 1

pt1
< IyCr(to) € + <(1 - 52)((;5—;11))05 £ + pi 1) M)

p+1

= [()CR(to) 62 + CfM(t) 2

)

pois como foi visto na justificativa acima,

I

D6 -1
1—5+(1—9)(p+1)+%2() <0
para todo t € [to, T)) onde

. (1=8@p-1CsC  C
Cr = .
' 2(p+1) MRS

Como, por hipdtese § < 1, tem-se que

1-6
A+ 149 / uel? + a2Vl + (8% — a®)(divw)® do
2 2 Jow

p+1

< IoCR(t())62 + CfM(t) 2

)

para todo t € (to, Tm) com Iy = ||u1||? 4+ a®||Vuo||* + (b* — a?)||div uo||?.
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Usando a desigualdade acima temos que

4 ptl
1+5) 7°(26(s)) < —— (10CR(to)e® + CTM ()2 ),
S (1+9) 7 ER) < g (ICalo)e +CIM0)')

para todo t € [to, Tm).

Assim conseguimos a seguinte estimativa:

4

<
M) < 175

(IOCR(to)62 ¥ C{M(t)"T“) , (4.18)

para todo t € [to, Tm).

Lema 4.3 Seja M(t) a fungdo dada por (4.15). Entio existe Mo > 0
eex >0, com 0 < e2 < €1 tal que M(t) < My para todo 0 < € < €2 ¢

te [to, Tm).
Demonstragao: Da desigualdade (4.18) temos que

4 w pt1l
M(t) S m (IOCR(t0)62 + ClM(t)p2 ) 5 V te [to,j—}n)7

com € > 0 fixo tal que 0 < € < €.
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Como M (t) > 0, para todo t € [to, T ), vamos definir a fungao

F(M) = 15 (Calto)e + Mo+ ) -

para M € RY. A fungdo F.(M) > 0 para todo M € R™.

Temos que a derivada da fugao F. é

dF. _p+1 4C; | et

-1
dM 2 149

Assim, o tnico ponto critico de F é

- ()

Mas dMQ(Fe( 0)): 4 1406 0

> 0, pois, CT > 0,
p>1e My > 0. Logo, Mo é ponto de minimo global da func¢ao continua
F.(M).

Como F.(0) = IoCr(to)€?, existe um € < € tal que F.(Mp) < 0

4
1496

se 0 <e<el.
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Pela Observagao 4.3 temos que £(s) < 2£(0) para todo 0 < s < to.

Assim

M (to) < (1+to)' ~°4£(0)

= (1+t0)" 4Ly,

Agora, fixando ez > 0 satisfazendo 0 < ez < €] de modo que a desi-
gualdade (1 + t9)* ~%4€®Iy < My ocorra para todo € € (0, €2), temos que
M (to) < Mp. Como Fe(M(t)) > 0 para todo ¢ € [to, Tm) € Fe(Mo) < 0

temos pela continuidade de M (¢) temos que

M(t) < My para todo to <t < Thm.

Portanto, para todo 0 < € < €2 temos que M(t) < My para todo
to <t < Tpm.

[
Escolha C' > 0 suficientemente grande de tal forma que My < Cl,

assim pelo Lema 4.3 acima concluimos que existe um ez > 0 tal que

M(t) < Cly, t€[0,Tn). (4.19)
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Portanto, pela defini¢ao de M (t) em (4.15) e usando a desigualdade
(4.19) temos que E(t) < %(1 + )%~ para todo t € [to, Tim).

Note que £(t) também é limitado no intervalo [0, to], pois, como a so-
lugdo u = u(t, z) é uma fungao continua, no intervalo [0, to] ela é limitada,
ou seja, existe uma constante M; positiva tal que £(t) < Mylo(1 +t)°~!
para todo t € [0, to].

Portanto, £(t) < KIo(1+t)°~!, para todo t € [0,T},), onde
K = max{M,, %}

Como a energia é limitada em todo intervalo maximal de existéncia

temos que
limsup { [[ue||* + a®||Vu|]* + (b° — a®)||divul]*} < oo,
t—Tm

entao pela Observagao 4.1 concluimos que Ty, = 0o, ou seja, u = u(t, x) é
uma solucao global e

E() < KIg(1+1t)°71,

para todo t > 0 e € € (0,€2), 0 que prova o Teorema 4.2.
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