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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é dar uma caracterizagao de grupos finitos com cohomologia
periddica e mostrar varios exemplos utilizando o teorema que caracteriza tais grupos. Para isso,
foi necessario o estudo de resolugoes de Z sobre ZG, médulos induzidos e coinduzidos, mudanga
de dimensao, morfismo transfer, extensao de grupo, produto cup e cap. Além disso, estudamos a
cohomologia de Tate e suas propriedades para entao estudar os grupos finitos com cohomologia
periddica. Apresentamos, no final deste trabalho, o Teorema de Suzuki-Zassenhaus, que classifica
os grupos finitos que tém cohomologia periddica.

Palavras-chave: Cohomologia de Grupos Finitos. Grupos com Cohomologia Periédica. Mor-
fismo Transfer. Extensoes de Grupo. Cohomologia de Tate.






ABSTRACT

The main purpose of this work is to caracterize finite groups with periodic cohomology and show
some examples using the theorem that caracterizes such groups. For that, we study resolutions
of Z over Z(G, induced and co-induced modules, dimension shifting, transfer morphism, group
extensions, cup and cap product. More over, we study Tate cohomology and its properties to
then study finite groups with periodic cohomology. We present in the end of this work the
Suzuki-Zassenhaus Theorem, which classifies all finite groups that have periodic cohomology.

Keywords: Cohomology of Finite Groups. Group with Periodic Cohomology. Transfer Morphism.
Group extensions. Tate Cohomology.
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1 INTRODUCAO

A teoria de cohomologia de grupos se desenvolve na fronteira entre a Topologia e a Algebra.
Especificamente, dado um grupo (discreto) G, a cohomologia de G nada mais é que a cohomologia
de um espago K(G, 1), isto é, um espago que possui G como seu grupo fundamental e cujo
recobrimento universal é contratil. Neste texto, entretanto, desenvolveremos a teoria do ponto
de vista puramente algébrico, com o objetivo de estudar grupos finitos cuja cohomologia é
periodica.

Destacamos, entretanto, que o interesse por grupos de cohomologia periddica, apesar de ser
um problema algébrico interessante por si mesmo, esta também intimamente ligado a Topologia.
Por exemplo, pode-se mostrar que um grupo finito que age livremente na esfera S?*~! possui
cohomologia de periodo 2n. Swan estudou, em [1], a reciproca desta afirmacao e, desde entdo,
muitos trabalhos se desenvolveram para tentar estender os resultados obtidos por Swan para
grupos infinitos. Entre tais estudos, destacamos [2], [3], [4]. Neste trabalho, entretanto, nos
limitamos a discutir a periodicidade da cohomologia de grupos finitos.

No segundo capitulo foram dadas algumas ferramentas fundamentais para o estudo, em que
podemos destacar, principalmente, os funtores de restricao por escalares e extensao por escalares,
modulos induzidos e coinduzidos juntamente com algumas propriedades importantes desses
moédulos e o morfismo transfer, que é um morfismo de restrigao (e correstri¢ao) de escalares,
com quatro pontos de vista diferentes.

No terceiro capitulo tratamos de extensoes de grupos e algumas de suas propriedades.
Também abordamos dois importantes teoremas que mostram como os grupos H? e H? classificam
extensoes de grupos. Além disso, classificamos p-grupos que possuem um subgrupo ciclico de
indice p que serao de grande importancia para o capitulo cinco.

No quarto capitulo definimos a cohomologia de Tate, damos algumas de suas propriedades e
demonstramos que o produto cup H (G, Z)® H~(G; Z) — H(G;Z) = Z./|G|Z é um parcamento
dual, no sentido da definicao 4.28.

No quinto capitulo, demonstramos alguns teoremas que nos dizem quando um grupo possui
cohomologia periddica e, no final deste trabalho, apresentamos alguns exemplos de grupos que
possuem cohomologia peridédica e apresentamos a tabela de Suzuki-Zassenhaus.

Ao final do trabalho, encontra-se um apéndice que foi usado para o leitor rever algumas
definicoes, proposicoes e teoremas de algebra homolégica. Além disso, é importante que o leitor
tenha conhecimento de assuntos como teoria de modulos e grupos de Sylow.
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2 (CO)HOMOLOGIA DE GRUPOS

Este capitulo tem por objetivo de introduzir algumas das ferramentas necessarias para
entender os grupos finitos com cohomologia periddica.

2.1 Preliminares

O produto tensorial M ®g N é definido sempre que M é um R-médulo a direita e N um
R-médulo a esquerda. Sabemos que o produto tensorial é um quociente de M ®z N (M ® N)
em que vale a seguinte relacdo: mr@n=m@rn (m € M, r € R,n € N).

Quando R é um anel de grupo ZG, podemos evitar ter que considerar tanto modulos a
esquerda quanto a direta usando o antiautomorfismo g — ¢~! de G. Deste modo, podemos
considerar qualquer G-médulo a esquerda M como um G-médulo a direta, em que mg = g~ 'm
(m € M, g € G) e assim faz sentido considerarmos o produto tensorial M ®z5 N, denotado
também por M ®q N, de dois G-mo6dulos & esquerda !

Observamos ainda que, munindo M ® N com a agao “diagonal” g - (m ® n) = gm ® gn,
temos que (M ® N)g ? é obtido de M ® N ao introduzirmos a relagio m ® n = gm & gn.
Assim, temos que mg®n =g 'm®n = g‘lm ® g 'gn = m ® gn, que nos permite concluir
que (M ® N)g = M ®g N. Segue também que — ®q — é comutativo: M ®g N = N ®g M.

A G-agao diagonal usada anteriormente ¢ mais geral ¢ pode ser usada sempre que um funtor
de um ou varios grupos abelianos sao aplicados a G-modulos. Consideramos, por exemplo, o
funtor Hom(, ) = Homy(, ). Se M e N sao G-médulos, entdo a acao de G em M e N induz, pela
funtorialidade, uma agao “diagonal” de G em Hom(M, N), dada por (g -u)(m) = g-u(g~'-m),
para g € G, u € Hom(M, N) e m € M, em que é necessirio usar ¢! para compensar o funtor
contravariante Hom convertendo M para um modulo a direta.

Note que, pela igualdade (g - u)(m) = g -u(g™" - m), temos gu = u se, e somente se,
g-u(g~t-m) = u(m), para todo m € M. Em outras palavras gu = u se, e somente se, u comuta
com a agao de g. Logo, Homg (M, N) = Hom (M, N)¢ 3.

2.2 Definigoes de H,(G; M) e H*(G; M)

Nesta secao introduziremos conceitos chaves para continuacao do trabalho como um todo.
Aqui veremos homologia e cohomologia com coeficientes. Nesta parte o texto se baseia principal-
mente em [5].

Definigao 2.1. Sejam F uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e M um G-modulo. Definimos
a homologia de G com coeficientes em M por

H.(G;M)=H,(F®¢M). (2.1)
Quando considerarmos os coeficientes em 7, isto é, H,(G;7Z), escreveremos H,(G).

O complexo F ®g M também pode ser pensado como o produto tensorial de complexos de
cadeia, em que M é visto como um complexo de cadeia concentrado na dimensao 0. E, pensando
assim, existe uma certa assimetria em (2.1). Uma forma mais simétrica da definigao ¢ obtida
quando escolhemos resolucoes projetivas € : F' — Z e n: P — M tanto para Z quanto para M e
entao definimos

H.(G;M) = H.(F ®¢ P) (2.2)

Ao longo do texto, usaremos G-mdédulo significando ZG-médulo.
Sera definido na proxima secao.
Também sera definido na préoxima segao.

2
3
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que é consistente com a defini¢éo de (2.1), pois 1 induz uma equivaléncia fraca F @7 : F®g P —
F ®q M, pelo teorema A.13. E temos ainda que A.13 também nos da uma equivaléncia fraca
e P:F®gP—Z®gP. Logo, H(G; M) = H.(G).

Exemplo 2.2. O grupo de coinvariantes de M, denotado por Mg, é definido como o quociente
de M pelo subgrupo aditivo gerado por elementos da forma gm — m para g € Ge m € M.
Além disso, podemos apresentar uma outra descricao de My dada por

Mg =7 &za M, (2.3)
em que Z é um ZG-modulo a direita com a G-acao trivial. De fato, consideremos
) 3MG — 7 KRza M
mr—1®m

em que m ¢ a imagem em Mg de um elemento m € M. Para provar a boa definicao de ¢,
consideremos m, n € M tais que m = 1. Assim m —n € @), em que () é o subgrupo aditivo
de M gerado pelos elementos da forma gp — p, para g € G, p € M. Por linearidade, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que

m-—n=gp—p
em que g € G, p € M. Portanto,
lom—1n=1(m—-n)=1x(gp—p) =1Rgp—1Rp=1-gRp—1xp=1xp—1xp = 0.

Logo ¢(m) = ¢(7m), concluindo a boa definigao.
Observe ainda que, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um unico
morfismo de grupos ¢ : Z gz M — Mg tal que (2 ® m) = zm, com z € Z, m € M. Logo,

(pot)(z@m)=p(zm) =1®2m=20m
para todo z € Z e m € M. Além disso

(¥ o)) = (1@ m) =

para todo m € M. Assim, 1! = ¢, seguindo o isomorfismo.
Mostraremos agora que Hy(G; M) = Mg. Seja F' uma resolugao projetiva de Z sobre ZG.
Aplicando — @g M em Fy & Fy 8 7, 0, obtemos Fy ©¢ M 3 Fyog M 38 Zge M — 0. Note
o «
que a partir da sequéncia exata 0 — ker(dp) KN Ey Wy 0, temos: ker(do) e M — Fy®eM d#
, . F0®GM F()@Gﬂf F0®GM *
Z.®aM — 0 » ¢ exata. Assim, Ho(G; M) = = = 2 7ZRqM =
Ra , que é exata. Assim, Hy(G; M) m(d7) m(07) ker(d3) R
Mg, em * foi usado o Primeiro Teorema do Isomorfismo.
Note que Mg é obtido de M “dividindo” pela G-ac¢ao.

Além do grupo de coinvariantes, temos o grupo de invariantes de M, denotado por M¢ e
que ¢ definido por M = {m € M|gm = m para todo g € G}. Note que M¢ = Homyq(Z, M).
De fato, defina

¢ : Homgq(Z, M) — M€ ¢ : MY — Homga(Z, M)
[ f(1) m = hi,

tal que h,,(z) = zm. Note que 9 estd bem definido, pois para m € MY, temos que

Glgm — m)(2) = (gm) (=) — B(m)(2) = hym() — hn(2) = 2gm — 2m = zm — 2m = 0
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para todo z € Z.
Além disso,

(pop)(m) = p(hm) = hm(1) =1m =m
(W 0 ) (F)(2) = (F(1))(2) = hyy(2) = 2f (1) = f(2)
para todo z € Z. Portanto, (¢ o ¢)(f) = f, seguindo o isomorfismo.
Observe ainda que, o nome coinvariante vem do fato de que Mg é o maior quociente de M
em que G age trivialmente, enquanto M, o grupo dos invariantes, é o maior submédulo de M
em que GG age trivialmente.

Agora iremos tratar de cohomologia com coeficientes, a qual é definida com > ao invés
de ®.

Defini¢do 2.3. Seja R um anel e sejam (C,d) e (C',d') complexos de cadeia. Definimos
Horeg(C,C") como o complero de cadeia tal que na posi¢io de grau n temos o conjunto
Horeg(C,C")y de todos os morfismos de médulos graduados de grau n e o operador de bordo

D, : 52 g(C,C")y = Ho22g(C,C")p_1 € definido por D,(f) =d'f — (—1)"fd.

Note que, em particular, F#2s. r(C, C")g é o conjunto de todos os morfismos de cadeia de
C para C'.

Considere uma resolugdo projetiva F' — Z sobre ZG e o complexo H#2s7.q(F, M), em que
M é visto como um complexo de cadeia concentrado na dimensdo 0. Note que, pela definigdo de
Horre, temos que Howrng(F, M), = Homg(F_,, M), portanto é interessante ver - (F, M)
como um complexo de cocadeia com indexacao usual, isto é, com

Horng(F, M)" = Hormc(F,M)_p, = Homg(F,, M).

Dados u € H#722»(C,C"), e x € Cg, utilizaremos (u,z), para denotar u(z) € C,,,. Assim
temos um complexo de cocadeia ndo negativo com o operador de cobordo § tal que (du, z) +
(—1)dee¥(y, ) = 0, para u € Howmg(F,M)" e T € Fp,1.

Defini¢ao 2.4. Definimos a cohomologia de G com coeficientes em M por
H*(G; M) = H*(#rc(F, M)).

Exemplo 2.5. Como mostramos anteriormente, temos Homg(Z, M) = M. Assim, dada a
sequéncia exata Fi — Fy — Z — 0 conseguimos a sequéncia exata 0 — Homg(Z, M) —
Homg(Fy, M) — Homg(F1, M) e portanto temos que

H°(G; M) = MC.
Exemplo 2.6. Seja G um grupo ciclico infinito com gerador ¢, considere
0—ZG™ ZG 5 7 — 0,
que é uma resolucdo livre. De fato, primeiro notemos que
(t—1) (Z a,—ti) =Y ait"™ =) ait' = (a; — ai)t (2.4)
i€Z i€Z i€Z i€z

Agora provaremos que (¢ — 1) é injetiva. Seja Y ez ait* € ker(t — 1). Logo, por (2.4) a; = a; para
todo 4, j € Z. Como a; = 0 para todo indice, exceto possivelmente para uma quantidade finita
de indices, temos a; = 0 para todo i. Logo t — 1 ¢é injetiva. A sobrejetividade de € ¢ clara.
Observe que por (2.4) im(¢ — 1) C ker(e). Falta provar entéo que ker(e) C im(¢ — 1). Seja
T = Yiezait’ € ker(e). Entdo, Y ;cza; = 0. Definimos para cada k, by = — Y ;5 a;. Como
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Yicz @i = 0, by = 0 para todo indice, exceto possivelmente para uma quantidade finita de indices.
Além disso, by — b1 = ap,1 e, portanto,

(t—1) (Z bkt’“> D ST by — b )t = Zakﬂt’”

k

Logo, = € im(t — 1), concluindo que é uma resolugao.
Assim, H,(G; M) é a homologia de

0 MM

e H*(G; M) é a cohomologia

M= M—=0-—....
Assim H'(G; M) = Hy(G; M) = Mg, H,(G; M) = H(G; M) = MS e H)(G; M) = H (G; M) =
0 para ¢ > 1.

Exemplo 2.7. Scja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador ¢, temos entao a resolugao

Y el=// e\ Je A=/ cRu /)] (2.5)

em que N = Yt Observamos que de fato (2.5) é uma resolucio livre. Consideremos
" aitt € ker(t — 1) ou seja,

(t—1) (Z @1751) (an—1—ao) +t(ap —ar) + - +t" " (an—s — an_1) = 0.

Logo ag = a; = - -+ = a,_ ¢, portanto, Y7 at’ = aN, isto é, ker(t — 1) C im(N). Além
disso, considere » 17, a,tZ € ker(N), ou seja,

N (Z aiti> =14 -+ t"Yag+ - +a,t")
=0
=(ag+ -+ an1)+(a+ - +ap)t+-+(ag+- - +a_ )" =0,

assim ag + - - - + a,_1 = 0. Considerando ag = —a; — - -+ — a,_1, temos que

N(Ejmﬁ):-ﬂl—~.—am4+ag+aﬂ2+~'+am4ﬂ*

=ai(t—1)+a(l+t)t—1) 4 +ap1(1+t+-+t"2)(t—1)
=(a;+as(1+t)+ - +ap (1+t+---+t" D)t - 1),

portanto ker(N) C im(t — 1).

Note ainda que N(t — 1)(X1,) a;t') = 0 e que (t — 1)N (X7, a;t') = 0, concluimos entdo
que a sequéncia € exata e, consequentemente, ¢ uma resolucao prmetwa.

Assim, H,(G; M) ¢ a homologia de

AME M E S M
e H*(G; M) é a cohomologia de
MY ME3 S S

Note que, para todo g € G existe 0 <z <n —1 tal que g = t*. Logo Ng = t* +t*T1 + ... +
gt = " T -+ #7 1 = N, assim Ngm = Nm para todo
m € M e portanto im(N) = NM C M¢.

Note que, pela propriedade universal do quociente, N induz um morfismo N : Mg — M€
tal que N(m) = N(m) € Mg, chamado de morfismo norma (estes fatos valem para qualquer

grupo G finito, em que N = Y g). Pelo que fizemos até agora neste exemplo, conseguimos
concluir que
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(a) para i fmpar (i > 1)

—_— G —_—
Hi(G; M) = H*(G; M) = ki(lt( N)l) = %M = coker(N)

(b) para i par (i > 2)

Hy(G; M) = H(G; M) = .ker(N)

m—1) = ker(N).

Se considerarmos agora a mesma resolucao projetiva, mas utilizando coeficientes em 7,
temos que o complexo pode ser visto como

Szl 7z5%7

Portanto,
Hy(G) =17,
k
H(G) = .er(O) = Zy, se i é impar e
im(n)
k
H;(G) = 116171"(((?)) = 0 se 4 é par ndo nulo.

Exemplo 2.8. Seja F, = C,(G) um complexo de cadeia ordenado de Z sobre ZG, em que
F,, é o Z-m6dulo livre gerado por (n + 1)-uplas (go,- - ,gs) de elementos de G, e a G-agdo é
dada por g- (go, - ,9n) = (990, - , 99n) (esta é conhecida como descri¢do homogénea). Além
disso, temos que o operador de bordo 8: F,, — F,_; é dado por 8 = I ,(—1)d;, em que
di(go, -+ y9n) = (9o, Gis -+ , gn) (repare que o operador 9 define uma sequéncia exata) e o
morfismo de aumento €: Fy — Z é dado por £(gg) = 1.

Como uma base de um ZG-mddulo livre F;,, podemos considerar as (n + 1)-uplas cujo
primeiro elemento é o 1, assim temos (1, 1,9192, - , 9192 * - gn), qQue também pode ser escrita
na notagdo bar:

g1 ---192) = (1, 91,9192, , 9192 - - Gn)-

Podemos entdo, calcular 9: F,, — F,_1 em termos dessa ZG-base [g1|- - |gn] € teremos que
9 =3"(—1)"d;, em que d; é um ZG-morfismo dado por

91192 - -+ |9l t=0
dilg1] -+ |gn] = [91] - - |9i-119iGiv1|Gival - |gn] 0 <i<mn
[91] - - - |gn—1] i=n.

Chamamos a resolugdo F, de resolugdo standard ou também conhecida como resolugdo bar.
Em dimensoes mais baixas, temos uma resolugao da seguinte forma

ELEAFRB7265 750,

em que 93([g1]g2]) = g1[g2] — [g192] + [g1], Du([g1]) =1 —1 e e(1l) =1.

Para os casos C,(G, M) e C*(G, M), estamos considerando FQgM = MQcF ¢ H#omq(F, M),
respectivamente. Um elemento de C,(G, M) pode ser escrito unicamente como soma de ele-
mentos da forma m & [g1] ... |gn], Ou seja, como uma soma formal com coeficientes em M dos
sfmbolos [g1] ... |gn]. O operador de bordo 0 : C,(G, M) — C, 1(G, M) é dado por

Om®gil...|g.]) =mg1 ®[gal|...|ga] —m @ [g1g2] ... |gn] +--- + (=1)"m R [g1]. .. |gn-1].



22 Capitulo 2. (Co)homologia de grupos

Similarmente, um elemento de C™(G, M) pode ser visto como uma fungao f: G — M. O
operador de cobordo 6: C" (G, M) — C"(G, M) é, a menos de sinal, dado por

Of) g1, 9n) = 91 f (92,5 9n) = (G192, gn) + -+ (=1)" g1, gnr)-

Por convengao, se n = 0, entdao G™ é um conjunto de um elemento, assim, C°(G, M) = M.

di(gO,"' 7gn) = (907"' 7gia”' 7gn)

O morfismo de aumento ¢ : Fy — Z é dado por £(go) = 1.

2.3 Extensao e coextensao de escalares

Seja a: R — S um morfismo de anéis. Entao, qualquer S-médulo pode ser considerado
como um R-médulo via «, isto é, se M é um S-médulo (a esquerda), M também pode ser visto
como um R-mdédulo (& esquerda) com a agao dada por r-m = «(r) - m.

No sentido contrario, queremos estudar as construgoes de R-mdédulos para S-médulos. Para
qualquer R-médulo (& esquerda) M, consideramos o produto tensorial S ®g M, em que S é
visto como um R-mdédulo & direta com agao dada por s-r = s - a(r). Pela associatividade de S,
essa acao a direita de R em S comuta com a acao natural a esquerda de S nele mesmo. Assim,
podemos ver S @z M um S-médulo (a esquerda) de forma que s- (s ® m) = ss’ @ m.

Definicao 2.9. As duas construcoes acima definem funtores chamados de restricao por escalares
e extensao por escalares, respectivamente.

Existe um morfismo natural i: M — S @z M dado por i(m) = 1 ® m. Note que, para
r € R, temos 1 ®rm = a(r) ®m = a(r) - (1 ®m). Assim i(rm) = a(r)i(m), ou seja, i ¢ um
morfismo de R-mdédulos, em que o S-médulo S ®gz M é visto como um R-mddulo pela restricao
por escalares. Além disso, vale a seguinte propriedade universal:

Proposic¢ao 2.10. (Propriedade universal) Dado um S-mddulo N e um morfismo de R-mddulos
f: M — N, existe um unico morfismo de S-mddulos g: S @g M — N, dado por, g(s @ m) =
s- f(m) tal que gi = f.

M —— S@r M

g
k
N
U

Assim, temos que
Homg(S @r M, N) = Homg(M, N) (2.6)

mostrando que a extensao de funtores escalares (R-mod) — (S-mod) é adjunta a esquerda para
a restrigao por escalares dos funtores (S-mod) — (R-mod). A propriedade universal, proposigao
2.10, nos diz que S ®r M é o menor S-mddulo que recebe um morfismo de R-mddulos de M.

Note que, se M = N na proposicao 2.10, isto é, vendo como um R-moddulo por restrigao por
escalares e f = idy, teremos para qualquer S-médulo N um morfismo de S-médulo canonico
S®r N — N dado por s ® n + sn. Além disso, este morfismo é sobrejetivo e, visto como um
morfismo de R-mddulos é uma sobrejecao que cinde.

Dado um R-médulo (a esquerda) M, consideremos o grupo abeliano Homg(S, M), em
que S é visto como um R-médulo a esquerda dado por r - s = a(r)s. Como a a¢ao natural a
direita de S nele mesmo comuta com a acao a esquerda de R em S, podemos ver Hompg(S, M)
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como um S-moédulo a esquerda de forma que (sf)(s’) = f(s's) para f € Homg(S, M) (pela
contravariancia do funtor Hom a ac@o a direita de S nele mesmo induz uma agao a esquerda de

S).

Defini¢ao 2.11. O S-mddulo Hompg(S, M) acima é dito ser obtido de M por coextensao de
escalares de R para S.

Existe um morfismo natural 7: Hompg(S, M) — M dado por «(f) = f(1). Note que, para
r € R, temos w(a(r)f) = (a(r)f)(1) = fla(r)1) = fla(r)) = r- f(1) = r-7(f), logo 7w é um

morfismo de R-médulos se o S-médulo Hompg(S, M) é visto como um R-médulo pela restricao
por escalares. Além disso, vale a seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.12. (Propriedade universal) Dado um S-médulo N e um morfismo de R-mddulos
f: N — M, existe um tinico morfismo de S-médulos g: N — Hompg(S, M), dado por g(n)(s) =

f(sn), tal que mg = f.

Hompg(S, M)
o s
N f} M
O
Assim, temos que
Homg (N, Hompg(S, M)) = Homg(N, M), (2.7)

mostrando que a coextensao de escalares é adjunta a direta para a restrigao por escalares. A
propriedade universal 2.12 nos diz que Homg(.S, M) é o menor S-médulo que é mapeado em M
por um morfismo de R-médulos.

Note que, se M = N é visto como um R-moédulo e f = idy, teremos pela proposicao 2.12
um morfismo de S-médulos candnico

N — Hompg(S, N) (2.8)

dado por n — (s +— sn). Além disso, este morfismo ¢ injetivo e, visto como um morfismo de
R-modulos, é uma injegao que cinde.

Exemplo 2.13. Se a é o morfismo de aumento ¢ : ZG — Z entao o funtor de “extensao de
escalares” de ZG-mddulos para Z-moédulos é M — Mg e o funtor de “coextensao de escalares” é
M — M.

2.4  Modulos induzidos e coinduzidos

Definicao 2.14. Sejam H e G grupos tais que H C G e considere o morfismo inclusao
ZH — 7G. Neste caso, a extensdo de escalares (resp. coextensao) é chamada de inducao (resp.
coindugao) de H para G. Escreveremos da sequinte forma

ZG @y M = Tnd§; M

Homyy (ZG, M) = Coind§, M

para um H-modulo M. Temos que Indﬁ} M € chamado de moédulo induzido e Coindﬁ} M de
coinduzido.
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Observe que ZG é um ZH-mddulo livre a direita, pois a acao de translacao a direita de H
em G é livre. Como base, podemos pegar qualquer conjunto E de representantes para as classes
laterais a esquerda gH. Deste modo, temos que ZG ®zy M, como um grupo abeliano, admite
uma decomposicao

2G Qzu M =P g M (2.9)

ger

emque g M ={gm:me M}egx M= M via g @ m < m.

Proposicao 2.15. O G-mddulo Ind$; M contém M como um H-submddulo e é a soma direta
de copias de gM , em que g varia sobre algum conjunto de representantes das classes laterais a
esquerda de H em G.

Demonstracao. Seja 1 o representante da sua classe lateral, assim, o morfismo canonico i: M —
7.G ®zg M de H, definido na secao anterior, mapeia M isomorficamente na sua imagem 1 ® M.
Entéo, basta usar i para ver M como um H-submédulo de Ind$ M. Além disso, o somando
direto g ® M anterior (2.9) é apenas a transformagao desse H-submédulo sobre a agao de g,
pois g+ (1 ®m) = g ® m. O

A segunda parte da proposicao anterior 2.15 nos diz que

Indj M= @ gM. (2.10)
geG/H

Note que o lado direito dessa igualdade faz sentido, pois M é mapeado nele mesmo pela acao de
H, logo o subgrupo gM de Indg M depende apenas da classe de g em G/H.

Observe que (2.10) caracteriza completamente G-mdédulos da forma Indg M. Mais precisa-
mente:

Proposigao 2.16. Seja N um G-mdédulo cujo grupo abeliano subjacente € a soma direta ®;erM;
e suponha que exista uma acdo de G em I transitiva tal que gM; = My; para todo g € G e i € 1.
Seja M um dos somandos M; e H C G o grupo de isotropia de i. Entao M ¢ um H-mddulo e
N = Ind% M.

Demonstragao. Claro que M é um H-submodulo de N e pela propriedade universal 2.10, obtemos
que a inclusao de M em N se estende para um morfismo de G-modulos Indg M

M —— Ind§ M

Além disso, quando aplicamos ¢ no somando gM de Ind% M, ¢ mapeia isomorficamente no
somando M. Em outras palavras, todo somando direto de Indfl M é isomorfo a um somando
direto de N. Além disso, podemos ver G/H como a 6rbita de i e portanto somandos diretos
diferentes de Indg M sao mapeados em somandos diretos diferentes de N. Por fim, como a
agao ¢ transitiva, a érbita de ¢ é todo I e portanto todo somando direto de N é isomorfo a um
somando de Ind$; M. Logo ¢ é um isomorfismo. O

Corolario 2.17. Seja N um G-mddulo cujo grupo abeliano subjacente € da forma @;c; M;.
Assuma que a G-acdo permuta os somandos de acordo com alguma acao de G em I. Seja G; o
grupo de isotropia de i e considere E o conjunto de representantes para I mod G. Entao M; é
um Gi-modulo e existe um G-isomorfismo N = @,cp Indgi M;.
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Demonstragao. Temos que I = J;ep G, assim N = @;c; M; = @jicp (EBJ-GGi Mj) e também M;
é um G;-modulo, pois M; é invariante pela agao de g;. Utilizando o isomorfismo de 2.16 obtemos
B cci M; = Indg,; M;, assim N = @,y Indg; M,. O

Exemplo 2.18. O médulo de permutacao Z[G/H] é isomorfo a Ind$ Z, em que H age trivi-
almente em Z, pois se escrevermos Z[G/H] como soma direta de somas de Z, basta utilizar a
proposicao 2.16. Outra forma de ver é pela prépria definicao de Indg 4.

Observe ainda que o somando gM de Indg M é fechado sobre a acao de gHg™ !, portanto
gM é um gH g '-mdédulo. Note também que a acao de ¢! nos dé uma bijecdo f : gM 5 M tal
que f(kn) =g 'kg- f(n), para k € gHg™' e para n € gM. Portanto gM pode ser identificado
com o gH g '-médulo obtido pelo H-médulo M pela “restricao por escalares” via o isomorfismo
de conjugacio gHg ' = H.

Para qualquer G-médulo N, denotamos por Resg N o H-moédulo obtido da restri¢ao por
escalares de GG para H.

Proposicao 2.19. (a) Sejam N um G-mddulo e H subgrupo de G. Entdao existe um isomor-
fismo de Z.G-maddulos
Ind% Res; N = Z[G/H] ® N,

em que G age diagonalmente no produto tensorial.

(b) Sejam H e K subgrupos de G e considere E um conjunto de representantes das classes
laterais duplas KgH. Para qualquer H-modulo M, existe um K-isomorfismo

Res% (Ind$ M) = P IndgmgHg_l(Res‘}%‘;;g,l gM).
geE

Em particular, se H <1 G, entao existe um H-isomorfismo

Res%(Indf; M) = @ gM.
geG/H

Demonstragdo. (a) Primeiro, note que ZG @z N = Ind% Res$ N. Consideremos entao os
morfismos

0: ZG ®zy N — Z|G/H] ® N
gn—gH Xg-n

¢ Z|G/H)® N — Z.G ®@zu N
gH@n—g® gt n.

Pode-se verificar que ¢ esta bem definida, e temos que ¢’ também estd, pois dados g, go € G
tal que gg; ' € H, temos

909 n=g9,'9%g 'n=g0%g'99 'n=go®gy"n.

Além disso, temos que

1

PP (gH®n))=¢lgog ' n)=gH®g-g 'n=gH®n

Plplgon)=¢(gH®g-n)=gxg'gn=gxn
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e, portanto provamos que existe o isomorfismo desejado.

(b) Sabemos que os somandos do Ind M = Dyecc/n gM sao permutados pela agao de K de
acordo com a agao de translagao a esquerda de K em G/H. Como as drbitas de K em G/H sao
as classes laterais duplas KgH e o grupo de isotropia de K na classe lateral gH é K NgHg™*,
pelo coroldrio 2.17, segue a primeira parte de (b). Para H < G, o resultado é claro.

O

Se H = {1}, obtemos:

Corolario 2.20. Seja M um G-mddulo e seja My seu grupo abeliano subjacente. Assim 7.G & M
(com a G-agao diagonal) é canonicamente isomorfo ao mddulo induzido Z.G & My. Em particular,
7G ® M € um ZG-maodulo livre se M € livre como wm Z-mdodulo.

Podemos estender a proposicao 2.19(a) para um caso ainda mais geral:

Proposicao 2.21. Para quaisquer H-modulo M e G-mdédulo N, existe o isomorfismo de Z.G-
modulos
N ®Ind§ M = Ind% (Res$; N @ M),

em que o produto tensorial da esquerda tem a G-acdo diagonal e o da direita tem a H-acao
diagonal.

Demonstragao. Pela proposicao 2.15, temos

N @ Ind$ M= N ® ( P g]W)
geG/H

= P (NegM), (2.11)
geG/H

que possui N ® M como somando direto do grupo abeliano subjacente. Vendo (2.11) como o
H-médulo Resg N ® M com a agao diagonal, de forma que H é seu grupo de isotropia (a agao
de h em gH é trivial), temos pela proposi¢ao 2.16 o isomorfismo desejado. O

A coindugao possui propriedades analogas aquelas de inducao dadas anteriormente, mas
a soma direta sera substituida pelo produto direto. Porém, para reformular as afirmacoes,
precisaremos de algumas notacoes: se m: N — M; e my: N — My sao sobrejegoes de grupos
abelianos, entao escrevemos m; ~ my se existe um isomorfismo h : M; 5 M, tal que hmy = mo,
ou equivalentemente, se ker(m;) = ker(my). Se m: N — M é uma sobrejecao e N possui uma
estrutura de G-médulo, entao denotamos por 7g, para g € GG, a sobrejecao de N para M definida

por (mg)(x) = m(gx).

Definicao 2.22. Uma decomposicao em produto direto de N é uma familia de sobrejecoes
(m; « N = M,;)ier tal que o morfismo correspondente N — [[;c; M; € um isomorfismo.

Agora, podemos fazer os andlogos das proposicoes 2.15, 2.16, 2.17 e 2.19, faremos aqui
apenas o analogo de 2.16 é:

Proposicao 2.23. Seja N um G-maodulo do qual seu grupo abeliano admite uma decomposicao
em produto direto (w;: N — M;);er. Assuma que existe uma agao transitiva a direta de G em
I tal que m;g ~ m;q para todot € I e g € G. Sejam: N — M um dos m; e H C G o grupo de
isotropia de i. Assim M herda de N uma estrutura de H-mddulo, ¢ N = Coind% M.

Logo, como o produto direto indexado por um conjunto finito pode ser visto como uma
soma direta, obtemos

Proposigao 2.24. Se (G : H) < oo entio Ind$; = Coind? .
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Demonstragao. Seja @o: M — Hompy(ZG, M) o H-morfismo tal que

gm, g€ H

wo(m)(g) = {07 ¢ H

Pela propriedade universal, propriedade 2.10, conseguimos estender ¢y para o morfismo
¢ ZG @z M — Hompy (ZG, M) tal que (g @ m) = g - po(m).
Podemos entao definir o morfismo

’l/)l HOHIZH(ZG, M) — 7.G ®ZHM
fre 2 9@ flg™).

geG/H

Note que

(po)(f)lg) = 90( > g®f(9‘1)) (9"

geG/H

= > wlg® flgN()

geG/H

= > (g 9(flgMN()

geG/H

= Y wolfla))(d9)

geG/o

e temos que

sﬂo(f(g‘l))(g’g)={g/gf(g_l)’ Q’QEH_{ﬂg'), ggeH

0, gg¢ H |0, gg¢ H.

Assim, temos que Y- cq/ir wo(f(97"))(¢'g) possui apenas um dos somandos nao nulo, j& que se
)

g'g ¢ H, entao ¢o(f(g"))(g'g) = 0, portanto (v o ¢)(f)(g') = f(g')
Além disso,

(Wow)(g' ®@m)=1(g - po(m))

= > 9®gpo(m)(g")
geEG/H

= > 9®@(m)(g 'y
geG/H
para g~ g’ € H, temos portanto (¢ o p)(¢’ @ m) = ¢ @ m.
Concluimos entdo que 9 é inversa da ¢ e portanto Ind§, = Coind}.

Proposicao 2.25. (Lema de Shapiro) Se H C G e M é um H-mddulo, entdo

H.(H; M) = H,(G;Ind$ M)

H*(H; M) = H*(G; Coind§, M).
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Demonstracdo. Seja F' uma resolucdo projetiva de Z sobre ZG. Entao F' é uma resolugao
projetiva de Z sobre ZH, assim

H.(H,M) = H,(F Q1 M).

Mas sabemos que F' Qzy M = F Q6 (ZG Qzu M) = F Q¢ (Indg M), portanto segue o primeiro
isomorfismo.

O segundo isomorfismo segue da propriedade universal de coindugao, que implica a equagao
(2.7), ou scja s g (F, M) = s (F, Coind$ M). O

2.5 H, e H* como funtores de médulos coeficientes

Sabemos que os funtores F' ®¢ — e Homg(F; —) sdo funtores covariantes, da mesma
forma teremos entdo que H.(G; —) e H*(G; —) séo funtores covariantes de médulos coeficientes.
Algumas propriedades desses funtores sao dadas na proposicao abaixo.

Proposigao 2.26. (i) Existe um isomorfismo natural Hy(G; M) = M.

(i’) Eziste um isomorfismo natural H(G; M) = MC.

(ii) Para qualquer sequéncia exata 0 — M’ ML M 0 de G-mddulos e qualquer inteiro
n > 1, existe um morfismo natural 9: H,(G; M") — H,_1(G; M') tal que a sequéncia

oo Hy(G; M) = Hy(G,M") S Hy(G; M) = Ho(G; M) — Ho(G; M") = 0

é exata (em que os morfismos sem nome sdo os induzidos por i e j).

3

(ii’) Para qualquer sequéncia ezata 0 — M’ ML M 0 de G-mddulos e qualquer inteiro
n > 1, existe um morfismo natural 6: H*(G; M") — H"(G; M') tal que a sequéncia

0 — H(G; M") — H*(G; M) — H(G; M") % HY(G; M') — H(G; M) — ...
€ ezxata.
(i1i) Se P é um ZG-mddulo projetivo, entdo H,(G; P) =0 para n > 0.
(11i’) Se Q € um ZG-mddulo injetivo, entdo H™"(G; Q) = 0 para n > 0.

Demonstragdo. Os isomorfismos de (i) e (i’) foram provados nos exemplos 2.2 e 2.5, respectiva-
mente. Sejam M e N ZG-médulos e f: M — N um morfismo, o diagrama abaixo é comutativo,

Ho(G: M) ™99 Hy(G: N)

[ Jew

7 ®ga M 220, 79,6 N

pois ((iId®f) o pu)(M) = (Id&f) (1 ® m) = 1® f(m) = on(f(m)) = (on o Ho(G, f))(m),
seguindo a naturalidade de (i). A naturalidade de (i’) segue de forma similar.

(ii) Considere a sequéncia exata dada e uma resolugdo projetiva F' de Z sobre ZG. Teremos
entao a seguinte sequéncia de complexos de cadeia:

0 M RF +>MeF M ®cF —0,
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que é exata pela planaridade de F' e, portanto, vale a sequéncia exata longa de homologia. (ii’)
De forma similar ao anterior, consideramos uma resolucao projetiva F' de Z sobre ZG e obtemos
a seguinte sequéncia exata de complexos de cocadeia:

0 = Howmg(F,M') = Hormg(F, M) = Hermg(F,M") =0

que é exata pela definicao de projetivo e, portanto, vale a sequéncia exata longa de cohomologia.
(iii) e (iii’) Seguem da definicdo de H, e H* e pelo fato de — ®¢ P e Homg(—, Q) serem
exatos. O

Note que, em (ii) da proposi¢do 2.26, a naturalidade significa que para qualquer diagrama
comutativo

0 s M’ sy M s M" » 0
[
0 s N/ > N > N » 0

com linhas exatas, o quadrado

H,(G,M") —2 H, (G, M)

! |

H,(G,N") —2— H,_,(G,N')
é comutativo.

Exemplo 2.27. Se M = 7Z, pelo Lema de Shapiro 2.25, temos

H,(H) = H.(G,Z|G/H])). (2.12)
Caso (G : H) < 0o, temos pela proposi¢do 2.24, Indf,, i Coindg , assim
H*(H,Z) = H*(G,Z|G/H)). (2.13)

Similarmente, se assumimos (G : H) < oo, conseguimos que
H*(H,ZH) = H*(G,ZQG), (2.14)

pois ZG Qzy ZH = ZG. Note que, H,(H,ZH) = H,(G,ZG) também vale, mas, pela proposigao
2.26(iii), sabemos que ndo é de nosso interesse.

Defini¢ao 2.28. Dizemos que um mddulo projetivo é H,-aciclico quando a propriedade (iii),
da proposicao 2.26, ¢ satisfeita e que um mddulo injetivo é H*-aciclico quando a propriedade
(113°), da proposi¢do 2.26, € satisfeila.

Definicao 2.29. Seja T um funtor de R-mddulos para grupos abelianos. Dizemos que T ¢é
effaceable se todo mddulo M é o quociente de um mddulo M tal que T (M) = 0._Sz'milarmente,

T € dito coeffaceable se todo mddulo M pode ser injetado em um M tal que T(M) = 0.

Podemos notar que, se T'(P) = 0 para todo médulo projetivo P, entdo T' é effaceable. Além
disso, se T é effaceable, entdo T'(P) = 0 para todo projetivo P. De fato, suponha T effaceable e
P um médulo projetivo. Por definicio, existe um médulo P tal que T'(P) = 0 e um morfismo
sobrejetor 7 : P — P. Como P é projetivo, m é uma sobrejecdo que cinde. Portanto, aplicando
o funtor T', obtemos a sobrejecao que cinde T'(r) : T'(P) — T(P) e como T'(P) = 0, devemos
ter T(P) = 0. Logo, pela proposicao 2.26(iiil) temos que H,(G, —) é effaceable para n > 0 e por
(iii”), H"(G; —) é coeffaceable para n > 0, isto é, todo médulo M pode ser injetado em um M

tal que H"(G, M) = 0.
Aplicando o Lema de Shapiro 2.25 para H = {1}, temos:

Corolario 2.30. Mddulos induzidos ZGQ A sdo H,-aciclicos e mddulos coinduzidos Hom(ZG, A)
sao H*-aciclicos.
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2.6 Mudanca de dimensao

Como acabamos de ver na segao anterior, H,(G; —) é effaceable e H"(G; —) ¢é coeffaceable
para n > 0. Isto nos permite agora utilizar a técnica de mudanca de dimensdo: dado um
G-médulo M, escolha um médulo H,-aciclico M que mapeia sobrejetivamente sobre M (por
exemplo, considere M = ZG @ M) e seja K = ker{ M — M}. Logo, pela proposicio 2.26(ii), a
sequéncia exata 0 — K — M — M — 0 fornece a sequéncia exata

o Hoy (G M) — Hy(G M) S Hy (G K) — Hy (G M) — -+ - .
Assim, para n > 1, d é um isomorfismo e para n = 1, 9 é um monomorfismo. Logo,

Hn—l(G; K)7 n>1

ker{ Hy(G; K) — Ho(G; M)}, n=1. (2.15)

H,(G; M) = {
Podemos perceber que, a principio, uma questao sobre H,, pode ser reduzida para uma questao
de H,_ 1, desde que estejamos dispostos a mudar o coeficiente.

De forma similar, mergulhando M em um modulo H*-aciclico M (por exemplo, M =
Hom(ZG, M)) e considerando C' = coker{ M — M}, encontramos:

H"YG;0), n>1

— (2.16)
coker{ H*(G; M) — H°(G;C)}, n=1.

H"(G;M) = {

Observe que a partir destes argumentos, a “teoria de homologia” com propriedade analogas
a (ii) e (ili) da proposigao 2.26 é completamente determinada pelo funtor Hy. Similarmente, a
“teoria de cohomologia” satisfazendo (ii’) e (iii’) da proposigdo 2.26 ¢ determinada por H". O
que faremos nesta secao sera para formular melhor essas ideias e prova-las.

Sejam R um anel arbitrério e T' = (T},)nez uma familia de funtores covariantes de R-médulos
para grupos abelianos. Assumiremos que é dado um “morfismo de conexao” 0 : T,(M") —
T,,—1(M’) para toda sequéncia exata curta 0 — M’ — M — M"” — 0 de R-mé6dulos. Além disso,
¢ necessario que 0 seja natural, no sentido do comentario apds a proposicao 2.26, e que todas as
composigoes sejam zero na sequeéncia

oo Tyt (M) S T (M) = To(M) = To(M") S Ty (M) = -+ (2.17)

Definig¢ao 2.31. Se T' for da forma acima, diremos entao que T (ou, mais precisamente (T',0))
¢ um O-funtor. Se T também satisfizer T,, = 0 para n < 0 e (2.17) for exata para toda sequéncia
exata curta 0 — M’ — M — M" — 0, diremos que T ¢ um funtor homoldgico.

Exemplo 2.32. Na proposigao 2.26(ii), temos que H,(G; —) é um funtor homolégico na categoria
dos G-modulos.

Note que, se S e T sao 0-funtores, entao um morfismo de S para T é uma familia ¢ de
transformacoes naturais ¢, : S, — T, tal que o quadrado

Sp(M") —2— S, (M)
son(M”)l lﬂon—l(M')
T (M") —2— T, (M)
comuta para toda sequéncia exata curta 0 — M’ — M — M"” — 0 e todo n.

Teorema 2.33. Seja H um funtor homologico tal que H, ¢ effaceable paran > 0. SeT é um
O-funtor arbitrdario e po: Ty — Hy € uma transformacao natural, entao @q se estende unicamente
para um morfismo p: T — H de O-funtores. Esse morfismo ¢ é um isomorfismo se, e somente
se, as sequintes condicoes valem.:
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(i) wo € um isomorfismo.
(i1) T € homoldgico.
(ii1) T, € effaceable para n > 0.

Demonstracao. Iremos mostrar primeiro que ¢y se estende unicamente para um morfismo
¢: T — H de 0-funtores. Queremos construir ¢,,: 1T,, = H,, de forma que

Tn(M”) L) Tn—l(-]\/f/)
%(M”)l lcpn_l(l\f’) (2.18)
Hn(MH) L} Hn—l(-]\j/)

comuta para toda sequéncia exata curta 0 — M’ — M — M"” — 0. Para n < 0 ndo ha o que
fazer, todos os diagramas (2.18) comutam automaticamente. Assim, assumimos que n > 0 ¢
que ¢,_1 tenha sido definido. Para qualquer médulo M, escolha uma sequéncia exata curta
0— K% P — M — 0 com P projetivo, e considere o diagrama

T, (M) S T, 1 (K) —2%— T, (P)
SDn(M) J{g&nfl(K) l@nfl(P) (219)
0= H,(P) — H,(M) —" H, (K) —“— H,_(P).

Queremos definir ¢, (M): T,,(M) — H,(M). Note que, pela definigao de 0-funtor, a compo-
sigdo na primeira linha de (2.19) é zero e por ser uma sequéncia exata longa de homologia
a linha de baixo é exata. Além disso, o quadrado da direita comuta pela naturalidade de
¢n—1. Consequentemente, existe um unico morfismo ¢, (M) que faz o diagrama (2.19) comu-
tar. De fato, note que dado a € T, (M), temos (¢,_1(P) o ¢, 0 d)(a) = 0 e pela naturalidade
de ¢,—1 obtemos que (L. 0 p,_1(K) 00)(a) = 0, isto é (¢n_1(K) 0 0)(a) € ker(r,) = im(0).
Logo, como Hy,(P) = 0, existe um unico b € H,(M) tal que 9(b) = (pn_1(K) o d)(a). Defina
entao p,(M)(a) = b e teremos a comutatividade desejada. Resta mostrar que ¢,(M) é um
morfismo. De fato, dados a,a’ € T,,(M) consideremos b = ¢, (M)(a) e b’ = ¢, (M)(d), assim
b+ V) = 00) +0') = (pn1(K) 0 0)(a) + (pn-1(K) 0 0)(a') = (¢(K) o )(a + a'), logo
b+ b é o tnico elemento de H,(M) tal que (p, (K)o d)(a+ a') = b+ b. Por defini¢ao,
on(M)(a+d) =0+ = pp(M)(a) + ¢, (M)(a'). Além disso, como a definigdo de ¢, (M) foi
forcada pelo diagrama (2.18), a unicidade de ¢ do teorema é clara.

Se ¢ é isomorfismo, é claro que (i) vale. Além disso, como H é homoldgico, H, = 0 para
n > 0 e como ¢ ¢é isomorfismo, necessariamente, 7,, = 0 para n > 0 e toda sequéncia da forma
(2.17) é exata, pela naturalidade da ¢, ja que H é homoldgico. Assim, T' é homoldgico. Temos
também que, como H,, é effaceable para n > 1 e ¢ é isomorfismo, T, é effaceable para n > 0.

Basta mostrar agora que ¢, existe, provando sua boa defini¢cao, naturalidade e que todos
quadrados da forma (2.18) comutam. Para isso, usaremos o lema a seguir.

Lema 2.34. Seja ¢,(M) definido como anteriormente, seja 0 - K — P — M — 0 uma
sequéncia exata curta. Para qualquer diagrama
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com linha exata, o diagrama

Tn(f) Tn(N//) Is] Tn—l(N/)

«an(M)l lwn_l(w')
H'ﬂ(f) 1 0 /
Hn(M) —5 H"(N ) — Hn_l(N)
comuta.

Demonstracao. Como P é projetivo, o diagrama dado no enunciado pode ser completado para
um diagrama comutativo

0 K > P >y M > 0
I
N

0 > N’ > N" > 0

Considere entao o diagrama:

T (M) g T 1 (K)

on (M)
@ Pn—1 (I()

Hy(M) —2— H,_|(K)

Tn(f T
) min (2) i1e) (3) 1)

H,(N") —2— H, |(N')

Sonfl(N/) 4

T, (N") & y Th_1(N)

em que os morfismos 0 em (1) sdo morfismos de conexao associados a 0 - K — P — M — 0.
Assim (1) comuta por (2.19), (2) comuta por H ser um d-funtor, e (3) comuta pela naturalidade
de ¢,_1. Além disso, o quadrado de fora () comuta por T,, ser um 0-funtor. Portanto

Pn1(N') 000 T, (F) = ¢, 1(N') 0 T, 1(g) 0 0
2 Hy1(9) 0 pua(K) 00
2 H, 1(9) 0 0u(M)
2 90 Ha(f) 0 pu(M).
O

Agora, voltando para terminar a prova do teorema 2.33:

Seja f : M; — M, um morfismo arbitrario de R-mddulos. Escolha sequéncias exatas
0 — K; = P, — M; — 0 com P, projetivo (i = 1, 2), e defina ¢, (M;) : T,(M;) — H,(M;) como
em (2.19). Aplicando o lema 2.34 no diagrama

M,

K

0 > Ko > Py > My > 0
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concluimos que o retangulo de fora é um diagrama comutativo

Tn(f
T, (M) 29 1 (My) —2 Ty (K)

eOn(Ml)l lwn(Mﬂ l@n—l(Kz)
Hn(f
Ha(My) 2% H,(My) —2 H, 4 (Ko)

e por (2.19), temos que o quadrado da direita comuta e 0 : H,(My) — H,_1(K3) ¢ injetivo.
Assim, 9 0 @, (M) o T,,(f) = ¢n_1(K3) 0 0o T, (f) = 00 Hy(f) o ¢,(M;) e como O é injetiva,
segue a comutatividade do quadrado da esquerda. Concluindo que ¢, é natural. E também
mostra que @, (M) estd bem definido independentemente da escolha da sequéncia exata 0 —
K — P — M — 0. Finalmente, se 0 = M’ — M — M" — 0 é uma sequéncia exata qualquer,
podemos aplicar o lema 2.34 ao diagrama

M/I

Jo

0 M’ » M M » 0

para concluir que (2.18) comuta. Concluindo a ida do teorema.
Devemos provar agora que ¢, : T, — H,, ¢ isomorfismo. Observe que temos as sequéncias
exatas longas de homologia

oo = Hy (M) S Hy(K) — Hy(P) = Hy(M) S Hy ((K) — -

o

oo o Tt (M) S Ty(K) = Tp(P) — T (M) S Ty (K) — -

Como H,, e T, sao effaceable, temos que H,(P) = 0 = T,,(P) e assim segue o isomorfismo
T.(P) — H,(P). Suponha, por hipétese de indugao, que T,,_;(K) — H,_1(K) seja um isomor-
fismo e, pelas sequéncias exatas longas de homologia, H,(M) — H, (K) e T,(M) — T, 1(K)
sao isomorfismos. Logo, temos

. —— H,(K) — H,(P) —— H,(M) —— H, (K) — ---

e, como os quadrados comutam, T, (M) — H,(M) é isomorfismo. Portanto, ,, é um isomorfismo
para todo n.
O

Similarmente, podemos definir um d-funtor e um funtor cohomoldgico. E podemos provar:

Teorema 2.35. Seja H um funtor cohomologico tal que H™ é coeffaceable para n > 0. Se T
¢ um §-funtor arbitrdrio e ©° : HO — T € uma transformacgdo natural, entdo ©° se estende
unicamente para um morfismo @ : T — H de d-funtor. Esse morfismo @ é um isomorfismo se, e
somente se, as sequintes condicoes valem:

(1) ©° € um isomorfismo.
(11) T € cohomoldgico.

(i1i) T™ € coeffaceable para n > 0.
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2.7 H, e H* como funtores de duas variaveis

Considere a seguinte categoria €: um objeto é um par (G, M), em que G é um grupo
e M é um G-médulo; um morfismo em % de (G, M) para (G', M) é um par (o, f) em que
o : G — G’ é um morfismo de grupos e [ : M — M’ é um morfismo de grupos abelianos tal que
f(gm) = a(g)f(m) para g € G, m € M. Em outras palavras, f é um morfismo de G-médulos
se M’ é visto como um G-médulo via a. Dado (e, f), seja F (resp. F’) uma resolugdo projetiva
de Z sobre ZG (resp. ZG'), e seja 7 : F — F’ um morfismo de cadeia compativel com a, ou seja,
7(9z) = a(g)7(z) para g € G e x € F. Logo, existe um morfismo de cadeia 7 ® f : F Q¢ M —
F' @@ M', e 7 ® f induz um morfismo bem definido (a, f). : H(G; M) — H.(G'; M"). Assim,
H, se torna um funtor covariante de ¥ para a categoria dos grupos abelianos. No caso em que
M = M' e f =idpp escrevemos a, para (a, f). : H(G; M) — H,(G'; M'). Note que o morfismo
(e, f)« pode sempre ser escrito como a composi¢do

H.(6; M) ™80 16, M) & HG, M),
em que H,(G, f) faz sentido por f ser um morfismo de G-médulos.

Exemplo 2.36. Neste exemplo consideramos morfismos induzidos por conjugacao. Dados
H C G, um G-médulo M, e um elemento g € G, denotamos por c(g) : (H, M) — (gHg™ ', M)
o isomorfismo em % dado por

(h > ghg™, m s gm).

Para calcular c(g). : H.(H; M) — H,(gHg™'; M), escolhemos uma resolucio projetiva F' de
7. sobre Z(G e usamos F para calcular a homologia de H e gHg'. Consideramos 7 : F — F
definida por 7(z) = gz. Assim, 7Q f : F ®u M — F Q,pg,-1 M dado por £ @ m — gz  gm
induz ¢(g).. Neste caso, podemos perceber que o morfismo obtido é a ac¢do diagonal usual de g
em F'® M pela passagem para os quocientes.

Para z € H.(H; M), definimos gz = ¢(g).z € H.(9gHg™', M). No ponto de vista da descricao
de ¢(g)« a nivel de cadeia, temos:

Proposigao 2.37. Se h € H entdo hz = z para todo z € H,(H; M).

Demonstragdo. Note que c(h) : FQgM — F®g M é aidentidade, pois hx®@hm = zh ' Qhm =
z® h~'hm = z ® m. Logo c(h). é também a identidade. O

Corolério 2.38. Se H QG e M € um G-mddulo, entdo a agdo de conjugacio de G em (H, M)
induz uma a¢do de G/H em H.(H;M).

Demonstracdo. Basta notar que se g, ¢ € G sdo tais que gH = ¢'H, entdo g 'g’ € H e pela
proposigao anterior, temos g~!gz = 2 para todo z € H,(H; M), isto é, ¢’z = gz para todo
z € H(H; M). (I

Para cohomologia o que temos € similar. Consideremos & uma categoria com os mesmos
objetos de ¥, mas um morfismo (G, M) — (G', M') é um par

(@:G—=G, f: M — M).

Como antes, é necessério que f seja um morfismo de G-médulos, ou seja, f(a(g)m’) = gf(m/)
para g € Gem' € M'. Se F e F’ sio resolugoes sobre G e G' e 7: F — F’ é um morfismo de
cadeia compativel com «, entdo existe um morfismo de cadeia

%WZ(T, f) : jfmgl(F’, MI) — jfmG(F, M),
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que induz (a, f)* : H*(G'; M') —» H*(G; M). Assim, H* é um funtor contravariante de 2 na
categoria dos grupos abelianos. No caso em que M = M’ e f = idys escrevemos o™ para («, f)*.
Note que o morfismo (a, f)* é a composigao

(G5 M) S B G, M) TS 56 M.

Seja %y a subcategoria de € que consiste de todos os objetos (G, M) e de morfismos (¢, f) tal
que f é bijetiva. Assim % ¢é isomorfo a uma subcategoria de 2 por (o, f) — (a, f~'), portanto
H* pode ser visto como um funtor contravariante em %5. Note que os morfismos de conjugacao
c(g) anteriores estdo em %p. Com isso, temos um isomorfismo c(g)* : H*(gHg™'; M) — H*(H, M)
para quaisquer g € G, H C G, e G-médulo M. Se z € H*(H; M), definimos

g9z = (c(g)")"'(2) € H*(gHg™"; M).

Em termos de uma resolucao projetiva F’ de Z sobre Z(G, o morfismo 2z +— gz é induzido pelo
morfismo de cadeia vy (F, M) — 5o 4pqa-1(F, M) dado por

[ [z gf(g '),

em que utilizamos a agdo diagonal de g em % (F, M) restrito ao sub-complexo %y (F, M).
Caso g € H, obtemos também:

Proposicao 2.39. Se h € H entdo hz = z para todo z € H*(H; M).

Corolario 2.40. Se H <G e M € um G-mddulo, entio a aggo de conjugagio de G em (H, M)
induz uma ag¢do de G/H em H*(H; M).

2.8 O morfismo Transfer

Dado um G-médulo M e uma inclusdo a: H < G, pelo que ja vimos, existem os morfismos
a,: H(H;M) - H.(G; M) e o* : H*(G; M) — H*(H; M).

Defini¢do 2.41. Chamamos o* de morfismo de restricdo, denotado por res§,. Similarmente,
G

chamamos a. de morfismo de corestricao, denotado por cory.
O que queremos nesta segdo é mostrar que se (G : H) < 0o, entdo existem morfismos na
outra direcao, chamados de transfer. A existéncia desses morfismos é, de alguma forma, mais
sutil do que a de a, e o*; em particular, eles nao sao induzidos por morfismos nas categorias €
e 9 que acabamos de ver na secdo anterior.
Definiremos o morfismo transfer sobre quatro pontos de vistas diferentes (obviamente
equivalentes).

(A) Para qualquer G-médulo M e qualquer H C G temos a sobreje¢do canonica de
G-moédulos
7G Qza M — M (2.20)

e a injegdo canonica
M— HOIIIZH(ZG, M) (221)

Aplicando H,(G;—) em (2.20) e usando o Lema de Shapiro, obtemos o morfismo H.(H; M) —
H.(G; M) que coincide com c. Similarmente, se aplicarmos H*(G; —) em (2.21) e utilizando o
Lema de Shapiro, obtemos o* : H*(G; M) — H*(H; M). E, assumindo que (G : H) < oo, temos
pela proposi¢io 2.24 que ZG Qzxg M = Homyy(ZG, M). Consequentemente, podemos aplicar
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H*(G;—) em (2.20) e H,(G; —) em (2.21), obtemos ent&o os morfismos transfer que estdo indo
na outra direcao. E sao geralmente denotados por

cor : H*(H; M) — H*(G; M)

res : H,(G; M) — H,(H; M)

ou podemos chamé-los de tr§ se no contexto estiver claro se estamos nos referindo & H, ou H*.

(B) Para qualquer H C G, podemos ver H,(G;—) e H.(H;—) como funtores homolégicos
na categoria dos G-mdédulos e temos também que ambos funtores sao effaceable em dimensao
positiva, pela proposigdo 2.26 (iii) e (iii’). Assumimos agora que (G : H) < oo, e definimos
tr : Mg — My por tr() = Y jcme gm, em que T (resp. m) denota a imagem de m em Mg
(resp. My). Note que a soma faz sentido, pois ™ depende apenas da classe de g em H \ G.
Definimos agora res : H,(G; —) — H,(H;—) como a Unica extensdo de tr para um morfismo de
funtores homoldgicos, como no teorema 2.33. Podemos notar ainda que o res é compativel com
o funtor 0, no sentido que o seguinte diagrama comuta

H,.(G;M") —=— H,(H;M")

s s

Hn—l(G; M’) i) Hn—l(H; M’)

para toda sequéncia exata 0 — M’ — M — M" — 0. Além disso, pelo que ja vimos,
Ho(G; M) — Ho(H; M) é o mesmo que tr em dimensdo zero. Portanto é claro que as defi-
nigdes coincidem com aquelas dadas em (A). Similarmente, cor : H*(H; —) — H*(G; —) pode
ser definido como o tnico morfismo de funtores cohomolégicos do qual em dimenséo zero é
o morfismo tr : M¥ — M®, definido por tr(m) = > gec/u gm. Note ainda que um G-médulo
coinduzido ¢ também um H-moédulo coinduzido.

(C) Seja F' uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG. Entdo F ®y M = (F Q M)y e
F®gM = (F ® M)g. Definimos res : H,(G; M) — H,(H; M) como o morfismo induzido do
morfismo de cadeia tr : (FQM)g — (F® M)y, em que tr é como em (B). Note que em dimenséo
zero tr define um morfismo de funtores homolégicos, também como em (B). De forma similar,
Hoorrn(Fy M) = o9 (F, M)C ¢ oy (F, M) = Hor(F, M)¥ em que G age diagonalmente
no #». Portanto, existe um morfismo de cocadeia tr : S (F, M)* — 0. (F, M)€ que
induz cor : H*(H, M) — H*(G, M).

(D) Queremos utilizar o morfismo transfer do caso (C), utilizando uma resolugdo F(G) para
G e uma diferente F(H) para H, deste modo, precisamos de um H-morfismo de cadeia que
preserva aumento 7: F(G) — F(H) ao invés de utilizar o morfismo canénico H, (F(G)®y M) =
H.(F(H)®m M). O morfismo transfer entdo serd induzido por

F(@Q)®cM 5 F(G) @y M ™ F(H)®u M (2.22)
Hoorng(F(H), M) 7™ s 1 (F(G), M) S o (F(G), M), (2.23)

Considerando F(G) e F(H) resolugdes standard, por exemplo, podemos entéo escrever facilmente
o morfismo 7 como segue: escolha um conjunto de representantes para as classes laterais a direita
Hg. Logo, existe um tnico morfismo p: G — H tal que p(hg) = hp(g) para todo g € G, h € H
tal que p manda todo representante da classe lateral no 1; explicitamente, se g denota um repre-
sentante de Hg, temos p(g) = p(9319) = g 'p(g) = gg . Usando a descri¢do homogénea das
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resolugdes standard, podemos definir 7: F(G) — F(H) por 7(go, " ,9n) = (p(90), " , p(gn))-

Iremos agora dar algumas propriedades do morfismo transfer. Denotaremos por H(—; —)
tanto H, quanto H*.

Proposigao 2.42. (i) Dados K C HC G com (G: H) < o0,
cory = corG ocorll e resy = restioress .

(ii) Dados H C G com (G: H) < 00 e z € H(G; M), cor% res$ z = (G : H)z.

(111) Sejam H, K C G. Suponha que (G : H) < oo se H(—;—) = H* e que (G : K) < o© se
H(—;—) = H,. Nessas condigées

G G . K H_q*1
Tesy Corpg 2 = Z CorKﬂgHg—l ’I’Cé‘z(ﬂgHg,l gz
geE

para qualquer z € H(H; M), em que E € um conjunto de representantes das classes laterais

duplas KgH. Em particular, se H <G e (G : H) < 0o, entdo res$; cor$ z = Y gec/H 9% =

Nz, em que N =3 cq/n g € o elemento norma de Z|G/H|.

Demonstragdo. (i) Segue das definigdes de cor e res.
(ii) Provaremos o resultado para cohomologia. Considere o diagrama abaixo

res

G
H"(G; M) — H"(H; M)

~
~ a
o cory

~

H™(G; M).

Se n = 0, entdo para um elemento z € MY, temos que res$(z) € M ¢ basicamente o mesmo

elemento, pois M¢ < M*. Assim,
corjoresf(z) = Y. gz= Y z=(G:H)z.
geG/H geG/H

Indutivamente, se o resultado vale para n, utilizando a técnica de mudanca de dimenséo, temos
o diagrama comutativo

H"W (G, M) % H"(G; M)
H"(G;C) =5 H"(G;C)
em que C' = coker M — Hom(ZG, M). Logo, para z € H""}(G; M) temos
corores(z) = (6 ' ocororesod)(z) =0 (G : H)6(2)) = (G : H)z

concluindo a demonstracao de (ii).

(iii) Provaremos o resultado para cohomologia: Seja u € H#%».(F, M) representante
de z. Assim, res§ ocorf; z é representado por Y geg/y gu € Howme(F, M)® C How(F, M)¥.
Agrupando os termos gu que pertencem & mesma érbita de K em G/H, temos

> gu=2, > ko
geG/H 9EE keK/K,
em que K, = {k € K|kgH = gH} = K NgHg™'. Mas note que o lado direito da igualdade
-1

H
representa exatamente cork oHg—1 TSk ngrg—1 97 O
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Iremos agora enunciar os proximos resultados apenas para cohomologia, mas resultados
similares valem também para homologia.

Proposicao 2.43. Sejam M um G-modulo e H C G um subgrupo de indice finito tal que
H"(H; M) = 0 para algum n. Assim, H"(G; M) é anulado por (G : H). Em particular, se
(G : H) € inversivel em M (isto €, se a multiplicagio por (G : H) é um isomorfismo), entao
H™(G; M) = 0.

Demonstragao. A primeira parte da demonstragao segue da proposigao 2.42(ii). J& para a
segunda parte, basta notar que se (G : H) é inversivel em M, entao (G : H) é inversivel em
H™(G; M) e usando a primeira parte, segue que H"(G; M) = 0. O

Podemos reescrever a proposicao anterior paran > 0e H = {1}:

Coroléario 2.44. Se G ¢ finito, entao H"(G; M) ¢ anulado pela ordem de G para todo n > 0.
Se |G| € inversivel em M (por exemplo, se M é um QG-mddulo), entao H"(G; M) = 0 para
todo n > 0.

Segue que H"(G; M) admite uma decomposi¢ao priméaria

H"(G; M) =@ H"(G; M)y,
D

em que p varia sobre todos os primos que dividem |G| e H"(G; M) é a componente p-
priméria de H"(G; M). Agora, fixe p e considere H um p-subgrupo de Sylow de G. Como
(G : H) ¢ relativamente primo com p, pela proposicao 2.42(ii), temos que corfres$ é um
isomorfismo em H"(G; M),). Em particular, o morfismo de restri¢ao induz um monomorfismo

Hn(G; M)(p) — Hn(H; M)(p).

Definigao 2.45. Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e M um G-moddulo. Dizemos que
-1

um elemento z € H*(H; M) é G-invariante se resgmgHg_l z = res%‘q‘;Hg_l gz para todo g € G.

Se H <1 G dizemos apenas que z € H*(H; M)/,

Note que se z = res& w para algum w € H*(G; M), entdo z é G-invariante.

Teorema 2.46. Sejam G um grupo finito e H um p-subgrupo de Sylow de G. Para qualquer
G-mddulo M e qualquer n > 0, res$, mapeia H"(G; M)y isomorficamente no conjunto dos

elementos G-invariantes de H"(H; M). Em particular, se H < G, entao
H"(G; M) = H"(H; M)/,

Demonstragdo. Note que anteriormente ja dissemos que o morfismo de restri¢ao mapeia H" (G; M) )
monomorficamente nos elementos G-invariantes, assim, basta provar que qualquer invariante

z estd na imagem. Considere o elemento w = cor$ z € H"(G; M). Como H™(H; M) é anulado
pela ordem de H, temos que w € H"(G; M)(y). Assim

G _ H gHg™ 1!
resy w = Z COI‘ngHg—1 I'GSngHg_l gz
geH\G/H

= ) COTfingrg TS fingrg 1 2
geH\G/H

= > (H:HngHg')z
geH\G/H

=(G:H)z

em que H\G/H representa classes laterais duplas. Para a dltima igualdade, note que podemos
decompor G/H em H-6rbitas e que (H : H N gHg™") possui a cardinalidade das H-6rbitas
de gH. Como a ordem de (G : H) é relativamente prima a p, temos que z = res@ w’, em que

w =w/(G: H)e H(G; M)q). O
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2.9 Produtos

2.9.1 Produtos tensoriais de resolugoes

Se G e G’ sao grupos, M é um G-mdédulo e M' é um G'-médulo, entdao M ® M’ é um
G x G'-mé6dulo ao definirmos (g, ¢')(m ® m') = gm ® ¢'m’. Notemos que se M é projetivo sobre
7G e M' é projetivo sobre ZG', entdo M ® M’ é projetivo sobre Z[G x G']. De fato, é suficiente
verificar o caso em que M = ZG e M’ = 7Z(G’', mas neste caso vale o seguinte isomorfismo:
7GR 717G = 7Gx (.

Sejam e : F'— Z e & : F' — Z resolucoes projetivas de Z sobre ZG e ZG', respectivamente,
e considere o complexo FF& F”. Esse é um complexo projetivo de Z[G x G'-médulos e é aumentado
sobre Z por e ® &' : F ® F' — Z. Além disso, temos também que € ® & é uma equivaléncia
fraca, pois, como F' é livre, temos que £ é uma resolugao livre de Z como Z-médulo, portanto,
pelo coroldrio A.24, se ignorarmos a G-agao, € é uma equivaléncia homotdpica; e, da mesma
forma, temos que £’ é uma equivaléncia homotdpica. Logo, ignorando a G-agao € ® &' é também
uma equivaléncia homotoépica, pela proposicao A.8. Assim, pela proposicao A.14 concluimos que
£ ® e ¢ uma equivaléncia fraca. Assim:

Proposicao 2.47. Sec: F — 7Z e : F' — 7 sao resolugoes projetivas de 7. sobre Z.G e 7.G',
respectivamente, entio € ® € F @ F' — 7 é uma resolu¢ao projetiva de Z sobre Z|G x G'].

Corolério 2.48. Sec: F'— Z e < . ' — 7 sao resolugoes projetivas de Z sobre ZG, entao
eRe PR F — 7 também €, em que G age diagonalmente em F @ F'.

Demonstracao. Segue de 2.47 pela restri¢ao por escalares com respeito ao mergulho da “diagonal”,
isto é, G — G x G em que g — (g,9) O

Note que, se F' = I no corolario 2.48, temos dois morfismos F' ® F — 7Z de resolucgoes: o
morfismo FRe: FRF - FXR7Z=Feomorfismoe®F: F®RF — 7Zx F = F. Sabemos
também, pelo teorema A.23 que existem G-morfismos de cadeias A : F' — F ® F' que preservam
aumento e que quaisquer dois sao homotdpicos.

Definicao 2.49. Qualquer morfismo A : F — F ® F é chamado de aproximacao da diagonal.

Exemplo 2.50. No caso em que F' é a resolugao standard, é conhecida uma aproximagao da
diagonal, chamada de morfismo de Alexander-Whitney é dado por:

n

Ago, -y 9n) =D (g0 9p) @ (G- - - - Gn)-

p=0

Colocando o morfismo na notagao bar, temos

n

Algi] .. gal = D o1l -] @ 91+ - Gplgpsal - - - 9nl-
p=0

2.9.2 Produto Cruzado

Consideremos G, G’ grupos, F' e F’ resolucoes projetivas de Z sobre ZG e ZG', respectiva-
mente. Para quaisquer G-médulo M e G'-médulo M’ existe o morfismo

(F ®G M) X (F/ ®G’ M’) — (F® F/) ®G><G’ (M@]\/f’) (224)
(re@m)x (@ om)— (rer)® (meom).

Seze€ FRgMezZ e F ®qg M, entao denotaremos por z X 2z’ a imagem de z ® 2’ sobre
este morfismo. Assim, temos d(z X 2') = 0z x 2/ 4+ (—1)Pz x 02’ se deg z = p. Portanto, o produto
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de dois ciclos é um ciclo cuja classe de homologia depende apenas das classes dos ciclos dados.
Assim, pelo teorema 2.47, obtemos um produto induzido:

H,(G, M) ® Hy(G', M) — H,.o(G x G', M ® M’). (2.25)

Também denotamos por z ® 2’ +— 2z X 2’ o produto (2.25), o qual estd bem definido
independentemente das escolhas das resolugbes F' e F'. De fato, sejam a, o' € Z,(G, M),
b, ¥ € Z,(G', M'). Queremos definir [a] x [b] € Hp (G x G'; M ® M'), e esperamos que
[a x b] = [a] x [b]. Como a e b sdo ciclos, temos que A(a x b) = da x b+ (—1)Pa x 0b = 0, ou
seja, a X b é um ciclo. Precisamos mostrar ainda que a classe de homologia depende apenas
da classe de homologia que comegamos, isto é, que estd bem definido. Consideremos a’, &
dois ciclos na mesma classe de homologia, queremos que [a x b] = [a’ x V], isto é, que a
diferenca entre a x b e a’ x b’ seja um cobordo. Consideremos o' = a + da e b = b + 6b,
assim ' x b = (a +0a) x (b+ 0b) = a x b+ a x Ob+ 0a x b+ da x Ob, mas da x b) =
da x b+ (—1)Pa x 0b = (—1)Pa x 0b, pois da = 0 , de forma similar para 8(a x b) = 8a x b,
e também temos que 8(@ x 0b) = 08a x 0b + (—1)Pa x 8%b = 0a x b, pois 0> = 0, logo
a xb —axb=0((—1)P(a x b) + (@ x b) + (@ x b)), portanto o produto estd bem definido.

Defini¢ao 2.51. O produto induzido acima (2.25), € chamado de produto cruzado em homologia.

Similarmente, dadas cocadeias u € H#oreg(F; M) e w' € e (F'; M'), definimos ux v’ €
Hormgxe (F ® F'y M ® M') como o produto tensorial dos morfismos u e u' como definimos em
A.7; portanto (u x v,z ® ') = (—1)38%" 482 (y 1) ® (v, 2'). E pela proposicdo A.8 podemos
verificar que §(u X u') = du X v/ + (—1)Pu x du’ se degu = p.

Defini¢ao 2.52. O produto induzido H?(G; M) ® HY(G'; M') — HPTI(G x G'M @ M') é

chamado de produto cruzado em cohomologia.

2.9.3 Produto Cup

Anteriormente, lidamos com produtos que envolviam trés grupos: G, G', G x G’. Nesta se¢éo
iremos tratar com homologia e cohomologia utilizando apenas um tnico grupo G. Escreveremos

Ci(G, M) para F ®q M e C*(G, M) para Fzq(F,M).

Defini¢ao 2.53. Dados u € HP(G,M) e v € HYG, N), definimos o produto cup de u e v,
denotado por u — v, como o elemento d*(u X v) € HPYY(G,M ® N), em qued : G — G x G €
o morfismo diagonal. Neste caso, M @ N possui a G-ag¢do diagonal.

Note que o produto cup é induzido pelo seguinte produto em nivel de cocadeia: sejam
F e F’ resolugoes projetivas de Z sobre ZG. Pelo corolario 2.48, temos que F ® F' com a
G-agao diagonal também é uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG. Dados u € sz q(F; M)
e v € Hwrng(F';N), defina u — v como u X v, como feito anteriormente, mas visto como
sendo um elemento de H#q(F ® F'; M ® N). Se quisermos usar apenas uma resolugdo
projetiva F', entdo escolhemos uma aproximacao da diagonal A : FF — F ® F e definimos
U—~v=(uXv)oA € Humc(F;M & N) para u € Hrg(F; M) e v € Homg(F;N).

Exemplo 2.54. Se F' é a resolucdo bar e A é o morfismo Alexander-Whitney, definido no exemplo
2.50, entdo o produto de u € C?(G, M) e v € C?G, N) é o elemento u — v € CP™(G, M ® N),
dado por:

(u )91, Gptq) = (=1)"u(g1,- -, ) ® g1+ Gp(Gpt1, - - -, Gpa)
Iremos listar agora algumas propriedades do produto cup:

Propriedades 2.55.
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(1) Dimensao zero: O produto cup H°(G; M) ® H*(G; N) — H°(G; M x N) é o morfismo
M€ ® N¢ - (M ® N)¢ induzido pelas inclusdes M€ < M e N — N.

(2) Naturalidade com respeito ao morfismo com coeficientes: Dados morfismos de G-médulos
f:M—>Mecg:N— N ecelementosu € H*(G,M) ecv € H*(G,N), temos (f®g).(u
v) = fiu— g em H*(G,M' ® N'), em que f, = H*(G, f) e g. = H*(G, g).

(3) Compatibilidade com ¢: Seja 0 - M’ — M — M” — 0 uma sequéncia exata curta de G-
médulos e seja N um G-médulo tal que a sequéncia 0 - M'QN — MQN — M"QN — 0
¢ exata. Temos 6(u — v) = du — v para todos u € H?(G; M") e v € HI(G; N), isto é, o
quadrado abaixo comuta:

HP (G, M"Y ———— HPYY(G; M)
_“"l l — (2.26)
HPH(G; M" @ N) —— HPeH (G, M’ ®@ N)

Para conseguirmos provar a compatibilidade com ¢, consideraremos o diagrama comutativo
abaixo:

0 —— C*GM) —C*(GM) — C*(G;M") ——— 0

! | !

0 —— C*(G;M'® N) —— C*(G; M @ N) —— C*(G; M" ® N) —— 0

em que os morfismos verticais sdo dados pelo produto cup a direita com um cociclo fixado
em CG, N) representando v. Esses morfismos na vertical comutam com o operador de
cobordo § em C*(G, —), assim a férmula §(a — b) = da ~— b+ (—1)%83%q — b se reduz a
d(a ~— b) = da — b, se b é um cociclo . Logo, o diagrama 2.26 comuta pela naturalidade
dos morfismos de conexdo com respeito aos morfismos de sequéncias exatas curtas.

(3) Se 0 - N’ - N — N” — 0 é uma sequéncia exata curta tal que 0 - M @ N’ —
M®N — M® N" — 0 ¢é exata, entdo d(u — v) = (—1)Pu — dv em HPTT(G; M ® N')
para quaisquer u € HP(G; M ® N'), v € H%(G, N"). Podendo ser provado de maneira
semelhante ao item (3) utilizando argumentos de mudancga de dimenséo.

(4) Existéncia do elemento neutro: O elemento 1 € H°(G;Z) = Z satisfaz 1 —u=u=u—1
para todo u € H*(G; M). Isto segue diretamente da férmula de Alexander-Whitney, dada
no exemplo 2.54.

(5) Associatividade: Dados u; € H*(G; M;), para (i = 1,2, 3), temos (u; — ug) — ug = u3 —
(ug ~— u3) em H*(G; M; ® My ® M3). Note que, em nivel de cocadeia, a associatividade
vale como uma identidade em F#2.q(F @ F Q@ F; M1 @ My @ M3).

(6) Naturalidade com respeito a morfismos de grupos: Dado a : H — G, temos que
a*(u — v) = a*u — a*v, para quaisquer v € H*(G; M), v € H*(G; N). Este fato
segue diretamente pela definicdo.

(7) Férmula do transfer: Suponha que H C G seja um subgrupo de indice finito. Para quaisquer
u € H*(G;M) e v € H*(H; N), temos que cor§(res(u) — v) = u — cor%v. De fato,
seja F' uma resolucao projetiva de Z sobre ZG. Provaremos a férmula em nivel de cocadeia.
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Dados u € #72.(F, M)® e v € .. (F, N)¥ | temos, em 5#7+».(F ® F; M @ N)¢

corg(resG(u) —v)= Y. g-(u®v)
geG/H

Y u® gv (ué invariante)

=u — corv.

Em particular, note que, por essa férmula, o morfismo transfer H*(H; k) — H*(G;k),
em que k é um anel comutativo qualquer, é um morfismo de H*(G;k)-médulos, em
que H*(H; k) é visto como um H*(G; k)-médulo pelo morfismo de restrigio H*(G; k) —
(I k).

2.9.4 Produto Cap

Se F' é uma resolucdo projetiva de Z sobre Z(G, entdo existe um morfismo de complexos de
cadeia

v : Hrrng(F,M)Q((F®F)®cgN) = F Qg (M ® N)
u® (zRYn) > (—1)%E¥®ETy & y(y) @ n.

Definicéo 2.56. Sejam u € Horeg(F, M)P = Horeg(F,M)_, ez € (F®F),®gN. Chamamos
de produto cap de u e z o elemento y(u ® z) de Fy_, @c (M ® N) o denotamos por u ~ z.

Utilizamos a mesma notagao e terminologia para o produto induzido
HP(G,M)® Hy(G,N) = H;_,(G,M ® N).

Como no produto cup, podemos utilizar a aproximacao da diagonal A : FF — F ® F para
calcular o produto cap em termos de apenas uma resolucao F. Basta compor v com o morfismo

id ®(A ®1d) : Horeg(F,M) ® (F &g N) = Horma((F ® F) ® N).

O produto cap pode ser motivado pelo fato que ele é adjunto ao produto cup, como
explicaremos a seguir. Considere o morfismo de avaliagao:

Horng(F,M)® (F®gN)—> M Qg N
u® (r®n)— u(zr) @n.

Denotamos por (u, z) a imagem de u ® 2z por esse morfismo. O morfismo de avaliagdo é um
morfismo de cadeia, isto é, (du, z) + (—1)%8%(u, §z) = 0. Conseguimos entdo o morfismo induzido

HP(G: M) ® H)(G; N) — M ®¢ N,

que ainda denotamos por (-,-) e que é independente da escolha da resolugao F. Note que, para
quaisquer u € HP(G; M), v € HY(G; Ms) e z € Hy14(G; Ms), temos

(u~wv,2) = (u,v ~ 2),

em que os dois lados da equagdo estdo em (M; ® My ® M3)g. Se u = 1 € H%(G;Z), obtemos o
seguinte para quaisquer v € HY(G; M) e z € Hy(G; N), temos v ~ z = (v, 2) em Hy(G; M ®
N)=M ®¢ N.

Além disso, o produto cap também possui propriedades andlogas as da proposicao 2.55
referentes ao produto cup.
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3 COHOMOLOGIA E EXTENSOES DE GRUPOS

Neste capitulo definimos extensao de grupo, mostramos como uma agao de um grupo G em
um grupo abeliano A, transforma A em um G-moédulo. Mostramos também dois importantes
teoremas para nosso estudo, sdo eles o 3.6 e o 3.7, que mostram como os grupos H? e H?
classificam extensoes.

3.1 Preliminares

Definigao 3.1. Uma extensao de um grupo A por um grupo G (ou uma extensdo de A por G)
¢ uma sequéncia exata curta de grupos

l1-A—-FE—-G—1 (3.1)

Definig¢ao 3.2. Uma segunda extensio 1 -+ A — E' — G — 1 de A por G € dita equivalente a
(3.1) se existe um morfismo E — E’ fazendo o diagrama

comutar.

Note ainda que tal morfismo « ¢ necessariamente um isomorfismo. De fato, seja k € ker a,
assim ¢/ (a(k)) = ¥(k), assim (k) = ¢'(1) = 1, portanto k € ker(¢) = im(y), deste modo,
existe n € A tal que ¢p(n) = k, assim a(p(n)) = ¢'(n) = 1, logo n = 1 o que nos da k = 1,
logo « é injetiva. Seja €' € E’ assim ¢'(¢’) € G, logo existe e € E tal que ¢(e) = ¢'(¢),
entao ¢'(ale)) = ¥(e) = Y'(¢'), logo a(e) e’ € ker(¢)') = im(¢’), assim existe n € A tal que
¢'(n) = a(e)~'e/, portanto (o p)(n) = ¢'(n) = ale) e/, assim a(e)a(p(n)) = €, ou seja,
alep(n)) = € assim « é sobrejetiva.

Por enquanto consideraremos o caso em que o nicleo A é um grupo abeliano A’. Uma
caracteristica especial desse caso é que uma extensao

0 A S5ESG 1

da origem a uma acao de G em A’, tornando A’ um G-mddulo. De fato, dado g € G, seja g € E
tal que 7(g) = g. Assim a ac¢do de G em A’ é caracterizada por

-1

~—~

i(ga) = gi(a)g 3.2)

Note que a igualdade acima nao depende da escolha de §. De fato, se ¢’ E Eétalquen(g') = n( g),
entdao g '¢' € ker(r) = i(A’). Logo, existe b € A’, tal que i(b) = g '¢' e portanto gi(b) = ¢
Assim,

gi(a)g ™" = gi(b)i(a)i(b) g~ = gi(bab~)g " = Fi(a)g".

E frequentemente conveniente reescrever (3.2) como uma regra de comutatividade
gi(a) = i(ga)g. (3.3)

Em particular, isto mostra que, i(A’) é central em F se, e somente se, a G-agao é trivial.
Neste caso, a extensao é dita extensao central.
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3.2 Extensoes de grupo, H? e H?

Nesta secao, além do livro [5], também foi utilizado o artigo [6] para referéncias.
Considere A e G grupos, com A nao abeliano. Veremos nesta secdo como os grupos de
cohomologia H*(G; Z(A)) e H*(G; Z(A)) classificam extensoes de A por G. Considere a extensao
de A por GG
1A FES5G—1

em que A = ker(m) e A C E, isto é, A é um subgrupo normal de E. Para g € G, escolha z, € E
em que m(x,) = g, e note que x, é determinado a menos de multiplicacdo por um elemento de A.
Como A ¢ normal em F, a conjugacao por x4 se restringe a um automorfismo de A, isto ¢, existe
uma automorfismo w, de A dado por wy(a) = x4az,'. Note que a fungao w: G — Aut(A) tal
que w(g) = w, nao precisa ser um morfismo de grupos, diferentemente de quando A é abeliano.
Ademais, wgwhwg_hl é a conjugagao por :L'gxha:;hl que nao precisa ser a identidade em A. Porém,
considere f(g,h) = :cga:hxghl, que pertence a A, pois W(:Bgzﬂha:g_hl) = 1. Desse modo, temos uma
fungao w : G — Aut(A) e uma fungao f: G x G — A, tal que

wowp, = Inn(f(g. h))wgn, (3.4)

em que Inn(a) é o automorfismo interno de conjugagao por a. Assim, Inn(f(g, h))wgn(a) =
f(g,h)wgn(a)f(g,h)~". Além disso, a associatividade em E nos da a condi¢ao de cociclo genera-
lizado

F(g, h) f(gh, k) = w,(f(h, k))f (g, hk). (3.5)

Outro ponto de vista da fungao w é considerar o grupo dos automorfismos externos, isto
é: Out(A) = Aut(A)/Inn(A), em que Inn(A) é o grupo dos automorfismo internos. Note que
a equagao (3.4) d& origem a um morfismo @ : G — Out(A) tal que @ = ¢ o w, em que
q: Aut(A) — Out(A) é a aplicagdo quociente. Logo, dada uma extensao de grupo, obtemos
um par de fungoes (w, f) que satisfazem as equagoes (3.4) e (3.5) anteriores, e que w induz um
morfismo de grupos G — Out(A). Podemos assim definir uma relagao de equivaléncia nesses
pares em que mudamos o x, para y, = a,x, com a, € A. Com esta nova mudanca, se definirmos

(W', f') por wy = Inn(ayx,) = Inn(ay)w, e f'(g,h) = ygyhyg_hl, teremos

f'(g,h) = agxgahxh(aghxgh)_l
= aga:gahxha:g_}}a;hl
—1 -1 -1
g TgThTgp Agp
—1 -1y, —1
= ag(ajyahl‘g )(l‘gl'hxgh)agh

= agwg(an) f(g, h)ag, - (3.6)
Desta forma, temos que dois pares (w, f) e (', f') s@o ditos equivalentes se para cada g € G,

existe a, € A com w;, = Inn(ay)w, e f'(g, h) = agwy(an) f(g, h)a;hl. Essa relagao é de fato uma
relacao de equivaléncia:

= UgTgQpT

(i) Reflexividade: é claro que (w, f) ~ (w, f).
(ii) Simetria: como (w, f) ~ (W', f'), temos wy = Inn(ay)w, e f'(g,h) = agwy(an) f(g, h)a;hl,
9

portanto w, = Inn(a,)~'w! e queremos que f(g,h) = ag_lw;(a,jl)f’(g, h)agp,. Mas por (3.6):

wy(an) ™ ag " f'(g, h)agn = f(g, 1)
(a, Wy (an)ag) " ag " (g, h)agn = f(g,h)
ag W (a, agay ! (g, W)agn = f(g,h).

Logo f(g,h) = ag'wg(a ") ' (g, hagh ¢ (W' ') ~ (w, [).
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(iii) Transitividade: suponha (w, f) (W, f) e (W, f') ~ (@, f). Assim temos wy = Inn(agy)w,,

F/g.1) = agoy(an) £(g. B)ay, @, = Tun(b,) ) e Flg.h) = by (be) £ g, )by Portanto
@, = Inn(bya,)w, e queremos mostrar que f(g, h) = byagw,(bhan) f(g, h)(bgnagn)*. Temos

F(g, 1) = bywy(bn) f' (g, 1Dy
= b W ( n)(agwy(an) f(g, h)a 1) gh1
by((Inn(ag)wy) (b ))agwg(ah)f(gah)(bghagh)_l
by(a wg(bh) )agwg(ah)f(g:h)(bghagh)_l
= byagwg (bn)wg(an) f(g, h) (bgnagn) ™
= byagwg(buan) f(g, h) (bgnagn) ™"

Logo (w, f) ~ (@, f).
Defini¢ao 3.3. O par (w, f) que definimos anteriormente é chamado de cociclo generalizado.

Agora, ao invés de comegarmos com uma extensao de grupo, comegaremos com A e GG
grupos e suponhamos que existe um morfismo de grupos @ : G — Out(A). Veremos quando
existe uma extensao de A por GG induzindo @; e, se existem extensoes dessa forma, quando é
possivel classifica-las.

Para encontrar uma extensao de A por G induzindo @, escolhemos para cada g € G, um

levantamento &, € Aut(A) de wy, ou seja, escolhemos um representante &, para a classe lateral
wy em Out(A).

G Aut(A)

N

Out(A)

Note que podemos escolher {;, = id quando g = 1. Portanto fgfhfg_hl € Inn(A) ja que é
um levantamento de w,wpwy, ' = 1 € Out(A). Escolhemos um elemento f(g,h) € A com
fgfhfg_hl = Inn(f(g,h)) e, note que podemos escolher f(g,h) = 1se g =1 ou h = 1 pois em
ambos 0s casos fg&,fyh id. Se (w, f) é um cociclo generalizado, podemos entao produzir uma
extensao E de A por G da seguinte forma: seja E = A X G e definimos uma operagao em FE por:

(a,9)(b, h) = (aw,(b) f(g, h), gh). (3.7)

Mostremos entao que £ ¢ um grupo com tal operacao:

(i) Elemento neutro: Note que

(a,9)(1,1) = (awy(1) f(g,1),1) = (a,9)

(17 1)(a,g) = (1w1(a)f(1vg)vg) = (a,g),

logo (1,1) é o elemento neutro.

(ii) Inverso: Note que

(a,9)(wg—1(a™"),97") = (awg(wyg-1 (™)) f(g,97"),997")
—(1,1)
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(wg-1(a™1), g7 ")(a, 9) = (wg-1(a Nwyg1(a)f(g™" 9), 97 '9)
= (wy-1(a""a), 1)
= (17 1)

assim temos que o inverso de (a, g) é (wy-1(a™'),g7").

(iii) Associatividade: Sejam a, b, ¢ € A e g, h, k € G, temos:

((a, 9) (b, h))(c, k) =

g, wan(c) f (g, h) wy(f(h, k) f(g, hk), ghk)
g b Inn(f(ga h))wgh( ) (f(h7 k))f(gv hk)ghk)

Note ainda que as fungoes a — (a,1) e (a,g) — ¢ sdo morfismos de grupo, e que 1 - A — E —
G — 1 é uma extensao de A por G; escolhemos & =id e f(g,h) = 1se g =1 ou h =1 para
mostrar que o morfismo A — E é um morfismo de grupos. Entretanto, existe a possibilidade de
f nao satisfazer a condi¢ao de cociclo generalizado, mas podemos dizer que

Inn(f(g, ) f(gh, k) = &, fghfquhk fgfhfkfg_hlk- (3.8)

E temos também que

Inn(w,(f (R, k) f(g. hk)) = 5g(§h5k§h )Sgghkgqhk §g€h§k€g_hlk'

Assim, podemos ver que f(g,h)f(gh,k) e wy(f(h,k))f(g,k) conjugam A da mesma forma
que em (3.8). Temos que Inn(a) = Inn(b) se, e somente se, a =b (mod Z(A)), em que Z(A) é
o centro do grupo A. Logo existe ¢(g, h, k) € Z(A) que satisfaz

Teorema 3.4. O elemento ¢ = c(g, h, k) € um 3-cociclo.

Demonstracao. Considere a expressao:

J = wy(wn(f(k, 1) f(h, k1) f (g, kD).

Por um lado, note que, usando (3.9) trés vezes e que c(g, h, k) € Z(A) para todo g, h, k, temos

J = wy((c(h. k1) f(h, k) f(hk, 1)) f (g, hkl)
= wy(c(h. k1) f(h, k))wy(f (R, 1)) f (g, hkl)
= wy(c(h, k, 1) f(h, k))e(g, hk, 1) f(g, hk) f(ghk, 1)
= wy(c(h, k,1))c(g, hk, Dwy(f(h, k) f (g, hk) f(ghk, 1)
= wy(c(h. k,1))c(g, hk, Dwy(f (R, k)) f (g, hk) f(ghk,1)
= wy(c(h, k,1))c(g, hk,D)e(g, h, k) f(g, k) f(gh, k) f(ghk, 1)
= g(c(h. k,1))c(g, bk, D)c(g, b k) f (g, h) f(gh, k) f(ghk. D).
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Por outro lado, se usarmos (3.4) teremos

Inn( (9, 1))wgn(f (K, 1))w (f(h kD)) f(g, hkl)
F(g, h)wgn (f (k1) f (g, )~ wy(f(h, kL)) f (g, hkl)
flg, hwgn(F(k, 1) f(g,h) " (g, h)e(g, h, kD) f(gh, kI)
f(g, h)wen(f(k,1))e(g, b, k1) f(gh, k)

h

- C(gv h kl)f(gv )Wgh( (kv l))f(ghv kl)
= c(g, h, kl)c(gh, k1) f(g. h) f(gh, k) f(ghk,1).

Comparando as expressoes acima, temos

g(c(h, k,1))c(g, hk, U)c(g, h, k) = c(g, h, kl)c(gh, k, 1)

g(c(h, k. 1)e(g, hk, )e(g, h, k)e(gh, k, 1)~ e(g, h, k)™t =

que é compativel com o que sabemos da resolugao bar. Assim, ¢ é um 3-cociclo. O
Temos que ¢ representa um elemento de H?*(G; Z(A)).

Lema 3.5. Se mudarmos f em (3.4), temos que ¢ serd trocado por um cociclo na mesma classe
de cohomologia.

Demonstra¢ao. Notemos que qualquer outra escolha de f(g, h) em (3.4) serd da forma

f'(g,h) =n(g,h)f(g,h)

para (g, h) € Z(A). Calculando ¢ em (3.5) utilizando a f’ anterior, temos:

(g, h. k) = wy(f'(h, k) f' (g, hk) f'(gh, k)~  f' (g, k)~

= wy(n(h, k) f(h, k))n(g, k) f (g, hk)

flgh, k)~ n(gh, k)~ f(g, )~ 'n(g, )~
= gn(h, k)wy(f(h, k))n(g, hk)f (g, hk)

flgh, k)"t n(gh, k)~ f(g, 1) "' n(g, 1)~
= gn(h, k)(c(g. h, k) f(g,h) f(gh. k) f(g, hk)™")

flg,h k) f(gh, k)~ fg, )~

n(gh, k)~ n(g, hk) " 'n(g, h) ™

= g c(g, h, k)n(h, K)n(gh, k)~'n(g, hk)n(g. h)™!

e note que gn(h, k)n(gh, k) *n(g, hk)n(g,h)~* é o cobordo §(n(g,h, k)). Como o cobordo é
arbitrario, provamos o que queriamos. O

Teorema 3.6. Seja ¢ um 3-cociclo. FExiste uma extensao de grupo de A por G induzindo o
morfismo & : G — Out(A) se, e somente se, a classe de ¢ em H3(G; Z(A)) € trivial.

Demonstracao. (=) Suponhamos que exista uma extensao de A por G que induz w : G —
Out(A) e selecionamos para cada g € G um representante ¢(g) € E com 7(c(g)) = g. Assim,
para cada par g, h € G existe um elemento n(g, h) em A com

u(g)e(h) = n(g, h)(gh).
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Temos que o automorfismo interno induzido por ¢(g) em A esta na classe de automorfismo de
w(g). Para a construcdo de ¢ € A, é possivel escolher w, como o automorfismo interno induzido
por ¢(g) e f(g,h) como n(g,h). Assim

)~
t(ghk)™ (3.10)

F(g. 1) f(gh. k) = 1(g)u()e(gh) ™" t(gh)u(k)e(ghk) ™"
— u(gulh)e(k)u(ghk) . (3.11)

Como (3.10) e (3.11) sdo iguais, temos que ¢(g, h, k) = 1 para essa escolha de w e f.

(<) Suponhamos agora que a classe de cohomologia ¢ seja nula. Selecionamos algum w, com
w; = 1. Pelo lema 3.5, podemos considerar f(g, h) normalizado (isto é, f(g,1) =1 e f(1,h) = 1),
logo ¢(g,h, k) = 1 e note que, como fizemos em (3.7), temos entdo um grupo E produz uma
extensao de Apor G: 1 > A— FE — G — 1. O

Pelo teorema 3.6, dado @ : G — Out(A), obtemos uma “obstrugao” em H?*(G;Z(A)) que
trivialmente determina quando existe uma extensao de grupo A por G induzindo @.

Para a préxima proposi¢ao assumiremos que existe uma extensao de A por G induzindo
um dado morfismo @: G — Out(A) e mostraremos que H?(G; Z(A)) classifica estas extensoes.

Teorema 3.7. Seja w : G — Out(A) um morfismo. Se existe uma extensao de grupo de A por
G, entao H*(G; Z(A)) classifica as extensies de A por G que induzem @.

Demonstragcao. Primeiro, notemos que as classes de equivaléncia das extensoes de grupos de
A por G que induzem o morfismo @ sao cociclos generalizados (w, f). Assim, como existe uma
extensao de grupo de A por G, existe um cociclo (w, fy) correspondente. Definimos um morfismo
¢ de H*(G, Z(A)) para o conjunto das classes de equivaléncia dos cociclos generalizados por
¢ (w,cfy). E claro que (w, cfy) é um cociclo generalizado e também que ¢ estd bem definida.

Sejam ¢ e ¢ cociclos que representam a mesma classe em H?(G; Z(A)), assim (w, cfy) e
(w, d fo) sao equivalentes. Para mostrar a sobrejetividade de ¢, consideremos (w, f) um cociclo
generalizado. Entao,

In(f(g. h)) = wywnwg, =TIn(folg, h))
para qualquer par (g, f). Assim, como os elementos f(g,h) e fo(g, h) induzem o mesmo auto-
morfismo interno em A, existe ¢(g, h) € Z(A) tal que f(g,h) = c(g,h)fo(g, h) e, usando que
tanto f quanto fj satisfazem a condig¢ao de cociclo generalizado e ¢(g,h) € Z(A), temos que
¢ é um 2-cociclo. Logo, (w, fo) é equivalente a (w, cfy). Para provarmos a injetividade de ¢,
suponhamos que (w, cfy) e (w, ¢ fy) sdo equivalentes, isto é, para todo g € G existe a, € A com

wy = Inn(a,)wy, (3.12)

C(gv h)fO(gv h) = agwg(ah)cl(gv h)fO(.gv h)ag_hl (313)

Note que (3.12) nos diz que Inn(ay) = id, logo a, € Z(A) para todo g € G ja por (3.13) temos
que c(g, h) = agwy(ar)ay, ¢ (g, h), mostrando que ¢ e ¢ sao iguais em H?(G, Z(A)). O

3.3 p-grupos com subgrupos ciclicos de indice p primo

Como aplicacao da se¢ao anterior, iremos classificar p-grupos, p primo, que possuem um
subgrupo ciclico de indice p. Observe que tal subgrupo é necessariamente normal pelo Teorema
de Sylow ( [7], capitulo IV, pagina 44).

Comecaremos listando alguns exemplos de p-grupos com um subgrupo ciclico de indice p:
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(A)

(B)

(©)

(F)

(a)

(b)

ZLgq, em que q = p", n > 1.
Considere Z,n-1 como o subgrupo de Z,, assim, pelo Teorema de Lagrange, [Z, : Z,n-1] = p.

ZLig X Ly, em que ¢ = p", n > 1.
Considere Z,» x {e}, pelo Teorema de Lagrange, [Z, X Z, : Z, X {e}| = p.

ZLig X Ly, em que g = p", n > 2 e o gerador canonico de Z, age em Z, multiplicando por
1+ p" ! que estd bem definido, pois (1 +p" 1) =1 (mod p").
Note que a justificativa do item (B) anterior também vale para este item.

Se p = 2, damos trés outros exemplos:

2-grupo diedral, em que para qualquer inteiro m > 2, o grupo diedral D,,, é definido
por Z,, X Zs, tal que o gerador de Zs age em Z,, multiplicando por —1. Ainda, se m
¢ uma poténcia de 2, é claro que Dy, é um 2-grupo. Note também que, D4 é do tipo
(B) anterior, ja que Aut(Z,;) =id e —1 =1 (mod 2); e que Dg é do tipo (C) anterior,
pois 3 = —1 (mod 4). Agora, para m > 4, temos que Dy, nao é isomorfo a nenhum
dos exemplos anteriores, pois sabendo que uma presentagao de D,, pode ser dada por
{a,bla™ = 1,0* = 1,bab™ = a™~ ') = (a) U (a)b, temos que os clementos possuem ordem
m, 2 ou no maximo 2m, nao coincidindo a ordem dos elementos de nenhum dos outros
exemplos.

Como aqui também tratamos com o produto semidireto, recaimos novamente na justificativa
do item (B).

2-grupo quatérnio generalizado: Seja H a algebra dos quatérnios R & Ri & Rj & Rk. O
grupo dos quatérnios generalizado Qy,,, para m > 2, é definido como o subgrupo do grupo

multiplicativo H* gerado por z = e™/™ e y = j. Note que 22" = ¢>"™/™ = 2™ = ] ¢ que
2™ = y? = j2 = —1, logo, a ordem de x é o(x) = 2m e o(y) = 4, e claro que yary~' = 7!
(basta usar que e™/™ = cos(Z + isin(Z))). Considere o subgrupo ciclico C' = (z), logo

C é normal em Q,,, pela relacao anterior e, como 3% = 2™ € C, temos que y>C = zC,
portanto existem apenas duas classes laterais distintas em Qy,, /C, (zC e yC), logo C' tem
indice 2, assim, pelo Teorema de Lagrange |Qu4.,| = 4m. E, claro que, se m é uma poténcia
de 2, Q4 é um 2-grupo.

Zy XLy, em que g = p", n > 3 e o gerador de Zy age em Z, por multiplicagao de —1+2""1.
Este grupo possui um subgrupo de indice p, também por (B).

Relembraremos aqui algumas propriedades de Qy,,, em que C' é o subgrupo dado em (E):

Na extensao
0—C 5 Qun— Zy — 0,

o gerador de Z, age como —1 em C'. De fato, note que y é mapeado em —1 e assim

i(—12%) = yi(a")y ™t = yaty ™ = (yay ) =a7"

Todo elemento de Qy,, — C tem ordem 4. De fato, note que os elementos de Qy,, — C' sao
da forma ya* para k = 1,...,2m. Além disso, como yxy~' = z~!, temos que yr = "'y e,
mais geralmente, yz* = 27%y. Logo,

(ya™)? = yafya® = yaa =y = * = —1.

e portanto segue o resultado.
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(c) Qg possui os trés seguintes subgrupos de indice 2: {£1, +i}, {+1, £5}, {+1, £k}. E Qup,
m > 2, possui um unico subgrupo ciclico de indice 2. Isto pode ser visto da seguinte
maneira: considere A um subgrupo ciclico de Qy,, de indice 2 e seja a € A tal que
A = (a). E claro que |A| = o(a) e por Lagrange temos: |Qun| = |A| - (Qum: A), ou seja,
o(a) = 2m > 4, pelo caso (b) anterior, todo elemento de Qy,, — C' tem ordem 4, portanto
a € C,isto é, A < C. Note também que qualquer subgrupo préprio de C' tem indice maior
do que (Qyp,: C) = 2. Como (Qyp: A) = 2, temos que A = C.

(d) Qum possui um unico elemento de ordem 2. Pelo que fizemos anteriormente, sabemos que
Qum \ A possui ordem 4. Assim, se um elemento possui ordem diferente de 4, este elemento
deve pertencer a A. Como A é ciclico e possui ordem par, A tem um unico elemento de
ordem 2, concluindo que Qy,, tem um unico elemento de ordem 2.

(e) A extensdo
0—C — Qun — Zy — 0,

nao cinde, pois caso contrario, existiria um morfismo ¢ : Zy — Qu,, tal que mo g =idy, e
assim, q(—1) seria um elemento de Qy,, — C' de ordem 2, o que nao pode acontecer.

Lema 3.8. Scja a € Z tal que a? =1 (mod p") para algum n > 2. Se p € impar, entio a = 1
(mod p"'). Se p=2, entdo a = £1 (mod 2" ).

Demonstracao. Para p impar faremos por inducao em n. Base de inducao n = 2: Suponha que
a’? =1 (mod p?). Logo a”? = 1 (mod p) e pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que a = a”
(mod p), assim, a = 1 (mod p).

Suponhamos agora que o resultado seja valido para algum n > 2 ¢ provaremos que vale
para n + 1. Suponhamos a? = 1 (mod p"*'). Assim, também temos que a? =1 (mod p") e, por
hipétese de indugao, a = 1 (mod p*~!). Se a =1 (mod p"*!), teriamos ¢ = 1 (mod p") e nao
haveria mais o que fazer. Vamos supor agora que a Z 1 (mod p"*!). Logo,

a=1 (mod p"!)
a1 (mod p"Tt)

Portanto, existem m € Z e k € {n—1,n} taisqueptmea—1=p*'m.Sek =n,a=1
(mod p") e nao temos nada para fazer. Se k = n — 1, temos que a = 1 + p"~'m, portanto

para algum y inteiro nao divisivel por p, que é um absurdo. Logo, o caso k = n — 1 nao ocorre e
portanto a = 1 (mod p").
Para p = 2. Suponha que a? = 1 (mod 2"). Assim, existe k € Z tal que

(a+1)(a—1)=2"k. (3.14)

Como a+1 e a—1 diferem por 2, eles tém a mesma paridade, mas nao podem ser simultaneamente
divisiveis por 2 para ¢ > 1. Logo, por (3.14), temos

2" (@ +1) ou 2" H(a—1).

Portanto a = +1 (mod 2"71). O
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Teorema 3.9. Se G ¢ um p-grupo com um subgrupo ciclico de indice p, entao G € isomorfo a
um dos grupos da lista de (A)-(F) (que consta no inicio desta se¢ao).

Demonstracao. Por hipdtese, temos a extensao

0 Zy — G H——0

em que H =7, e ¢ = p" para n > 0. Denotamos Z, = (s|s? = 1) e H = (t|t’ = 1).

Analisemos o caso em que H age trivialmente em Z;:

Temos que Z, é um Z,-médulo em que a acio é a conjugacio, isto é, t-s = tst™' = s, como
G é gerado por t e s, G é abeliano. Logo, pelo teorema de classificagao de grupos abelianos
finitamente gerados, segue que G é do tipo (A) ou (B) da lista.

Analisemos o caso em que H age nao trivialmente em Zj:

Temos que ¢ - s = tst™! = 5%, para a € Z, portanto t*st=% = s, para z > 1. Assim, como
tPst™P = 5% etPst™? =P .s5=1-5=s, temos que a” = 1 (mod ¢), desse modo, estamos nas
hipéteses do Lema 3.8.

Observe que n > 2, pois se n = 1, temos ¢ = p, logo a =1 (mod p = ¢) e novamente temos
a acao trivial.

Se p é impar, considere o mergulho

¢: H— 17,
t—a
assim, Im(¢) = {1,a,...,a?P7'} C Z3. Logo, pelo Lema 3.8 | temos que I'm(p) ¢ gerada por

n—1

1+ p"'. Em particular, H possui um gerador que age como 1 + p"~! como em (C) da lista.

Com essa acao de H em Z,, podemos calcular

7y ={x €Zy|\Nhe Hh-z =z}
={s" €Z,|t-s"=s"}
= {s" € Z, | ts"t! = 5"}
= {s" € Z, | (5" )" = 57}
= {s" € Zy |p" = 0 (modg = p")} =Pz,

Utilizando o operador norma de Z,, temos

N = (Z h) st = (él + kp”_1> st = (1%19”‘”@) s,

heH

para ¢ > 1, como p é impar, temos que N =p (mod p"), assim,

logo, im(N) = pZ/p"Z. Portanto, pelo que fizemos no exemplo 2.7, H*(H;Z,) = 0 assim, a
sequéncia cinde, entao G é o produto semidireto, isto é, (C) da lista.

Se p = 2 consideraremos novamente o mergulho ¢': H < Z;. Pelo Lema 3.8, temos que
a = +1 (mod 2" ') e, analogamente ao anterior, Im(y') é gerada por +1 + 2"~!. Portanto,
existem tres possibilidades para a imagem a € Z; do gerador de H:
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(i) Caso em que a = —1:

Zl ={x € Zy|Vhe Hh -z =z}
={s" €Z,|t-s"=5"}
= {s" € Z, |ts"t"" = 5"}
= {s" € Z,| sV =57}
={s"€Z,|(-D)zx =2 (modq=2")}
={s"€Z;|2x =0 (modqg=2"}= 2”_12/2”2'

Sabemos que o operador norma é N = 0. Logo H*(H;Z,) = Zs. Portanto, existem
duas extensoes de H em Z, correspondendo a essa agao de H em Z,. Na extensao
0 — Zy, — Doy — Zo — 0 0 gerador de Zs age em Z,, pela multiplicacao por —1, em

que Doy, = (p, 0| p™ =02 =1,0pc! = 07!); e na extensao 0 — C' — Qup, — Zoy — 0

em que a acao do gerador de Zs, ¥, age como —1 em C, isto é, §- = = yaxy ! = 27!, para

x gerador de C'. Logo, G é do tipo (D) ou (E) de 3.3.
(ii) Caso em que a =1+ 271

2 ={xeZyVhe Hh -z =z}
={s"€Z,|t-s"=s"}
= {s" € Z, |ts"t™! = 5"}
= {7 €2, (M) = %)
={s"€Z,|2"'v =0 (modq=2")}= 2Z/QnZ.

Sabemos que o operador norma é N = (2+2""1)s’ parai > 1, temos entao que N = 2+2"!
(mod 2"), ou, N = 2(1 + 2"%) (mod 2"). Assumimos que n > 3, pois caso contrario
estamos no caso em que a = —1. Portanto a imagem do operador norma é 27Z/2"Z, logo,
H*(H;Z,) = 0, assim, a extensao cinde e G é do tipo (C).

(iii) Caso em que a = —1 + 2"

Zl ={x € Z,|\Vhe Hh-z =z}
={s"€Z,|t-s"=s"}
= {s" € Z,|ts"t! = 5"}
= {7 €2, | (s ) = 57)

n—1
— (" €Zy|20(-142"2) =0 (modq=2"""}=2" L,

E o operador norma é: N = (2" !)s’ para ¢ > 1, temos entao que N = 2"~! (mod 2"),
para n > 3. Portanto, a imagem do operador norma é 2"'Z/2"Z, logo, H*(H;Z,) =0 e
assim, a extensao cinde e G ¢é do tipo (F) de 3.3.

0

Teorema 3.10. Se G' € um p-grupo que possui um unico subgrupo de ordem p, entao G € um
grupo ciclico ou um quatérnio generalizado.

Demonstragao. Fazendo indugao em |G|, assumiremos que todo subgrupo préprio de G é ciclico
ou quatérnio generalizado. Escolha H < G de indice p (que sempre existe por [7]). Se H é ciclico,
entao pelo Teorema 3.9, H é um grupo da lista (A)-(F), verificaremos agora quais desses sao os
subgrupos que possuem um tinico subgrupo de ordem p:
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(A) Z,. Como p | q e Z, é ciclico, temos que existe apenas um subgrupo de ordem p.

(B) Z, x Z,. Note primeiro que existe S < Z, em que |S| =p, S ={0,p*",2p"1 ... (p—
)p*=1} e que {(a,0) : @ € S} é um subgrupo de Z, x Z, de ordem p. Mas {(0,b) : a € Z,}
¢ também um subgrupo de Z, x Z,, logo existe mais de um subgrupo de ordem p em
Log X L.

(E) Quatérnio generalizado Qyi. Pelo item (d) em (E), temos que Qg possui um tinico subgrupo
de ordem 2.

Note que os itens (C), (D) e (F) podem ser mostrados de maneira similar ao item (B) que
tém mais de um subgrupo de ordem prima.

Portanto os grupos de (A) e (E) s@o aqueles possuem um tinico subgrupo de ordem p.

Suponha agora que H seja um quatérnio generalizado, logo p = 2. Afirmamos que H possui
um unico subgrupo ciclico N de indice 2 que é normal em G. De fato, se . é o conjunto dos
subgrupos ciclicos de H de indice 2, temos que card() é impar, ja que, por (c¢) em (E) da lista,
Qg possui os trés seguintes subgrupos de indice 2 e Qy,,, m > 2, possui um tnico subgrupo
ciclico de indice 2.

Note que a agao de conjugagao do 2-grupo G em .¥ deve fixar algum N € .¥, pois, se .7
contém apenas um subgrupo ciclico, claramente a acao G em .¥ fixa; se .¥ contém 3 subgrupos
ciclicos, um subgrupo sempre sera fixado, isto é, considere . = {X, Y, Z}. Sejam g € G e
heH SeXw—g-X=gXg!'=Y,entaoY — g-Y =gYg ! = ¢?°Xg 2 = X, pois, como
(G: H) =2, temos que G = H U gH. Além disso, suponhamos sem perda de generalidade que
g ¢ H, mas g> € H (pois, se g> € gH, temos g> = gh, para h € H, logo g = h) e X é normal
em H. Portanto temos entao que Z +— Z, fixando um dos subgrupos. Note também que Z é
normal em G, pois ghZh g™ = gZg' = Z, j4 que Z é normal em H.

Considere agora a acao de G/N em N dada pela conjugacio, isto é, dados g € G, n € N
temos

gN -n := gng *(estd bem definida, pois N é normal).

Como N ¢ ciclico, para cada g € G existe a, € {1,--- ,q = |N| > 4} tal que gN - n =n%, em
que n é um gerador fixado de N. Como ¢ = 2¥, para algum k > 2 e 4|q, temos um morfismo
bem definido

Ly — Ly = {£1}
ag (mod q) — ay (mod 4).

Assim, da composi¢ao, temos o morfismo

o O = 7
gN — a, (mod 4).

Note que ¢ é sobrejetora, pois caso contrario a agao de conjugacao seria trivial, mas ja sabemos,
pelas relagoes de (E) da lista, que yzy~! = 271, Portanto, ker(y) é um subgrupo K/N de G/N
de ordem 2. Assim, a agdo de K/N em N é trivial, isto é, K/N nao age como —1 em N. Logo
K nao pode ser um quatérnio generalizado, sendo entao ciclico, voltando ao caso anterior.

O
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4 GRUPOS FINITOS E COHOMOLOGIA DE TATE

Nesse capitulo definimos a cohomologia de Tate e suas principais propriedades. Além disso,
mostraremos que o produto cup H'(G;Z) ® H (G, Z) — H°(G;Z) = Z/|G|Z é um pareamento
dual.

4.1 Algebra Homolbgica Relativa

Utilizaremos aqui um grupo finito G e H um subgrupo fixado.

Definic¢ao 4.1. Uma injecao i : M’ — M de G-mddulos serd chamada de admissivel se € uma
ingecao que cinde quando vista como uma injecao de H-maodulos, isto é, se existe um H-morfismo
7w M — M tal que wi = idy.

Definigio 4.2. Uma sequéncia exata M’ - M % M" ¢ dita admissivel se a inclusio im(j) —
M" é admissivel.

Definicao 4.3. Um complexo de cadeia aciclico C' de G-maodulos é chamado de admissivel se
cada uma das sequéncias exatas Ci1 — C; — Ci_1 € admissivel.

Se temos um complexo de cadeia C' de G-mddulos que é admissivel, pelo ponto de vista da
proposicao A.17, C' é contratil quando visto como um complexo de H-mddulos.

Defini¢ao 4.4. Um G-mddulo @) € relativamente injetivo se satisfaz uma das (e, portanto
todas) sequintes condigoes equivalentes:

(i) Dado um diagrama da forma

com linha exata admissivel, consequimos encontrar c.

(i) Dado um diagrama da forma
M —— M
é L\/// ﬁ
em que 1 € injetivo admissivel, consequimos encontrar 3.

(ii1) O funtor contravariante Homg(—, Q)) leva injecoes admissiveis de G-mddulos em sobreje-
coes de grupos abelianos.

Em particular, todo médulo injetivo é relativamente injetivo. Mas existem varios médulos
que sao relativamente injetivos e nao sao injetivos:

Proposicao 4.5. Para qualquer H-maodulo N, o G-modulo Coindg N ¢ relativamente injetivo.
Demonstracao. Pela propriedade universal de coindugao, temos que
Homg(—, Coind$, N) = Hompy (Res (=), N).

Mas sabemos que Homy(Res% (—), N) leva injecoes admissiveis de G-médulos para sobrejecoes
de grupos abelianos, satisfazendo a propriedade (iii) da defini¢do de injetividade relativa. O
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Corolario 4.6. Para qualquer G-mddulo M existe uma injecdo admissivel canonica M — M,
em que M € relativamente injetivo. Se (G : H) < oo, entao esta constru¢ao tém as sequintes
propriedades:

(a) Se M ¢€ livre (resp. projetivo) como um Z.H-mddulo, entao M € livre (resp. projetivo)
sobre Z.G.

b) Se M € finitamente gerado como um G-mddulo, entdo M também o é.
( g

Demonstragdo. Consideremos Coind$;(ResS M) = M e por 2.8, existe a injetividade canénica
de M < M. Se (G : H) < 0o, temos que Ind%(—) = Coind%(—). Consideremos que M é livre
como ZH-médulo. Sabemos que Ind$ (Res$ M) = M = Z[G/H] © M e que produto tensorial
de médulos livres é livre, assim M é livre (analogamente para projetivo). Suponha agora M
finitamente gerado. Como (G : H) < o0, segue que Z[G/H] é finitamente gerado. Logo, pela
igualdade Ind% (Res$; M) = M = Z|G/H] ® M, temos que M ¢ finitamente gerado. O

Corolario 4.7. Suponha (G : H) < co. Entdo qualquer ZG-mddulo projetivo € relativamente
1mjetivo.

Demonstragcao. Note primeiro que um somando direto de um relativamente injetivo é relati-

vamente injetivo. Assim, como todo moédulo projetivo é somando direto de um maédulo livre,

podemos apenas provar o caso para moédulos livres. Se F' é um ZG-modulo livre, entao, para

F' um ZH-médulo livre de mesmo posto, temos que F = ZG Qg7 F' = Ind¥ F'. Mas pela
) H

proposigao 4.5, temos que F' = Indg = Coindg F" é relativamente injetivo. O

Proposicao 4.8. Sejam C' e C' complexos de cadeia de G-mddulos e seja r wm inteiro. Suponha
que C! seja relativamente injetivo para i < r e que Ciy1 — C; — C;_1 seja exata e admissivel
para i < 7T.

(a) Qualquer familia (f; : C; — Cl)i>, de morfismos comutando com seus operadores de bordo
estende para um morfismo de cadeia C' — C'.

(b) Sejam f,g : C — C'" morfismos de cadeia e seja (h; : C; = C!)i>r—1 uma familia de
morfismos tal que Oth; + hi 10; = fi — g; para i > r. Entdo (h;)i>,—1 estende para uma
homotopia de f para g.

Demonstracao. A prova é igual ao lema A.22 em que todas as setas sao invertidas. O
Definigao 4.9. Uma resolugao relativamente injetiva de G-mddulos M € um complexo de
cocadeia nao megativo ) de relativamente injetivo juntamente com uma equivaléncia fraca

n:M — Q tal que o complexo aumentado 0 — M — Q° — Q' — ... € admissivel.

Corolario 4.10. Quaisquer duas resolucoes relativamente injetivas M sao canonicamente
homotopicamente equivalentes.

Demonstracao. Segue de forma imediata da proposicao 4.8. O

Proposicao 4.11. Suponha (G : H) < 0o. Se M é um Z.G-mddulo projetivo (resp. finitamente
gerado e projetivo) como Z.H-mddulo, entao M admite uma resolucao relativa injetivan : M — Q
tal que cada Q™ ¢é um ZG-mddulo projetivo (resp. finitamente gerado ¢ projetivo).



4.2. Resolugées Completas 57

Demonstracao. Note que resolucoes relativas injetivas existem para qualquer M, pois podemos
considerar 7 : M — Q° uma injecao admissivel canonica do coroldrio 4.6, assim, aplicando
novamente 4.6 conseguimos uma injegao admissivel coker(n) < Q', e da mesma forma para todo
Q™. Além disso, como 7 cinde como morfismo de H-médulos, temos que coker(n) é projetivo
como ZH-médulo, utilizando o coroldrio 4.6 conseguimos que Q' é projetivo sobre ZG. De forma
similar, conseguimos para todo Q". E de forma analoga, quando M ¢é finitamente gerado, temos
que Q" também o é. (I

4.2 Resolugoes Completas

Como consequéncia da proposicao 4.11, o G-médulo Z admite uma resolucao “para tras”
0—=7Z— Q" — Q' — ..., em que cada @' é finitamente gerado e projetivo. Considerando
F, = Q7! temos entao

0=Z5F 1 —Fo—.. .. (4.1)

Juntando 4.1 com uma resolugao projetiva ordindria € : (F},),>0 — Z obtemos um complexo
aciclico

\F2 \Fl

FO )F_l ‘F_2—>....
\ / 42
€ n
Z

Definigao 4.12. Uma resolu¢ao completa para G € um complexo aciclico F' = (F});ez de
Z7.G-maodulos projetivos, juntamente com um morfismo € : Fy — 7Z, tal que £ : F.. — 7 é uma
resolu¢ao no sentido usual, em que Fy = (F})i>o. O complexo aciclico dado em 4.2 ¢ uma
resolucao completa para G.

Note que, pela prépria definigao, 0 : Fy — F_ se fatora unicamente como 0 = ne, em que
n:Z — F_; é um monomorfismo. Além disso, o complexo 4.1 é uma resolugao relativamente
injetiva de Z, pela proposi¢ao 4.11.

Lema 4.13. Qualquer complexo de cadeia aciclico C' de grupos abelianos livres € contradtil.

Demonstracao. O grupo abeliano 7, dos n-ciclos é livre, ja que é um subgrupo de um grupo
abeliano livre, logo a sequéncia 0 — 7,1 — Cyy1 — Z, — 0 cinde. O

Observe que, como em resolugoes ordinarias, podemos ver o morfismo € em uma resolucao
completa como um morfismo de cadeia F' — Z (que nao é uma equivaléncia fraca).

Definigao 4.14. Dadas resolucoes completas € : F — 7 e ' . F' — 7, um morfismo de cadeia
T : F— F’ preserva aumento se ¢'7 = ¢.

Definicao 4.15. Dizemos que uma resolucao F' ¢ de tipo finito se cada F; ¢ finitamente gerado.

Proposicao 4.16. Sec: F — Z e’ . F' — 7 sao resolugoes completas, entdo existe uma
unica classe de homotopia de morfismos que preservam aumento de F' para F'. Esses morfismos
sao equivaléncias homotopicas.

Demonstracao. Note que temos os seguintes complexos:

FO > F_1
7 \
) Fil

v
)dj

3
-
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em que 7, para n > 0 existem pelo Lema Fundamental da Algebra Homolégica A.22 e sdao
morfismos que preservam aumento nas dimensoes positivas. Precisamos estender 7,, para o lado
negativo dos complexos. O complexo da linha de cima é uma resolugao completa, portanto é
exata. Como G é finito e o complexo de baixo é projetivo, pelo corolario 4.7, o complexo é
relativamente injetivo e, utilizando a proposi¢ao 4.8(a), temos que 7, pode ser estendida para
dimensoes negativas. Consideremos agora dois morfismos que preservam aumento 7,7’ : F' — F'.
Pelo Lema Fundamental da Algebra Homoldgica A.22; temos que existe uma homotopia entre
T, e T/, mas que pela proposigao 4.8(b) pode ser estendida para as dimensoes negativas. Logo,
existe uma 1nica classe de homotopia de morfismos que preservam aumento de F' para F’. Além
disso, temos que idg e 7" o 7 sdo morfismos de F' para I, portanto sao homotdpicos, assim pela
unicidade das classes de homotopia, concluimos que é uma equivaléncia homotopica.

O

Queremos mostrar agora que a parte negativa de uma resolucao completa de tipo finito
¢ o dual de uma resolugao projetiva ordinaria de Z sobre ZG. Consideramos um G-modulo
M cujo dual ¢ M* = Homg(M,ZG) que é um modulo projetivo finitamente gerado, pela
proposicao A.29. Podemos notar ainda que M* é um G-moédulo a direta se M é um G-médulo a
esquerda, mas como vimos em 2, é possivel transformé-lo em um modulo a esquerda. Assim,
(gu)(m) = u(m)g~' para g € G, u € M* e m € M. Outro modo ¢ considerar o dual Hom (M, Z)
de M como um Z-médulo, que é um G-médulo via a acao diagonal, em que G age trivialmente
em Z. Portanto, (gu)(m) = u(g~'m) para g € G, u € Hom(M,Z) e m € M. Mas o que acontece
é que Hom(M,7Z) coincide com o dual M*:

Proposicao 4.17. Para todo grupo finito G e qualquer G-médulo M (a esquerda), existe um
isomorfismo de G-modulos:

Y: Hom(M,Z) — M* = Homg(M, ZG)
dado por (u)(m) =3 ,equlg~'m)g para w € Hom(M,Z), m € M.

Demonstragao. Seja u € ker(1p). Note que Y cqu(g~'m)g = ¥(u)(m) = 0 para todo m € M.
Logo, u(g~'m) = 0 para todo m € M e para todo g € G ¢, em particular, u(m) = 0 para todo
m € M. Portanto u = 0 e v é injetivo.

Seja ¢ € Homg(M, ZG). Para cada g € G, denote por ¢,(m) o coeficiente de ¢(m) € ZG
relativo a g. Note que, para cada g € G, o morfismo ¢,: M — Z dado por m — p,(m) é um
morfismo de grupos, pois

Zésog(m +n)g = p(m+n) = o(m)+¢(n) = 2;; pq(m)g + ngsog(n)g = g(wg(m) +¢g(n))g

para todo m,n € M, de onde segue ,(m + n) = p4(m) + ¢4(n) para todo g € G e m,n € N.
Além disso, note que

Y @g(htm)g = p(h~'m) = h™'o(m) = ™" (Z sog(m)g) =Y pgm)h g =" png(m)g
geG geq geaq geq

para todo m € M e h € G. Portanto ¢,(h~'m) = ppe(m) para todo g,h € G e m € M. Logo

V() (m) =Y ei(g7'm)g =D p4(m)g = ¢(m)

geG geqG
para todo m € M, concluindo a sobrejetividade de . Portanto 1 é um isomorfismo. O

Como uma aplicagao deste resultado, daremos uma interpretagao concreta de uma “resolugao
projetiva para tras” Z — () discutida no inicio da secao.
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Definigao 4.18. O dual de um complexo de cadeia F' (sobre anel R arbitrdrio) é o complexo
F = 3 g(F, R)., isto é, F™ = F_,, = Hompg(F,, R) = (F,)*.

Proposi¢ao 4.19. Se ¢ : P — Z é uma resolugdo projetiva de tipo finito de Z sobre ZG (G
finito), entdo * 1 Z* =7 — P ¢ uma resolucdo projetiva para trds. Ainda, a menos de isomor-
fismo, toda resolucdo projetiva para trds de tipo finito € obtida desse modo. Consequentemente,
qualquer resolucdo completa de tipo finito € obtida a partir de resolugdes projetivas ordindrias
de tipo finito P' — Z e P — Z grudando P’ ¢ X P, em que X P ¢ a suspensdo de P.

Demonstracdo. O complexo de cadeia aumentado associado a € : P — Z é contratil como
complexo de grupos abelianos, pelo lema 4.13. Note que ao aplicarmos a dualidade (—)* =
Hom(—,Z), o complexo permanece contratil, logo €: Z* = Z — P ¢é uma resolugdo projetiva
para tras, provando a primeira parte. Similarmente, dada qualquer resolugdo projetiva para
tras de tipo finito Z — Q o dual Q — Z é uma resolugéo projetiva ordindria e Q pode ser
identificado com o dual de Q por A.29(d). O

4.3 Cohomologia de Tate

Desde o inicio podemos perceber que homologia e cohomologia possuem propriedades
similares. O americano John Tate, descobriu uma forma de explorar as similaridades entre H, e
H* para um grupo finito G, que é o que veremos a seguir.

Defini¢ao 4.20. A cohomologia de Tate de um grupo finito G com coeficientes em um G-mddulo
M é definida por

H{(G; M) = H(#m6(F, M))
para todo i € Z, em que F' € uma resolucao completa para G.

Note que H* estd bem definida (como vimos na proposicio 4.16) a menos de um isomorfismo

canénico. Sejam F, = (F)is0 € F_ = (F})i<o € seja C* (respectivamente C'~) o complexo
Horreg(Fy, M) (respectivamente F#2.q(F_, M)). Entao temos
N H{(CT), i>0
H'(G; M) = .
( ) {HZ(C—), i<—1

e existe uma sequéncia exata
0—HYG,M)—» HYC) S H(CH) - BG; M) — 0

em que « é induzido pelo operador de cobordo § : C~! — C°. Mais precisamente, « é determinada

pelo diagrama:

cl % L0

l ] (4.3)

HY(C™) —2 HO(CH).

Temos que € : F, — Z é uma resolugao projetiva de Z, logo H*(CT) = H(G; M) para i € Z.
E assumindo que F' ¢é de tipo finito, pela proposicao 4.19 temos que F. = Y P para alguma
resolugéo projetiva de tipo finito P — Z. O isomorfismo de dualidade dado pela proposicao
A.29:

C™ = e%aamg(F_, M) = jfmg(ﬁ, M) 2¥YPQgM
assim, H(C™) 2 H (XP®¢ M) =H_; 1(P®c M) = H_;,_(G; M). Logo temos
H(G; M), >0

HY(G; M) =
(G M) {H—i—l(G;M)a 1< -1



60 Capitulo 4. Grupos finitos e cohomologia de Tate

e existe a sequéncia exata
0— HY(G; M) — Hy(G; M) H(G; M) — H(G; M) — 0

Afirmamos que o é o morfismo norma N : Mg — M¢. De fato, podemos assumir que
as resolucoes projetivas F, e P acima possuem ZG na dimensao 0 e que ambas resolugoes
comecgam com o morfismo canonico de aumento ZG — 7Z, pois podemos considerar qualquer
resolugao projetiva de tipo finito. Entao n = & : Z — ZG é dado por n(1) = 3 ¢ 9. Como
Homg(ZG, M) = M, o diagrama 4.3 fica:

M—> M

l 1 ws

Ho(G; M) —*— H°(G; M)

e sabemos que Hy(G; M) = Mg e H°(G; M) = M. Provando o que afirmamos.
Além disso, provamos que A
H(G;M)=ker N C Hy(G; M)

H(G; M) = coker N « H°(G; M).

Resumindo, temos:

H° H! H%...
L
ae a a2
N
o3 2 Jin!
| |
Hy H, H,

Podemos também definir a homologia de grupos de Tate por ﬁ*(G; M) = H,(F ®g M), em que
F é uma resolucao completa. Com argumentos analogos aos anteriores temos que

H; i>0
. ker N i=0
Hi - R

coker N 1i=-1

H-it 1<-1

Em outras palavras, H; = H~" !,

4.4 Propriedades da Cohomologia de Tate

Como a cohomologia de Tate ¢ definida em termos de resolucoes, temos que algumas
propriedades que valem para H* também valem para H*. Veremos algumas delas a seguir:

(1) Como em 2.26(ii’), temos:
Uma sequéncia exata curta de G-médulos 0 — M — M — M"” — 0 d4 origem a uma
sequéncia exata longa

Y HNGMY) — HY(G M) — HY(G M) S A6 M) —
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(2) Sabemos que uma resolugdo completa para G pode ser vista como uma resolugdo completa
para qualquer H C (. Note ainda que o Lema de Shapiro também vale para a cohomologia
de Tate e por G ser finito, a coindugao ¢é igual & indugao. Logo, temos:

Se H C G e M é um H-médulo, entdo H*(H; M) 2 H*(G; ZG Quu M).

(3) Se considerarmos H = {1}, temos que A*(H,—) = 0. Assim, pelo item (2) anterior, para
qualquer grupo abeliano A, A *(G;ZG ® A) = 0, consequentemente, cada H' & effaceable
e coeffaceable.

(4) Note que pelos itens (1) e (3) anteriores, podemos usar mudanga de dimensdo. Dado um G-
médulo M podemos encontrar K e C' (como 2.15 e 2.16) tais que: H*(G; M) = H'"(G; K)
e HY(G; M) = H"(G; C), para todo i € Z.

(5) Dados H C G, uma resolucdo completa F' para G, e um G-médulo M, temos morfismos
de cocadeias Horreg(F, M) < Homeg(F, M) € Hormeg(F,M) — Hom.g(F, M), em que
o segundo morfismo é o transfer. Assim, temos o morfismo de restricio H*(G; M) —
H*(G; M) e o morfismo de correstriggo H*(H; M) — H*(G; M), em que esses morfismos
possuem propriedades andlogas aquelas dadas em 2.42. E segue que o andlogo a 2.44 e
2.46 também vale para H*.

(6) Existe um produto cup H?(G; M) ® HY(G; N) — HP*9(G; M ® N) com propriedades
andlogas as 2.55, que mostraremos a seguir. Note que, para o analogo da naturalidade da
propriedade (6) de 2.55, devemos assumir que a: H — G é uma inclusdo, pois é nesta
propriedade em que temos o morfismo o*: fI*(G; M) — ﬁ*(H; M).

Pelas quatro primeiras propriedades podemos notar que, heuristicamente, a teoria da coho-
mologia de Tate estd completamente determinada por qualquer i

Mostraremos agora a construgao do produto cup para a cohomologia de Tate. Lembremos
que, quando falamos do produto cup na cohomologia ordinéria, usamos que o produto tensorial
de resolucoes é uma resolucdo. Em nivel de cocadeia, o produto cup é apenas o morfismo:

jfmG(F,M)@%amg(F, N) —)jfamg(F@F,M@N) (4.5)

dado pelo produto tensorial de morfismos graduados. Além disso, podemos também definir o
produto cup em termos de um tnica resolucdo F’ escolhendo uma aproximagado da diagonal
A:F — F®F e compondo o produto anterior com

ﬁfmc(A,M@N) : =}fﬂﬁ@g(};’@)}71,.]\4(8)]\7) — ﬁfmg(F,M@N).
Assim, o produto cup
%WG(F, M)p & %ﬂmg(F, N)q — jfamg(F,M &® N)p-i—q

depende apenas da componente (p, q): Apg : Fpiqg = F, ® Fy,.

Suponhamos agora que F' seja uma resolugdo completa. Se quiséssemos tentar fazer o
andlogo do que foi feito anteriormente, deveriamos ter que F' ® F' é uma resolugao completa,
mas, em particular, note que (F' ® F'), ndo é o mesmo do que F, ® F;, e consequentemente,
nao é nada 6bvio que a definicao da forma 4.5 induz AP © H? — AP, Além disso, podemos
notar que F® F nao é um bom candidato para a aproximacao da diagonal, ja que para qualquer
n € Z existem vérios (p,q) tal que p + ¢ = n e pelo que ja vimos na mudanga de dimenséo
os correspondentes ao produto cup devem ser todos néo triviais. Assim, A deve possuir uma
componente néo trivial Ap, para todo (p, g), logo o candidato de A deve ser um médulo graduado
de forma que na dimensao n é [[,; -, F, ® F; e nao da forma @ F, ® Fy. O que nos motiva
para as seguintes defini¢oes:

pt+g=n
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Ve

Definigao 4.21. Se C e C' sdo mddulos graduados, o produto tensorial completo C&C’ é
definido por

(C&C)n= ]I Cr®C

ptg=n

Definig¢ao 4.22. Dados os mddulos graduados C, C', D e D' e os morfismos u: C — D de
graur ev: C' — D' de grau s, existe um morfismo u®@v : CRC' — DRD' de grau r+ s definido
por

(u&v)n = [ (C1)Pu®uvy: [ Co®Cy— [I Dptr ® Dl

ptg=n ptq=n ptg=n

Consideraremos agora uma resolugdo completa € : F' — 7, e seja d o diferencial em F.
Logo F&F possui “diferenciais parciais” d® idr e idr &d. Lembrando que a composicio de
morfismos graduados é dada por (u®v) o (W&v') = (—1)d8vdeev (3 0 u)Q(v 0 v'), temos que
(d®idr)? = 0, (idr &d)? = 0 e que (d®idr)(idr &d) = d&d e (idr &d)(d®idr) = —d&d, ou
seja, é anticomutativo. Logo, a “diferencial total” 0 = d&® idg +idp &d tem o quadrado igual a
zero, o que nos dé que FQF é um complexo de cadeia. Ainda, temos o “morfismo de aumento”
e®e : FQF — Z&®Z = 7. Por aprozimacdo completa da diagonal queremos dizer que um
morfismo A : F' — FQF preserva aumento, mas ndo é claro que as aproximacoes completas da
diagonal realmente existem. Aceitando a sua existéncia, podemos definir o produto cup em nivel
de cocadeia:

Definicao 4.23. O produto cup de cocadeia € dado por
Horro(F; M) ® Horec(F; N) = Homo(F; M ® N)
em que u — v = (u®v) o A
Obtemos entao a férmula do cobordo
d(u~—v)=0u— v+ (—1)Pu— dv

e segue que existe um produto induzido H?(G, M) ® HY(G, N) — HP*9(G,M ® N). Como na
propriedade 2.55 item (2), é imediato que esse produto é natural com respeito ao morfismos
de coeficientes, e como nas propriedades 2.55 itens (3.3) e (3.3’), temos que o produto cup é
compativel com o morfismo de conexdo d em uma sequéncia exata longa de cohomologia. Mais
ainda, pelo fato de que A ser um morfismo de aumento, conseguimos calcular o produto cup
H® [0 — A° e, como no item (1) propriedade 2.55, temos que o produto cup é induzido do
morfismo M¢ ® N¢ — (M ® N)°.

Agora, usando mudanca dimensdo provaremos que o produto cup é independente das
escolhas de F' e de A:

Lema 4.24. Ezxiste no mdzimo um produto cup em A *(G, —) satisfazendo os andlogos dos itens
(1), (3) e (3’) da propriedade 2.55.

Demonstragdo. Dado um G-médulo M, seja M o médulo induzido ZG ® M, seja 0 — K —
M — M — 0 uma sequéncia exata que Z cinde como Z-médulos. Para qualquer G-médulo N
temos que a sequéncia 0 -+ K QN - M QN -+ M ® N — 0 é exata e o médulo M @ N é
induzido pela proposi¢ao 2.21. Assim, temos os isomorfismos

§: H(G; M) S HYG; K) e 6: HY(G; M ® N) = H*Y(G; K ® N).
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Além disso, qualquer produto cup que satisfaz o andlogo do item (3), da propriedade 2.55, é
compativel com esses isomorfismos, isto é, o diagrama abaixo comuta para qualquer v € H?(G; N).

(G, M) —————— HP'Y(G; K)

_vvl l_vv (4.6)

HP (G M @ N) —— HPHY (G K @ N)

Suponhamos agora que temos dois produtos cup AP @ H? — HP* como no enunciado do lema.
Pela hipotese, os produtos cup coincidem quando p = ¢ = 0, assim, pelo diagrama anterior
temos, por indugao decrescente em p, que quando p < 0 e ¢ = 0 o diagrama anterior também
comuta. Agora, escreva N como o quociente de um maédulo induzido, por indugao decrescente em
q podemos estender pra o caso p < 0, ¢ < 0. Agora, mergulhamos M em um modulo induzido
e indutivamente temos que o produto cup é o mesmo para um p arbitrario e ¢ < 0 e depois,
mergulhamos N em um modulo induzido para mostrar que para todo p e ¢ temos o mesmo
produto cup. Il

Para completar a construgao do produto cup, provaremos que existe a aproximacao completa
da diagonal A. Para isso, usaremos os lemas que seguem

Lema 4.25. FRF ¢ aciclico e em cada dimensao é relativamente injetivo.

Demonstracao. O fato de ser relativamente injetivo segue do fato que o produto arbitrario de
relativamente injetivos ¢ relativamente injetivo. J& para provar que F&QF ¢ aciclico, consideremos
h : F — I uma homotopia de contracao, visto como um complexo de grupos abelianos, ¢ scja
H = h&idp. Notemos que H é uma homotopia de contracao para F&F, pois pela definicio do
diferencial 0 em FRF, temos:

OH + HO = (d2idp +idr &d) o (h®idr) + (hRidg) o (d&idp +idy &)
= dh&idp —h&d + hd® idp +h&d
= (dh + hd)® idp
= idp ®idp
= idpgp -
O

Lema 4.26. Sejam (C,0) e (C,d') dois complexos aciclicos de ZG-mddulos. Assuma que cada
C; € projetivo e cada C] é relativamente ingetivo. Se 1o : Cy — Cf € um morfismo tal que
91001 = 0, entdo Ty pode ser estendido para um morfismo de complezos de cadeia T : C — C'.

Demonstracao. Note que, como C' é projetivo e C’ é aciclico, podemos construir (7;);>0 como
na prova do Lema Fundamental da Algebra Homolégica A.22 de forma que (7:)i>0 comute com
os diferenciais. Ainda, podemos observar que J)7o0; = 0 é exatamente o que é preciso para
comegar uma inducao construtiva. Similarmente, como C' é aciclico e admissivel (pelo lema 4.13)
e C" é relativamente injetivo, (7;);>0 pode ser estendido para dimensao negativa pela proposigao
4.8. O

Lema 4.27. Seja C' um complexo admissivel de ZG-maodulos. Para qualquer ZG-mddulo projetivo
P, o complezo P ® C (com a G agdo diagonal) é contrdtil como um complexo de ZG-mddulos.

Demonstracao. Note que basta provar para P = ZG, pois todo moédulo projetivo é somando
direto de um maédulo livre e uma vez que vale a distributividade do produto tensorial em relacao
a soma direta, basta entao mostrar para esse modulo livre P. Pelo corolario 2.20, temos que
7.G & C é isomorfo ao complexo induzido ZG ® C’, em que C” é C visto como um complexo de
grupos abelianos. Como C” é contratil por hipotese, segue que ZG @ C' é contratil. O
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Do ponto de vista dos Lemas 4.25 e 4.26, a construcdo de A : F — F®F se reduz a
construgdo de um morfismo o = (ap) : Fy — [lpez Fp ® Fp tal que

(i) 0alg,=0¢
(i) (e®e)ag=¢

em que By C Fy é o médulo dos bordos. Consideremos 31’”1 =d,QF,: F,,F, = F, 1 ®
F, e também 0, = (-1)PF, ®d, : F, ® F; = F, ® F; ;. Logo, temos que o morfismo
Oa : Fy — [lpez Fp—1 ® F_p possui componentes 0, o + 8, ;05 1. Deste modo, provar (i)
é o mesmo que provar (") (', + 0" 0p-1)|B, =0, em que omltlmos os {ndices de & ¢ 0”. Vamos
entdo construir o morfismo a em que tomamos aq : Fy — Fy ® Fy um morfismo qualquer que
satisfaga (ii), note que isso é possivel por Fy ser projetivo. Considerando p > 0 e que a,_; ja
tenha sido definido, queremos construir a;, : Fy — F, ® F_, de forma que o diagrama abaixo
comute:

ap| -
pBo - lmBo
F,QF, —>F L®F, %5 F, ,0F,

em que S = —0"a,_1. Note que, se p > 1 entdo podemos assumir indutivamente que (8'cyp—1 +
"oy _2)|B, = 0, portanto em By nds temos:

0B =—-00"a,_1 pela definicdo de S
=0"0'a,;  poisd e 0" anticomutam
= —0"0"a, o por hipétese de indugdo
= 0.

Se p =1, entdo em By nés temos

8 =-00a pela definicdo de 8
—(do ® dp) g pela defini¢do de @' e 3"
=—-(n®n)(e®¢€)a, poisdy=ne
=—-(n®n)e por (ii), pois €|g, = 0.

Logo, 88|, = 0. Além disso, pelo lema 4.27, o complexo (F, ® F_,,d’') é contrétil. Ainda,
podemos escolher uma homotopia de contragao h e definir o, = hf3, 0 que completa o passo
indutivo. De forma similar, é possivel construir oy, para p < 0 utilizando a inducéo decrescente,
dessa forma, provamos o item (6) dada no inicio da segéo 4.4.

Temos que também existe o produto cap para a teoria de Tate. Sabemos que existe um
morfismo

Horrrn(F, M) — o ((FOF) ®c N, F @c (M ® N))

dado por u + id ®u ® idy, que corresponde (adjuncio entre os funtores %> e ®) ao morfismo
v : Hrrna(F, M) ® (FQF) ®¢ N) = F ®¢ (M ® N).
Assim, definimos o produto cap
Horrng(F,M)Q (F®zN) > FQc(M®N)
como vy composto com
id®(A ®id) : o g(F, M) ® (F @g N) = Homa(F,M) @ (F&F) ®¢ N),

em que A : F — F&F é qualquer aproximacio completa da diagonal, induzindo entéo o produto
cap
H*® H, > H,

com as propriedades usuais.
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4.5 Teorema da Dualidade

Para qualquer grupo abeliano A, definimos A’ = Hom(A, Q/Z) e usaremos a notaco
F* = Hompg(F, R) em que R é um R-médulo & esquerda.

Definicao 4.28. Um morfismo p: A® B — Q/7Z dd origem ao morfismo p: A — B’ dado por
z = (f = f(x)) e dizemos que p d um pareamento dual se p € um isomorfismo.

Claro que p também d4 origem ao morfismo p : B — A’, que é igual a composicao de

B — B" % A’ Além disso, se A e B s3o finitos, p é um pareamento dual se, e somente se, p é
um isomorfismo. Assim, o par dual entre grupos abelianos finitos nos da um isomorfismo de
cada um deles no dual do outro.

Se G é um grupo e M é um G-mdédulo, entdo M’ = Hom(M, Q/Z) herda uma G-agdo da
forma usual: (gu)(m) = u(g~'m) para g € G, u € M’ e m € M. Existe um pareamento de
avaliagao p: H'(G; M') ® H;(G; M) — Q/Z obtido compondo o pareamento (-,-) do produto
cap com o morfismo avaliacio M' ® ¢ M — Q/Z tal que ¢ ® m > p(m). Similarmente, se G é
finito, existe um pareamento p: H*(G; M") @ Hy(G; M) — Q/Z.

Proposicao 4.29. Os pareamentos p e p, como no pardgrafo acima, saéo pareamentos duais.
Logo HY(G; M") = H;(G; M)' para quaisquer G e M, e H'(G; M") = H;(G; M) se G ¢ finito.

Demonstragdo. Seja F' uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG. Assim H#omg(F,M') =
Homg(F,Hom(M,Q/Z)) = Howmwc(F @ M,Q/Z) = Hom(F Q¢ M,Q/Z) = (F ®c M)'.
Como () é exato, podemos passar & homologia e obtemos H*(G; M') = H,(G; M)'. E facil ver
que esse isomorfismo corresponde ao pareamento p. E da mesma forma podemos fazer para
p. O

Assumiremos agora que G € finito. E como ja vimos, existe um isomorfismo b (G M) =
H_1-i(G; M).

Proposicao 4.30. Eziste um elemento z € fI_l(G, Z) tal que o morfismo do produto cap
— ~z: H{(G; M) — H_,_;(G; M) é um isomorfismo para qualquer G-mddulo M.

Demonstragio. Seja (F,d) uma resolugiao completa de tipo finito, com dy = 7e, e seja F =
Homg(F, ZG). Entéo, F; = (F_;)*. Pela proposicao 4.19, F’ continua aciclico e projetivo. Temos

que o operador de bordo F'; — Fy é a composicio (F_1)* KN/ (Fg). Se desconsiderarmos
os indices, temos que F ¢ uma resolucdo completa, mais precisamente, temos que F é uma
suspensdo L E de uma resolu¢do completa E. Utilizando a proposi¢do A.29(b), obtemos o
isomorfismo H#s7q(F, M) = F Qg M, o que nos dé

H(G;M) = H_((F®c M) = H.;_1(E®c M) = H_;_1(G; M).

Note que esse isomorfismo é dado, a menos de sinal, pelo produto cap com um elemento
universal z € H_1(G;Z). De fato, chamaremos o isomorfismo H{(G; M) — H_,_1(G; M) de ¢ e
temos que @ é natural e compativel com §. Além disso, considerando z = ¢(1), temos que ¢
e — — z sdo iguais em 1 € I:IO(G; Z). Suponhamos que M e u € ﬁO(G; M) sejam arbitrérios,
assim, existe um morfismo Z — M de G-médulos tal que 1 — u da origem ao morfismo
induzido o : H°(G;Z) — H(G; M) que é o mesmo que ZS — MC pois HY(G;Z) = ZC ¢
bij °(G; M) = M€. Como o produto cap é natural com respeito aos morfismo de coeficientes,
temos o diagrama comutativo

A(G;z) —% H_,(G;Z)

J s

AY(G; M) —% H_,(G; M)
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de forma que 3(z) = (1 ~ 2z) = (1) ~ 2z = u —~ z. Assim, pela naturalidade de ¢, temos o
diagrama comutativo

H(G;72) —2— H_{(G:7)
I s
(G M) —2— H_(G; M)
e portanto ¢(u) = pa(l) = Bp(1) = B(2) = u ~ z. Podemos perceber que, em dimensao zero,
¢ e — —~ [ possuem o mesmo dominio e que ¢ é d-compativel (pelo que fizemos anteriormente).

Assim, usando mudancga de dimensao, temos que p ¢ — ~ z sao iguais em todas as dimensoes e
temos o diagrama comutativo

HY(G;7) ——25 H_,(G;7)

| J
H(G; K) — H_y_,(G; K)
em que os morfismos verticais sao dados pela propriedade (4) do inicio da segao 4.4. Assim,

o isomorfismo nos dé uma ambiguidade no sinal e temos que ¢(u) = +u —~ z em qualquer
dimensao, seguindo o isomorfismo. O

Corolario 4.31. Para qualquer G-mdodulo M, a composicao
HG: M) H'7(G, M) S H Y G M @ M) % H (G, Q/Z)
¢ um pareamento dual, em que o, € induzido pelo pareamento canonico o : M' & M — Q/Z.

Demonstragao. Pelas proposicoes 4.29 e 4.30 temos que Iffi(G; M) = H; (G; MY = f[‘l_i(G; MY,
em que esta composigao nos dé explicitamente u — (v — @(u,v —~ 2)), em que @ : M' g M —
Q/Z é induzido de a. Temos também que
a(u,v ~ z) =alu ~v,2) = (o (u —v),2)
nos dando a composi¢ao
H(G; M) o B-71(G: M) = B(G; M » M) % B-Y(G:Q/z) =5 Q/z

que é um pareamento dual. .

Note que (—, z) mapeia H™1(G; Q/Z) isomorficamente em |G|7'Z/Z, pois (—, z) é a com-
posicao

G.Q/zZ) = H_{(G;Z) — Q/Z,

em que o primeiro morfismo é dado na proposicao 4.29 e o segundo é a avaliagao do gerador
z € H 1(G;Z). E claro que, se A é finito, a avaliacio de um gerador de A nos d4 um isomorfismo

o

A = |AI7'Z) 7. O
Teorema 4.32. O produto cup H'(G;7) ® H(G;7) — H(G,Z) = Z/|G|Z ¢ um parcamento
dual.

Demonstracao. Sabemos que ﬁ*(G; Q) =0, assim a sequéncia exata 0 = Z — Q — Q/Z — 0

nos dé o isomorfismo ¢ : H/(G,Q/Z) = f[ 1(G;Z) para todo j. Pela compatibilidade com §
temos o diagrama comutativo:

A-Y(G;Q/z) 2 H7(G;Z) —— H™'(G,Q/Z)

l |s

H(G;7) 2 H (G, 7) ———— HY(G; 7).
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Como a linha de cima é um pareamento dual pelo corolario 4.31, em que M = Z, entao a linha
de baixo também é. (I
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5 GRUPOS FINITOS COM COHOMOLOGIA PERIODICA

Neste capitulo estudaremos a periodicidade da cohomologia de alguns grupos finitos. Os
resultados dados pela secao 3.3 sao de grande importancia aqui.

Definicao 5.1. Dizemos que um grupo finito G' tem cohomologia periddica se, para algum
d # 0, existe um elemento u € HY(G;Z) que é inversivel no anel H*(G;Z).

Fazendo o produto cup com wu, obteremos entao um isomorfismo periodico:
w— —: HY(G: M) S H"(G; M)

para todo n € Z ¢ todo G-médulo M. Note que, paran =0 ¢ M = Z, temos que ]:IO(G; 7) 5
HY(G:Z) e, pelo que ja vimos anteriormente, H°(G;Z) = Z/|G|Z, assim, para este caso temos
HYG:Z) = 7/|G|Z e u gera HY(G;Z).

Sabemos que se um grupo G tem cohomologia periddica, entao o trabalho de calcular
H *(G;Z) é simplificado. Deste modo, é interessante encontrar um critério que possa decidir se
G possui ou nao cohomologia periddica e é o que faremos nesta secao.

Teorema 5.2. Sao equivalentes:
(i) G possui cohomologia periddica.

(i) existem inteiros n e d, com d # 0, tal que H*(G; M) = H"(G; M) para todo G-mdédulo
M.

(iii) para algum d # 0, HY(G;Z) = Z/|G|Z.
(iv) para algum d # 0, HYG;Z) contém um elemento u de ordem |G).

Demonstracao. (i) = (ii) Definicao.

(ii) = (iii) Fizemos anteriormente, logo apds a definigao.

(iii) = (iv) Nao ha o que fazer.

(iv) = (i) Pela proposicio A.9, existe um morfismo H? — Q/Z tal que u — 1/|G| (mod Z).
Pelo teorema 4.32, esse morfismo é dado por

A(G2) =" BG,2) =g, — Uy

para algum v € 4G, Z). Assim, uv = 1 (ou seja, u ¢ inversivel) e segue (i). O
Observacao 5.3.

(1) Se G tem cohomologia periddica, entao qualquer subgrupo H também tem, pois o morfismo
de restricao H*(G;Z) — H*(H,Z) é um morfismo de anel, portanto elementos inversiveis
sao levados em elementos inversiveis.

(2) Se G é abeliano e nao ciclico, entdo G nao possui cohomologia periddica. De fato, para este
caso, G deve conter um subgrupo isomorfo a 7, x Z,, para algum primo p, mas utilizando
a formula de Kiinneth dada em A.19, temos que H "(Zy % Zy; ) sobre Z, possui dimensao
n + 1, para n > 0, portanto pela dimensao ser maior que n, G nao é periédico.

Defini¢ao 5.4. Um p-grupo abeliano elementar de posto r > 0 € um grupo isomorfo a Z;, =
Loy X+ -+ X L.
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Queremos encontrar um critério para um grupo possuir cohomologia periédica. No caso em
que G é um p-grupo, existe um critério que é a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 5.5. Se G ¢ um p-grupo, para algum primo p, entao sao equivalentes:
(i) G possui cohomologia periddica.
(ii) Todo subgrupo abeliano de G € ciclico.
(iii) Todo p-subgrupo abeliano elementar de G tem posto < 1.
(iv) G possui um tinico subgrupo de ordem p.
(v) G € ciclico ou quatérnio generalizado.

Demonstracao. (i) = (i) Nada a fazer (pela observagao 5.3).

(il) = (iii) Trivial.

(iii) = (iv) Como G é um p-grupo, sabemos que G contém um subgrupo central de ordem p. Se
existisse outro subgrupo de ordem p, os dois gerariam um p-grupo abeliano elementar de posto
2, contrariando (iii).

(iv) = (v) Teorema 3.10.

(v) = (i) Nada a fazer para o caso ciclico, ja para os quatérnios generalizados, consultar segdo
trés do artigo [8]. O

Para passar do caso do p-grupo para o caso geral, temos:

Proposicao 5.6. Um grupo finito G possui cohomologia periddica se, e somente se, todo
subgrupo de Sylow de G possui cohomologia periodica.

Demonstragao. (=) Segue da observagao 5.3 item (1).
(<) Fixe um primo p e seja H C G um p-subgrupo de Sylow. Por hip6tese, H*(H;Z) contém
um elemento inversivel u de grau d # 0.
Vamos mostrar que alguma poténcia de u é G-invariante, no sentido da definicao 2.45.
Seja e > 0 um inteiro tal que a® = 1 para todo a € (Z/|H|Z)* em que (Z/|H|Z)* é
o grupo das unidades em (Z/|H|Z). Note que e sempre existe, pois, no pior dos casos ele
é ¢(Z/|H|Z) (nimero de elementos inversiveis). Ainda, note que para qualquer g € G, os
elementos v = resgmgHg_l uew= reslg#%;g_l gu sao inversiveis em f[*(H NgHg ;7). De fato,
como resyjn, o1 - H (H;Z) — H*(H N gHg™'; Z) é morfismo, temos que resjjq ;o1 (7 -~ y) =
LTSy pg-1 Y = T€Sfingpg—1 T~ TeSfn .1 Y Para todo x, y € H*(HNgHg™';7) e podemos
considerar o seguinte diagrama comutativo:

H*(H) === H*(HNgHg™")

uflv_l Jvres(ufl)v—

H*(H) —= H*(HNgHg™").

Temos entao que

-1

resfing g1 (U~ w) = respo 1 (u”h) v v,

assim
respngmgt (1) = resio o1 (u™) v
e pela observacao 5.3 item (1) sabemos que resgmgHg_l . H*(H) — H*(HNgHg ') é um morfismo

4 . H _ DI S - -1 oo -1 _
de anéis, portanto resngHg_l(l) =1, logo v = resngHg_l(u ). De forma andloga, w™ =
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resﬁ’#%;g_l(u_lg_l). Como v e w siio inversiveis, eles geram o grupo ciclico H4(H N gHg™', 7).
Assim, v¢ = w® e segue que u® € H d(H 7) é G-invariante e similarmente u~¢ também é
G-invariante, como queriamos mostrar.

Se analisarmos o teorema 2.46 na versao da cohomologia de Tate, provamos entao que
H *(GZ)p) possui um elemento inversivel u(p) de grau d(p). Note que se elevarmos todos u(p)
a poténcias adequadas (basta utilizar o minimo multiplo comum de todos os graus d(p)) e
considerarmos todos os primos que dividem a ordem de G, como H “G:Z) = @, H (G Z),,

temos que H *(G;Z) possui um elemento inversivel de grau positivo.
O

Juntando as proposicoes anteriores 5.5 e 5.6, temos:
Teorema 5.7. Para um grupo finito G, sao equivalentes:
(i) G possui cohomologia periddica.
(11) Todo subgrupo abeliano de G € ciclico.
(111) Todo p-subgrupo abeliano elementar de G tem posto < 1.

(iv) Os subgrupos de Sylow de G sao ciclicos ou quatérnios generalizados.

5.1 Exemplos de grupos periddicos

Estudaremos em um primeiro momento alguns grupos e logo apds veremos que tais grupos
possuem cohomologia periddica. Para esta parte foi utilizado tanto o livro [5], como o livro [9] e
também utilizamos [10] para a descricao do grupo O} e [11] para a descricao do grupo T'Ly(IF,).

Note ainda que, os grupos ciclicos e os quatérnios generalizados, pelo que acabamos de ver
no inicio do capitulo, possuem cohomologia periddica. No caso dos grupos ciclicos, basta analisar
se em alguma dimensao existe um grupo ciclico com exatamente o nimero de elementos do
grupo G, pelo teorema 5.2. Ja no caso dos quatérnios, temos por [8], que a cohomologia desses
possui periodo 4.

5.1.1 Os grupos 7T; e Of
Considere Zs O Qg dada por

Aut(Qg)
&7y}

aq

al_l

USSR

em que ag = id, a1(i) = k, a1(j) =i e ai(k) = j. Temos que o grupo bindrio tetraedral T' é,
por defini¢do, Qg X Zs.

Ngtemos que, se w € R®Ri & Ry & Rk é tal que w = %(—1 +i+4j+ k), entao (w) = Zs,
pois w® = 1:

1 |
W = (é(—1+z‘+j+k)>.<§(—1+z+j+k))
1
= (—i—j—k—T—i—j+k—T+i=j—k—1—i+j—k
:%(—2—22—2]'—%)
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2

. 1 1
wz-w:<—§(1+z’+j+k))-(—(—1+z’+j+k)>
(cltidjbh—l—i—jthk—1di—g—k—1—itj—Fk)

NN

= 1.

Provaremos agora que existe um isomorfismo ¢: T' — SLy(F3). Primeiro, definimos ¢ em

Qg da seguinte forma:
R -1 -1 TN 0 1
! -1 1 ) ~1 0

|_>11
w 01 )

E estendemos para 7"

Note ainda que ¢ é um morfismo, por

s

Considerando v = —p(w) e y = ¢(j), é bem sabido que uma presentacao de SLo(F3) é
dada por:

SLy(Fs) = {v, y|v* = v* = (y1)*}.
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Deste modo, temos

. 0 1 —1 -1 0 —1
ZJ“/ZSD(—JW):<_1 0)( 0 _1>:<1 1 )

(y7)3=<p(—jw)3=<(l) _11> = —id

concluimos assim que ¢ é sobrejetivo. Mas como |T'| = 24 = |SLy(F3)|, temos que T' = SLy(F3).
Note que Z(T') = {(1,0),(—1,0)}, portanto, pelo teorema 3.7, para classificar as extensoes
de T por Zs, basta calcularmos H?(Zy; Z,). Pelo exemplo 2.7, temos a seguinte resolugao

ﬂ)ZQgZQgZQ_)O

e temos também que H?(Zy; Zs) = H1(Zy;Zy) = Zy. Logo existem duas extensoes de T por Zo,
sao elas: o produto semidireto, T' X4 Zs, e o bindrio octaedral, denotado por O,

0T — 0" = Zy— 0,
temos ainda que uma presentacao para O* pode ser dada por

tpqri=p' =10 =¢=r*pep ' =q " tpt ' =qtqt " =pg,rtr =t
rpr ' =qp,rqr~t = qp,rqgrt = q7').

Existe também o caso mais geral que é grupo bindrio tetraedral generalizado, denotado por
T;, construido a partir da acdo «, : Zzi — Aut(Qg) para n > 1 e definimos T; = Qg X, Zs3i. E,
de forma similar ao feito anteriormente, cada T; admite uma extensao T; por Zs, que generaliza
a extensao anterior
1 =T, = Of = Zy—0.

em que O é o grupo bindario octaedral generalizado, uma presentagao para O] pode ser dada
por

t,p, gt =pt=1,p0" =@ =rtpep ' = ¢ L tpt ™ = g gt = pg,rtr =171,
rpr ' =gp,rqr~t = qp,rqgrt = q 7).

Devemos provar agora que 7; e OF possuem cohomologia periédica.

Note que, como T; = Qg X, Zsi, temos o 2-subgrupo de Sylow (Qg, 0), isto é, um subgrupo
dos quatérnios e o 3-subgrupo de Sylow ciclico (0,Z3:), portanto pelo teorema 5.7, T; possui
cohomologia periédica.

Sabendo a presentacao do Oj, temos que

Qs = (pr,pal(pr)* = (pa)*, (pa) () (pa) ™" = (pr) ", (pa)* = 1, (pr)® = 1),

e como |OF| = |T;| - |Zy] = 8-3"-2 = 16 - 3', temos que o 2-subgrupo de Sylow é 0 Q5 € 0
3-subgrupo de Sylow ciclico ¢ Zsz:. Logo, pelo teorema 5.7, OF possui cohomologia periodica.
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5.1.2 O grupo SLy(F,)

Primeiro, consideraremos M um subgrupo de SLy(FF,), para ¢ uma poténcia de um primo
impar, que consiste das matrizes

X0 0 —A7!
(o))

tal que A € ;. Note que M = Qy(,1) se ¢ # 3. De fato, pelas relagoes que ja conhecemos dos
quatérnios Qu,, (conforme o item (E) da se¢ao 3.3), temos que m = 1(q — 1).
Seja A de ordem ¢ — 1 e note que

Ao\ /a0 (10
0 ! - 0 Xx@b =101
0 A1\ (10
A0 —\o 1)

Deste modo, como sabemos que o(z) = ¢ — 1 e o(y) = 4, consideremos o morfismo ¢ : Qy(g_1) —
M definido por

¢ observemos que ¥ (y?) = —id e que (A™)? = 1, logo ou A™ = 1 ou \™ = —1, mas o(\) = 2m =
q — 1, portanto A™ = —1, assim ¢ (x™) = —id = ¥(y?).

Observe agora que Gal(K/IF,) = Z,, para ¢ uma poténcia de um primo ifmpar e K =
F,[z]/(z? — o), em que @ nao é um quadrado perfeito em F,. De fato, considere o morfismo

p: K = K
1—=1
T—p(T)=c+d

para ¢, d € [F, e sabemos que ¢(T)? = ¢(7?) = p(a) = a, pois a € F,. Além disso, os elementos
de K estao em bijecao com os elementos da forma ¢x + d e, note que se ¢ = 0, teremos d? = a,
mas « nao é um quadrado perfeito, logo ¢ # 0 e, por outro lado também temos 2¢zd = 0, logo
d = 0. Entao, p(Z) = ¢T e ¢ = 1, portanto ¢ = &1 (temos que ¢ é injetor, por isso nao temos o
caso em que ¢ e d sao simultaneamente nulos).

Observemos que temos um morfismo F}; < GL(F;) = GLy(F,) tal que

_ (d ca>
T +d—
c d
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chamaremos a matriz acima de ¢.4. Repare que o morfismo acima esta bem definido, pois se o
determinante da matriz ¢, 4 fosse nula, o seria um quadrado perfeito.

Verificaremos agora que Gal(K/F,) e F 2 geram um subgrupo de GL,(F,) de ordem 2(¢?—1),
ou seja, queremos saber qual é a ordem do subgrupo gerado por

<C=C_1=<(1) _01>,g007d:<g C;) talquecT+d7é0> (5.1)

Um elemento subgrupo (5.1) é da forma

ol (O,
= d ca . 1 0 ([ d —ca
Ped 6=\ ¢ g 0 -1/ \ e —d
c. (1 0 [ d —ca)_ [d —ca
Yoed =\ o 1 —c d e —d

ou seja, Yeq- ¢ = (- p_cq. E também o produto de duas matrizes da forma ¢, 4 tem a forma de

P! d’ -
Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que esse subgrupo é da forma

{Ce ’ 90|6 € {071}790 € FZQ}v

portanto, sua ordem ¢ realmente a ordem de Gal(K/F,) - F7,, isto &, 2(¢* - 1).

Provaremos agora que J = (Gal(K/F;) UF.) NSL(F},) = Q1) Observemos primeiro
que em GLy(IF,) existem ¢ — 1 valores possiveis para os determinantes das matrizes. Se todos os
determinantes do subgrupo (Gal(//IF;) UF,2) aparecem com a mesma frequéncia, aqueles que
2(¢* — 1)

-1
o que queremos provar ¢ que todos os determinantes do subgrupo (Gal(K/IF,) UF;) aparecem
com uma mesma frequéncia.

E claro que em J as matrizes terdo a forma ¢c.q- Definimos a norma

N : ]F:;Q —>]F;
Tt +dw— (d+ cx)(d — cT).

Mas, note que

possuem determinante igual a 1, isto ¢, todo o J, tera ordem = 2(q+ 1). Deste modo,

Sabemos que ker(N) = N é um subgrupo normal de [F7, além disso, notemos que se pegarmos
dois elementos com a mesma norma, ao multiplicarmos um pelo inverso do outro, temos um
elemento do ntcleo, ou seja, se |z| = [, entdo temos {w € Fypz||w| =1} = N - z. Logo, determinar
a quantidade de elementos que possuem norma [, é equivalente a determinar a cardinalidade
da classe lateral N - z. Mas é claro que N - z possui a mesma cardinalidade de N. Logo, para
concluir que a norma aparece com a mesma frequéncia, resta mostrar que N é sobrejetor. De
fato, pelo Teorema das Raizes da Unidade, [F2 é ciclico, assim, consideremos um gerador ¢ de
., que claramente tem ordem ¢ — 1 = (¢ — 1)(¢ + 1), logo N(f) € F; tem ordem ¢ — 1, ou
seja, N é sobrejetor. Logo, |J]| = 2(q + 1).

Note que existe p.q = & € J tal que o(§) = ¢*> — 1, logo o(€97') = ¢+ 1 e existe
B 0 1
-1 0
possui ordem ¢ 4 1 e também temos que o(y) = 4 para y € Qo(g41). Consideraremos portanto o
morfismo:

o € J tal que o(o) = 4. Além disso, sabemos que o gerador padrao de Q41

w: Qg(q+1) —J
z o 071
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Assim, basta provarmos que vale 1(y*) = ¥(z™) e ¥(yzy~) = ().

Observemos que ¥(y?) = — id e também que h(z") = (£471)(@+D/2 = £(@~1/2 ‘mag sabemos
que
¢l =1
gl 1=0
(£l@*-1/2 4 1)(5(q2—1)/2 —1)=0,
porém se £@~D/2 _ 1 = , terfamos £@~V/2 = 1, que é um absurdo, logo @ ~D/2 = _1,

Concluimos entao que 1(y?) = ¥(z™).

Agora, Y((yry™)™) = Y(ya™y™!) = —id e Y((z7™)™) = Y((@™)™!) = (—id)™' = —id,
portanto ¢ (yzy~') = (zh).

LOgO, J= Qg(q+1).

Provaremos que SLo(F,) possui um 2-subgrupo de Sylow que é isomorfo a algum Qg e um
l-subgrupo de Sylow ciclico, para qualquer primo impar [ # char(IF,;) = p. Pelo que acabamos de
fazer temos que J C SLy(IFy), Qorq—1) € SLa(Fy) € Qag1) € SLa(Fy). Suponhamos que 27 é a
maior poténcia de 2 que divide a ordem de SLa(F,). Logo, 27||¢(¢* — 1) ', como ¢ é fmpar, temos
27|l¢* — 1 ou 2°||(¢ — 1)(q + 1), assim, podemos ter que ou 2||g — 1 e 2°7||[g+ 1 ou 27 t|g—1e
2||g + 1. E também vamos supor que [ é outra maior poténcia que divide | SLo(Fy) |, em que !
é fmpar. Assim, [“||q(¢> — 1), como [ é fmpar, ou [*||g — 1 ou [“||q + 1.

Para provar que SLy(Fy) possui um 2-subgrupo de Sylow dos quatérnios, temos que se
2|l — 1 e 2°7'|g + 1, existe um subgrupo ciclico de ordem 2°7' em Qs(4+1), mas note que
este subgrupo é exatamente (%) e temos que existe um subgrupo I = (0,£97!) que é um
quatérnio, assim se considerarmos um subgrupo de I sendo gerado por o ¢ alguma poténcia de
&, conseguimos um subgrupo dos quatérnios que é um 2-Sylow. De forma similar, pode-se fazer
quando 2||¢g + 1 e 2571 |g — 1.

Além disso, sabemos que as matrizes da forma possuem ordem ¢ —1 em Qay_1),

A0
0 X!
logo, se {*||¢g — 1, teremos que existe um subgrupo ciclico de ordem " em SLo(F). E, se {“|[g+1
eo(§) = q+1em Qyqy1y. entao existe um subgrupo ciclico de ordem [* em SLy(FFy) e provamos
que SLy(FF,) possui um [-subgrupo de Sylow ciclico.

Agora precisamos analisar quando SLy(F,) possui cohomologia periédica. Primeiro iremos
analisar para ¢ = p. Sabemos que | SLy(F,)| = p(p* — 1), portanto temos um p-subgrupo de
Sylow de ordem p que é ciclico, portanto possui cohomologia periédica, pelo teorema 5.7. Ja
para q # p, considere o subgrupo {( (1) T ) |z € Fq} que ¢é isomorfo ao grupo (F,, +) é que
abeliano, mas nao ¢ ciclico, portanto SLy(F,) com ¢ # p néo possui cohomologia periédica.

Ademais, o grupo SL,(F,) com n > 3, ndo possui cohomologia periddica. De fato, con-
sideremos A = (diag(a,a™,1,1,---,1)) e B = (diag(1,1,--- ,1,b,b71,)), temos que A - B =
diag(a,a™,1,1,--- ,1,b,b7') C SL,(F,) ¢ um subgrupo abeliano, mas nao ¢ ciclico.

5.1.3 O grupo TLy(F,)
O grupo TLy(IF,) é definido por
SLy(Fq) *(7)

A0 A0 A0\
~2 — -1
(= (0 0 )= (5 1) (% 1))

Agora, conseguimos provar

Proposicao 5.8. TLy(IF,) possui cohomologia periddica.

L Usaremos a notagao p®||n para significar que ¢ ¢ a maior poténcia de p que divide n.



Demonstragao. (Caso 1) p=1 (mod 4).
Pelo que fizemos anteriormente, sabemos que

(3 )% 2),

€ SLQ(IFP)Q = QQL.

Assim,

ST
=(3 D))
(030 ) (5 o) estate,

isto é yyy~! = 4%y, portanto yyy~! = y~1. Logo, TLy(FF,)2 = (y,7) e | TLy(F,)2| = 271, entdo
TLy(F,)s 2 Oy

(Caso 2) p =3 (mod 4).

Sabemos que Qay1) = SLa(FF,) e | SLa(F,)| = p(p—1)(p+1), em que 2|[p—1 e 27| |p+ 1,
ou seja, p+1 = 214, em que i é fmpar. Temos que a maior poténcia de 2 que divide (p—1)(p+1)
6 2!, assim | SLy(F,)o| = 2! Além disso, sabemos que Qs(py1) = (y, ), em que o(z) =p+ 1 e
o(y) = 4, portanto, ao considerarmos Qu, temos que Qu = (y,2"). Como em Qy(,41) vale a

relacio que yzy ' =z, ¢é claro que valera que yziy~' = 2% em Qq. E ainda, 2 = (2%)2 " que
em Qy(y41) ¢ 0 mesmo que y? = 2 0FD/2 assim SLy(Fy), = (y,2%). E temos que yyy~' = v
pelo caso anterior. Portanto, TLy(IF,)s = (y,7") e | TLa(F,)s| = 217, ou seja, TLy(FFp)2 = Qgii1.

Assim, pelo proposicao 5.7 temos portanto que TLy(F,) possui cohomologla periddica. [

5.2 O Teorema de Suzuki-Zassenhaus

E possivel classificar completamente as familias de grupos finitos que possuem cohomologia
periddica, mas para isso, é necessario usar algumas outras técnicas que nao foram possiveis
estudar no tempo que tivemos.

Teorema 5.9. (Teorema de Suzuki-Zassenhaus) Um grupo finito possui cohomologia periddica
se, e somente se, ele pertence a alguma das familias abaizo, em que p primo

Grupos Condigao

Ly X o Ty mdc(a,b) =1

Lo X3 (Zp % Qo) mdc(a, b) = mdce(ab, 2) =

Lo Xy (Zy X T5) mdc(a, b) = mdc(ab, 6) =

Lig X7 (Zyy x OF) mdc(a, b) = mdc(ab, 6) =

(Zg Xo Zy) x SLo(F,) | mde(a,b) = mde(ab, p(p2 1) =1
Za X, (Zy x TLy(Fp)) | mde(a, b) = mde(ab, p(p? — 1)) =1

Para mais detalhes veja [12] e [13].

7






[11]

[12]
[13]
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APENDICE A — ALGEBRA HOMOLOGICA

Este apéndice contém algumas defini¢cbes e alguns teoremas que servem para relembrar
assuntos que foram utilizados durante o texto.

Definigao A.1. Seja G um grupo (com notagdo multiplicativa). O anel de grupo ZG € definido
como o Z-mddulo livre gerado pelos elementos de G. Deste modo, um elemento de ZG € expresso

por
> alg)g

g€eG

em que a(g) € Z e a(g) = 0 exceto para uma quantidade finita de elementos g € G.

A multiplicagdo em G se estende unicamente para um produto bilinear ZG x ZG — ZG.
Deste modo, ZG se torna um anel com as operagoes

> alg)g+ > blg)g =D (alg) + b(g))g,

geG geG geCG

(Z a(g)g) (Z b(h)g> = 3 (alg)b(h))gh

geG heG g,heG

e o elemento neutro é dado por 3 ,cqa(g)g tal que a(1) =1 e a(g) = 0 para todo g # 1.

Definicdo A.2. Seja R um anel. Um complexo de cadeia sobre R € um par (C,d) em que C €
um R-mddulo graduado e d: C — C é um morfismo de grau —1 tal que d> = 0. O morfismo d é
chamado de diferencial.

Definicdo A.3. Chamaremos de ciclo o nicleo de uma diferencial d e denotaremos por Z(C),
ou seja, Z(C) = ker(d).
Chamaremos de bordo (ou diferencial) a imagem de uma diferencial d e denotaremos por B(C),
ou seja, B(C) = im(d).
Chamaremos de homologia o quociente do ciclo pelo bordo e denotaremos por H(C), ou seja,

HO) = 500

Utilizaremos o prefixo “co” quando estivermos tratando de complexos de cocadeia.

Definigao A.4. O complezo (X"C,¥"d) definido por (3"C), = Cp_p, € E"d = (—1)"d €
chamado de suspensao.

Definicao A.5. Se (C,d) e (C',d’) sGo complezos de cadeia, entdo um morfismo de cadeia de
C para C' € um morfismo de mddulos graduados f : C — C' de grau 0 tal que d'f = fd.

Definicao A.6. Uma homotopia h de um morfismo de cadeia f para um morfismo de cadeia g
¢ um morfismo de mddulos graduados h : C — C' de grau 1 lal que d'h+hd = f—g. Escrevemos
f ~ g e dizemos que f € homotdpico a g se existe uma homotopia de f para g.

Defini¢do A.7. Sejam C e C' (E e E', respectivamente) complezos de R-mddulos & direita (a
esquerda, respectivamente). Dados u € #.2.5(C,C") e v € Homgr(E, E') o produto tensorial

URU € jfmz(c ®Rr F, c’ SR EI)
¢ definido por

(u®@v,c®e) = (—1)3Evdec(y ) ® (v,e) para c € C,e € E.
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Proposicao A.8. Sejam u,v e u ® v como na definicdo anterior. Se D € o diferencial em
qualquer um dos trés complexos .+ que estamos considerando, entdo D(u ® v) = Du® v +
(—1)d8%y ® Dv. Em outras palavras, a operacio de “produto tensorial de morfismos graduados”
define um morfismo de cadeia

%mR(C, Cl) X %WZR(E, El) — jfmz(c Qg F, C’ Xn El).

Além disso, se u: C — C' é um morfismo de cadeia (de grau zero), entdo existe um morfismo de
cadeia Hos2g(E,E") — #227.4(C Qr E,C' ®gr E') dado por v — uQ®v. E o produto tensorial
de morfismos de cadeia é compativel com a homotopia no sequinte sentido: dados morfismos de
cadeia e homotopiasug ~ u: C — C' evg ~vy: E — E', seque que ug®up ~ u1Qv;: CQrE —
C'®r FE'.

Proposicao A.9. Se A € um Z-mddulo e a # 0, para a € A, entdo existe um morfismo

f:A— Q/Z tal que f(a) # 0.
Proposicao A.10. Homolopia € uma relacao de equivaléncia.

Proposi¢ao A.11. Um morfismo de cadeia f : C — C' induz um morfismo H(f) : H(C) —
H(C"). Além disso, H(f) = H(g) se f ~ g.

Definicao A.12. Um morfismo de cadeia f : C — C’ € uma equivaléncia homotédpica se existe
um morfismo de cadeia f': C' — C tal que f'f ~ idc e ff' ~ idcr. Além disso, um morfismo

de cadeia f é uma equivaléncia fraca se H(f) : H(C) — H(C") é um isomorfismo.

Teorema A.13. Seja f: C' — C uma equivaléncia fraca entre complexos de R-mddulos a direita.
Se P é um complexo ndo negativo de R-mddulos plano d esquerda, entdo f Qp P: C' Qr P —
C ®gr P € uma equivaléncia fraca.

Proposicao A.14. Qualquer equivaléncia homotopica é uma equivaléncia fraca.

Definicao A.15. Um complexo de cadeia C € dito contratil se € homotopicamente equivalente
ao complezxo zero, ou seja, se idg ~ 0. Uma homotopia de idc a 0 € dita uma homotopia de
contragao.

Defini¢do A.16. Um complezo de cadeia € dito aciclico se H(C) = 0.

Observe que qualquer complexo de cadeia contratil é aciclico, pois pela proposicao A.11
temos que, se idg ~ 0, entdo H(idg) = H(0) = 0, ou seja, H(C) = 0.

Proposi¢ao A.17. Um complezo de cadeia (C,d) € contrdtil se, e somente se, € aciclico e cada

sequéncia exata 0 = Z,q1 — Cpiq 2 Z, — 0 cinde, em que P € induzido por d.

Proposicao A.18. Uma sequéncia ezxala curta 0 — C’ HC 50" 0 de complezos de cadeia
dd origem a uma sequéncia exata longa de homologia

o oo™ 1,00 "™ H.0M) S Hy 1 (C) ..
O morfismo de conezxdo 0 é natural no sentido que o diagrama comutativo

0 y O — 0 — " > 0
Lol
s E

0 — B — "y E" ——0
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com linhas exatas nos dd um diagrama comutativo

H,(C") —— H,_1(C")

| !

Ho(E") —— Hy,_1(E")

Proposigao A.19. (Férmula de Kiinneth) Seja R um dominio de ideais principais e sejam
C e C'" complexos de cadeia tais que C € livre em cada dimensdo. Existem sequéncias exatas
naturais

0 = SpezHy(C) ®r Hy 5(C') = Hp(C ® C") = @pez Torf (Hy(C), H 4 1(C")) = 0
e
0 — Mpeg Exty(H,(C), Hyrni1(C)) = Hp(5ore g (C, C")) — ez Homp(Hy(C), Hyyn(C')) — 0,
e estas sequéncias cindem.

Sejam R um anel com unidade e M um R-médulo (& esquerda).

Definicao A.20. Uma resolucao de M ¢ uma sequéncia exata de R-mddulos
o RBRBRBFS M.

Se cada F; € livre, dizemos que é uma resolugao livre.

Definicao A.21. Quando existe um inteiro n tal que F; = 0 para t > n, dizemos que a resolugdo
tem comprimento > n. Escreveremos entdo

O—=F, ==K —>M=0

e estd implicito que a resolucao continua com zeros a esquerda.

Sejam R um anel e M um R-mdédulo, temos que M admite diferentes resolugtes livres (que
sdo homotopicamente equivalentes).

Lema A.22. (Lema Fundamental da Algebra Homoldgica) Sejam (C,8) e (C', &) complezos
de cadeia e seja r inteiro. Considere (f; : C; — Cl)i<y uma familia de morfismos tais que
Olfi = fi—10; para i < r. Se C; € projetivo para i > v e H;(C') = 0 para i > r, entdo (fi)i<r
se entende para um inico morfismo de cadeia f : C — C' a menos de homotopia. Mais
precisamente, quaisquer duas extensoes sao homotopicas por uma homotopia h tal que h; =0
para i < 7T.

Sejam e : F — M e ¢’ : F' — M duas resolugdes livres (ou projetivas) de um médulo M.
Podemos construir um complexo de cadeia aumentado com M na dimensdo —1 e aplicar o lema
A.22 com r = —1:

» Fy »y Fo —— M > 0 »
i i .
: : dm
hd ~ ,

» FY »y Fy —— M > 0 ;

Concluimos que existe um morfismo de cadeia f : F' — F’ que preserva aumento, ou seja, que
satisfaz € f = € e também que f é inica a menos de homotopia. Note que a homotopia A do lema
A.22 no nivel do complexo de cadeia aumentado nos dé a homotopia F' — F’, pois h_; = 0.



86 APENDICE A. Algebm Homologica

Teorema A.23. Dadas resolucoes projetivas F' e F' de um mddulo M, existe um morfismo de
cadeia [ F — F' que preserva aumento, inico a menos de homotopia, e f € uma equivaléncia
homotopica.

Corolario A.24. Seja ¢ : F — Z uma resolucao livre de 7 sobre um Z-modulo. Entdo € € uma
equivaléncia homotopica.

Neste final, encontram-se alguns teoremas bem conhecidos que foram necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho.

Lema A.25. Todo maodulo livre € projetivo.

Lema A.26. (a) Dado um diagrama:

P—45Q

g lf

MM 6

da N M//

em que dofd =0, queremos encontrar g tal que dig = fd. Se P € projetivo e a linha de baizo é
exata, entao tal g existe.
(b) Dado um diagrama:

d
M’ y M —=— M"

em que dohd = ds f, queremos encontrar k tal que dik + hd = f. Se P € projetivo e a linha de
baixo ¢ exata, entao tal k existe.

Proposicao A.27. P ¢ projetivo se, e somente se, para toda sobrejecio m : M — M e todo
morfismo ¢ : P — M existe um inico morfismo ¢ : P — M tal que ¢ = m1).

.
.
- lw
.
.
< ¥

M —=— M.

Proposicao A.28. As sequintes condig¢oes sobre um R-mddulo P sao equivalentes:

(i) P é projetivo.

(i1) Toda sequéncia exata 0 — M’ — M — P — 0 cinde.

(111) P é um somando direto de um mddulo livre.

(iv) Existem elementos e; € P e f; € Homg(P, R) (em que os indices de i variam em algum
congunto I) tal que para todo x € P, fi(x) =0 para quase todos i e x =Y ;c; fi(z)e;.

Para préxima proposicao, considere P* = Hompg (M, P).

Proposigao A.29. Seja P um R-mddulo a esquerda projetivo e finitamente gerado.
(a) P* é um R-mddulo a direita projetivo e finitamente gerado.
(b) Para qualquer R-mdédulo a esquerda M, existe um isomorfismo

¢ P*@r M = Homp(P, M)

de grupos abelianos, dado por ¢(u ® m)(x) = u(x)-m parau € P*, me M ex € P.
(c) Para qualquer R-mddulo a direta M, existe um isomorfismo

¢ M ®p P = Hompg(P*, M),
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dado por ¢'(m @ x)(u) =m-u(z) param € M, r € P e u € P*.

(d) Eziste um isomorfismo
S0// . P P**

e

de R-mddulos a esquerda, dado por ¢"(x)(u) = u(zx) para x € P, u € P*.
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