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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de solugoes e tam-
bém o comportamento assintotico de solucbes para equagoes diferen-
ciais de evolucao de segunda ordem no tempo com operadores fracio-
narios de Laplace em R™. Noés obtemos melhores taxas de decaimento
com menos hipéteses nos dados iniciais quando comparado a resultados
anteriores na literatura. Para certos casos, observamos que a estrutura
dissipativa da equagao é do tipo de perda de regularidade. Devido a
essa estrutura especial, quando obtemos estimativas na regiao de alta
frequéncia no espago de Fourier, é necesséario impor regularidade adici-
onal nos dados iniciais para obter a mesma estimativa de decaimento
da regiao de baixa frequéncia. Os resultados obtidos neste trabalho
podem ser aplicados para varios problemas de valor inicial de equacgoes
de segunda ordem, como por exemplo, equacao da onda, equagao de

placas, equagao IBq, entre outras.
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Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of solutions for evo-
lution differential equations of second order in time with fractional La-
place operators in R™. We improve decay rates with less demands on
the initial data when compared with previous results on the subject.
In certain cases, we observe that the dissipative structure of the equa-
tion is of regularity-loss type. Due to that special structure, when we
get estimates in the region of high frequencies in the Fourier space it
is necessary to impose additional regularity on the initial data to ob-
tain the same decay estimates as in the region of low frequencies. The
results obtained in this work can be applied to several others initial
value problems of second order equations, such as wave equation, plate

equation, IBq equation, as well.
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Introducao

Consideremos a seguinte equacao de evolugao com operadores fra-

cionarios em R™:

uee(t, @) + (=) ure (8, ) + (=A)%u(t, x) + (—A) ue(t,2) = f(ue(t, )
(1)

t >0, z € R", com dados iniciais
u(0,2) = uo(x),  w(0,x) =ui(x), (2)
onde a,d € [0,2], 6 € [0,a]. O operador fracionario
(—=A)? : H**(R") c L*(R") — L*(R") (o >0)
é definido por

(—A)v(@) == FH(EP8(©O)) (@), ve H¥RY), a R,



onde F denota a transformada de Fourier usual em L?(R™) com respeito
a variavel z, v = F(v), H®* = H*(R™) denota o espago de Sobolev usual
de fungoes L? equipadas com a norma || - ||+ e |-| denota a norma usual
em R". O operador (—A)° & nio negativo e autoadjunto em L?(R™).
A fungéo f é definida por f(v) = Clv[? onde C é constante positiva e
p > 3.

A energia total F,(t) associada a solu¢do u(t) da equacdo (1) é

definida por

1 5 o
E(0) = 5 { @l + -2 u@IF + - 2@} @)
Por simplicidade de notagao, usaremos em todo o texto | -|| ao invés
de || - |lzz e (+,-) ao invés de (-, ) re.

Vamos encontrar a féormula da solugao para o problema —.

Para tanto, primeiramente consideramos a equacao linear associada

g () + (—A)°uy(t,2) + (—A)%u(t, ) + (=A)%u(t,z) = 0. (4)

Aplicando a transformada de Fourier com respeito & variavel zx,

temos

(L [€120) g (8, €) + [€12%T (¢, €) + €)%t €) =0, t>0, {€R"

a(()?g) :ao(f), at(oag) :al(f), §€R"
(5)



Os autovalores para o problema tem parte real nao positiva e

sao dados por

£*° -
Ao = i (-1 T gl ).

Podemos escrever a solucao de (B como

a(tué-) = k@(t,&)ﬂo(f) + I?l (tvg)al (5)7 (6)
onde
R Aoer-t — \_e Mt R Apt At
Ko(t,§) = +€)\+7)\_e e Kl(t’ﬁ):% (7)

~

Definimos Ky (t,x) = f’l[I/(\'O(t, () e Ki(t,x) = F UK (t,-)](z).

Portanto a solugao do problema linear é dada por

’Lb(t) = kK()(t) * Uy + kKl(t) * U,

com k constante tal que f - § = k(f=*g).
Agora voltemos ao problema semilinear —. Usando o principio

de Duhamel, a solu¢ao do problema — é dada por

u(t) =a(t) + F(u)(t), (8)



onde

u(t) = kKo(t) * up + kK1 () * ug, (9)

Fv)(t) = /0 Ki(t—s)*(I+ (fA)‘S)71 f(v)(s) ds. (10)

Note que u = u é a solugao para o problema linear —, enquanto

F(ug)(z,t) denota a parte nao linear da solu¢do para o problema (I))-

(2)-
Para resolver a equagao integral (8)), ¢ conveniente transformé-la em
um sistema equivalente. Com este fim, derivamos a identidade (8)) com

relagao a t, obtendo
ue(t) = W (t) + F(ur)(t), (11)

em que

Ut(t) = 8,5K0(t) * ug + atKl(t) * Uy, (12)

F(v)(t):/o K1 (t—s)x (I+(=A)°)  f(v)(s)ds.  (13)

Obtemos portanto o sistema de equagoes
u(t) =u(t) + F(o)(t), o(t) =u(t) + F(v)(t), (14)

que é equivalente & equagao integral dada em . No Capitulo 4,
resolveremos a segunda equagcao de (|14) com respeito a v e definiremos

u pela primeira equagao, obtendo assim v = u; e encontrando a solugao

4



para a equagao integral.

Se 0 < 4, observamos que a estrutura de decaimento para é do
tipo de perda de regularidade, que é caracterizada pela estrutura dos
autovalores associados ao problema. A propriedade de perda de regula-
ridade deixa de ocorrer no caso 6§ = 4. Devido a esta estrutura especial,
ao encontrar as estimativas na regiao de alta frequéncia no espago de
Fourier, é necessario impor regularidade adicional nos dados iniciais
para obter a mesma taxa de decaimento da regiao de baixa frequéncia.
Se § < 0, esse efeito ndo aparece, uma vez que a solucao decai expo-
nencialmente na regido de alta frequéncia no espago de Fourier (veja
a Proposicao . Esse tipo de dissipacao com perda de regularidade
também foi estudado para o sistema de Timoshenko [I7, 18], a equagao
de placas sob efeitos de inércia rotacional em R™ [3T},[4, [6] e um sistema
eliptico hiperbélico |16} [24].

Vejamos alguns trabalhos anteriores importantes para o presente
trabalho. Estimativas para a solugao da equacao da onda com decai-

mento estrutural

up(t, ) — Au(t, z) +2a (—A)u(t,2) = 0, t>0, zeR" (15)

também foram encontradas em [19, B, 10, [7, 8, 22], e o caso com
coeficientes de decaimento dependentes do tempo é considerado em

[9, 36, 12], 25]. Em [8], os autores decompdem a solugao para em



duas partes, v = uT + u~, cada uma relacionada a uma das duas rai-
zes do simbolo completo . O comportamento assintotico da trans-
formada de Fourier de cada parte sugere dois fendmenos de difusao
diferentes. Esse tipo de problema foi amplamente estudado na litera-
tura matematica e fisica (veja, por exemplo, [II, Bl 13} B3] 21]). Karch
[22] estudou o comportamento assintotico de solugoes para o problema
de valor inicial com d = 0, 0 < 20 < o e um termo nao-linear
F(x,t,u,ut, Vu). No artigo citado, uma anéalise da formula da solugao
do problema linear leva a conclusao de que elas se comportam, quando
t — oo, como solugoes de uma equacao de difusao similar ao problema
em [8]. D’Abbicco-Ebert [9] provaram que o perfil assintotico para a
solugao do problema com § = 0 e um termo de decaimento estrutu-
ral dependente do tempo 2b(t)(—A)? depende da classe de coeficientes
b(t), das poténcias « e 6.

Sugitani-Kawashima [31] estudaram uma equagéo de placas semili-
near com efeitos de inércia rotacional e dissipacéo friccional. No estudo
do problema linear, usaram a solugao explicita e equivaléncia para os
autovalores. Para o problema nao linear, introduziram um espaco de

Banach X definido através da norma

k
Wil = Y sup(@ + O 5Ol oo
oo(k)<s+1 t2

com og(k) = k+ [2£2] e s > 0o(k) — 1. Eles provaram que o problema



tem solucao global no tempo no espago de fungoes acima e encontraram
taxas de decaimento 6timas utilizando regularidade adicional sobre os
dados iniciais ug € H**! e u; € H®, para s suficientemente grande.

D’Abbicco-Reissig [10] estudaram a equagao da onda semilinear com
dissipagao fracionaria, obtendo taxas 6timas para a norma da solugao
e para os termos da energia e determinando a influéncia da dissipagao
fracionaria no expoente critico. O método usado para o problema linear
¢ semelhante ao utilizado em [3I]. Ver também [7, [36] [30].

Através do método da energia no espago de Fourier, apresentado por
Umeda-Kawashima-Shizuta [32], diversos trabalhos trazem resultados
de decaimento para equagdes de evolugao em R™, como [IT} 17, [T9], 20].
Charao-da Luz-Tkehata [3] [] introduziram um novo método para obter
estimativas de decaimento baseado no método da energia no espago de
Fourier com a desigualdade de Haraux-Komornik e a monotonicidade
da densidade da energia no espago de Fourier. Eles obtiveram em [3]
decaimento quase-6timo para equacdo da onda com decaimento fracio-
nario e em [4] para a equagao de placas com efeitos de inércia rotacional
e decaimento fracionario. Em [26] eles estenderam estes resultados para
um problema abstrato de uma equacdo diferencial de segunda ordem.

A taxa de decaimento E(t) = o(t ) ser quase-6tima significa que

Et)=o(t"")  (t = +00)



para qualquer € > 0.

Neste trabalho estudamos uma equacao mais geral quando com-
parada aos problemas (ou o problema linear associado) estudados em
[3, 4, [19] 7L 18, [T0L [22] [30, BT 28] 34, 35, 37]. Um dos objetivos deste
trabalho é melhorar os resultados obtidos em [26]. Devido ao método
utilizado em [26], os autores provaram taxas quase Otimas de decai-
mento somente para a energia total de ordem « do problema, ou seja,
o método nao permite obter taxas 6timas de decaimento para a energia
total, bem como nao permite estimar cada termo da energia separada-
mente. No entanto, como pode ser visto na Segao [2.3] deste trabalho, as
taxas podem variar para cada termo da energia. Obtemos taxas 6timas
de decaimento para ||[07*v(t)||, ||072v:(t)| e a regularidade correspon-
dente dos dados iniciais.

Estudaremos o decaimento para o problema linear no Capitulo
Na Segao trataremos da baixa frequéncia, utilizando as ideias apre-
sentadas em [10] e [3I], ou seja, consideramos a solugdo explicita do
problema e estimamos os autovalores. Sera necessario separar em dois
casos: autovalores reais (a > 20) e autovalores complexos (o < 26).

Na Secao [2.2] estudaremos o problema na regiao de alta frequén-
cia através de uma reformulacao do método da energia no espago de
Fourier apresentado por Charao-da Luz-Ikehata em [3], 4]. Nessa se¢ao
encontraremos a regularidade adicional exigida nos dados iniciais (caso

6 < ¢) para obtermos as taxas de decaimento desejadas. Na Secao



[2:3 enunciamos e demonstramos os teoremas principais e apresentamos
algumas aplicagoes, como equacao da onda com dissipagao fraciona-
ria, equagao de placas com efeitos de inércia rotacional e dissipagao
fracionéria e para uma equagao de Boussinesq.

O método ainda pode ser aplicado para diversas outras equacoes
de evolugao em R" com coeficientes constantes. Mais ainda, podemos
adicionar termos do tipo (—A)% vy, (—A)%1v;, (—A)*1v na equacio (4)
e obter taxas de decaimento para a solugao do novo problema a partir
dos resultados obtidos para o problema (4))-(2). Isto é possivel pois,

por exemplo, ao adicionar o termo (—A)% vy, obtemos

€17 + ¢ >

como coeficiente do termo uy; da equacdo no espago de Fourier. Mas

[2% em que § = min{d,d;} na baixa

este termo é equivalente a [€
frequéncia, e o = max{d,d;} na alta frequéncia. O mesmo ocorre
ao adicionar termos do tipo (—A)%1 v, (—A)*1v na equagao (4)). Isso
significa que através do método apresentado neste trabalho, também
é possivel encontrar estimativas para este novo problema. Para nao
tornar este trabalho demasiadamente longo, vamos considerar somente
um simples exemplo deste caso a fim de ilustragdo (ver Subsegao|[2.3.2)).

O problema semilinear — serd estudado no Capitulo 4} onde

consideraremos o caso em que n = 3, § < 2, uy € H***~9(R")NL*(R")



eu; € H2(R")NLY(R") com § < o — 1. Usaremos o teorema do ponto
fixo de Banach e os resultados dos Capitulos 1 e [2| para obter existéncia
e unicidade de solugoes além de taxas de decaimento 6timas, com a
hipétese adicional de dados iniciais pequenos.

Iniciaremos o trabalho provando existéncia e unicidade de solugoes

para o problema linear, no Capitulo 1, através de Teoria de Semigrupos.

10



Capitulo 1

Existéncia e Unicidade de

Solucao: Problema Linear

Neste capitulo, mostramos, através da Teoria de Semigrupos, a exis-
téncia e unicidade de solugbes para o seguinte problema de Cauchy em

R™ comn>1:

Ut + (—A)‘Sutt + (_A)au + (—A)G'LLt =0
u(0, ) = ug(x) (1.1)

ut (0, ) = up ()

comu = u(t, z), (t,z) € (0,00)xR", a € [0,2],5 € [0,a] e § € [0, 2F2].

11



1.1 Preliminares

Nesta secao apresentamos os principais resultados e lemas técnicos
que serao utilizados na prova da existéncia e unicidade para o problema
. Algumas demonstracoes sao omitidas por se tratarem de resul-
tados bastante conhecidos e que podem ser facilmente encontrados na

literatura. Sempre que for necessario citaremos referéncias.

1.1.1 Teorema de existéncia: Problema linear

Aqui faremos um pequeno resumo com os principais resultados ne-

cessérios para mostrar a existéncia e unicidade do problema de Cauchy
(1.1)) linear.
Teorema de Lax-Milgram

Definigao 1.1 Seja H um espago de Hilbert real. Uma aplicagdo

B:HxH—=R

é chamada de forma bilinear se B(.,y) € linear para cada y € H e
B(z,.) é linear para cada x € H.

B € chamada de limitada (continua) se existe uma constante C' tal
que

1B(z,y)| < Cllalla lylla, VzyeH.

12



B € chamada coerciva se existe uma constante § > 0 tal que

B(z,z) > 6|z||3, VazeH.

Teorema de Lax-Milgram 1.1 Seja B uma forma bilinear, limitada
e coerciva sobre um espago de Hilbert H. Entao para cada funcional

linear continuo F' em H, existe um tunico u € H tal que

B(z,u) = F(z), Vxe€H.

As definigoes e a demonstracao do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [2].

Semigrupos de Operadores Lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como

referéncias Alvercio [14], Brezis [2] e Pazy [27].

Definigao 1.2 Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos

operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢do

S:RY — L(X)

€ um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:

i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);

13



ii) S(t+s)=5()S(s), Vit seRt.
Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

iii) Um ||(S(t) —I)z||x =0, VaelX.
t—0t

Teorema 1.1 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em

Rt, isto €, se t € RT entdo

lim S(s)x = S(t)z, VzelX.

s—t

Definicao 1.3 Se ||S(t)||z(x) <1, YVt >0, S ¢ denominado semi-

grupo de contragoes de classe Cy.

Definicao 1.4 O operador B : D(B) — X definido por

D(B) = { reX / lim S(h) -1 T existe }
h—0t
e
. Sh)—~1I
B(z) = hlir(r)l+ N x, VYaxeD(B)

€ denominado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 1.2 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy
€ um operador linear e fechado e seu dominio € um subespaco vetorial

denso em X.

Teorema 1.3 Seja S um semigrupo de classe Cy e B o gerador infi-

nitesimal de S. Se x € D(B), entao S(t)x € D(B), para todo t > 0,
14



d
ES(t)ac = BS(t)x = S(t)Buz.

Definigao 1.5 Seja S um semigrupo de classe Cy e B seu gerador
infinitesimal. Definimos B = I, B! = B e, supondo que B*~1 esteja

definido, vamos definir B*, cujo dominio ¢
D(B*) = {x/x e D(B*') e BFlz € D(B)},
por
Bfz = B(B* ')
para todo x € D(B*).

Teorema 1.4 Seja S um semigrupo de classe Cy e B seu gerador in-

finitesimal. Entao:

i) D(B¥) é um subespago de X e B* é um operador linear sobre

D(B*) € X;
ii) Se x € D(B*) entio S(t)z € D(B*), t>0, e

k
%S(t)x = B*S(t)x = S(t)B*z, VkeN;

i11) ﬂ D(B¥) ¢ denso em X.
k

15



Lema 1.1 Seja B um operador linear fechado de X. Para cada x €

D(B*), definimos

k
2l = > |1 Bz x. (1.2)
=0

O funcional |- |, € uma norma em D(B*) munido da qual D(B*) é um

espaco de Banach.

Definicao 1.6 A norma € dita morma do grdfico. O espacgo de
Banach que se obtém munindo D(B*) da norma serd representado
por [D(B*)].

Teorema Lumer-Phillips

Definicao 1.7 Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear B :

D(B) C H— H ¢ denominado dissipativo se,
Re(Bzx,z) <0, VY aze D(B).

Teorema 1.5 (Lumer-Phillips) Se B € o gerador infinitesimal de
um semigrupo de contragoes de classe Cy em um espaco de Banach X,

entao:
i) B ¢ dissipativo;
it) ImAM—-B)=X, A>0 (Im(AM—DB)= imagem de A —B).

Reciprocamente, se

16



i) D(B) € denso em X;
i1) B ¢é dissipativo;
iii) Im(XoI — B) = X para algum Ao > 0,

entio B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de

classe Cy.

Teorema 1.6 Se B ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy em um espaco de Banach X e J é um operador linear e
limitado em X entao B+ J € gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy em X.

Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espacgo de Banach e B um operador linear de X. Con-

sidere o problema de Cauchy abstrato

dU
— ()= BU() )
U(0) = Us

onde Up e X et > 0.

Definicao 1.8 Uma funcio v : Rt — X, continua para t > 0, conti-
nuamente diferencidvel para todo t > 0, tal que u(t) € D(B) para todo

t > 0 e que satisfaz € dita solugao forte do problema .
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Teorema 1.7 Se B ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo de
classe Cy entao, para cada Uy € D(B) o problema tem uma unica
solugao forte

U(t) = S(t)Uy € C(RT, D(B)),

onde S € o semigrupo gerado por B.
Se Uy € X entao dizemos que U(t) = S(t)Uy € C(RT, X) é uma

solugao fraca para o problema .

1.1.2 Espagos H*(R"), com s € R

Vamos usar frequentemente a defini¢do de espago H*(R™) para s €

R, que definimos da seguinte formas:

Definigao 1.9 Para s € R define-se o espago
H*®R") = {ue SR /(1+]¢)*a e R},
para todo & € R™. Define-se também sobre H*(R™), a norma
lull e = 111+ 1€1%)*/ %@ 2

Na demonstragao do resultado principal deste capitulo vamos usar
um produto interno e uma norma equivalente ao produto interno e a
norma usual de H*(R™). Os proximos lemas asseguram essa equivalén-
cia.
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Lema 1.2 Para todo £ € R™ e s > 0 temos que
1 , . , ,
1) S(L+1E%) < (L+[€7)° < 2 (1+ [€*);
@) 270 (L4 [E%) 7 < (L+[€7) 7 <201+ J¢*)~

Demonstracao.

i) Primeiro vamos considerar o caso |£| < 1 assim
SOLHIEP) S 1< (L4167 <2 <20+ 1),
No caso [£| > 1 segue que
SOHIE) S 167 < (1 +167)° < 2l <200+ [e).
ii) De modo similar ao item (i) temos para || <1 que
(AP T <2 S (AP T SIS 200+ )T

pois (14 [£]?)* <2% e 1+ |¢]** < 2.

No caso [£| > 1 segue que
2L+ P T S A+ [EP) T <201+ [P

pois temos as seguintes desigualdades (1+[€£|?)* < 25[€]%* < 25 (1+[¢]%9)

e (L+]€>) < 20g* < 2(1+[¢%)°.
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Entao em parte deste trabalho vamos usar uma norma equivalente

a norma usual de H*(R"), s > 0, dada por

i = [ 1+ B o) de

e o seguinte produto interno associado

(o) = [ (14 I6) a(E) e e

No caso H*(R™) com s > 0 vamos usar a seguinte norma

lulls = [l e P e

com o seguinte produto interno associado

(ol = [ (1€ aE)RE) de

1.2 Existéncia e unicidade de solucao

Agora vamos provar a existéncia de solugdes para o problema .
O método aqui utilizado é semelhante ao apresentado em [I5], com
algumas diferencas: a poténcia « (no lugar de 2) e consequentemente
os espacos trabalhados, o produto interno associado, a regularidade

adicional r.
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Consideramos o seguinte espaco como sendo o espago da energia

X = H(R™) x HOF'(R™), (1.4)

com r > 0.

Se (u,us) € X, precisamos ser cuidadosos, pois para d < « 0 espago
X definido acima é adequado, mas no caso 6 > « teriamos que u; €
H+T(R™) € H*7(R™), ou seja, u; seria mais regular que u. Nos casos
em que § > « precisariamos considerar um espaco para os dados iniciais
mais regulares mas isso nao sera feito neste trabalho.

Para mostrar a existéncia e unicidade de solucao, precisamos dividir
o problema em dois casos: (i) 0 <0 <d<a<2e (ii))0<i< <
a<2comf < O‘T'HS.

Observamos, novamente, que podemos mostrar existéncia e unici-
dade de solugao para outras condigoes sobre § e , mas para isso é
necessario considerar um espaco mais regular para os dados iniciais.
Os casos citados acima sao os mais importantes e é onde encontramos
a maioria das aplicacao fisicas. Com essas condigoes a maior poténcia

possivel para o operador Laplaciano é 2, ou seja, teremos no maximo

(—A)? na equagao ([L.1)).
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Considerando o espaco da energia X = Ht"(R™) x H**"(R") va-
mos reduzir a ordem do problema (|I.1]) e escrevé-lo na forma matricial
dUu

dt
U(0) = Uy

(t) = BU(t) + J(U(t))

com U = (u,u), U(0) = (ug,u1) e os operadores B e J adequados para
cada um dos casos citados acima. Usando o Teorema de Lumer-Phillips

(ver Teorema [1.5)), provamos o teorema a seguir.

Teorema 1.8 SejamrzO,n21,0§5§a§2eOS@S%ﬂS. Se

ugp € H2a—6+r(Rn) eu € Ha+r(Rn)

entdao o problema de Cauchy (1.1)) tem uma dnica solug¢do u na sequinte

classe

u € C3([0, 00); HT"(R™)) NCY([0, 00); HT(R™)) NC([0, 00); H2* 27 (R™))

No Capitulo 3 provaremos existéncia e unicidade de solugao para
um problema semilinear associado ao problema (|1.1). Para tanto pre-
cisaremos do seguinte resultado, que decorre diretamente do Teorema

[L.8] (considerando r = 2 — «):
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Corolario 1.1 Sejamn>1,0<i<a<2e0<0< ("T“"S, Se
ug € H*5(R") e uy; € H*(R™)

entao o problema de Cauchy (L.1|) tem uma dnica solugcdo v na sequinte

classe
u € C*([0,00); H*~* T (R™)) NC*([0,00); H* (R™)) N C([0, 00); H* T2 (R™)) .

Antes de provarmos o Teorema [I.§] precisamos da defini¢ao de um
operador que sera util na definicao do operador B, onde B é o operador

que serd gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X.

1.3 Operador A,

Em toda esta secdo vamos considerar 0 < § < ¢. Para definir o
operador A, primeiro definimos seu dominio como sendo um subespaco

de H°*"(R") dado por

D(A;) = {u € H""(R") / 3y =y, € H*'(RY),

)

(1, ) + ((=8)Fu, (=8)F9) = (5,0) + ((-4) 3y, (-A)Fv),

Ve H”*T(R")}.
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Da defini¢ao de D(A,) é natural definir o operador A4,, como:

Ay : D(Ay) — HOT"(R™)
Asu =y, u € D(Ay). (1.5)
Formalmente, temos que o operador A, é dado por

-1

Ap = (T+(=0)°) (I + (=4)).

Mostraremos no proximo lema que A, esta bem definido.

Lema 1.3 Para qualquer u € H°VT"(R™) existe no mdximo um
y=y. € H""(R")
tal que

(0, 9) + ((A)Fu, (~A)5¢) = (y,0) + ((—A) 2y, (—A)2¢), (1.6)

para qualquer 1 € HoT"(R™).

Demonstracao.
Suponha que para algum u € H°T" (R™) existam y; e yo pertencen-

tes a HOT"(R™) satisfazendo a relacdo (1.6). Temos que

[VEY

(1, 9) + (—A) 21, (—A)3) = (y2,9) + ((—A) 3y, (—A)29),
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para qualquer ¢ € H°T"(R™), ou ainda,

[N

(yl - y27¢) + ((_A) (yl - 312)7 (_A)%¢) = Oa v ¢ € HU+T(Rn)'

Como C§°(R") esta densamente imerso em H1"(R") temos que

[SI5)

Nor
<
~
I
<o
—
—
N
~

(y1 —y2, ) + ((=A)2 (y1 — y2), (—A)

para qualquer ¢ € C§°(R™).

Considere y := y; — y2, entdo y € HT"(R™) ¢ H(R™). Pela
densidade de C§°(R™) em H°(R"), existe {1, },en € C°(R™) tal que
yli_r}noo Y, =y em H°(R™). Assim,

1y — yllgs — 0, se v — 0,

ou ainda,

|9, — yH%ﬁ = HyH%{J —2Re(y, %) ms + ”wvuiﬁ — 0, se vV — 00.

(1.8)

Como |||t |l grs = [yl ars| < [y — yll s temos também que

[Yullzs — llyllgs - se v — o0 (1.9)
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Logo, usando (L.8)) e (1.9) concluimos que
i Re(y, v)me = ol (1.10)

Da equacio (1.7) e da definicio do produto interno em H°, temos

)

0= (y,%) + (=A) 2y, (~A)3,) = (4,9 ) s, (1.11)

para todo v € N.

Assim, de ((1.10) e (1.11)) concluimos que
0= lim Re(y,v)ms = |lyls,

ou seja, ||y||§15 = (. Portanto, temos que y; = ys.

Observagao 1.1 Como u =0 € D(A,), entdo D(A,) € ndo vazio e

seque do Lema[I.3 que A, estd bem definido.

Nosso proximo passo é encontrar uma caracterizacao para o dominio

de A,. Nos Lemas [I-4] e [I.5] mostraremos que

D(AU) _ H2U—6+T(Rn).
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Isto é possivel pois § < o implica em H27~+"(R") ¢ H7T"(R").

Mais ainda, esta condicao garante que

H20’75+T(Rn) C HUJFT(RTL) C H5+T(Rn).

Lema 1.4 Se 0 < § < o entio D(A,) C H** 9+ (R™) e existe uma

constante C' > 0 tal que

[ull 20540 < CllAcul o+,

para todo u € D(A,).

Demonstracao.
Dado u € D(A,), pela definicao de D(A,), existe um y = y, €

HO*(R™) tal que

INE)
£
|
>
~—
INEY
<
~—
Il
—
&
=
_|_
—~
0
b
N9
&
0
>
S~—

(u7 w) + ((_A)

para todo ¢ € H7t"(R™).

Como vale em H°T"(R™) entao vale em S(R™), ou seja,

ut (=A)7u=y+ (~A)%,
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em S’(R™). Aplicando a transformada de Fourier temos que
(1+leP)a = (1+1€*)7,

ou ainda,

(14 162) (141> a = (1 +162) 5. (1.13)

Sendo y = A,u temos que

— 147

= AO-'U, = Twu. (1.14)

<)

Multiplicando por (1 + [¢]?) % ¢ calculando a norma L? para cada

termo da identidade (|1.13) temos que

[ ey e o e e

= / (I 1eP) (L [e)lgPde.

Como (1+]€[%)" (1+[¢]2%) 1 (14¢]27)? ¢ equivalente a (1+]¢[>(27—=+m)
e (1 + |§|2)T(1 + 1€]?%) é equivalente a (1 + [£]2F™)) (ver Lema 7

concluimos que

/ (1+ lgPCo=+ ) [a)dg < C/ (1+[€PCFNglde,  (1.15)
R R
com C uma constante que depende de «, ¢ e r.
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Logo de (1.15]) temos pela definigdo de A, que
ull 2e-s+r < Cllyllgs+r = CllAgul| gs+r,

para todo u € D(A,), isto é, D(A,) C H?7 =%+ (R").

Lema 1.5 Se 0 < § < o entdo HQ"_‘H"“(R”) C D(A,), ou seja, dado

u € H?9=%+(R™) existe um y € HOF"(R™) tal que

(u, ) + (A)7~ 3, (—A)39) = (y,9) + ((—A) 3y, (~A)34), (1.16)

para todo ¢ € HTT"(R™).

Demonstracao.

Sejam u € H2?~9*+"(R") e Gy : H’(R") — R dado por

(Gr,0) = (u, ) + ((—A)7 3w, (~A)54p).

Entdo G, esta bem definido e é linear, pois u € H2~9+7(R"). Além
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disso, GG é continuo, pois devido ao Teorema de Plancherel tem-se que

(Gr)] <1, )] + [((—A)7 3, (~A) )|
< Cy [[all |91l + Call 12wl || 1€
<Cy(Jlal+ I g =@l ) 1o

< CB||u||H20'75+7'

'I/J”Hd,

para todo ¢ € H°(R™).
Assim, por dualidade temos que G; € H~(R™).

Seja a : HO(R™) x H°(R") — R, a forma definida por

a(p,¥) = (9., ) + (—A) 3¢, (~A)39),

para ¥, p € HO(R™).
Entao a(-,-) estd bem definida e é bilinear. Além disso, a(:,-) é

continua sobre H®(R") x H?(R"), pois

la(e, )] <1l 1811+ 11€1° 3N 1114

< Callollms 19l ars,

para ¢, € H°(R").
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Também notamos que a(-,-) é coerciva, pois

alp, ¢) = 121> + || l€1°&]1> =/R (1 + [€12)BI7de = llells,

para todo ¢ € H®(R").

Logo, o problema variacional

a(y,v) = (G1,v¥), ¢ € H(R") (1.17)

tem, pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema [1.1]), uma tnica solugéo
y € HO(R™).
Em particular (1.17)) vale para cada ¢ € D(R™), isto é, existe tnico

y € H°(R") tal que

[VEY

[V
£
I
=
£
+
|
b
Q
|
N

(yaw) + ((_A)Eya (_A) u, (_A) ¢)7 (1'18)

para todo ¢ € D(R").

Mas, para ¢ € D(R™) notamos que

Substituindo a identidade acima em (1.18]) e usando a densidade de
D(R™) em H°T"(R™) segue que a identidade na definigao de D(A,) ¢é

valida, com u € H2°~%+7(R"). Para garantir que u € D(A,) e assim
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concluir que H2°~°+7(R"™) C D(A,), resta provar que y € H°*7(R™).

De (1.18)), concluimos que vale a seguinte identidade em D’(R"™)
y+ (—=8)y = u+ (=4)7u.

Aplicando a transformada de Fourier e multiplicando por (1+|¢[?)% (1+

€]20)~2 temos
(L+IEP)EA+[E2)25 = (L4 65 (1 +[6) 72 (1 + [¢P)a
Calculando a norma L?(R") segue que
/Rn(1+|€I2)T(1+I£I25)|§\2d§ = /}Rn(1+|§I2)T(1+|€|25)*1(1+\€I2")2|ﬂ|2d£~
Usando o Teorema de Plancherel e o Lema [1.2] concluimos que
[yl o +r < Cllul|g2o-s+r < +00,

como queriamos.
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1.4 Caso0<f#<di<a<?2

A hipétese 0 < § < «, nos garante que H**"(R") C H°*T"(R").

Vamos considerar o espago usual da energia
X = H*'"(R") x H**"(R")
com os seguintes produtos internos

(woliese = [ (4 FY 0 +[EP)TTAE, (119)

(ol = [ A+EPra+)ase  020)

que sao equivalentes aos produtos internos usuais, como mostramos na
Subsecao (Ver Lema [1.2).

Nosso objetivo é definir operadores B e J; tal que B; seja gerador
infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X e J; seja um operador
limitado em X.

Vamos encontrar operadores B; e J; associados ao problema de

Cauchy linear ([1.1)). Para v = u; temos de modo formal que

-1

ve=ug = —(I+ (=A)°) " (=A)%u — (I +(=A)°) " (-A)%

com u uma solugdo do problema (I.1). Se somarmos e diminuirmos o
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termo (I + (fA)‘;)flu temos a identidade abaixo
vp = ug = —Aqu— (I + (—A)‘S)_l ((—A)‘gv — u),

onde A, é o operador definido na Secao (escolhendo o = «) da

seguinte forma
Ao = (14 (=8)) (I +(=8)).

Escrevendo o problema na forma matricial temos

dU

—(t) =B U(t)+ JL(U(t
—H(t) = BU) + 1(U() )
U(0) = Uo
u Uup
onde U = e X,Uy= € X,
[ U7

By : D(A,) x HM(R") — X = H*F"(R™) x H*T"(R")

é dado por

By
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com D(A,) = H?**~%+"(R") e o operador J; : X — X ¢é definido por

Note que sendo D(B1) = D(Ay)x H*T"(R™) entao BiU € H*T"(R™)x
H%+T(R™), isto é, By(D(B;)) C X, como desejado.

Através dos resultados das subsegoes e garantimos (pelo
Teorema que B; + J; é gerador de um semigrupo de classe Cj.
Seja

S1:[0,00) = L(X)

o semigrupo de classe Cy em X gerado por By +J; entao U(t) = S1(t)Up
é a solugdo para o problema (|1.21)). Assim podemos concluir que, se os

dados iniciais sao tais que
Up = (ug,u1) € HT"(R™) x HT"(R™)
temos que a solucao U(t) pertence a seguinte classe
Ut) = S1()U € C([o, o0), H" (R™) x H“T'(R"))

ou ainda, u(t), a primeira componente de U(t) = S1(t)Up, € a unica
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solugao fraca do sistema linear e satisfaz
ue c([o, oo),Ha+’”(R")) nct ([0, oo),HM(Rn)).
Além disso, se os dados iniciais sao tais que
Up = (ug,u1) € D(By) = H** T (R") x H**"(R™)
temos que
ue c([o7 oo);HQa_“T(R"))ﬂCl([O, oo);HW(R"))mc?([o, oo);H6+T(R"))
é tnica solugao forte do mesmo sistema.

1.4.1 B; é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracoes de classe Cj

Nosso objetivo aqui é mostrar que By é um operador bem definido
e é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe C
no espago X.

Usando a definigdo do dominio do operador A, podemos realizar

o operador B; sobre o dominio D(B;) = H?*~9*+"(R") x H*"(R") e
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contradominio o espago H*"(R™) x H°*"(R™) definido por

B1 : H2a75+r(Rn) % HaJrr(Rn) N Ha+r(Rn) % H6+T(Rn)
0 I U

(u,v) — Bi(u,v) = = (v,—Aqu), (1.22)
-A, O v

pois pelos Lemas e temos que D(A,) = H?>* 97 (R") e Aqu €

H+(R™) se u € D(A,). Assim B; estd bem definido.

Lema 1.6 O operador B; definido em , € o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contragdes de classe Co em HOT"(R™) x HOT(R™).

Demonstracgao.

A ideia da prova é mostrar que B atende as hipoteses do Teorema
de Lumer-Phillips Entdo aqui consideramos (u,v) € D(B1), ou
seja, u € H2 =9+ (R") e v € HY"(R™).

Para mostrar que B; é dissipativo calculemos o seguinte produto

interno em H+"(R") x HO*"(R™) (usando as defini¢oes (1.19) e (1.20)
de produto interno de H**+"(R"™) e HO*T"(R™))

(Bl (U, U)v (ua U))H“+7‘XH5+T = ((U7 _Aau)a (’LL, U))HO‘JFTXH‘SJF"
= (v,u) ga+r + (—AqU, V) go+r

= / (L+ 161+ |eP)pmde — /R (1+ [€2)7 (1 + [¢[*) Aqu T dg
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1+ €]

Wu conforme calculado em (|1.14]). Assim

Mas@:

(B (00), 000 oo = [ (HIERY (14 )T

1 2a/\7\
- [ e e

dg

| asigprasige (57 -a5
]Rn

N—

2 [ (UHIERY (14 Ig) Tmg (5F) ds.

(Aqui “Img” indica a parte imaginéaria.)

Portanto, B; é dissipativo, ja que Re((31 (u,v), (u, v))HQ+,,XH5+,.) =
0, para todo (u,v) € D(By).

Vamos mostrar agora que Im(I — By) = H*T"(R™) x H*T"(R™).

Primeiro vamos mostrar que Im(I — By) C H*T"(R™) x HO+"(R™).
Dado (f,g) € Im(I — By) temos que existe (u,v) € H?**~ 9+ (R") x
HT(R™) tal que

(I = B1)(u,v) = (f,9)-

Da defini¢io de B; temos que Bj(u,v) € H**"(R") x H'*"(R") e
também (u,v) € H2*79+"(R") x H"(R™) ¢ H*T"(R") x HO*T"(R")

quando 0 < § < . Assim segue que
(Jc7 g) c HaJrr(Rn) % H6+T(Rn)'

Vamos agora mostrar que H+"(R") x H**"(R™) C Im(I — By).
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Dado (f,g) € H*T"(R")x H**"(R™), vamos mostrar que existe (u, v) €
D(B;) tal que (I — By)(u,v) = (f, g). Equivalentemente, pela defini¢ao

de By, devemos mostrar que existe (u,v) € D(Bj) tal que
(’U, - v,V +Aau) = (f7g)7

ou ainda,

u—v=f ¢ H*"(R")

v+ Agu =g € HF"(R").

Da primeira relagao temos que v = v — f. Substituindo na segunda

segue que
Agut+u=g+ f. (1.23)

Desse modo, precisamos mostrar que existe u € H2*~9+7(R") satis-
fazendo a identidade || Ou ainda, multiplicando por (I +( —A)T) (I +
(—A)?) em ambos os lados da identidade (1.23) e usando a definicdo

de A, queremos que u seja tal que

(T4 (=) + (=) )u+ (I + (=A)") I+ (=A)°)u

= (I+(=2)" )+ (=A)°)(g + /)- (1.24)
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Definimos o seguinte produto interno em Ht"(R™) (para o > 0)

(o = [ IR+l + I )RR (125)

Notemos que este produto interno é equivalente ao produto interno

usual (-, ) go+-. De fato, basta provar que
L+ JgPrH20 a1 €27 + €27 4 e fr e,

Claro que 1+ |&[>7T29 < 1+ ]2 +[€]? +[£]?"T29. Para ver o outro
ado da equivaléncia, vamos primeiro considerar || < 1. Neste caso,
lado d ivalénci imei id < 1. Nest
€177 + 16127 < 2 < 2(1 + [€]*+27). E se [§] > 1, temos [¢[*" + [¢]*7 <

2[£)?r 29 < 2(1 + |€|*7+29). Portanto, em ambos os casos segue que
L+ €177 + |67 + €227 < 3(1 + [¢[*+27),

o que finaliza a equivaléncia entre os produtos internos considerados.

Definimos a forma a(-,-) : H**"(R") x H*T"(R") — R dada por

a(77, 1/}) = (77, 1/1)%(&+r + (777 w)?{aer

Temos que a forma a(-, ) estd bem definida e é bilinear, pois 0 < § < a.
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Vamos mostrar agora que a(-,-) é continua. De fato, para todo

n,v € H¥ " (R™), como H**"(R™) C H°*T"(R"), temos que

la(n, )| < 1004 grecer |+ 100, 9) 3o |
< Clnllos ¢l ot + Clnllgsr 9] o+

< 2C|nllgesr Il gotr-

Também a(-,-) é coerciva, pois para todo n € H*T"(R™) temos que

a(n,n) = (0,1 frasr + (0,1) G5
= Clnl|}asr + Clinllzrser=> ClinllFrasr-
Agora, seja F : HOT"(R") — R, definido por

<F’ ¢> = (ga ’l/))?—jéJrr + (fa ¢)2]5+r.

Note que F estad bem definido pois f € H*T"(R") C H°T"(R").
Tem-se que F' é linear e continuo. De fato, a linearidade é imediata e

a continuidade segue pois f € H*"(R"), g € HOT"(R") e

|<Fﬂ/)>\ < |(g7w)9—15+r| + ‘(fa'l/])?{5+*|

< Cllgll s+

Pllaser + Cllf s 9] moer

< Cllglhmser + 1 lrose )1l rsr,

para todo ¢ € HT"(R™).
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Assim, por dualidade temos que F € H~O+")(R?) ¢ H~(@+7)(R").
Pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema [1.1]), existe uma tnica
u € HY(R") tal que
a(u7 w) = <F’ ,l/}>’
para todo ¢ € H"(R™). Isto &, existe tnica u € H*T"(R™) tal

que, pela defini¢io de a(-,-), F e do produto interno em H"(R")

e HOtT(R™),

[N

(A3 (g + f), (—A)ET34),

para todo 9 € H*T"(R™). Em particular vale a identidade variacional

acima para todo 1 € D(R™). Isso implica que

(I + (=2)") I + (=) u+ (I + (=A)") (I + (=4)°)u

= (I +(=2)")(I + (=2)°)(g + /),

no sentido das distribuigoes, ou seja, em D'(R™).
Portanto
Agu+u=g+f
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no sentido das distribuicoes.
Observe que u € H*T"(R"), g € H*T"(R") e f € H*'"(R").
Aplicando a transformada de Fourier em A u + u = g + f temos

que

—

Agu+t=f+7
Podemos reescrever a identidade acima da seguinte forma
(L4 1) Aqu = (1+ 1) "*(F + 3 - 7).
Usando e o Lema temos
(L 1ePC) i < o (Lt 1gP) (T +5 - a).

Calculando a norma H" em cada lado da desigualdade acima temos

que

[ iy (1 o) g

<C [ (HIEP) (1P| f +g - alde.

Obtemos assim u € H2*79+7"(R") e

lullrrza-sr < CUU NFrser + lglFrosr + lullFroer),

pois u, f € H*"(R™) e g € HOH7(R™).
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Temos v = u — f € H*T"(R"™) e vale que v + Aqu = g.

Portanto, para todo (f,g) € H*T"(R") x H%*"(R") existe um par
(u,v) € H?*=0+7(R™) x H*T"(R") tal que (I — B;)(u,v) = (f,g), ou
seja, (f,g) € Im(I — By).

Dessa forma, Im(I — By) = H"(R") x HO*"(R").

Também sabemos que o espago H2*~0F7(R") x H**"(R™) é denso
no espago Ht"(R™) x HO*"(R™).

Entao, pelo Teorema de Lumer-Phillips temos que B; é gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy em X.

1.4.2 J; € um operador limitado

Queremos agora mostrar que, para todo U = € Hot(R™) x

HO*7(R™), o operador

0

N(U) = )
(I+ (~A)) ™ (u — (~A)%)

é linear e limitado, para entdo concluir que B + J; é gerador infinite-
simal de um semigrupo de classe Cy em HY*"(R™) x HO+7(R™).

Notamos que J; : X = X estd bem definido pois 0 < 0 < 6§ < a.
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Lema 1.7 O operador J; : H*T"(R") x HO*"(R") — Ht"(R") x

HO*"(R™) definido da sequinte forma

€ linear e limitado.

Demonstracao.
E imediato ver que J; é um operador linear. Vamos agora mostrar

que Jp é limitado. De fato, temos que

IO pesoer = || (T4 (-20) 7 = (-2)%) |

HS+r

a(é) — 1€*0(¢)
L+ (€]

2

— [ aslepras i) de

< [ A+ lePriaePde

(1+1¢)lel*

+C
! Rn 14 g%

[5(&)[* dg

< Collull gosr + Collvl| gotr < C3||U|| gotr groer,

40
pois § <1+ €%, V€ €R™, no caso 0 < 6.

L4 1¢)0 —
|

Com os dois lemas anteriores fica demonstrado que By +J; é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cjy.
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1.5 Caso0<d<f<a<2e <o

Da mesma forma que nas segoes anteriores temos que H*t"(R") C

H%*7"(R™). Entdo consideraremos o mesmo espaco de energia
X = Ha+r(Rn) % H(H—T(R").

Nosso objetivo nesta se¢ao é definir operadores By e Ja, associados
com a equagao , tais que Bs seja gerador infinitesimal de um semi-
grupo de contragoes de classe Cp em X e Jo seja um operador limitado
em X.

De modo formal, vamos encontrar os operadores By e J. Conside-

rando v = u; temos que
vy =uy =—(I+ (—A)é)_l(—A)au —(I+(=2)°)" (=A)%.

Escolhendo 0 = « e 0 = 0 na Secao |1.3| podemos definir os opera-

dores

A= (I+(=A)) (I + (~1)%)

Ag = (I + (=AY (I + (-A)).

Sabemos que D(A,) = H?*79%"(R") e D(Ap) = H?*=9+7(R™). Além
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disso, as hipoteses 0 < <O <aef < “T""s garantem que

H2~0+7(R?) € HOV(RY) € HY=047 (R™) © HOV(R™). (1.26)

Escrevendo o problema de Cauchy (|1.1)) na forma matricial temos

dU
E(t) = BoU(t) + J2(U(2))
U(0) = Uy
(7 Uug
onde U = € X, Uy= € X, By : D(Ay)xH*T(R™) —
v U1

X é o operador dado por

0 I
By

7Aa 7A9
com D(A,) = H?**~%+"(R") e o operador J; : X — X é dado por

0

Jo(U) = )
(74 (=8)) " (u+v)

Na Subsegao [[.5.1] mostraremos que By é gerador infinitesimal de
um semigrupo de contragoes de classe Cy em X e na Subsecao [I.5.2]
mostraremos que .Jo ¢ um operador limitado em X. Entao pelo Teorema

[I.6] poderemos concluir que By +.J5 é gerador de um semigrupo de classe
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Cp. Seja

Sy 1 [0,00) = L(X)

o semigrupo gerado por By + Jo. Entao U(t) = Sa(t)Up é a solugao do

problema de Cauchy

C;—[t](t) = (Bg + J2)U(t)
U(0) = Uy

para todo t > 0, no sentido que se Uy = (ug,u1) € X temos que
U(t) = Sa(t)Up € c([o, o0), HE"(R™) x H‘”T(R")).
Logo, a primeira componente u(t) de U(t) = Sa(t)Uy satisfaz
ue c([o, oo),Ha+T(R")) not ([o, oo),H5+T(R"))

e ¢ a tnica solucao fraca do sistema linear (L.1)). Além disso, se os dados
iniciais Uy = (ug, 1) € D(By) = H?*79+7(R") x H**+"(R™) temos que

a solugdo de (|1.1) satisfaz
ue c([o, oo);Hza_‘S”(R")) nc? ([o, oo);HW(R”)) ne? ([o, oo);HHT(R"))

e ¢ a tnica solugao forte do problema de Cauchy (1.1).
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1.5.1 B, é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracoes de classe C

Para completar a prova da existéncia e unicidade de solucao do
problema de Cauchy nosso objetivo agora é mostrar que By é um
operador bem definido e é gerador infinitesimal de um semigrupo de
contracoes de classe Cy em X = HF7(R™) x H*"(R™). Consideramos

o operador By definido no espago X, com dominio dado por

D(Bg) _ H2a7§+r(Rn) % Ha+r(Rn)

e definido por

Bs(u,v) = (v, —Aqu — Agv), (u,v) € D(Bs) (1.27)

sendo A, e Ay os operadores definidos como na Segao [I.3]
Notamos que, se v € H*"(R") entdo v € D(Ay) = H?=0+7(R")

pois Ho*7(R™) ¢ H?~%+7(R™), como vimos em (T.26)).

Lema 1.8 O operador By : D(By) C X — X, definido em , é
gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy em

X.

Demonstracao.
Como no Lema [I.0] a ideia da prova é mostrar que Bs atende as

hipoteses do Teorema de Lumer-Phillips. Para fazer isso consideramos
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(u,v) € D(By), ou seja, u € H?>*9+"(R") e v € H*"(R").
Para mostar que Bs é dissipativo calculamos o seguinte produto

interno em X = H**"(R™) x H*"(R™)

(B2 (u,v), (u, v))Ha+,,.XH5+,, = ((v, —Aqu — Agv), (u, U))Hquv'xHHr
= / (L4 €2 (1+ |E*)vuds - /R (L4 [€2)" (1 + [€1%) Aqu de

- / a4+ 1€12)7 (1 + |€2%) Agu D de

(1+1€>)
14 [¢*°

)

= [a+igPrariepeydas— [+ lgPra+les) D de

(1 +1¢1*)

T+ 0%

- [ asirrale)
= [ 0 lePraier) (0T -av)de - [ iRy (I e

=2i /Rn (L + €)1+ [6*) Img (T @) d€ — ||v]|Fo+r,

L S P o B 4 .
——=u e Apu = —— =<1, como vimos em (|1.14).
e H 8E!

Portanto, By ¢é dissipativo, pois

pois Aqu =

RB(BQ(U:, U)a (U, U))HQ+T><H5+T = _HU”iﬂH—T < Oa

para todo (u,v) € D(Bz).
Vamos mostrar agora que Im(I — By) = X.

Primeiro vamos mostrar que Im(I — By) C X. Seja (f,g) € Im(I —
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Bs). Entao existe (u,v) € D(Bsg) tal que

(I = B)(u,v) = (f,9)-

Como By (u,v) € X e (u,v) € D(B3) C X temos que (f,g) € X.
Vamos agora mostrar que X C Im(I — Bs). Dado (f,g) € X,
vamos mostrar que existe (u,v) € D(Bz) tal que (I —Bs)(u,v) = (f, g).

Equivalentemente, da definicao de By temos que mostrar que

(U*U,U‘FAau‘i’AGFU) = (f7g)

para algum (u,v) € D(Bz3).
Assim, deve-se mostrar que existem u € H2*~+"(R") ev € H*"(R")
tais que
u—v=f
v+ Aqu+ Agv = g,
com f € H"(R") e g € HOT"(R™).
Substituindo v = u — f na segunda equagao acima, devemos apenas

mostrar que existe u € H2*79+7(R") tal que

u—f+Asu+Agu—Agf =g
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ou que

Agu+ Apu+u=g+ f+ Aof. (1.28)

Formalmente, multiplicando os dois lados da igualdade (1.28) por

(I 4+ (—A))(I + (—A)°) temos

I+ (=) + (=) )u+ (L + (=8)) (I + (-4))u
(L + (A I+ (-4))u
= (L + (=A)) I+ (=A))g + (I + (=) (I + (=A)°) f

+ (I + (=A)")(I+(-A))f. (1.29)

Para demonstrar que a equagdo ((1.28)) admite uma solugdo u €
H?a=9+7(R™), definimos a forma a(-,-) : H*T"(R") x H*T"(R") — R

tal que

a(u, d)) = (’LL, ¢)(;Ia+7‘ + (U, 7/1)(;19“ + (ua 1/})(]]{5+T7

onde o produto interno (,-)%,. foi definido em (L.25).
E facil ver que a forma a(-,-) estd bem definida e & bilinear, ja que
0 < a.

Para verificar que a(-,-) é continua, consideramos u, ) € H**"(R")
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e notamos que

|a(u, )| < Cllull o[ gotr + Cllull o [l mo+r + Cllull o [[¢ ]| o+

< 3Cullsros-

Dll et

Também a(-, ) é coerciva, pois para todo u € H**"(R™) temos que

a(”v u) = (u7 u)(}{a+T + (ua u)(})[9+r + (ua u)[})'—]6+r

= CllullFrasr + Cllullfpoer + Cllulfosr = CllullFras.-

Agora, definimos o funcional F' : Ht"(R") — R, baseados na

equagao (|1.29)), por

(F, ) = (9,90) Yyosr + (F,0) Yosr + (1) Yosr,

para todo ¢ € H*'™". Notamos que F estd bem definido pois g €
H*"(R™) e fe H*(R") e 0<5 <0< a.

Tem-se que F' é linear e continuo pois

[(F, ) < Cligll o

Pllaser + Cllf o

Pllassr + Cllf o+

|| o+

< C(lglmser + 1fsrssr + 1 lszosr )16 s

para todo ¢ € H¥"(R™), pois 0 < § < 0 < .
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Entao pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema [1.1]), existe Gnica

u € HYT"(R") tal que

a(u,) = (F,v), paratodo ¢ € H* " (R™).

Isto &, existe Gnica u € H*T"(R™) tal que para todo ¢ € H*T"(R™)

vale a identidade

(u7 w)%aw +(u7 ¢)9{e+r+(% w)([)-[5+r = (97 w)?{aw +(.f7 w)?{5+r+(f7 ¢)(}I9+T'

Em particular, a igualdade anterior vale para toda ¢ € S(R"). Isto

implica que

(I 4+ (=A)) (I + (=8)")u+ (I + (=A)) (I + (~2)°)u
(14 (A7) (1 + (-A))u
= (I + (CAY) (T + (~8))g + (T + (~A)) (I + (~A)) f

+ I+ (=A)) (I +(=4)")f

no sentido das distribuigdes temperadas, ou seja, em S’ (R™).

Portanto

Asu+Agu+u=g+ f+ Agf

no sentido das distribuigoes temperadas.
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Aplicando a transformada de Fourier na identidade acima temos

que

—

Aou=G+ f+ Agf — Agu — @ (1.30)
Segue que

| 1Ry 0+ 160 At

r ~ T 2
:/ L+ ) (L+ 1) f+ T+ A f — i — Agu| dE
e usando (1.14) concluimos que
lAaullFsrr < C (I zasr + Ngllpser + lulfasr + 11 F20-50r + lullFrzo-ss-)

onde foi usado que u € H+"(R"™) ¢ H?=%+"(R"), g € HO*"(R")e f €
Het™(R™) ¢ H?=9F7(R™). Assim concluimos que A,u € H+"(R™).
Do Lema [1.4 concluimos que u € H?*9+7(R").

Concluindo, definimos v = u — f. Como u € H?*~9+"(R") C
Ht™(R™) e f € H*T"(R") entao v € H*'"(R™). Da identidade
temos v + Z:u + ZQ\U = 7. Assim v, Ayu, Agv € HOt"(R™). Aplicando

a transformada de Fourier inversa segue que

v+ Agu+ Agv =g em HOFT"(R™).
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Portanto dado (f,g) € H*"(R™) x H**"(R") existe
(u,v) c H2a75+r(Rn) % HaJrr(Rn)

tal que (I — Ba)(u,v) = (f,g), ou seja, (f,g) € Im(I — Bs).

Dessa forma, concluimos que Im(I — Bg) = X.

Também temos que H2*~9F7(R™)x H**"(R™) é denso em H**"(R™)x
H (R™).

Entao, pelo Teorema de Lumer-Phillips temos que B é gerador infi-

nitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cp em HT"(R™) x

H6+T(Rn).

1.5.2 J; € um operador limitado
Queremos agora mostrar que Jo : X — X definido por

0

Jo(U) = )
(T +(=8)) " (u+v)

estd bem definido e é um operador linear e limitado e concluir que
By + Js é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy em X,

comOS&SHSaS?eQSQTM.
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Lema 1.9 O operador Jo : X — X definido da sequinte forma Jo(U) =
0
) € linear e limitado.
(T+ (-8 fut0)
Demonstracao.
E facil ver que .Jo & um operador linear. Vamos agora mostrar que

Jo é limitado, ou seja, mostrar que a norma de J, em X é limitada. De

fato, para U € X temos que

2

1@ = [T+ =2 o)
u+v

_ 2\7 26
= [y a1 |

2\T 2 2\T 1~ 2
< [ OriRarae [ leR) ke

2

dg

< Clulfgas + Cllvlzss < CIUIK-
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Capitulo 2

Estabilidade: Problema

Linear

Para obter as estimativas para o problema — primeiro investi-

garemos propriedades de decaimento da equagao linear correspondente

@-@-

Estudaremos o problema linear em duas situagoes diferentes: baixa
e alta frequéncia. Para tanto, utilizaremos a notacao abaixo.
Para ¢ > 0, denotamos por Fy(t,z) e Ex(t,z) a solugdo para

localizada para baixa e alta frequéncias, isto &,

Ey = Eo(t, z)(v) = F~H(x(§)u(t, £)), (2.1)

Boo = Eso(t, x)(v) = F7H(1 = x(§))a(t,€)), (2.2)
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onde x(§) ¢ a funcdo caracteristica de {£ € R™ / [¢] < €}. Note que
para estimar as normas das derivadas (em z) de u e u; basta estimar
as normas das derivadas de Ey, 01 Fq, Fso, 0t Eoo.

Na sequéncia, usaremos a notac¢ao f < g significando 0 < f < Cyg
para alguma constante C' > 0. A notagdo g ~ f significag < fe f <g.

Além disso, v denota um multi-indice com entradas ndo negativas.

2.1 Regiao de baixa frequéncia: |£| < ¢
Observemos que
1001EOIF = [ Jofatn i)

S lollt~ [ 100 Ro(PIgP (€)%

a2 / 00 Ry (D2 €7 x (€)2de, (2.3)
.

com Ejy definido em |i e IA(O, IA{1 definidos em @) Denotando I e

I, pelas integrais

(L ert — \_eMt)|2
b= [ O SR e

aj At _ JA_t)|2
B = [ S D epnieras 29)
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temos por
10703 EoII* S Mluol|24 16 (G, 1) + [l 172 IE (4, 1) (2.6)

Para obtermos os resultados principais desta se¢ao, vamos estimar
cada uma dessas integrais Iy e I;. Para isso vamos estudar separada-
mente dois casos, um onde os autovalores sao reais e outro onde sao
complexos. Em ambos os casos usamos o lema abaixo para obter as

estimativas.

Lema 2.1 Sejam k > —n, 8 >0 ek > 0. Entao

/ ek s 0 1), Vo
§l<e

2.1.1 Caso o > 20: autovalores reais

Consideremos 6 € [0,%) e € > 0 definido por e*~% = 1.

Para |¢| < ¢ tem-se |¢[2(*729) < L e portanto os autovalores sdo re-

1
16
ais. Para estimarmos I e I; usaremos as equivaléncias dos autovalores

dadas pelo seguinte lema.

Lema 2.2 Se || < ¢ entao:

(i) Ay~ —[g*e?)

(mais especificamente, —4 (2 — /2 ) |00 < X < —[¢]2(@=9));
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(ii) A ~ —|¢]

(mais especificamente, —|¢[* < A_ < —1 (1 + %) 1€1%9);
(iii) Ay — A_ = |¢]%9.

Demonstracao.

(i) Observe primeiramente que

1 4(2-v2)-2
16 16(2—-v2)"

|€|2(a—29) <

Multiplicando por 4|£|?(®~29) podemos escrever

2
16 (2= v2) 62 1 64 (2 - V) [g)i(e2)
< 78|§|2(a729)

< —4J¢[H@720) (14 [¢2).

Notando que 1 — 16(2 — /2)[£]2(@720) 4 64(2 — /2)2|¢[*(@=20) =

(1-8(2— VD) o 1 - 8(2 ~ VBE2) > 0, segue que

=8 (2= V2) €12 < —1 4 /T AP+ 6.
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1 1 .
COmO —3 S —W concluimos que

42— v2) g

€% —

:)\+.

Para provar que Ay < —|§\2(°‘_9) observe que

(1 /1 - dlepa-20(1 4 |g26)> < 207 (1+ )

pois 1 — 4|§|2(a—29) (1+|£‘26) < (1_2|€|2(o¢—29) (1+|€|26))2 e
1 — 2|€|2(a729)(1 + \§|25) > 0. Multiplicando ambos os lados por

e segue o resultado
2(AT+EPD) 5°8 :

(ii) Notemos que 1 <1 —8|¢|2(@=20) <1 —4|¢|2(@=20)(1 4 |¢]2%). Logo

podemos afirmar que

1 1 1 _
(1 78) = g (1 Vi i) <o

Para obtermos o resultado multiplicamos ambos os lados por —[¢|%9.

(i7i) Pela escolha de &, temos |¢|2(®~20)(1 +|¢|?%) < L. Portanto

1
3

1 _
—5 S AEPET 1+ [g*) <o.
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Logo

P
22 = T+ [P

\/1 — 4[¢[220) (1 4 [¢]2%) < [¢)*.

Lema 2.3 Sejam Iy e I; dadas em (2.4) e (2.5)), n > 1 ey multi-indice.

Entao para todo t > 0 tem-se:

Demonstracgao.

Vamos estimar (2.5)) para obter (i) e (ii). Os itens (i) e (iv) séo

analogos usando (2.4]).
(i) Pelo Lema segue que

Ayt BA,t‘z e—21€7 ¢

D A (3

le
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Usando a estimativa acima e o Lema [2.1] obtemos

130, 1v])

A

_ (a—0) _
/ 2t 2|40 g
€l <e

n+2|y|—46

S (141t 2D

ja que n+ 2|y| — 40 > 0.

(i1) Novamente, usando o Lema[2.2]

|6t(6)‘+t _ e>‘—t)|2 < )\3_62>\+t +)\2_€2>\_t

< |g[Aa—20) =202ty —clg]*’t

comc:%(l—&—%).

Analogamente ao feito em (7), obtemos para 6 € (0, §)

a— _ 2(a—0) —c|¢]2f
RO 5 [ (Je e ) g
él<e

n+2|y|+4(a—20) _n+20n
20

1+t 20 4+ (1+t

A

O caso 6 = 0 é imediato.

(#4) Vamos primeiramente provar que

|)\+€)\,t _ )\,6)‘+t|2
A=A

S [gIHam2D el om2ieTT0 (g7

comc:%(l—&—%).
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Notemos que

|A+€>\_t _)\_e>\+t|2 _ ()\+€)\_t —A_€A+t)2

= )\ie”‘t + A2 2 o A_eMtert,

E, pelo Lema[2.2] itens (i) e (ii), temos

|A+e>\,t _ )\_e)\+t|2 < )\3_62A,t +)\2_62)\+t

|26t |2(o<79)t

A

|§|4(a70)€7c|§ + |€‘49672|§

Mas ja vimos que |[Ay — A_|? = [£]*?. Dai segue (2.7).

Portanto para 6 € (0, §)

BOR) S [ (e ey b
j¢l<e
_ / efcm”t|5‘2w|+4<a729>d5+/ e~2IE D g2 g
gl <e €l <e
< (A4 )EEEEE L () e
_ n+42|y|
S (14 E,

Na estimativa acima usamos o Lema 2.1

s n+2]y|+4(a—20) n+2|v|
pois o7 >

2(a—0) "

O caso 6 = 0 é imediato.
(iv) Note que

Or(Apert = A eMh) = A A eMt = A eMt = A 0 (M - et
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Pelo Lema [2.2] itens (i) e (ii),

|at(/\+e>\_t _ )\_6)\+t)| _ /\+)\_|€)\+t _ 6)\_26| ~ |§|2a|e)\+t _ e)\_t .

Mas ja vimos que |e* ! — e*-?| < e~ €777t donde segue que
9 (Ase " =AM S feftee 2T

Portanto, pela estimativa acima e pelo Lema

8t(/\+e’\*t - )\7€A+t)|2
21, ]) = / | ePMag
O( | D I€|<e |A+—)\_|2 ‘ |

</ ¢~ 210t g 2 +4(a—0) g
jel<e

n+2]y|+4(a—0)

S (4o

n
Usando o lema anterior provamos o seguinte resultado para o caso

real na baixa frequéncia:

Proposicao 2.1 Sejam «,6 tais que 0 < 20 < a < 2, § € [0,2],
v multi-indice qualquer e (ug, u1) € LY(R™) x LY(R™). Entdo, para

t > 0, valem as seguintes estimativas:
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(i) Se n+ 2|vy| > 46 entao

n vl n
102 EoI| S [fuollpr (1+6)” 77 (5F3) 4|y || 1 (1 41) 5o (F+5 -9,

(1)) Sen+ 2y <2« e 0 € [% + %, %) ent@o

e

110:0% Eo()]] < ol (14857 (F+3) 70 4wy |2 (14 6) "7 (33,

esen—+2|y >2a ou 6 € [0,%—!—%) entdo

1 n [v] 1 n
110:02 Eo(t)]] < Iuollza (148) ™57 E+3) 1 juy || pa (141)~ 5 (543 -0) -1,

(2.10)

Demonstracao.
O item (i) decorre diretamente dos itens (i) e (iii) do Lema[2.3]e da
estimativa (2.6) com j = 0. Para provar o item (%), escolhemos j = 1

em (2.6) e usamos o Lema[2.3] itens (ii) e (iv). Para escolher a melhor

” ol
taxa dada em (iz), notemos que se n + 2|y < 2a e 6 € {% + 5, %)

entao
n+ 2|y + 4(a — 20) Jnt 2]
2(a—0) - 20

e portanto concluimos (2.9). Por outro lado, no caso em que n+ 2|vy| >
2a ou 0 € {O, 1+ l%‘) temos a desigualdade contraria donde segue

[2.10).
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2.1.2 Caso a < 20: autovalores complexos

Consideramos 0 € [%, oz] C [0,2] e € € (0,1) definido no caso

anterior. Neste caso os autovalores sao complexos, dados por

520 ) -
As = g (1 AR ) 1))

O resultado para o caso complexo é obtido seguindo as mesmas etapas

do caso real.

Lema 2.4 Se [§| < ¢ entdo:
(1) Ay = A= [§]%;
(ii) A£]* < 16

(iii) | +t| < e— 6t

Demonstracgao.

(i) Como 1 <1+ [£]?° < 2, a prova segue diretamente do fato de que

(422001 + [g2) = 1) < 6P < g2l (14]g*) 1.

| =

(iti) Como Re(Ay) < —1|¢|? segue que |er+t| < eRee)t < e~ 11€1%%t,

O proximo lema ¢é similar ao Lema [2.3]
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Lema 2.5 Sejam Iy e I; dadas em (2.4) e (2.5), n > 1 ey multi-indice.

FEntao, para todo t > 0 temos:

(i) para n+ 2|y| > 2a, temos I1(0,]y]) S (14t

|y

(i) L(L ) S (L+6) (3 3);

(i) Io(0,17]) S (1 +¢)" (i +3);

(iv) Io(1,]y]) £ (1 +t)*%(%+‘%'+%)'

E imediato que se o = 0 = 0 entio I;(4,|v]) < e, t >0, para todo

i.j € {0,1}.

Demonstracgao.

(i) Usando o Lema [2.4] itens (i) e (iii), obtemos

Apt _ Aot2 B |12 4 [eA 12 e BlE

Ay — A2 ™ €[> P

le (2.11)

Portanto, pelo Lema [2.1]

112(0’ |7|) S / e_%‘§\29t|€|2\'y\—2adf
l€l<e
< (L)

ja que n + 2|y —2a > 0.
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(ii) Derivando e* — e*~t e usando os itens (i) e (iv) do Lema

segue que

\8t(e’\+t . 6)\,t)|2 < |>\+6)\+t o )\_6)\,15|2

S P

A

€| e 11,

Do item (i) do Lema obtemos [A\; — A_|? ~ |¢[>.
Usando o Lema [2.1] com 8 = 260 e k = 2|y| > 0 > —n concluimos

que

3t(e)‘+t _ eA_t)|2
raph = [ ePlag
! lEl<e A=A |
</ e~ et 21 g
l€|<e
n+2|v|

< QT
(iii) Pelos itens (ii) e (iii) do Lema[2.4] temos
D e e P e e N e <0 L

Novamente pelo Lema item (i), podemos escrever

‘)\+6A,t _ )\,e>‘+t|2 < ‘f|40‘e*%\€|26t
A=A T e

‘2915

= [g*rem 31
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e assim

by e)\_t_)\_eA+t|2
poph = [ B Pl dg
0 lel<e Ay —A_[?
< / e~ et 217 g
[€|<e
< (14t~ =Y

(iv) Derivando A;e*~t — A_e*?t, temos

|0, Aper=t = A_eMD2 = Attt — A e t)?

A

PPN + A1),

Usando o Lema [2.4] itens (i), (i) e (iii), segue que

[Didper ! — A2 Jgjtee 2leTe
PREDWE €[

= [¢[emBIEI
Portanto, obtemos

Ig(]-»h/D 5 / 67%‘5‘29t|£‘2|“f|+2ad£
[gl<e

n+2|y|+2«

S ()T

ja que n+ 2|y| + 2a > 0 paran > 1. n

Obtemos, da estimativa de (2.6)) e do Lema o seguinte resultado:
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Proposigao 2.2 Sejam 6, € [0,2], 0 € [%,a}, ~v multi-indice qual-
quer e (ug, u1) € LY(R™) x LY(R™). Entdo, para t > 0, valem as

sequintes estimativas:

(i) Sen+2|y| > 2« e >0 entio

el

_1(n_ Il _l(n Vo
102 Eo(t)]| S lluollpr (146) ™ (E+5) ey || 2 (142) 3 (5 +F - 5);

(i) Sen>1ef>0,

| el

110:07 Bo (8)]] S IJuol| 1 (146) ¢ EHEH8) 4y | o (142) o (54 3);

(iii) Se a =6 =0 entdao \|a§agEo(t)|| < {lJuol|Lr +\|u1|\L1}e’%, para

7=0,1.

2.2 Regiao de alta frequéncia

Os resultados obtidos na se¢ao anterior completam as estimativas
que precisamos para provar os Teoremas [2.1] e 2.2 na regiao de baixa
frequéncia. Em seguida, vamos obter as estimativas para a regiao de
alta frequéncia e a regularidade exigida nos dados iniciais para obtermos
o decaimento desejado. Para esse proposito, aplicaremos o método dos

multiplicadores no espacgo de Fourier.
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Definimos, para |[£] > € (com € € (0,1) definido na se¢do anterior),

a seguinte funcao auxiliar:

62a+25—49|£|29

S >
AT D) se o+ 6> 20
p(€) = (2.12)
—2a+46 2a—20
%, se a+ 0 < 26.
E facil ver que
e N P i (213)
~2(1+[€]%) -2

Denotamos por F (t) a energia de ordem o da equagao no espago

de Fourier dada por
1 o 1 a+to |
Ei(t) = 5 € @) + 5 €+ [, ¢ 2 0.
Logo

2 [ Eide= [ (1= (P IROF + 6P AR ) de,
|€1>e R

onde x(&) é a fungdo caracteristica de {£ € R™ / || < ¢}

Notemos também que escolhendo o adequadamente e usando a iden-
tidade de Plancherel, a integral acima nos d4 a norma L? das derivadas
de Es € 0;Ey (ver definicio de Fo, em ) Nosso objetivo, por-

tanto, é estimar Eq(t)dg.

1€z
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A seguir enunciamos o principal resultado desta secdo. Note que o
decaimento em (i) é do tipo de perda de regularidade. De fato, para
obter taxas de decaimento para a energia na regiao de alta frequéncia
precisamos assumir mais regularidade no dados iniciais. A taxa de
decaimento esta diretamente relacionada com a regularidade adicional
nos dados iniciais (5;50, com @ < §). Assim, quanto menor o 3, melhor

a taxa de decaimento porém mais se exige dos dados iniciais. Isso nao

ocorre no item (4).

Proposicao 2.3 Sejam 6, € [0,2], 6 € [0,a] e 0 € R.
(i) Se (ug, uy) € HOT3(R™) x HO*3(R") e § < 0 < a entio existe
uma constante ¢ > 0 tal que

B9 S (s + lluolfns et vez0
§lze

(ii) Se (ug, u1) € HOT%(R™) x HOt3(R™) e 0 < § entdo

o Bi(t,€)de < w3 5ig + ol esg, V0.
>e

(i11) Se (ug, u1) € H*(R™) x H'(R™), 8 > 0 e < § entdo existe

C=C(p) >0 tal que

Ey(t,€)de < C{|luall3 + lluol 3} A+ 8)7F, VE>0
[€]>e

comS:a+¥+% er:5+5ﬁ;9+%.
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Para provar a Proposigao [2.3] precisamos de algumas estimativas
e lemas para a solugao 0(t,¢) do problema correspondente no es-
paco de Fourier. Multiplicando a equacdo (5)) por |€|7a; + p(€)|€]°u e

tomando a parte real temos

d

ZEW +F()=R(), t20 (2.14)
onde
B8 = S+ PN mOP + Sl laeP?
€)1+ € EIRe{T (1)} + 5p&) e la(e)
L&) = 6P [anP + e+ al)

R(t,6) = p(&)(1+ |€[*)IE|” [a (1),
Usando (2.13) segue que R(t) < $F(t). Substituindo esta estima-
tiva em ([2.14)), concluimos que

d 1
S Bt +5F(1) <0, (2.15)

para todo t > 0 e |{] > .

Lema 2.6 Os funcionais E(t,€) e E1(t,€) sao equivalentes para todo

t>0elfl >e.

Demonstracao.
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Notemos primeiramente que

£p(&)(1+ €7 )Re{ar (t)u(t)}

<(1+ |§|25)|ut2(7t7) +p(6)%(1 + |§|25)n\ﬁ;t)l

Im( )\ |2a17|ﬂ(t)|2

< (U [E) = = + e T (2.16)

pois, por (213)

|£|20 ‘§|2a729

[
T2(14g) 2 '

PO (1 + |g*) < -

(1+ ) =

Usando (2.16)) com sinal positivo e n = 1, temos:
< o 1 20 |~ 2 1 20| 2
B(1) S 1617 ( Pl + Sl anP ) = Fate),

j& que por (2.13) p(§)[€[*" < [P e 1+ [¢[* < (7 + DIEJ*.
Por outro lado, agora usando (2.16) com sinal negativo e n = 2,

temos:

1 - 1 - 1
B0) 2 Il” (16100 + LI @) = 3 Bio)

Lema 2.7 Se § < 0 < «, entdo para todo t > 0 e |§| > &, temos
Ei(t,€) S F(L,6).

Demonstracgao.
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Notemos que para todo t > 0 e |£] > £, temos

€17 [ (1) < 117 e (1) (2.17)

[P a)* < p©)lgl* [a(t). (2.18)

Esta ultima desigualdade de fato vale, pois o caso a + § > 26 segue
de (2.12) usando a hipdtese 6 < 6; e o caso o + § < 26 segue de

I€12* > 1€]%9, que vale pela hipotese 6 < a.

Multiplicando (2.17)) e (2.18)) por |£|° e somando as duas desigual-

dades, segue o resultado.

Usando a estimativa (2.15) e os Lemas e existem constantes

positivas ¢, ¢; tais que
d d
—E({t)+cE(lt) < —E(t)+caEi(t) < —E()+ = F(t) <0.

dt T dt

Pela equivaléncia entre E e E; concluimos que

El (t7 é-) 5 e_CtEl (0? é-)
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Integrando em |£| > ¢, obtemos

El (t7€)d§

[&]>e

<Seet / P I ol
&|>e

s [l mpas [ e g
>e

1€]>e

S Il 05 + ol 2 g e

Isto prova o item (i) da Proposigéo

O lema abaixo trata o caso de perda de regularidade (6 < §) sem ne-
nhuma hipotese adicional sobre os dados iniciais, todavia nao nos apre-
senta taxas de decaimento, somente limitacao para f|5|z€ Ey(t,8)dE,

provando o item (%) da Proposigao

Lema 2.8 Se 0 < §, entao para todo t > 0

1€]=e |€1=e

Demonstracao.

€|
14 g0

Para o caso 0 < §, temos a4+ § > 26 e portanto p ~

Notemos que

Eq(t) S €OV F(1).
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De fato, pois €[5+ iy (£)[2 = |¢[26-0)[¢[20+ i (1) 2 e tambeém

P @) < ()P P ) P,

|£‘26 26

. _ €
Ja que p(ﬁ)\§|2(5 9~ 14 [€20 = 1420

crescente no dominio R*.)

(Lembre que f(z) = 17 ¢

Portanto concluimos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

d

B +gPOIFr) <0

e assim

Ei(t) S e R (0).

De e—clé?™7t < 1, o resultado segue.
n
O préximo lema é importante para obter a estimativa da integral
da energia na regido de alta frequéncia no espago de Fourier no caso
do problema possuir a propriedade de perda de regularidade, ou seja,
se 6 < §. Usando este resultado provaremos o item (i) da Proposicao
23] O teorema abaixo sera utilizado na prova do Lema 2.9 e pode ser

encontrado em [23].
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Teorema (Lyapunov) Sejam C > 0 e 3 > 0, G : Rt — RT uma

funcao diferencidvel satisfazendo
G't)+CIGH)'P <0, vt>0.

Entao:
Se >0 e G(0)#£0, temos G(t) < K(1 +t)_%,

Se B =0 entio G(t) < E(0)e”“*.

Lema 2.9 Definimos

=  Etod e )= /O F(t€) de.

|€]>e

Sejam 0, € [0,2], 8 € [0,a], c € R, 8 >0, 0 < § e (up, u1) €

H*R"™) x H"(R"). Entao existe Cg > 0 tal que, para todo t > 0,
@17 < Ca{lluallme + luollm=} 7T (1)

com 5:a+¥+% er:5+5g—9+%,

Demonstracao.
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Para qualquer 8 > 0 temos

1)+

1+8 1+8
< 20+0 |~ 2d :| |: 200+0 | Qd :|
< [ /5 e O I /msm ()2 de
T”

_ 2040 ~ 2 2040 2
N {/| €17 T [P0 [ (6) 27T €] T [ ()| T de
&|>e

a+o _ﬁﬁ a+to |~ 2—%
v terpe) e e

ﬁ ) 1+8
(ple)ieP==) ™ ol e

para todo ¢t > 0. Portanto, usando a desigualdade de Holder em L#

e L'P nos obtemos

B
[I(t)]lJrﬁ 5 {|:/§> |€|—%+0+26+%5‘at(t)|2 df:|

" [ /ogp(o—éww a2 dg} i } J(t) (219)

para todo t > 0.

Agora vamos estimar as duas integrais do lado direito da ultima

desigualdade em termos dos dados iniciais. Multiplicando a equagao

por 4, tomando a parte real da identidade resultante e calculando

a integral sobre o intervalo (0,t) obtemos

t
(L4 [€*) e (8)]* + € [a(t) | + 2/0 €% e (s)[*ds
= (L+ &%) | + [€> [0 .
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Multiplicando ambos os lados da identidade acima por |£ \7%9“”%

e integrando sobre |£| > € temos

205125 Lo5 205025 Lo
[ g EerEeampa s [ B
€|>e €|>e
3=6 o
< /If> (L+ (%) 75+ % @ [P
>e
5—0 o .
o[ e s P (2.20)
§lze
Observe que pelas hipoteses do lema temos que o+ § > 26. Assim,

pela definigao de p(¢) dada em (2.12)) tem-se

/ p(€)TFE[2F [a(t)[? de < K / €|~ FHoEE 2 () 2de.
[¢|>e

|€1>e
(2.21)
Usando (2.20)-(2.21)) em (2.19)), obtemos
L) < Cp {[Jual%e + [uol %} T (1), Vit >0,
com r:6+5‘%9+% e 8=0z+5;ﬁ6+%.
"

Observemos agora que, pelo Lema [2.9] podemos escrever

U@ < LI, vz,

-1
onde K = (Cﬁ{Hulﬂﬁp + HUO| %(s}ﬂ) .
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Do Lema [2.6] existem constantes m e M tais que

mE,(t) < E(t) < MEy(t), Vt>0.

Consequentemente, temos

1+8
d K
— d —_— d
dt |§|26E(t) SETTEE szE(t) ¢
d 1
E(t)d —-J
St e (6)dg+ 5 ()
<0 (2.22)

sendo que a ultima desigualdade é verdadeira pela estimativa (2.15)).
Portanto, aplicando o Teorema de Lyapunov em (2.22]), concluimos

o seguinte decaimento
1(t) < C {JJurl - + lluoll3ye } A+ 0) 75, V>0,

com 0 < C' = C(p). Isto prova o item (%) da Proposigao

2.3 Resultados e aplicagoes

2.3.1 Resultados principais

Nesta se¢ao usaremos os resultados obtidos nas segoes ante-

riores para encontrar taxas de decaimento para a norma L? de 97 u(t)
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e 072uy(t) e a regularidade correspondente dos dados iniciais. Observe
que para escolhas adequadas de v; e 72 podemos obter estimativas para
a norma L? da solucdo, para cada termo da energia definida em e
também para normas H™ de u e u;. No Teorema[2.1|nao determinamos
valores para 8 > 0 a fim de deixar esta escolha livre para ser tomada
de forma adequada em cada aplicagao. O mesmo ocorrera no Teorema
Pode-se escolher 8 de forma que dé as taxas 6timas e neste caso
se exigira mais da regularidade dos dados iniciais. Ou pode-se escolher
também 3 de forma a exigir menos dos dados iniciais, o que resultara

em taxas piores.

Teorema 2.1 Se §,a € [0,2], § € [0,%), up € H*(R") N LY(R™) e

1
up € H"(R")N LY(R™), parar e s especificados abairo, entdo a solugio
do problema - satisfaz as sequintes estimativas para todo t > 0:
(i) Se n+ 2|y1| > 40 entdo

_ 1 (n Il
07| S ol (148~ (1)

— 1 (nylnl_
Hlunllgs (1077 (750)
+ {lluallzr + [luollms} £(2),
e (ceR) sed<b [71] se § <0
com f(t) = , §=

(1—|—t)7ﬁ se <0 |’yl\+6;59 se <6
er=s+9—a.
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(ii) Se n+ 2|2 <2a e 0 € [%+%,%) entdo

1 (ny vl
Haﬂ’vhut(t)H < HUOHLl(l—f—t) Q*9(4+ ) ) 1

~

_1(ng Il
+||U1||L1(1+t) é(4+’722)

+{llullar + [luolla} £ (1), (2.23)
e sen+ 2|y >2a ou 6 € [O,% + %) entdo

lozu®ll S ol (47

~

1
] (14 1) €

+{lluallzr + luolla:} £ (1), (2.24)
et (ceR) sed < [y2] se § <0

com f(t) = ) , T =
(14172  sef<§ ol + 252 se <4

es=r+aoa—294.

Demonstracao.

(i) Pela definicao de Ey e Fo, temos

102 u(®)]] < 103" Eo())]] + 107" Eoo (£)]]-

Escolhemos v = ~; na Proposigao e consideramos n + 2|vy1| > 46.

Usando (2.8)) e a Proposigao com o = 2|y1| — 2« segue o resultado.
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(i) Podemos escrever
022w (D] < [|0720: Eo(t)]] + (1032 0 Eco (1)1

Escolhendo v = v2 na Proposigao e 0 = 2|y2| — 26 na Proposigao

temos duas opgoes. Se n + 2|12 < 2« e 0 € [% + |72—2‘, %) usamos

1) e obtemos (2.23). E se n+2|va| > 2a ou 6 € [0, T+ W—;l) usando

temos (1)

n
Para o caso a < 26, de maneira analoga prova-se o seguinte resul-

tado:

Teorema 2.2 Se 6,a € [0,2], 0 € [%,a], up € H*(R") N L'(R") e
uy € H™(R™)N LY(R™), com f(t), r e s definidos da mesma forma que
no Teorema 2.1}, valem as sequintes estimativas para todo t > 0:

(i) Se n+ 2|v1| > 2« entdo para 0 > 0 tem-se

_1(n_ lnl
100 u(®)l| < uollp (1 + 1) (3+7%)

~

71

+|ua]l: (1 +t)7%<%+7—%)

+{l[utllar + [|uol|m=} £(2),

e, para 8 =0,

_t
102w < {llwollzr + [fwallr} et + {{furllar + [luol|as} £(2);
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(ii)) Sen>1 e >0 entdo

(3+5+2%)

D=

102wl < Iuollps(14+6)
_1(n lyal
|2 (14 1) (572

+ {lluallar + lfuol|m=} £ (1),
e, se ) =0,
1072w ()] S luoller + [[uallL} ™% + {Jfur ][ + lluollme} £(2).

Observagao 2.1 Utilizando as Proposigoes[2.1}, e[2-3, garantimos
que a solugao v também satisfaz as limitagdes a seguir, quando con-
sideramos 8, € [0,2], 0 € [0,a], up € H*(R") N LY(R") e u; €
H"(R™") N LY(R"):

(i) Se || < s e n+2|y1| > 2« entao, para todo t > 0,

102w S Nwallrars + luollmenrr;

(ii) Se |v2| <7 en > 1 entdo, para todo t > 0,

1022w (O] S lwallmrazy + [luollaeni-
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2.3.2 Aplicagoes

Agora vamos aplicar os resultados anteriores para varios problemas
de valor inicial associados a algumas equagoes diferenciais parciais dis-

sipativas de segunda ordem no tempo.

Equagao de ondas com dissipagao fracionaria

Consideremos a equagao — com § =0 e a = 1, ou seja, a

equacao de ondas
ug(t, ) — Au(t,z) + (=A)u (t,z) =0, t>0, z R
com dados iniciais
w(0,2) = up(x), w(0,2) = up(x),
e 0 € ]0,1], cuja energia associada é definida por
But) = 5 {llue 0 +11Vu()|?}.
Para esta escolha de «, temos que a > 26 se e somente se 0 < %

Portanto, aparece aqui a separagao nos casos € [O, %) (autovalores

reais) e 0 € [%,1] (autovalores complexos). Se 6 € [0, %), podemos
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aplicar o Teorema [2.1] resultando em
()] S {Iluallzr-1mz0 + o] 2z } (1 + )" =7 (570,
para todo n > 46;
eI S {lfurllznrs + [uollmrnps} (1+¢) 4,
sen=1ef¢€ [i,%);
e N < {lluallz2n + luollming } (1 +6) "= (E=0)71
sen>2ouf € [0,%);

IVu(®)]] < {lullon: + lluollmac } (1 + #7370,

para n > 1.
Agora, se f € [%, 1] , temos o < 26. Usamos o Teorema, de forma

analoga obtemos a estimativa para a norma da solugao, para n > 3:
_1l(n_1
@)l S {llurll-ns + luollzane} (14177 (372,
e a taxa de decaimento para os termos da energia, para n > 1:

lue @) + IVu)l] S {llurllzznrs + lluollmazs } (1+1) 5.
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Equacao de placas com inércia rotacional e dissipacao fracio-
naria

Em trabalhos anteriores [4 [6] para a equagao de placas com inércia
rotacional e dissipagao fracionaria os autores consideraram a hipotese
6 € [0,1]. Nessa aplicagdo vamos generalizar esse intervalo assumindo
que @ € [0,2]. Notemos que @ > 20sef € [0,1) e < 20se b € [1,2], ou
seja, para obtermos os resultados seré necessario separar em dois casos.
Essa situagao é semelhante ao que ocorreu para a equagao da onda com
dissipacao fracionaria, quando foi separado nos intervalos 6 € [0, %) e
0 € [5,1] (ver [3, 19, 10]).

Consideremos o seguinte problema:

’I,Ltt(t7l') — Autt(t, l') + A2U(t,$) + (*A)eut(t,[ﬁ) = O,

w(0,2) = up(x), u(0,2) = uy(x),

parat > 0ex € R" com 6 € [0,2]. Ou seja, consideramos § = 1 e

a =2 em —.

A energia associada é dada por
1
Eu(t) = 5 {llw®I” + V@) + [[Au®)]]*} -

Se 6 € [0,1), consideremos |y1| =0 e % = 512 (2 —6). Pelo item

(i) do Teorema temos a estimativa para a norma L? da solucao
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para todo n > 46:

1 (n__
)]l S {llwallara + [uollmonz } (1 + )77 (£79),

(1-9)(n—49)

(1-0)(n—46)
2(2-0) T202-0) -

—1les= 32-0)

com r =

Para encontrar a estimativa para a energia, basta estimar cada
termo separadamente. Em cada uma das trés proximas estimativas
assumimos que 6 € [0,1). No item (i) do Teorema [2.1| podemos esco-

lher|’yg|:0com%:&eme%zz—ie(%—ﬂ)—klem,

obtendo
eI S L llzonzs + ol anca } (1+ )71,
sen<4defe [%,1);
eI S (o lsrrnns + ol lgenps} (14 )~ =0 (80 =L,

sen24ou9€[0,%).

Nas estimativas acima consideramos p = (1;3)71’ q = (1;3)77, +1,

1—0)(n—86+8) _ (1—0)(n—80+8
B e s = U= 41

Por outro lado, se |y2| = 1, com % =5(%+3)em ii e % =

2_% (% + % — 0) +1em , pelo item (%) do Teoremasegue que

T =

_1(mn_ 1
1V (O] S el rans + llwollganp} (1+6) "8 (5F2)
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sen=1e6¢€ [%,1);
_ 1 (n, 1 _ _
IV ()] S {unllmrnn + ol [genp} (1 +¢)” 7o (E+3-0) -1

sen22ou9€[0,%).
Acima denotamos p = 1 + %, q=2+ %, ro=

(1—6)(n—86+10) _ (1-6)(n—86+10)
L+ 2(2=0) es=2+ 22=0)
Por outro lado, se |y1| =2 e % =55 (%+1-0),0 Teorema

item (i), nos da:

18u@)|| < {Ilunllmrac + lluollenzi } (1 + 6777 (5+19)

(1-6)(n—46+4)
220

(1-6)(n—46+4)

onde r =1+ 3(3-0)

e s=2+
O resultado para o caso 6 € [1,2] é obtido de maneira semelhante

ao caso anterior, usando o Teorema [2.2] ao invés do Teorema 2.1} As

taxas encontradas para a norma L2 da solucdo sdo:

_1l(n_
()] S {Iluallzr-1mz0 + lluol|z2nzr } (1 + )77,

para n > 4. Para os termos da energia obtemos:

ue®)]] S e @)l S {Juallz2nns + ol rap} (1+ )~
Ve ()] S {unllmians + llwollmzap } (1+6)~#(E72);
A S ] + [luollrzam } (1+1) .
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Observagao 2.2 A equacdo de placas sem o termo de inércia rotaci-
onal, ou seja, — coma =2 ed =0, ndo possui a propriedade de
perda de regularidade. Nesse caso as tazas de decaimento sao iguais as
taxas acima, mas nao € necessdrio assumir reqularidade adicional nos

dados iniciais.

Equacao de Boussinesq com dissipagao fracionaria

Nesta subsecao, queremos mostrar que é possivel adicionar termos
do tipo (—A)%usy, (—A)1u, (—A)*'u na equagio e obter taxas
de decaimento para a energia total e a norma L? da solucdo a partir
dos resultados anteriores. No entanto, vamos considerar apenas um
exemplo simples para ilustrar este caso.

Em [28] os autores estudaram a equagao de Boussinesq (IBq) com
uma dissipacao forte Au; (ver também [34] [35]). No que segue vamos
considerar um caso mais geral do que o problema linear estudado em

[28], considerando a seguinte IBq com dissipagao fracionaria em R™:

g (t, ) —Au(t, ©)— Aug (t, 2) +A%u(t, ©)+(—A)uy(t,2) = 0, t >0, z € R"
(2.25)

com 6 € [0,1] e dados iniciais

u(0,2) = up(x), u(0,2) =uz(x). (2.26)
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A energia associada a esta equacao é dada por
1
Eu(t) = 5 {[lm @I + VoI + [[Vu@)[]* + [[Au®)]]*} .

Notemos que, ao aplicar a transformada de Fourier em (2.25)) e

(2.26)), obtemos

(L4 [€17) e (. €) + (€1 (t,€) + (1€ + [€])u(t, &) = 0,

Este problema nao é um caso especifico do nosso problema inicial.

Mas notemos que para || < ¢ é valida a equivaléncia
€% =~ [¢7 + [¢]*,

0 que nos leva a concluir que as estimativas na baixa frequéncia para
esta equacao sdo as mesmas das Proposicoes e considerando
a=06=1.

Por outro lado, se |£| > ¢, entéo
j€1* ~ I + lel*,

e portanto as estimativas e a regularidade nos dados iniciais para esta
equagao na alta frequéncia sao dadas pela Proposi¢ao 2.3 com o = 2

e § = 1. Com isso obtemos os seguintes resultados:
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Teorema 2.3 Sef € [0,1) e (ug, 1) € [H*(R™)NLY(R")]x[H"(R™)N
LY (R™)], com r e s especificados em cada caso abaizo, entio a solugdo

do problema (2.25))-(2.26) satisfaz as sequintes estimativas:

(i) Se n > 46 entao para t > 0

1 (n_
)]l S {llwallarap + [uollmonz } (14 )~ 7o (£79),

com r = —"540 —1es= —";49.

(i) Se n > 1 entao para t > 0

_ 1 (n 1 _
V()] S {luall e + uolmonsi } (1 + )~ To(F+370),

com T:%—fw es:1+%_49;

1A S {luallgear + uol[monri } (1 + )~ Ta (§+170),
_ +4—46 _ +4—46 .
com r=1+"5"" e s=2+ 57,

lue @) S {llwallzmanry + lwollgenp} (1+1) 7,

1— 1—
sen=1efe[48), com = U508 5 =14 Q500

—_1 (n_g)—
eI S (Il frrarrr + [lto][zrearzr } (145770 (70071,
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sen220u06[0,i),comr2:%9+4 632:14—%9"‘4;

_ 1 (n1_ _
IVue()]] S {unllarnzs + ol [genp} (1 +¢) " T (E+3-0) -1

com r=1+ 7"_8294'6 es=2+ 7”_82“6.

Teorema 2.4 Sef € [1,1] e (ug, u1) € [H*(R")N LY (R™)]x[H"(R™)N
LY(R™)], com r e s definidos em cada caso, valem as sequintes estima-

tivas:

(i) Se n > 2 entdo para t >0

@] S {llwalliraps + ol menzi } (14735 ~3),

po— U=0)(n=2) 4

comr = —1es =0 no caso 8 = 1, e com 50

e

s:%noca500<l-

(ii) Sen > 1 entao parat >0

IVu@| + @] < {lluallzraz + ol [renps } (1+8)7 3,

_ (1-6)n

s ¢s=1+ (1;99)n

comr=0es=1mnocasod =1, e comr

no caso 0 < 1;

_l(n 1
1 Au(®)]] + IVue(®)]] S {llunllmrozs + luollmenz} (14878 0EF5),

comrzles:2noca509:1,ecomrzl—l—% es =

2+(179%# no caso 0 < 1.
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Capitulo 3

Outras Estimativas para
as Solucoes do Problema

Linear

Neste capitulo vamos encontrar outras estimativas de decaimento
para a solucao do problema linear usando resultados obtidos no capitulo
anterior.

No Capitulo 2, considerando «,d € [0,2] e 6 € [0, a], encontramos
estimativas para a norma L? de u e u; e de suas derivadas. Na proxima

segao vamos obter resultados para as seguintes normas: ||u(t)||pe®n),

[t (B Loy (g € 2, +00]), [[w(@)]| o1 ny € [[we (]| o1 (mn) Para o caso
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de autovalores complexos na regiao de alta frequéncia, autovalores reais
na regiao de baixa frequéncia e para o caso em que o problema possui
a propriedade da perda de regularidade. Esses casos correspondem as
restrigoes: a — 20 > 0 e 6 < J. Resultados para os outros casos
poderiam ser obtidos de maneira completamente anéloga.

Antes de provarmos os resultados principais deste capitulo, vamos
obter limitagdes pontuais para |0Fu(t,&)| com ¢t > 0 e £ € R™ nas

regides de alta e baixa frequéncia.

Regiao de alta frequéncia: Caso o — 20 + 0 > 0: autovalores

complexos

Para |¢| > M com M > 1 temos

—_

|£|2(a—20) (1_’_|£|26> _ |£|2(a—29) _’_|£|2(0¢—20+5) >1> =

=~

e portanto os autovalores sao complexos, dados por

529 ) ~
At = 2(1|+|§|25) (‘1 i’\/4|§|2<“ 201+ 1¢120) — 1) :

O lema abaixo nos da informagées sobre o comportamento dos autova-

lores.
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Lema 3.1 Se || > M entao:
(i) I\l =~ [€]*7;
(ii) [Ny = A_] = [€]*°;
(iii) |er+t] < e~ 11677t para todo t > 0.

Demonstracao.

(i) Segue diretamente de

|)‘:|:|2 _ |£|40 (1 + 4|§|2(a720)(1 + |£‘26) - 1) — |€|2a < ‘€|2(a—§)
A(1 + [€]*)? L+ (g~
€
2 2
|)\ ‘2 _ |£| |£| 2 |£|2(a—6).

= >
LA [g20 = M=20g > + ]

(i) Notemos que

2i[¢[20 \/AEP 2 (1 1 [€2) — 1|

2
A =2l 20+ 6%
e e (1 4 (e — 1)
- (ENERE
defr g

L+ [€[2  (1+[g[20)2

De |€]20 < 1+ [€]?° < 2/¢]?%, por um lado temos

2a
4|§| < 4|€|2(a75)

Al — AP
e AT S g =
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e, por outro, usando que 2« — 26 > 460 — 46 tem-se

2 4|§|20¢ |§|40 -9 2(a—6) _ 4(0-9) > 2(a—9)

‘29

(iii) Como R(Ay) = < —1|¢]2=9 segue que

\
T 2(14[EPY) =

1)g2(6-5)
|€/\it‘ < RO <e 7€l t7

para todo ¢t > 0. ]

Proposicao 3.1 Seja k € N. Para todo |§] > M et > 0 temos
082, )] < lg[F e T fa )+ ¢~ (&))).

Demonstracao.

Usando @— temos

OFa, O < [0F Ko(t, &) [ (€)] + 10F Ka (¢, )| [ (&)
0F At —AeM)|
I)‘+ — )\7| ‘u0(£)|
0y (eM! —erh)]
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Pelo Lema [3.1] segue que

OF (Aper-t — A_er+t Ap(A)Eer-t — A_ (A )Fer+t
e (A4 _ A +
A —A] |Ap — A
Apl|A_[Fer=t + |A_|| Ay |Fer+t
< + +
- Ay — A
< Jg[am) - HeP O
e
OHE — A _ [t — (ke
|Ap — A Ay — A
|)\+|k6)\+t + ‘)\7|]€6A7t
B A+ — A
< [g[Mam0)—(a=0) =5 IEPTVt,

Usando as duas tltimas desigualdades em ({3.1)), segue o resultado.

Regiao de baixa frequéncia: Caso a > 20: autovalores reais

Usando as estimativas que aparecem na demonstragao do Lema [2.3

obtemos

[, S e (o (€)] + [€172 @ (6)]) (3.2)
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~ ) —|g[2(e=0)y ~
@, &) S [P g ()

+ (|§|2(a—20)e—|§|2(a*9)t + e—C|§|20t> |a1(€)‘ (33)

para todo |£| < M, com C = i (14_%)'

3.1 Estimativas para outras normas de u
Na prova da préxima proposicao vamos usar os seguintes lemas:

Lema 3.2 Sexk >0,a>0 ¢ €R, entdo
el < pmag =P w0, £ €R, € A0

Lema 3.3 Sejam M > 1, k>0, neN, [ >1epB,0 R com #0

satisfazendo
n—ol>0, se (>0,

n—ol <0, se [<O0.

Para todo t > 0 temos

—0 - B —n—gl
|| €]~ el Neqesan S A+ 7.

Demonstracgao.
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Notemos que

1
[

_ _ B
I[1€]7%e <kl tHLl(IE\ZM) =
l€|>M

[
([ f o)
|

/C>O —ol —nhﬁt (/ ng) d’l‘)
M |§]=r

> —ol —Kl?"ﬂf n—1 %

(wnr )dr

M

/OO -1 _— z(t% )8 >%
Wy, n—o e )" dr

M

‘§| —ol —nl|£|ﬂtd£>

~l=

-
-

= (wpI(t)) (3.4)
onde w,, > 0 é uma constante que depende somente de n.
Consideremos 3 > 0. Fazendo a substituicao s = t%r, temos
fo%s) s n—ol—1 1
1 = [, (5) g
tBM \tRB t8
oo
< / Snfalflefnlsﬁtf ";Ul ds
~ Jo
n—ol o0 8
= {7 / gl lemRlsT g, (3.5)
0

Note que fooo sn=ol=le=rls” 4o « oo se n—ol > 0. De fato, temos

& B e B
/ Snfcrlflefnls dS _ / SnfzJH»lefnls 872d3.
0 0

. _ 1B .
Como lim,_,o "~ le=rs" = () existe sg > 0 tal que se s > So
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_ _ .8
entao " oltle—nls

Assim podemos escrever

° s
/ sn—al+1e—xl5 S_2d8
0

80 8 o 8
_ / Sn—ol—le—mls ds + / sn—al—&-le—nls S—st
0 S0

S0 o0
§/ s"*”lflder/ s 2ds
0 S0

< 400,

pois
S0 n—ol
S0

0 n— ol

S0 Snfo'l
Snfcrlfld'S —
0 n — ol

°° : 11 1
/ s72ds = lim s7%2ds = lim [— + ] = .
S0

z— 400 50 z—+o0 VA S0 So

Considerando a conclusdo acima em (3.5) e (3.4]), tem-se que

n—ol n—ol

_ _ B _ _
HEI7 e | igegsan SE770 S A+ A,

se >0en—oal>0.
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Agora voltemos & (3.4)), com o caso § < 0. Fazendo a substitui¢do

1
s=1t"#r~!, temos

M

0
_1 _\nol=l s 1
/,; (t 5s 1) e rls (—t s 2) ds
t B
M
o0 B __n—oal
/ S—n—&-ol—le—nls t— 7 ds
0

n—ol oo -8
— B / S—n-‘rol—le—mls ds.
0

IN

De modo anélogo ao caso anterior, prova-se que n — ol < 0 implica
_ 1 —nls—F
em [;° 57l lemRE T ds < o0

Substituindo em ([3.4), para n — ol < 0 e 8 < 0, temos:

—o_—kl|€|P _n—gl
€7 pegsan S (L +1)7 7 .
[ ]

Na proposigao abaixo as taxas e as condigoes para o caso ¢ = +00

corresponde ao limite do quociente quando ¢ tende ao infinito.

Proposicao 3.2 Se a — 20 > 0, § < §, up € H*(R") N L'(R") e
up € H"(R™)NLY(R™) com s e r reais positivos satisfazendo r = s+6—a

entao:

20q
q—1

2sq
q—2

(i) Se q € [2,+00] e n > en < (caso q > 2) entdo u €
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Li(R™) e satisfaz

la=1)
lullLa@ny S uollp: (1 +1¢) 200
| (1 + )~ Faoa =t

iy (5-4),

+{||u0||HS +||U1HHT}(1+t)2<9i6) 3(0-3)

(i1) Seq € [2,4x] en < qu% (caso g > 2) entao u, € LY(R™) e, para

0 > 0 tem-se

n(g=1) _
llue ()| Lany S uol|pr (1 41) " 2= 1

~

n(g—1) 1
+lfua]|zr {(1+t)_m+ﬁ_l+(l+t) 204

{lluol e + [feua 1z} (1 + )7~ (33,

Se 8 = 0 entao

L1

lue@llzoery S {luollzr + ]z} (14 1)~ 5

+H{l|lwol|gr= + lJua||m-}(1 + t)*z%+%(%7%).

Demonstragao.
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(i) Seja q € [2,4+00] e ¢’ seu conjugado. Por Hausdorfl-Young, temos

lu@llza@ry < E@]lLer @ny

N

@] Lo g1 <ary + T Lo 1> 0)

= S+ T (3.6)

Na regiao de baixa frequéncia usamos (3.2) (pois a — 26 > 0) e o

Lema obtendo

_ig2la=0) g _og _|e2le—0)y
S S le <l t‘UO‘HLq’(\g\<M)+|||£| eIt t|U1|||Lq’(|§|<M)
a

ql
5 HUOHLl / e_ql|§|2(a—9)td§
|§]<M
%
q
|| / 6|20 e~ 1€ Ve ge
[gl<M

n

n—20q’
[|uollzr (1 +1) 2=0a" + ||ug|[1 (1 + t)_uTeiz'

N

n(g—1) n(g—1)
ol (1 + )30 4 [[uay || o (1 + ) 3003 T3 (3.7)

desde que 20¢’ < n.

Por outro lado, na regiao de alta frequéncia, usamos a Proposigao

obtendo

=

q

~

T < / €]~ e FIPC g (an(e)] + €190 an (€)])? de
|€|>M
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Caso ¢ = 2, escolhemos ¢ = 2s e assim, pelo Lema [3.2] temos

W=

Ja

N

</|g|>M 6125 HEP (el (€)] + (¢ (©)])° d5>

{Ifuollrs + llul |} (1 + 1) 775 (3.8)

N

Agora, se ¢ > 2, usamos Holder com % + ll, =1:

1
7

’ lg
|§1>M
1

( [l (@l + gl d£> .
|€1>M

Escolhemos 2s = g1’ e ¢'l' = 2 e, no Lema[3.3] 8 = 2(6 — §) < 0,

’
_ g
k= %. Logo

1
7

! le n—o
</ Iél“’le‘“z(eé)tdf) S (Q+n7E
|§1=M

para n < ol.

2sq
q—2’

Portanto, se n < temos

N

B S (L4pms-mwn(i-d) </|5 (|€|S|ﬂ0(£)|+|§|5+5alﬁl(é))2d§>

|>M

N
=
=3
=
T
@
+
=
=
T
3
—
—
—_
+
=
0
a‘ﬁ
Tle
N
|
0
g‘
|
N
—
|
|
Q|
~—

(3.9)
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comr =s4+0d — a, ja que

ol—n

1 o n
200-0)lqg ¢ (2(9 —6) 20— 5)1)

_ 1f 25 y_1
g 200 — o)l q

(35) (1)

__n 1 1
200-9) \¢ ql

—6>*2<en—6> @2)

Substituindo (3.7)), (3.8) e (3.9) em (3.6)) segue o resultado.

(i) A demonstracdo é anéloga a do item (7). Por Hausdorfl-Young,

lue(@)l|Larny S

A

[ (O] o’ ey
e (O Lo (g1 <ary T N8O Lo g5 00

G+ Gs. (3.10)

Para estimar G; usamos (3.3]) e o Lema obtendo

Gy

A

A

+lua {(1 +1)”
= ||uol|[pr (T +1¢)” i) —

el | 6
+||U1\|L1{(1+t) By R

l[uollpr (1 +1)

_ _ 2(a—0)y, _
1160 a0 | o 1< aa)

— —|g|2(a=0) — ~
+ || (lee-2emier T oclel ) gy |

La' (|¢|<M)
n+2(a—0)q’
2(a—0)q’

n+2(a—260)q’
2(a—0)q’

+(1+t)‘fw"q'}

1

L4 }(3 11)
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para € > 0. O caso 6 = 0 é imediato.
Finalmente, para estimar G5, usa-se argumentos analogos aos da
estimativa de J5, no item anterior, através da Proposicao[3.Ie do Lema

B3] Concluimos que

Gy S (1+t)mw mw(i-3) (/ €170 o (€)] + |§|T|ﬁ1(§)|)2d§> 2
|€1=M
S ol sz + llnlar} (1 + =9~ (4), (3.12)
coms=r4+a—den< q?fqz (no caso ¢ > 2).
Para obter o resultado basta substituir (3.11))-(3.12) em (3.10]).
"

Proposicao 3.3 Sejam s1 e sy numeros reais positivos tal que so > s1.

FEntao:

(i) Sen+2s1 > 46, ug € H*2(R") N LY(R™) e u; € H2HO~%(R") N
LY(R™) entdo u € H* (R") e satisfaz
6

_ n+42sg _ n+2s1—4
lullgor@ny S Nuollor(T4+8)75@D + fu [ (1 +8) " 75D

Ceien
HH{lluoll ez + llunll oo oo} (L) 2000
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(i3) Se ug € H*2T*=5(R™) N LY(R") e uy € H*2(R™) N L*(R™) entdo,

para 0 > 0, u, € H* (R") e satisfaz

_nt2s1 g
||ut(t)||H51(R") < ol (1 +t)” 3@=9

n42sy —460 nt2sy
4(

Hlunllgs {1+ 875D 4 (14470

_ 5152
F{lluoll gz va-s + lJuall g } (1) 2000
Se 6 = 0 entio uy € H* (R™) e satisfaz

n+2sy 1

e gy @ny S Alluollr + [fuaf[ry (U +8)7 5

sg—s1

+{lluoll gozra—s + lluallgsn } (L +1)7 75

Demonstracao.

(i) Notemos que

lOl. = [ ek

[ wrde+ [ jepeawpde
l€l<M j€1> M

IN

A estimativa segue das duas desigualdades abaixo:
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Se n 4+ 2s1 > 46, a estimativa (3.2]) e o Lema (2.1]) implicam em

S1(53 s1..— 2(a=0) 4 ~
/m PEOPE /Igl e ) e
< <

+/|g| o €210 2P g () 2de
<

S o2 (1 +1) "

—46

9 _ n+2s
Hhual 31+ 6~ F7

E, por outro lado, a Proposi¢ao [3.1] e o Lema [3.2] nos dao, para

S9 > S1

/ €2 [a(e)|2de
& >M

$1—28y — 1 2(6—5) EP) ~ —a) |
s / g2 =24 g 2on (7€) + €0 an (€)1 d
|€1=M

51752

S [T TR (@O + I @@ P
|€1=M

1—52
09—

5 {||u0||ip2 + HulH?ﬁ[seréfa} (1 + t)i

(ii) A demonstragdo é analoga ao item (i) e segue das estimativas

abaixo.
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De (3.3)) e do Lema temos

/ €255 2 ()2 de
[El<M

<

~

S

para 6

Da

_ _ 2(=0) 4~
[ e e g P
gl<M

s a— _o|g|2(a—0) s — 20 ~
+/ (gferratamame2lel ™m0t 4 je2er =201 ) iy () 2
[§l<M

n+2s
lluo|[21 (1 + £) 2@ 2
n+2sq—46 s
s {1+ 6702 4 (1407

> 0. O caso 6 = 0 & imediato.

Proposigao [3.1] e do Lema [3:2] temos

/ €250y (1) [2e
[&]>M

S [ e HEE g (gt lan(e)| + (o)) de
lg1>M

-5 S2 (a=08) | ~
S [ 0T (e R + ) de

_S1—S2
S {lluol[fyosams + lluallfe, } (8770,

para sg > Si. ]

3.2

Caso particular

Tendo em vista o caso considerado no estudo do problema semi-

linear,

vamos obter estimativas de decaimento para uma regularidade
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particular nos dados iniciais. Observe que assumimos a condi¢ao § <

a — 1 para que d2u € L2(R") (ver (3.13)).
O proximo lema é uma consequéncia imediata dos resultados da

se¢ao anterior.

Lema 3.4 Sejamn > 460, a > 20,0 < 6,6 < a—1, uy € H>*T*79(R™)N

LY(R™) e u; € H?(R™) N LY(R"). Denotando
Er(uo,u1) = {lluollgr2+e-snrs + [|uallazart },

a solugao u do problema linear satisfaz u € H?TO7O(R"), uy €

H?%(R™) e as seguintes estimativas:

k

||8§u(t)|| < El(uo,ul)(l + t>_min{ﬁ(%"‘i—@vg;(’c&é%;é ; (313)

()| z+a-s S E1(uo, wr), (3.14)

para k € {0,1,2,3};

k

108 ()| € B (o, un)(1 + 1)~ mindms (352012t} - (3.15)
102u:(t)]| S B (uo, ua), (3.16)

()] S Ba(ug,w)(1+ 1)~ ez (5-0)-1ai=n} - (3.17)

onde k € {0,1} e, para (3.17), n < 4.

Demonstracao.
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As estimativas para ||u(t)||, ||ut(t)|] e ||ue(t)||L seguem direta-
mente da Proposigao (com g = 2 nos dois primeiros e ¢ = +00 no
terceiro, s = 2+« — § e r = 2) e das relagoes abaixo:

e A hipotese n > 46 garante que

n — 460

= Ha—0)

n
— 1 1
7 +1, (3.18)

pois esta desigualdade vale se e somente se
n(a—0) > 0(n — 40) + 40a — 46%,

ou seja, n(a — 260) > 46(a — 26).
e A condigdo n > 46 > 20 garante que

n—20 +2(a—0)

= T 20— 0)

n
20
As estimativas para [|0Fu(t)|| (k = 1,2,3) e ||u(t)||g2+a-s seguem

da Proposigao item (i) com s; = 2+ a — § e, para ||0Fu,(t)||

(k=1,2), do item (%) da mesma proposigao, com s = 2 e do fato que

n + 2s1 > 40 implica na desigualdade "Jﬁ,sl > "I(Qofi;)‘w + 1 (de forma

analoga ao feito acima).
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Observagao 3.1 A sequir estao algumas conclusées tiradas a partir do
lema acima para o caso particular n = 3 e assumindo em alguns itens

condigoes adicionais.

e Notamos que a desigualdade 41());7%%) < 3&"‘:9‘)5 € equivalente a

30 +460% + 0 4 200 + 206 < 4a + 202 + 660,

que vale pois a hipdtese § < a—1 implica em 36+2a6 < a—3+2a>
e pois 3 > 40 garante que 462 4+ 200 < 30 + %a. Usando (3.13))

(k =0) concluimos que

__1 (3_
u(@)]] S (ol ul| o +|[uol | rzva—s +|[ur || 2} (148) 577 (§79),

5—40 l+a—6 .
Ia=0) < 305-0) © equivalente a

o A desigualdade
56 + 467 + 206 + 206 < 20 + 30 + 650 + 2a°

e esta desigualdade vale pois 554206 < 3a—5+2a2 e 46?420 <

30 + 2a. Portanto, de (3.13) (k= 1), temos
1 (s
[10zu(®)|| S {Ilttoll s +l[ur] |22+ luo] |2 +a—s + [ || =} (14+£) =70 (30D,

e Sed—0> 15—4, a desigualdade 4?;7:1%) > 3(7575—79% € verdadeira. De
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ato, basta ver que 9 — 40 > 28a=0@=0=1) ") coiq
5 J

45 + 28a:d + 28ab + 28 > 28 + 2856 + 480

pois 28ad > 280 + 10ax, 5600 > 56860 + 560 e 45 + 38a > 28a2.
Segue de (3.13) (k =3) que

_a—é-1
105u®)]] S {lluol |l | Lol | 2+ as+[ua] | =} (148) ™ 2F=0).

e Sed—06 > 1%, sempre vale

5—46 1
m + 1 Z 2((5 . De fato, a

desigualdade acima vale se e somente se b+ 4a — 86 > %.

28
Como 525 < tem-se 0 < 14 logo

2(a—0) 28 12
—_ - < — — 0 <
50 + 860 < 5a+50

28 54
— — < 4 .
5 +357 a+5

Assim (3.15)) (k= 1) garante que

10zus ()] S {lluollzr + [[urller + [fuol|g2+es + |fua|[m=} (1 +8) 2=

e Usando a desigualdade <7 ( ) + 1 provada no item an-

1
2(6—0)

terior, concluimos que

<3

1 3-20
G-0) ( ) +1< 5(a—6) T 1. Usando

(13-17), o tnico caso possivel é

1
e (@)L S {lluollpr + [fuallr + [[uoll pz+e-s + [lual[g2} (1 + )30,
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Capitulo 4

Problema Semilinear

Neste capitulo vamos estudar o problema semilinear

U (b, ) + (—A)uy (t, ) + (=A)u(t, z) + (A uy(t, z) = f(u(t, z))
(4.1)

t>0,x¢€ R3, com dados iniciais
u(0,z) = ug(x), u(0,2) = ui(x). (4.2)

A fungdo f é dada por f(v) = C|v|P com C € R constante e p > 3.
Como visto nos capitulos anteriores, as taxas de decaimento do

problema linear dependem das condi¢bes assumidas para «, § e 6, da

dimensao e da regularidade dos dados iniciais. Com isso a forma como

o problema semilinear sera tratado depende das condi¢oes assumidas.
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Com o proposito de ndo tornar este trabalho excessivamente extenso,
vamos assumir neste capitulo as seguintes condigoes: n =3, 0 < 20 <
a<2,id<a—-1,-60> %, ug € H>T*9R") N LY(R") e uy €

H2(R™) N LY (R™).

Consideremos as normas abaixo:

1
lullx = > sup(1+ )= 7 G50 19k u(t)]| + sup(1 + 0)7||0u(?)|]
k=0 120 >0
a=d-1 3 24a—6
+sup(l + 6) 200 [|93u(t)|| + sup [|92F20u(t)]],  (4.3)
t>0 t>0
onde
a—0 7 — 460
= mi : 4.4
T mln{2(6—9)’4(a—9)}’ (4.4)
lolly = sup(1+6)?[[o(t)]| + sup(1 + )T ||, 0(t)]|
t>0 t>0

+sup [|020(t)|| + sup(1 + )T |[u()]| =,  (4.5)
t>0 >0

onde

. 1 3—46
Y= mm{5—0’4(a—9) +1}- (4.6)

Assim podemos definir os espagos de Banach X e Y abaixo:
X = {u e C%[0,+00); H*T*°(R")) ; |[ul[x < +o0},

Y={ve CO([0,400); H*(R™)) 5 |[v]]y < +o0}.
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Lema 4.1 Sejam v € (0,1) e ¢ € HY(R"). Entdo
102611 < llgll' |0z olI"-

Demonstracao.
Pela desigualdade de Plancherel e pela desigualdade de Hdlder, te-

mos, para p > 1:

ool = [ leP1belde
RO ™

L or dg); ([ 1e1aer a) ’

Escolhendo p = —— temos 2=1 =~ ¢ o resultado segue.
1—y P

2(p—1)
D

IA

L]
. Ao ol o 1 _3-46
Devido a poténcia ) = min { =0 Ta-0) T 1} que aparece na norma

Y, no préximo resultado precisaremos considerar duas possibilidades.

Lema 4.2 A funcgdo dada por f(s) = C|s[P, com C € R constante e

p > 3, satisfaz as sequintes desigualdades, para todo v,w € Y :

(i) Se 15 < 4(a 9) + 1, entdo

p+6—2k
105 £ ()1 S IlolB(1+6)~ 5650, ke {0,1,2);
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e se 4:(’,a 4‘2) +1< L entdo

3+4a—86

—2
IF @)l S [ol[5 (1 + )~ 3o~ =t=0

3+4a—

—2k
105 F(0)llr S Ilol[5 (1 +0)~ 6= ~ 5= ke {1,2).

(it) Se s34 < 4%a4§)) + 1, temos
p+3—2k
105 f@)I S lolly (1 + )7 5=, k€ [0,2];
e, se 4:()’;7:12) +1< %, entao

3+4a 86

105 f@)]] S [ollf (1 + )~ =5 ~-RHEES - ke 0,1

105 FI| S ol (1+8)~ 5=, ke 1,2).

(iii) Se 575 < 1 (a 9) + 1, entao

17(@) = F@)llz2 S N0, w) [ [0 = wlly (1 + 65,

4a—86

_ _ _p—=2 3+
1f () = F(w)llz S (o, w)l[F o —wlly (14 )7 T0=0 =0
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(iv) Se 55 < 4:()’(32) + 1, temos

_ _ p+3-2k
105 £ (0) = 5 f(w)l| S 1w, w5 o = wlly (1+¢) ™ =0

para k € [0,2]. Se 4:(3;7:12) +1 < 515, entio

P—142k (] py3+da—86

105 £ (v) = 05 f (w)|| S 11(v, w) 5[0 = wlly (1 +¢) ™ 50=0 e

~

para k € [0,1] e

-1 _ p+3—2k
105f (0) = 5 fF ()| S (v, w)|F v —wlly (L+8) 7500, ke [1,2].
Aqui usamos a notagao ||(v,w)|| = mdz{||v||, ||w||} (@ notagdo pode ser
usada para qualquer norma no decorrer do texto).

Demonstracao.

Iniciamos notando que

0z f(v) = Bulv(@)[P = plv(z)P~2v(2) Dy () (4.7)

ao@)P = du(plv(@)P~?v(2)0z0(x))

= pp = D(@)|"*(0:0(2))* + plo(@) [P~ ?v(2)07v(w).

(4.8)
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(i) Pela defini¢do da norma Y, temos, para k = 0:

@z = [lollZ,
-2
< lollz<Tll?

S Il (a2

1 3—46 <
Se 575 < ooy T 1, entao

A

__p=2 _ 2
Hf)r S |51 +¢) 6=~ 50

[ollg (1 + &),

3-40 1 ~
Se a0y T 1 < 575, entao

P

—2
1@l S el 1+ )T

= el +) Tn T

Para k = 1, usamos (4.7), a desigualdade de Holder e a norma Y,

concluindo que

10:F @)l S HolE2 ol 10zl

[ollf (14 1)~ o=~V =5

AN
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5 ( ) + 1, entao

—2
||8zf(v)”L1 < ||U||§,(l+t)_4(€579)_ﬁ_2(51—9>

~

S ()T,

3—460

Se gtatgy + 1< 5 temos

10:F@) [ < Pl +8) o itao 1w

4a—86

o] |5 (1 + t)_ﬁ =

A

E de maneira analoga obtemos a estimativa para k = 2, através de

([4.8) e da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (||0,v|| < [|02v| |% |v]| %):

182 @)l S HllE2 11000l + ol 7ol |&%o]
S Il 1020l

A

—2
[ollf (1 + 1)~ o,

Se 515 < ?a gy + 1, temos

p—=2 _ 1
N02F W)l < |lB(1+¢) =050

+2
[[olly (1 + 1)~
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3—460

1 .
Se ji5=gy T1 < 5=3, entao

12F ()l < IollB (1 + )" T~ taor
= [llL (11T
(ii) Para k = 0 temos
f)| = | |vP||
—1
< llz<

S Il +1)” ekl

Se 5* § (a 9) + 1, segue que

__p=1 1
@I S ol (1 +p~sn s

+3
= |PlB(1+t) 3.

3-40 L 5
Se jia=gy T 1 < 5=3, entao

_ _p—1 _ 3-46
Hf(v)” < ||U||€,(1+) 6=y " a—6) L

~

3+4a—86

= ||v||§)f(1+t)7ﬁf i(a—0) |
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Agora, se k =1, de (4.7) segue que

102 (v)] pll 1o[P~ 80|

—1
S lll7110zv]]

124\

[o][-(1 + £)~ 5.

Finalmente, para k = 2, usamos (4.8)), a desigualdade de Gagliardo-
1
Nirenberg (||0.v||ps < ||8§v||%|\v||io¢) e a definicdo da norma Y,

~

obtendo

102F Il < IHeP~2(@2)?| + 1] [vlP~ 0]

~

A

-2 -1
[l 110:0][Zs + (ol [|0%v]]

-1
< Il llogvll

N

lJol[5-(1 4 ¢) "=

Para as derivadas fracionarias, onde k € (0, 1), usamos o Lema

de onde segue que

15 f@)l < IF @I N10s f(0)]*

< ||U\|I;/(1+t)‘4<%7119>—(1_k)w_ﬁ.
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1 3—46
Se 575 < ooy T 1, temos

IO S Ilelly (1 + )~ Tm 565~
S Il +8 =

3—46 1 =
Se m +]. S 5=0° entao

p—1 3—-46 k

1011 S ol (1 + 1)~ o =0 Raten ~0=h=aw

_ k a—
[ollf (1 + )~ =0~ SEE

A

Analogamente, para k € (1,2) temos

25 @) = 1195 0:f (o)
< N0:F@)IPHIB2f )1
S Il + 0w

pt+3—2k
o]l (1 +£)~ 567

(i) Sejam o > 1 e ¢ fungdo real satisfazendo [Ds¢(s)| < |s|7~ 1.

Usando a desigualdade do valor médio, temos

l(a) = ()] < Cla—0|(la]”~" +[b]"™"), Va,beR. (4.9)
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Escolhendo ¢(s) = |s|P na desigualdade acima, usando a desigual-

dade de Hélder e a definigdo da norma Y, podemos escrever

1f(0) = f@)ller < [llv = wmax {Jo], [w]}~"|zs

A

—2
(v, w)I[Z 1| (v, )l {0 — wl|

A

-2
[|(0, w) [ [0 — wl|y (1 + )~ 3= 2%,

Segue como feito no item ().
(iv) As taxas sdo encontradas de forma analoga ao item (4i).

O caso k = 0 segue como no item anterior:

1f () = f)]] < 1l = wmax {|v], [w[}~]]

IN

(v, )7 o = wl|

S 1 w) B o — w]y (1 +6)~ o ¥

Para k = 1 primeiramente usamos (4.9) (com ¢(s) = |s|P72s e

o =p— 1) para obter

10s(Jv(2) [P = Jw(@)|")| = p|lv(@) [P *0(2)0zv(z) — [w(z) P~ w(z)dsw(z)]
< (@) P H0s (v(@) — w())]
Hopw(@)| [[o(@)P~?v(z) — Jw(z)P~*w(@)]
< (@) PH0s (v(@) — w(a))]
+Haw (@) max {Jo(@) [P, [w(@) P~ Ho(z) — w(z)].
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Pela desigualdade de Hoélder, temos:

1102 (f () = FDI S ol 1102 (v = w)|| + 18z w] (v, w) ;2] [0 — w]| e

S 11w, w) Bl = wlly (1 + 8~ w0 0w

Para k = 2, notemos que

|02 ([o(@)|” — |w(@)P)] <p(p — 1) [[v(@)["(9:0(2))? — [w(@)[P~*(@aw())?|
+p|[v(@) [P0 (2) v () — [w(@)[P*w(z)dFw ()]
[0(2)P7?|(@2v(2))* = (Bxw(2))?|

Hpw(@)? [[u(@)[P~2 — w(w)[~?|

A

+Ho(@) [P~ oFv(x) — Pw(w)]

Hogw(@)!lo(@) [P~ v (z) — [w(@) [P~ w(@)|.

Usamos novamente ([4.9)) (uma vez com ¢(s) = s2, outra com ¢(s) =

|s|P~=2 e outra com ¢(s) = |s[P~2s) concluindo que

|02 (0 (@)[” = [w(x)[”)]
< [o(@)[P~2 max {|0pv(@)], |Dpw(@) | }0w (v(x) — w(2)]
+Opw(@)|? max {o(@)["~2, [w(@) P~} o(z) - w(w)]
+o(@)[P~ 102 (v(z) — w(w))|

+HOw(a)| max {Jv(2) P72, Jw(@) [P }Ho(z) — w(@)].
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1
Portanto, por Gagliardo-Nirenberg (||8,0||p+ < ||020]|2 [|v]|Z),

102(f(v) — fw)|
<ol B211(00v, 0pw)|[ 141105 (v — w)) | 4
H[0zw] 13 4] (v, w) |52 o — w] | L + [ol[5 102 (v — w)]]
+H[02w]|](v, w)| 52 [o — wl| o
S w) B2 [l — w]|F] (820, 82w)] [ [|03 (v — w)||

—2 -1
HIZw| (v, w)[[7o [Jo = wl oo + [0l 107 (v — w)|

p—1
5 ||(’U7w)||;€/_l||v —’LUHy(l —|—t)_m.

Os casos k € (0,1) U (1,2) seguem pelo Lema [4.1| de modo analogo

ao feito no item (%).

Proposigao 4.1 Seja |y € {0,1,2}, ¢ > 0 e (a), = mdz{0,a}.

(i) Se ¢ € H*(R™) N LY(R"), sendo s = (|y| —a—0+ (0 —0)q),,

temos

2K (0 (1 + (=)0l S NIl (1407 F0)

~

HIO5el[(1+1)7 2.

130



(ii) Se ¢ € H*(R")N LY(R"), sendo s = (|y| =25+ (§ — 0)q)+, temos

0200 K1(8) % (1 + (=8)) "ol S ol (140 = o33

+HIO38II(1 + )72

Demonstracao.
(i) Seja ¢ € H®(R™) 1 LY(R™), com 70 = (17| — o + 0 + (6 — 0)q)+.

Temos

%

107 K1 (t) * ol /W R OIREGIRES

/ €20 Ry ()] 3(6) P
[El<e

%

+ / €2 R (1) 213(6) e
[&|>e

L + Is.

Usando o Lema item (i), estimamos a primeira integral:
el

~ 2 (mny Iyl
IS el /|£| €PN R (1) 2de S (lll3 (1 + £)" w2 (5+3-0),
<e

Escolhendo ug = 0 e u3 = ¢, podemos escrever u(t) = [A(lﬁ e assim,
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usando a Proposi¢ao 3] e o Lema [3.2] tem-se que

N O
[€]>e
</ 201 (1€ 20D e3P ) 2) g
€ >e
S (1o [ Jgpniae- -0 g
€] >e
onde ¢ > 0.
Portanto

2 (nyyl_
NOVKL () * o2 < [lgl[2a(1+ 1) wo(5+5-0)

~

Rl I e I
[€1=e
Agora, escolhendo ¢ = (I + (—A)?)"1¢ com ¢ € H*(R™) N LY(R")

10 K1 () * (I + (=A)°) "o

ST+ (A)) 1|3, (1 + 1) =o (5+5-0)

(1) /|§|> €21 =2(a=0)420-0a(1 | [¢[29)2)3(¢) de

S+ (=A)) 1|3, (1 + 1) =o (+5-0)

o7 [ e oG ag

[yl

SI@l12 (1 +8) "7 (FH2-0) L 1936]12(1+ )7,
coms=(]y]—a—3d+(d—0)q)+.
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(ii) A demonstragio ¢ andloga. Para ¢ € HY(R") N LY(R"), com

Yo = (7] + (6 — 0)q)+, podemos escrever

1020,K (1) * ol > ~ /|g|< €200, 7, (1) P13 6) e

+ / €210, R (1) P 3(6) Pde
[¢|>e

= J1+J27

com

~ _ 2 (nlyvl_p)_
T S lel2s /£ 1E120110, R ()2 S (|20 (14 1)~ woa (F+5-0)=2
<e

e (escolhendo ug =0 e u; = )

B — / €20 (1) [2de
[E|>e
_11£12(0=68) 1,
S [ 1P (T B R) e
[€|>e
< (1t / €PIH26-0)05(6) P
[€|>e
onde g > 0.
Portanto

el

1020:K1(1) * ol> S [el2a(1 4+ 1)~ we (F+5-0)=2

~

LR L s 20

1€]=e
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Escolhemos ¢ = (I 4+ (—A)%) "¢ com ¢ € H*(R™) N L' (R") e

||8;8tK1(t) * (I + (—A)5)*1¢||2
ST+ (=8)7) 7013, (14 ¢y~ (13 -0) =2
+(1 —‘rt)_Q/ ‘5|2M+2(5_9)q_45|$(€)‘2d€

|€1=e

2 (n_ vl _p\_ _
Sl3 (1 + ) =7 (EHF 072 41920 2(1 + 1),

com s = (7] =20 + (6 — 0)q)+.
|

Agora vamos enunciar e provar o resultado que nos da existéncia

global e decaimento 6timo para o problema (4.1))-(4.2)).

Teorema 4.1 Suponhamos quen =3, 0<20 < a <2, §<a-—1,
§—6 > 2 uy € H*(R") N L'(R") e uy € H*(R") N LY(R") e

consideramos

E1 = |[uol|grz+a—snpr + ||ur]|g2ar

Entao existe uma constante positiva 01 tal que se E1 < 01, o problema

semilinear - tem uma tunica solugao global v € X tal que

up € Y. Mais ainda, a solugao obtida satisfaz o sequinte decaimento:

|0%u(t)]| < CEy(1+ 1)~ = o (31570 ke {0,1}; (4.10)
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7—46

102u(t)|| < CEy(1+ t)~ ™M st atan (4.11)

[0%u(®)|| < CEy(1+ 1) 5 (4.12)
llue(t)]] < CEy (1 + )~ ™x{ste ata a1}, (4.13)
105w, (D] < CEL(1+ )57, ke {1,2). (4.14)

Evidentemente podemos obter outras estimativas, como por exem-
plo, para os termos que aparecem na energia, usando o teorema acima
e o Lema [4.1]

A prova do Teorema depende de algumas estimativas para os

termos néo lineares F(v) e F(v) dados em e respectivamente.

Proposigao 4.2 Com as mesmas hipdteses do Teorema [f.1] tem-se
IF@)llx < Clolly (4.15)

parav €Y, com C = C(||v|ly) constante dependendo de ||v||y .

Proposigao 4.3 Com as mesmas hipdteses do Teorema [{.1] tem-se
. . =
|F(v) — F(w)l]y < Cll(v, )|y [[v — wlly (4.16)

para v,w € Y, com C = C(||(v,w)|ly) onde ||(v,w)|ly =

mada{[[v]ly, [|wlly }.

Demonstra¢ao do Teorema 4.1.
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Vamos provar este resultado utilizando o Teorema da Contragao.

Definimos em Y a fungao
O[o](t) = w(t) + F(v)(1),

onde Ty (t) e F(v)(t) sdo dadas por e , respectivamente. Nosso
objetivo é encontrar um ponto fixo v para a funcdo ® e este serd uma
solucao para a equagao .

Notemos que (4.5, Lema[3.4] e Observagao implicam em

H 1 3—46 1
[l = sup(1+ &)™ 57 551, (1)) + sup(L + £) 77 [|9,7,(1)|
t>0 t>0

+ sup [|02T (1)]| + sup(1 + ¢) T [, (¢)]|
t>0 t>0

< sup(1 + )y lsw i U op, (1 4 ¢ mn{Ee et T
>0
tsup(l + )T T CE (1 +1t) 7D
>0
+sup CEy + sup(l +t) -0 CE (1 + t)*ﬁ
t>0 t>0
= Gk (4.17)

com C7 > 0 constante.

Consideremos S o subespaco fechado e convexo de Y dado por

S = {7) ey / H’UHY < QClEl}.

Vamos mostrar que ® : S — S é contragao.

136



Primeiramente vejamos que esta fungao esta bem definida. Sev € §

entdo ®[v] € S pois, usando (4.17) e a Proposigao temos

18Wllly < [[@lly + [[F(@)lly
< ChEv+ Cl|5
< CiE, + 2°CCPEP
< 2CE;

desde que E; < &) e que §; > 0 satisfaca 22CCP 16771 < 1.
A fim de provar que ® é contragao, usamos a Proposicao [I.3] e

concluimos que, dados v, w € S, temos

@[] = @]y = [|F(v) = F(w)|ly
< Cll(v, w5 o = wlly
< 271CCP ' EPT o — w|y
< Cllv—wlly,

com C = 2°~1CCP T EPTY < opCCPTIEPT < 1.

Portanto ® é contragao e v é ponto fixo de ®, ou seja, existe v € §
satisfazendo v(t) = T, (t) + F(v)(t). Para este v definimos u(t) := u(t) +
F(v)(t) e assim, pelo Lema pela Observagao e pela Proposigao

M2 temos
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lullx <

IN

IN

IN

[allx + [1F ()]l x

3 sup(1 + 1) 77 (5 0) gk (4.18)

k=0 t20

+sup(1 +¢)"" =i w0 g2 () |
t>0

2=l 193 2+a—3—

+sup(1l +t)26=7 [0 (t)|| + sup [|0;7 u(t)]|
>0 >0

+ Iy

CyFEq1 + QPCC?E{)

CoEy. (4.19)

Portanto u € X. Além disso, u satisfaz

pois

e
I
—~

o~
~

I

S
Y
—~

o~
~

+

o
—~

<
=
—~

o~
~
I

w(t) + F(v)(t),

= %/O Kl(tfs)*(I+(7A)5)*1f(v)(s)ds

_ A@Kﬁ_g*u+em%‘ﬂw@w
K (0) (T4 (=A)) " f(v)

= F(v).

Ou seja, u € X é solugao de (4.1)-(4.2) tal que vy = v € Y, como

queriamos.

138



Resta provar, portanto, as Proposi¢oes [£.2] e [.3] A observacao

abaixo sera util para este fim.

Observagao 4.1 Sejam a, b e T reais positivos. Vamos identificar as

hipdteses sobre a e b que garantem a estimativa
t
I(t) ::/ (1+t—s)(1+s)%s < (14+1)7".
0

Notemos que

t

/§<1+t—s)—b(1+s>—ads+/ (14— ) "(1 + 5)"ds
0 i

2
t t

(1+t)*b/§(1+s)*ads+(1+t)*a/ (14— s)"tds
0

t

2

I(t)

A

t

3 3
= (1+t)_b/ (1+s)_“ds+(1+t)_“/ (1+5)""ds.
0 0
E imediato que

1, se a>1

O\
Nl

(1+s)7%ds S {14117 se a<l

log(l+t), se a=1

e 0 mesmo vale para b no lugar de a.

Usando a estimativa acima, vejamos o que ocorre em cada caso:

139



(i) Casoa > 1:

Temos
b : b
I<O+0"+(1 +t)_“/ (14 5)~tds.
0
Para b > 0 satisfazendo b <1 e b > 7, seque que

IS A4+)+Q+0) <A+ <A+,

Parab=1,b>71 ea> T, seque que

It) < (1+t)"+ 1+t *log(l+t)

A

14+ 7"4+14+t)"*(1+1¢)°

< (14t 7T+ 1+t) T

para t suficientemente grande e € > 0 qualquer. Pela arbitrarie-

dade de e, I(t) S (14t)™7, para t suficientemente grande.

Parab>1,b>71 ea > T temos

IO SA+)"+(1+) S+ .
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(i) Caso a < 1:

Temos
1—a—b : b
) < 1+l +t)—a/ (14 5)""ds.
0
Para b > 0 satisfazendo b <1 eb+a—12> T, seque que

I SA+) <+,
Parab=1 e a > T, seque (para t suficientemente grande)

It) < 1+ + 1+t “log(l+1)
S A+ + A+ + 1)

< (148 7"+ 1+t

com € > 0 qualquer. Pela arbitrariedade de ¢, I(t) < (14+1¢)77,

para t suficientemente grande.

Parab>1ea> 1 temos

IH<A+0) <A+
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(#ii) Caso a = 1:
Temos (para t suficientemente grande e € > 0 qualquer)

It) < (1+t)_blog(1+t)+(1+t)_1/2(1+s)_bds
0
< (1+t)*b+€+(1+t)*1/§(1+s)*bds.
0

Para b > 0 satisfazendo b <1 eb—¢e > 1, seque que
IS+ <@+,

para t suficientemente grande.

Parab>1=a> 71 temos
I <A+t Q4+ <A+t 7"+ 1+,

Pela arbitrariedade de e, I(t) < (141¢)"7, para t suficientemente

grande.
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Demonstracao da Proposicao 4.2.

Seja v € Y. Queremos provar as seguintes estimativas:

IF@@®I < Clll(+n %0, (420
10 F@)® < Clllf+0) %, (4.21)
12F@)®] < Cllela+6), (4.22)
I2F@)® < Cllfa+n7 50,  (4.23)
192 F)(1)]| < Ol (4.24)

para todo t > 0, onde 7 = m1n{2(5 59) (a400)}

Usando a Proposicao com ¢ = f(v), segue que

105 F () ()|

IA

/0 105K (t = 5) * (I + (=A)°) " f(v)(s)]] ds

A

/o (14t — )70 (5591 £ (0)(s)| 2 ds
' — )72 ||0% f(v)(s S
+/0<1+t ) =310k £(v)(s)]|d

comg>0eky:=(k—a—-90+(—-0)9)+.

(1) Caso 315 < 4(a 9) +1:
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(1.1) Estimativa para I;:

Usando o item (i) do Lema temos

¢ - D
Bos el [t EH 1) s
0
Note que
p+6
PTE o,
10—0)

pois p > 0> 4(6 — 0) — 6.

Além disso, para k € {0,1,2,3} e p > 2, vale a desigualdade

3+ 2k — 40 < p+6
Ada—0) —46-06)

De fato, basta provar para k = 3 e p = 2. Nestas condigbes, a
desigualdade acima é equivalente a 98 + 46% < 8a + 6 + 405 que vale
pois 0 < < a—1.

Usando a Observacao item (%), obtemos
_ 342k—46
LS l[y (L4 1)7 3=, (4.26)

para k € {0,1,2,3}.

Mais ainda, se k = 2,

LS olls (148 T < [Jo]lL (14177 (4.27)
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e, se k=3,

— a—08—
LS|olB+t T <[o|B(1+8) 59,  (4.28)

pois como provado na Obs. item (iv) tem-se que 2?;&‘;) > a(;_fgl'

Agora, se k = 2+ « — §, também pelo item (i) da Observagao

temos
t P
Bos ol [ aee— s g
0
< llB (1 + o) T
< Iy (4.29)

(1.2) Estimativa para Is:

Agora, pelo item (%) do Lema segue que

t
L< \|v||§;/ (14t—8) 3 (1+s)"ds, (4.30)
0

com a := pj(’;__%')co eky=k—-a—-0+(—-0)q)+.
Nossa ideia é escolher ¢ de maneira adequada para utilizar a Ob-

servagao [£.1] e assim conseguir as estimativas desejadas para I.
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(1.2.1) Estimativa para I, - Caso k=0e k= 1:
Se k=0, ouk =1 com o > 2, basta escolher 1 = % < 1.

Assim kg = 0, pois a hipotese § < o — 1 implica em
k—a—6+2(6—9)g < l-—a+d5-20 < 0.

Neste caso, temos a = 4(5 9) >1(poisp>2e d<1).

Agora,se k=1lea < 2 7 escolhemos 4 = 4?a 42) > 1. Nao conse-

guimos garantir kg = 0, mas sim kg < 1. De fato, pois

50 < 66 < 2a(1 +8) + 2a8 < 2% + 200

46% 4+ 200 < 29% + 206 + 29% < 50 4 206

implicam em 5(§ — ) — 46(§ — 0) < 2a(a + §) — 26(a + d), ou seja,
1—a—6+2(5—9)% <1
Agora, usandop > 2 e a < %, obtemos

_ p+3—2k 3. 5-40
T A0 —0) T 16-0) Ha—0)

A tltima desigualdade vale pois 2o < 5 e 402 < 406 implicam em

56 + 40% < 5o — 5 + 466 < 3o+ 405 + 20,
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ou seja

(5—40)5 — (5 —40)0 < 3(a — 0).
Note que se a < % temos a > 4‘?;7:“;) > 1.
Nos casos acima usamos (4.30) e a Observagao item (7), (com

3+2k—40

b= 1(a—0)

eT = ), concluindo que

aqa

2
_ 342k—46

I S ][5 (148 2=, (4.31)

para k € {0,1}.

(1.2.2) Estimativa para I, - Caso k = 2:

Para estudar o que ocorre quando k = 2, vamos separar em dois

.o _T—40 _ _a=§
Casos: T = go—gy © T = 3(5-g)-

(1.2.2.1) Estimativa para I, - Caso k =2 com 7 = 4Z;f‘z):
Definimos 4 = J;f‘z). Notemos que esta escolha garante ky < 2,
pois
(6—0)g<a+sd

é equivalente a

76 + 402 + 20 < 20% + 206 + 70 + 260,

que é sempre verdadeira pois 402 + 20a < 36 + 20(2) = 70 < 70 + 260

e75§7a—7§2a2+%a§2a2+2a6.
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(1.2.2.1.1) Caso ko = 0:

Por um lado, se ¢ satisfaz 2 + (6 — 0)g < a+ 6 entdo ko = 0. Neste
caso, a = 4(’%39) > 1.
e Consideremos a < % (e portanto € > 1).

Vale a > 4@%)7 pois das desigualdades 2a < 7 e 462 < 465 temos

76 +40% < Ta— 7+ 4605 < 5o+ 465 + 20, que implica em

_p+3 5 T-4
“TAC_0)T10-0) Ha—_0)

7—460 q

Portanto temos 1 < a0y — 2 <@
e Consideremos o > %.
q __ T7—46
Neste caso temos 2= (a0 <l<a.

(1.2.2.1.2) Caso ko > 0:

Novamente escolhemos 4 = -—4%_ ¢ separamos nos casos: a < ~ e
2 4(a—0) 4
7
a > 1
OSea<£ entdao 4 > 1.

Vamos provar que a > J;fg) (e consequentemente a > 1).

Nosso objetivo é provar a desigualdade

p—14+2a+25—2(6—0)q
4(6 —0)

>

7

N[
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ou ainda, usando que p > 2,

14+ 2a+26 7—460

Portanto queremos mostrar que
146 + 80 + 20 < 6600 + 130 + 20° + 26c + a.

Note que a < % implica em 4a? — 15a + 14 > 0 e assim temos
145 —25a = §(14—2a) < (a—1)(14—2a) = —2a%+16a—14 < 2% +a.
Portanto 146 < 2a? + 25a + a. Além disso 802 < 80 (pois 6 < 1) e

20 < 46. Assim segue a desigualdade desejada.
oSeaZ%entéO%§1<a.
De fato, a > 1 se e somente se

p—1+2a+25_ (5_9)%742)9

1(5-0) w=g

e para p > 2 basta ter

1420425 740
4(5 — 0) A(a—0)

que é equivalente a
76 + 80% + 26 < o + 2a° + 66 + 20 + 605.
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Neste caso (de 7), temos

a—0 7—46
20-0) ~ Ha—0)’ (4.33)

ou seja, 76 + 402 + 26a + 20 < 70 + 2a? + 666.

Portanto, usando também 462 —20a < 360 —20a e 40 < 46, obtemos

76+ 80% +20a < 202+ 100 + 605 — 20c

IN

202 + 66 + 665 + (46 — 2600)

< a+2a% +60 + 600 + 20,

como queriamos.

Concluimos que se k =2 e 7 = 4&%) entao para os dois casos de

ko tem-se:
i U D
¢ ——F~ =5 <ase a< —;
4a—0) 2 4’
q 7 — 46 7
—=—— <1< > —,
9 T da—g = Y=Y

Usando a Observacao item (), obtemos

7—46
I Solly (14770 = l[f (14677 (4.34)
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(1.2.2.2) Estimativa para I - Caso k=2 com 7 = IR

Definimos % =5 510). Lembre que, neste caso, temos

a—9§ 7 — 46
26 6) < a—0) (4.35)

Portanto, da mesma forma que no caso anterior, temos kg < 2.
Ocorre kg = 0 quando ¢ satisfaz 2 + (0 — 0)g < « + 6. Temos
novamente a = 4(’%}9) > 1.

Se kg > 0, também ocorre a > 1, pois p > 2 implica em

p+3—-22—a-56+(6—10)q)

4(6 — 0)
 p+3—4+42a+25—2(a—95)
B 4(6 —0)

1446
> —— .
> 4(5—9)>1

q
Vamos provar que a > 3

e Caso a + 20 < 30 (ou seja, 4 < 1).

_ _a=9¢

Aqul temos a > 1 Z % m

e Caso o+ 20 > 36 (ou seja, 4 > 1).

Vimos que kg = 0 implica em a > 42;62)’ De (4.35)), temos 1 <

—46
<7 (a 9 < @

Por outro lado, se kg > 0, temos por (4.35) que 1 <

ke

4(@ 9), que é

equivalente a o < I. Para este caso vimos em ([£.32) que % >
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7—40 ]
5(a—g) ¢ usando novamente (4.35) concluimos que

p—1+2a+25>a—5_
45— 6) s—g T

Portanto

p—1+2a+25 a-90 a—90 q

16— 0) 26-6) 200-0) 2

a =

Ou seja, também temos 1 < 4 < a.

Novamente, usando a Observagao item (i), obtemos

L S ol (1+8) 7760 = [[o]5(1+1). (4.36)

(1.2.3) Estimativa para I, - Caso k = 3:

Escolhemos 4 = g‘(_é‘s__e;. Como a+d < 3 e d > 0 sempre temos

0<3—a—0+(—0)

Logo

ko = 3—a—-0+(0—0)q

)a—é—l
o—0

= 3—a-6+(a—6-1)=2-2

= 3—a—-6+(-10

e portanto kg < 2.
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Também temos, usando p > 2 e kg =2 — 20,

P32k 5-22-20) _ 1445
T A6 —0) —  4(6-6) 4@6-0)

Agora vamos verificar que a > 4. Usando £ = o8-l o 9-46 (ver

Observacao item (iv)) e a > 4%5*7:12), basta provar que

9-40 _ 1+4
A(a—0) = 46 -0)

ou equivalentemente,

96 4 460% < o + 46 + 86.

Como 4602 < 86 e

95 — 46a < (9 —4a)(a—1) = —4a* + 130 - 9 < «

(de fato pois sempre temos 4a? — 12a+9 > 0) a desigualdade desejada

segue.

Portanto temos sempre a > 1e a > ‘;(_57‘5__9;. Mais ainda, se ocorrer

1

"_5_6) =1, segue que a >

2(

a—96—1

2(0—-0)

Pela Observacio item (i), quando k = 3 segue que
LS |l (1+4) 5679 (4.37)
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(1.2.4) Estimativa para I - Caso k =2+ o — d:
Escolhemos £ = %, > 1. Assim ko = (2+a—0)—a—5+(6—0)g = 2
ea= 4(’%_19) > 0.

Basta escolher 0 < T' < min{%, a}. Pela Observacao temos

I S Plly (1 + )77 < JJollf (4.38)

(Obs.: Aqui sai direto se 4 > 1. O caso 4 = 1 depende de a. Para

a>1oua <1 basta ter a >T. Se a =1 precisamos de & —¢ > T,

que vale para € suficientemente pequeno.)

O resultado segue de (4.25), das estimativas para [; obtidas em
(4.26)-(4.29) e das estimativas para I obtidas em (4.31)), (4.34)), (4.36)),
[37) o [39).

3-40 1,
(2) Caso Ta-o T 1= 575°

Este caso é provado com argumentacao analoga, utilizando os mes-

mos lemas e observagoes.
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Demonstracao da Proposicao 4.3.

Queremos mostrar que

1F(v) = F)ll < Cli(w,w)|f o —wlly (L+6)7Y,  (4.39)
10.(0) = D F ()| < Cf|(, )|y o= wlly (1 + )25, (4.40)
102F (v) = 02 F(w)|| < Cll(v,w)|5 o = wlly, (4.41)
1) = Bw)l[= < Ol w)|[§ o= wlly (1+8) 57, (4.42)

onde C'>0e w:min{ﬁ,%—i-l}.

Para provar as estimativas acima, usamos a Proposicdo item

(ii), com ¢ = f(v) — f(w), obtendo

05 E(w)(t) — 5 F(w) (1)
< / 050K (£ — ) 5 (I + (—A)) (F(0)(s) — f(w)(s))]|ds

S 11F)(s) — Fw)()||p (14t —s) "5 (F+E-0)=1 g

/. 105 (f(v)(s) — F(w)()||(1+t—s)"3ds
=ht (4.43)
comqg>0e ko= (k—20+(6—0)q)+.

1 3-40 .
(1) Caso 55 < Tazey T 13

Temos ¢ = 5719.
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(1.1) Estimativa para J;:
Usamos o Lema item (%ii). Para k € {0,1} temos

2k—4

t 2] +6
i (v, w) |57 ||o = wl] |y / (14t—s) T (14 5) 150 ds
0

AN

A

(v, w) |2 o = w]y (1 + )~ =0, (4.44)

usando a Observacao item (i), e as desigualdades

342k — 49 p+6
——+1>1 1
a—0) 70 ds=e "

342k — 40 29—k p+6 92—k

1> .

Ma—0) 'Tap—e ¢ 15-6  26-0)

Agora, para k = 2, de maneira analoga temos

—1 ! _ 7-40 4 __pt6_
LS lww)E ||v—w||y/<1+t—s> Tth 11 4 )" ds
0
< v, w)|E o = wlly (1 + )"0
< @ w)l B v = wlly (4.45)
pois
— 46 p+6
1 1
TR R )
7 — 46 1 1 p+6 1
_— 1> .
a0 "' 735-0 " 16-0 © 16-0) 150
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(1.2) Estimativa para Jo:

Usamos a Observacao item (iv), obtendo:

t
Jo S 1w, )| o — wHY/ (1+5)7%(1+1t—s)"2ds,
0

com q = pi(?;:%’)m eko=(k—204 (0 —0)q)+.

(1.2.1) Estimativa para J, - Caso k=0e k=1:

Consideremos k € {0,1} e £ = 2(26:%)'

Como k — 26+ 2(5 — 0) 2(2(;%) < 2 — 2§ entao ky < 2.

Se ko = 0 entéo

p+3
=—>1
“TA5-9 "

pois p > 2. Além disso, é facil ver que a > 2(25;7]“9). Ou seja, 2 < a com

a > 1. Pela Observagao item (i), temos
p—1 _ 2=k
J2§ ||(U7w)||y ||U_w||y(1+t) 2(6—9)7

para k € {0,1}.

Por outro lado, se ky > 0 segue que

p+3—2k+46 —2(6 — O)q

4(6 — 0)
_ p+3—2k—|—45_g
4(6 — 0) 2
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Note que W > 1+ 2(25;_’“9) é equivalente a p + 46 > 1, que

sempre vale para p > 2. Assim %%545 > 1+, ou seja, a > 1.

E suficiente mostrar que a > %, ou seja

p+3-2k+d45 42k
46— 0) 206 — 0)

Esta desigualdade é equivalente a p > 5 — 2k — 49, que sempre vale pois
p > 3 garante que p > 1—79 > 5—44. De fato, note que a—60 >a—-§ > 1
implicaem%< ‘(3 40)+1< +1leassimd >d— 92%.

Portanto temos para k =0ou k =1

T S (0, 0)|[% ||o = wl]y (1 4 ¢) "= (4.46)

(1.2.2) Estimativa para J; - Caso k = 2:

Definimos £ = % 1. Assim

2
k0:2—25+(5—0)%:2.

Temos entao

¢ 0 1 N
= > ) (p01s (5>7>4).
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Pela Observagcao [£.1] segue que

p— — 1 —
To S [(v, w) B o = wlly (1 4+ 87750 < |[|(v,w)|F |Jo = wlly,
(4.47)

para k = 2.

Concluimos entao, subtituindo (4.44))-(4.47) em (4.43)), que valem

as estimativas (4.39)-(4.41). Mais ainda,

1

102F (v) = 82 F (w)l| S 1l(v, w)l[§ o — wlly (14+1) 7507 (4.48)

Agora, para provar (4.42)), usamos a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg e as estimativas (4.39)) e (4.48]), obtendo

1E@) = P)llee $ [[Fw) = F)||3[|103F () = 92F (w)

3
| 1

A

- 1
H(va)||€/ 1HU — w||y(1 -|—t) G-,

—46 2 .,
(2) Caso 4?0479) + 1 S m.
Como na proposigao anterior, o caso (2) é provado de maneira ana-

loga ao caso (1).
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