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Resumo

Neste trabalho estudamos existência e unicidade de soluções e tam-

bém o comportamento assintótico de soluções para equações diferen-

ciais de evolução de segunda ordem no tempo com operadores fracio-

nários de Laplace em Rn. Nós obtemos melhores taxas de decaimento

com menos hipóteses nos dados iniciais quando comparado a resultados

anteriores na literatura. Para certos casos, observamos que a estrutura

dissipativa da equação é do tipo de perda de regularidade. Devido a

essa estrutura especial, quando obtemos estimativas na região de alta

frequência no espaço de Fourier, é necessário impor regularidade adici-

onal nos dados iniciais para obter a mesma estimativa de decaimento

da região de baixa frequência. Os resultados obtidos neste trabalho

podem ser aplicados para vários problemas de valor inicial de equações

de segunda ordem, como por exemplo, equação da onda, equação de

placas, equação IBq, entre outras.
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Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of solutions for evo-

lution differential equations of second order in time with fractional La-

place operators in Rn. We improve decay rates with less demands on

the initial data when compared with previous results on the subject.

In certain cases, we observe that the dissipative structure of the equa-

tion is of regularity-loss type. Due to that special structure, when we

get estimates in the region of high frequencies in the Fourier space it

is necessary to impose additional regularity on the initial data to ob-

tain the same decay estimates as in the region of low frequencies. The

results obtained in this work can be applied to several others initial

value problems of second order equations, such as wave equation, plate

equation, IBq equation, as well.
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Introdução

Consideremos a seguinte equação de evolução com operadores fra-

cionários em Rn:

utt(t, x) + (−∆)δutt(t, x) + (−∆)αu(t, x) + (−∆)θut(t, x) = f(ut(t, x))

(1)

t ≥ 0, x ∈ Rn, com dados iniciais

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), (2)

onde α, δ ∈ [0, 2], θ ∈ [0, α]. O operador fracionário

(−∆)σ : H2σ(Rn) ⊂ L2(Rn)→ L2(Rn) (σ ≥ 0)

é definido por

(−∆)σv(x) := F−1
(
|ξ|2σ v̂(ξ)

)
(x), v ∈ H2σ(Rn), x ∈ Rn,
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onde F denota a transformada de Fourier usual em L2(Rn) com respeito

à variável x, v̂ = F(v), Hs = Hs(Rn) denota o espaço de Sobolev usual

de funções L2 equipadas com a norma ‖ · ‖Hs e |·| denota a norma usual

em Rn. O operador (−∆)σ é não negativo e autoadjunto em L2(Rn).

A função f é definida por f(v) = C|v|p onde C é constante positiva e

p ≥ 3.

A energia total Eu(t) associada à solução u(t) da equação (1) é

definida por

Eu(t) =
1

2

{
||ut(t)||2 + ||(−∆)

δ
2ut(t)||2 + ||(−∆)

α
2 u(t)||2

}
. (3)

Por simplicidade de notação, usaremos em todo o texto ‖·‖ ao invés

de ‖ · ‖L2 e (·, ·) ao invés de (·, ·)L2 .

Vamos encontrar a fórmula da solução para o problema (1)-(2).

Para tanto, primeiramente consideramos a equação linear associada

utt(t, x) + (−∆)δutt(t, x) + (−∆)αu(t, x) + (−∆)θut(t, x) = 0. (4)

Aplicando a transformada de Fourier com respeito à variável x,

temos

 (1 + |ξ|2δ)ûtt(t, ξ) + |ξ|2θût(t, ξ) + |ξ|2αû(t, ξ) = 0, t ≥ 0, ξ ∈ Rn

û(0, ξ) = û0(ξ), ût(0, ξ) = û1(ξ), ξ ∈ Rn.
(5)
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Os autovalores para o problema (5) tem parte real não positiva e

são dados por

λ± =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)

(
−1±

√
1− 4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)

)
.

Podemos escrever a solução de (5) como

û(t, ξ) = K̂0(t, ξ)û0(ξ) + K̂1(t, ξ)û1(ξ), (6)

onde

K̂0(t, ξ) =
λ+e

λ−t − λ−eλ+t

λ+ − λ−
e K̂1(t, ξ) =

eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−
. (7)

DefinimosK0(t, x) = F−1[K̂0(t, ·)](x) eK1(t, x) = F−1[K̂1(t, ·)](x).

Portanto a solução do problema linear é dada por

u(t) = kK0(t) ∗ u0 + kK1(t) ∗ u1,

com k constante tal que f̂ · ĝ = k(f ∗ g).

Agora voltemos ao problema semilinear (1)-(2). Usando o princípio

de Duhamel, a solução do problema (1)-(2) é dada por

u(t) = u(t) + F (ut)(t), (8)
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onde

u(t) = kK0(t) ∗ u0 + kK1(t) ∗ u1, (9)

F (v)(t) =

∫ t

0

K1(t− s) ∗
(
I + (−∆)δ

)−1
f(v)(s) ds. (10)

Note que u = u é a solução para o problema linear (4)-(2), enquanto

F (ut)(x, t) denota a parte não linear da solução para o problema (1)-

(2).

Para resolver a equação integral (8), é conveniente transformá-la em

um sistema equivalente. Com este fim, derivamos a identidade (8) com

relação a t, obtendo

ut(t) = ut(t) + Ḟ (ut)(t), (11)

em que

ut(t) = ∂tK0(t) ∗ u0 + ∂tK1(t) ∗ u1, (12)

Ḟ (v)(t) =

∫ t

0

∂tK1(t− s) ∗
(
I + (−∆)δ

)−1
f(v)(s) ds. (13)

Obtemos portanto o sistema de equações

u(t) = u(t) + F (v)(t), v(t) = ut(t) + Ḟ (v)(t), (14)

que é equivalente à equação integral dada em (8). No Capítulo 4,

resolveremos a segunda equação de (14) com respeito a v e definiremos

u pela primeira equação, obtendo assim v = ut e encontrando a solução
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para a equação integral.

Se θ < δ, observamos que a estrutura de decaimento para (1) é do

tipo de perda de regularidade, que é caracterizada pela estrutura dos

autovalores associados ao problema. A propriedade de perda de regula-

ridade deixa de ocorrer no caso θ = δ. Devido a esta estrutura especial,

ao encontrar as estimativas na região de alta frequência no espaço de

Fourier, é necessário impor regularidade adicional nos dados iniciais

para obter a mesma taxa de decaimento da região de baixa frequência.

Se δ ≤ θ, esse efeito não aparece, uma vez que a solução decai expo-

nencialmente na região de alta frequência no espaço de Fourier (veja

a Proposição 2.3). Esse tipo de dissipação com perda de regularidade

também foi estudado para o sistema de Timoshenko [17, 18], a equação

de placas sob efeitos de inércia rotacional em Rn [31, 4, 6] e um sistema

elíptico hiperbólico [16, 24].

Vejamos alguns trabalhos anteriores importantes para o presente

trabalho. Estimativas para a solução da equação da onda com decai-

mento estrutural

utt(t, x)−∆u(t, x) + 2a (−∆)θut(t, x) = 0 , t ≥ 0, x ∈ Rn, (15)

também foram encontradas em [19, 3, 10, 7, 8, 22], e o caso com

coeficientes de decaimento dependentes do tempo é considerado em

[9, 36, 12, 25]. Em [8], os autores decompõem a solução para (15) em
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duas partes, u = u+ + u−, cada uma relacionada a uma das duas raí-

zes do símbolo completo (15). O comportamento assintótico da trans-

formada de Fourier de cada parte sugere dois fenômenos de difusão

diferentes. Esse tipo de problema foi amplamente estudado na litera-

tura matemática e física (veja, por exemplo, [1, 5, 13, 33, 21]). Karch

[22] estudou o comportamento assintótico de soluções para o problema

de valor inicial (1) com δ = 0, 0 ≤ 2θ < α e um termo não-linear

F (x, t, u, ut,∇u). No artigo citado, uma análise da fórmula da solução

do problema linear leva à conclusão de que elas se comportam, quando

t→∞, como soluções de uma equação de difusão similar ao problema

em [8]. D’Abbicco-Ebert [9] provaram que o perfil assintótico para a

solução do problema (1) com δ = 0 e um termo de decaimento estrutu-

ral dependente do tempo 2b(t)(−∆)θ depende da classe de coeficientes

b(t), das potências α e θ.

Sugitani-Kawashima [31] estudaram uma equação de placas semili-

near com efeitos de inércia rotacional e dissipação friccional. No estudo

do problema linear, usaram a solução explícita e equivalência para os

autovalores. Para o problema não linear, introduziram um espaço de

Banach X definido através da norma

||u||X =
∑

σ0(k)≤s+1

sup
t≥0

(1 + t)
k
4 ||∂kxu(t)||Hs+1−σ0(k)

com σ0(k) = k+
[
k+1
2

]
e s ≥ σ0(k)− 1. Eles provaram que o problema
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tem solução global no tempo no espaço de funções acima e encontraram

taxas de decaimento ótimas utilizando regularidade adicional sobre os

dados iniciais u0 ∈ Hs+1 e u1 ∈ Hs, para s suficientemente grande.

D’Abbicco-Reissig [10] estudaram a equação da onda semilinear com

dissipação fracionária, obtendo taxas ótimas para a norma da solução

e para os termos da energia e determinando a influência da dissipação

fracionária no expoente crítico. O método usado para o problema linear

é semelhante ao utilizado em [31]. Ver também [7, 36, 30].

Através do método da energia no espaço de Fourier, apresentado por

Umeda-Kawashima-Shizuta [32], diversos trabalhos trazem resultados

de decaimento para equações de evolução em Rn, como [11, 17, 19, 20].

Charão-da Luz-Ikehata [3, 4] introduziram um novo método para obter

estimativas de decaimento baseado no método da energia no espaço de

Fourier com a desigualdade de Haraux-Komornik e a monotonicidade

da densidade da energia no espaço de Fourier. Eles obtiveram em [3]

decaimento quase-ótimo para equação da onda com decaimento fracio-

nário e em [4] para a equação de placas com efeitos de inércia rotacional

e decaimento fracionário. Em [26] eles estenderam estes resultados para

um problema abstrato de uma equação diferencial de segunda ordem.

A taxa de decaimento E(t) = o(t−k) ser quase-ótima significa que

E(t) = o(t−k+ε) (t→ +∞)
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para qualquer ε > 0.

Neste trabalho estudamos uma equação mais geral quando com-

parada aos problemas (ou o problema linear associado) estudados em

[3, 4, 19, 7, 8, 10, 22, 30, 31, 28, 34, 35, 37]. Um dos objetivos deste

trabalho é melhorar os resultados obtidos em [26]. Devido ao método

utilizado em [26], os autores provaram taxas quase ótimas de decai-

mento somente para a energia total de ordem α do problema, ou seja,

o método não permite obter taxas ótimas de decaimento para a energia

total, bem como não permite estimar cada termo da energia separada-

mente. No entanto, como pode ser visto na Seção 2.3 deste trabalho, as

taxas podem variar para cada termo da energia. Obtemos taxas ótimas

de decaimento para ‖∂γ1x v(t)‖, ‖∂γ2x vt(t)‖ e a regularidade correspon-

dente dos dados iniciais.

Estudaremos o decaimento para o problema linear no Capítulo 2.

Na Seção 2.1 trataremos da baixa frequência, utilizando as ideias apre-

sentadas em [10] e [31], ou seja, consideramos a solução explícita do

problema e estimamos os autovalores. Será necessário separar em dois

casos: autovalores reais (α > 2θ) e autovalores complexos (α ≤ 2θ).

Na Seção 2.2 estudaremos o problema na região de alta frequên-

cia através de uma reformulação do método da energia no espaço de

Fourier apresentado por Charão-da Luz-Ikehata em [3, 4]. Nessa seção

encontraremos a regularidade adicional exigida nos dados iniciais (caso

θ < δ) para obtermos as taxas de decaimento desejadas. Na Seção
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2.3 enunciamos e demonstramos os teoremas principais e apresentamos

algumas aplicações, como equação da onda com dissipação fracioná-

ria, equação de placas com efeitos de inércia rotacional e dissipação

fracionária e para uma equação de Boussinesq.

O método ainda pode ser aplicado para diversas outras equações

de evolução em Rn com coeficientes constantes. Mais ainda, podemos

adicionar termos do tipo (−∆)δ1vtt, (−∆)θ1vt, (−∆)α1v na equação (4)

e obter taxas de decaimento para a solução do novo problema a partir

dos resultados obtidos para o problema (4)-(2). Isto é possível pois,

por exemplo, ao adicionar o termo (−∆)δ1vtt, obtemos

|ξ|2δ + |ξ|2δ1

como coeficiente do termo ûtt da equação no espaço de Fourier. Mas

este termo é equivalente a |ξ|2δ0 , em que δ0 = min{δ, δ1} na baixa

frequência, e δ0 = máx{δ, δ1} na alta frequência. O mesmo ocorre

ao adicionar termos do tipo (−∆)θ1vt, (−∆)α1v na equação (4). Isso

significa que através do método apresentado neste trabalho, também

é possível encontrar estimativas para este novo problema. Para não

tornar este trabalho demasiadamente longo, vamos considerar somente

um simples exemplo deste caso a fim de ilustração (ver Subseção 2.3.2).

O problema semilinear (1)-(2) será estudado no Capítulo 4, onde

consideraremos o caso em que n = 3, θ < 3
4 , u0 ∈ H

2+α−δ(Rn)∩L1(Rn)

9



e u1 ∈ H2(Rn)∩L1(Rn) com δ ≤ α− 1. Usaremos o teorema do ponto

fixo de Banach e os resultados dos Capítulos 1 e 2 para obter existência

e unicidade de soluções além de taxas de decaimento ótimas, com a

hipótese adicional de dados iniciais pequenos.

Iniciaremos o trabalho provando existência e unicidade de soluções

para o problema linear, no Capítulo 1, através de Teoria de Semigrupos.

10



Capítulo 1

Existência e Unicidade de

Solução: Problema Linear

Neste capítulo, mostramos, através da Teoria de Semigrupos, a exis-

tência e unicidade de soluções para o seguinte problema de Cauchy em

Rn com n ≥ 1 :


utt + (−∆)δutt + (−∆)αu+ (−∆)θut = 0

u(0, x) = u0(x)

ut(0, x) = u1(x)

(1.1)

com u = u(t, x), (t, x) ∈ (0,∞)×Rn, α ∈ [0, 2], δ ∈ [0, α] e θ ∈
[
0, α+δ2

]
.

11



1.1 Preliminares

Nesta seção apresentamos os principais resultados e lemas técnicos

que serão utilizados na prova da existência e unicidade para o problema

(1.1). Algumas demonstrações são omitidas por se tratarem de resul-

tados bastante conhecidos e que podem ser facilmente encontrados na

literatura. Sempre que for necessário citaremos referências.

1.1.1 Teorema de existência: Problema linear

Aqui faremos um pequeno resumo com os principais resultados ne-

cessários para mostrar a existência e unicidade do problema de Cauchy

(1.1) linear.

Teorema de Lax-Milgram

Definição 1.1 Seja H um espaço de Hilbert real. Uma aplicação

B : H ×H → R

é chamada de forma bilinear se B(., y) é linear para cada y ∈ H e

B(x, .) é linear para cada x ∈ H.

B é chamada de limitada (contínua) se existe uma constante C tal

que

|B(x, y)| ≤ C ‖x‖H ‖y‖H , ∀ x, y ∈ H.

12



B é chamada coerciva se existe uma constante δ > 0 tal que

B(x, x) ≥ δ‖x‖2H , ∀ x ∈ H.

Teorema de Lax-Milgram 1.1 Seja B uma forma bilinear, limitada

e coerciva sobre um espaço de Hilbert H. Então para cada funcional

linear contínuo F em H, existe um único u ∈ H tal que

B(x, u) = F (x), ∀ x ∈ H.

As definições e a demonstração do Teorema de Lax-Milgram podem

ser encontradas em Brezis [2].

Semigrupos de Operadores Lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como

referências Alvercio [14], Brezis [2] e Pazy [27].

Definição 1.2 Seja X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos

operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplicação

S : R+ → L(X)

é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:

i) S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X);

13



ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀ t, s ∈ R+.

Diz-se que o semigrupo S é de classe C0 se

iii) lim
t→0+

‖(S(t)− I)x‖X = 0, ∀ x ∈ X.

Teorema 1.1 Todo semigrupo de classe C0 é fortemente contínuo em

R+, isto é, se t ∈ R+ então

lim
s→t

S(s)x = S(t)x, ∀ x ∈ X.

Definição 1.3 Se ‖S(t)‖L(X) ≤ 1, ∀ t > 0, S é denominado semi-

grupo de contrações de classe C0.

Definição 1.4 O operador B : D(B)→ X definido por

D(B) =

{
x ∈ X

/
lim
h→0+

S(h)− I
h

x existe

}

e

B(x) = lim
h→0+

S(h)− I
h

x, ∀ x ∈ D(B)

é denominado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 1.2 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0

é um operador linear e fechado e seu domínio é um subespaço vetorial

denso em X.

Teorema 1.3 Seja S um semigrupo de classe C0 e B o gerador infi-

nitesimal de S. Se x ∈ D(B), então S(t)x ∈ D(B), para todo t > 0,
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e
d

dt
S(t)x = BS(t)x = S(t)Bx.

Definição 1.5 Seja S um semigrupo de classe C0 e B seu gerador

infinitesimal. Definimos B0 = I, B1 = B e, supondo que Bk−1 esteja

definido, vamos definir Bk, cujo domínio é

D(Bk) =
{
x
/
x ∈ D(Bk−1) e Bk−1x ∈ D(B)

}
,

por

Bkx = B(Bk−1x)

para todo x ∈ D(Bk).

Teorema 1.4 Seja S um semigrupo de classe C0 e B seu gerador in-

finitesimal. Então:

i) D(Bk) é um subespaço de X e Bk é um operador linear sobre

D(Bk) ⊂ X;

ii) Se x ∈ D(Bk) então S(t)x ∈ D(Bk), t > 0, e

dk

dtk
S(t)x = BkS(t)x = S(t)Bkx, ∀ k ∈ N;

iii)
⋂
k

D(Bk) é denso em X.
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Lema 1.1 Seja B um operador linear fechado de X. Para cada x ∈

D(Bk), definimos

|x|k =

k∑
j=0

‖Bjx‖X . (1.2)

O funcional | · |k é uma norma em D(Bk) munido da qual D(Bk) é um

espaço de Banach.

Definição 1.6 A norma (1.2) é dita norma do gráfico. O espaço de

Banach que se obtém munindo D(Bk) da norma (1.2) será representado

por [D(Bk)].

Teorema Lumer-Phillips

Definição 1.7 Seja H um espaço de Hilbert. Um operador linear B :

D(B) ⊂ H → H é denominado dissipativo se,

Re〈Bx, x〉 ≤ 0, ∀ x ∈ D(B).

Teorema 1.5 (Lumer-Phillips) Se B é o gerador infinitesimal de

um semigrupo de contrações de classe C0 em um espaço de Banach X,

então:

i) B é dissipativo;

ii) Im(λI−B) = X, λ > 0 (Im(λI−B) = imagem de λI−B).

Reciprocamente, se
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i) D(B) é denso em X;

ii) B é dissipativo;

iii) Im(λ0I −B) = X para algum λ0 > 0,

então B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de

classe C0.

Teorema 1.6 Se B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C0 em um espaço de Banach X e J é um operador linear e

limitado em X então B+J é gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C0 em X.

Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espaço de Banach e B um operador linear de X. Con-

sidere o problema de Cauchy abstrato


dU

dt
(t) = BU(t)

U(0) = U0

(1.3)

onde U0 ∈ X e t > 0.

Definição 1.8 Uma função u : R+ → X, contínua para t ≥ 0, conti-

nuamente diferenciável para todo t ≥ 0, tal que u(t) ∈ D(B) para todo

t ≥ 0 e que satisfaz (1.3) é dita solução forte do problema (1.3).
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Teorema 1.7 Se B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C0 então, para cada U0 ∈ D(B) o problema (1.3) tem uma única

solução forte

U(t) = S(t)U0 ∈ C(R+, D(B)),

onde S é o semigrupo gerado por B.

Se U0 ∈ X então dizemos que U(t) = S(t)U0 ∈ C(R+, X) é uma

solução fraca para o problema (1.3).

1.1.2 Espaços Hs(Rn), com s ∈ R

Vamos usar frequentemente a definição de espaço Hs(Rn) para s ∈

R, que definimos da seguinte forma:

Definição 1.9 Para s ∈ R define-se o espaço

Hs(Rn) =
{
u ∈ S ′(Rn)

/
(1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rn)

}
,

para todo ξ ∈ Rn. Define-se também sobre Hs(Rn), a norma

‖u‖Hs = ‖(1 + |ξ|2)s/2û‖L2 .

Na demonstração do resultado principal deste capítulo vamos usar

um produto interno e uma norma equivalente ao produto interno e a

norma usual de Hs(Rn). Os próximos lemas asseguram essa equivalên-

cia.
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Lema 1.2 Para todo ξ ∈ Rn e s ≥ 0 temos que

i)
1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s(1 + |ξ|2s);

ii) 2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1.

Demonstração.

i) Primeiro vamos considerar o caso |ξ| ≤ 1 assim

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ 1 ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

No caso |ξ| ≥ 1 segue que

1

2
(1 + |ξ|2s) ≤ |ξ|2s ≤ (1 + |ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1 + |ξ|2s).

ii) De modo similar ao item (i) temos para |ξ| ≤ 1 que

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ 2−s ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 1 ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1,

pois (1 + |ξ|2)s ≤ 2s e 1 + |ξ|2s ≤ 2.

No caso |ξ| ≥ 1 segue que

2−s(1 + |ξ|2s)−1 ≤ (1 + |ξ|2)−s ≤ 2(1 + |ξ|2s)−1,

pois temos as seguintes desigualdades (1+|ξ|2)s ≤ 2s|ξ|2s ≤ 2s(1+|ξ|2s)

e (1 + |ξ|2s) ≤ 2|ξ|2s ≤ 2(1 + |ξ|2)s.
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Então em parte deste trabalho vamos usar uma norma equivalente

a norma usual de Hs(Rn), s > 0, dada por

‖u‖2Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s) |û(ξ)|2 dξ

e o seguinte produto interno associado

(u, v)Hs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s) û(ξ) v̂(ξ) dξ.

No caso H−s(Rn) com s > 0 vamos usar a seguinte norma

‖u‖2H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 |û(ξ)|2 dξ

com o seguinte produto interno associado

(u, v)H−s =

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)−1 û(ξ)v̂(ξ) dξ.

1.2 Existência e unicidade de solução

Agora vamos provar a existência de soluções para o problema (1.1).

O método aqui utilizado é semelhante ao apresentado em [15], com

algumas diferenças: a potência α (no lugar de 2) e consequentemente

os espaços trabalhados, o produto interno associado, a regularidade

adicional r.
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Consideramos o seguinte espaço como sendo o espaço da energia

X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn), (1.4)

com r ≥ 0.

Se (u, ut) ∈ X, precisamos ser cuidadosos, pois para δ ≤ α o espaço

X definido acima é adequado, mas no caso δ > α teríamos que ut ∈

Hδ+r(Rn) ⊂ Hα+r(Rn), ou seja, ut seria mais regular que u. Nos casos

em que δ > α precisaríamos considerar um espaço para os dados iniciais

mais regulares mas isso não será feito neste trabalho.

Para mostrar a existência e unicidade de solução, precisamos dividir

o problema em dois casos: (i) 0 ≤ θ < δ ≤ α ≤ 2; e (ii) 0 ≤ δ ≤ θ ≤

α ≤ 2 com θ ≤ α+δ
2 .

Observamos, novamente, que podemos mostrar existência e unici-

dade de solução para outras condições sobre δ e θ, mas para isso é

necessário considerar um espaço mais regular para os dados iniciais.

Os casos citados acima são os mais importantes e é onde encontramos

a maioria das aplicação físicas. Com essas condições a maior potência

possível para o operador Laplaciano é 2, ou seja, teremos no máximo

(−∆)2 na equação (1.1).
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Considerando o espaço da energia X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn) va-

mos reduzir a ordem do problema (1.1) e escrevê-lo na forma matricial


dU

dt
(t) = BU(t) + J(U(t))

U(0) = U0

com U = (u, ut), U(0) = (u0, u1) e os operadores B e J adequados para

cada um dos casos citados acima. Usando o Teorema de Lumer-Phillips

(ver Teorema 1.5), provamos o teorema a seguir.

Teorema 1.8 Sejam r ≥ 0, n ≥ 1, 0 ≤ δ ≤ α ≤ 2 e 0 ≤ θ≤ α+δ
2 . Se

u0 ∈ H2α−δ+r(Rn) e u1 ∈ Hα+r(Rn)

então o problema de Cauchy (1.1) tem uma única solução u na seguinte

classe

u ∈ C2
(
[0,∞);Hδ+r(Rn)

)
∩C1

(
[0,∞);Hα+r(Rn)

)
∩C
(
[0,∞);H2α−δ+r(Rn)

)
.

No Capítulo 3 provaremos existência e unicidade de solução para

um problema semilinear associado ao problema (1.1). Para tanto pre-

cisaremos do seguinte resultado, que decorre diretamente do Teorema

1.8 (considerando r = 2− α):
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Corolário 1.1 Sejam n ≥ 1, 0 ≤ δ ≤ α ≤ 2 e 0 ≤ θ≤ α+δ
2 . Se

u0 ∈ H2+α−δ(Rn) e u1 ∈ H2(Rn)

então o problema de Cauchy (1.1) tem uma única solução u na seguinte

classe

u ∈ C2
(
[0,∞);H2−α+δ(Rn)

)
∩C1

(
[0,∞);H2(Rn)

)
∩C
(
[0,∞);H2+α−δ(Rn)

)
.

Antes de provarmos o Teorema 1.8 precisamos da definição de um

operador que será útil na definição do operador B, onde B é o operador

que será gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X.

1.3 Operador Aσ

Em toda esta seção vamos considerar 0 ≤ δ ≤ σ. Para definir o

operador Aσ primeiro definimos seu domínio como sendo um subespaço

de Hσ+r(Rn) dado por

D(Aσ) =
{
u ∈ Hσ+r(Rn) / ∃ y = yu ∈ Hδ+r(Rn),

(u, ψ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ψ
)

= (y, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ψ
)
,

∀ ψ ∈ Hσ+r(Rn)
}
.
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Da definição de D(Aσ) é natural definir o operador Aσ, como:

Aσ : D(Aσ) −→ Hδ+r(Rn)

Aσu = yu, u ∈ D(Aσ). (1.5)

Formalmente, temos que o operador Aσ é dado por

Aσ =
(
I + (−∆)δ

)−1
(I + (−∆)σ).

Mostraremos no próximo lema que Aσ está bem definido.

Lema 1.3 Para qualquer u ∈ Hσ+r(Rn) existe no máximo um

y = yu ∈ Hδ+r(Rn)

tal que

(u, ψ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ψ
)

= (y, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ψ
)
, (1.6)

para qualquer ψ ∈ Hσ+r(Rn).

Demonstração.

Suponha que para algum u ∈ Hσ+r(Rn) existam y1 e y2 pertencen-

tes a Hδ+r(Rn) satisfazendo a relação (1.6). Temos que

(y1, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 y1, (−∆)

δ
2ψ
)

= (y2, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 y2, (−∆)

δ
2ψ
)
,
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para qualquer ψ ∈ Hσ+r(Rn), ou ainda,

(y1 − y2, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 (y1 − y2), (−∆)

δ
2ψ
)

= 0, ∀ ψ ∈ Hσ+r(Rn).

Como C∞0 (Rn) está densamente imerso em Hσ+r(Rn) temos que

(y1 − y2, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 (y1 − y2), (−∆)

δ
2ψ
)

= 0, (1.7)

para qualquer ψ ∈ C∞0 (Rn).

Considere y := y1 − y2 , então y ∈ Hδ+r(Rn) ⊂ Hδ(Rn). Pela

densidade de C∞0 (Rn) em Hδ(Rn), existe {ψν}ν∈N ∈ C∞0 (Rn) tal que

lim
ν−→∞

ψν = y em Hδ(Rn). Assim,

‖ψν − y‖Hδ −→ 0, se ν −→∞,

ou ainda,

‖ψν − y‖2Hδ = ‖y‖2Hδ − 2Re(y, ψν)Hδ + ‖ψν‖2Hδ −→ 0, se ν −→∞.

(1.8)

Como
∣∣‖ψν‖Hδ − ‖y‖Hδ ∣∣ ≤ ‖ψν − y‖Hδ temos também que

‖ψν‖Hδ −→ ‖y‖Hδ se ν −→∞. (1.9)
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Logo, usando (1.8) e (1.9) concluímos que

lim
ν−→∞

Re(y, ψν)Hδ = ‖y‖2Hδ . (1.10)

Da equação (1.7) e da definição do produto interno em Hδ, temos

0 = (y, ψν) + ((−∆)
δ
2 y, (−∆)

δ
2ψν) = (y, ψν)Hδ , (1.11)

para todo ν ∈ N.

Assim, de (1.10) e (1.11) concluímos que

0 = lim
ν→∞

Re(y, ψν)Hδ = ‖y‖2Hδ ,

ou seja, ‖y‖2Hδ = 0. Portanto, temos que y1 = y2.

Observação 1.1 Como u ≡ 0 ∈ D(Aσ), então D(Aσ) é não vazio e

segue do Lema 1.3 que Aσ está bem definido.

Nosso próximo passo é encontrar uma caracterização para o domínio

de Aσ. Nos Lemas 1.4 e 1.5 mostraremos que

D(Aσ) = H2σ−δ+r(Rn).
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Isto é possível pois δ ≤ σ implica em H2σ−δ+r(Rn) ⊂ Hσ+r(Rn).

Mais ainda, esta condição garante que

H2σ−δ+r(Rn) ⊂ Hσ+r(Rn) ⊂ Hδ+r(Rn).

Lema 1.4 Se 0 ≤ δ ≤ σ então D(Aσ) ⊂ H2σ−δ+r(Rn) e existe uma

constante C > 0 tal que

‖u‖H2σ−δ+r ≤ C‖Aσu‖Hδ+r ,

para todo u ∈ D(Aσ).

Demonstração.

Dado u ∈ D(Aσ), pela definição de D(Aσ), existe um y = yu ∈

Hδ+r(Rn) tal que

(u, ψ) +
(
(−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ψ
)

= (y, ψ) +
(
(−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ψ
)
, (1.12)

para todo ψ ∈ Hσ+r(Rn).

Como vale em Hσ+r(Rn) então vale em S(Rn), ou seja,

u+ (−∆)σu = y + (−∆)δy,
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em S ′(Rn). Aplicando a transformada de Fourier temos que

(
1 + |ξ|2σ

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)
ŷ,

ou ainda, (
1 + |ξ|2δ

)−1/2(
1 + |ξ|2σ

)
û =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
ŷ. (1.13)

Sendo y = Aσu temos que

ŷ = Âσu =
1 + |ξ|2σ

1 + |ξ|2δ
û. (1.14)

Multiplicando por
(
1 + |ξ|2

) r
2 e calculando a norma L2 para cada

termo da identidade (1.13) temos que

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r
(1 + |ξ|2δ)−1(1 + |ξ|2σ)2|û|2dξ

=

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r
(1 + |ξ|2δ)|ŷ|2dξ.

Como
(
1+|ξ|2

)r
(1+|ξ|2δ)−1(1+|ξ|2σ)2 é equivalente a (1+|ξ|2(2σ−δ+r))

e
(
1 + |ξ|2

)r
(1 + |ξ|2δ) é equivalente a (1 + |ξ|2(δ+r)) (ver Lema 1.2),

concluímos que

∫
Rn

(
1 + |ξ|2(2σ−δ+r)

)
|û|2dξ ≤ C

∫
Rn

(1 + |ξ|2(δ+r))|ŷ|2dξ, (1.15)

com C uma constante que depende de α, δ e r.
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Logo de (1.15) temos pela definição de Aσ que

‖u‖H2σ−δ+r ≤ C‖y‖Hδ+r = C‖Aσu‖Hδ+r ,

para todo u ∈ D(Aσ), isto é, D(Aσ) ⊂ H2σ−δ+r(Rn).

Lema 1.5 Se 0 ≤ δ ≤ σ então H2σ−δ+r(Rn) ⊆ D(Aσ), ou seja, dado

u ∈ H2σ−δ+r(Rn) existe um y ∈ Hδ+r(Rn) tal que

(u, ψ) + ((−∆)σ−
δ
2u, (−∆)

δ
2ψ) = (y, ψ) + ((−∆)

δ
2 y, (−∆)

δ
2ψ), (1.16)

para todo ψ ∈ Hσ+r(Rn).

Demonstração.

Sejam u ∈ H2σ−δ+r(Rn) e G1 : Hδ(Rn) −→ R dado por

〈G1, ψ〉 = (u, ψ) + ((−∆)σ−
δ
2u, (−∆)

δ
2ψ).

Então G1 está bem definido e é linear, pois u ∈ H2σ−δ+r(Rn). Além
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disso, G1 é contínuo, pois devido ao Teorema de Plancherel tem-se que

|〈G1, ψ〉| ≤ |(u, ψ)|+ |((−∆)σ−
δ
2u, (−∆)

δ
2ψ)|

≤C1 ‖û‖ ‖ψ̂‖+ C1‖ |ξ|2σ−δû‖ ‖ |ξ|δψ̂‖

≤C2

(
‖û‖+ ‖ |ξ|2σ−δû‖

)
‖ψ‖Hδ

≤C3‖u‖H2σ−δ+r ‖ψ‖Hδ ,

para todo ψ ∈ Hδ(Rn).

Assim, por dualidade temos que G1 ∈ H−δ(Rn).

Seja a : Hδ(Rn)×Hδ(Rn) −→ R, a forma definida por

a(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ) + ((−∆)
δ
2ϕ, (−∆)

δ
2ψ),

para ψ,ϕ ∈ Hδ(Rn).

Então a(·, ·) está bem definida e é bilinear. Além disso, a(·, ·) é

contínua sobre Hδ(Rn)×Hδ(Rn), pois

|a(ϕ,ψ)| ≤C1‖ϕ̂‖ ‖ψ̂‖+ ‖|ξ|δϕ̂‖ ‖|ξ|δψ̂‖

≤C2‖ϕ‖Hδ ‖ψ‖Hδ ,

para ϕ,ψ ∈ Hδ(Rn).
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Também notamos que a(·, ·) é coerciva, pois

a(ϕ,ϕ) = ‖ϕ̂‖2 + ‖ |ξ|δϕ̂‖2 =

∫
Rn

(1 + |ξ|2δ)|ϕ̂|2dξ = ‖ϕ‖2Hδ ,

para todo ϕ ∈ Hδ(Rn).

Logo, o problema variacional

a(y, ψ) = 〈G1, ψ〉, ψ ∈ Hδ(Rn) (1.17)

tem, pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.1), uma única solução

y ∈ Hδ(Rn).

Em particular (1.17) vale para cada ψ ∈ D(Rn), isto é, existe único

y ∈ Hδ(Rn) tal que

(y, ψ) + ((−∆)
δ
2 y, (−∆)

δ
2ψ) = (u, ψ) + ((−∆)σ−

δ
2u, (−∆)

δ
2ψ), (1.18)

para todo ψ ∈ D(Rn).

Mas, para ψ ∈ D(Rn) notamos que

((−∆)σ−
δ
2u, (−∆)

δ
2ψ) = ((−∆)

σ
2 u, (−∆)

σ
2 ψ).

Substituindo a identidade acima em (1.18) e usando a densidade de

D(Rn) em Hσ+r(Rn) segue que a identidade na definição de D(Aσ) é

válida, com u ∈ H2σ−δ+r(Rn). Para garantir que u ∈ D(Aσ) e assim
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concluir que H2σ−δ+r(Rn) ⊂ D(Aσ), resta provar que y ∈ Hδ+r(Rn).

De (1.18), concluímos que vale a seguinte identidade em D′(Rn)

y + (−∆)δy = u+ (−∆)σu.

Aplicando a transformada de Fourier e multiplicando por (1+|ξ|2)
r
2 (1+

|ξ|2δ)− 1
2 temos

(1 + |ξ|2)
r
2 (1 + |ξ|2δ) 1

2 ŷ = (1 + |ξ|2)
r
2 (1 + |ξ|2δ)− 1

2 (1 + |ξ|2σ)û.

Calculando a norma L2(Rn) segue que

∫
Rn

(1+|ξ|2)r(1+|ξ|2δ)|ŷ|2dξ =

∫
Rn

(1+|ξ|2)r(1+|ξ|2δ)−1(1+|ξ|2σ)2|û|2dξ.

Usando o Teorema de Plancherel e o Lema 1.2 concluímos que

||y||Hδ+r ≤ C||u||H2σ−δ+r < +∞,

como queríamos.
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1.4 Caso 0 ≤ θ < δ ≤ α ≤ 2

A hipótese 0 ≤ δ ≤ α, nos garante que Hα+r(Rn) ⊂ Hδ+r(Rn).

Vamos considerar o espaço usual da energia

X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

com os seguintes produtos internos

(u, v)Hα+r =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α) û v̂ dξ, (1.19)

(u, v)Hδ+r =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ) û v̂ dξ (1.20)

que são equivalentes aos produtos internos usuais, como mostramos na

Subseção 1.1.2 (Ver Lema 1.2).

Nosso objetivo é definir operadores B1 e J1 tal que B1 seja gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X e J1 seja um operador

limitado em X.

Vamos encontrar operadores B1 e J1 associados ao problema de

Cauchy linear (1.1). Para v = ut temos de modo formal que

vt = utt = −
(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)αu−

(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)θv

com u uma solução do problema (1.1). Se somarmos e diminuirmos o
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termo
(
I + (−∆)δ

)−1
u temos a identidade abaixo

vt = utt = −Aαu−
(
I + (−∆)δ

)−1(
(−∆)θv − u

)
,

onde Aα é o operador definido na Seção 1.3 (escolhendo σ = α) da

seguinte forma

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)α

)
.

Escrevendo o problema 1.1 na forma matricial temos


dU

dt
(t) = B1U(t) + J1(U(t))

U(0) = U0

(1.21)

onde U =

 u

v

 ∈ X, U0 =

 u0

u1

 ∈ X,

B1 : D(Aα)×Hα+r(Rn)→ X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

é dado por

B1 =

 0 I

−Aα 0


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com D(Aα) = H2α−δ+r(Rn) e o operador J1 : X → X é definido por

J1(U) =

 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

)
 .

Note que sendoD(B1) = D(Aα)×Hα+r(Rn) entãoB1U ∈ Hα+r(Rn)×

Hδ+r(Rn), isto é, B1(D(B1)) ⊂ X, como desejado.

Através dos resultados das subseções 1.4.1 e 1.4.2, garantimos (pelo

Teorema 1.6) que B1 + J1 é gerador de um semigrupo de classe C0.

Seja

S1 : [0,∞)→ L(X)

o semigrupo de classe C0 emX gerado por B1+J1 então U(t) = S1(t)U0

é a solução para o problema (1.21). Assim podemos concluir que, se os

dados iniciais são tais que

U0 = (u0, u1) ∈ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

temos que a solução U(t) pertence à seguinte classe

U(t) = S1(t)U0 ∈ C
(

[0,∞), Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)
)

ou ainda, u(t), a primeira componente de U(t) = S1(t)U0, é a única
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solução fraca do sistema linear (1.1) e satisfaz

u ∈ C
(

[0,∞), Hα+r(Rn)
)
∩ C1

(
[0,∞), Hδ+r(Rn)

)
.

Além disso, se os dados iniciais são tais que

U0 = (u0, u1) ∈ D(B1) = H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn)

temos que

u ∈ C
(
[0,∞);H2α−δ+r(Rn)

)
∩C1

(
[0,∞);Hα+r(Rn)

)
∩C2

(
[0,∞);Hδ+r(Rn)

)

é única solução forte do mesmo sistema.

1.4.1 B1 é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0

Nosso objetivo aqui é mostrar que B1 é um operador bem definido

e é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0

no espaço X.

Usando a definição do domínio do operador Aα podemos realizar

o operador B1 sobre o domínio D(B1) = H2α−δ+r(Rn) ×Hα+r(Rn) e
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contradomínio o espaço Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn) definido por

B1 : H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn)→ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

(u, v) 7−→ B1(u, v) =

 0 I

−Aα 0


 u

v

 = (v,−Aαu), (1.22)

pois pelos Lemas 1.4 e 1.5 temos que D(Aα) = H2α−δ+r(Rn) e Aαu ∈

Hδ+r(Rn) se u ∈ D(Aα). Assim B1 está bem definido.

Lema 1.6 O operador B1 definido em (1.22), é o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contrações de classe C0 em Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Demonstração.

A ideia da prova é mostrar que B1 atende as hipóteses do Teorema

de Lumer-Phillips 1.5. Então aqui consideramos (u, v) ∈ D(B1), ou

seja, u ∈ H2α−δ+r(Rn) e v ∈ Hα+r(Rn).

Para mostrar que B1 é dissipativo calculemos o seguinte produto

interno em Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn) (usando as definições (1.19) e (1.20)

de produto interno de Hα+r(Rn) e Hδ+r(Rn))

(
B1(u, v), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r =

(
(v,−Aαu), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r

= (v, u)Hα+r + (−Aαu, v)Hδ+r

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)v̂ û dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ)Âαu v̂ dξ
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Mas Âαu =
1 + |ξ|2α

1 + |ξ|2δ
û conforme calculado em (1.14). Assim

(
B1(u, v), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)v̂ û dξ

−
∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ)1 + |ξ|2α

1 + |ξ|2δ
û v̂ dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)
(
v̂ û− û v̂

)
dξ

= 2i

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)Img
(
v̂ û
)
dξ,

(Aqui “Img” indica a parte imaginária.)

Portanto, B1 é dissipativo, já queRe
((
B1(u, v), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r

)
=

0, para todo (u, v) ∈ D(B1).

Vamos mostrar agora que Im(I −B1) = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Primeiro vamos mostrar que Im(I−B1) ⊂ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Dado (f, g) ∈ Im(I − B1) temos que existe (u, v) ∈ H2α−δ+r(Rn) ×

Hα+r(Rn) tal que

(I −B1)(u, v) = (f, g).

Da definição de B1 temos que B1(u, v) ∈ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn) e

também (u, v) ∈ H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn) ⊂ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

quando 0 ≤ δ ≤ α. Assim segue que

(f, g) ∈ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Vamos agora mostrar que Hα+r(Rn) × Hδ+r(Rn) ⊂ Im(I − B1).
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Dado (f, g) ∈ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn), vamos mostrar que existe (u, v) ∈

D(B1) tal que (I−B1)(u, v) = (f, g). Equivalentemente, pela definição

de B1, devemos mostrar que existe (u, v) ∈ D(B1) tal que

(u− v, v +Aαu) = (f, g),

ou ainda,  u− v = f ∈ Hα+r(Rn)

v +Aαu = g ∈ Hδ+r(Rn).

Da primeira relação temos que v = u− f . Substituindo na segunda

segue que

Aαu+ u = g + f. (1.23)

Desse modo, precisamos mostrar que existe u ∈ H2α−δ+r(Rn) satis-

fazendo a identidade (1.23). Ou ainda, multiplicando por
(
I+(−∆)r

)(
I+

(−∆)δ
)
em ambos os lados da identidade (1.23) e usando a definição

de Aα, queremos que u seja tal que

(
I + (−∆)r

)
(I + (−∆)α)u+

(
I + (−∆)r

)
(I + (−∆)δ)u

=
(
I + (−∆)r

)
(I + (−∆)δ)(g + f). (1.24)
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Definimos o seguinte produto interno em Hσ+r(Rn) (para σ ≥ 0)

(η, ψ)0Hσ+r =

∫
Rn

(1 + |ξ|2r + |ξ|2σ + |ξ|2r+2σ) η̂ ψ̂ dξ. (1.25)

Notemos que este produto interno é equivalente ao produto interno

usual (·, ·)Hσ+r . De fato, basta provar que

1 + |ξ|2r+2σ ≈ 1 + |ξ|2r + |ξ|2σ + |ξ|2r+2σ.

Claro que 1+ |ξ|2r+2σ ≤ 1+ |ξ|2r+ |ξ|2σ+ |ξ|2r+2σ. Para ver o outro

lado da equivalência, vamos primeiro considerar |ξ| ≤ 1. Neste caso,

|ξ|2r + |ξ|2σ ≤ 2 ≤ 2(1 + |ξ|2r+2σ). E se |ξ| > 1, temos |ξ|2r + |ξ|2σ ≤

2|ξ|2r+2σ ≤ 2(1 + |ξ|2r+2σ). Portanto, em ambos os casos segue que

1 + |ξ|2r + |ξ|2σ + |ξ|2r+2σ ≤ 3(1 + |ξ|2r+2σ),

o que finaliza a equivalência entre os produtos internos considerados.

Definimos a forma a(·, ·) : Hα+r(Rn)×Hα+r(Rn) −→ R dada por

a(η, ψ) = (η, ψ)0Hα+r + (η, ψ)0Hδ+r .

Temos que a forma a(·, ·) está bem definida e é bilinear, pois 0 ≤ δ ≤ α.
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Vamos mostrar agora que a(·, ·) é contínua. De fato, para todo

η, ψ ∈ Hα+r(Rn), como Hα+r(Rn) ⊂ Hδ+r(Rn), temos que

|a(η, ψ)| ≤ |(η, ψ)0Hα+r |+ |(η, ψ)0Hδ+r |

≤ C‖η‖Hα+r‖ψ‖Hα+r + C‖η‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r

≤ 2C‖η‖Hα+r‖ψ‖Hα+r .

Também a(·, ·) é coerciva, pois para todo η ∈ Hα+r(Rn) temos que

a(η, η) = (η, η)0Hα+r + (η, η)0Hδ+r

= C‖η‖2Hα+r + C‖η‖2Hδ+r≥ C‖η‖
2
Hα+r .

Agora, seja F : Hδ+r(Rn) −→ R, definido por

〈F,ψ〉 = (g, ψ)0Hδ+r + (f, ψ)0Hδ+r .

Note que F está bem definido pois f ∈ Hα+r(Rn) ⊂ Hδ+r(Rn).

Tem-se que F é linear e contínuo. De fato, a linearidade é imediata e

a continuidade segue pois f ∈ Hα+r(Rn), g ∈ Hδ+r(Rn) e

|〈F,ψ〉| ≤ |(g, ψ)0Hδ+r |+ |(f, ψ)0Hδ+r |

≤ C‖g‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r + C‖f‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r

≤ C
(
‖g‖Hδ+r + ‖f‖Hα+r

)
‖ψ‖Hδ+r ,

para todo ψ ∈ Hδ+r(Rn).
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Assim, por dualidade temos que F ∈ H−(δ+r)(Rn) ⊂ H−(α+r)(Rn).

Pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.1), existe uma única

u ∈ Hα+r(Rn) tal que

a(u, ψ) = 〈F,ψ〉,

para todo ψ ∈ Hα+r(Rn). Isto é, existe única u ∈ Hα+r(Rn) tal

que, pela definição de a(·, ·), F e do produto interno em Hα+r(Rn)

e Hδ+r(Rn),

(u, ψ) +
(
(−∆)

r
2 u, (−∆)

r
2ψ
)

+
(
(−∆)

α
2 u, (−∆)

α
2 ψ
)

+
(
(−∆)

r
2+

α
2 u, (−∆)

r
2+

α
2 ψ
)

+ (u, ψ) +
(
(−∆)

r
2 u, (−∆)

r
2ψ
)

+
(
(−∆)

δ
2u, (−∆)

δ
2ψ
)

+
(
(−∆)

r
2+

δ
2u, (−∆)

r
2+

δ
2ψ
)

= (g + f, ψ) +
(
(−∆)

r
2 (g + f), (−∆)

r
2ψ
)

+
(
(−∆)

δ
2 (g + f), (−∆)

δ
2ψ
)

+
(
(−∆)

r
2+

δ
2 (g + f), (−∆)

r
2+

δ
2ψ
)
,

para todo ψ ∈ Hα+r(Rn). Em particular vale a identidade variacional

acima para todo ψ ∈ D(Rn). Isso implica que

(I + (−∆)r)(I + (−∆)α)u+ (I + (−∆)r)(I + (−∆)δ)u

= (I + (−∆)r)(I + (−∆)δ)(g + f),

no sentido das distribuições, ou seja, em D′(Rn).

Portanto

Aαu+ u = g + f
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no sentido das distribuições.

Observe que u ∈ Hα+r(Rn), g ∈ Hδ+r(Rn) e f ∈ Hα+r(Rn).

Aplicando a transformada de Fourier em Aαu + u = g + f temos

que

Âαu+ û = f̂ + ĝ.

Podemos reescrever a identidade acima da seguinte forma

(
1 + |ξ|2δ

)1/2
Âαu =

(
1 + |ξ|2δ

)1/2(
f̂ + ĝ − û

)
.

Usando (1.14) e o Lema 1.2 temos

(
1 + |ξ|2(2α−δ)

)1/2
û ≤ C

(
1 + |ξ|2δ

)1/2(
f̂ + ĝ − û

)
.

Calculando a norma Hr em cada lado da desigualdade acima temos

que

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r(
1 + |ξ|2(2α−δ)

)
|û|2dξ

≤ C
∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r(
1 + |ξ|2δ

)∣∣f̂ + ĝ − û
∣∣2dξ.

Obtemos assim u ∈ H2α−δ+r(Rn) e

||u||H2α−δ+r ≤ C(‖f‖2Hδ+r + ‖g‖2Hδ+r + ‖u‖2Hδ+r ),

pois u, f ∈ Hα+r(Rn) e g ∈ Hδ+r(Rn).
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Temos v = u− f ∈ Hα+r(Rn) e vale que v +Aαu = g.

Portanto, para todo (f, g) ∈ Hα+r(Rn) ×Hδ+r(Rn) existe um par

(u, v) ∈ H2α−δ+r(Rn) ×Hα+r(Rn) tal que (I − B1)(u, v) = (f, g), ou

seja, (f, g) ∈ Im(I −B1).

Dessa forma, Im(I −B1) = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Também sabemos que o espaço H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn) é denso

no espaço Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Então, pelo Teorema de Lumer-Phillips 1.5 temos que B1 é gerador

infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em X.

1.4.2 J1 é um operador limitado

Queremos agora mostrar que, para todo U =

 u

v

 ∈ Hα+r(Rn)×

Hδ+r(Rn), o operador

J1(U) =

 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

)


é linear e limitado, para então concluir que B1 + J1 é gerador infinite-

simal de um semigrupo de classe C0 em Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Notamos que J1 : X → X está bem definido pois 0 ≤ θ < δ ≤ α.
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Lema 1.7 O operador J1 : Hα+r(Rn) × Hδ+r(Rn) → Hα+r(Rn) ×

Hδ+r(Rn) definido da seguinte forma

J1(U) =

 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

)


é linear e limitado.

Demonstração.

É imediato ver que J1 é um operador linear. Vamos agora mostrar

que J1 é limitado. De fato, temos que

‖J1(U)‖2Hα+r×Hδ+r =
∥∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u− (−∆)θv

)∥∥∥2
Hδ+r

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ)
∣∣∣∣ û(ξ)− |ξ|2θv̂(ξ)

1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2 dξ
≤ C1

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r|û(ξ)|2 dξ

+ C1

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r|ξ|4θ

1 + |ξ|2δ
|v̂(ξ)|2 dξ

≤ C2‖u‖Hα+r + C2‖v‖Hδ+r ≤ C3‖U‖Hα+r×Hδ+r ,

pois
|ξ|4θ

1 + |ξ|2δ
≤ 1 + |ξ|2δ, ∀ ξ ∈ Rn, no caso θ < δ.

Com os dois lemas anteriores fica demonstrado que B1+J1 é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe C0.

45



1.5 Caso 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α ≤ 2 e θ ≤ α+δ
2

Da mesma forma que nas seções anteriores temos que Hα+r(Rn) ⊂

Hδ+r(Rn). Então consideraremos o mesmo espaço de energia

X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn).

Nosso objetivo nesta seção é definir operadores B2 e J2, associados

com a equação (1.1), tais que B2 seja gerador infinitesimal de um semi-

grupo de contrações de classe C0 em X e J2 seja um operador limitado

em X.

De modo formal, vamos encontrar os operadores B2 e J2. Conside-

rando v = ut temos que

vt = utt = −
(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)αu−

(
I + (−∆)δ

)−1
(−∆)θv.

Escolhendo σ = α e σ = θ na Seção 1.3 podemos definir os opera-

dores

Aα =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)α

)
e

Aθ =
(
I + (−∆)δ

)−1(
I + (−∆)θ

)
.

Sabemos que D(Aα) = H2α−δ+r(Rn) e D(Aθ) = H2θ−δ+r(Rn). Além
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disso, as hipóteses 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α e θ ≤ α+δ
2 garantem que

H2α−δ+r(Rn) ⊂ Hα+r(Rn) ⊂ H2θ−δ+r(Rn) ⊂ Hδ+r(Rn). (1.26)

Escrevendo o problema de Cauchy (1.1) na forma matricial temos


dU

dt
(t) = B2U(t) + J2(U(t))

U(0) = U0

onde U =

 u

v

 ∈ X, U0 =

 u0

u1

 ∈ X, B2 : D(Aα)×Hα+r(Rn)→

X é o operador dado por

B2 =

 0 I

−Aα −Aθ


com D(Aα) = H2α−δ+r(Rn) e o operador J2 : X → X é dado por

J2(U) =

 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)
 .

Na Subseção 1.5.1 mostraremos que B2 é gerador infinitesimal de

um semigrupo de contrações de classe C0 em X e na Subseção 1.5.2

mostraremos que J2 é um operador limitado emX. Então pelo Teorema

1.6 poderemos concluir que B2+J2 é gerador de um semigrupo de classe
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C0. Seja

S2 : [0,∞)→ L(X)

o semigrupo gerado por B2 + J2. Então U(t) = S2(t)U0 é a solução do

problema de Cauchy


dU

dt
(t) = (B2 + J2)U(t)

U(0) = U0

para todo t > 0, no sentido que se U0 = (u0, u1) ∈ X temos que

U(t) = S2(t)U0 ∈ C
(

[0,∞), Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)
)
.

Logo, a primeira componente u(t) de U(t) = S2(t)U0 satisfaz

u ∈ C
(

[0,∞), Hα+r(Rn)
)
∩ C1

(
[0,∞), Hδ+r(Rn)

)

e é a única solução fraca do sistema linear (1.1). Além disso, se os dados

iniciais U0 = (u0, u1) ∈ D(B2) = H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn) temos que

a solução de (1.1) satisfaz

u∈C
(
[0,∞);H2α−δ+r(Rn)

)
∩C1

(
[0,∞);Hα+r(Rn)

)
∩C2

(
[0,∞);Hδ+r(Rn)

)

e é a única solução forte do problema de Cauchy (1.1).
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1.5.1 B2 é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0

Para completar a prova da existência e unicidade de solução do

problema de Cauchy (1.1) nosso objetivo agora é mostrar que B2 é um

operador bem definido e é gerador infinitesimal de um semigrupo de

contrações de classe C0 em X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn). Consideramos

o operador B2 definido no espaço X, com domínio dado por

D(B2) = H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn)

e definido por

B2(u, v) = (v,−Aαu−Aθv), (u, v) ∈ D(B2) (1.27)

sendo Aα e Aθ os operadores definidos como na Seção 1.3.

Notamos que, se v ∈ Hα+r(Rn) então v ∈ D(Aθ) = H2θ−δ+r(Rn)

pois Hα+r(Rn) ⊂ H2θ−δ+r(Rn), como vimos em (1.26).

Lema 1.8 O operador B2 : D(B2) ⊂ X −→ X, definido em (1.27), é

gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em

X.

Demonstração.

Como no Lema 1.6 a ideia da prova é mostrar que B2 atende as

hipóteses do Teorema de Lumer-Phillips. Para fazer isso consideramos
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(u, v) ∈ D(B2), ou seja, u ∈ H2α−δ+r(Rn) e v ∈ Hα+r(Rn).

Para mostar que B2 é dissipativo calculamos o seguinte produto

interno em X = Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn)

(
B2(u, v), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r =

(
(v,−Aαu−Aθv), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)v̂ û dξ −
∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ)Âαu v̂ dξ

−
∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ)Âθv v̂ dξ

=

∫
Rn
(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)v̂ û dξ −

∫
Rn
(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ) (1 + |ξ|2α)

1 + |ξ|2δ
û v̂ dξ

−
∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2δ) (1 + |ξ|2θ)
1 + |ξ|2δ

v̂ v̂ dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)
(
v̂ û− û v̂

)
dξ −

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2θ)|v̂|2dξ

= 2i

∫
Rn

(1 + |ξ|2)r(1 + |ξ|2α)Img
(
v̂ û
)
dξ − ‖v‖2Hθ+r ,

pois Âαu =
1 + |ξ|2α

1 + |ξ|2δ
û e Âθu =

1 + |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ
û, como vimos em (1.14).

Portanto, B2 é dissipativo, pois

Re
(
B2(u, v), (u, v)

)
Hα+r×Hδ+r = −‖v‖2Hθ+r ≤ 0,

para todo (u, v) ∈ D(B2).

Vamos mostrar agora que Im(I −B2) = X.

Primeiro vamos mostrar que Im(I−B2) ⊂ X. Seja (f, g) ∈ Im(I−
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B2). Então existe (u, v) ∈ D(B2) tal que

(I −B2)(u, v) = (f, g).

Como B2(u, v) ∈ X e (u, v) ∈ D(B2) ⊂ X temos que (f, g) ∈ X.

Vamos agora mostrar que X ⊂ Im(I − B2). Dado (f, g) ∈ X,

vamos mostrar que existe (u, v) ∈ D(B2) tal que (I−B2)(u, v) = (f, g).

Equivalentemente, da definição de B2 temos que mostrar que

(u− v, v +Aαu+Aθv) = (f, g)

para algum (u, v) ∈ D(B2).

Assim, deve-se mostrar que existem u ∈ H2α−δ+r(Rn) e v ∈ Hα+r(Rn)

tais que  u− v = f

v +Aαu+Aθv = g,

com f ∈ Hα+r(Rn) e g ∈ Hδ+r(Rn).

Substituindo v = u−f na segunda equação acima, devemos apenas

mostrar que existe u ∈ H2α−δ+r(Rn) tal que

u− f +Aαu+Aθu−Aθf = g
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ou que

Aαu+Aθu+ u = g + f +Aθf. (1.28)

Formalmente, multiplicando os dois lados da igualdade (1.28) por

(I + (−∆)r)(I + (−∆)δ) temos

(I + (−∆)r)
(
I + (−∆)α

)
u+ (I + (−∆)r)

(
I + (−∆)θ

)
u

+ (I + (−∆)r)
(
I + (−∆)δ

)
u

= (I + (−∆)r)
(
I + (−∆)δ

)
g + (I + (−∆)r)

(
I + (−∆)δ

)
f

+ (I + (−∆)r)
(
I + (−∆)θ

)
f. (1.29)

Para demonstrar que a equação (1.28) admite uma solução u ∈

H2α−δ+r(Rn), definimos a forma a(·, ·) : Hα+r(Rn)×Hα+r(Rn) −→ R

tal que

a(u, ψ) = (u, ψ)0Hα+r + (u, ψ)0Hθ+r + (u, ψ)0Hδ+r ,

onde o produto interno (·, ·)0Hσ+r foi definido em (1.25).

É fácil ver que a forma a(·, ·) está bem definida e é bilinear, já que

θ ≤ α.

Para verificar que a(·, ·) é contínua, consideramos u, ψ ∈ Hα+r(Rn)
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e notamos que

|a(u, ψ)| ≤ C‖u‖Hα+r‖ψ‖Hα+r + C‖u‖Hθ+r‖ψ‖Hθ+r + C‖u‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r

≤ 3C‖u‖Hα+r‖ψ‖Hα+r .

Também a(·, ·) é coerciva, pois para todo u ∈ Hα+r(Rn) temos que

a(u, u) = (u, u)0Hα+r + (u, u)0Hθ+r + (u, u)0Hδ+r

= C‖u‖2Hα+r + C‖u‖2Hθ+r + C‖u‖2Hδ+r ≥ C‖u‖
2
Hα+r .

Agora, definimos o funcional F : Hα+r(Rn) −→ R, baseados na

equação (1.29), por

〈F,ψ〉 = (g, ψ)0Hδ+r + (f, ψ)0Hδ+r + (f, ψ)0Hθ+r ,

para todo ψ ∈ Hα+r. Notamos que F está bem definido pois g ∈

Hδ+r(Rn) e f ∈ Hα+r(Rn) e 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α.

Tem-se que F é linear e contínuo pois

|〈F,ψ〉| ≤ C‖g‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r + C‖f‖Hδ+r‖ψ‖Hδ+r + C‖f‖Hθ+r‖ψ‖Hθ+r

≤ C
(
‖g‖Hδ+r + ‖f‖Hδ+r + ‖f‖Hθ+r

)
‖ψ‖Hα+r

para todo ψ ∈ Hα+r(Rn), pois 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α.
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Então pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.1), existe única

u ∈ Hα+r(Rn) tal que

a(u, ψ) = 〈F,ψ〉, para todo ψ ∈ Hα+r(Rn).

Isto é, existe única u ∈ Hα+r(Rn) tal que para todo ψ ∈ Hα+r(Rn)

vale a identidade

(u, ψ)0Hα+r+(u, ψ)0Hθ+r+(u, ψ)0Hδ+r = (g, ψ)0Hδ+r+(f, ψ)0Hδ+r+(f, ψ)0Hθ+r .

Em particular, a igualdade anterior vale para toda ψ ∈ S(Rn). Isto

implica que

(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)α

)
u+

(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)θ

)
u

+
(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)δ

)
u

=
(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)δ

)
g +

(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)δ

)
f

+
(
I + (−∆)r

)(
I + (−∆)θ

)
f

no sentido das distribuições temperadas, ou seja, em S ′(Rn).

Portanto

Aαu+Aθu+ u = g + f +Aθf

no sentido das distribuições temperadas.
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Aplicando a transformada de Fourier na identidade acima temos

que

Âαu = ĝ + f̂ + Âθf − Âθu− û. (1.30)

Segue que

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r(
1 + |ξ|2δ

)
|Âαu|2dξ

=

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r(
1 + |ξ|2δ

)∣∣f̂ + ĝ + Âθf − û− Âθu
∣∣2dξ

e usando (1.14) concluímos que

‖Aαu‖2Hδ+r ≤ C
(
‖f‖2Hδ+r + ‖g‖2Hδ+r + ‖u‖2Hδ+r + ‖f‖2H2θ−δ+r + ‖u‖2H2θ−δ+r

)

onde foi usado que u ∈ Hα+r(Rn) ⊂ H2θ−δ+r(Rn), g ∈ Hδ+r(Rn) e f ∈

Hα+r(Rn) ⊂ H2θ−δ+r(Rn). Assim concluímos que Aαu ∈ Hδ+r(Rn).

Do Lema 1.4 concluímos que u ∈ H2α−δ+r(Rn).

Concluindo, definimos v = u − f . Como u ∈ H2α−δ+r(Rn) ⊂

Hα+r(Rn) e f ∈ Hα+r(Rn) então v ∈ Hα+r(Rn). Da identidade (1.30)

temos v̂+ Âαu+ Âθv = ĝ. Assim v, Aαu, Aθv ∈ Hδ+r(Rn). Aplicando

a transformada de Fourier inversa segue que

v +Aαu+Aθv = g em Hδ+r(Rn).
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Portanto dado (f, g) ∈ Hα+r(Rn)×Hδ+r(Rn) existe

(u, v) ∈ H2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn)

tal que (I −B2)(u, v) = (f, g), ou seja, (f, g) ∈ Im(I −B2).

Dessa forma, concluímos que Im(I −B2) = X.

Também temos queH2α−δ+r(Rn)×Hα+r(Rn) é denso emHα+r(Rn)×

Hδ+r(Rn).

Então, pelo Teorema de Lumer-Phillips temos que B2 é gerador infi-

nitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0 em Hα+r(Rn)×

Hδ+r(Rn).

1.5.2 J2 é um operador limitado

Queremos agora mostrar que J2 : X → X definido por

J2(U) =

 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)


está bem definido e é um operador linear e limitado e concluir que

B2 + J2 é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 em X,

com 0 ≤ δ ≤ θ ≤ α ≤ 2 e θ ≤ α+δ
2 .
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Lema 1.9 O operador J2 : X → X definido da seguinte forma J2(U) = 0(
I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)
 é linear e limitado.

Demonstração.

É fácil ver que J2 é um operador linear. Vamos agora mostrar que

J2 é limitado, ou seja, mostrar que a norma de J2 em X é limitada. De

fato, para U ∈ X temos que

‖J2(U)‖2X =
∥∥∥(I + (−∆)δ

)−1(
u+ v

)∥∥∥2
Hδ+r

=

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r
(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣ û+ v̂

1 + |ξ|2δ

∣∣∣∣2 dξ
≤
∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r|û|2 dξ +

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)r|v̂|2 dξ
≤ C‖u‖2Hα+r + C‖v‖2Hδ+r ≤ C‖U‖

2
X .
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Capítulo 2

Estabilidade: Problema

Linear

Para obter as estimativas para o problema (1)-(2) primeiro investi-

garemos propriedades de decaimento da equação linear correspondente

(4)-(2).

Estudaremos o problema linear em duas situações diferentes: baixa

e alta frequência. Para tanto, utilizaremos a notação abaixo.

Para ε > 0, denotamos por E0(t, x) e E∞(t, x) a solução para (4)

localizada para baixa e alta frequências, isto é,

E0 = E0(t, x)(v) = F−1(χ(ξ)û(t, ξ)), (2.1)

E∞ = E∞(t, x)(v) = F−1((1− χ(ξ))û(t, ξ)), (2.2)
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onde χ(ξ) é a função característica de {ξ ∈ Rn / |ξ| < ε}. Note que

para estimar as normas das derivadas (em x) de u e ut basta estimar

as normas das derivadas de E0, ∂tE0, E∞, ∂tE∞.

Na sequência, usaremos a notação f . g significando 0 ≤ f ≤ Cg

para alguma constante C > 0. A notação g ≈ f significa g . f e f . g.

Além disso, γ denota um multi-índice com entradas não negativas.

2.1 Região de baixa frequência: |ξ| < ε

Observemos que

||∂jt ∂γxE0(t)||2 =

∫
Rn
|∂jt û(t)|2|ξ|2|γ|χ(ξ)2dξ

. ||û0||2L∞
∫
Rn
|∂jt K̂0(t)|2|ξ|2|γ|χ(ξ)2dξ

+||û1||2L∞
∫
Rn
|∂jt K̂1(t)|2|ξ|2|γ|χ(ξ)2dξ, (2.3)

com E0 definido em (2.1) e K̂0, K̂1 definidos em (7). Denotando I0 e

I1 pelas integrais

I20 (j, |γ|) :=

∫
Rn

|∂jt (λ+eλ−t − λ−eλ+t)|2

|λ+ − λ−|2
|ξ|2|γ|χ(ξ)2dξ (2.4)

e

I21 (j, |γ|) :=

∫
Rn

|∂jt (eλ+t − eλ−t)|2

|λ+ − λ−|2
|ξ|2|γ|χ(ξ)2dξ (2.5)
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temos por (7)

||∂jt ∂γxE0(t)||2 . ||u0||2L1I20 (j, |γ|) + ||u1||2L1I21 (j, |γ|). (2.6)

Para obtermos os resultados principais desta seção, vamos estimar

cada uma dessas integrais I0 e I1. Para isso vamos estudar separada-

mente dois casos, um onde os autovalores são reais e outro onde são

complexos. Em ambos os casos usamos o lema abaixo para obter as

estimativas.

Lema 2.1 Sejam k > −n, β > 0 e κ > 0. Então

∫
|ξ|≤ε

e−κ|ξ|
βt|ξ|kdξ . (1 + t)−

n+k
β , ∀ t > 0.

2.1.1 Caso α > 2θ: autovalores reais

Consideremos θ ∈
[
0, α2

)
e ε > 0 definido por εα−2θ = 1

4 .

Para |ξ| < ε tem-se |ξ|2(α−2θ) < 1
16 e portanto os autovalores são re-

ais. Para estimarmos I0 e I1 usaremos as equivalências dos autovalores

dadas pelo seguinte lema.

Lema 2.2 Se |ξ| < ε então:

(i) λ+ ≈ −|ξ|2(α−θ)

(mais especificamente, −4
(
2−
√

2
)
|ξ|2(α−θ) ≤ λ+ ≤ −|ξ|2(α−θ));
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(ii) λ− ≈ −|ξ|2θ

(mais especificamente, −|ξ|2θ ≤ λ− ≤ − 1
4

(
1 + 1√

2

)
|ξ|2θ);

(iii) λ+ − λ− ≈ |ξ|2θ.

Demonstração.

(i) Observe primeiramente que

|ξ|2(α−2θ) < 1

16
=

4
(
2−
√

2
)
− 2

16
(
2−
√

2
)2 .

Multiplicando por 4|ξ|2(α−2θ) podemos escrever

−16
(

2−
√

2
)
|ξ|2(α−2θ) + 64

(
2−
√

2
)2
|ξ|4(α−2θ)

≤ −8|ξ|2(α−2θ)

≤ −4|ξ|2(α−2θ)
(
1 + |ξ|2δ

)
.

Notando que 1 − 16(2 −
√

2)|ξ|2(α−2θ) + 64(2 −
√

2)2|ξ|4(α−2θ) =(
1− 8(2−

√
2)|ξ|2(α−2θ)

)2
e 1− 8(2−

√
2)|ξ|2(α−2θ) > 0, segue que

−8
(
2−
√

2
)
|ξ|2(α−2θ) ≤ −1 +

√
1− 4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ).
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Como − 1
2 ≤ −

1
2(1+|ξ|2δ) concluímos que

−4
(

2−
√

2
)
|ξ|2(α−θ)

≤ |ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)

(
−1 +

√
1− 4|ξ|2(α−2θ) (1 + |ξ|2δ)

)
= λ+.

Para provar que λ+ ≤ −|ξ|2(α−θ) observe que

(
−1 +

√
1− 4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)

)
≤ −2|ξ|2(α−2θ)

(
1 + |ξ|2δ

)

pois 1 − 4|ξ|2(α−2θ)
(
1 + |ξ|2δ

)
≤

(
1− 2|ξ|2(α−2θ)

(
1 + |ξ|2δ

))2
e

1 − 2|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ) ≥ 0. Multiplicando ambos os lados por

|ξ|2θ
2(1+|ξ|2δ) segue o resultado.

(ii) Notemos que 1
2 ≤ 1− 8|ξ|2(α−2θ) ≤ 1− 4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ). Logo

podemos afirmar que

1

4

(
1 +

1√
2

)
≤ 1

2(1 + |ξ|2δ)

(
1 +

√
1− 4|ξ|2(α−2θ) (1 + |ξ|2δ)

)
≤ 1.

Para obtermos o resultado multiplicamos ambos os lados por −|ξ|2θ.

(iii) Pela escolha de ε, temos |ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ) ≤ 1
8 . Portanto

−1

2
≤ −4|ξ|2(α−2θ)

(
1 + |ξ|2δ

)
≤ 0.
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Logo

|ξ|2θ

2
√

2
≤ |ξ|2θ

1 + |ξ|2δ
√

1− 4|ξ|2(α−2θ) (1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ.

Lema 2.3 Sejam I0 e I1 dadas em (2.4) e (2.5), n ≥ 1 e γ multi-índice.

Então para todo t ≥ 0 tem-se:

(i) para n+ 2|γ| > 4θ, temos I1(0, |γ|) . (1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ);

(ii) I1(1, |γ|) .


(1 + t)−

1
θ (n4 +

|γ|
2 ) + (1 + t)−

1
α−θ (n4 +

|γ|
2 −θ)−1, se θ > 0

(1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−1, se θ = 0;

(iii) I0(0, |γ|) . (1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 );

(iv) I0(1, |γ|) . (1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 )−1.

Demonstração.

Vamos estimar (2.5) para obter (i) e (ii). Os itens (iii) e (iv) são

análogos usando (2.4).

(i) Pelo Lema 2.2 segue que

|eλ+t − eλ−t|2

|λ+ − λ−|2
.
e−2|ξ|

2(α−θ)t

|ξ|4θ
.
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Usando a estimativa acima e o Lema 2.1 obtemos

I21 (0, |γ|) .
∫
|ξ|<ε

e−2|ξ|
2(α−θ)t|ξ|2|γ|−4θdξ

. (1 + t)−
n+2|γ|−4θ

2(α−θ)

já que n+ 2|γ| − 4θ > 0.

(ii) Novamente, usando o Lema 2.2,

|∂t(eλ+t − eλ−t)|2

|λ+ − λ−|2
.
λ2+e

2λ+t + λ2−e
2λ−t

|λ+ − λ−|2
. |ξ|4(α−2θ)e−2|ξ|

2(α−θ)t+e−c|ξ|
2θt,

com c = 1
2

(
1 + 1√

2

)
.

Analogamente ao feito em (i), obtemos para θ ∈ (0, α2 )

I21 (1, |γ|) .
∫
|ξ|<ε

(
|ξ|4(α−2θ)e−2|ξ|

2(α−θ)t + e−c|ξ|
2θt
)
|ξ|2|γ|dξ

. (1 + t)−
n+2|γ|+4(α−2θ)

2(α−θ) + (1 + t)−
n+2|γ|

2θ .

O caso θ = 0 é imediato.

(iii) Vamos primeiramente provar que

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2

|λ+ − λ−|2
. |ξ|4(α−2θ)e−c|ξ|

2θt + e−2|ξ|
2(α−θ)t, (2.7)

com c = 1
2

(
1 + 1√

2

)
.
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Notemos que

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2 = (λ+e
λ−t − λ−eλ+t)2

= λ2+e
2λ−t + λ2−e

2λ+t − 2λ+λ−e
λ+teλ−t.

E, pelo Lema 2.2, itens (i) e (ii), temos

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2 ≤ λ2+e
2λ−t + λ2−e

2λ+t

. |ξ|4(α−θ)e−c|ξ|
2θt + |ξ|4θe−2|ξ|

2(α−θ)t.

Mas já vimos que |λ+ − λ−|2 ≈ |ξ|4θ. Daí segue (2.7).

Portanto para θ ∈ (0, α2 )

I20 (0, |γ|) .
∫
|ξ|<ε

(|ξ|4(α−2θ)e−c|ξ|
2θt + e−2|ξ|

2(α−θ)t)|ξ|2|γ|dξ

=

∫
|ξ|<ε

e−c|ξ|
2θt|ξ|2|γ|+4(α−2θ)dξ +

∫
|ξ|<ε

e−2|ξ|
2(α−θ)t|ξ|2|γ|dξ

. (1 + t)−
n+2|γ|+4(α−2θ)

2θ + (1 + t)−
n+2|γ|
2(α−θ)

. (1 + t)−
n+2|γ|
2(α−θ) ,

pois n+2|γ|+4(α−2θ)
2θ > n+2|γ|

2(α−θ) . Na estimativa acima usamos o Lema 2.1.

O caso θ = 0 é imediato.

(iv) Note que

∂t(λ+e
λ−t − λ−eλ+t) = λ+λ−e

λ−t − λ+λ−eλ+t = λ+λ−(eλ−t − eλ+t).
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Pelo Lema 2.2, itens (i) e (ii),

|∂t(λ+eλ−t − λ−eλ+t)| = λ+λ−|eλ+t − eλ−t| ≈ |ξ|2α|eλ+t − eλ−t|.

Mas já vimos que |eλ+t − eλ−t| ≤ e−|ξ|2(α−θ)t, donde segue que

|∂t(λ+eλ−t − λ−eλ+t)|2 . |ξ|4αe−2|ξ|
2(α−θ)t.

Portanto, pela estimativa acima e pelo Lema 2.1,

I20 (1, |γ|) =

∫
|ξ|<ε

|∂t(λ+eλ−t − λ−eλ+t)|2

|λ+ − λ−|2
|ξ|2|γ|dξ

.
∫
|ξ|<ε

e−2|ξ|
2(α−θ)t|ξ|2|γ|+4(α−θ)dξ

. (1 + t)−
n+2|γ|+4(α−θ)

2(α−θ) .

Usando o lema anterior provamos o seguinte resultado para o caso

real na baixa frequência:

Proposição 2.1 Sejam α, θ tais que 0 ≤ 2θ < α ≤ 2, δ ∈ [0, 2],

γ multi-índice qualquer e (u0, u1) ∈ L1(Rn) × L1(Rn). Então, para

t ≥ 0, valem as seguintes estimativas:

66



(i) Se n+ 2|γ| > 4θ então

||∂γxE0(t)|| . ||u0||L1(1+ t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 ) + ||u1||L1(1+ t)−

1
α−θ (n4 +

|γ|
2 −θ);

(2.8)

(ii) Se n+ 2|γ| < 2α e θ ∈
[
n
4 + |γ|

2 ,
α
2

)
então

||∂t∂γxE0(t)|| . ||u0||L1(1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 )−1 + ||u1||L1(1 + t)−

1
θ (n4 +

|γ|
2 );

(2.9)

e se n+ 2|γ| ≥ 2α ou θ ∈
[
0, n4 + |γ|

2

)
então

||∂t∂γxE0(t)|| . ||u0||L1(1+t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 )−1+||u1||L1(1+t)−

1
α−θ (n4 +

|γ|
2 −θ)−1.

(2.10)

Demonstração.

O item (i) decorre diretamente dos itens (i) e (iii) do Lema 2.3 e da

estimativa (2.6) com j = 0. Para provar o item (ii), escolhemos j = 1

em (2.6) e usamos o Lema 2.3, itens (ii) e (iv). Para escolher a melhor

taxa dada em (ii), notemos que se n + 2|γ| < 2α e θ ∈
[
n
4 + |γ|

2 ,
α
2

)
então

n+ 2|γ|+ 4(α− 2θ)

2(α− θ)
≥ n+ 2|γ|

2θ

e portanto concluímos (2.9). Por outro lado, no caso em que n+ 2|γ| ≥

2α ou θ ∈
[
0, n4 + |γ|

2

)
temos a desigualdade contrária donde segue

(2.10).
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2.1.2 Caso α ≤ 2θ: autovalores complexos

Consideramos θ ∈
[
α
2 , α

]
⊂ [0, 2] e ε ∈ (0, 1) definido no caso

anterior. Neste caso os autovalores são complexos, dados por

λ± =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)

(
−1± i

√
4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1

)
.

O resultado para o caso complexo é obtido seguindo as mesmas etapas

do caso real.

Lema 2.4 Se |ξ| < ε então:

(i) |λ+ − λ−| ≈ |ξ|α;

(ii) |λ±|2 . |ξ|2α;

(iii) |eλ±t| . e−
1
4 |ξ|

2θt.

Demonstração.

(i) Como 1 ≤ 1 + |ξ|2δ ≤ 2 , a prova segue diretamente do fato de que

1

8

(
4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1

)
≤ |ξ|2(α−2θ) ≤ 4|ξ|2(α−2θ)(1+ |ξ|2δ)−1.

(iii) Como Re(λ±) ≤ − 1
4 |ξ|

2θ segue que |eλ±t| ≤ eRe(λ±)t ≤ e− 1
4 |ξ|

2θt.

O próximo lema é similar ao Lema 2.3.
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Lema 2.5 Sejam I0 e I1 dadas em (2.4) e (2.5), n ≥ 1 e γ multi-índice.

Então, para todo t ≥ 0 temos:

(i) para n+ 2|γ| > 2α, temos I1(0, |γ|) . (1 + t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 −

α
2 );

(ii) I1(1, |γ|) . (1 + t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 );

(iii) I0(0, |γ|) . (1 + t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 );

(iv) I0(1, |γ|) . (1 + t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 +α

2 ).

É imediato que se α = θ = 0 então Ii(j, |γ|) . e−
t
4 , t ≥ 0, para todo

i, j ∈ {0, 1}.

Demonstração.

(i) Usando o Lema 2.4, itens (i) e (iii), obtemos

|eλ+t − eλ−t|2

|λ+ − λ−|2
.
|eλ+t|2 + |eλ−t|2

|ξ|2α
.
e−

1
2 |ξ|

2θt

|ξ|2α
. (2.11)

Portanto, pelo Lema 2.1,

I21 (0, |γ|) .
∫
|ξ|<ε

e−
1
2 |ξ|

2θt|ξ|2|γ|−2αdξ

. (1 + t)−
n+2|γ|−2α

2θ

já que n+ 2|γ| − 2α > 0.
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(ii) Derivando eλ+t − eλ−t e usando os itens (ii) e (iv) do Lema 2.4,

segue que

|∂t(eλ+t − eλ−t)|2 ≤ |λ+eλ+t − λ−eλ−t|2

. |λ+|2|eλ+t|2 + |λ−|2|eλ−t|2

. |ξ|2αe− 1
2 |ξ|

2θt.

Do item (i) do Lema 2.4, obtemos |λ+ − λ−|2 ≈ |ξ|2α.

Usando o Lema 2.1 com β = 2θ e k = 2|γ| ≥ 0 > −n concluímos

que

I21 (1, |γ|) =

∫
|ξ|<ε

|∂t(eλ+t − eλ−t)|2

|λ+ − λ−|2
|ξ|2|γ|dξ

.
∫
|ξ|<ε

e−
1
2 |ξ|

2θt|ξ|2|γ|dξ

. (1 + t)−
n+2|γ|

2θ .

(iii) Pelos itens (ii) e (iii) do Lema 2.4, temos

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2 . |λ+|2|eλ−t|2 + |λ−|2|eλ+t|2 . |ξ|2αe− 1
2 |ξ|

2θt

Novamente pelo Lema 2.4, item (i), podemos escrever

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2

|λ+ − λ−|2
.
|ξ|4αe− 1

2 |ξ|
2θt

|ξ|2α
= |ξ|2αe− 1

2 |ξ|
2θt
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e assim

I20 (0, |γ|) =

∫
|ξ|<ε

|λ+eλ−t − λ−eλ+t|2

|λ+ − λ−|2
|ξ|2|γ|dξ

.
∫
|ξ|<ε

e−
1
2 |ξ|

2θt|ξ|2|γ|dξ

. (1 + t)−
n+2|γ|

2θ .

(iv) Derivando λ+eλ−t − λ−eλ+t, temos

|∂t(λ+eλ−t − λ−eλ+t)|2 = |λ+λ−eλ−t − λ+λ−eλ+t|2

. |λ+|2|λ−|2(|eλ+t|2 + |eλ−t|2).

Usando o Lema 2.4, itens (i), (ii) e (iii), segue que

|∂t(λ+eλ−t − λ−eλ+t)|2

|λ+ − λ−|2
.
|ξ|4αe− 1

2 |ξ|
2θt

|ξ|2α
= |ξ|2αe− 1

2 |ξ|
2θt.

Portanto, obtemos

I20 (1, |γ|) .
∫
|ξ|<ε

e−
1
2 |ξ|

2θt|ξ|2|γ|+2αdξ

. (1 + t)−
n+2|γ|+2α

2θ

já que n+ 2|γ|+ 2α > 0 para n ≥ 1.

Obtemos, da estimativa de (2.6) e do Lema 2.5, o seguinte resultado:
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Proposição 2.2 Sejam δ, α ∈ [0, 2], θ ∈
[
α
2 , α

]
, γ multi-índice qual-

quer e (u0, u1) ∈ L1(Rn) × L1(Rn). Então, para t ≥ 0, valem as

seguintes estimativas:

(i) Se n+ 2|γ| > 2α e θ > 0 então

||∂γxE0(t)|| . ||u0||L1(1+t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 )+||u1||L1(1+t)−

1
θ (n4 +

|γ|
2 −

α
2 );

(ii) Se n ≥ 1 e θ > 0,

||∂t∂γxE0(t)|| . ||u0||L1(1+t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 +α

2 )+||u1||L1(1+t)−
1
θ (n4 +

|γ|
2 );

(iii) Se α = θ = 0 então ||∂jt ∂γxE0(t)|| . {||u0||L1 + ||u1||L1} e− t4 , para

j = 0, 1.

2.2 Região de alta frequência

Os resultados obtidos na seção anterior completam as estimativas

que precisamos para provar os Teoremas 2.1 e 2.2 na região de baixa

frequência. Em seguida, vamos obter as estimativas para a região de

alta frequência e a regularidade exigida nos dados iniciais para obtermos

o decaimento desejado. Para esse propósito, aplicaremos o método dos

multiplicadores no espaço de Fourier.
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Definimos, para |ξ| ≥ ε (com ε ∈ (0, 1) definido na seção anterior),

a seguinte função auxiliar:

ρ(ξ) =


ε2α+2δ−4θ|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)
, se α+ δ ≥ 2θ

ε−2α+4θ|ξ|2α−2θ

4
, se α+ δ < 2θ.

(2.12)

É fácil ver que

ρ(ξ) ≤ |ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)
e ρ(ξ) ≤ |ξ|

2α−2θ

2
. (2.13)

Denotamos por E1(t) a energia de ordem σ da equação (5) no espaço

de Fourier dada por

E1(t) =
1

2
|ξ|2δ+σ|ût(t)|2 +

1

2
|ξ|2α+σ|û(t)|2, t ≥ 0.

Logo

2

∫
|ξ|≥ε

E1(t) dξ =

∫
Rn

(1− χ(ξ))2
{
|ξ|2δ+σ|ût(t)|2 + |ξ|2α+σ|û(t)|2

}
dξ,

onde χ(ξ) é a função característica de {ξ ∈ Rn / |ξ| < ε}.

Notemos também que escolhendo σ adequadamente e usando a iden-

tidade de Plancherel, a integral acima nos dá a norma L2 das derivadas

de E∞ e ∂tE∞ (ver definição de E∞ em (2.2)). Nosso objetivo, por-

tanto, é estimar
∫
|ξ|≥εE1(t)dξ.
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A seguir enunciamos o principal resultado desta seção. Note que o

decaimento em (iii) é do tipo de perda de regularidade. De fato, para

obter taxas de decaimento para a energia na região de alta frequência

precisamos assumir mais regularidade no dados iniciais. A taxa de

decaimento está diretamente relacionada com a regularidade adicional

nos dados iniciais ( δ−θβ , com θ < δ). Assim, quanto menor o β, melhor

a taxa de decaimento porém mais se exige dos dados iniciais. Isso não

ocorre no item (i).

Proposição 2.3 Sejam δ, α ∈ [0, 2], θ ∈ [0, α] e σ ∈ R.

(i) Se (u0, u1) ∈ Hα+σ
2 (Rn) × Hδ+σ

2 (Rn) e δ ≤ θ ≤ α então existe

uma constante c > 0 tal que

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ) dξ .
{
||u1||2Hδ+σ2 + ||u0||2Hα+σ

2

}
e−ct, ∀ t ≥ 0.

(ii) Se (u0, u1) ∈ Hα+σ
2 (Rn)×Hδ+σ

2 (Rn) e θ < δ então

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ) dξ . ||u1||2Hδ+σ2 + ||u0||2Hα+σ
2
, ∀ t ≥ 0.

(iii) Se (u0, u1) ∈ Hs(Rn) × Hr(Rn), β > 0 e θ < δ então existe

C = C(β) > 0 tal que

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ) dξ ≤ C
{
||u1||2Hr + ||u0||2Hs

}
(1 + t)−

1
β , ∀ t ≥ 0

com s = α+ δ−θ
β + σ

2 e r = δ + δ−θ
β + σ

2 .
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Para provar a Proposição 2.3 precisamos de algumas estimativas

e lemas para a solução v̂(t, ξ) do problema (5) correspondente no es-

paço de Fourier. Multiplicando a equação (5) por |ξ|σût + ρ(ξ)|ξ|σû e

tomando a parte real temos

d

dt
E(t) + F (t) = R(t), t ≥ 0 (2.14)

onde

E(t, ξ) =
1

2
(1 + |ξ|2δ)|ξ|σ|ût(t)|2 +

1

2
|ξ|2α+σ|û(t)|2

+ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ξ|σRe{ût(t)û(t)}+
1

2
ρ(ξ)|ξ|2θ+σ|û(t)|2;

F (t, ξ) = |ξ|2θ+σ|ût(t)|2 + ρ(ξ)|ξ|2α+σ|û(t)|2;

R(t, ξ) = ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)|ξ|σ|ût(t)|2.

Usando (2.13) segue que R(t) ≤ 1
2F (t). Substituindo esta estima-

tiva em (2.14), concluímos que

d

dt
E(t) +

1

2
F (t) ≤ 0, (2.15)

para todo t ≥ 0 e |ξ| ≥ ε.

Lema 2.6 Os funcionais E(t, ξ) e E1(t, ξ) são equivalentes para todo

t ≥ 0 e |ξ| ≥ ε.

Demonstração.
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Notemos primeiramente que

±ρ(ξ)(1 + |ξ|2δ)Re{ût(t)û(t)}

≤ (1 + |ξ|2δ) |ût(t)|
2

2η
+ ρ(ξ)2(1 + |ξ|2δ)η|û(t)|2

2

≤ (1 + |ξ|2δ) |ût(t)|
2

2η
+ |ξ|2α η|û(t)|2

8
, (2.16)

pois, por (2.13)

ρ(ξ)2(1 + |ξ|2δ) ≤ |ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)
|ξ|2α−2θ

2
(1 + |ξ|2δ) =

|ξ|2α

4
.

Usando (2.16) com sinal positivo e η = 1, temos:

E(t) . |ξ|σ
(

1

2
|ξ|2δ|ût(t)|2 +

1

2
|ξ|2α|û(t)|2

)
= E1(t),

já que por (2.13) ρ(ξ)|ξ|2θ ≤ 1
2 |ξ|

2α e 1 + |ξ|2δ ≤ (ε−2δ + 1)|ξ|2δ.

Por outro lado, agora usando (2.16) com sinal negativo e η = 2,

temos:

E(t) ≥ |ξ|σ
(

1

4
|ξ|2δ|ût(t)|2 +

1

4
|ξ|2α|û(t)|2

)
=

1

2
E1(t).

Lema 2.7 Se δ ≤ θ ≤ α, então para todo t ≥ 0 e |ξ| ≥ ε, temos

E1(t, ξ) . F (t, ξ).

Demonstração.
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Notemos que para todo t ≥ 0 e |ξ| ≥ ε, temos

|ξ|2δ|ût(t)|2 . |ξ|2θ|ût(t)|2 (2.17)

e

|ξ|2α|û(t)|2 . ρ(ξ)|ξ|2α|û(t)|2. (2.18)

Esta última desigualdade de fato vale, pois o caso α + δ ≥ 2θ segue

de (2.12) usando a hipótese δ ≤ θ; e o caso α + δ < 2θ segue de

|ξ|2α & |ξ|2θ, que vale pela hipótese θ ≤ α.

Multiplicando (2.17) e (2.18) por |ξ|σ e somando as duas desigual-

dades, segue o resultado.

Usando a estimativa (2.15) e os Lemas 2.6 e 2.7, existem constantes

positivas c, c1 tais que

d

dt
E(t) + cE(t) ≤ d

dt
E(t) + c1E1(t) ≤ d

dt
E(t) +

1

2
F (t) ≤ 0.

Pela equivalência entre E e E1 concluímos que

E1(t, ξ) . e−ctE1(0, ξ).
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Integrando em |ξ| ≥ ε, obtemos

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ)dξ

. e−ct
∫
|ξ|≥ε

{
|ξ|2δ+σ|û1|2 + |ξ|2α+σ|û0|2

}
dξ

. e−ct
∫
|ξ|≥ε

(1 + |ξ|2)δ+
σ
2 |û1|2dξ +

∫
|ξ|≥ε

(1 + |ξ|2)α+
σ
2 |û0|2dξ

.
{
||u1||2Hδ+σ2 + ||u0||2Hα+σ

2

}
e−ct.

Isto prova o item (i) da Proposição 2.3.

O lema abaixo trata o caso de perda de regularidade (θ < δ) sem ne-

nhuma hipótese adicional sobre os dados iniciais, todavia não nos apre-

senta taxas de decaimento, somente limitação para
∫
|ξ|≥εE1(t, ξ)dξ,

provando o item (ii) da Proposição 2.3.

Lema 2.8 Se θ < δ, então para todo t ≥ 0

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ)dξ .
∫
|ξ|≥ε

E1(0, ξ)dξ.

Demonstração.

Para o caso θ < δ, temos α+ δ ≥ 2θ e portanto ρ ≈ |ξ|θ

1 + |ξ|δ
.

Notemos que

E1(t) . |ξ|2(δ−θ)F (t).
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De fato, pois |ξ|2δ+σ|ût(t)|2 = |ξ|2(δ−θ)|ξ|2θ+σ|ût(t)|2 e também

|ξ|2α+σ|û(t)|2 . ρ(ξ)|ξ|2(δ−θ)|ξ|2α+σ|û(t)|2,

já que ρ(ξ)|ξ|2(δ−θ) ≈ |ξ|2δ

1 + |ξ|2δ
≥ ε2δ

1 + ε2δ
. (Lembre que f(x) = x

1+x é

crescente no domínio R+.)

Portanto concluímos que existe uma constante c > 0 tal que

d

dt
E1(t) + c|ξ|2(θ−δ)F (t) ≤ 0

e assim

E1(t) . e−c|ξ|
2(θ−δ)tE1(0).

De e−c|ξ|
2(θ−δ)t < 1, o resultado segue.

O próximo lema é importante para obter a estimativa da integral

da energia na região de alta frequência no espaço de Fourier no caso

do problema possuir a propriedade de perda de regularidade, ou seja,

se θ < δ. Usando este resultado provaremos o item (iii) da Proposição

2.3. O teorema abaixo será utilizado na prova do Lema 2.9 e pode ser

encontrado em [23].
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Teorema (Lyapunov) Sejam C > 0 e β ≥ 0, G : R+ → R+ uma

função diferenciável satisfazendo

G′(t) + C[G(t)]1+β ≤ 0, ∀t ≥ 0.

Então:

Se β > 0 e G(0) 6= 0, temos G(t) ≤ K(1 + t)−
1
β .

Se β = 0 então G(t) ≤ E(0)e−Ct.

Lema 2.9 Definimos

I(t) =

∫
|ξ|≥ε

E1(t, ξ) dξ e J(t) =

∫
|ξ|≥ε

F (t, ξ) dξ.

Sejam δ, α ∈ [0, 2], θ ∈ [0, α], σ ∈ R, β > 0, θ < δ e (u0, u1) ∈

Hs(Rn)×Hr(Rn). Então existe Cβ > 0 tal que, para todo t ≥ 0,

[I(t)]1+β ≤ Cβ{||u1||Hr + ||u0||Hs}βJ(t)

com s = α+ δ−θ
β + σ

2 e r = δ + δ−θ
β + σ

2 .

Demonstração.
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Para qualquer β > 0 temos

[I(t)]1+β

.

[ ∫
|ξ|≥ε
|ξ|2δ+σ |ût(t)|2 dξ

]1+β
+

[∫
|ξ|≥ε
|ξ|2α+σ |û(t)|2 dξ

]1+β
=

[ ∫
|ξ|≥ε
|ξ|−

2θ+σ
1+β |ξ|2δ+σ |ût(t)|2−

2
1+β |ξ|

2θ+σ
1+β |ût(t)|

2
1+β dξ

]1+β
+

[ ∫
|ξ|≥ε

(
ρ(ξ)|ξ|2α+σ

)− 1
1+β |ξ|2α+σ |û(t)|2−

2
1+β

(
ρ(ξ)|ξ|2α+σ

) 1
1+β |û(t)|

2
1+β dξ

]1+β

para todo t ≥ 0. Portanto, usando a desigualdade de Hölder em L
1+β
β

e L1+β nós obtemos

[I(t)]1+β .

{[∫
|ξ|≥ε
|ξ|−

2θ
β +σ+2δ+ 2δ

β |ût(t)|2 dξ
]β

+

[ ∫
|ξ|≥ε

ρ(ξ)−
1
β |ξ|2α+σ |û(t)|2 dξ

]β }
J(t) (2.19)

para todo t ≥ 0.

Agora vamos estimar as duas integrais do lado direito da última

desigualdade em termos dos dados iniciais. Multiplicando a equação

(5) por ût, tomando a parte real da identidade resultante e calculando

a integral sobre o intervalo (0, t) obtemos

(1 + |ξ|2δ)|ût(t)|2 + |ξ|2α|û(t)|2 + 2

∫ t

0

|ξ|2θ|ût(s)|2ds

= (1 + |ξ|2δ)|û1|2 + |ξ|2α|û0|2.
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Multiplicando ambos os lados da identidade acima por |ξ|−
2θ
β +σ+ 2δ

β

e integrando sobre |ξ| ≥ ε temos

∫
|ξ|≥ε

|ξ|−
2θ
β +σ+ 2δ

β +2δ|ût(t)|2dξ +

∫
|ξ|≥ε

|ξ|−
2θ
β +σ+ 2δ

β +2α|û(t)|2dξ

.
∫
|ξ|≥ε

(1 + |ξ|2)δ+
δ−θ
β +σ

2 |û1|2dξ

+

∫
|ξ|≥ε

(1 + |ξ|2)α+
δ−θ
β +σ

2 |û0|2dξ. (2.20)

Observe que pelas hipóteses do lema temos que α+ δ ≥ 2θ. Assim,

pela definição de ρ(ξ) dada em (2.12) tem-se

∫
|ξ|≥ε

ρ(ξ)−
1
β |ξ|2α+σ |û(t)|2 dξ ≤ Kβ

∫
|ξ|≥ε

|ξ|−
2θ
β +σ+ 2δ

β +2α|û(t)|2dξ.

(2.21)

Usando (2.20)-(2.21) em (2.19), obtemos

[I(t)]1+β ≤ Cβ
{
||u1||2Hr + ||u0||2Hs

}β
J(t), ∀ t ≥ 0,

com r = δ + δ−θ
β + σ

2 e s = α+ δ−θ
β + σ

2 .

Observemos agora que, pelo Lema 2.9, podemos escrever

K

2
[I(t)]1+β ≤ 1

2
J(t), ∀ t ≥ 0,

onde K =
(
Cβ{||u1||2Hr + ||u0||2Hs}β

)−1.
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Do Lema 2.6 existem constantes m e M tais que

mE1(t) ≤ E(t) ≤ME1(t), ∀ t ≥ 0.

Consequentemente, temos

d

dt

∫
|ξ|≥ε

E(t) dξ +
K

2M1+β

[∫
|ξ|≥ε

E(t) dξ

]1+β
≤ d

dt

∫
|ξ|≥ε

E(t)dξ +
1

2
J(t)

≤ 0 (2.22)

sendo que a última desigualdade é verdadeira pela estimativa (2.15).

Portanto, aplicando o Teorema de Lyapunov em (2.22), concluímos

o seguinte decaimento

I(t) ≤ C
{
||u1||2Hr + ||u0||2Hs

}
(1 + t)−

1
β , ∀ t ≥ 0,

com 0 < C = C(β). Isto prova o item (iii) da Proposição 2.3.

2.3 Resultados e aplicações

2.3.1 Resultados principais

Nesta seção usaremos os resultados obtidos nas seções ante-

riores para encontrar taxas de decaimento para a norma L2 de ∂γ1x u(t)
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e ∂γ2x ut(t) e a regularidade correspondente dos dados iniciais. Observe

que para escolhas adequadas de γ1 e γ2 podemos obter estimativas para

a norma L2 da solução, para cada termo da energia definida em (3) e

também para normas Hm de u e ut. No Teorema 2.1 não determinamos

valores para β > 0 a fim de deixar esta escolha livre para ser tomada

de forma adequada em cada aplicação. O mesmo ocorrerá no Teorema

2.2. Pode-se escolher β de forma que dê as taxas ótimas e neste caso

se exigirá mais da regularidade dos dados iniciais. Ou pode-se escolher

também β de forma a exigir menos dos dados iniciais, o que resultará

em taxas piores.

Teorema 2.1 Se δ, α ∈ [0, 2], θ ∈
[
0, α2

)
, u0 ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn) e

u1 ∈ Hr(Rn)∩ L1(Rn), para r e s especificados abaixo, então a solução

do problema (4)-(2) satisfaz as seguintes estimativas para todo t ≥ 0:

(i) Se n+ 2|γ1| > 4θ então

||∂γ1x u(t)|| . ||u0||L1(1 + t)
− 1
α−θ

(
n
4 +
|γ1|
2

)

+||u1||L1(1 + t)
− 1
α−θ

(
n
4 +
|γ1|
2 −θ

)

+ {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t),

com f(t) =

 e−ct (c ∈ R) se δ ≤ θ

(1 + t)−
1
2β se θ < δ

, s =

 |γ1| se δ ≤ θ

|γ1|+ δ−θ
β se θ < δ

e r = s+ δ − α.
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(ii) Se n+ 2|γ2| < 2α e θ ∈
[
n
4 + |γ2|

2 , α2

)
então

||∂γ2x ut(t)|| . ||u0||L1(1 + t)
− 1
α−θ

(
n
4 +
|γ2|
2

)
−1

+||u1||L1(1 + t)
− 1
θ

(
n
4 +
|γ2|
2

)

+ {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t), (2.23)

e se n+ 2|γ2| ≥ 2α ou θ ∈
[
0, n4 + |γ2|

2

)
então

||∂γ2x ut(t)|| . ||u0||L1(1 + t)
− 1
α−θ

(
n
4 +
|γ2|
2

)
−1

+||u1||L1(1 + t)
− 1
α−θ

(
n
4 +
|γ2|
2 −θ

)
−1

+ {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t), (2.24)

com f(t) =

 e−ct (c ∈ R) se δ ≤ θ

(1 + t)−
1
2β se θ < δ

, r =

 |γ2| se δ ≤ θ

|γ2|+ δ−θ
β se θ < δ

e s = r + α− δ.

Demonstração.

(i) Pela definição de E0 e E∞ temos

||∂γ1x u(t)|| ≤ ||∂γ1x E0(t)||+ ||∂γ1x E∞(t)||.

Escolhemos γ = γ1 na Proposição 2.1 e consideramos n + 2|γ1| > 4θ.

Usando (2.8) e a Proposição 2.3 com σ = 2|γ1| − 2α segue o resultado.
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(ii) Podemos escrever

||∂γ2x ut(t)|| ≤ ||∂γ2x ∂tE0(t)||+ ||∂γ2x ∂tE∞(t)||.

Escolhendo γ = γ2 na Proposição 2.1 e σ = 2|γ2| − 2δ na Proposição

2.3, temos duas opções. Se n+ 2|γ2| < 2α e θ ∈
[
n
4 + |γ2|

2 , α2

)
usamos

(2.9) e obtemos (2.23). E se n+2|γ2| ≥ 2α ou θ ∈
[
0, n4 + |γ2|

2

)
usando

(2.10) temos (2.24).

Para o caso α ≤ 2θ, de maneira análoga prova-se o seguinte resul-

tado:

Teorema 2.2 Se δ, α ∈ [0, 2], θ ∈
[
α
2 , α

]
, u0 ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn) e

u1 ∈ Hr(Rn)∩ L1(Rn), com f(t), r e s definidos da mesma forma que

no Teorema 2.1, valem as seguintes estimativas para todo t ≥ 0:

(i) Se n+ 2|γ1| > 2α então para θ > 0 tem-se

||∂γ1x u(t)|| . ||u0||L1(1 + t)
− 1
θ

(
n
4 +
|γ1|
2

)

+||u1||L1(1 + t)
− 1
θ

(
n
4 +
|γ1|
2 −

α
2

)

+ {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t),

e, para θ = 0,

||∂γ1x u(t)|| . {||u0||L1 + ||u1||L1} e− t4 + {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t);
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(ii) Se n ≥ 1 e θ > 0 então

||∂γ2x ut(t)|| . ||u0||L1(1 + t)
− 1
θ

(
n
4 +α

2 +
|γ2|
2

)

+||u1||L1(1 + t)
− 1
θ

(
n
4 +
|γ2|
2

)

+ {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t),

e, se θ = 0,

||∂γ2x ut(t)|| . {||u0||L1 + ||u1||L1} e− t4 + {||u1||Hr + ||u0||Hs} f(t).

Observação 2.1 Utilizando as Proposições 2.1, 2.2 e 2.3, garantimos

que a solução v também satisfaz as limitações a seguir, quando con-

sideramos δ, α ∈ [0, 2], θ ∈ [0, α], u0 ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈

Hr(Rn) ∩ L1(Rn):

(i) Se |γ1| ≤ s e n+ 2|γ1| > 2α então, para todo t ≥ 0,

||∂γ1x u(t)|| . ||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1 ;

(ii) Se |γ2| ≤ r e n ≥ 1 então, para todo t ≥ 0,

||∂γ2x ut(t)|| . ||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1 .
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2.3.2 Aplicações

Agora vamos aplicar os resultados anteriores para vários problemas

de valor inicial associados a algumas equações diferenciais parciais dis-

sipativas de segunda ordem no tempo.

Equação de ondas com dissipação fracionária

Consideremos a equação (4)-(2) com δ = 0 e α = 1, ou seja, a

equação de ondas

utt(t, x)−∆u(t, x) + (−∆)θut(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn

com dados iniciais

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x),

e θ ∈ [0, 1], cuja energia associada é definida por

Eu(t) =
1

2

{
||ut(t)||2 + ||∇u(t)||2

}
.

Para esta escolha de α, temos que α > 2θ se e somente se θ < 1
2 .

Portanto, aparece aqui a separação nos casos θ ∈
[
0, 12
)
(autovalores

reais) e θ ∈
[
1
2 , 1
]
(autovalores complexos). Se θ ∈

[
0, 12
)
, podemos
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aplicar o Teorema 2.1 resultando em

||u(t)|| . {||u1||H−1∩L1 + ||u0||L2∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4−θ),

para todo n > 4θ;

||ut(t)|| . {||u1||L2∩L1 + ||u0||H1∩L1} (1 + t)−
n
4θ ,

se n = 1 e θ ∈
[
1
4 ,

1
2

)
;

||ut(t)|| . {||u1||L2∩L1 + ||u0||H1∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4−θ)−1,

se n ≥ 2 ou θ ∈
[
0, 14
)
;

||∇u(t)|| . {||u1||L2∩L1 + ||u0||H1∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4 + 1
2−θ),

para n ≥ 1.

Agora, se θ ∈
[
1
2 , 1
]
, temos α ≤ 2θ. Usamos o Teorema 2.2 de forma

análoga obtemos a estimativa para a norma da solução, para n ≥ 3:

||u(t)|| . {||u1||H−1∩L1 + ||u0||L2∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4−

1
2 );

e a taxa de decaimento para os termos da energia, para n ≥ 1:

||ut(t)||+ ||∇u(t)|| . {||u1||L2∩L1 + ||u0||H1∩L1} (1 + t)−
n
4θ .
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Equação de placas com inércia rotacional e dissipação fracio-

nária

Em trabalhos anteriores [4, 6] para a equação de placas com inércia

rotacional e dissipação fracionária os autores consideraram a hipótese

θ ∈ [0, 1]. Nessa aplicação vamos generalizar esse intervalo assumindo

que θ ∈ [0, 2]. Notemos que α > 2θ se θ ∈ [0, 1) e α ≤ 2θ se θ ∈ [1, 2], ou

seja, para obtermos os resultados será necessário separar em dois casos.

Essa situação é semelhante ao que ocorreu para a equação da onda com

dissipação fracionária, quando foi separado nos intervalos θ ∈
[
0, 12
)
e

θ ∈
[
1
2 , 1
]
(ver [3, 19, 10]).

Consideremos o seguinte problema:

 utt(t, x)−∆utt(t, x) + ∆2u(t, x) + (−∆)θut(t, x) = 0,

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x),

para t ≥ 0 e x ∈ Rn, com θ ∈ [0, 2]. Ou seja, consideramos δ = 1 e

α = 2 em (4)-(2).

A energia associada é dada por

Eu(t) =
1

2

{
||ut(t)||2 + ||∇ut(t)||2 + ||∆u(t)||2

}
.

Se θ ∈ [0, 1), consideremos |γ1| = 0 e 1
2β = 1

2−θ
(
n
4 − θ

)
. Pelo item

(i) do Teorema 2.1, temos a estimativa para a norma L2 da solução
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para todo n > 4θ:

||u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

2−θ (n4−θ),

com r = (1−θ)(n−4θ)
2(2−θ) − 1 e s = (1−θ)(n−4θ)

2(2−θ) .

Para encontrar a estimativa para a energia, basta estimar cada

termo separadamente. Em cada uma das três próximas estimativas

assumimos que θ ∈ [0, 1). No item (ii) do Teorema 2.1 podemos esco-

lher |γ2| = 0 com 1
2β = n

4θ em (2.23) e 1
2β = 1

2−θ
(
n
4 − θ

)
+ 1 em (2.24),

obtendo

||ut(t)|| . {||u1||Hp∩L1 + ||u0||Hq∩L1} (1 + t)−
n
4θ ,

se n < 4 e θ ∈
[
n
4 , 1
)
;

||ut(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

2−θ (n4−θ)−1,

se n ≥ 4 ou θ ∈
[
0, n4

)
.

Nas estimativas acima consideramos p = (1−θ)n
2θ , q = (1−θ)n

2θ + 1,

r = (1−θ)(n−8θ+8)
2(2−θ) e s = (1−θ)(n−8θ+8)

2(2−θ) + 1.

Por outro lado, se |γ2| = 1, com 1
2β = 1

θ

(
n
4 + 1

2

)
em (2.23) e 1

2β =

1
2−θ

(
n
4 + 1

2 − θ
)

+1 em (2.24), pelo item (ii) do Teorema 2.1 segue que

||∇ut(t)|| . {||u1||Hp∩L1 + ||u0||Hq∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4 + 1

2 ),
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se n = 1 e θ ∈
[
3
4 , 1
)
;

||∇ut(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

2−θ (n4 + 1
2−θ)−1,

se n ≥ 2 ou θ ∈
[
0, 34
)
.

Acima denotamos p = 1 + (1−θ)(n+2)
2θ , q = 2 + (1−θ)(n+2)

2θ , r =

1 + (1−θ)(n−8θ+10)
2(2−θ) e s = 2 + (1−θ)(n−8θ+10)

2(2−θ) .

Por outro lado, se |γ1| = 2 e 1
2β = 1

2−θ
(
n
4 + 1− θ

)
, o Teorema 2.1,

item (i), nos dá:

||∆u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

2−θ (n4 +1−θ)

onde r = 1 + (1−θ)(n−4θ+4)
2(2−θ) e s = 2 + (1−θ)(n−4θ+4)

2(2−θ)

O resultado para o caso θ ∈ [1, 2] é obtido de maneira semelhante

ao caso anterior, usando o Teorema 2.2 ao invés do Teorema 2.1. As

taxas encontradas para a norma L2 da solução são:

||u(t)|| . {||u1||H−1∩L1 + ||u0||L2∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4−1),

para n > 4. Para os termos da energia obtemos:

||ut(t)|| . ||ut(t)|| . {||u1||L2∩L1 + ||u0||H1∩L1} (1 + t)−
n
4θ ;

||∇ut(t)|| . {||u1||H1∩L1 + ||u0||H2∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4 + 1

2 );

||∆u(t)|| . {||u1||H1∩L1 + ||u0||H2∩L1} (1 + t)−
n
4θ .
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Observação 2.2 A equação de placas sem o termo de inércia rotaci-

onal, ou seja, (4)-(2) com α = 2 e δ = 0, não possui a propriedade de

perda de regularidade. Nesse caso as taxas de decaimento são iguais as

taxas acima, mas não é necessário assumir regularidade adicional nos

dados iniciais.

Equação de Boussinesq com dissipação fracionária

Nesta subseção, queremos mostrar que é possível adicionar termos

do tipo (−∆)δ1utt, (−∆)θ1ut, (−∆)α1u na equação (4) e obter taxas

de decaimento para a energia total e a norma L2 da solução a partir

dos resultados anteriores. No entanto, vamos considerar apenas um

exemplo simples para ilustrar este caso.

Em [28] os autores estudaram a equação de Boussinesq (IBq) com

uma dissipação forte ∆ut (ver também [34, 35]). No que segue vamos

considerar um caso mais geral do que o problema linear estudado em

[28], considerando a seguinte IBq com dissipação fracionária em Rn:

utt(t, x)−∆u(t, x)−∆utt(t, x)+∆2u(t, x)+(−∆)θut(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn

(2.25)

com θ ∈ [0, 1] e dados iniciais

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x). (2.26)
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A energia associada a esta equação é dada por

Eu(t) =
1

2

{
||ut(t)||2 + ||∇v(t)||2 + ||∇ut(t)||2 + ||∆u(t)||2

}
.

Notemos que, ao aplicar a transformada de Fourier em (2.25) e

(2.26), obtemos

 (1 + |ξ|2)ûtt(t, ξ) + |ξ|2θût(t, ξ) + (|ξ|2 + |ξ|4)û(t, ξ) = 0,

û(0, ξ) = û0(ξ), ût(0, ξ) = û1(ξ).

Este problema não é um caso específico do nosso problema inicial.

Mas notemos que para |ξ| < ε é válida a equivalência

|ξ|2 ≈ |ξ|2 + |ξ|4,

o que nos leva a concluir que as estimativas na baixa frequência para

esta equação são as mesmas das Proposições 2.1 e 2.2 considerando

α = δ = 1.

Por outro lado, se |ξ| ≥ ε, então

|ξ|4 ≈ |ξ|2 + |ξ|4,

e portanto as estimativas e a regularidade nos dados iniciais para esta

equação na alta frequência são dadas pela Proposição 2.3, com α = 2

e δ = 1. Com isso obtemos os seguintes resultados:
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Teorema 2.3 Se θ ∈
[
0, 12
)
e (u0, u1) ∈ [Hs(Rn)∩L1(Rn)]×[Hr(Rn)∩

L1(Rn)], com r e s especificados em cada caso abaixo, então a solução

do problema (2.25)-(2.26) satisfaz as seguintes estimativas:

(i) Se n > 4θ então para t ≥ 0

||u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4−θ),

com r = n−4θ
2 − 1 e s = n−4θ

2 .

(ii) Se n ≥ 1 então para t ≥ 0

||∇u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4 + 1
2−θ),

com r = n+2−4θ
2 e s = 1 + n+2−4θ

2 ;

||∆u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4 +1−θ),

com r = 1 + n+4−4θ
2 e s = 2 + n+4−4θ

2 ;

||ut(t)|| . {||u1||Hr1∩L1 + ||u0||Hs1∩L1} (1 + t)−
n
4θ ,

se n = 1 e θ ∈
[
1
4 ,

1
2

)
, com r1 = (1−θ)n

2θ , s1 = 1 + (1−θ)n
2θ ;

||ut(t)|| . {||u1||Hr2∩L1 + ||u0||Hs2∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4−θ)−1,
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se n ≥ 2 ou θ ∈
[
0, 14
)
, com r2 = n−8θ+4

2 e s2 = 1 + n−8θ+4
2 ;

||∇ut(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1

1−θ (n4 + 1
2−θ)−1,

com r = 1 + n−8θ+6
2 e s = 2 + n−8θ+6

2 .

Teorema 2.4 Se θ ∈
[
1
2 , 1
]
e (u0, u1) ∈ [Hs(Rn)∩L1(Rn)]×[Hr(Rn)∩

L1(Rn)], com r e s definidos em cada caso, valem as seguintes estima-

tivas:

(i) Se n > 2 então para t ≥ 0

||u(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4−

1
2 ),

com r = −1 e s = 0 no caso θ = 1, e com r = (1−θ)(n−2)
2θ − 1 e

s = (1−θ)(n−2)
2θ no caso θ < 1.

(ii) Se n ≥ 1 então para t ≥ 0

||∇u(t)||+ ||ut(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
n
4θ ,

com r = 0 e s = 1 no caso θ = 1, e com r = (1−θ)n
2θ e s = 1 + (1−θ)n

2θ

no caso θ < 1;

||∆u(t)||+ ||∇ut(t)|| . {||u1||Hr∩L1 + ||u0||Hs∩L1} (1 + t)−
1
θ (n4 + 1

2 ),

com r = 1 e s = 2 no caso θ = 1, e com r = 1 + (1−θ)(n+2)
2θ e s =

2 + (1−θ)(n+2)
2θ no caso θ < 1.
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Capítulo 3

Outras Estimativas para

as Soluções do Problema

Linear

Neste capítulo vamos encontrar outras estimativas de decaimento

para a solução do problema linear usando resultados obtidos no capítulo

anterior.

No Capítulo 2, considerando α, δ ∈ [0, 2] e θ ∈ [0, α], encontramos

estimativas para a norma L2 de u e ut e de suas derivadas. Na próxima

seção vamos obter resultados para as seguintes normas: ||u(t)||Lq(Rn),

||ut(t)||Lq(Rn) (q ∈ [2,+∞]), ||u(t)||Ḣs1 (Rn) e ||ut(t)||Ḣs1 (Rn) para o caso
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de autovalores complexos na região de alta frequência, autovalores reais

na região de baixa frequência e para o caso em que o problema possui

a propriedade da perda de regularidade. Esses casos correspondem as

restrições: α − 2θ > 0 e θ < δ. Resultados para os outros casos

poderiam ser obtidos de maneira completamente análoga.

Antes de provarmos os resultados principais deste capítulo, vamos

obter limitações pontuais para |∂kt û(t, ξ)| com t > 0 e ξ ∈ Rn nas

regiões de alta e baixa frequência.

Região de alta frequência: Caso α − 2θ + δ ≥ 0: autovalores

complexos

Para |ξ| ≥M com M > 1 temos

|ξ|2(α−2θ)
(
1 + |ξ|2δ

)
= |ξ|2(α−2θ) + |ξ|2(α−2θ+δ) > 1 ≥ 1

4

e portanto os autovalores são complexos, dados por

λ± =
|ξ|2θ

2(1 + |ξ|2δ)

(
−1± i

√
4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1

)
.

O lema abaixo nos dá informações sobre o comportamento dos autova-

lores.
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Lema 3.1 Se |ξ| ≥M então:

(i) |λ±| ≈ |ξ|α−δ;

(ii) |λ+ − λ−| ≈ |ξ|α−δ;

(iii) |eλ±t| . e−
1
4 |ξ|

2(θ−δ)t, para todo t ≥ 0.

Demonstração.

(i) Segue diretamente de

|λ±|2 =
|ξ|4θ

(
1 + 4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1

)
4(1 + |ξ|2δ)2

=
|ξ|2α

1 + |ξ|2δ
≤ |ξ|2(α−δ)

e

|λ±|2 =
|ξ|2α

1 + |ξ|2δ
≥ |ξ|2α

M−2δ|ξ|2δ + |ξ|2δ
& |ξ|2(α−δ).

(ii) Notemos que

|λ+ − λ−|2 =

∣∣∣∣∣2i|ξ|2θ
√

4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1

2(1 + |ξ|2δ)

∣∣∣∣∣
2

=
|ξ|4θ(4|ξ|2(α−2θ)(1 + |ξ|2δ)− 1)

(1 + |ξ|2δ)2

=
4|ξ|2α

1 + |ξ|2δ
− |ξ|4θ

(1 + |ξ|2δ)2
.

De |ξ|2δ ≤ 1 + |ξ|2δ ≤ 2|ξ|2δ, por um lado temos

|λ+ − λ−|2 ≤
4|ξ|2α

1 + |ξ|2δ
≤ 4|ξ|2(α−δ)
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e, por outro, usando que 2α− 2δ ≥ 4θ − 4δ tem-se

|λ+ − λ−|2 ≥
4|ξ|2α

2|ξ|2δ
− |ξ|

4θ

|ξ|4δ
= 2|ξ|2(α−δ) − |ξ|4(θ−δ) ≥ |ξ|2(α−δ).

(iii) Como <(λ±) = − |ξ|2θ
2(1+|ξ|2δ) ≤ −

1
4 |ξ|

2(θ−δ) segue que

|eλ±t| ≤ e<(λ±)t ≤ e− 1
4 |ξ|

2(θ−δ)t,

para todo t ≥ 0.

Proposição 3.1 Seja k ∈ N. Para todo |ξ| ≥M e t ≥ 0 temos

|∂kt û(t, ξ)| . |ξ|k(α−δ)e− 1
4 |ξ|

2(θ−δ)t(|û0(ξ)|+ |ξ|−(α−δ)|û1(ξ)|).

Demonstração.

Usando (6)-(7) temos

|∂kt û(t, ξ)| ≤ |∂kt K̂0(t, ξ)| |û0(ξ)|+ |∂kt K̂1(t, ξ)| |û1(ξ)|

=
|∂kt (λ+e

λ−t − λ−eλ+t)|
|λ+ − λ−|

|û0(ξ)|

+
|∂kt (eλ+t − eλ−t)|
|λ+ − λ−|

|û1(ξ)|. (3.1)
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Pelo Lema 3.1 segue que

|∂kt (λ+e
λ−t − λ−eλ+t)|
|λ+ − λ−|

=
|λ+(λ−)keλ−t − λ−(λ+)keλ+t|

|λ+ − λ−|

≤ |λ+||λ−|keλ−t + |λ−||λ+|keλ+t

|λ+ − λ−|

. |ξ|k(α−δ)e− 1
4 |ξ|

2(θ−δ)t

e

|∂kt (eλ+t − eλ−t)|
|λ+ − λ−|

=
|(λ+)keλ+t − (λ−)keλ−t|

|λ+ − λ−|

≤ |λ+|keλ+t + |λ−|keλ−t

|λ+ − λ−|

. |ξ|k(α−δ)−(α−δ)e− 1
4 |ξ|

2(θ−δ)t.

Usando as duas últimas desigualdades em (3.1), segue o resultado.

Região de baixa frequência: Caso α > 2θ: autovalores reais

Usando as estimativas que aparecem na demonstração do Lema 2.3

obtemos

|û(t, ξ)| . e−|ξ|
2(α−θ)t

(
|û0(ξ)|+ |ξ|−2θ|û1(ξ)|

)
(3.2)
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e

|ût(t, ξ)| . |ξ|2(α−θ)e−|ξ|
2(α−θ)t|û0(ξ)|

+
(
|ξ|2(α−2θ)e−|ξ|

2(α−θ)t + e−C|ξ|
2θt
)
|û1(ξ)| (3.3)

para todo |ξ| ≤M , com C = 1
4

(
1 + 1√

2

)
.

3.1 Estimativas para outras normas de u

Na prova da próxima proposição vamos usar os seguintes lemas:

Lema 3.2 Se κ > 0, a > 0 e β ∈ R, então

e−κ|ξ|
βt . t−a|ξ|−βa, ∀ t > 0, ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.

Lema 3.3 Sejam M > 1, κ > 0, n ∈ N, l ≥ 1 e β, σ ∈ R com β 6= 0

satisfazendo

n− σl > 0, se β > 0,

n− σl < 0, se β < 0.

Para todo t ≥ 0 temos

|| |ξ|−σe−κ|ξ|
βt||Ll(|ξ|≥M) . (1 + t)−

n−σl
βl .

Demonstração.
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Notemos que

|| |ξ|−σe−κ|ξ|
βt||Ll(|ξ|≥M) =

(∫
|ξ|≥M

|ξ|−σle−κl|ξ|
βtdξ

) 1
l

=

(∫ ∞
M

∫
|ξ|=r

|ξ|−σle−κl|ξ|
βtdSξdr

) 1
l

=

(∫ ∞
M

r−σle−κlr
βt

(∫
|ξ|=r

dSξ

)
dr

) 1
l

=

(∫ ∞
M

r−σle−κlr
βt
(
wnr

n−1) dr) 1
l

=

(
wn

∫ ∞
M

rn−σl−1e−κl(t
1
β r)βdr

) 1
l

=: (wnI(t))
1
l (3.4)

onde wn > 0 é uma constante que depende somente de n.

Consideremos β > 0. Fazendo a substituição s = t
1
β r, temos

I(t) =

∫ ∞
t
1
βM

(
s

t
1
β

)n−σl−1
e−κls

β 1

t
1
β

ds

≤
∫ ∞
0

sn−σl−1e−κls
β

t−
n−σl
β ds

= t−
n−σl
β

∫ ∞
0

sn−σl−1e−κls
β

ds. (3.5)

Note que
∫∞
0
sn−σl−1e−κls

β

ds < +∞ se n−σl > 0. De fato, temos

∫ ∞
0

sn−σl−1e−κls
β

ds =

∫ ∞
0

sn−σl+1e−κls
β

s−2ds.

Como lims→∞ sn−σl+1e−κls
β

= 0, existe s0 > 0 tal que se s ≥ s0
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então sn−σl+1e−κls
β

< 1. Além disso, é claro que e−κls
β ≤ 1 se s ≥ 0.

Assim podemos escrever

∫ ∞
0

sn−σl+1e−κls
β

s−2ds

=

∫ s0

0

sn−σl−1e−κls
β

ds+

∫ ∞
s0

sn−σl+1e−κls
β

s−2ds

≤
∫ s0

0

sn−σl−1ds+

∫ ∞
s0

s−2ds

< +∞,

pois ∫ s0

0

sn−σl−1ds =
sn−σl

n− σl

∣∣∣∣s0
0

=
sn−σl0

n− σl

e ∫ ∞
s0

s−2ds = lim
z→+∞

∫ z

s0

s−2ds = lim
z→+∞

[
−1

z
+

1

s0

]
=

1

s0
.

Considerando a conclusão acima em (3.5) e (3.4), tem-se que

|| |ξ|−σe−κ|ξ|
βt||Ll(|ξ|≥M) . t−

n−σl
βl . (1 + t)−

n−σl
βl ,

se β > 0 e n− σl > 0.
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Agora voltemos à (3.4), com o caso β < 0. Fazendo a substituição

s = t−
1
β r−1, temos

I(t) =

∫ ∞
M

rn−σl−1e−κl(t
− 1
β r−1)−βdr

=

∫ 0

t
− 1
β

M

(
t−

1
β s−1

)n−σl−1
e−κls

−β
(
−t−

1
β s−2

)
ds

≤
∫ ∞
0

s−n+σl−1e−κls
−β
t−

n−σl
β ds

= t−
n−σl
β

∫ ∞
0

s−n+σl−1e−κls
−β
ds.

De modo análogo ao caso anterior, prova-se que n− σl < 0 implica

em
∫∞
0
s−n+σl−1e−κls

−β
ds < +∞.

Substituindo em (3.4), para n− σl < 0 e β < 0, temos:

|| |ξ|−σe−κ|ξ|
βt||Ll(|ξ|≥M) . (1 + t)−

n−σl
βl .

Na proposição abaixo as taxas e as condições para o caso q = +∞

corresponde ao limite do quociente quando q tende ao infinito.

Proposição 3.2 Se α − 2θ > 0, θ < δ, u0 ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn) e

u1 ∈ Hr(Rn)∩L1(Rn) com s e r reais positivos satisfazendo r = s+δ−α

então:

(i) Se q ∈ [2,+∞] e n > 2θq
q−1 e n < 2sq

q−2 (caso q > 2) então u ∈
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Lq(Rn) e satisfaz

||u(t)||Lq(Rn) . ||u0||L1(1 + t)−
n(q−1)
2(α−θ)q

+||u1||L1(1 + t)−
n(q−1)
2(α−θ)q+

θ
α−θ

+{||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)
s

2(θ−δ)−
n

2(θ−δ) (
1
2−

1
q ).

(ii) Se q ∈ [2,+∞] e n < 2rq
q−2 (caso q > 2) então ut ∈ Lq(Rn) e, para

θ > 0 tem-se

||ut(t)||Lq(Rn) . ||u0||L1(1 + t)−
n(q−1)
2(α−θ)q−1

+||u1||L1

{
(1 + t)−

n(q−1)
2(α−θ)q+

θ
α−θ−1 + (1 + t)−

n(q−1)
2θq

}
+{||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)

r
2(θ−δ)−

n
2(θ−δ) (

1
2−

1
q ).

Se θ = 0 então

||ut(t)||Lq(Rn) . {||u0||L1 + ||u1||L1} (1 + t)−
n(q−1)

2αq −1

+{||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)−
r
2δ+

n
2δ (

1
2−

1
q ).

Demonstração.
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(i) Seja q ∈ [2,+∞] e q′ seu conjugado. Por Hausdorff-Young, temos

||u(t)||Lq(Rn) . ||û(t)||Lq′ (Rn)

. ||û(t)||Lq′ (|ξ|<M) + ||û(t)||Lq′ (|ξ|≥M)

=: J1 + J2. (3.6)

Na região de baixa frequência usamos (3.2) (pois α − 2θ > 0) e o

Lema 2.1, obtendo

J1 . || e−|ξ|
2(α−θ)t|û0| ||Lq′ (|ξ|<M) + || |ξ|−2θe−|ξ|

2(α−θ)t|û1| ||Lq′ (|ξ|<M)

. ||u0||L1

(∫
|ξ|<M

e−q
′|ξ|2(α−θ)tdξ

) 1
q′

+||u1||L1

(∫
|ξ|<M

|ξ|−2θq
′
e−q

′|ξ|2(α−θ)tdξ

) 1
q′

. ||u0||L1(1 + t)
− n

2(α−θ)q′ + ||u1||L1(1 + t)
− n−2θq′

2(α−θ)q′

= ||u0||L1(1 + t)−
n(q−1)
2(α−θ)q + ||u1||L1(1 + t)−

n(q−1)
2(α−θ)q+

θ
α−θ (3.7)

desde que 2θq′ < n.

Por outro lado, na região de alta frequência, usamos a Proposição

3.1, obtendo

J2 .

(∫
|ξ|≥M

|ξ|−σe−
q′
4 |ξ|

2(θ−δ)t|ξ|σ
(
|û0(ξ)|+ |ξ|δ−α|û1(ξ)|

)q′
dξ

) 1
q′
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Caso q = 2, escolhemos σ = 2s e assim, pelo Lema 3.2, temos

J2 .

(∫
|ξ|≥M

|ξ|−2se− 1
2 |ξ|

2(θ−δ)t
(
|ξ|s|û0(ξ)|+ |ξ|s+δ−α|û1(ξ)|

)2
dξ

) 1
2

. {||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)
s

2(θ−δ) . (3.8)

Agora, se q > 2, usamos Hölder com 1
l + 1

l′ = 1:

J2 .

(∫
|ξ|≥M

|ξ|−σle−
lq′
4 |ξ|

2(θ−δ)tdξ

) 1
lq′

(∫
|ξ|≥M

|ξ|σl
′ (
|û0(ξ)|+ |ξ|δ−α|û1(ξ)|

)l′q′
dξ

) 1
l′q′

.

Escolhemos 2s = σl′ e q′l′ = 2 e, no Lema 3.3, β = 2(θ − δ) < 0,

κ = q′

4 . Logo

(∫
|ξ|≥M

|ξ|−σle−
lq′
4 |ξ|

2(θ−δ)tdξ

) 1
lq′

. (1 + t)
−n−σl
βlq′

para n < σl.

Portanto, se n < 2sq
q−2 , temos

J2 . (1 + t)
s

2(θ−δ)−
n

2(θ−δ) (
1
2−

1
q )

(∫
|ξ|≥M

(
|ξ|s|û0(ξ)|+ |ξ|s+δ−α|û1(ξ)|

)2
dξ

) 1
2

. {||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)
s

2(θ−δ)−
n

2(θ−δ) (
1
2−

1
q ), (3.9)
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com r = s+ δ − α, já que

σl − n
2(θ − δ)lq′

=
1

q′

(
σ

2(θ − δ)
− n

2(θ − δ)l

)
=

1

q′

(
2s

2(θ − δ)l′

)
− 1

q′

(
n

2(θ − δ)

)(
1− 1

l′

)
=

s

2(θ − δ)
− n

2(θ − δ)

(
1

q′
− 1

q′l′

)
=

s

2(θ − δ)
− n

2(θ − δ)

(
1

2
− 1

q

)
.

Substituindo (3.7), (3.8) e (3.9) em (3.6) segue o resultado.

(ii) A demonstração é análoga a do item (i). Por Hausdorff-Young,

||ut(t)||Lq(Rn) . ||ût(t)||Lq′ (Rn)

. ||ût(t)||Lq′ (|ξ|<M) + ||ût(t)||Lq′ (|ξ|≥M)

=: G1 +G2. (3.10)

Para estimar G1 usamos (3.3) e o Lema 2.1, obtendo

G1 . || |ξ|2(α−θ)e−|ξ|
2(α−θ)t|û0| ||Lq′ (|ξ|<M)

+
∣∣∣∣∣∣ (|ξ|2(α−2θ)e−|ξ|2(α−θ)t + e−C|ξ|

2θt
)
|û1|

∣∣∣∣∣∣
Lq′ (|ξ|<M)

. ||u0||L1(1 + t)
−n+2(α−θ)q′

2(α−θ)q′

+||u1||L1

{
(1 + t)

−n+2(α−2θ)q′

2(α−θ)q′ + (1 + t)
− n

2θq′

}
= ||u0||L1(1 + t)−

n(q−1)
2(α−θ)q−1

+||u1||L1

{
(1 + t)−

n(q−1)
2(α−θ)q+

θ
α−θ−1 + (1 + t)−

n(q−1)
2θq

}
(3.11)
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para θ > 0. O caso θ = 0 é imediato.

Finalmente, para estimar G2, usa-se argumentos análogos aos da

estimativa de J2, no item anterior, através da Proposição 3.1 e do Lema

3.3. Concluímos que

G2 . (1 + t)
r

2(θ−δ)−
n

2(θ−δ) (
1
2−

1
q )

(∫
|ξ|≥M

(
|ξ|r+α−δ|û0(ξ)|+ |ξ|r|û1(ξ)|

)2
dξ

) 1
2

. {||u0||Hs + ||u1||Hr}(1 + t)
r

2(θ−δ)−
n

2(θ−δ) (
1
2−

1
q ), (3.12)

com s = r + α− δ e n < 2rq
q−2 (no caso q > 2).

Para obter o resultado basta substituir (3.11)-(3.12) em (3.10).

Proposição 3.3 Sejam s1 e s2 números reais positivos tal que s2 > s1.

Então:

(i) Se n+ 2s1 > 4θ, u0 ∈ Hs2(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ Hs2+δ−α(Rn) ∩

L1(Rn) então u ∈ Ḣs1(Rn) e satisfaz

||u(t)||Ḣs1 (Rn) . ||u0||L1(1 + t)−
n+2s1
4(α−θ) + ||u1||L1(1 + t)−

n+2s1−4θ

4(α−θ)

+ {||u0||Ḣs2 + ||u1||Ḣs2+δ−α} (1 + t)−
s1−s2
2(θ−δ) .
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(ii) Se u0 ∈ Hs2+α−δ(Rn) ∩L1(Rn) e u1 ∈ Hs2(Rn) ∩L1(Rn) então,

para θ > 0, ut ∈ Ḣs1(Rn) e satisfaz

||ut(t)||Ḣs1 (Rn) . ||u0||L1(1 + t)−
n+2s1
4(α−θ)−1

+||u1||L1

{
(1 + t)−

n+2s1−4θ

4(α−θ) −1 + (1 + t)−
n+2s1

4θ

}
+ {||u0||Ḣs2+α−δ + ||u1||Ḣs2} (1 + t)−

s1−s2
2(θ−δ) .

Se θ = 0 então ut ∈ Ḣs1(Rn) e satisfaz

||ut(t)||Ḣs1 (Rn) . {||u0||L1 + ||u1||L1} (1 + t)−
n+2s1

4α −1

+ {||u0||Ḣs2+α−δ + ||u1||Ḣs2 } (1 + t)−
s2−s1

2δ .

Demonstração.

(i) Notemos que

||u(t)||2
Ḣs1

=

∫
Rn
|ξ|2s1 |û(t)|2dξ

≤
∫
|ξ|<M

|ξ|2s1 |û(t)|2dξ +

∫
|ξ|≥M

|ξ|2s1 |û(t)|2dξ.

A estimativa segue das duas desigualdades abaixo:
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Se n+ 2s1 > 4θ, a estimativa (3.2) e o Lema (2.1) implicam em

∫
|ξ|<M

|ξ|2s1 |û(t)|2dξ .
∫
|ξ|<M

|ξ|2s1e−2|ξ|
2(α−θ)t|û0(ξ)|2dξ

+

∫
|ξ|<M

|ξ|2s1−4θe−2|ξ|
2(α−θ)t|û1(ξ)|2dξ

. ||u0||2L1(1 + t)−
n+2s1
2(α−θ)

+||u1||2L1(1 + t)−
n+2s1−4θ

2(α−θ) .

E, por outro lado, a Proposição 3.1 e o Lema 3.2 nos dão, para

s2 > s1

∫
|ξ|≥M

|ξ|2s1 |û(t)|2dξ

.
∫
|ξ|≥M

|ξ|2s1−2s2e− 1
2 |ξ|

2(θ−δ)t|ξ|2s2
(
|û0(ξ)|2 + |ξ|2(δ−α)|û1(ξ)|2

)
dξ

.
∫
|ξ|≥M

(1 + t)−
s1−s2
θ−δ |ξ|2s2(|û0(ξ)|2 + |ξ|2(δ−α)|û1(ξ)|2)dξ

.
{
||u0||2Ḣs2 + ||u1||2Ḣs2+δ−α

}
(1 + t)−

s1−s2
θ−δ .

(ii) A demonstração é análoga ao item (i) e segue das estimativas

abaixo.
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De (3.3) e do Lema 2.1 temos

∫
|ξ|<M

|ξ|2s1 |ût(t)|2dξ

.
∫
|ξ|<M

|ξ|2s1+4(α−θ)e−2|ξ|
2(α−θ)t|û0(ξ)|2dξ

+

∫
|ξ|<M

(
|ξ|2s1+4(α−2θ)e−2|ξ|

2(α−θ)t + |ξ|2s1e−2C|ξ|
2θt
)
|û1(ξ)|2dξ

. ||u0||2L1(1 + t)−
n+2s1
2(α−θ)−2

+||u1||2L1

{
(1 + t)−

n+2s1−4θ

2(α−θ) −2 + (1 + t)−
n+2s1

2θ

}

para θ > 0. O caso θ = 0 é imediato.

Da Proposição 3.1 e do Lema 3.2 temos

∫
|ξ|≥M

|ξ|2s1 |ût(t)|2dξ

.
∫
|ξ|≥M

|ξ|2s1−2s2e− 1
2 |ξ|

2(θ−δ)t|ξ|2s2
(
|ξ|α−δ|û0(ξ)|+ |û1(ξ)|

)2
dξ

.
∫
|ξ|≥M

(1 + t)−
s1−s2
θ−δ |ξ|2s2

(
|ξ|2(α−δ)|û0(ξ)|2 + |û1(ξ)|2

)
dξ

.
{
||u0||2Ḣs2+α−δ + ||u1||2Ḣs2

}
(1 + t)−

s1−s2
θ−δ ,

para s2 > s1.

3.2 Caso particular

Tendo em vista o caso considerado no estudo do problema semi-

linear, vamos obter estimativas de decaimento para uma regularidade
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particular nos dados iniciais. Observe que assumimos a condição δ ≤

α− 1 para que ∂3xu ∈ L2(Rn) (ver (3.13)).

O próximo lema é uma consequência imediata dos resultados da

seção anterior.

Lema 3.4 Sejam n > 4θ, α > 2θ, θ < δ, δ ≤ α−1, u0 ∈ H2+α−δ(Rn)∩

L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn). Denotando

E1(u0, u1) = {||u0||H2+α−δ∩L1 + ||u1||H2∩L1},

a solução u do problema linear (4) satisfaz u ∈ H2+α−δ(Rn), ut ∈

H2(Rn) e as seguintes estimativas:

||∂kxu(t)|| . E1(u0, u1)(1 + t)−min{ 1
α−θ (n4 + k

2−θ),
2−k+α−δ

2(δ−θ) }, (3.13)

||u(t)||H2+α−δ . E1(u0, u1), (3.14)

para k ∈ {0, 1, 2, 3};

||∂kxut(t)|| . E1(u0, u1)(1 + t)−min{ 1
α−θ (n4 + k

2−θ)−1,
2−k

2(δ−θ)}, (3.15)

||∂2xut(t)|| . E1(u0, u1), (3.16)

||ut(t)||L∞ . E1(u0, u1)(1 + t)−min{ 1
α−θ (n2−θ)−1,

4−n
4(δ−θ)}, (3.17)

onde k ∈ {0, 1} e, para (3.17), n < 4.

Demonstração.
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As estimativas para ||u(t)||, ||ut(t)|| e ||ut(t)||L∞ seguem direta-

mente da Proposição 3.2 (com q = 2 nos dois primeiros e q = +∞ no

terceiro, s = 2 + α− δ e r = 2) e das relações abaixo:

• A hipótese n > 4θ garante que

n

4θ
≥ n− 4θ

4(α− θ)
+ 1, (3.18)

pois esta desigualdade vale se e somente se

n(α− θ) ≥ θ(n− 4θ) + 4θα− 4θ2,

ou seja, n(α− 2θ) ≥ 4θ(α− 2θ).

• A condição n > 4θ ≥ 2θ garante que

n

2θ
≥ n− 2θ + 2(α− θ)

2(α− θ)
.

As estimativas para ||∂kxu(t)|| (k = 1, 2, 3) e ||u(t)||H2+α−δ seguem

da Proposição 3.3, item (i) com s2 = 2 + α − δ e, para ||∂kxut(t)||

(k = 1, 2), do item (ii) da mesma proposição, com s2 = 2 e do fato que

n+ 2s1 > 4θ implica na desigualdade n+2s1
4θ ≥ n+2s1−4θ

4(α−θ) + 1 (de forma

análoga ao feito acima).
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Observação 3.1 A seguir estão algumas conclusões tiradas a partir do

lema acima para o caso particular n = 3 e assumindo em alguns itens

condições adicionais.

• Notamos que a desigualdade 3−4θ
4(α−θ) <

2+α−δ
2(δ−θ) é equivalente a

3δ + 4θ2 + θ + 2αθ + 2αδ < 4α+ 2α2 + 6θδ,

que vale pois a hipótese δ ≤ α−1 implica em 3δ+2αδ ≤ α−3+2α2

e pois 3 > 4θ garante que 4θ2 + 2αθ < 3θ + 3
2α. Usando (3.13)

(k = 0) concluímos que

||u(t)|| . {||u0||L1+||u1||L1+||u0||H2+α−δ+||u1||H2}(1+t)−
1

α−θ ( 3
4−θ).

• A desigualdade 5−4θ
4(α−θ) <

1+α−δ
2(δ−θ) é equivalente a

5δ + 4θ2 + 2αθ + 2αδ ≤ 2α+ 3θ + 6δθ + 2α2

e esta desigualdade vale pois 5δ+2αδ ≤ 3α−5+2α2 e 4θ2+2αθ <

3θ + 3
2α. Portanto, de (3.13) (k = 1), temos

||∂xu(t)|| . {||u0||L1 +||u1||L1 +||u0||H2+α−δ+||u1||H2}(1+t)−
1

α−θ ( 5
4−θ).

• Se δ − θ ≥ 5
14 , a desigualdade 9−4θ

4(α−θ) ≥
α−δ−1
2(δ−θ) é verdadeira. De
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fato, basta ver que 9− 4θ ≥ 28(α−θ)(α−δ−1)
5 , ou seja,

45 + 28αδ + 28αθ + 28α ≥ 28α2 + 28δθ + 48θ

pois 28αδ ≥ 28αθ + 10α, 56αθ ≥ 56δθ + 56θ e 45 + 38α ≥ 28α2.

Segue de (3.13) (k = 3) que

||∂3xu(t)|| . {||u0||L1+||u1||L1+||u0||H2+α−δ+||u1||H2}(1+t)−
α−δ−1
2(δ−θ) .

• Se δ − θ ≥ 5
14 , sempre vale 5−4θ

4(α−θ) + 1 ≥ 1
2(δ−θ) . De fato, a

desigualdade acima vale se e somente se 5 + 4α − 8θ ≥ 2(α−θ)
δ−θ .

Como 2
δ−θ ≤

28
5 tem-se θ ≤ 9

14 logo

2(α− θ)
δ − θ

+ 8θ ≤ 28

5
α+

12

5
θ ≤ 28

5
α+

54

35
≤ 4α+ 5.

Assim (3.15) (k = 1) garante que

||∂xut(t)|| . {||u0||L1 + ||u1||L1 + ||u0||H2+α−δ + ||u1||H2}(1 + t)−
1

2(δ−θ) .

• Usando a desigualdade 1
2(δ−θ) ≤

5−4θ
4(α−θ) + 1 provada no item an-

terior, concluímos que 1
4(δ−θ) ≤

5−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 3−2θ

2(α−θ) + 1. Usando

(3.17), o único caso possível é

||ut(t)||L∞ . {||u0||L1 + ||u1||L1 + ||u0||H2+α−δ + ||u1||H2}(1 + t)−
1

4(δ−θ) .
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Capítulo 4

Problema Semilinear

Neste capítulo vamos estudar o problema semilinear

utt(t, x) + (−∆)δutt(t, x) + (−∆)αu(t, x) + (−∆)θut(t, x) = f(ut(t, x))

(4.1)

t ≥ 0, x ∈ R3, com dados iniciais

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x). (4.2)

A função f é dada por f(v) = C|v|p com C ∈ R constante e p ≥ 3.

Como visto nos capítulos anteriores, as taxas de decaimento do

problema linear dependem das condições assumidas para α, δ e θ, da

dimensão e da regularidade dos dados iniciais. Com isso a forma como

o problema semilinear será tratado depende das condições assumidas.
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Com o propósito de não tornar este trabalho excessivamente extenso,

vamos assumir neste capítulo as seguintes condições: n = 3, 0 ≤ 2θ <

α ≤ 2, δ ≤ α − 1, δ − θ ≥ 5
14 , u0 ∈ H2+α−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈

H2(Rn) ∩ L1(Rn).

Consideremos as normas abaixo:

||u||X =

1∑
k=0

sup
t≥0

(1 + t)
1

α−θ ( 3
4+

k
2−θ)||∂kxu(t)||+ sup

t≥0
(1 + t)τ ||∂2xu(t)||

+ sup
t≥0

(1 + t)
α−δ−1
2(δ−θ) ||∂3xu(t)||+ sup

t≥0
||∂2+α−δx u(t)||, (4.3)

onde

τ = min

{
α− δ

2(δ − θ)
,

7− 4θ

4(α− θ)

}
; (4.4)

||v||Y = sup
t≥0

(1 + t)ψ||v(t)||+ sup
t≥0

(1 + t)
1

2(δ−θ) ||∂xv(t)||

+ sup
t≥0
||∂2xv(t)||+ sup

t≥0
(1 + t)

1
4(δ−θ) ||v(t)||L∞ , (4.5)

onde

ψ = min

{
1

δ − θ
,

3− 4θ

4(α− θ)
+ 1

}
. (4.6)

Assim podemos definir os espaços de Banach X e Y abaixo:

X =
{
u ∈ C0([0,+∞);H2+α−δ(Rn)) ; ||u||X < +∞

}
,

Y =
{
v ∈ C0([0,+∞);H2(Rn)) ; ||v||Y < +∞

}
.
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Lema 4.1 Sejam γ ∈ (0, 1) e φ ∈ H1(Rn). Então

||∂γxφ|| ≤ ||φ||1−γ ||∂xφ||γ .

Demonstração.

Pela desigualdade de Plancherel e pela desigualdade de Hölder, te-

mos, para p > 1:

||∂γxφ||2 =

∫
Rn
|ξ|2γ |φ̂(ξ)| dξ

=

∫
Rn
|ξ|2γ |φ̂(ξ)|

2
p |φ̂(ξ)|

2(p−1)
p dξ

≤
(∫

Rn
|φ̂(ξ)|2 dξ

) 1
p
(∫

Rn
|ξ|

2γp
p−1 |φ̂(ξ)|2 dξ

) p−1
p

.

Escolhendo p = 1
1−γ temos p−1

p = γ e o resultado segue.

Devido a potência ψ = min
{

1
δ−θ ,

3−4θ
4(α−θ) + 1

}
que aparece na norma

Y , no próximo resultado precisaremos considerar duas possibilidades.

Lema 4.2 A função dada por f(s) = C|s|p, com C ∈ R constante e

p ≥ 3, satisfaz as seguintes desigualdades, para todo v, w ∈ Y :

(i) Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, então

||∂kxf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p+6−2k
4(δ−θ) , k ∈ {0, 1, 2};
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e se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||f(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
2(α−θ) ,

||∂kxf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p+2−2k
4(δ−θ) −

3+4α−8θ
4(α−θ) , k ∈ {1, 2}.

(ii) Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, temos

||∂kxf(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ) , k ∈ [0, 2];

e, se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||∂kxf(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p−1+2k
4(δ−θ) −(1−k)

3+4α−8θ
4(α−θ) , k ∈ [0, 1]

||∂kxf(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ) , k ∈ [1, 2].

(iii) Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, então

||f(v)− f(w)||L1 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p+6

4(δ−θ) ;

e se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||f(v)− f(w)||L1 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
2(α−θ) .
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(iv) Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, temos

||∂kxf(v)− ∂kxf(w)|| . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ)

para k ∈ [0, 2]. Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||∂kxf(v)− ∂kxf(w)|| . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−1+2k
4(δ−θ) −(1−k)

3+4α−8θ
4(α−θ) ,

para k ∈ [0, 1] e

||∂kxf(v)− ∂kxf(w)|| . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ) , k ∈ [1, 2].

Aqui usamos a notação ||(v, w)|| = máx {||v||, ||w||} (a notação pode ser

usada para qualquer norma no decorrer do texto).

Demonstração.

Iniciamos notando que

∂xf(v) = ∂x|v(x)|p = p|v(x)|p−2v(x)∂xv(x) (4.7)

e

∂2x|v(x)|p = ∂x(p|v(x)|p−2v(x)∂xv(x))

= p(p− 1)|v(x)|p−2(∂xv(x))2 + p|v(x)|p−2v(x)∂2xv(x).

(4.8)
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(i) Pela definição da norma Y , temos, para k = 0:

||f(v)||L1 = ||v||pLp

≤ ||v||p−2L∞ ||v||
2

. ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−2ψ.

Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, então

||f(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
2
δ−θ

= ||v||pY (1 + t)−
p+6

4(δ−θ) .

Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||f(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3−4θ

2(α−θ)−2

= ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
2(α−θ) .

Para k = 1, usamos (4.7), a desigualdade de Hölder e a norma Y ,

concluindo que

||∂xf(v)||L1 . ||v||p−2L∞ ||v|| ||∂xv||

. ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−ψ−
1

2(δ−θ) .
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Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, então

||∂xf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
1
δ−θ−

1
2(δ−θ)

. ||v||pY (1 + t)−
p+4

4(δ−θ) .

Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ temos

||∂xf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3−4θ

4(α−θ)−1−
1

2(δ−θ)

. ||v||pY (1 + t)−
p

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
4(α−θ) .

E de maneira análoga obtemos a estimativa para k = 2, através de

(4.8) e da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (||∂xv|| . ||∂2xv||
1
2 ||v|| 12 ):

||∂2xf(v)||L1 . ||v||p−2L∞ ||∂xv||
2 + ||v||p−2L∞ ||v|| ||∂

2
xv||

. ||v||p−2L∞ ||v|| ||∂
2
xv||

. ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−ψ.

Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, temos

||∂2xf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
1
δ−θ

= ||v||pY (1 + t)−
p+2

4(δ−θ) .
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Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||∂2xf(v)||L1 . ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3−4θ

4(α−θ)−1

= ||v||pY (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
4(α−θ) .

(ii) Para k = 0 temos

||f(v)|| = || |v|p||

≤ ||v||p−1L∞ ||v||

. ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−ψ.

Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, segue que

||f(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
1
δ−θ

= ||v||pY (1 + t)−
p+3

4(δ−θ) .

Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||f(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
3−4θ

4(α−θ)−1

= ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
3+4α−8θ
4(α−θ) .
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Agora, se k = 1, de (4.7) segue que

||∂xf(v)|| = p|| |v|p−1∂xv||

. ||v||p−1L∞ ||∂xv||

. ||v||pY (1 + t)−
p+1

4(δ−θ) .

Finalmente, para k = 2, usamos (4.8), a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg (||∂xv||L4 . ||∂2xv||
1
2 ||v||

1
2

L∞) e a definição da norma Y ,

obtendo

||∂2xf(v)|| . || |v|p−2(∂xv)2||+ || |v|p−1∂2xv||

. ||v||p−2L∞ ||∂xv||
2
L4 + ||v||p−1L∞ ||∂

2
xv||

. ||v||p−1L∞ ||∂
2
xv||

. ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ) .

Para as derivadas fracionárias, onde k ∈ (0, 1), usamos o Lema 4.1,

de onde segue que

||∂kxf(v)|| ≤ ||f(v)||1−k||∂xf(v)||k

. ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−(1−k)ψ−
k

2(δ−θ) .
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Se 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1, temos

||∂kxf(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
2(1−k)
2(δ−θ)−

k
2(δ−θ)

. ||v||pY (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ) .

Se 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ , então

||∂kxf(v)|| . ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−(1−k)
3−4θ

4(α−θ)−(1−k)−
k

2(δ−θ)

. ||v||pY (1 + t)−
p−1+2k
4(δ−θ) −(1−k)

3+4α−8θ
4(α−θ) .

Analogamente, para k ∈ (1, 2) temos

||∂kxf(v)|| = ||∂k−1x ∂xf(v)||

≤ ||∂xf(v)||2−k||∂2xf(v)||k−1

. ||v||pY (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
2−k

2(δ−θ)

= ||v||pY (1 + t)−
p+3−2k
4(δ−θ) .

(iii) Sejam σ ≥ 1 e ϕ função real satisfazendo |∂sϕ(s)| . |s|σ−1.

Usando a desigualdade do valor médio, temos

|ϕ(a)− ϕ(b)| ≤ C|a− b|(|a|σ−1 + |b|σ−1), ∀ a, b ∈ R. (4.9)
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Escolhendo ϕ(s) = |s|p na desigualdade acima, usando a desigual-

dade de Hölder e a definição da norma Y , podemos escrever

||f(v)− f(w)||L1 . || |v − w|máx {|v|, |w|}p−1||L1

. ||(v, w)||p−2L∞ ||(v, w)|| ||v − w||

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−2

4(δ−θ)−2ψ.

Segue como feito no item (i).

(iv) As taxas são encontradas de forma análoga ao item (ii).

O caso k = 0 segue como no item anterior:

||f(v)− f(w)|| . || |v − w|máx {|v|, |w|}p−1||

≤ ||(v, w)||p−1L∞ ||v − w||

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−ψ.

Para k = 1 primeiramente usamos (4.9) (com ϕ(s) = |s|p−2s e

σ = p− 1) para obter

|∂x(|v(x)|p − |w(x)|p)| = p
∣∣|v(x)|p−2v(x)∂xv(x)− |w(x)|p−2w(x)∂xw(x)

∣∣
. |v(x)|p−1|∂x(v(x)− w(x))|

+|∂xw(x)|
∣∣|v(x)|p−2v(x)− |w(x)|p−2w(x)

∣∣
. |v(x)|p−1|∂x(v(x)− w(x))|

+|∂xw(x)|máx {|v(x)|p−2, |w(x)|p−2}|v(x)− w(x)|.
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Pela desigualdade de Hölder, temos:

||∂x(f(v)− f(w))|| . ||v||p−1L∞ ||∂x(v − w)||+ ||∂xw|| ||(v, w)||p−2L∞ ||v − w||L∞

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−1

4(δ−θ)−
1

2(δ−θ) .

Para k = 2, notemos que

∣∣∂2x(|v(x)|p − |w(x)|p)
∣∣≤p(p− 1)

∣∣|v(x)|p−2(∂xv(x))2 − |w(x)|p−2(∂xw(x))2
∣∣

+p
∣∣|v(x)|p−2v(x)∂2xv(x)− |w(x)|p−2w(x)∂2xw(x)

∣∣
. |v(x)|p−2|(∂xv(x))2 − (∂xw(x))2|

+|∂xw(x)|2
∣∣|v(x)|p−2 − |w(x)|p−2

∣∣
+|v(x)|p−1|∂2xv(x)− ∂2xw(x)|

+|∂2xw(x)|
∣∣|v(x)|p−2v(x)− |w(x)|p−2w(x)

∣∣ .
Usamos novamente (4.9) (uma vez com ϕ(s) = s2, outra com ϕ(s) =

|s|p−2 e outra com ϕ(s) = |s|p−2s) concluindo que

∣∣∂2x(|v(x)|p − |w(x)|p)
∣∣

. |v(x)|p−2 máx {|∂xv(x)|, |∂xw(x)|}|∂x(v(x)− w(x))|

+|∂xw(x)|2 máx {|v(x)|p−3, |w(x)|p−3}|v(x)− w(x)|

+|v(x)|p−1|∂2x(v(x)− w(x))|

+|∂2xw(x)|máx {|v(x)|p−2, |w(x)|p−2}|v(x)− w(x)|.
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Portanto, por Gagliardo-Nirenberg (||∂xv||L4 . ||∂2xv||
1
2 ||v||

1
2

L∞),

||∂2x(f(v)− f(w))||

. ||v||p−2L∞ ||(∂xv, ∂xw)||L4 ||∂x(v − w)||L4

+||∂xw||2L4 ||(v, w)||p−3L∞ ||v − w||L∞ + ||v||p−1L∞ ||∂
2
x(v − w)||

+||∂2xw|| ||(v, w)||p−2L∞ ||v − w||L∞

. ||(v, w)||p−
3
2

L∞ ||v − w||
1
2

L∞ ||(∂
2
xv, ∂

2
xw)|| 12 ||∂2x(v − w)|| 12

+||∂2xw|| ||(v, w)||p−2L∞ ||v − w||L∞ + ||v||p−1L∞ ||∂
2
x(v − w)||

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
p−1

4(δ−θ) .

Os casos k ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) seguem pelo Lema 4.1 de modo análogo

ao feito no item (ii).

Proposição 4.1 Seja |γ| ∈ {0, 1, 2}, q ≥ 0 e (a)+ = máx {0, a}.

(i) Se φ ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn), sendo s = (|γ| − α− δ + (δ − θ)q)+,

temos

||∂γxK1(t) ∗ (I + (−∆)δ)−1φ|| . ||φ||L1(1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)

+||∂sxφ||(1 + t)−
q
2 .
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(ii) Se φ ∈ Hs(Rn)∩L1(Rn), sendo s = (|γ| − 2δ+ (δ− θ)q)+, temos

||∂γx∂tK1(t) ∗ (I + (−∆)δ)−1φ|| . ||φ||L1(1 + t)−
1

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−1

+||∂sxφ||(1 + t)−
q
2 .

Demonstração.

(i) Seja ϕ ∈ Hγ0(Rn) ∩ L1(Rn), com γ0 = (|γ| − α + δ + (δ − θ)q)+.

Temos

||∂γxK1(t) ∗ ϕ||2 ≈
∫
Rn
|ξ|2|γ||K̂1(t)|2|ϕ̂(ξ)|2dξ

≈
∫
|ξ|<ε

|ξ|2|γ||K̂1(t)|2|ϕ̂(ξ)|2dξ

+

∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ||K̂1(t)|2|ϕ̂(ξ)|2dξ

=: I1 + I2.

Usando o Lema 2.3, item (i), estimamos a primeira integral:

I1 . ||ϕ||2L1

∫
|ξ|<ε

|ξ|2|γ||K̂1(t)|2dξ . ||ϕ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ).

Escolhendo u0 = 0 e u1 = ϕ, podemos escrever û(t) = K̂1ϕ̂ e assim,
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usando a Proposição 3.1 e o Lema 3.2, tem-se que

I2 =

∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ||û(t)|2dξ

.
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|
(
|ξ|−2(α−δ)e− 1

2 |ξ|
2(θ−δ)t|ϕ̂(ξ)|2

)
dξ

. (1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|−2(α−δ)+2(δ−θ)q|ϕ̂(ξ)|2dξ

onde q ≥ 0.

Portanto

||∂γxK1(t) ∗ ϕ||2 . ||ϕ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)

+(1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|−2(α−δ)+2(δ−θ)q|ϕ̂(ξ)|2dξ.

Agora, escolhendo ϕ = (I + (−∆)δ)−1φ com φ ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn)

||∂γxK1(t) ∗ (I + (−∆)δ)−1φ||2

. ||(I + (−∆)δ)−1φ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)

+(1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|−2(α−δ)+2(δ−θ)q(1 + |ξ|2δ)−2|φ̂(ξ)|2dξ

. ||(I + (−∆)δ)−1φ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)

+(1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|−2(α−δ)+2(δ−θ)q−4δ|φ̂(ξ)|2dξ

. ||φ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ) + ||∂sxφ||2(1 + t)−q,

com s = (|γ| − α− δ + (δ − θ)q)+.
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(ii) A demonstração é análoga. Para ϕ ∈ Hγ0(Rn) ∩ L1(Rn), com

γ0 = (|γ|+ (δ − θ)q)+, podemos escrever

||∂γx∂tK1(t) ∗ ϕ||2 ≈
∫
|ξ|<ε

|ξ|2|γ||∂tK̂1(t)|2|ϕ̂(ξ)|2dξ

+

∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ||∂tK̂1(t)|2|ϕ̂(ξ)|2dξ

=: J1 + J2,

com

J1 . ||ϕ||2L1

∫
|ξ|<ε

|ξ|2|γ||∂tK̂1(t)|2dξ . ||ϕ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−2

e (escolhendo u0 = 0 e u1 = ϕ)

J2 =

∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ||ût(t)|2dξ

.
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|
(
e−

1
2 |ξ|

2(θ−δ)t|ϕ̂(ξ)|2
)
dξ

. (1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|+2(δ−θ)q|ϕ̂(ξ)|2dξ

onde q ≥ 0.

Portanto

||∂γx∂tK1(t) ∗ ϕ||2 . ||ϕ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−2

+(1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|+2(δ−θ)q|ϕ̂(ξ)|2dξ.
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Escolhemos ϕ = (I + (−∆)δ)−1φ com φ ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn) e

||∂γx∂tK1(t) ∗ (I + (−∆)δ)−1φ||2

. ||(I + (−∆)δ)−1φ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−2

+(1 + t)−q
∫
|ξ|≥ε

|ξ|2|γ|+2(δ−θ)q−4δ|φ̂(ξ)|2dξ

. ||φ||2L1(1 + t)−
2

α−θ (n4 +
|γ|
2 −θ)−2 + ||∂sxφ||2(1 + t)−q,

com s = (|γ| − 2δ + (δ − θ)q)+.

Agora vamos enunciar e provar o resultado que nos dá existência

global e decaimento ótimo para o problema (4.1)-(4.2).

Teorema 4.1 Suponhamos que n = 3, 0 ≤ 2θ < α ≤ 2, δ ≤ α − 1,

δ − θ ≥ 5
14 , u0 ∈ H2+α−δ(Rn) ∩ L1(Rn) e u1 ∈ H2(Rn) ∩ L1(Rn) e

consideramos

E1 = ||u0||H2+α−δ∩L1 + ||u1||H2∩L1 .

Então existe uma constante positiva δ1 tal que se E1 ≤ δ1, o problema

semilinear (4.1)-(4.2) tem uma única solução global u ∈ X tal que

ut ∈ Y . Mais ainda, a solução obtida satisfaz o seguinte decaimento:

||∂kxu(t)|| ≤ CE1(1 + t)−
1

α−θ (n4 + k
2−θ), k ∈ {0, 1}; (4.10)
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||∂2xu(t)|| ≤ CE1(1 + t)−min{ α−δ
2(δ−θ) ,

7−4θ
4(α−θ)}; (4.11)

||∂3xu(t)|| ≤ CE1(1 + t)−
α−δ−1
2(δ−θ) ; (4.12)

||ut(t)|| ≤ CE1(1 + t)−min{ 1
δ−θ ,

3−4θ
4(α−θ)+1}; (4.13)

||∂kxut(t)|| ≤ CE1(1 + t)−
2−k

2(δ−θ) , k ∈ {1, 2}. (4.14)

Evidentemente podemos obter outras estimativas, como por exem-

plo, para os termos que aparecem na energia, usando o teorema acima

e o Lema 4.1.

A prova do Teorema 4.1 depende de algumas estimativas para os

termos não lineares F (v) e Ḟ (v) dados em (10) e (13) respectivamente.

Proposição 4.2 Com as mesmas hipóteses do Teorema 4.1 tem-se

||F (v)||X ≤ C||v||pY (4.15)

para v ∈ Y , com C = C(||v||Y ) constante dependendo de ||v||Y .

Proposição 4.3 Com as mesmas hipóteses do Teorema 4.1 tem-se

||Ḟ (v)− Ḟ (w)||Y ≤ C||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (4.16)

para v, w ∈ Y , com C = C(||(v, w)||Y ) onde ||(v, w)||Y =

máx{||v||Y , ||w||Y }.

Demonstração do Teorema 4.1.
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Vamos provar este resultado utilizando o Teorema da Contração.

Definimos em Y a função

Φ[v](t) = ut(t) + Ḟ (v)(t),

onde ut(t) e Ḟ (v)(t) são dadas por (12) e (13), respectivamente. Nosso

objetivo é encontrar um ponto fixo v para a função Φ e este será uma

solução para a equação (11).

Notemos que (4.5), Lema 3.4 e Observação 3.1 implicam em

||ut||Y = sup
t≥0

(1 + t)min{ 1
δ−θ ,

3−4θ
4(α−θ)+1}||ut(t)||+ sup

t≥0
(1 + t)

1
2(δ−θ) ||∂xut(t)||

+ sup
t≥0
||∂2xut(t)||+ sup

t≥0
(1 + t)

1
4(δ−θ) ||ut(t)||L∞

≤ sup
t≥0

(1 + t)min{ 1
δ−θ ,

3−4θ
4(α−θ)+1}CE1(1 + t)−min{ 1

δ−θ ,
3−4θ

4(α−θ)+1}

+ sup
t≥0

(1 + t)
1

2(δ−θ)CE1(1 + t)−
1

2(δ−θ)

+ sup
t≥0

CE1 + sup
t≥0

(1 + t)
1

4(δ−θ)CE1(1 + t)−
1

4(δ−θ)

≤ C1E1 (4.17)

com C1 > 0 constante.

Consideremos S o subespaço fechado e convexo de Y dado por

S = {v ∈ Y / ||v||Y ≤ 2C1E1}.

Vamos mostrar que Φ : S → S é contração.
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Primeiramente vejamos que esta função está bem definida. Se v ∈ S

então Φ[v] ∈ S pois, usando (4.17) e a Proposição 4.3, temos

||Φ[v]||Y ≤ ||ut||Y + ||Ḟ (v)||Y

≤ C1E1 + C||v||pY

≤ C1E1 + 2pCCp1E
p
1

≤ 2C1E1

desde que E1 ≤ δ1 e que δ1 > 0 satisfaça 2pCCp−11 δp−11 < 1.

A fim de provar que Φ é contração, usamos a Proposição 4.3 e

concluímos que, dados v, w ∈ S, temos

||Φ[v]− Φ[w]||Y = ||Ḟ (v)− Ḟ (w)||Y

≤ C ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y

≤ 2p−1CCp−11 Ep−11 ||v − w||Y

≤ C̃ ||v − w||Y ,

com C̃ = 2p−1CCp−11 Ep−11 ≤ 2pCCp−11 δp−11 < 1.

Portanto Φ é contração e v é ponto fixo de Φ, ou seja, existe v ∈ S

satisfazendo v(t) = ut(t)+ Ḟ (v)(t). Para este v definimos u(t) := u(t)+

F (v)(t) e assim, pelo Lema 3.4, pela Observação 3.1 e pela Proposição

4.2, temos
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||u||X ≤ ||u||X + ||F (v)||X

≤
1∑
k=0

sup
t≥0

(1 + t)
1

α−θ ( 3
4+

k
2−θ)||∂kxu(t)|| (4.18)

+ sup
t≥0

(1 + t)min{ α−δ
2(δ−θ) ,

1
α−θ ( 7

4−θ)}||∂2xu(t)||

+ sup
t≥0

(1 + t)
α−δ−1
2(δ−θ) ||∂3xu(t)||+ sup

t≥0
||∂2+α−δx u(t)||

+C||v||pY

≤ C2E1 + 2pCCp1E
p
1

≤ C0E1. (4.19)

Portanto u ∈ X. Além disso, u satisfaz

ut(t) = ut(t) +
d

dt
F (v)(t) = ut(t) + Ḟ (v)(t),

pois

d

dt
F (v)(t) =

d

dt

∫ t

0

K1(t− s) ∗
(
I + (−∆)δ

)−1
f(v)(s) ds

=

∫ t

0

∂tK1(t− s) ∗
(
I + (−∆)δ

)−1
f(v)(s) ds

+K1(0) ∗
(
I + (−∆)δ

)−1
f(v)

= Ḟ (v).

Ou seja, u ∈ X é solução de (4.1)-(4.2) tal que ut = v ∈ Y , como

queríamos.
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Resta provar, portanto, as Proposições 4.2 e 4.3. A observação

abaixo será útil para este fim.

Observação 4.1 Sejam a, b e τ reais positivos. Vamos identificar as

hipóteses sobre a e b que garantem a estimativa

I(t) :=

∫ t

0

(1 + t− s)−b(1 + s)−ads . (1 + t)−τ .

Notemos que

I(t) =

∫ t
2

0

(1 + t− s)−b(1 + s)−ads+

∫ t

t
2

(1 + t− s)−b(1 + s)−ads

. (1 + t)−b
∫ t

2

0

(1 + s)−ads+ (1 + t)−a
∫ t

t
2

(1 + t− s)−bds

= (1 + t)−b
∫ t

2

0

(1 + s)−ads+ (1 + t)−a
∫ t

2

0

(1 + s)−bds.

É imediato que

∫ t
2

0

(1 + s)−ads .



1, se a > 1

(1 + t)1−a, se a < 1

log(1 + t), se a = 1

e o mesmo vale para b no lugar de a.

Usando a estimativa acima, vejamos o que ocorre em cada caso:
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(i) Caso a > 1:

Temos

I(t) . (1 + t)−b + (1 + t)−a
∫ t

2

0

(1 + s)−bds.

Para b ≥ 0 satisfazendo b < 1 e b ≥ τ , segue que

I(t) . (1 + t)−b + (1 + t)1−a−b . (1 + t)−b . (1 + t)−τ .

Para b = 1, b ≥ τ e a > τ , segue que

I(t) . (1 + t)−b + (1 + t)−a log(1 + t)

. (1 + t)−τ + (1 + t)−a(1 + t)ε

< (1 + t)−τ + (1 + t)−τ+ε

para t suficientemente grande e ε > 0 qualquer. Pela arbitrarie-

dade de ε, I(t) . (1 + t)−τ , para t suficientemente grande.

Para b > 1, b ≥ τ e a ≥ τ temos

I(t) . (1 + t)−b + (1 + t)−a . (1 + t)−τ .
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(ii) Caso a < 1:

Temos

I(t) . (1 + t)1−a−b + (1 + t)−a
∫ t

2

0

(1 + s)−bds.

Para b ≥ 0 satisfazendo b < 1 e b+ a− 1 ≥ τ , segue que

I(t) . (1 + t)1−a−b . (1 + t)−τ .

Para b = 1 e a > τ , segue (para t suficientemente grande)

I(t) . (1 + t)−a + (1 + t)−a log(1 + t)

. (1 + t)−τ + (1 + t)−a(1 + t)ε

< (1 + t)−τ + (1 + t)−τ+ε

com ε > 0 qualquer. Pela arbitrariedade de ε, I(t) . (1 + t)−τ ,

para t suficientemente grande.

Para b > 1 e a ≥ τ temos

I(t) . (1 + t)−a . (1 + t)−τ .
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(iii) Caso a = 1:

Temos (para t suficientemente grande e ε > 0 qualquer)

I(t) . (1 + t)−b log(1 + t) + (1 + t)−1
∫ t

2

0

(1 + s)−bds

. (1 + t)−b+ε + (1 + t)−1
∫ t

2

0

(1 + s)−bds.

Para b ≥ 0 satisfazendo b ≤ 1 e b− ε ≥ τ , segue que

I(t) . (1 + t)−b+ε . (1 + t)−τ ,

para t suficientemente grande.

Para b > 1 = a ≥ τ temos

I(t) . (1 + t)−b+ε + (1 + t)−b < (1 + t)−τ+ε + (1 + t)−τ .

Pela arbitrariedade de ε, I(t) . (1 + t)−τ , para t suficientemente

grande.
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Demonstração da Proposição 4.2.

Seja v ∈ Y . Queremos provar as seguintes estimativas:

||F (v)(t)|| ≤ C||v||pY (1 + t)−
3−4θ

4(α−θ) , (4.20)

||∂xF (v)(t)|| ≤ C||v||pY (1 + t)−
5−4θ

4(α−θ) , (4.21)

||∂2xF (v)(t)|| ≤ C||v||pY (1 + t)−τ , (4.22)

||∂3xF (v)(t)|| ≤ C||v||pY (1 + t)−
α−δ−1
2(δ−θ) , (4.23)

||∂2+α−δx F (v)(t)|| ≤ C||v||pY , (4.24)

para todo t ≥ 0, onde τ = min
{

α−δ
2(δ−θ) ,

7−4θ
4(α−θ)

}
.

Usando a Proposição 4.1, com φ = f(v), segue que

||∂kxF (v)(t)|| ≤
∫ t

0

||∂kxK1(t− s) ∗ (I + (−∆)δ)−1f(v)(s)|| ds

.
∫ t

0

(1 + t− s)−
1

α−θ (n4 + k
2−θ)||f(v)(s)||L1ds

+

∫ t

0

(1 + t− s)−
q
2 ||∂k0x f(v)(s)|| ds

=: I1 + I2 (4.25)

com q ≥ 0 e k0 := (k − α− δ + (δ − θ)q)+.

(1) Caso 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1:
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(1.1) Estimativa para I1:

Usando o item (i) do Lema 4.2, temos

I1 . ||v||pY
∫ t

0

(1 + t− s)−
3+2k−4θ
4(α−θ) (1 + s)−

p+6
4(δ−θ) ds.

Note que
p+ 6

4(δ − θ)
> 1,

pois p ≥ 0 > 4(δ − θ)− 6.

Além disso, para k ∈ {0, 1, 2, 3} e p ≥ 2, vale a desigualdade

3 + 2k − 4θ

4(α− θ)
≤ p+ 6

4(δ − θ)
.

De fato, basta provar para k = 3 e p = 2. Nestas condições, a

desigualdade acima é equivalente a 9δ + 4θ2 ≤ 8α + θ + 4θδ que vale

pois θ < δ ≤ α− 1.

Usando a Observação 4.1, item (i), obtemos

I1 . ||v||pY (1 + t)−
3+2k−4θ
4(α−θ) , (4.26)

para k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Mais ainda, se k = 2,

I1 . ||v||pY (1 + t)−
7−4θ

4(α−θ) ≤ ||v||pY (1 + t)−τ ; (4.27)
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e, se k = 3,

I1 . ||v||pY (1 + t)−
9−4θ

4(α−θ) ≤ ||v||pY (1 + t)−
α−δ−1
2(δ−θ) , (4.28)

pois como provado na Obs. 3.1 item (iv) tem-se que 9−4θ
2(α−θ) ≥

α−δ−1
δ−θ .

Agora, se k = 2 + α − δ, também pelo item (i) da Observação 4.1,

temos

I1 . ||v||pY
∫ t

0

(1 + t− s)−
7+2α−2δ−4θ

4(α−θ) (1 + s)−
p+6

4(δ−θ) ds

. ||v||pY (1 + t)−mín{ 7+2α−2δ−4θ
4(α−θ) , p+6

4(δ−θ)}

≤ ||v||pY . (4.29)

(1.2) Estimativa para I2:

Agora, pelo item (ii) do Lema 4.2, segue que

I2 . ||v||pY
∫ t

0

(1 + t− s)−
q
2 (1 + s)−ads, (4.30)

com a := p+3−2k0
4(δ−θ) e k0 = (k − α− δ + (δ − θ)q)+.

Nossa ideia é escolher q de maneira adequada para utilizar a Ob-

servação 4.1 e assim conseguir as estimativas desejadas para I2.
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(1.2.1) Estimativa para I2 - Caso k = 0 e k = 1:

Se k = 0, ou k = 1 com α > 5
4 , basta escolher q

2 = 3+2k−4θ
4(α−θ) < 1.

Assim k0 = 0, pois a hipótese δ ≤ α− 1 implica em

k − α− δ + 2(δ − θ)q
2
< 1− α+ δ − 2θ ≤ 0.

Neste caso, temos a = p+3
4(δ−θ) > 1 (pois p ≥ 2 e δ ≤ 1).

Agora, se k = 1 e α ≤ 5
4 , escolhemos q

2 = 5−4θ
4(α−θ) ≥ 1. Não conse-

guimos garantir k0 = 0, mas sim k0 ≤ 1. De fato, pois

5δ < 6δ ≤ 2α(1 + δ) + 2αδ ≤ 2α2 + 2αδ

e

4θ2 + 2θα ≤ 2θ
3

4
+ 2θδ + 2θ

5

4
≤ 5θ + 2θδ

implicam em 5(δ − θ) − 4θ(δ − θ) ≤ 2α(α + δ) − 2θ(α + δ), ou seja,

1− α− δ + 2(δ − θ) q2 ≤ 1.

Agora, usando p ≥ 2 e α ≤ 5
4 , obtemos

a =
p+ 3− 2k0

4(δ − θ)
≥ 3

4(δ − θ)
>

5− 4θ

4(α− θ)
.

A última desigualdade vale pois 2α < 5 e 4θ2 ≤ 4θδ implicam em

5δ + 4θ2 ≤ 5α− 5 + 4θδ < 3α+ 4θδ + 2θ,
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ou seja

(5− 4θ)δ − (5− 4θ)θ < 3(α− θ).

Note que se α ≤ 5
4 temos a > 5−4θ

4(α−θ) ≥ 1.

Nos casos acima usamos (4.30) e a Observação 4.1, item (i), (com

b = q
2 e τ = 3+2k−4θ

4(α−θ) ), concluindo que

I2 . ||v||pY (1 + t)−
3+2k−4θ
4(α−θ) , (4.31)

para k ∈ {0, 1}.

(1.2.2) Estimativa para I2 - Caso k = 2:

Para estudar o que ocorre quando k = 2, vamos separar em dois

casos: τ = 7−4θ
4(α−θ) e τ = α−δ

2(δ−θ) .

(1.2.2.1) Estimativa para I2 - Caso k = 2 com τ = 7−4θ
4(α−θ) :

Definimos q
2 = 7−4θ

4(α−θ) . Notemos que esta escolha garante k0 ≤ 2,

pois

(δ − θ)q ≤ α+ δ

é equivalente a

7δ + 4θ2 + 2θα ≤ 2α2 + 2αδ + 7θ + 2δθ,

que é sempre verdadeira pois 4θ2 + 2θα ≤ 3θ + 2θ(2) = 7θ ≤ 7θ + 2δθ

e 7δ ≤ 7α− 7 ≤ 2α2 + 5
7α ≤ 2α2 + 2αδ.

147



(1.2.2.1.1) Caso k0 = 0:

Por um lado, se q satisfaz 2 + (δ − θ)q ≤ α+ δ então k0 = 0. Neste

caso, a = p+3
4(δ−θ) > 1.

• Consideremos α < 7
4 (e portanto q

2 > 1).

Vale a > 7−4θ
4(α−θ) , pois das desigualdades 2α < 7 e 4θ2 ≤ 4θδ temos

7δ + 4θ2 ≤ 7α− 7 + 4θδ < 5α+ 4θδ + 2θ, que implica em

a =
p+ 3

4(δ − θ)
≥ 5

4(δ − θ)
>

7− 4θ

4(α− θ)
.

Portanto temos 1 < 7−4θ
4(α−θ) = q

2 < a.

• Consideremos α ≥ 7
4 .

Neste caso temos q
2 = 7−4θ

4(α−θ) ≤ 1 < a.

(1.2.2.1.2) Caso k0 > 0:

Novamente escolhemos q
2 = 7−4θ

4(α−θ) e separamos nos casos: α < 7
4 e

α ≥ 7
4 .

• Se α < 7
4 então q

2 > 1.

Vamos provar que a > 7−4θ
4(α−θ) (e consequentemente a > 1).

Nosso objetivo é provar a desigualdade

p− 1 + 2α+ 2δ − 2(δ − θ)q
4(δ − θ)

>
q

2
,
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ou ainda, usando que p ≥ 2,

1 + 2α+ 2δ

4(δ − θ)
> q =

7− 4θ

2(α− θ)
. (4.32)

Portanto queremos mostrar que

14δ + 8θ2 + 2θα < 6θδ + 13θ + 2α2 + 2δα+ α.

Note que α < 7
4 implica em 4α2 − 15α + 14 > 0 e assim temos

14δ−2δα = δ(14−2α) ≤ (α−1)(14−2α) = −2α2+16α−14 < 2α2+α.

Portanto 14δ < 2α2 + 2δα + α. Além disso 8θ2 < 8θ (pois θ < 1) e

2θα ≤ 4θ. Assim segue a desigualdade desejada.

• Se α ≥ 7
4 então q

2 ≤ 1 < a.

De fato, a > 1 se e somente se

p− 1 + 2α+ 2δ

4(δ − θ)
−

(δ − θ) 7−4θ
α−θ

4(δ − θ)
> 1,

e para p ≥ 2 basta ter

1 + 2α+ 2δ

4(δ − θ)
> 1 +

7− 4θ

4(α− θ)
,

que é equivalente a

7δ + 8θ2 + 2δα < α+ 2α2 + 6θ + 2θα+ 6θδ.
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Neste caso (de τ), temos

α− δ
2(δ − θ)

≥ 7− 4θ

4(α− θ)
, (4.33)

ou seja, 7δ + 4θ2 + 2δα+ 2θα ≤ 7θ + 2α2 + 6θδ.

Portanto, usando também 4θ2−2θα ≤ 3θ−2θα e 4θ ≤ 4θα, obtemos

7δ + 8θ2 + 2δα ≤ 2α2 + 10θ + 6θδ − 2θα

≤ 2α2 + 6θ + 6θδ + (4θ − 2θα)

< α+ 2α2 + 6θ + 6θδ + 2θα,

como queríamos.

Concluímos que se k = 2 e τ = 7−4θ
4(α−θ) então para os dois casos de

k0 tem-se:

• 1 <
7− 4θ

4(α− θ)
=
q

2
< a se α <

7

4
;

• q
2

=
7− 4θ

4(α− θ)
≤ 1 < a se α ≥ 7

4
.

Usando a Observação 4.1, item (i), obtemos

I2 . ||v||pY (1 + t)−
7−4θ

4(α−θ) = ||v||pY (1 + t)−τ . (4.34)
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(1.2.2.2) Estimativa para I2 - Caso k = 2 com τ = α−δ
2(δ−θ) :

Definimos q
2 = α−δ

2(δ−θ) . Lembre que, neste caso, temos

α− δ
2(δ − θ)

≤ 7− 4θ

4(α− θ)
. (4.35)

Portanto, da mesma forma que no caso anterior, temos k0 ≤ 2.

Ocorre k0 = 0 quando q satisfaz 2 + (δ − θ)q ≤ α + δ. Temos

novamente a = p+3
4(δ−θ) > 1.

Se k0 > 0, também ocorre a > 1, pois p ≥ 2 implica em

a =
p+ 3− 2(2− α− δ + (δ − θ)q)

4(δ − θ)

=
p+ 3− 4 + 2α+ 2δ − 2(α− δ)

4(δ − θ)

≥ 1 + 4δ

4(δ − θ)
> 1.

Vamos provar que a > q
2 .

• Caso α+ 2θ ≤ 3δ (ou seja, q2 ≤ 1).

Aqui temos a > 1 ≥ q
2 = α−δ

2(δ−θ) .

• Caso α+ 2θ > 3δ (ou seja, q2 > 1).

Vimos que k0 = 0 implica em a > 7−4θ
4(α−θ) . De (4.35), temos 1 <

q
2 ≤

7−4θ
4(α−θ) < a.

Por outro lado, se k0 > 0, temos por (4.35) que 1 < 7−4θ
4(α−θ) , que é

equivalente a α < 7
4 . Para este caso vimos em (4.32) que p−1+2α+2δ

4(δ−θ) >
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7−4θ
2(α−θ) e usando novamente (4.35) concluímos que

p− 1 + 2α+ 2δ

4(δ − θ)
>
α− δ
δ − θ

= q.

Portanto

a =
p− 1 + 2α+ 2δ

4(δ − θ)
− α− δ

2(δ − θ)
>

α− δ
2(δ − θ)

=
q

2
.

Ou seja, também temos 1 < q
2 < a.

Novamente, usando a Observação 4.1, item (i), obtemos

I2 . ||v||pY (1 + t)−
α−δ

2(δ−θ) = ||v||pY (1 + t)−τ . (4.36)

(1.2.3) Estimativa para I2 - Caso k = 3:

Escolhemos q
2 = α−δ−1

2(δ−θ) . Como α + δ ≤ 3 e δ > θ sempre temos

0 ≤ 3− α− δ + (δ − θ)q.

Logo

k0 = 3− α− δ + (δ − θ)q

= 3− α− δ + (δ − θ)α− δ − 1

δ − θ

= 3− α− δ + (α− δ − 1) = 2− 2δ

e portanto k0 ≤ 2.
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Também temos, usando p ≥ 2 e k0 = 2− 2δ,

a =
p+ 3− 2k0

4(δ − θ)
≥ 5− 2(2− 2δ)

4(δ − θ)
=

1 + 4δ

4(δ − θ)
> 1.

Agora vamos verificar que a ≥ q
2 . Usando

q
2 = α−δ−1

2(δ−θ) ≤
9−4θ

4(α−θ) (ver

Observação 3.1 item (iv)) e a ≥ 1+4δ
4(δ−θ) , basta provar que

9− 4θ

4(α− θ)
≤ 1 + 4δ

4(δ − θ)
,

ou equivalentemente,

9δ + 4θ2 ≤ α+ 4δα+ 8θ.

Como 4θ2 ≤ 8θ e

9δ − 4δα ≤ (9− 4α)(α− 1) = −4α2 + 13α− 9 ≤ α

(de fato pois sempre temos 4α2− 12α+ 9 ≥ 0) a desigualdade desejada

segue.

Portanto temos sempre a > 1 e a ≥ α−δ−1
2(δ−θ) . Mais ainda, se ocorrer

α−δ−1
2(δ−θ) = 1, segue que a > α−δ−1

2(δ−θ) .

Pela Observação 4.1, item (i), quando k = 3 segue que

I2 . ||v||pY (1 + t)−
α−δ−1
2(δ−θ) . (4.37)
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(1.2.4) Estimativa para I2 - Caso k = 2 + α− δ:

Escolhemos q2 = δ
δ−θ ≥ 1. Assim k0 = (2+α−δ)−α−δ+(δ−θ)q = 2

e a = p−1
4(δ−θ) > 0.

Basta escolher 0 < T < min{ q2 , a}. Pela Observação 4.1, temos

I2 . ||v||pY (1 + t)−T ≤ ||v||pY . (4.38)

(Obs.: Aqui sai direto se q
2 > 1. O caso q

2 = 1 depende de a. Para

a > 1 ou a < 1 basta ter a > T . Se a = 1 precisamos de q
2 − ε ≥ T ,

que vale para ε suficientemente pequeno.)

O resultado segue de (4.25), das estimativas para I1 obtidas em

(4.26)-(4.29) e das estimativas para I2 obtidas em (4.31), (4.34), (4.36),

(4.37) e (4.38).

(2) Caso 3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 1

δ−θ :

Este caso é provado com argumentação análoga, utilizando os mes-

mos lemas e observações.
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Demonstração da Proposição 4.3.

Queremos mostrar que

||Ḟ (v)− Ḟ (w)|| ≤ C||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−ψ, (4.39)

||∂xḞ (v)− ∂xḞ (w)|| ≤ C||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

2(δ−θ) , (4.40)

||∂2xḞ (v)− ∂2xḞ (w)|| ≤ C||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y , (4.41)

||Ḟ (v)− Ḟ (w)||L∞ ≤ C||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

4(δ−θ) , (4.42)

onde C > 0 e ψ = min
{

1
δ−θ ,

3−4θ
4(α−θ) + 1

}
.

Para provar as estimativas acima, usamos a Proposição 4.1, item

(ii), com φ = f(v)− f(w), obtendo

||∂kxḞ (v)(t)− ∂kxḞ (w)(t)||

≤
∫ t

0

||∂kx∂tK1(t− s) ∗ (I + (−∆)δ)−1(f(v)(s)− f(w)(s))||ds

.
∫ t

0

||f(v)(s)− f(w)(s)||L1(1 + t− s)−
1

α−θ (n4 + k
2−θ)−1ds

+

∫ t

0

||∂k0x (f(v)(s)− f(w)(s))||(1 + t− s)−
q
2 ds

= J1 + J2 (4.43)

com q > 0 e k0 = (k − 2δ + (δ − θ)q)+.

(1) Caso 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1:

Temos ψ = 1
δ−θ .
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(1.1) Estimativa para J1:

Usamos o Lema 4.2, item (iii). Para k ∈ {0, 1} temos

J1 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y
∫ t

0

(1 + t− s)−
3+2k−4θ
4(α−θ) −1(1 + s)−

p+6
4(δ−θ) ds

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
2−k

2(δ−θ) , (4.44)

usando a Observação 4.1, item (i), e as desigualdades

3 + 2k − 4θ

4(α− θ)
+ 1 > 1,

p+ 6

4(δ − θ)
> 1,

3 + 2k − 4θ

4(α− θ)
+ 1 ≥ 2− k

2(δ − θ)
e

p+ 6

4(δ − θ)
>

2− k
2(δ − θ)

.

Agora, para k = 2, de maneira análoga temos

J1 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y
∫ t

0

(1 + t− s)−
7−4θ

4(α−θ)−1(1 + s)−
p+6

4(δ−θ) ds

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

4(δ−θ)

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (4.45)

pois
7− 4θ

4(α− θ)
+ 1 > 1,

p+ 6

4(δ − θ)
> 1,

7− 4θ

4(α− θ)
+ 1 ≥ 1

2(δ − θ)
>

1

4(δ − θ)
e

p+ 6

4(δ − θ)
>

1

4(δ − θ)
.
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(1.2) Estimativa para J2:

Usamos a Observação 4.1, item (iv), obtendo:

J2 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y
∫ t

0

(1 + s)−a(1 + t− s)−
q
2 ds,

com a = p+3−2k0
4(δ−θ) e k0 = (k − 2δ + (δ − θ)q)+.

(1.2.1) Estimativa para J2 - Caso k = 0 e k = 1:

Consideremos k ∈ {0, 1} e q
2 = 2−k

2(δ−θ) .

Como k − 2δ + 2(δ − θ) 2−k
2(δ−θ) ≤ 2− 2δ então k0 ≤ 2.

Se k0 = 0 então

a =
p+ 3

4(δ − θ)
> 1,

pois p ≥ 2. Além disso, é fácil ver que a > 2−k
2(δ−θ) . Ou seja, q2 < a com

a > 1. Pela Observação 4.1, item (i), temos

J2 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
2−k

2(δ−θ) ,

para k ∈ {0, 1}.

Por outro lado, se k0 > 0 segue que

a =
p+ 3− 2k + 4δ − 2(δ − θ)q

4(δ − θ)

=
p+ 3− 2k + 4δ

4(δ − θ)
− q

2
.
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Note que p+3−2k+4δ
4(δ−θ) > 1 + 2−k

2(δ−θ) é equivalente a p + 4θ > 1, que

sempre vale para p ≥ 2. Assim p+3−2k+4δ
4(δ−θ) > 1 + q

2 , ou seja, a > 1.

É suficiente mostrar que a > 2−k
2(δ−θ) , ou seja

p+ 3− 2k + 4δ

4(δ − θ)
>

4− 2k

2(δ − θ)
.

Esta desigualdade é equivalente a p > 5−2k−4δ, que sempre vale pois

p ≥ 3 garante que p ≥ 19
7 > 5−4δ. De fato, note que α−θ > α− δ ≥ 1

implica em 1
δ−θ ≤

3−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 3

4 + 1 e assim δ > δ − θ ≥ 4
7 .

Portanto temos para k = 0 ou k = 1

J2 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
2−k

2(δ−θ) . (4.46)

(1.2.2) Estimativa para J2 - Caso k = 2:

Definimos q
2 = δ

δ−θ ≥ 1. Assim

k0 = 2− 2δ + (δ − θ) 2δ

δ − θ
= 2.

Temos então

a =
p− 1

4(δ − θ)
>

1

4(δ − θ)

e
q

2
=

δ

δ − θ
>

1

4(δ − θ)

(
pois δ >

4

7
>

1

4

)
.
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Pela Observação 4.1, segue que

J2 . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

4(δ−θ) ≤ ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y ,

(4.47)

para k = 2.

Concluímos então, subtituindo (4.44)-(4.47) em (4.43), que valem

as estimativas (4.39)-(4.41). Mais ainda,

||∂2xḞ (v)− ∂2xḞ (w)|| . ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

4(δ−θ) . (4.48)

Agora, para provar (4.42), usamos a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg e as estimativas (4.39) e (4.48), obtendo

||Ḟ (v)− Ḟ (w)||L∞ . ||Ḟ (v)− Ḟ (w)|| 14 ||∂2xḞ (v)− ∂2xḞ (w)|| 34

. ||(v, w)||p−1Y ||v − w||Y (1 + t)−
1

4(δ−θ) .

(2) Caso n−4θ
4(α−θ) + 1 ≤ 2

2(δ−θ) :

Como na proposição anterior, o caso (2) é provado de maneira aná-

loga ao caso (1).
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