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O estudo da Matematica é o mais indicado para desenvolver as
faculdades, fortalecer o raciocinio e iluminar o espirito.
(Socrates, Filosofo Grego)
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Resumo

No presente trabalho dissertamos sobre categorias monoidais, ca-
tegorias modulo e equivariantizagao destas. Sejam € uma categoria
monoidal, M um C-mo6dulo, G um grupo e H subgrupo de G. Temos
como principal objetivo mostrar que se a categoria M é H-equivariante
entdo a mesma admite uma estrutura de €“-modulo.
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Abstract

In this work we study monoidal category, module category and their
equivariantizations. Let € be a monoidal category, M a C-module, G a
group and H subgroup of G. Our main objective is to show that if the
category M is H-equivariant, then it admits a €%-module structure.
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Introducao

A ideia de “categorificacao” de estruturas mateméticas surgiu no
trabalho de Louis Crane em parceria com Igor Frenkel sobre estruturas
algébricas da teoria quantica de campos - QFT em [1]. Embora nao
haja ainda uma definigao universal que se aplique em todos os concei-
tos, logo se percebeu que a categorificagao é um fendmeno matemaético
amplo com aplicagdes que vao além de suas motivagoes originais. O
objetivo da categorificacdo é converter noc¢oes de conjuntos por nogoes
de categorias, func¢oes por funtores e equagdes por isomorfismos na-
turais ou funtores. Dessa forma, pode-se ter um entendimento mais
profundo de objetos matematicos e descobrir estruturas nao vistas no
contexto original (ver [5]). Existe, ainda, uma nog¢ao precisa, porém
dependente do contexto de “descategorificacdo”, que é o processo de
retornar o objeto categorificado ao contexto inicial.

A definigao de categoria monoidal apareceu primeiramente no traba-
lho de MacLane (ver [7]) e pode ser pensada como uma categorificacdo
do conceito de monoide, que é um conjunto X dotado de uma operagao
binaria (z,y) — .y associativa, com elemento neutro 1 tal que 12 = 1,
e bije¢oes 1.z — z e .1 — x de X em X. Com essa mesma ideia, a
nogao de categoria modulo pode ser pensada como uma categorificagao
do conceito de um modulo sobre um anel com unidade.

A nogao de agao de um grupo G em uma categoria C é uma colegao
de funtores {F,, : € — € : g € G} e isomorfismos naturais que satisfazem
dois diagramas a respeito de certa associatividade destes funtores e
propriedade de Fi, sendo 1 o elemento neutro de G. Com isto, é possivel
definir o conceito de equivariantizagao de uma categoria € por um grupo
G, denotada por €%, que pode ser pensada como uma categorificacao do
conceito de anel de invariantes, voltaremos a falar disso mais adiante.

Seja H um subgrupo de G, uma categoria modulo M sobre C é
dita H-equivariante se o grupo H age sobre a categoria M, isto €, se
existem funtores (Ug,c?) : M — M9 de C-mo6dulos que definem a agéo



de H sobre M e existe certa familia de isomorfismos naturais p que
satisfazem algumas condigoes.

Dado um C-moédulo H-equivariante M, podemos considerar a cate-
goria de objetos e morfismos equivariantes, denotada por M. O ob-
jetivo principal deste trabalho é mostrar que esta nova categoria M7
possui uma estrutura de categoria modulo sobre a categoria de C%.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos e um apéndice cujos
assuntos abordados sao descritos abaixo. Sao considerados como pré-
requisitos as teorias de anéis, de grupos e de moédulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos da teoria de cate-
goria que sao utilizados ao longo do trabalho. Mostramos as definicoes,
conceitos e propriedades de categoria, funtor e transformagao natural,
assim como exemplos classicos e outros mais voltados ao foco deste
trabalho. Estudamos, também, as categorias e funtores produto, assim
como propriedades relativas a estes.

No Capitulo 2 fazemos um estudo acerca das categorias monoidais
apresentando sua definigao, propriedades e principais exemplos, assim
como as nogoes de funtores e transformagoes naturais monoidais. Em
resumo, uma categoria monoidal é uma categoria munida de um funtor
chamado produto tensorial que associa um par de objetos (X,Y) a um
novo objeto na categoria, denotado por X ® Y, juntamente com certos
isomorfismos naturais que satisfazem os Axiomas do Pentagono e do
Triangulo.

No Capitulo 3 é estudado o conceito de categorias modulo. Uma
categoria modulo consiste de uma categoria M que sofre acdo de uma
categoria monoidal € via o funtor ® : € x M — M e morfismos que
precisam satisfazer certas condigoes definidas, estas inspiradas na defi-
ni¢ao de modulo sobre um anel. Vemos também o conceito de funtor e
transformacao natural de C-moédulos.

No Capitulo 4 apresentamos a defini¢ao de equivariantizagao de uma
categoria monoidal € por um grupo G. Primeiramente veremos que é
possivel definir um grupo agindo em uma categoria e concluir que C“
é uma categoria monoidal se C o é.

No Capitulo 5, com todos os conceitos que precisamos expostos,
apresentamos como podemos equivariantizar uma categoria médulo M
por um subgrupo H de G. Finalmente demonstraremos o teorema
principal deste trabalho que verifica as condi¢oes necessarias para que
a categoria M seja um C“-modulo.

O Apéndice contém um exemplo de categoria monoidal que precisa
de conceitos proprios nao utilizados ao longo do trabalho. Durante
o ano passado na disciplina Tépicos em Categorias Tensoriais e suas



Representacoes estudamos diversos assuntos relacionados & teoria de
categorias como, por exemplo, as categorias rigidas e algumas proprie-
dades como objetos e morfismos equivariantes nesta categoria. Para o
objetivo deste trabalho, que é demonstrar o Teorema 5.8, nao precisa-
mos destes conceitos e, para deixar o trabalho mais direcionado para
seu objetivo, resolvemos nao inserir estas partes.






Capitulo 1

Pré-requisitos

Nesse primeiro capitulo abordaremos as defini¢oes e resultados ne-
cessarios para a compreensao do trabalho. Apresentamos aqui os con-
ceitos fundamentais de categoria, funtor, transformacao natural, entre
outros, assim como a notagao e nomenclatura escolhida para os capitu-
los subsequentes. Todas as definigbes e nog¢oes podem ser encontradas
em [6] e [8].

1.1 Categorias

Definicao 1.1. Uma categoria C consiste de

(i) uma colegdo de objetos Obj(C);

(ii) para cada par de objetos (X,Y) em C hd uma colegdo de morfismos
I’IO’ITL@()(7 Y),'

(iii) para todo objeto X em Obj(C) existe um morfismo idx : X — X
em Home (X, X) chamado morfismo identidade;

(iv) para quaisquer X,Y e Z em C existe uma fungao

o:Home(Y,Z) x Home(X,Y) = Home(X, Z),

chamada composi¢ao de morfismos, denotada por o(f,g) = f og, tal
que, para quaisquer f em Home(X,Y), g em Home(Y,Z) e h em
Home(Z, W), valem os aziomas

idyof=f=foidx e ho(gof)=(hog)of.
Um morfismo f em Home(X,Y) pode ser denotado por f: X — Y

ou também X 25 Y. Muitas vezes diremos apenas objeto X em € ou o



morfismo f em €, ao invés de X em Obj(C) e f em Home(X,Y). Por
abuso de notagao, usamos o simbolo da pertinéncia nos casos X € C e
f € € mesmo sabendo que Obj(C) e Home(X,Y) ndo sdo necessaria-
mente conjuntos.

Definigao 1.2. Seja C uma categoria. Um morfismo f: X =Y em C
€ dito um isomorfismo se existe um morfismo g:Y — X em C tal que
fog=1idy ego f=1idx.

Se existir um isomorfismo entre os objetos X e Y, entao X diz-se
isomorfo a Y e denotamos isto por X ~ Y.

E facil verificar que se a condicdo acima é valida, entdo o morfismo
g é tnico. Neste caso, denotamos g por f~'. Vejamos agora alguns
exemplos conhecidos de categorias.

Exemplo 1.3. A categoria Set é a categoria cujos objetos sdo os con-
juntos e os morfismos entre dois conjuntos sao as fungoes entre tais
conjuntos. Para cada X € Set, a funcio idx € Homge:(X,X) ¢é a
identidade de X. Como a composicao de fungbes é associativa, segue
que as condigoes da defini¢ao acima sdo satisfeitas, isto é, Set é uma
categoria.

Exemplo 1.4. A categoria Grp é a categoria cujos objetos sdo os
grupos, e os morfismos entre dois grupos sd@o os homomorfismos de
grupos.

Exemplo 1.5. A categoria Ring é a categoria cujos objetos sao os
anéis e os morfismos entre objetos sao os homomorfismos de anéis.

Exemplo 1.6. Seja k um corpo. Denotamos por Vecty a categoria
cujos objetos sao os espacos vetoriais e os morfismos sao as transforma-
¢oes lineares. Denotamos vecty a categoria cujos objetos sao os espagos
vetoriais de dimensao finita e os morfismos as transformacoes lineares.

Exemplo 1.7. Seja A um anel. Denotamos por 4M (respectivamente
M) a categoria cujos objetos s@o os A-moddulos a esquerda (a direita).
Os morfismos sdo os homomorfismos de A-moédulos & esquerda (& di-
reita).

No préximo exemplo, apresentamos o conceito de categoria produto
que serd frequentemente usado nos préoximos capitulos.

Exemplo 1.8. Sejam C, D categorias, X,Y,Z € Ce X'\ Y',Z' € D.
Entao € x D é uma categoria cujos objetos sao os pares (X, X') em que
XeCeX €D.



Dados (X, X'), (Y,Y”) objetos em C x D, é definido
Homexo((X,X"),(Y,Y") = (Home(X,Y), Homp (X', Y")).
Com isso em mente, é possivel definirmos a operagdo composigao

(Home(Y,Z),Homp(Y',Z")) x  (Home(X,Y), Homp (X', Y"))
(9.9) (f, 1)

por (g,9') o (f, f') = (g0 f,g' o [') € (Home(X, Z), Homp (X', Z')) =
Homexo((X,X'),(Z,Z")). O morfismo identidade do objeto (X, X') €
CxDe id(X,X’) = (idx,idx/).

Finalmente, se (f, f’) é um isomorfismo em € x D, entdo f é um iso-
morfismo em € e f’ um isomorfismo em D. Dai, (f, f)~! = (f~1, f'71).

1.2 Funtores e transformacgoes naturais

Apresentamos abaixo a definicdo de funtor, que sao “funcdes” que
“relacionam” objetos e morfismos de uma categoria a outra preservando
a composicao.

Definicao 1.9. Sejam C e D categorias. Um funtor (covariante) F :
C — D consiste de duas fungoes:

(i) uma fungao F : Obj(C) — Obj(D) que associa a cada objeto X em
C um objeto F(X) em D;

(ii) wma fungao F : Home(X,Y) = Homo(F(X),F(Y)) que associa
a cada morfismo f : X — Y em Home(X,Y) um morfismo F(f) :
F(X)— F(Y) em Homp(F(X), F(Y)) tal que sao verdadeiras

F(idx) =idpxy e F(fog)=F(f)oF(g),
para quaisquer g morfismo em € tal que a composicio f o g € possivel.

Lembramos que a palavra funcdo que aparece na definicdo acima
significa apenas uma regra e nao uma funcao no sentido usual da teoria
dos conjuntos. Abaixo seguem algumas propriedades e exemplos de
funtores.

Exemplo 1.10. Dado uma categoria C, existe um funtor chamado
funtor identidade Ide : € — € definido por Ide(X) = X e Ide(f) = f,
para quaisquer X em Obj(C) e f morfismo em C.



Exemplo 1.11. Seja F' : Grp — Set tal que F(G) = G e F(f) = f.
Este funtor é chamado funtor esquecimento, pois em Set é esquecida a
estrutura de grupo dos objetos de Grp. Assim como os morfismos de
grupos sao considerados apenas como fungao entre conjuntos.

Como vemos na proxima proposi¢ao, um funtor aplicado a um iso-
morfismo é também um isomorfismo.

Proposigao 1.12. Sejam F : € — D um funtor e f : X - Y um
isomorfismo em C. Entao F(f): F(X) — F(Y) € um isomorfismo em
D.

Demonstragao: De fato, sendo f um isomorfismo, existe um morfismo
f1:Y - Xtalque fofl=idy e f'of=idyx. Assim,
idpx) = Flidx) = F(f"' o f)=F(f 1) o F(f) e
idpiyy = F(idy) = F(fo f7Y) = F(f) o F(f™).
Logo F(f) é um isomorfismo em D com (F(f))~! = F(f~1). [
Vemos agora um exemplo que define um funtor em uma categoria

produto e como este atua nos objetos, morfismos e na composicao,
quando possivel.

Exemplo 1.13. Sejam €, €', D, D’ categorias, F : € - €', G : D — D’
funtores, f : X — Y, ¢g:Y — Z morfismos em Ce f' : X' — Y/,
g :Y' — Z' morfismos em D.
Definimos o funtor F x G: € x D — €' x D’ por (F x G)(X,Y) =
(F(X),G(Y)) e (F x G)(f ') = (F(£), G(f). Entio
(F x G)(idxy)) = (FxG)(idx,idy)
= (F(idx),G(idy))
= (idpx).ida(y))
= dF0.60)
= d(FxG)(X,Y)

xG)(go f,gof)
F(gof),G(g" o f")

(F' xG)((g,9') o (f.1) (
(
(F(g) o F(f),G(g") o G(f"))
(
(

o

F(g),G(d")) o (F(f),G(f"))
FxG)(g,9") o (FxG)(f, f),

Portanto F' x G é um funtor.



No préximo exemplo notemos que a categoria € x € é um caso
particular de categoria produto, como visto no Exemplo 1.8.

Exemplo 1.14. Seja € uma categoria. Consideremos X um objeto
fixado em € e definimos o funtor

X xIde:€—=€xC por (X xIde)(Y)=(X,Y) e,

para todo morfismo f: W — Z em C, (X x Ide)(f) = (idx, f). De
fato, X x Ide associa cada objeto Y em € a um objeto (X,Y) em
C x € e a cada morfismo f em Home(W, Z) a um morfismo (idx, f)
em Homexe((X,W), (X, Z)).

Além disso, (X x Ide)(idx) = (idx,idx) = id(x x). Agora, dado
g € Home(V, W), segue que

(X xIde)(fog) = (idx,fog)
(ZdXoZdX,fog)

= (idx, f)o (idx,9)
(

X x Ide)(f) o (X x Ide)(g).

Portanto X x Ide é um funtor. De maneira anéloga, pode-se mostrar
que Ide x X é um funtor definindo-o por (Ide x X)(Y) = (Y, X) e
(Ide x X)(f) = (f,idx), para quaisquer Y em Obj(C) e f morfismo
em C.

Estes funtores sao fortemente usados na definicao de categoria mo-
noidal, que veremos no proximo capitulo.

Apresentamos agora uma observagao muito utilizada ao longo deste
trabalho afirmando que a composicao de dois funtores, quando possivel,
é um funtor.

Observagao 1.15. Sejam F: C — D e G :D — & funtores. Entao
GoF:C— & éum funtor.
De fato, como (G o F)(X) = G(F(X)) e, para cada morfismo f :
X =Y emC, (GoF)(f)=G(F(f)), temos que
(GoF)idy) = G(Flidx))
= Glidr(x))
= idg(r(x)
= id(Gor)(x)-

Para todo g : Y — Z morfismo em C

(GoF)(gef) = G(F(gof))



G(F(g) o F([))
= G(F(9)) o G(F(F))
= (GoF)(g)o(GoF)(f).

Portanto G o F' é um funtor. Assim, a composi¢ao de funtores,
quando possivel, ¢ um funtor.

A proxima definigdo apresenta o conceito de transformagao natural,
e é bem usado em todos capitulos seguintes. Vimos que o funtor associa
objetos e morfismos de uma categoria a outra. Uma transformacao
natural associa um funtor a outro, como vemos a seguir.

Definigao 1.16. Sejam F,G : C — D dois funtores. Uma transforma-
¢cao natural p: F'— G € uma cole¢ao de morfismos

{px : F(X) > G(X): X eC}
tal que o diagrama

125¢

F(X) G(X)
F(f)l lcm
F(Y) G(Y)

comuta, isto €, G(f) o ux = py o F(f), para quaisquer X,Y em C e
para todo morfismo f: X =Y em C.

Se px : F(X) — G(X) é isomorfismo, para todo objeto X em €,
entao u é chamado isomorfismo natural. Neste caso, diremos que F' é
equivalente a G e denotamos isso por F ~ G.

Exemplo 1.17. Seja F' : € — D um funtor. Notemos que sempre
existe a transformagao natural identidade ID : F' — F dadapor IDx =
idp(x) : F(X) — F(X), para todo objeto X em C.

Definicao 1.18. Dizemos que duas categorias C e D sao equivalentes
se existem funtores F': € — D e G : D — € tais que Fo G ~ Idp e
Go F ~ Ide. A equivaléncia entre categorias é denotada por € ~ D.

Assim como os funtores, a composicao de duas transformagoes na-
turais, quando possivel, é uma transformagdo natural, como vemos
abaixo. Tal composigao é conhecida como composi¢cao vertical de trans-
formagoes naturais. H& também a composicao horizontal, para mais
detalhes veja ([8], p.15).
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Observagao 1.19. Sejam C e D categorias, F,G, H : € — D funtores
ep: F - Ge)l: G — H transformagoes naturais. A composicao
Aop: F— H dada por (Ao pu)x = Ax o ux para todo objeto X em €
é uma transformagao natural pois, para qualquer morfismo f: X - Y
em C,

(Aop)x

F(X) H(X)
F(f)i iH(f)
FY) —os—HY)
comuta. De fato,
H(f)o(Aou)x = H(f)olxopux

= AvoG(f)onux

= Ay opuyoF(f)
= (Aop)y o F(f)

em que as igualdades (%) e (xx) s@o verdadeiras devido a naturalidade
das transformacgoes A e u, respectivamente.

11
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Capitulo 2

Categorias monoidais

Apresentamos a definigdo de categorias monoidais, que é uma ca-
tegoria munida de um funtor, de certos isomorfismos naturais e de um
objeto chamado unidade. Tal conceito é uma categorificacao da nocao
de monoide com multiplicacdo e unidade caracterizadas por um funtor
e um objeto, respectivamente. Além disso, definimos funtor monoidal
e verificamos alguns resultados importantes envolvendo as diferentes
composigoes entre tais funtores, assim como algumas propriedades de
certos morfismos e um determinado objeto. Este capitulo é desenvol-
vido com base nas referéncias [3] e [§].

Na definigao abaixo, aparecem casos particulares dos funtores X x
Ide : C 5 CxCedelde x X : € — € x €, como visto no Exemplo
1.14, quando X é um objeto bem determinado em €.

2.1 Nocoes basicas

Definigao 2.1. Uma categoria monoidal é uma séxtupla (€, ®,a,l,r,1)
em que C € uma categoria, ® : Cx C — € € um funtor chamado produto
tensorial, 1 € um objeto em C chamado unidade,

a:®0(® X Ide) = ®o(Ide X ®),

l:®0(1x Ide) — Ide e r:®o (Ide x 1) = Ide

13



s@o isomorfismos naturais tais que, para quaisquer objetos X,Y,Z, W
em C, os diagramas

(XeY)®2)®

(XoY)e

(XY ®2) R(ZW)

aX,Y®Z,Wl lax,y,z®w

idx Qay,z,w

Xo(Y®Z) QW) XoYe(“ZeoWw))

(&
ax,1,y

(X®1)®Y = X®((1eY)

X®Y

sao comutativos, ou seja,

ax,y,zew ©axey,zw = (idx @ ay,zw)oax yezw ° (axy,z @ idwy)
(2.1)

rx & idy = (ZdX & ly) °axai1y- (22)
Na definigao acima, para quaisquer objetos X,Y, Z em C,
axyz: (XQY)®Z - XY ®Z), Ix 18X - X erx : X®1 = X

sao morfismos em C.

O primeiro diagrama chama-se Azioma do Pentdgono e o segundo
Axioma do Tridngulo. O isomorfismo natural a é chamado associativi-
dade ou morfismo associatividade da categoria monoidal (€, ®,a,l,r,1).

Escrevemos simplesmente € para denotar uma categoria monoidal
quando os outros elementos da séxtupla estao implicitos no contexto.
Daqui para frente, C é uma categoria monoidal, quando nada for dito
ao contrario.

Sejam f € Home(X,Y) e g € Home(W,Z). Entao ®(f,g) =
f®g € Home(X@W,Y®Z) e como (idx,idy) = id(x y) é o morfismo
identidade do objeto (X,Y’) em € x C, entdo idx ®idy = ®(id(x,y)) =
tdg(x,y) = idxgy-

Algumas propriedades bem utilizadas nos célculos envolvendo cate-
gorias monoidais sao descritas abaixo por meio de observagoes.

14



Observagao 2.2. Sejam f € Home(X,Y) e g € Home(W, Z) morfis-
mos. Entao vale a propriedade

f®g=(f®idz)o (idx ®g) = (idy @ g) o (f ®idw).
De fato,
feg = (foidx)® (idzog)
®(f0idx,idzog)

®((f,idz) o (idx,g))
®(f,idz) o ®@(idx, g)
= (f®idz)o (idx ®g),

—
*
~

em que a igualdade (x) é verdadeira pela estrutura de composigao de
morfismos em C x D apresentada no Exemplo 1.8. Analogamente,

f®g=(idy ®g)o(f®idw). Logo,
feg=(f®idz)o (idx ®g) = (idy ® g) o (f @ idw).

Observagao 2.3. Sejam f: X - Y e g: W — Z isomorfismos em C.
Entao (f@g) ™' =f"og "

De fato, sabemos que (f, g)o(f~t,971) = (idy,idz) e que (f~1,g71)o
(fa g) = (ZanZdW) ASSima

R((f.g9) o (f7hg™") = ®(idy,idz) = idy ®idz = idygz.

Por outro lado,
((f,9)o(fThg ) =a(f,g)ex(f g ) =g o(fTog ).

Logo, (f®g)o(f1®g™!) =idygz. Analogamente, (f~1®g~1)o
(f®g) =idxgw. Assim, (f®g)™'=ftog™ "

Havera muitos casos em que as mesmas sao usadas, nao faremos
qualquer mencao quanto aos seus usos.

Proposigao 2.4. Sejam C € uma categoria monoidal. Entao 1 € unico,
salvo isomorfismo.

Demonstragao: Suponhamos que exista 1’ outro objeto unidade na
categoria (C,®,a,l’,r’,1"). Temos quely, : 191" — 1 er] : 101 — 1
sdo isomorfismos e assim, r} oll_,1 : 1’ — 1 é um isomorfismo. Portanto,
1 e 1/ sdo objetos isomorfos. ]
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Exemplo 2.5. A categoria dos conjuntos Set é monoidal, com unidade
1 = {*} sendo um conjunto unitério e o funtor ® é dado pelo produto
cartesiano x. Os morfismos de associatividade sao canonicos, e para
todo X em Set, os isomorfismos Ix :1 XX - X e rx: X x1—- X
sao definidos por lx(x,z) =z e rx(z,*) =x.

Exemplo 2.6. Seja k um corpo. A categoria Vecty é monoidal, com
o funtor ® sendo o produto tensorial sobre o corpo k, isto é ®;. A
unidade é o corpo k e os isomorfismos naturais a,l e 7 sao candnicos e
definidos por

aX7y7zt(X®kY)®]kZ — X®]k(Y®]kZ)
zoy)®z — 7Y 2),

Ix kX — X
k®x

1R

z,

ryx : Xk — X
r®k =~

para quaisquer espagcos vetoriais X, Y, Z € Vectg e k € k. A categoria
dos espagos vetoriais de dimensao finita vecty também é monoidal com
a mesma estrutura de Vecty.

No Apéndice, apresentamos um exemplo nao trivial de categoria
monoidal. Para desenvolvé-lo sao necessarias algumas definigdes sobre
espagos vetoriais graduados e de 3-coclico para um grupo G. Em vista
disto, criamos tal apéndice para melhor explicar este exemplo.

2.2 Funtores monoidais e transformacoes na-
turais monoidais

Estudamos agora os funtores monoidais e as transformagoes natu-
rais entre os mesmos, as chamadas transformacoes naturais monoidais.
Além disso, mostramos que a composicao de funtores monoidais é tam-
bém um funtor monoidal.

Na proxima definigao, usamos o mesmo simbolo ® para representar
o funtor produto tensorial de duas categorias € e D monoidais distintas.
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Definigao 2.7. Um funtor quase-monoidal entre duas categorias mo-
noidais C e D é uma tripla (F, €, ¢), em que

(i) F: C— D é um funtor;

(i) £ : @0 (F x F) = Fo® € um isomorfismo natural entre os fun-
tores @ o (F x F) : €xC =D e Fo®:CxC — D, isto ¢,
{xy FIX)®FY)—=>F(X®Y):(X,Y) € CxC} € uma familia de
isomorfismos em C;

(iii) ¢ : 1p — F(1e) € um isomorfismo.

Nos calculos, omitimos as letras € e D que indicam os objetos uni-
dade 1¢ e 1p.

Definicao 2.8. O funtor (F,&, ¢) € dito monoidal se é quase-monoidal
e também satisfaz

(1) €x,yez o (idrx)®E&y,z) © ap(x),F(v),F(2) = (2.3)
Flaxy,z)oéxev,z o (Ex,y ®idp(z));

(ii) lrx) = F(lx) 0 &1,x 0 (¢ ®idr(x)); (2.4)
(111) TF(X) = F(Tx) o £X,1 o (’LdF(X) & (b) (25)

As igualdades (i), (ii) e (iii) da definigdo acima podem ser represen-
tadas através da comutatividade dos diagramas

(V) & F(Z)
W W)

FXeY)eF(Z FX)® (F(Y)® F(Z))

EX®Y,Z\L iidp(x)@)&/,z
F(XeY)®Z) F(Y®Z)

FX® (Y ®Z))
l r
1o F(X) S F(X) e FX)91-2s F(X)
¢®idF(X)l TF(ZX) idF(X)®¢l TF(T)()
F)eF(Xf¥FPleX)  FX)o FOXFX o).

17



Quando nao houver confusdo quanto aos morfismos que acompa-
nham o funtor (F,¢, ¢), diremos apenas que o funtor F' é monoidal.

Exemplo 2.9. Com a notagao do Exemplo A4, veja Apéndice, con-
sideramos p @ G x G — k* uma fungao. Definimos o funtor F :
C(G,w1) = C(G,wq) por F(V) =V, para todo V € C(G,w), o iso-
morfismo {py : URV - UV por &y v (u®v) = p(g, h)u ® v, para
quaisquer U,V € C€(G,w1), u € Uy e v € V},, e 0 isomorfismo ¢ = id.

Por ([8], Lema 3.2.4.), o funtor (F,&,¢) : C(G,w1) — C(G,ws) €&
monoidal se

w1(g, b, fulgh, g, h) = (g, hf)p(h, flw2(g, b, f),

para quaisquer g, h, f € G.

Proposigao 2.10. A composi¢ao (quando possivel) de funtores monoi-
dais € um funtor monoidal.
Demonstragao: Sejam (F,&,¢) : C = De (F',¢,¢): D — & funto-
res monoidais. Precisamos mostrar que (F' o F,e,%) : € — € é um fun-
tor monoidal, em que exy = F'({x,y) ogg(x),F(y), e p=F'(p)od,
para quaisquer X,Y € C.

Sabemos que F' o F : € — & é um funtor pois é a composigao de
dois funtores. Além disso, para quaisquer X,Y em C,

exy ¢ (FoF)X)® (FoF)(Y) = (FoF)X®Y) e
w o 1le — F'o F(l@)
sdo isomorfismos em &, pois ambos sdo composi¢des de isomorfismos.

Verifiquemos primeiramente a condigdo (i). Sejam X,Y,Z em C.
Entao

EX,Y®RZ © (idF/oF(X) & €Y,Z) CAF/oF(X),F'oF(Y),F'oF(Z)
= F’(§X,Y®Z) 0 f;’(X),F(YQ@Z) ° (idF'(F(X)) ® (F'(fY,Z) 0 é.;?(Y),F(Z))) 0
AF/(F(X)),F'(F(Y)),F'(F(Z))
Fl(€xyez) o &rx) rivez) © (F'(idrx) ® F'(§v,2)) o

(idp/(r(x)) ® Ep(y),p(2)) © AR (F(X)),F/(F(Y)),F'(F(Z))

—~
N2

= F'(€xyez)o F'(idrx) ®&y,2) © €p(x), rvyer(z) ©

(idp (r(x)) @ Ep(y), F(2)) © O/ (F(X)).F/(F(Y)),F'(F(2))

—~
[ V)
w
=

F'(éx,yoz o (idpx) @ &y,z)) o F'(apx),r(v),F(z)) ©

Erx)er),Fz) © e, ry) @ i (F(2))
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(2.3)

—~
-

F'(éxyoz o (idpx) ® Ey,z) © ap(x),F(v),F(2)) ©

$rx)or),F(z) © Erx), pev) @ idp (r(z))

F'(F(ax,y,z) ° éxov,z © (§xy ®@idp(z))) © Ep(x)0r(v),F(2) ©
(Erx),F(v) @ idp (p(2)))
F'(F(ax,v,z)) o F'(€xev,z) o F'(Exy @ idp(z)) o

Erx)err)Fz) © Erx),For) ® ide (r(2)))

F'(F(ax,y,z)) o F'(§xev,2) © Ep(xey),F(2) ©
(F'(¢x,y) @idpi(r(z)) © Epx),rr) @ i (r(2)))
F'(F(ax,y,z)) o exev,z o (F'(§x,y) © Ep(x) rivy) @ idp (r(z)))

F'oF(axyz)oexey,z© (exy @idpop(z)),

em que a igualdade (1) segue devido & naturalidade de &’. De fato,

FI(F(X))® F'(F(Y)® F(Z))
F/(idF(X))®FI(§Y,Z)\L

F(F(X))®@ F'(F(Y ® Z))

§r(x),F()@F(2)
—_—

Er(x),F(Y®2)

Finalmente, a igualdade (2) é verdadeira por causa da naturalidade de
&', cujo respectivo diagrama é analogo ao visto acima.

Agora, provemos (ii). Seja X € C. Entéo

Fl o F(lx) 0€1,X © (”(/J X Z.dF’oF(X))

FI(F(Ix)) o F'(&1,x) © &p(1), p(x) © (¥ @ idpr (7 (x)))

FI(F(Ix) 0 &1,x) © §pg1y, r(x) © (¥ @ idpr(p(x)))
F(

I

lpxyo (o' ® ZdF(X))) 0 &p(1y,r(x) © (¥ @idp (r(x))
Fl(lpx)) o F'(¢7 @ idp(x)) o le(l),F(X) o (¢ @ idpr(r(x)))

"(le(x)) © &1 pxy © (F'(¢71) @ idpi(p(x))) ©
((F'(¢) 0 ¢') @ idpr (p(x)))

"(Ir(x)) 0 &1 pixy © (F'(¢71) 0 F'(¢) 0 ¢') @ idpr(p(x)))
F'(lpx)) 0 &1 pix) © (F'(¢7 0 ¢) 0 ¢) @ idpr (r(x)))
F'(lpx)) 0 &1,p(x) © (F'(id1) 0 ¢') ® idpr(r(x)))

e

B!
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F'(lpx)) © €1, p(x) © ((idpr 1) 0 ¢') @ idpr (p(x)))

= Fllrx)) 081 rx) © (¢ @ idr(r(x))

(2.4) B
=" lp(rx) = lrorx),

em que a igualdade (3) vale, pois ¢’ é uma transformagao natural, como
vemos abaixo

€k (1), F(x)

FI(F(1)) ® FI(F(X)) ——— F'(F(1) ® F(X))
F(¢1)®Fl(idF(x))l J{F/(¢l®idF(X))

F1)@ F'(F(X)) —— F'(1 ® F(X)).

& rx)
Finalmente mostremos (iii). Seja X € C. Entao
F'oF(rx)oexao (idpopx) @)
= F(F(rx))oF'(x1) o &rx),ra) © (idr (r(x)) @)
F(rx)oéx1) o &pix).ra) (ZdF’(F(X ® 1)
rex) © (idpxy © 671)) 0 Epixy ray © (idr (r(x)) @ V)
rrx)) o F'(idpx)® ¢~ ') o Erx), (1) © (idE(r(x) @)

(F
F'(
= F'(
F'(
F'(rpix)) o fF(X 1o (idp (rx)y @ F'(¢71)) o
(idp (p(x)) @ (F'(¢) 0 ¢'))
) 0 Epxya © (idpr (r(x)) @ (F'(¢71) 0 F'(¢) 0 ¢'))
rr(x)) © Epixya © (idp (p(x)) © (F' (971 0 ¢) 0 ¢'))
Tr(x)) © Ep(xy1 © (idp (r(x)) @ (F'(id1) 0 ¢'))
TR(X)) © §F(x o (idp(p(x)) ® (idpr(1) 0 "))
= F ) (idp (r(x)) © @)

(2.5)
= Tr(F(X)) = TFoF(X)s

em que a igualdade (4) é justificada de forma analoga a (3). Portanto,
o funtor F’ o F' é monoidal. |

A seguinte definicdo é bem utilizada ao longo do trabalho.

Definigao 2.11. Sejam (F,&,¢) e (F', &', ¢') funtores monoidais entre
as categorias monoidais C e D. Uma transformacgio natural monoidal

0:(F,& )= (F.¢,¢)
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é uma transformagdo natural 6 : F — F' tal que, para quaisquer X,Y €
G, sao satisfeitos

(i) brogp = ¢, (2.6)

(11) 0X®Y o fX’y = {/X,Y e} (gx ® gy) (27)

Se € é uma transformagao natural monoidal e fx ¢é isomorfismo,
para todo objeto X € €, entdao 0 é chamado isomorfismo natural mo-
noidal.

Uma equivaléncia monoidal entre as categorias monoidais C e D é
um funtor monoidal (F,&,¢) : € — D tal que existe um outro funtor
monoidal (F',¢&',¢") : D — € e isomorfismos naturais monoidais 6; :
FoF —Idpefy:F oF — Ide.
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Capitulo 3

Categorias moédulo

Assim como categorias monoidais “categorificam” a nocao de anel,
de maneira similar, categorias médulo “categorificam” a nogao de um
modulo sobre um anel. Isso é o que discutimos nesse capitulo, que é
base para o entendimento do Capitulo 5. Consideremos (C, ®,a,l,r,1)
uma categoria monoidal. Seguimos basicamente [2], [8] e [10].

Definigao 3.1. Uma categoria mddulo a esquerda ou um C-modulo a
esquerda € uma cole¢io (M, ®, m,l) em que

(i) M € uma categoria;

(il) ® : € x M — M € um funtor;

(iii) m: ®@o (® x Idy) = ®o(Ide x®) el : ®0 (1 x Idy) — Idy sio
isomorfismos naturais tais que {mx yr : (XQY)OM — XQ(YM) :
X,YeC MeM}e{ly:10M — M : M € M} sio isomorfismos
em M tais que

Mxy z@m ©Mxey.z,m = (Idx@my z pm)omx yezm o (ax,y,z&idy),
(3.1)
e

(tdx®lp) omx 1,m = rxRida. (3.2)

As igualdades da definicao anterior podem ser expressas através da
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comutatividade dos diagramas

(XeY)®2)®
(X® (Y ®2)8 (X @ Y)B(Z8M)
mx,y@z,Mi mX,Y,Z@ZWl
— — idx ®my, z, S
XB((Y ® 2)8M) TeTvEr X®(Y®(ZeM))
€
— mx,1,M -
(X ® 1)8M XB(18M)
rm wf
XY

De forma semelhante, é possivel definir uma categoria modulo & di-
reita (ou um C-modulo & direita).

Observamos que, para quaisquer X € Ce M € M, ®(X,M) =
X®M e que, para quaisquer f : X - Y € Ceg: M —- N € M,
®(f,9) = f®¢g. Um caso particular desse funtor apareceu na definigao
de categoria monoidal, o leitor pode observar isso no exemplo abaixo.

Exemplo 3.2. Toda categoria monoidal é uma categoria médulo sobre
si mesma, basta considerarmos ® = ® e m = a.

Podemos também definir um funtor entre dois G-moédulos, bem
como o conceito de transformagao natural entre dois destes funtores.
Todas as definigoes e resultados ao longo desse trabalho sao apresen-
tados apenas para o caso de C-mddulos a esquerda, sendo o caso para
C-moédulos & direita inteiramente analogo. Para facilitar a escrita, es-
crevemos apenas C-modulos ao invés de C-moéddulos & esquerda e ao
considerarmos dois C-modulos, usamos a mesma notagao para os fun-
tores e isomorfismos naturais pois acreditamos que nao haja perigo de
confusao devido ao contexto.

Defini¢ao 3.3. Sejam (M, ®,m,1) e (N, ®, m,l) C-mddulos. Um fun-
tor de C-mddulos entre M e N é um par (F,c), em que F': M — N é
um funtor e ¢ : Fo® — ®o (Ide x F) € um isomorfismo natural tal
que

{ex,m : F(X®@M) - XQF (M) : X € €, M ¢ M}
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€ uma familia de isomorfismos em que sao satisfeitas as igualdades

(idx®cy,n) o cx ygu © F(mx y.m) = mx y,ro) © cxevm,  (3.3)

Lpary © cim = F(lur). (3.4)

As igualdades acima s&o expressas pela comutatividade dos diagra-
mas

F((X @ V)&M)

(X®Y)®F(M) F(X®(Y®M))

mX,Y,F(}\l)\L CX,Y®Mi
o o idX@cY,JVI _ .

XS(YSF(M)) XBF(YEM)

€
J— Ci, M —
F(1®M) 18F(M)
F(la) %

para quaisquer X, Y € C e M € M.

Exemplo 3.4. Dado um C-médulo M, o funtor identidade Idy; : M —
M é um funtor de C-moédulos em que cx n = idxgys, Para quaisquer
XelCeMeM

Definicao 3.5. ([4], Ssc. 2) Sejam (F,c),(G,d) : M — N dois fun-
tores de C-mddulos. Uma transformac¢do natural de C-mddulos é uma
transformagao natural 0 : F' — G tal que o diagrama

efo —
F(X®@M) ° G(X®M)
Cx,Ml J/dx,M
XBF(M) ———~ X3G(M),

é comutativo, ou seja, dx a0 Oxg = (idx®0nr) © cx nr-
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Caso exista um isomorfismo natural de C-mo6dulos entre os funtores
F e G, entédo o funtor (F,c) diz-se equivalente a (G, d).

A seguir, mostramos que a composi¢ao de funtores de C-modulos
(quando a mesma é possivel) é também um funtor de €-modulos.

Proposicdo 3.6. Sejam (F,c) : M; — My e (G,d) : My — M;j
Juntores de C-mddulos e seja bx p = dx pouy © G(ex,nr), para todo
X €€ M e M. Entio (Go F,b) : My — M3z é um funtor de C-
modulos.

Demonstracao: Notemos que, para quaisquer X € Ce M € M, bx n
é um isomorfismo, pois é uma composi¢ao de isomorfismos. Agora,
vejamos que b é uma transformacao natural, isto é, provemos que o
diagrama abaixo comuta, para quaisquer morfismos f : X — Y e
g: M — N em C e M, respectivamente,

(G o F)(XEM) 22 X5(G o F)(M)
(GOF)(f®9)J/ if@(GoF)(g)
(G o F)(YBN) 2% y&(G o F)(N).

Temos

(fB(G o F)(g) obxan = (JB(G o F)(g)) o dx.piar) © Glex.)
Y dy. p(w) 0 GUEF(g)) o Glex.ar)
= dy,rn) ° G((f®F(g)) o cx,m)

) dy. vy 0 Gleviy o F(fBg)
= dy,p(nv) © G(cy,n) o (G o F)(f®g)
— by o (G o F)(F5g),

a igualdade (x) deve-se a naturalidade de d via o diagrama abaixo

dx F(M)
—

G(X®F(M)) X®G(F(M))

G(f®F(g))J( lf@G(F(g))

dy,F(N)

GY@F(N)) —=Y&G(F(N)),

e analogamente, (xx) segue da naturalidade de c.
Finalmente mostremos que o par (G o F,b) satisfaz as igualdades
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(3.3) e (3.4). De fato,

(idX@bX,M) obx ygm © (Go F)(mx yum)
= (idx®(dy,r(m) © Glev,m))) © dx piyam © Glex yau) © G (mx,y,m))

= (’de®dy7p(M)) [¢] (ingG(CKM)) (o] dX,F(Y@M) [e] G(CX,Y@M [¢] F(me,M))
= (idx®dy,p(ar)) © dx yarn © Glidx®cy,m) o Glex yga © Flmx,y,m))

(idx®@dy,r(ar)) © dx yaron) © G(idx®cy,m) o cx ygu © Fmx,y,m))
.3

—~
=

—~
w

) . —
= (1dx@dy,pn) © dx ygrr) © Gmxy.ron © cxey,m)
= (idx®dy,r(n)) © dx yzran © G(mx y,rn)) © Glexey,m)
(3.3)
=" mx y,crm)) °dxey,ron © G(cxeoy,m) = Mx v, (Gor) (M) © bxeyv,,

em que a igualdade (%) deve-se a naturalidade de d, isto é, & comutati-
vidade de

d

GXBF(YEM)) LY XGG(F(YEM))
G(idx®cy,m) \L lidx@)G(Cy,M)
dX

GXB(YBF(M))) X BG(YBF(M)).

Também,
ligoryamny obrr = larony) © d1,rary © G(er,nr)
(3-4)
= G(ZF(M))OG(CLM)
G(lpay o c1,0m)
(3.4)
=" G(F(lm)) = (Go F)(lnm).
Portanto, (G o F,b) é um funtor de C-moédulos. |

O proximo resultado é muito importante para a definigdo de equiva-
riantizagao de categorias modulo que veremos adiante. Neste capitulo,
serd necessario definir uma “certa” agdo de uma categoria monoidal em
uma categoria moédulo dada e, com tal resultado, hd como vermos de
forma mais natural como surge a acao dita acima.

O resultado mencionado acima pode ser inspirado em teoria de mo-
dulos. Sejam A, B anéis, M um B-moédulo e f: A — B um homomor-
fismo de anéis. Podemos definir uma estrutura de A-médulo em M, ao
definirmos a acdo - : A x M — M por a-m = f(a)m.

Proposicao 3.7. Sejam C e D categorias monoidais, (F,&,¢) : € — D
um funtor monoidal e (M, ®,m,l) um D-mddulo. Seja o funtor @ =
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@ o (F x Idy) : € x M — M. Entio (M,®",mF 1) é um C-mddulo
em que, para quaisquer X € C e M € M,

@7 (X, M) = X8&"M = F(X)®M,
para quaisquer f: X — Y morfismo em C e g: M — N morfismo em
M,
&(f.9) = 8" 9= F()%y
e 0s isomorfismos
mi ya F(X®@Y)@M — F(X)R(F(Y)&M) e 1y, : F()@M — M
sao dados por
mfc,y,M = Mp(X),F(Y),M © (f)_(,lygidM) e Uy =ly o (¢ ' ®idu).

Demonstragao: Claramente, mf(y, A € [, sdo isomorfismos, pois
cada um deles é uma composi¢ao de isomorfismos.

Verifiquemos agora a comutatividade dos diagramas de um C-modulo,
isto ¢, a validade das igualdades (3.1) e (3.2) para (M,@F, m¥ 1F). De
fato, temos

F P
My vzetm ©MXRY,2,M

Mp(x),F(Y),F(Z)@M ° (§;<,1Y®idF(Z)@M) O ME(XRY),F(Z),M ©
(5}%Y,Z®idM)

—
*
=

(§X®Y 2 ®idr)
(3.1)
=" (idpx)@mpy),F(z),M) © MEX),F(Y)oF(Z),M ° (AFp(x),F(Y),F(z)®idyr) ©
((ExYy ®idp(z))@idn) © (Exgy. zSidar)
= (idpx)y@mpy),F(z),m) © Mex),Fv)erz)um © ((arcx),Fy),Fz)
(5){ y ®idrp(z)) 0 §§éay7z)®idM)
2.3 . _
&2 (idpx)@MpyY,F(2),M) © MEX),F(V)arz),Mm ° (((dpx) ® §y712) °

Exlyez o Flaxyz))®idy)

((5;(,1Y®Z o Flax,y,z))®idn)
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= mpx) Py F2EM © MEX)eF(Y),F2)M © (Exy ©idpz))@ida) o

= (idpo)®meyy,p(z),m) © MEx),Fx)erz)m © ([droxo) © & ) @idar) o

(idpx)®mpyy,F(z).um) © (idpx)B (&, @ida)) 0 mp(x),P(vez),m ©



((g;(,lY(g»Z o Flax,y,z)®idn)

(idrx)®(MEy) F(z),0m © (5;71Z®idM))) O Mp(X),F(Y©Z).M O
(Ex'y oz ®idar) o (Flax,y.z)@idar)

(idp(x) @My, z,0r) © M yoz.ar © (Flax,v,z)®idar)

= (idX@Fm}Ii,Z,M) o mf(,Y@Z,M ° (aX,Y,z@FidM),

em que a igualdade (%) segue da naturalidade de m via a comutativi-
dade do diagrama abaixo

MP(XQY),F(Z),M

(F(X®Y)® F(Z)8M

FXQY)®(F(Z)®&M)
(fX?Y®idF<z>)®idMi igx}yéa(idmz)@idm

(FX)®F(Y))®F(Z)M F(X)® F(Y))(F(Z)M).

_— >
MF(X)®F(Y),F(Z),M

A igualdade (*x) é verdadeira devido a naturalidade de m cujo dia-
grama é analogo ao feito para a igualdade (x).
Agora, verificamos a comutatividade do segundo diagrama, isto &,

a validade de (3.2) para (M,@F,mF,lF). Temos que
(ingFlJFw) °© mf(,l,M

(idx)@(la 0 (¢ ®idar))) © mp(x),pvyum © (Ex 'y Bidar)
idp(x)®la) o (idpx)@(¢™ ®idar)) o mp(x),pv)um © (Ex 'y Bidar)

—~
*
~

rpx)@idar) o ((idp(x) © ¢~ @idar) o (§x 4 Dida)

(F
(
(idpx)®ln) o mp(x)1,u © ((idpx) ® ¢~ )@idy) o (Ex ' Dida)
(
(rrex o (idp(x)y ® ¢~ 1) o f)}}l)@idM

(3.2)

@D Plrx)®idar = rx® idar,

em que a igualdade (%) segue devido & naturalidade de m segundo o
diagrama

Mp(X),F(Y),M
_—

(F(X)® F(Y))eM FX)®(F(Y)®M)
('Ldp(x)®¢_1)®idM\L lidp(x)(@(d)_l@idM)

(F(X)® 1)8M F(X)BABM).

Mmp(x),1,M

Para finalizar essa prova, discutimos sobre a naturalidade de m* e
de I¥. Observamos que m* : J — H,em que J,H: CxCxM - M
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com J =Qo((Fo®)xIdy)e H=®o(ldp X®)o(F X F xIdy). Ja
¥ @0 (F x Idy) o (1 x Idy) — Idy e claramente, ® o (F x Idy) o
(1><Idjv[)M—>M

Sejam X, X' Y.Y' e C MM eM, f: X - X', g:Y =Y
morfismos em € e h : M — M’ morfismo em M. Para que m! seja

uma transformacao natural, é necessario que o diagrama

— m§.y,M — —
F(X®Y)oM F(X)®(F(Y)®M)
J(f,g,h)—F(f®g)®hi J{H(f,g,h)—F(f)(@(F(g)@h)
X'y, M!
seja comutativo. De fato,
mis v 0 J(fig,h) = F(X'),F(Y"),M’ © fX/l y/®@idyr) o (F(f @ g)®h)

(Ex7y o F(f © 9))h)

(F(f) @ F(g)) © Exy)®(h o idar))
mpxy),Fyy.e o (F(f) © F(g))®h) o (Ex)y ®idar)
(F(f)B(F(9)®h)) o mpx) revy.ar o (Exly Didar)

H(f,g, )OmXYMv

—
—

mF(X/) F(Y'),M’ o

(
F(X'),F(Y"),M’ o (
(
(

1=

em que a igualdade (1) é verdadeira devido & naturalidade de €1 e (2)
devido a naturalidade de m. Finalmente, verificando a naturalidade de
¥, isto é, a comutatividade de

Temos que
lip o (F(id)@h) = Iy o (¢7' ®idar) o (idp(1)®h)
= Iy o (idi®h) o (¢ ®idyy)

= holy o (¢ ' ®idy)
= holl,
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em que a igualdade (3) deve-se a naturalidade de I. Logo, (M, @F, mt 1F)
é um C-moédulo. [
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Capitulo 4

Equivariantizacao de
categorias monoidais

Neste capitulo, estudamos o conceito de equivariantizacao de uma
categoria monoidal por um grupo G. Para isto, é necesséario entender
0 que seria um grupo “agir” em uma categoria monoidal, é exatamente
ai onde surgem os conceitos de objetos e morfismos equivariantes. A
importéncia deste capitulo estd no fato de que a equivariantizacao de
uma categoria é fortemente usada na demonstragao de alguns resultados
presentes no capitulo seguinte, dentre eles, o resultado principal deste
trabalho.

Talvez seja interessante ressaltarmos que existe a definicao de um
grupo agindo em uma categoria € qualquer, veja ([2], p.35). Natural-
mente, nosso interesse paira nas categorias monoidais.

Em resumo, dada uma categoria monoidal (€, ®, a,l,r,1), podemos
definir a equivariantizagdo desta por um grupo G e deduzir que a ca-
tegoria @Y, equivariantizacio de € por G, também possui estrutura de
categoria monoidal, esse é o papel principal deste capitulo.

Definigao 4.1. Sejam € uma categoria monoidal e G um grupo. Uma
acio de G em € € uma cole¢io de funtores monoidais™ {(Fg, &g, 0g) :
C — Clyeq, munida de isomorfismos naturais monoidais vg.p : (Fy o
Fh,e,0) = (Fgn,&ghy Pgn) € Yo : Ide — F1 que satisfazem

(Yoh,£)x © (Vg.n) Fyx) = (Ygung) x © Fg((vn,1) x) (4.1)
(Yg.1)x © Fy((h0)x) = (11,9)x © (70) F, (x) (4.2)
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para quaisquer g,h,f € G e X € C, isto €, os diagramas comutam

(Yg,n) Fy(x)

(Fy o Fyo Fr)(X) (Fgn o Fi)(X)
Fg((%,f)x)l l(’th,f)X

(Fy o Fry)(X) Fgng(X)

(Yg,nf)x

(Y0) Fy(x)

Fo(X) ——— (F1 0 Fy)(X)
Fg((’YO)X)i l(’h,g)x
(Fgo F1)(X) ——— Fy(X).

Vg,1) X

Lembrando que dados (Fy, &g, ¢g) € (Fh,&n, ¢n) funtores monoi-
dais, temos que (F, o F},e,%¢) ¢ um funtor monoidal com exy =
Fo((€n)x,v)o () mx),Fa(y) € ¥ = Fg(dn)ody, para quaisquer X,Y €
G, veja Proposicao 2.10.

Além disso, segundo a Definigdo 2.11, sdo verificadas

('Yg,h)l © Fg((bh) © ¢g = (bgh (4'3)

e

(Vg.n) x@y o Fy((€n)x,v)o(&g) 7 (X),Fu(v) = (fgh)X,YO((”Yg,h)x®(7g,ézizg-

Uma defini¢do equivalente a defini¢do acima pode ser vista em [2]
onde se requer a existéncia de um funtor monoidal F' : Cat(G) —
Autg(€), em que Cat(G) é a categoria monoidal cujos objetos sdo os
elementos de GG, os tnicos morfismos sao as identidades e o produto
tensorial é dado pela multiplicagdo em G e Autg(C) é a categoria das
autoequivaléncias monoidais de € em C.

Desta definigao equivalente vem a analogia com a teoria de anéis, ja
que uma agao de um grupo G em um anel S é exatamente um morfismo
de grupos ¢ : G — Aut(S). Neste caso, o anel dos invariantes é dado
por

SY ={s€S:¢,(s)=s,Yg€ G}

Pelas observagoes acima, fica claro porque dizemos que a equivari-
antizacao pode ser pensada como uma categorificagao da nogao de anel
dos invariantes por uma agao de um grupo G.
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Seguindo, por exemplo ([2], Remark 2.4.6.) e (9], p.3), podemos
assumir que ¢1 = id1, (§1)x,y = idxgy e também que v1,4, V4,1 € Y0
sejam transformagoes naturais identidade. Em se considerando essas
igualdades, esté por tras uma equivaléncia funtorial entre F' e Ide que
por simplicidade, consideramos F' = Ide.

A proxima proposigao diz respeito a (x) da Definigdo 4.1 acima.

Proposigao 4.2. Sejam G um grupo e C uma categoria monoidal tal
que G age em C. Entio (Fy, &y, ¢g) : C — C, para todo g € G, é uma
equivaléncia monoidal (ou autoequivaléncia monoidal).

Demonstragao: Como G age em €, para todo g € G, Fy e F;—1 sao
funtores monoidais e, além disso, 4 4-1 1 Fgo Fg1 — Fy € 741 4 :
Fy—1 o Fy — Fy sao isomorfismos naturais monoidais. Pela observagao
acima, Fy = Ide e portanto, vy, 4-1 : Fyo Fy1 — Ide e yg-1,4 :
Fy—1 o Fy = Ide sao isomorfismos naturais monoidais e isso termina a
prova. ]

Por isso, podemos escrever diretamente na Defini¢ao 4.1, colegao de
autoequivaléncias monoidais, como é colocado na literatura, invés de
colecao de funtores monoidais.

Agora, apresentamos a definicio de objeto equivariante em uma

categoria monoidal que sofre a agao de um grupo G.

Definicao 4.3. Sejam G um grupo e C uma categoria monoidal tal
que G age em C. Um objeto X € C € dito equivariante se existe uma
familia s = {sq : Fy(X) = X}geq de isomorfismos em C tal que
s10(y0)x =idx e

890 Fy(sn) = sgn o (Yg,n) X (4.5)

ou seja, os sequintes diagramas sao comutativos

X BX) (B0 B)(X) 2 Fu(X)
1’& / Fg(sh)i isw
X Fy(X) X,

29
para quaisquer g,h € G e X € C.

Devido & Observagao 77, segue imediatamente que s; = idx, para
todo X em C, e portanto, a igualdade s; o (79)x = i¢dx torna-se tri-
vialmente verdadeira sendo desnecessaria sua verificagao em futuras
demonstragoes.
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Definigao 4.4. Sejam G um grupo e C uma categoria monoidal tal
que G age em C. A categoria C¢, chamada de equivariantizacio de C
por G, € uma categoria que consiste de uma cole¢ao de objetos, que sao
pares (X, s), em que X € um objeto equivariante em C e s € a familia
de isomorfismos associada.

Um morfismo entre dois objetos (X, s) e (Y,r) em C% (ou morfismo
equivariante), f: (X,s) — (Y,r), é um morfismo f : X —Y em C tal
que

fosg=rg0F,(f), (4.6)

ou seja, o diagrama

comuta, para todo g € G.

Na literatura, muitos autores estudam equivariantizagao de catego-
rias abelianas k-lineares ou categorias tensoriais (sendo essas tltimas
categorias monoidais munidas de mais propriedades), o leitor pode en-
contrar mais sobre isso em [2], [4], [8], [10] e [11]. Provamos o principal
resultado desse capitulo.

Teorema 4.5. Sejam G um grupo e (C,®,a,l,r,1) uma categoria mo-
noidal. Entdo a equivariantizacdo C% € uma categoria monoidal.
Demonstragao: Primeiramente, definimos o funtor ® em objetos de
€Y. Sejam (X, s),(Y,r) em €Y. Definimos

(X,s)@(Y,r)=(X®Y,t),
emquet={t;: Fy(XQY) > X ®Y}seq e
tg=(sg®@rg)0 (59))7(,1}/' (4.7)

Claramente, t, ¢ um isomorfismo, para todo g € G, pois é uma com-
posicao de isomorfismos. Notemos que t; = idxgy, como ja dissemos
acima. Escrevemos a composicao dada acima

(Eg);(,ly $g@ry

Fy(X) @ Fy(Y) X®Y.

F(X®Y)
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Mostremos que o par (X ® Y,t) é um objeto em CY, isto &, que
comuta o diagrama

(Vg.n)x®Y
)

(FyoF)(X®Y Fup(X®Y)

Fg(th)l ltyh
tg

Fy(X®Y) X®Y,

para quaisquer g,h € G e X € C. De fato,

tgo Fy(th) = (sg®1g) 0 (fg);(,lY o Fy((sh®1n) 0 (§h>;(,1Y)

= (59®79) 0 (€)XY 0 Fylsn ®7a) 0 Fy((€1) %))

E (sg @ rg) 0 (Fylsn) ® Fy(rn)) © ()5 oy v © Fal(E@)%y)

= (390 Fyn) ® (rg 0 Fy (1)) © (€) 5 ey vy © Fal(E0)xy)
D (gn 0 (o) x) ® (rgh © (Yn)v)) © (€07 (x).v) © Fal(E0)%y)
= (590 ®rgn) © (Ye)x © (re)y) © (€0) 5 . vy © Fal(En) 'y
WD (sgn @) 0 (En)xly © (o) xoy

(4.7)

lgn o ('Vg,h)X@)Y’

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de (£), ', veja o diagrama
abaixo

-1
€9) y, (x), 8, (v)

Fy(Fn(X) @ Fp(Y)) —————— Fy(Fin(X)) @ Fy(Fu(Y))
ng(sh)®Fg(rh)

Fg(3h®7"h)l
EDxy
F(X®Y) Fy(X) ® Fy(Y).

Agora, verifiquemos que (1, {(25;1}966;) é um objeto em €. De fato,
a condi¢ao (4.5) é expressa pela igualdade ¢g_h1 o(Ygn)1 = ¢, oFy(¢rh)
que segue diretamente de (4.3).

Sejam [ : (X,s) = (Y,r) e h:(X',s) = (Y',7") morfismos
equivariantes. Temos que

foh: (XX t) = (Y Y u),
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em que ty = (s,®@sy)0 (fg);(’lx, e ug = (ry®ry)o (Eg);}y,. Precisamos
verificar se o morfismo f ® g é equivariante, isto é, se

ugo Fy(f ®@h) = (f ®h)oty, Vg e G.
De fato,

ugo Fy(f@h) = r9®r>°(59);,11/'°Fg(f®h>

r )O(Fg(f)®Fg(h))°(€g))_(,1X'
(rg 0 Fy(f)) ® (1 0 Fy(h))) o (&) x1x/
(

fosg) @ (hosy))o(&e)x

(
(rg
=
(
(f@h)o ( ® 5;;) ° (‘Eg);(,lx'
(f@h)oty.
A igualdade () ¢ valida pela naturalidade de &;'. Portanto, o
morfismo f ® h é equivariante.

Sejam (X, s), (Y,r) e (Z,t) objetos em C. Definimos os isomorfis-
mos naturais
A(X,s),(Y,r),(Z,t) = XY, Z
lix,s) =1Ix
T(X,s) = TX

em que

a(x,s),(vir),(Z, t) (( ,;8)@ (Y1) @ (Z,t) — (X,s) @ ((Y,r) ® (Z,1))
(17{¢ }QEG) ( ) - (X’ 3)
T(X s) (X7 ) ( {¢ }gEG) (X )

Verifiquemos se estes sdo morfismos na categoria €. Primeira-
mente, vejamos que a ¢ um morfismo equivariante. Temos que (X ®
Y,t') e (Y®Z,t") sao objetos equivariantes, em que ¢’ e t” sdo definidos
como na igualdade (4.7). Para tal, precisamos que o diagrama abaixo
comute

Fy(ax,v,z)

F(XeY)e 2) FXe Y e2)

ax.y,z

XeY)@oZ ————— X (Y ®2),
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em que
{Wg = (tlg ® tg) © (59);(}@}/,2 = (((Sg ® rg) o (5@)3{,13/) ® tg) © (‘fg);(}gmz
Vg = (Sg ® t/g/) © (gg))_(TY@)Z = (Sg ® ((Tg ® tg) o (fg)}_f,lz)) © (fg))_(,lngz-
Temos que
(gg))_(,ly) Y tg) © (fg))_<1®Y,Z

) ©
(tg oidp,(z))) © (gg))_(l@/,z
L ® idr,(z)) © (fg))_(}gy,z

ax,y,z owgzaX,Y,ZO((( Qr
= axyzo(((sy®rg)o(§ ) y)®

= aX,Y,ZO((8g®Tg)®tg) ((§ )

® (rg @1ty)) 0 ap,(x),5,(v).Fy(2) © (Eg)x,y @idp,(z)) ' o
£9)xev,z
8g® (rg®tg))o (ing(X) & (fg))_/lz) o (fg))_(,lycgz o Fy(ax,y,z)

® ((rg ®1g) 0 (fg)}_’lz)) o (fg))_(,lY(@Z o Fylax,y,z)
= vgolkylaxyz),

(s¢
(
@
(54

em que a igualdade (x) segue da naturalidade de a. Em (2.3), estamos
usando que (Fy,&,, ¢4) é monoidal.

Finalmente, vejamos que [ e r s@o morfismos equivariantes. E ne-
cessario mostrar que os diagramas

Fy(lx) Fo(rx)

F,(1®X) ————= Fy(X) Fy(X ®1) ———= Fy(X)
' - :
10X Ix X Xol—X . x

sao comutativos, em que
_ 1
lg = (¢gl®89)o(€ )1X
- -1
ty=(sg® ;") 0 (&) x -
Vejamos a comutatividade do primeiro diagrama. Temos que

Ixoty = xo (¢;1 ® sg) © (gg)igf

2.4 _ . —
(:) lXO(¢gl®Sg)0(¢g®Zng(X))Ongl(X)OFg(lX)

= Ixo(id1 ®sg)olp )0 Fyllx)
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= sg0F,(lx).

A dltima igualdade segue do fato de que [ é um isomorfismo natural,
veja o diagrama

lrg(x)

1® Fy(X) Fy(X)

id1®sgl isg

lox — % . x

A comutatividade do segundo diagrama é analoga. Logo, €% é uma
categoria monoidal. [
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Capitulo 5

Equivariantizacao de
categorias modulo

Nesse capitulo, fazemos um estudo analogo ao que fizemos no capi-
tulo anterior, s6 que para o caso de categorias médulos. Esse estudo
culmina no objetivo principal desse trabalho, que é mostrar o Teorema
5.8. As referéncias utilizadas séo, principalmente, [2], [4] e [10].

5.1 Nocoes preliminares

Suponhamos que um grupo G age em uma categoria monoidal C.
Por definigao, os funtores Fy : € — € s@o monoidais (na verdade sao
autoequivaléncias monoidais), para todo g € G.

Seja (M, ®,m, 1) um C-moddulo. Considerando € = D na Proposigao
3.7, temos que a categoria (M,@Fg ,m%s [Fs) ¢ um C-modulo, para todo
g € G. Denotamos tal categoria por MY e ainda, segundo a proposicao
recém citada, para quaisquer X,Y € C, M € M, f morfismo em C e h
morfismo em M, temos

X®™M = F,(X)&M, f&"°h = F,(f)®h,

My'y v = MF,(X),Fy(Y),M © ((59);(,1Y®idM)-

Apenas como curiosidade, tendo em vista a Observagao 77, segue
facilmente que M = M.
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Agora, consideremos H um subgrupo de G. Para cada g € H, seja
(Ug,¢?) : M — M9 um funtor de C-modulos, em que

9 = {c% 1 Ug(XBM) — XB U,y (M)}

¢ uma familia de isomorfismos que satisfaz as igualdades (3.3) ¢ (3.4),
isto &,

g =Fg g g — ot g
(1dx® “cy pp) 0 xyeum° Ug(mx,y,m) = Mx yu,m) ° Cxovy,m €

F g _

ZUZ(M) ocf n = Uglnr),
para quaisquer XY € Ce M € M. Essas igualdades podem ser rees-
critas levando em consideracgao a estrutura de categoria médulo de M9
e assim obtemos

(Zng(X)®C§J/,M) o Cg(,y@M o Ug (mX,Y,]\/[) -

M, (x),5,(v )0, (1) © (§) xy ®idu,an) © ¢kgy e (5:1)

Lo, ) © (¢ ' ®idu, ) © € vr = Ug(lar)- (5.2)

Um passo crucial para esse trabalho é entendermos a defini¢ao de um
C-modulo H-equivariante, que é algo semelhante & agao de um grupo
G sobre uma categoria monoidal €, desenvolvido no capitulo anterior.

Em tal defini¢ao, o leitor vera que surge uma familia de isomorfismos
naturais g, 5 entre os funtores de C-médulos (U, o U, b) e (Ugp, c9").
O desafio é entender o comportamento da composicao U, o Uy, e do
isomorfismo natural b. A observagao serve de auxilio para tal.

Observacgao 5.1. Sejam ¢g,h € H. Entdo as categorias M, M" e
M9 sao iguais em objetos e morfismos, queremos entender como suas
estruturas de C-modulo estao relacionadas.

Sejam (Uy,c?) : M — MY e (Up,ch) : M — M" funtores de C-
médulos. Definimos (U,)" : M" — M9 por (U,)" = U, e a familia de
isomorfismos d = {dg(}fM}g,heH por

h -,
dg(,M = ((vg,n)x ®idyr, (ar)) © C%h(x)}M7 (5.3)

isto é,

(X0 (Yg,n) x ®idyry ()

Uy(Fu(X)BM) 5, (X))@ U, (M)

Fon(X)@U, (M),

para quaisquer X em € e M € M".
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O proximo resultado ndo é demonstrado aqui, porém sua demons-
tracdo encontra-se feita de maneira muito detalhada em ([10], Lema
3.2.1), caso o leitor tenha interesse em sua leitura.

Proposigao 5.2. Sejam g,h € H. O funtor ((Uy)",d") : M" — M9"
definido acima € um funtor de C-mddulos.

Agora, sejam (Uy,c?) : M — M9 e (Up,c") : M — M" funtores
de C-modulos. Pela proposicio acima, ((Uy)", d9") : M — M9 & um
funtor de G-modulos. Pela Proposicao 3.6, a composi¢ao

(U)o Up,b) : M — M" — Mm9h

é um funtor de C-moédulos em que o isomorfismo natural b é definido
por

bx.m = dﬁ(’f ) 0 Ug(chear)
= ((’7g,h)X®2d(UgoUh)( ) © C!I]rh(x),Uh( M) ° U (CX M)
(5.4)
para quaisquer X € Ce M € M. Para facilitar, escrevemos a composi-
¢ao acima que é expressa por

_ Uy (i ar) € (X),
Ug(Uh(X®M)) Cx, M U ( Fh Uh(M)) Fp (X),Up (M)
_F (vg,n) x ®idy, (U, (M) —F,
Fr(X)® Uy (Un(M)) X@ "Ug(Un(M)).

5.2 Categorias modulo H-equivariantes

Agora, apresentamos um dos principais conceitos deste trabalho que
nos permite provar o Teorema 5.8. Para esse assunto usamos principal-
mente [4] e [10].

Suponhamos que um grupo G age em uma categoria monoidal € e
seja H um subgrupo de G. Mantemos a notagao dada na se¢ao anterior.

Definigao 5.3. Um C-mddulo M diz-se H -equivariante se existem fun-
tores de C-mddulos (Uy,c?) : M — M9 e uma familia de isomorfismos
naturais pgp : (Ug)" 0 Up,b) — (Ugh, c9") tais que

(trg.np)ar © Ug((ptn,g)ar) = (pgh,g)ar © (Bg.n)us(ar) (5.5)

Cg(h,JV[ o (gn) xzm = ((Vg.n) x®(tig,n)ar) © €, x),un(an) © U (CX M)

para quaisquer g, h, f € H, X € C e M € M.
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As igualdades acima s&o expressas pela comutatividade dos diagra-
mas abaixo

(kg,n)U (M)
(Uy 0 Un)(Us (M) ————— Uyn(Us(M))
Ug((uh,f)M)l l(l‘gh,f)M
Ug(Uns (M) — Ughs (M)
g nf)M
€
— Ug(c})lgM) —
(Ug o Up)(X®M) Uy (Fr(X)®UnR(M))
(Bg,n) xB0r lci'h(x),Uh(M)
Ugh(X®M) (Fy o Fip)(X)®@(Ug 0 Up)(M)
%\ W’L)M
Fyn (X)&Un (M).

Observagao 5.4. Notemos que este ultimo diagrama é exatamente
a naturalidade do isomorfismo natural de C-moédulos ji4, ao escre-
ver o morfismo bx y como dado pela equacao (5.4). De fato, pgp é
uma transformacao natural de C-moédulos se, e somente se, o diagrama
abaixo

(/‘g,h)ng

(Ug o Up)(XQM) Ugh(X®M)

gh
bX’Ml icx,M

X®T"(Uy 0 Up) (M) ——— X& " Uy (M)

ingth(,Ufg,h)I\/I

comuta. Basta usarmos a igualdade (5.4) e dessa forma, temos

(idx® " (Hgn)m) 0 bxr

= (idr, . (x)D(prg,0)a) (Vg,0) x Did U, 00,1 (1)) © €, (x),0, (1) © Uy(ar)

= ((g,n)x®(pg,n)n) © C%h(x),Uh(M) o Uy(ck ar)

(5:6) gh _

= Cx m©° (tg,n) xBM-

Exemplo 5.5. Toda categoria monoidal € é uma categoria médulo
G-equivariante sobre si mesma, via (Uy,c9) = (Fg,fg_l) € flg,h = Yg,hs
para quaisquer g, h € G.
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De fato, primeiramente é conveniente que o leitor fique atento para
a estrutura de C-modulo de CY (€9 = € como categorias) dada no
inicio desse capitulo. Além disso, como G age sobre C, a familia v, j, :
(FgoFp,b) = (Fyn, fg_hl) ¢é de isomorfismos naturais monoidais e valem
(4.1) e (4.4).

Para que (Fg,fgl) : € — €Y seja um funtor de C-moddulos, pre-
cisamos verificar as igualdades (5.1) e (5.2) e isso vai acontecer, pois
F, ¢ um funtor monoidal, para todo g € G. De fato, para quaisquer
XY, Z € C, temos

(ing(X) ® (59)}7,12) o (59);(,1Y®Z °© Fg(aX,Y,Z)
(2.3) _ . _
= AF,(X),F,(Y),F,(Z) © ((fg)x,ly ®idp,(z)) © (§g)X1®Y7Z,
isso verifica (5.1) e

1 1 @4
lr,(x) O(%l@zdpg(x))o(fg)l}( = Fy(lx),
verifica (5.2).
A verificagao das igualdades (5.5) e (5.6) ¢ imediata, pois a igual-
dade (5.5) ¢ exatamente (4.1) e a igualdade (5.6) ¢ (4.4). Logo, C &
uma categoria médulo G-equivariante sobre si mesma.

Definigao 5.6. Seja M um C-mddulo H -equivariante. Um objeto M
em M € dito equivariante se existir uma familia de isomorfismos v =
{vg : Ug(M) = M}yen tal que, para quaisquer g,h € H,

Vgh © (fg.n)m = vg 0 Ug(vp). (5.7)

Satisfazer esta igualdade é equivalente a comutar o diagrama

(g n)m

(Ug o Un)(M) Ugn (M)

Ug(vh)l l“yh

U,(M) M.

Vg

Denotamos um objeto equivariante M pelo par (M, v).

Definigao 5.7. Seja M um C-mddulo H -equivariante. Um morfismo
[ (M,v) = (N,w) entre objetos equivariantes € um morfismo f :
M — N em M tal que, para todo g € H,

fovg =wg0Uy(f), (5.8)
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isto €, o diagrama abairo comuta

_ M
Ug(f) lf

N.

IS
2
gzl

Com a notagdo acima, a categoria cujos objetos sao equivariantes
e os morfismos entre objetos equivariantes sao como definido acima é
denotada por M.

Finalmente, apresentamos o resultado principal deste trabalho. O
esbogo da prova do mesmo encontra-se em ([4], Lemma 3.3).

Teorema 5.8. Sejam H um subgrupo de G e M um C-modulo H -
equivariante. Entao a categoria MH é uma categoria mddulo sobre CF.
Demonstragio: Primeiramente, sejam (X,u) € €% e (M,v) € M.
Definimos

(X, w)@(M,v) = (XEM, 5),

em que U, = (ug®uy) o c% 5, para todo g € H. Tal composi¢ao é
expressa por

by U (XEM) ¥ F,(X)BU,(M) "5 XaM

e é claramente um isomorfismo, pois € uma composicao de isomorfismos.
Mostremos que o objeto (X®M, ) é equivariante. Para isso é ne-
cessario provarmos a igualdade (5.7). De fato,

~ — h
Ugn o (Mgn)xmm =  (ugn®vgn) o X ar © (Hgn) x@Mm
(5.6) _ _
= (ugn®ugn) © ((Vg.n) xS(tg,n) 1) © €5, (x) v, (ar) ©

Uy (ck ar)

= ((ugn © (79,0)x)®(vgh © (1g,n) M) © €5 (x) 17, (ar) ©
Ug(C})L(,M)

= ((ug o Fy(un))®(vg 0 Ug(vn))) o C£1IT,AL(X),U;L(M) °©
U.«J(CI;QM)

= (ug®uy) o (Fy(un)®Uy(vn)) 0 ¢4, ) 0, (o) © Ug (e ar)

=" (ug®uy) o Cg{,M o Uy(un®@vp) o Uy (C})l(,M)
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= (ug®vy)o0 Cg{,M o Uy ((up®up) o CSL(,M)

= ng 0 Ug({)h)a

em que a igualdade (x) segue de (4.5) e de (5.7) e a igualdade (k)
segue da naturalidade de ¢9, dada pela comutatividade do diagrama

Cg
Fp (X),Up (M)

Uy (Fn(X)QUR(M)) ————— Fy(Fin(X))®Uqy(Un(M))
Ug(uh®vh,)i \LFQ (un)®Ug (vy)

Uy(X®M) Fy(X)®Uy(M).

Cg(,JVI
Logo, (X®@M,?) € MH.

Agora, vejamos como o funtor ® age nos morfismos. Sejam f :
(X,s) — (Y,r) um morfismo em €% e h : (M,v) — (N, w) um morfismo
em M. Entao f@h: (X®M,?) — (YRN,w), em que 9, = (s,0v4) 0
e € Wy = (rg®wy) o ¢y, v, para todo g € H.

Mostremos que f®h é um morfismo em M. Precisamos mostrar
a igualdade (5.8). De fato,

(f®h)ov, =

A
1S
—~ o~ o~~~

— —

=
@

(0]

&

~

NI

~ ‘
&I

—

g
Q

o
=

—

>

N

Nt

Nt

)

Q

:><'~Q

=

em que a igualdade (x) segue (4.6) e de (5.8) e a igualdade (*x) segue
da naturalidade de ¢9, veja o diagrama

Uy(XEM) ——— F,(X)BU,(M)
Ug(f®h)i iFg(f)®Ug(h)
U,(Y&N) - Fy(Y)®U,(N).
Y,N

Sejam (X, s),(Y,r) € €% e (M,v) € MH. Necessitamos mostrar
que m(x s),(v,r),(Mv) € que l(ar,) sao morfismos em MH,
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Sabemos (X ®Y,t) ¢ um objeto em €% com t, = (s,®7,)0 (fg);(,ly,
para todo g € G. Tendo isso em mente,

(X,8) @ (YV,r)@(M,v) = (XY, t)e(M,v) = (X ®Y)’®M,v),

em que 0y = (t,Qvg) o c§(®y)M, ou seja,

Ug = (((sg ®1g) 0 (ﬁg))_(,ly)gvg) o ckay.n

para todo g € H.
Temos também que ((Y,7)®(M,v),w') é um objeto em M com

Wy = (r,@v,) 0 ¢y, 1y, para todo g € H. Assim,

(X, s)a((Y,r)@(M,v)) = (X, s)@(YRM, d') = (XS(Y®M), ),
isto &,

L =\ g
em que Wy = (s,&10,) 0 CxYEM

g = (s@((rg®uyg) 0 c§; 1)) © Cg(,y@M,
para todo g € H.
Agora, definimos os morfismos
(X 8),(Y,r), (M) = XYM € L) = I

que obviamente sao isomorfismos e verifiquemos que tais morfismos sao
morfismos em M.

Vejamos a igualdade (5.8) para mx ) (v,r),(M,), OU Seja, a comu-
tatividade do diagrama abaixo

Uy(X@Y)BM) —2— > (X @ Y)&M
Uy(m(X,s),(Y,r),(M,v))\L J/m(x,s),(Y,r),(AI,v)

Ug(X(YOM)) ———— X&(Y&M).

Temos

M(X,s),(Y,r),(Mw) ©Ug = MXy,M© Vg
= mxymo(((sg®ry)o0 (gg))_(,ly)@vg) o Cg{@Y,M
mx,y,m © (((sg ®1y) 0 (fg);(,ly)@(”g ° idUg(M))) © Cg{@Y,M

mx,y,m © ((sg ®14)@0g) 0 ((gg);(}Y®idUg(M)) o C?{@Y,M

—
*
=

= (548(rg®vy)) 0 Mg, (x),5,(v).U, () © (€9) x'y Didu, (1)) © oy

48



(5.1) . . _
=" (54®(rg®@vy)) 0 (Zng(X)®C€/,M) © Ci@y@]\/[ o Ug(mx,y,m)

= (54®((rg®vg) o C';]/,M)) °© ng’ng o Ug(mx,y,m)

= Wy o Uy(m(x,s),(vyr),(Mv))-

A igualdade (*) segue da naturalidade de m, isto é, o diagrama
abaixo comuta
— ME(X),Fg(Y),Ug(M) — —
((Fy(X) @ Fy(Y)BUy(M)) > Fy(X)B(Fy(Y)BU,(M)) -
(59®T9)®“9i \L59®(7'9®U9)

(X @ Y)®M XS(YBM)

mx,y,M

O proximo passo é provarmos que l(p,) ¢ um morfismo em MH,
Primeiramente, observamos que (L{qbg_l}geH)@(M, v) = (1®M, ),
em que Uy = (¢;1®vg) o ¢\ para todo g € H. Vejamos a igualdade
(5.8) para l(as,), ou seja, que o diagrama

Vg

1M

Ug(lgM)
Uy(l(M,v))i L)

Uy(M) ————= M

comuta. Temos

l(M,v) O Vg = Ino ’l~}g
= Lo (¢, ®ug)oc] y
= Iy o ((idy o ¢y ")®(vg 0 idy, (ar))) © v

(
lpr © (idl@vg) o ((b;l@ZdUg(M)) o C%M
(

5.2 = _
) I o (id1®vg) © lUgl(M) o Uy(lnr)

*

= vy oUy(lar) = vg o Ug(l(ar,0))-

—~
=

A igualdade (x) segue da naturalidade de I, isto é, da comutativi-
dade do diagrama

l
18U, (M) — > U, (M)
idlgvg \L J(vg
1M M.

Inv



Finalmente, verificarmos as igualdades (3.1) e (3.2) é imediato, de-
vido as defini¢oes de m(x ¢),(v,r),(z,t) € de l(ar,1)- Logo, a categoria mH
é um C%modulo. ]
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Apéndice

E sabido que toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente
a uma categoria monoidal estrita e que toda categoria é equivalente a
uma categoria esquelética. Um fato interessante é que uma categoria
monoidal nao precisa ser monoidalmente equivalente a uma categoria
que seja esquelética e estrita ao mesmo tempo, veja (2], p.39). A cate-
goria C(G,w) dada no Exemplo A.4 ndo é monoidalmente equivalente
a uma categoria esquelética estrita, sendo portanto, um exemplo para
o que foi dito acima. Esse também é um dos motivos de desenvolver-
mos esse exemplo, além é claro, de ser um exemplo nao trivial de uma
categoria monoidal.

Para tal, lembramos algumas defini¢oes sobre espagos vetoriais gra-
duados por um grupo G.

Definicao Al. Seja G um grupo. Dizemos que um k-espaco vetorial
V é G-graduado se V =P Vg, em que V, € um k-subespaco vetorial
de V', para cada g € G.

Dizemos que um k-subespago vetorial W C 'V é G-graduado se

W =W nv,).
geG

geG

Definicao A2. SejamV =@ ccVy ¢ W =B cc Wy k-subespagos
vetoriais G-graduados. Dizemos que um morfismo f 'V — W € um
morfismo G-graduado se f € k-linear e f(Vy) C Wy, para todo g € G.

Definicao A3. Sejam G um grupo e k um corpo. Um 3-cociclo € uma
funcio w: G x G x G — k* que satisfaz a sequinte condi¢ao

w(g, h, w(g, hl, t)w(h,l,t) = w(gh,l, t)w(g, h,1t), (A)
para todo g, h,l,t € G.
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Exemplo A4. ([8], Capitulo 3, Exemplo 7) Sejam w um 3-cociclo,
G um grupo finito e C(G,w) a categoria cujos objetos sdo os espagos
vetoriais de dimensao finita G-graduados.

Os morfismos nesta categoria sao os morfismos G-graduados. Entao
C(G,w) é uma categoria monoidal.

De fato, definimos o objeto unidade 1 € C(G,w) como sendo o
corpo k. Sejam V, W € C(G,w). Entao V= o Vy, W =D,cc Wy
e estamos considerando V; = W7 = k. O funtor ® = ® & definido
como

RV, W) = PV aw),,
geqG
em que (VW) =@,,-, Ve ® Wy = D, Vyi-r ® Wi. Podemos

definir os isomorfismos naturais a, [ e r por

aryvw((u@v)@w) = w(ght)u (vew)
lwkou) = w(l,gg ) u
TU(u®k) = W(g,l,l) U,

para quaisquer v € Uy, v € Vi, w € Wy, k €k, g,h,t € G.

Temos que apy,w : (U V)W - UQ VW), ly : kU - U
ery : U®k — U sao isomorfismos e isso segue do fato de que produto
tensorial sobre qualquer anel é associativo, {y e ry sdo os isomorfismos
candnicos, em que U, V,W € C(G,w).

Sejam U, V,W,Z € C(G,w) eu € Uy, v € V), w € Wy, 2 € Zg e
k € k. Entdo verifiquemos o Axioma do Pentagono

(ZdU ® aV,W7z) cay,vew,z °© (aU7V,W X ’Ldz)(((u & U) ® ’U)) ® Z)
(idy @ ay,w.z) c auvew.z(w(a,b,¢) (u® (v wW)) ® 2))

= w(a,b,c) (idy ® av,w,z) o av,vew,z((u® (v w)) ® 2)

a,b, ) (idy ® av,w,z)(w(a,be,d) (u® (vew) @ z2)))

a,b,c)w(a,be,d) (idy @ av,w,z)(u® (v w) ® z))
)
)

= W

= W

Il
S

a,b, c)w(a,be,d) (idy(u) @ av,w,z((v @ w) @ z))
a,b, c)w(a,be,d) (u@w(b, c,d) (v (we z))
a, b, c)w(a,be, d)w(b, c,d) (u® (v (W z))

I
S

P~

ab, ¢, d)w(a,b,cd) (u® (v (W z))
= wlab,c,d) ayvwez((u®v)® (w 2)))
= avvwez°awev,w,z((u®v) @ w)® 2),

= W

isto é,

(idy ® av,w.z) o auvew,z o (au,v,w Qidz) = au,v,wez © AUV,W,Z-
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Finalmente, verificamos o Axioma do Triangulo

(idy @lz)oaprz(u@k)®z) =

ﬁ
* |l

em que a igualdade (

(tdy ®@Iz)(avkz(u R k) ® 2))
(idy © 1) (w(a, 1, d)(u® (k © 2)
(idv ®lz)(w(a,1,d) u® (k® 2))
idy(w(a,1,d) v) @lz(k ® z)
wla,1,d) u®@w(l,d,d™ ) z

wia, 1, d)w(l,d,d™ ) u® 2
wla, 1, ) u®z

ru(u®k)® z

(rov ®idz)((u® k) ® z),

é verdadeira ao considerarmos a = g, 1 = h,

*)
d=1led! =tem (A). Assim, (idy ® lz) o apxz = (rv @idz) e
portanto, a categoria (C(G,w),®,a,l,r,k) é monoidal.
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