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REGRA. Você deve resolver 5 (cinco) questões sendo:

◦ 2 (duas) da Parte I. Análise Funcional;

◦ 2 (duas) da Parte II. Medida e Integração;

◦ 1 (uma) da Parte III. Topologia.

PARTE I. ANÁLISE FUNCIONAL

Questão I.1. Seja (X ,∥ · ∥) um espaço vetorial normado sobre K (que pode ser R ou C) com dimX = ∞, e defina
S = {x ∈ X : ∥x∥ = 1}. Mostre que BX

1 (0) ⊂ Sσ(X ,X∗) e conclua que S não é fechado em σ(X ,X∗), onde σ(X ,X∗)
denota a topologia fraca em X .

Notação. BX
1 (0) := {x ∈ X : ∥x∥⩽ 1} denota a bola unitária fechada de (X ,∥ · ∥).

Questão I.2. Considere ℓ2(C) = {z = {zn} ⊂C : ∑n∈N |zn|2 < ∞} com norma ∥z∥2 =
(
∑n∈N |zn|2

) 1
2 , que já sabemos

ser um espaço de Banach.
Sejam ∆ um subconjunto compacto de C e {αn} uma sequência de pontos de ∆ que é densa em ∆. Defina

T : ℓ2(C)→ ℓ2(C) por
T z = {αnzn} onde z = {zn}.

Mostre que T ∈ L (ℓ2(C)). Mostre também que σ(T ) = ∆, que αn é um autovalor de T para cada n ∈ N e que para
λ ∈ ∆\{αn} temos λ ∈ σc(T ) (o espectro contı́nuo de T ).

Questão I.3. Assuma verdadeiro o seguinte resultado: “sejam X um espaço vetorial e duas normas em X , ∥ · ∥1 e
∥ · ∥2, tais X é um espaço de Banach para ambas as normas, e que existe c > 0 tal que

∥x∥2 ⩽ c∥x∥1 para todo x ∈ X .

Então essas duas normas são equivalentes, isto é, existe d > 0 para o qual ∥x∥1 ⩽ d∥x∥2 para todo x ∈ X .”
Com isto, enuncie e demonstre o Teorema do Gráfico Fechado.

Questão I.4. Seja H um espaço de Hilbert sobre K (onde K = R ou C). Demonstre o seguinte Teorema da
Representação de Riesz: Se f ∈ H∗ então existe um único u ∈ H tal que ⟨v, f ⟩= ⟨v,u⟩ para todo v ∈ H.

Com isto, a aplicação T : H → H∗ definida por ⟨v,Tu⟩= ⟨v,u⟩ para todos u,v ∈ H é sobrejetora. Mostre ainda que
T é uma isometria linear–conjugada, isto é, que ∥Tu∥H∗ = ∥u∥H para todo u ∈ H e que T (u1 +αu2) = Tu1 +αTu2
para todos u1,u2 ∈ H e α ∈K.

Notação. Aqui para f ∈ H∗ e v ∈ H, estamos usando a notação ⟨v, f ⟩= f (v).



PARTE II. MEDIDA E INTEGRAÇÃO

Questão II.1. Demonstre o Teorema da Convergência Dominada: considere (X ,M ,µ) um espaço de medida
e { fn} uma sequência de funções µ–integráveis. Assuma que { fn} converge µ–quase sempre para uma função f
e existe uma função µ–integrável g tal que | fn| ⩽ g para todo n ∈ N. Então f é µ–integrável e

∫
fndµ →

∫
f dµ .

Mostre ainda que, sob as hipóteses do Teorema da Convergência Dominada, vale
∫
| fn − f |dµ → 0.

Questão II.2. Se (X ,M ,µ) é um espaço de probabilidade, isto é, um espaço de medida com µ(X) = 1, mostre que
para todo 1 < p < ∞ temos L∞(X ,M ,µ)⊂ Lp(X ,M ,µ) e que ∥ f∥∞ = lim

p→∞
∥ f∥p.

Questão II.3. Se (X ,M ,µ) é um espaço de medida e f ∈ L +, isto é, f : X → [0,∞] é mensurável e
∫

f dµ < ∞,
mostre que dado ε > 0 existe E ∈ M com µ(E)< ∞ e∫

f dµ ⩽
∫

E
f dµ + ε.

Questão II.4. Seja (X ,M ,µ) um espaço de medida com µ(X)< ∞. Se f e g são funções mensuráveis em X , defina

ρ( f ,g) =
∫ | f −g|

1+ | f −g|
dµ.

Então sabemos (não precisa provar) que ρ é uma métrica no espaço das funções mensuráveis em X , e identificamos
as funções que são iguais µ–quase sempre. Mostre que ρ( fn, f )→ 0 se, e somente se, fn → f em medida.

PARTE III. TOPOLOGIA

Questão III.1. Demonstre o Teorema de Tychonoff: se {(Xλ ,τλ )}λ∈Λ é uma famı́lia de espaços topológicos
compactos então

(
∏

λ∈Λ

Xλ , ∏
λ∈Λ

τλ

)
é compacto, onde ∏

λ∈Λ

τλ denota a topologia produto no espaço produto ∏
λ∈Λ

Xλ .

Questão III.2. Seja {(Xλ ,τλ )}λ∈Λ uma famı́lia de espaços topológicos, X um conjunto não–vazio qualquer e, para
cada λ ∈ Λ, uma função fλ : X → Xλ . A topologia menos fina em X que torna todas as funções fλ contı́nuas é
chamada de topologia gerada pela famı́lia { fλ}λ∈Λ, que denotaremos por τ . Mostre que a coleção formada por

E = { f−1
λ

(Uλ ) : Uλ ∈ τλ , λ ∈ Λ},

é uma subbase para uma topologia em X , e que a topologia gerada por E é exatamente τ . Mostre também que, se
(Y,β ) é um espaço topológico, uma função g : (Y,β )→ (X ,τ) é contı́nua se, e somente se, fλ ◦g : (Y,β )→ (Xλ ,τλ )
é contı́nua para cada λ ∈ Λ.

Questão III.3. Uma coleção F ⊂ P(X) tem a propriedade da interseção finita (ou PIF, para simplificar) se para
todos F1, . . . ,Fn ∈ F temos ∩n

i=1Fi ̸=∅.
Mostre que um espaço topológico (X ,τ) é compacto se, e somente se, toda famı́lia F com a PIF satisfaz

∩F∈F F ̸=∅.


