EXAME DE QUALIFICACAO EM GEOMETRIA - PARTE 2

DOUTORADO MTM/UFSC 2021/1

Convencoes: Neste Exame, a menos de mencao contraria, variedade ¢ sempre sindbnimo
de variedade real de classe C'*° e dimensao finita, e suave é sinénimo de C*°.

Questao 1. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial suave de posto k € N sobre a variedade
M. Lembre-se que k segoes o1,...,0;r : U C M — E de E definidas no aberto U C M
definem um referencial local de E se para cada p € U, {o1(p),...,0r(p)} é base da fibra
E, sobre p.

a) Dado um referencial local suave o1,...,04 : U C M — E, ponha

k
O~ (pv',. ") e U xR = Y voi(p) € m N (U).
i=1
Prove que a inversa ® existe e é uma trivializagao local de E.
b) Prove que uma se¢do o : M — E é suave se e somente para qualquer p € M
e qualquer referencial local suave oy,...,0p, : U C M — E com U > p, as
componentes de o nesse referencial pertencem a C*(U).

Questao 2. Seja M uma variedade suave. Mostre que o campo vetorial X : M — T'M é
suave se e somente se para todo aberto U C M e toda fun¢ao f € C*°(U), a funcao

Xf:peUw— X,(f)
é suave.

Questao 3. Considere a forma volume candnica w = dx A dy A dz em R3.

(1) w é exata? Justifique.
(2) Expresse w em coordenadas esféricas (p, ¢, 6), dadas por

(x,y,2) = (psenpcosh, psen psend, pcosp).

Joror
B1(0)

sendo B;(0) a bola aberta de centro 0 € R3 e raio 1.

(3) Calcule

Questao 4. Prove que todo grupo de Lie tem fibrado tangente trivial. Use isto para
provar que todo grupo de Lie é orientavel.



