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Questao 1. Seja (X, T) um espago topoldgico e considere as sequintes nogoes:
(a) Sex € X eU €T forem tais que x € U, diremos que U € uma vizinhanga de x.

(b) (X,T) é chamado de espago de Hausdorff se para quaisquer par de pontos distintos x1,x2

em X, existirem vizinhancas Uy de x1 e Us de o, tais que Uy N Uy = (.

(¢) Dizemos que X € localmente compacto em x € X, se existir algum subconjunto C' C X

compacto que contenha alguma vizinhanca de x.
Assuma que (X, 7T) seja um espago de Hausdorff. Demonstre as seguintes afirmagoes.

(i) Se Y € X é um conjunto compacto e z € X \ Y, entdo existem subconjuntos abertos

disjuntos U e V de X taisquex € UeY C V.

(ii) Mostre que X é um espago topolégico localmente compacto em z € X se, e somente se,
para toda vizinhanca U de x € X, exitir uma vizinhanca V de z € X tal que V é um

compacto e V C U.

Questao 2. Seja C ([0, 1],@) o espago de Banach das fungdes complexas continuas em [0, 1]
munido da norma || f|locc = supgejo1) I/ (z)lc. Fixe g € C([0,1],C) e defina o operador
c([o,1],€) — ¢([o,1],C),

S = g/

(i) Prove que Ty é um operador linear limitado.

Ty:

(ii) Deduza o conjunto o(Ty) (i.e., o espectro do operador linear Tj;) em termos da funcao g.

Questao 3. Sejam X um conjunto, X uma o-algebra em X, p uma medida o-finita definida

emXel<p<qg<oo.



(a) Mostre que LY(X, X, u) C LP(X,X,u) se, e somente se, u(X) < oo. [Dica: Para a
parte “somente se”, assumindo p(X) = oo, considere uma familia de conjuntos disjuntos

{E, : n € N} C X satisfazendo u(E,) > 1.)

(b) Se u(X)=1e f € L>®(X, X, u), mostre que

Jim [ flln ) = 1o x, 2,

1/n

onde || flln = ([x [f["dn) " e [ flloc = esssup{|f(z)] : 2 € X}.



