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Resumo

Sejam G um grupo finito que age em uma categoria de fusdo C, H
um subgrupo de G e M uma categoria médulo sobre €. Se M é um
C-moédulo H-equivariante, existe a equivariantizacio M. O presente
trabalho caracteriza os objetos simples em M, em que M é uma cate-
goria médulo indecomponivel semissimples, bem como traz um estudo
detalhado das ferramentas usadas para tal.

Palavras-chave: Categoria modulo, Equivariantiza¢do, Dimenséo de
Frobenius-Perron, Grupo (anel) de Grothendieck.






Abstract

Let G be a group acting on a fusion category C, H a subgroup of G
and M a module category over C. If M is a H-equivariant C-module
then there exists the equivariantization M. This work characterizes
simple objects in M, where M is a semisimple indecomposable module
category, as well as presents a detailed study of the tools used for it.

Keywords: Module category, Equivariantization, Frobenius-Perron
dimension, Grothendieck group (ring).
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Introducao

A definicao de uma categoria monoidal surgiu em 1963 em um tra-
balho de Mac Lane [16]. Em seu livro [15], ele desenvolveu a teoria de
categorias monoidais, bem como definiu categorias simétricas e catego-
rias trangadas. Alguns anos depois, Saavedra-Rivano em sua tese [20],
motivado por necessidades em geometria algébrica e teoria dos niimeros
desenvolveu a teoria de categorias Tannakianas, que estuda estruturas
monoidais simétricas sobre categorias abelianas. Desde entdao a teo-
ria de categorias tensoriais (categorias monoidais e abelianas) vem se
tornando um assunto promissor, com notaveis conexoes com teoria da
representacao, grupos quinticos, dlgebras de Hopf, adlgebras de Lie de
dimensdo infinita, algebra de operadores e teoria dos numeros, dentre
outros assuntos.

Se um grupo G age em um anel S, entdo o anel dos invariantes é
denotado por S¢. Pensando no lugar do anel S uma categoria ten-
sorial € e categorificando os conceitos envolvidos, surge a definicao de
equivariantizacdo, a categoria C“. Tal definicdo e analogia podem ser
encontradas em [22].

As categorias tensoriais podem ser divididas em dois tipos: as semis-
simples e as ndo semissimples. O estudo de cada uma dessas familias se
subdivide em diversos tipos. Dentro de categorias tensoriais semissim-
ples, uma classe que vem gerando grande interesse é a das categorias
de fusdo. Estas sdo categorias tensoriais semissimples que possuem um
numero finito de classes de isomorfismos de objetos simples. Se C é
uma categoria de fusio, sua equivariantizacio por um grupo finito €“
também o é. Tal fato é demonstrado em ([6], Theorem 4.18).

Em (]2], Section 2), Burciu e Natale descrevem os objetos simples
da equivariantizacao de uma categoria de fusdo. Uma das principais
ferramentas usadas na demonstragao dessa caracterizacao é a dimensao
de Frobenius-Perron.

A nocao de categoria tensorial pode ser pensada como uma cate-
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gorificacdo do conceito de anel. Generalizando essa ideia, a nogao de
categoria modulo pode ser pensada como uma categorificagdo do con-
ceito de um moédulo sobre um anel. Tal nocao foi dada por I. Bernstein,
em [1] e por L. Crane e I. B. Frenkel, em [4]. Da mesma forma que
o estudo dos moédulos ajuda na compreensao da estrutura dos anéis,
o estudo das categorias médulo ajuda no entendimento das categorias
tensoriais.

Consideremos um grupo finito G que age em uma categoria de fusao
C. Seja H um subgrupo de G. A defini¢do a seguir é encontrada em
[11]. Uma categoria modulo M sobre € é dita H-equivariante se o
grupo H age sobre a categoria M como categoria abeliana k-linear e
certas condigoes de compatibilidade na estrutura de categoria modulo
sdo satisfeitas. Uma das condigoes é a de que os funtores U, : M — M,
que definem a acao de G sobre M, sao funtores de C-moédulo, em que a
estrutura de médulo sobre € da categoria M, vista no “contradominio”,
é dada através da acao de H em C.

Dado um C-moédulo H-equivariante M, podemos considerar a ca-
tegoria dos objetos equivariantes, a equivariantizacio M. Esta nova
categoria tem uma estrutura de categoria médulo sobre a categoria de
fusdo @Y.

Nosso objetivo é caracterizar os objetos simples de equivariantiza-
¢oes de categorias modulo sobre € que sao indecomponiveis e semissim-
ples.

Uma ferramenta essencial para esse objetivo é a dimensao de Frobe-
nius-Perron. Tal dimensao é bem conhecida no contexto de categorias
de fusdo. Esse entendimento se d& através do estudo de Z-anéis que
sdo, basicamente, anéis livres como Z-modulos que satisfazem certas
condi¢oes. Neste trabalho, fazemos um estudo acerca de Z-moédulos
sobre Z-anéis, no intuito de compreender e utilizar a dimensao de
Frobenius-Perron em categorias médulo.

O presente trabalho se organiza da seguinte forma. No primeiro
capitulo fazemos um apanhado geral de resultados acerca de categorias
abelianas, ja que tanto categorias de fusao quanto categorias médulo
sao, em particular, categorias abelianas. Optamos por nao colocar to-
das as demonstragoes, mas procuramos incluir ao maximo os resultados
utilizados no objetivo de fazer um trabalho o mais autocontido possivel.

No segundo capitulo inserimos a estrutura monoidal e, nesse caso,
as categorias abelianas tornam-se tensoriais. Incluimos os principais
resultados utilizados envolvendo tais categorias, todos bem conhecidos.

No capitulo trés apresentamos as categorias modulo ou representa-
coes de categorias tensoriais. Categorias médulo podem ser definidas
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em um contexto muito amplo, mas ja pensando em nosso objetivo fi-
nal, optamos por trabalhar apenas com categorias médulo que sejam
localmente finitas, semissimples e que possuam uma quantidade finita
de classes de isomorfismo de objetos simples. Neste capitulo, apresen-
tamos também a equivariantizacao de categorias médulo, objeto fun-
damental do nosso estudo. Falamos ainda da maneira como a categoria
dos espagos vetoriais de dimensao finita age em qualquer categoria abe-
liana finita, através da soma direta. Tal acao sera utilizada no dltimo
capitulo.

No capitulo quatro, escrevemos com detalhes alguns resultados so-
bre Z-anéis e Z-moédulos. Boa parte é conhecida e encontrada em [7]
e [19]. Na parte especifica sobre Z,-mo6dulos, com o objetivo de con-
seguirmos as ferramentas necessarias para utilizarmos a dimensao de
Frobenius-Perron no ltimo capitulo, desenvolvemos alguns resultados
novos, mais especificamente a partir do Teorema 4.1.36 até o final da
primeira se¢ao.

Ainda no capitulo quatro, escrevemos uma se¢ao especialmente de-
dicada ao grupo de Grothendieck e suas estruturas de anel e médulo,
quando nas respectivas “categorificacdes”. E nesta secio que traca-
mos o vinculo entre Z,-anéis (e Z,-moédulos) e categorias de fusao
(e categorias modulo), respectivamente. Na tultima secdo deste capi-
tulo, transladamos os resultados sobre dimensao de Frobenius-Perron
em Zy-anéis e Z;-moédulos para categorias de fusdo e categorias mo-
dulo e acreditamos ter nessa se¢do uma contribui¢do genuina. Agora
as ferramentas necessarias para o capitulo final estdo todas em maos.

No capitulo cinco, inicialmente relacionamos as dimensoes de Frobe-
nius-Perron de objetos simples em M com a dimensdo de Frobenius-
Perron de suas componentes simples em M. Na segunda se¢do, carac-
terizamos os objetos simples de M através de uma correspondéncia
bijetiva com os objetos simples de M~ em que Hy é o subgrupo de
H conhecido por estabilizador de N, desde que N seja um somando
direto simples em M dos objetos estudados. Na tultima se¢do, apre-
sentamos uma equivaléncia entre objetos simples de equivariantizagoes
MHN e as o n-representacoes projetivas irredutiveis de Hy, em que oy
é um 2-cociclo que depende de N. Neste ultimo capitulo, basicamente
generalizamos as ideias de classificagdo de objetos simples em equiva-
riantizacoes de categorias de fusdo, da secdo 2 de [2], para categorias
modulo.

Ao longo deste trabalho, k € um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Para simplificar a notacao, escrevemos X € C para
dizer que X é um objeto na categoria C. Para um objeto X € €, deno-
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tamos por Ix o morfismo identidade em X e para o funtor identidade
em C, usamos a notagao Ide. Para denotar a existéncia de um isomor-
fismo f : X — Y, escrevemos X = Y e para dizer que nao existe tal
isomorfismo, escrevemos X 2 Y. Todas as categorias consideradas sao
essencialmente pequenas, isto é, para todo par de objetos X, Y, a classe
dos morfismos, denotada por Home(X,Y'), € um conjunto e as classes
de isomorfismos de objetos formam um conjunto.
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Capitulo 1

Categorias abelianas

Consideramos conhecidas algumas defini¢oes basicas envolvendo ca-
tegorias, que podem ser encontradas em [7] e [17]. No intuito de fa-
zermos um trabalho o mais autocontido possivel lembramos, a seguir,
algumas definigoes.

1.1 Sequéncias exatas

Nesta secao apresentamos defini¢oes e alguns resultados conhecidos
que serao uteis nos capitulos posteriores.

Definicao 1.1.1 Seja C uma categoria. Dois monomorfismos iy : X1 —
X eig: Xo — X em C sdo ditos equivalentes se existe um isomorfismo

u: X1 — Xo tal que o diagrama a segquir comuta

>X2

X, “
A
X.

Um subobjeto de X é uma classe de equivaléncia de monomorfismos
para X. Se Y é um subobjeto de X, existe um monomorfismo ¢ : Y —
X. Denotamos tal fato por Y C X ou (Y,¢).

Definigao 1.1.2 Seja C uma categoria. Dois epimorfismos ¢ : X —
X1, g2 1 X — X5 em C sao ditos equivalentes se existe uwm isomorfismo
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u: X1 — Xo tal que o diagrama a sequir comuta

X1 u > Xo
X.

Um quociente de X é uma classe de equivaléncia de epimorfismos
de X.

Definicao 1.1.3 Uma categoria C € dita pré-aditiva se possui um ob-
jeto zero, o conjunto Home(X,Y) é um grupo abeliano, para quaisquer
X, Y € @, e a composi¢cdo de morfismos € bilinear, isto é, para quais-
quer f,f': X =Y eqg,qg : Y — Z valem

g(f+f)=gf +gf e(g+g)Vf=9f+df

Sejam € uma categoria pré-aditiva e X7, Xo € €. Uma soma direta
de X7 e Xy & uma cole¢do (Z, 71, ma,t1,t2), em que m : Z — X,
mo  Z = Xo, 11 1 X1 = Z e 1 : Xo = Z s&0 morfismos em C que
satisfazem

mu =Ix,, muy=1Ix, e 7 +iame = Iz.

A soma direta de dois objetos é tnica, a menos de isomorfismo.
Nas condigoes acima, escrevemos Z = X1 @ X5. Os morfismos 71 e
mo sa0 epimorfismos, chamados projecoes e os morfismos ¢; e to sa0
monomorfismos, chamados inclusées. Tais morfismos satisfazem m;¢; =
0, se i # j.

Definicao 1.1.4 Uma categoria pré-aditiva C é dita aditiva se todo par
de objetos em € possui uma soma direta.

Consideramos que todas as categorias € neste trabalho sejam aditi-
vas. Denotamos por 0 tanto o objeto zero quanto o morfismo nulo.

Definicao 1.1.5 Seja X € C que nao seja o objeto zero.

(1) O objeto X ¢ dito simples se os unicos subobjetos de X sdo o
objeto zero e ele mesmo.

(2) O objeto X € dito semissimples se X é uma soma direta de objetos
simples.
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Definicao 1.1.6 Uma categoria C € dita semissimples se todo objeto
em C é semissimples.

Definigao 1.1.7 Seja f: X — Y um morfismo em C.

(1) Um nicleo de f é um par (Ker(f), k), em que Ker(f) é um
objeto em C e k : Ker(f) — X € um morfismo em C, tal que
fk =0 e € universal com respeito a esta propriedade, isto €, se
k' K' — X € outro morfismo tal que fk' = 0, entao existe um
inico morfismo u: K' — Ker(f) tal que ku = k’.

(2) Um coniicleo de f € um par (coKer(f),q), em que coKer(f) é
um objeto em C e q: Y — coKer(f) é um morfismo em C, tal
que qf =0 e € universal com respeito a esta propriedade, isto é,
seq Y — Q' € outro morfismo tal que ¢'f = 0, entao existe um
inico morfismo v : coKer(f) — Q' tal que ¢’ = vq.

O diagrama a seguir ilustra a defini¢do acima

Ker(f) Ex- Loy 9 coKer(f)
w K ¢ )
e £
K' Q.

De acordo com a definicdo acima, um ntcleo e um conticleo de um
morfismo f em C sdo pares formados de um objeto e um morfismo. Al-
gumas vezes, para simplificar a notagao, escrevemos apenas o morfismo
para indicar que o par a ser considerado é o dominio e o morfismo, no
caso de um nucleo, e o contradominio e o morfismo, no caso de um
conticleo.

Lema 1.1.8 ([17], Lema 2.7.12) Se f : X — Y € um morfismo em
C, k: Ker(f) - X € um nicleo de f e q : Y — coKer(f) é um
contucleo de [ entdao k é um monomorfismo e q é um epimorfismo.

Dessa forma, se f : X — Y é um morfismo, um nicleo de f é um
subobjeto de X e um contcleo de f é um quociente de Y.

Proposicao 1.1.9 Seja f : X — Y um morfismo em C. O nicleo

de f € wnico, como subobjeto de X. O conicleo de f € unico, como
quociente de Y.
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Demonstragao: Sejam k : Ker(f) - X e ¥’ : K’ — X nicleos de f.
Como fk' = 0, pela propriedade universal de (Ker(f),k), existe um
unico morfismo u : K/ — Ker(f) tal que ¥’ = ku, isto é, o diagrama
abaixo comuta

KeT(f)gk>X4f>Y

A
u K’

K'.

Mostremos que w é isomorfismo. Como fk = 0, pela propriedade
universal de (K’, k'), existe um tinico morfismo v’ : Ker(f) — K’ tal
que o diagrama abaixo é comutativo

K ox_ T .y
. OT
/. k
Ker(f).

Assim, kuu' = k'’ = k e kK'v'u = ku = K/, ou seja, os diagramas
) ) )
abaixo comutam

Ker(f) X Y K —X——=Y
. O T s o T
k , - I
Ker(f) K.

Como Iger(y) € Ik também comutam os diagramas acima, pela
unicidade do morfismo da propriedade universal de (Ker(f),k) e de
(K', k'), respectivamente, segue que uu' = Ixep(s) € w'u = Igs. Por-
tanto, v : K’ — Ker(f) é um isomorfismo tal que ku = k’. Logo,
(K', k') = (Ker(f),k), como subobjetos de X.

Analogamente, mostra-se a versdo para contcleo. [

Lema 1.1.10 Sejam f : X — Y wum morfismo em C, k : Ker(f) —
X o nicleo de f e q: Y — coKer(f) o conicleo de f. Entao sdo
equivalentes.

(1) (Ker(f).k) = (X,Ix), como subobjetos de X.

(2) k € um isomorfismo.
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(3) f=0.
(4) (coKer(f),q) = (Y,Iy), como quocientes de Y.

(5) q € um isomorfismo.

Demonstragao: (1) = (2) Tal igualdade como subobjetos implica que
existe um isomorfismo u : Ker(f) — X tal que k = Ixu = u. Portanto,
k é um isomorfismo.

(2) = (3) Como fk =0, segue que f =0.

(3) = (4) E claro que Iy f = Iy0 = 0. Seja ¢’ : Y — K’ um
morfismo em € tal que ¢'f = 0. Claramente, o proprio ¢’ ¢ o tnico
morfismo que comuta o diagrama abaixo

X*O>YL-Y

q T
L 4q

Q"
Logo, (Y, Iy) é um conucleo de f. Pela Proposi¢do 1.1.9, segue que
(Y, Iy) = (coKer(f),q), como quocientes de Y.
(4) = (5) Analogo a (1) = (2).
(5) = (3) Analogo a (2) = (3).
(3) = (1) Anélogo a (3) = (4).

Definicao 1.1.11 Uma categoria C é dita abeliana se é aditiva, todo
morfismo possui um nicleo e um conicleo, todo monomorfismo € um
nicleo e todo epimorfismo € um concleo.

Consideremos a partir de agora que todas as categorias envolvidas
sejam categorias abelianas.

Proposigao 1.1.12 Um morfismo f : X — Y em C é um epimorfismo
e um monomorfismo se, e somente se, € um isomorfismo.

Demonstragao: Se f é um isomorfismo, é claro que f é um monomor-
fismo e um epimorfismo. Suponhamos que f seja um monomorfismo
e um epimorfismo. Como f é um monomorfismo, segue que f é um
nucleo, ou seja, f = Ker(g), para algum morfismo g : Y — Z. Assim,
gf =0=0f e como f é um epimorfismo, segue que g = 0. Logo, pelo
Lema 1.1.10, f é um isomorfismo. [ ]
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A seguir, desenvolvemos nogoes e resultados bésicos envolvendo
sequéncias exatas. Estes resultados sdo usados como ferramentas para
o desenvolvimento de outros neste mesmo capitulo como, por exemplo,
o Lema de Schur para categorias abelianas. Mas sao auxiliares para os
outros capitulos também.

Definigao 1.1.13 Seja f : X — Y um morfismo em C. A imagem de
f, denotada por Im(f), é dada por

Im(f) = Ker(coKer(f)).

Definigao 1.1.14 Sejam f: X =Y eg:Y — Z morfismos em C. A
sequéncia
f g

X—Y —7

¢ uma sequéncia exata em Y se Im(f) = Ker(g), como subobjetos de
Y.

Uma sequéncia

0—= X 1o x, Lo Iy Ty 0

é dita exata se é exata em X, para todo i € {1,2,--- ,n}.
Uma sequéncia exata da forma

f g

0 X Y A 0

é chamada sequéncia ezata curta.
Lema 1.1.15 Seja X em C. Entdo
Ker(Ix)=0 e coKer(Ix)=0.

Demonstragao: E claro que Ix0 = 0. Seja k' : K/ — X tal que
Ixk = 0. Entao k' = 0. Existe um tinico morfismo u : K/ — 0, pelo
fato do contradominio ser o objeto zero e é claro que esse morfismo
comuta o diagrama abaixo

040>XL>X

A
O ’
u k

K.

Portanto, Ker(Ix) = 0.
Analogamente mostra-se que coKer(Ix) = 0. ]
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Proposigao 1.1.16 Sejam [ : X — Y um morfismo em C e (Ker(f), k)
o nicleo de f. Entdo sao equivalentes.

(1) f é um monomorfismo.
(2) (Ker(f),k) = (0,0).
3) 0—X oY ¢uma sequéncia exata.

Demonstragao: (1) = (2) Temos que fk = 0 = f0. Como f é um
monomorfismo, segue que k = 0.

(2) = (1) Sejam g, h : Z — X tais que fg = fh. Entdo f(g — h) =
0. Pela propriedade universal do nicleo, existe um tnico morfismo
u:Z — Ker(f) tal que ku = g — h. Mas, por hipotese, k = 0. Logo,
g = h. Portanto, f € um monomorfismo.

(2) & (3) Segue do lema acima, pois

Im(0) = Ker(coKer(0)) = Ker(Ix) =0.

A seguir é enunciado um resultado anélogo para epimorfismos.

Proposigao 1.1.17 Sejam f : X — Y um morfismo em C e (coKer(f),q)
o contcleo de f. Entdo sio equivalentes.

(1) f é um epimorfismo.

(2) (coKer(f),q) = (0,0).
3) X Y0 ¢uma sequéncia exata.

Corolario 1.1.18 A sequéncia 0 X ! Y 0 € ezata se,

e somente se, f € um isomorfismo.

Demonstragao: Segue diretamente das Proposi¢oes 1.1.12, 1.1.16 e
1.1.17. ]

Lema 1.1.19 ([17], Lema 2.8.3) Todo monomorfismo em C € o ni-
cleo do seu conicleo. Todo epimorfismo em C € o conicleo do seu
nicleo.
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Proposicao 1.1.20 Sejam X,Y,Z em C e a sequéncia

0 xtoy_ ¢

Z 0.
Entao sao equivalentes.

(1) A sequéncia acima é uma sequéncia exata curta.
(2) f € o nicleo de g e g é o coniicleo de f.

Demonstragao:

(1) = (2) Em particular, a sequéncia é exata em X. Pela Proposigao
1.1.16, f é um monomorfismo. Dai, pelo lema anterior, f é o nicleo do
seu conucleo. Assim, Im(f) = Ker(coKer(f)) = f. Além disso, como
a sequéncia é exata em Y, segue que f = Im(f) = Ker(g). Portanto,
f € o nicleo de g.

Como a sequéncia é exata em Z, pela Proposicao 1.1.17, g é um
epimorfismo. Assim, pelo lema anterior, g é o conticleo do seu niicleo,
isto é, g é o contucleo de f.

(2) = (1) Como f é um monomorfismo, segue a exatiddo em X e
segue que I'm(f) = Ker(coKer(f)) = f. Como f é um nicleo de g,
temos que ker(g) = f = Im(f) e segue a exatiddo em Y. Como g é um
contcleo, g é um epimofismo e a sequéncia é exata em Z. Portanto, a
sequéncia é exata curta. [ |

Lema 1.1.21 Sejam f: X =Y um morfismo, k : ker(f) = X o seu
nicleo e ¢ : Y — coKer(f) o seu conicleo. Entdo a sequéncia

k f

0 —— Ker(f) X y 2 coKer(f) —=0

€ exata.

Demonstragao: A sequéncia é exata em Ker(f) e em coKer(f), pe-
las Proposicoes 1.1.16 e 1.1.17, respectivamente, pois k£ ¢ um monomor-
fismo e ¢ é um epimorfismo. Além disso, pelo Lema 1.1.19, temos que
Im(k) = k. Logo, Im(k) = ker(f) e entdo a sequéncia é exata em X.
Além disso, por definigdo, Im(f) = Ker(coKer(f)) = Ker(q). Logo,
a sequéncia é exata em Y também. Portanto a sequéncia é exata. =

Sejam f: X - Y e f/: X’ - Y’ morfismos em €. A soma direta
dos morfismos f e f/, denotada por f® f/: X X' - Y Y éa
composicao

fef =wfrx +uw flrx,
em que os morfismos ¢ e 7 sao as inclusoes e projecoes das respectivas
somas diretas.
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Lema 1.1.22 Sejam f e f' como acima. Entio Ker(f&f') = Ker(f)®
Ker(f') e CoKer(f @ f') = CoKer(f) ® CoKer(f").

Demonstragao: Sejam k : Ker(f) — X e k' : Ker(f') — X' os
nucleos de f e f/, respectivamente. Mostremos que

(Ker(f) & Ker(f), k& I
¢ um nucleo de f @ f’. Temos

(fefMEOK) =@yfrx +uw f'rx)(xkTgers) + tx K Trer(sr))
= l’Yfkﬂ-Ker(f) + LY’flk/TrKer(f/) =0.

Sejam K € Ceu: K — X @ X’ tais que (f @ f)u = 0. Entdo
my(f@® flu=0emy (f® f)u=0. Logo, frxu=0e f'mxu=0.
Pela propriedade universal de (Ker(f),k) e de (Ker(f’), k"), respecti-
vamente, existem unicos g : K — Ker(f) e ¢ : K — Ker(f') tais que
kg =mxuek'g’ = mx:u. Definimos h : K — Ker(f) & Ker(f') por

h = LKer(f)9 + LKer(f’)g/'

Assim,

(kS k) = (xkmger(s) + tx K Trer(s)) (Ler()9 T Lier(s)g')
=1xkg+1x' kg =ixTxu+1xTx U= U

Portanto, o diagrama abaixo comuta

Ker(f)@Ker(f’)ﬂ-X@X’&Y@Y/.

< O
K.

Mostremos a unicidade de h. Seja h' : K — Ker(f) ® Ker(f') tal
que (k ® k")h' = u. Entao

kﬂKer(f)hl = Wx(k D k/)h/ =7nxu=kg

K rgerpyh' = mx:(k ® KD = mxu=kg'.
Como k e k' sdo monomorfismos, isto implica que mge.(ph' = g e
que Tger(s)h' = g'. Logo,
h = LKer(f)9 + LKer(f’)gl
= tKer()TKer(HP + Lker(p)Trer(snh =N

A demonstracao para conticleo é andloga. ]
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Proposicao 1.1.23 Sejam

xtog 9y ex Lo g 9oy

sequéncias exatas. Entao

Xox' I za7 % yay

€ uma sequéncia exata.

Demonstragao: Segue, do lema acima, que Ker(g & ¢') = Ker(g) &
Ker(g') e que Im(f & f') = Im(f) & Im(f'). Por hipotese, temos
que Ker(g) = Im(f) e Ker(g') = Im(f’). Portanto, Ker(g ® ¢') =
In(f & ). .

Lema 1.1.24 Se X *f> 725V 6uma sequéncia ezxata e
¢: Z — W € um isomorfismo entao ¢ induz uma sequéncia exata

X—W——=Y.

-1
Demonstragao: Basta considerarmos a sequéncia X Lf> w & Y.
]

Lema 1.1.25 Sejam 0 X ! A Y 0 wma sequén-

cia exata curta e W € C. Entao existem sequéncias exatas

O—XoW —Z7ZW —Y ——0

0O—X—s70W —Y oW ——0.

Demonstragao: Segue da Proposi¢io 1.1.23 usando as sequéncias exa-

tas da hipotese e 0 w fw W 0 0, do Lema 1.1.24
edofatodeque Y #0x=Y. [

Lema 1.1.26 (Lema de Schur para categorias abelianas) Sejam X e
Y objetos simples em C. Se f : X — Y € um morfismo nao-nulo entdo
f € um isomorfismo.
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Demonstragao: Seja f: X — Y um morfismo nao-nulo. Temos que
(Ker(f),k), o nicleo de f, € um subobjeto de X. Como X é simples,
isto implica que Ker(f) = 0 ou Ker(f) = X. Se Ker(f) = X, pelo
Lema 1.1.10, f = 0, o que é um absurdo. Assim, Ker(f) = 0 e, pela
Proposigdo 1.1.16, segue que f é um monomorfismo. Assim, (X, f) é
um subobjeto de Y. Como Y é simples e X 2 0, temos que X 2 Y e
que f é um isomorfismo. [

Seja ¢ : X — Y um monomorfismo em €, isto é, X C Y. Denotamos
o quociente coKer () por Y/X.

Lema 1.1.27 Seja (X, 1) um subobjeto de Y. Entdo a sequéncia

0— =Xty 1

Y/X 0
é exata.

Demonstragao: Como ¢ é um monomorfismo, pelo Lema 1.1.19, ¢ é
o nucleo do seu conucleo. Assim, pela Proposicdo 1.1.20, segue que a
sequéncia é exata. [ |

Proposigao 1.1.28 ([13], Proposition 16.1) Suponhamos que o di-
agrama a sequir, formado pelas linhas e colunas continuas, comuta e
que suas linhas e colunas sejam sequéncias exatas. Entdo existem mor-
fismos v : A" - Aevy : A— A" que preservam a comutavidade do
diagrama e tornam a sequéncia pontilhada uma sequéncia erata.

0 0 0
0 A T A v > A" >0
0 B -“.p_. pr 0
B8 B B’
0 (oI . g 0
0 0 0

Corolario 1.1.29 Sejam A, B e C objetos em C tais que A C B C C.
Entdo BJAC C/A e (C/A)/(B/A) =2 C/B.
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Demonstragao: Sejam i; : A — B, iy : B — C monomorfismos,
¢1 : B — B/A o contucleo de i1, g2 : C — C/B o conicleo de iz e
g : C = C/A o contcleo de igiy. Nao é dificil ver que o diagrama
abaixo é analogo ao da proposi¢ao acima e que satisfaz as hipoteses da
mesma. Logo, existem v: B/A — C/Ae~' : C/A — C/B tais que a
sequéncia pontilhada é exata

0 0 0

0 AT A 0 0
71 1911

0 B—2 -0c—".0/B 0
q1 q Ic/B

0= BJA-Ym CJA T = CJB 0

0 0 0.

Assim, v ¢ um monomorfismo e, pela Proposi¢do 1.1.20, 7' é um
contcleo de . Portanto, B/A C C/Ae (C/A)/(B/A) = C/B. |

1.2 Funtores e transformacoes naturais

Nesta secao sao apresentadas as definigoes e alguns resultados, acerca
de funtores e transformagoes naturais, necessarios nao apenas para o
entendimento de vérias definicoes que aparecem neste trabalho, mas
também como ferramentas auxiliares importantes para intmeras de-
monstracoes apresentadas aqui.

Sejam C e D categorias e F,G : C — D funtores. Lembremos que
uma transformacao natural p : FF — G é uma cole¢ao de morfismos
{px : F(X) - G(X) : X € C} tal que, para todo par de objetos
X,Y € C e para cada morfismo f : X — Y, o seguinte diagrama
comuta

F(X) 25 Ga(x)

F(f)l iG(f)

F(Y) —— G(Y).

Hy
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Uma transformacao natural p : F — G é dita um isomorfismo
natural se, para todo objeto X, o morfismo pyx : F(X) — G(X) é um
isomorfismo. Neste caso, F' € equivalente a G e denotamos este fato
por '~ @G.

Duas categorias C e D sdo equivalentes se existem funtores F': C —
DeG:D — Ctais que F'IG ~ Idp e GF ~ Ide. Neste caso, F e G
sao ditos equivaléncias entre categorias.

Lema 1.2.1 ([18], Proposigao 2.21) Seja F : C — D uma equiva-
léncia entre categorias. Um morfismo f: X — Y € um monomorfismo
(epimorfismo) em C se, e somente se, F'(f) € um monomorfismo (epi-
morfismo) em D.

Lembremos também que se F : ¢ — D é uma equivaléncia entre
categorias e Z é um objeto zero em C, entdo F(Z) é um objeto zero em
D, veja ([17], Ejercicio 2.7.5).

Proposicao 1.2.2 Seja F : C — D uma equivaléncia entre categorias.
Se S é um objeto simples em C entio F(S) é um objeto simples em D.

Demonstragao: Como F' : € — D é uma equivaléncia, existe um
funtor G : D — C tal que GF ~ Ide e FG ~ Idp. Seja X C F(9),
isto é, existe um monomorfismo ¢ : X — F(S) em D. Pelo lema acima,
G(t) : G(X) —» GF(S) 2 S é um monomorfismo. Assim, G(X) é um
subobjeto de S. Como S é simples, G(X) = 0 ou G(X) = S. Logo,
X2FGX)2F0)=0ou X 2 FG(X) = F(S). Portanto, X 0 ou
X = F(5), donde F(S) é um objeto simples em D. ]

Lembremos que as categorias consideradas sao essencialmente pe-
quenas e isso implica que as classes de isomorfismos de objetos formam
um conjunto.

Proposigao 1.2.3 Seja F : C — D uma equivaléncia entre categorias.
Entao existe wma bijecao entre as classes de isomorfismo de objetos
simples de C e D,

Demonstragao: Sejam {S;}icr e {5]};es conjuntos de representantes
das classes de isomorfismo de objetos simples em € e em D, respecti-
vamente. Definimos f : {[Si]}ier — {[S]]}jes por f([Si]) = [F(S:)].
Pela proposigao acima, F'(S;) é um objeto simples em D. Além disso,
se S; =2 S; entdo F(S;) = F(S;). Logo, a funcdo f estd bem definida.

Como F : € — D é uma equivaléncia entre categorias, existe um
funtor G : D — C tal que GF ~ Ide e FG ~ Idp. Sejam ¢ : FG —
Idp e ¢ : GF — Ide os isomorfismos naturais correspondentes.
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Mostremos que f € injetiva. Sejam S;,S; tais que f([S;]) = f([S;])-
Entao [F(S;)] = [F(S;)]. Donde existe um isomorfismo ¢ : F(S;) —
F(S;). Logo, G(t) : G(F(S;)) = G(F(S;)) é um isomorfismo. Além
disso, existem os isomorfismos g, : GF(S;) — S; e @s; : GF(S;) —
S;. Dessa forma, a composi¢ao abaixo é um isomorfismo entre S; e S;

gt v
s ars) S qr(s;) s s, .

Logo, [Sz} = [SJ]

Mostremos que f é sobrejetiva. Seja j € J. Entéo [S}] = [F(G(S}))],
pois existe o isomorfismo qzﬁsjf_ : FG(S}) — S). Pela proposicio acima,
como G ¢ também uma equivaléncia entre categorias, temos que G/(5%)
¢ simples em C. Donde existe i € I tal que [S;] = [G(S))]. Assim,
(7] = [F(G(S))] = [F(Si)] = f([Si]). Portanto, f ¢ uma bijecao. m

Agora recordamos o conceito de adjun¢do, o mesmo se aplica em
varias provas do Capitulo 5, principalmente.

Defini¢ao 1.2.4 Uma adjungio de C a D é uma tripla (F,G, ), em
que F: C— D eG: D — C sdo funtores e {¢xy : Homp(F(X),Y) —
Home(X,G(Y)) : X € CeY € D} é uma familia de isomorfismos

naturais.

Na definicdo acima, estamos considerando os funtores

Homp(—,—)(F x Idp) : € x D — D x D — Set

Home(—,—)(Ideor X G) : CP x D — C? x C — Set,

tais que, para cada morfismo (f,g) € (Homeor(X,U), Homp (Y, V))
(ou (f,9) € (Home(U, X), Homp (Y, V))), temos

(Homyp (=, =)(F x Idp))(f,9) = Homp (F(f),9),

em que

Homo (F(f),g9): Homop(F(X),Y) — Homop(F(U),V)
! - gar'(f)

(Home (=, =)(Ideor x G))(f,9) = Home(f, G(9)),

30



em que

Home(f,G(g)): Home(X,G(Y)) — Home(U,G(V))
5 > G(g)Bf.

Finalmente,
¢: Homp(—,—)(F x Idp) = Home(—, —)(Ideor X G)

é um isomorfismo natural e sua naturalidade é expressa pela comutati-
vidade do diagrama

DX,y

Homp(F(X),Y) —————— Home(X,G(Y))
Hom'D(F(f)vg)l J/Home(f,G(g))
Homp(F(U),V) o Home(U,G(V)).

u,v

Na tripla (F, G, ¢) o funtor F' é chamado adjunto & esquerda de G
e o funtor G é chamado adjunto a direita de F'.

Teorema 1.2.5 ([18], Teorema 2.28) Sejam FF':C—D eG:D —
C funtores. As afirmagdes abaizo sio equivalentes.

(1) Eziste uma adjuncao (F,G, ).

(2) Ezistem transformagoes naturais e : FG — Idp e ¢ : Ide — GF
tais que, para quaisquer Y € D e X € C, valem as igualdades

Iaiy) = Gley)eay) (1.1)

Ir(x) = erx)Flex). (1.2)
Lembremos que € e D sdo categorias abelianas.

Definigao 1.2.6 Um funtor F : C — D € dito aditivo se, para todo
par de objetos X, Y € C, vale

F(f+g)=F(f)+F(g),
para quaisquer f,g € Home(X,Y).

Proposigao 1.2.7 ([7], Proposition 1.2.4) Para qualquer funtor adi-
tivo F : C — D existe um isomorfismo natural

F(X)a F(Y)2F(XaY).
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Segundo [17], temos também que toda equivaléncia entre categorias
aditivas é necessariamente um funtor aditivo. O adjunto a esquerda
(ou & direita) de um funtor aditivo entre categorias aditivas ¢ aditivo e
uma transformacao natural entre funtores aditivos é aditiva.

A seguir, recordamos a defini¢do de um funtor exato, tais funtores
sdo mencionados inimeras vezes ao longo deste trabalho. Tal defini¢do
é encontrada em ([7], Definition 1.6.1).

Definigao 1.2.8 Seja F : € — D funtor aditivo. O funtor F € dito
exato G esquerda se, para toda sequéncia exata curta

0 Xty 2.z 0
em C, a sequéncia
F F
0—— F(x) 2L pivy 29 pg)

é exata em D. O funtor I € dito exato a direita se, para toda sequéncia

ezxata curta
f g

0 X Y Z 0
em C, a sequéncia
FX) YL vy T9L pz) 0

é exata em D.
O funtor I é dito exato se for exato a esquerda e a direita.

Corolario 1.2.9 Sejam f: X — Y um morfismo em Ce F:C — D
um funtor exato. Se f é um monomorfismo em C entdo F(f) € um

monomorfismo em D. Se f é um epimorfismo em C entio F(f) é
epimorfismo em D.

Demonstragao: Segue diretamente da defini¢ao de funtor exato e das
Proposigoes 1.1.16 e 1.1.17. [

Proposigao 1.2.10 ([17], Ejercicio 2.7.43) Se F' é uma equivalén-
cia entre categorias aditivas entao F € um funtor exato.

Teorema 1.2.11 ([17], Teorema 2.8.16) Seja F' : € — D um fun-
tor aditivo. Entao F € exato se, e somente se, F possui adjuntos a
direita e 4 esquerda.
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1.3 Categorias localmente finitas

Uma propriedade essencial dos objetos nas categorias que trabalha-
mos nos préoximos capitulos é a existéncia de uma série de composicao.
Esta se¢ao trata de explicar tal conceito, bem como algumas consequén-
cias desse fato que serao usadas mais adiante. Consideremos, a menos
que se diga algo contrério, categorias abelianas.

Definigao 1.3.1 Seja X € C. Uma filtragdo de X € uma cadeia
0=XoCX3C---CX, 1 CX, =X

tal que X;_1 € um subobjeto de X;, para todo i € {1,--- ,n}. Se, para
cada i, o objeto X;/X,;_1 for simples, tal a filtra¢do é dita uma série
de composicao de X.

Os objetos simples X;/X;_1 da defini¢do acima sdo chamados fato-
res de composicdo de X e o inteiro nao-negativo n é chamado compri-
mento da série de composicao.

Uma série de composi¢ao de X contém um objeto simples Y com
multiplicidade m se o nimero de valores de 4 para os quais X;/X; 1 &
Y é m. Denotamos por [X : Y] a multiplicidade de ¥ em uma série de
composicao de X.

Definicao 1.3.2 Diz-se que um objeto X tem comprimento finito se
X possui uma série de composicio 0 = Xg C X; C --- C X,,_1 C
X, = X. Neste caso, o comprimento de X € n.

Notemos que o teorema seguinte garante a boa defini¢do de compri-
mento de um objeto qualquer e da multiplicidade de um objeto simples
em um dado objeto.

Teorema 1.3.3 ([7], Theorem 1.5.4.) (Teorema de Jordan-Holder)
Sejam C uma categoria abeliana e X € C um objeto com comprimento
finito. Entao toda filtracio de X pode ser estendida a uma série de
composi¢ao. Além disso, quaisquer duas séries de composi¢ao de X
contém qualquer fator de composi¢ao com a mesma multiplicidade, em
particular, possuem o mesmo comprimento.

A seguir, recordamos duas defini¢des que culminam na definicdo

de cobertura projetiva. Esta dltima é importante para o conceito de
categorias finitas.
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Definicao 1.3.4 Um objeto P é projetivo se para todo epimorfismo
m: M — N e para todo morfismo f : P — N existe um morfismo
g: P — M que comuta o diagrama

isto €, f = mg.

Definicao 1.3.5 Um morfismo f : M — N € dito essencial se é um
epimorfismo e para todo morfismo g : L — M tal que fg é epimorfismo,
entdo g € epimorfismo.

Definigao 1.3.6 Uma cobertura projetiva de um objeto M é um par
(P, f) em que f: P — M é essencial e P é um objeto projetivo.

Definigao 1.3.7 Uma categoria C é dita

(1) k-linear se € aditiva, o conjunto Home(X,Y) é um k-espago veto-
rial, para quaisquer XY € C, e a composi¢do de morfismos € k-linear.

(2) localmente finita se é abeliana, k-linear, o espago vetorial Home(X,Y)
tem dimensdo finita, para quaisquer X,Y € C, e todo objeto possui
comprimento finito.

(3) finita se é localmente finita, todo objeto simples tem cobertura pro-
jetiva e a quantidade de classes de isomorfismo de objetos simples €
finita.

Seja A uma é&lgebra de dimensdo finita sobre k. Denotamos por
am a categoria dos A-mddulos & esquerda que possuem dimensao finita
sobre k.

Proposigao 1.3.8 ([7], Definition 1.8.5.) Toda categoria abeliana fi-
nita € equivalente a categoria am, para alguma dlgebra A de dimensdo
finita sobre k.

A proposicao acima traz uma definicdo equivalente para categoria
abeliana finita, porém a &lgebra de dimensao finita citada nao esta
canonicamente determinada. Assim, optamos por usar a definicao in-
trinsecamente categorica.

Um funtor F': € — D entre categorias k-lineares é dito k-linear se,
para qualquer par de morfismos f,g em C e « € k, vale

F(f +ag) = F(f) + aF(g).
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Proposicao 1.3.9 Sejam C uma categoria k-linear e X, Y € C tais que
X CY. Entio dimHome(Z,X) < dimHome(Z,Y), para qualquer
Z eC.

Demonstragao: Sejam g : X — Y um monomorfismo e Z € €. Defi-
nimos T : Home(Z,X) — Home(Z,Y) por T(f) = gf. E claro que T
¢ uma transformacao linear, pois a composic¢ao de morfismos é k-linear.
Além disso, dados f, f' € Home(Z, X) tais que T(f) = T(f'), entdo
gf = gf’ e isto implica f = f/, pois g € um monomorfismo. Portanto,
T é uma transformacao linear injetiva, donde segue o resultado. ]

Proposicao 1.3.10 Sejam X e Y objetos simples em uma categoria
localmente finita C. Entdo Home(X,Y)=0se X 2Y e Home(X,Y) &
k se X =Y.

Demonstragao: Se X Z Y entdo, pelo Lema de Schur, Home(X,Y) =
0. Se X 2 Y entdao Home(X,Y) = Home(X,X). Novamente pelo
Lema de Schur, dado f € Home(X,X), existe f~1 € Home(X, X)
tal que ff~' = Ix = f~'f. Logo, Home (X, X) é uma k-algebra de
divisao.

Como a categoria em questao é localmente finita, temos que
dimHome (X, X) < oo e isto implica que Home(X, X) é uma élgebra
que ¢ algébrica sobre k ([12], EXAMPLE, p.453). Assim, Home(X, X)
é uma 4algebra de divisao algébrica sobre um corpo k que é algebrica-
mente fechado. Logo, por ([12], Lemma 5.6), Home(X, X) = k. ]

Observemos que na demonstracao da proposicao acima foi usado
fortemente que o corpo k é algebricamente fechado.

Para a préxima proposi¢cao, observemos que se f : X — Y é um
isomorfismo entdo uma série de composicao de X induz uma série de
composicao de Y, ou seja, para cada objeto simples S em C, temos

(X :S]=[Y:9]
Proposigao 1.3.11 Se 0 X ! z—2sy 0 € uma se-
quéncia exata curta em uma categoria localmente finita, entao os fatores

de composicao de Z sdo exatamente os fatores de composicio de X e
de Y, a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Pela Proposigdo 1.1.20, f é um nicleo de g e g € um
contcleo de f. Dessa forma, f é um monomorfismoe Y & Z/X. Assim,
os fatores de composicdo de Y e de Z/X sdo os mesmos.
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Seja0 =Xy CX; C---CX,_1 C X, =X uma série de composi-
¢do de X. Entao 0 =X C X; C--- C X, 1 C X, =X CZ é&uma
filtracao de Z. Pelo Teorema de Jordan-Hdlder, esta filtracao pode ser
estendida a uma série de composicao de Z, isto é, existem m € N e
Zy,Za, -+, Zm € C tais que

0=XCX1C--CX,, 1CX,,=XCZ4 C%C---CZ,=
(1.3)
seja uma série de composicao de Z.
Pelo Corolario 1.1.29,

0CZ/XCZ/XC---ClZn/X=2/X

é uma filtracdo de Z/X. Mais ainda, é uma série de composigio de
Z/X, pois o mesmo garante que (Z;/X)/(Z;—1/X) = Z;/Z;—1 é sim-
ples, paratodo i € {2,--- ,m}, veja (1.3). A mesma série de composi¢ao
garante que Z1/X também é simples.

Logo, os fatores de composicao de X sdo X;/X;_1, parai € {1,--- ,n}
e os fatores de composicio de Z/X sdo (Z;/X)/(Z;—1/X) = Z;/Z; 1

parai € {2,--- ,m} e Z1/X. Pela série de composicdo (1.3), os fatores
de composi¢io de Z sdo os mesmos de X e de Z/X =Y, a menos de
isomorfismo. [

Observemos que o resultado acima nos diz que se S é um objeto
simples em C, entao

[Z:S5]=[X:5]+[Y:5]

Proposigao 1.3.12 Sejam C e D categorias localmente finitas, F :
C — D um funtor exato e X € C com uma série de composi¢io 0 =
XoC Xy C---C X, =X. Entao os fatores de composi¢ao de F(X)
sao os fatores de composi¢ao de F(X;/X;_1), em que i € {1,--- ,n}.

Demonstragao: Mostremos por inducdo sobre o comprimento do ob-
jeto X. O caso n = 1 é 6bvio. Consideremos n = 2. Seja 0 = X C
X7 € Xo = X uma série de composicao de X. Entao existe uma
sequéncia exata

00— X1 —Xo=X——> X5 /X; ——0.

Como F' é um funtor exato, a sequéncia

00— F(X)) — F(Xs) = F(X) —= F(X3/X,) —=0
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é exata. Assim, pela Proposi¢do 1.3.11, os fatores de composi¢ao de
F(X) sao os fatores de composi¢do de F(X;) = F(X1/Xo) e os de
F(X5/X71). Logo, concluimos a prova para n = 2.

Consideremos como hipétese de indugao que, para todo objeto X €
€ de comprimento n com uma série de composicao 0 = Xy C X; C
- C X,-1 € X,, = X, os fatores de composi¢do de F(X) sejam os
fatores de composigdo de F(X;/X;_1), com i € {1,--- ,n}.

Seja Y € € com uma série de composicao 0 =Y, CY; C--- CY, C
Y,+1 = Y. Entao o objeto Y,, € C possui comprimento n e série de
composicdo 0 = Yy C Y] C --- CY,,. Assim, por hipotese de inducéo,
os fatores de composicido de F'(Y;,) sdo os fatores de composi¢io de
F(Y;/Yi—1) para i € {1,---,n}. Além disso, existe uma sequéncia
exata

0—Y,—Y, 11 =Y —>Y,1/V,——0
e, por ser F' exato, a sequéncia
0——=F(Y,) —=FYp1) =FY) ——= F(Yn41/Yn) —>0

também é exata. Assim, pela Proposi¢ao 1.3.11, os fatores de composi-
¢do de F(Y) sdo os de F(Y,,) e os de F(Y,+1/Y,). Portanto, os fatores
de composicdo de F(Y) sdo os fatores de composicio de F(Y;/Y;_1),
para i € {1,--- ,n+ 1}, concluindo a prova para n + 1. [ ]

Sejam {S; :i € I} e {S}:j € J} conjuntos de representantes das
classes de isomorfismo de objetos simples em € e em D, respectiva-
mente. A proposi¢do acima nos diz que, para cada j € J,

[F(X): 8] = [X : SJ[F(Si): Sj].

i€l
Lema 1.3.13 ([17], Ejercicio 2.8.20) Seja C uma categoria abeliana.
Entao C € semissimples se, e somente se, para todo X € C, todo subob-

jeto Y de X possui um complemento direto, isto é, existe Y' € C tal
que X =Y @Y.

Proposicao 1.3.14 Seja C uma categoria localmente finita semissim-
ples. Entao todo objeto em C é uma soma direta de seus fatores de
COMPOSICao.

Demonstragao: Sejam X € € e n o comprimento de X. Mostremos
por indugao sobre n. O caso n = 1 é 6bvio, pois X seria simples. Su-
ponhamos que n = 2. Seja 0 C X; C Xy = X uma série de composigao
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para X. Assim, X/X; é simples. Pelo lema anterior X7, que é subob-
jeto de X, possui um complemento direto, isto ¢, existe X’ € € tal que
X = X; ® X'. Imediatamente temos a sequéncia exata curta

0— X —X=X10X —= X' ——0.

Pela Proposi¢ao 1.1.20, segue que (X; & X')/X; = X', ou seja,
X/X; = X'. Portanto, X = X; & X' =2 X; & (X/X4).

Consideremos como hipétese de indugao que, para todo objeto X €
C de comprimento n com uma série de composicdo 0 = Xy C X; C
O X1 CXy =X, X el (X/ X))

Seja Y € € de comprimento n+1 com série de composicao 0 = Yy C
Y1C---CY, 1 CY, CY,11 =Y. O objeto Y,, tem comprimento n
e série de composicao 0 =Y, C Y, C --- C Y, 1 CY,. Por hip6tese
de indugdo, temos que Y, = @ ,(Y;/Y;_1). Além disso, Y, é um
subobjeto de Y. Pelo lema acima, Y,, tem um complemento direto, ou
seja, Y, ®Y' =Y =Y,,11, para algum Y’ € C. A sequéncia

0—Y, —Y=Y,0Y ——Y' ——=0
é exata. Logo, Y' = (Y, ®Y")/Y,, = Y,+1/Y,. Portanto,
Y =Y, oY 2ol (Y;/Yi1) ® (Yot /Ys) = 074 (Yi/Yin),
concluindo a prova. [

Corolario 1.3.15 Seja C uma categoria localmente finita semissim-
ples. Sejam X, S € C, em que S € um objeto simples. Entao

[X : S] =dimHome(S, X).
Demonstragao: Pela proposicao acima, X =2 @ (X;/X;_1). Assim,
HOW@(S,X) = HOmG(S, @:Lzl(XZ/XZ—l)) = EB,?leOm@(S, XL/Xl—l)

Pela Proposigdo 1.3.10, Home(S, X;/X;—1) @2 kse S = X;/X,1 e
HOTTL@(S, Xi/Xi—l) ~0se S ';\é Xi/X,'_l. LOgO,

Home(S,X) 2 [X : S]k.
[

Corolario 1.3.16 Seja C uma categoria localmente finita semissim-
ples. Se N e N' sio subobjetos simples de um objeto W tais que
N 2 N’, entdo N & N’ é um subobjeto de W.
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Demonstragao: Sendo N e N’ subobjetos simples de W, pelo Teo-
rema de Jordan-Holder, as filtracoes N C W e N’ C W estendem-se a
séries de composicdo de W. Pela hipotese, N e N’ nao sao isomorfos e
portanto, sao fatores de composicao de W nao isomorfos entre si. Da
proposicao acima, segue que W é uma soma direta de seus fatores de
composic¢ao. Logo, N @ N’ & um subobjeto de W. ]

Proposigao 1.3.17 Seja C uma categoria localmente finita semissim-
ples. Entao, para cada X,Y € C,

HOm(-g(X, Y) = Home(Y, X)
Demonstracgao: Escrevemos X = @] ;S;eY = 69;.":15}, em que S;
e S’ sdo objetos simples em €, para i € {1,---,n} e j € {1,---,m}.
Entao

Home(X,Y) = Home(®]-,Si, @71, 5)) = @iy ®fL; Home(S;, S7).

Pela Proposicao 1.3.10, Home(S;, Sj) = Home(S}, 5;), para quais-
quer ¢ e j. Logo,

Home(X,Y) = @, &7, Home(S},5;) = Home(Y, X).
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1.4 Equivariantizagao de categorias abelia-
nas k-lineares

Para a definicao de acdo de um grupo G em uma categoria C, nao
é necessario que tal grupo seja finito, mas pediremos que G seja finito
para o que vamos desenvolver neste trabalho. Esta secao é desenvolvida

com base nas referéncias [17] e [18] . Denotamos por 1 o elemento neutro
de G.

Definicao 1.4.1 Seja C uma categoria abeliana k-linear. Uma agdo de
G em C € uma colecao de funtores aditivos k-lineares {Fy : € — C}gcq
munida de isomorfismos naturais

Yo.h : FgFp = Fyn e o - Ide = Fy
tais que, para quaisquer f,g,h € G e X € C, valem as igualdades
(Ygh, ) x (Yg.n) 7y (x) = (Vg ) x Fg((Y,5) x) (1.4)
(Yg.1) x Fg((70) x) = (71,9)x (V0) £, (x0), (1.5)
ou seja, 0s sequintes diagramas comutam

F
(FthFf)(X) o ((Vh, ) x)

(FyFns)(X)
('Yg,h)Ff(X)l \L(’Yg,hf)x

(FgnFy)(X) Fonp(X)
(’th‘f)X

(Y0) Fy(x)
Fo(X) ——— (F1Fy)(X)

Fg(('YO)X)\L \L(’Yl‘g)x
(FyF1)(X) —— Fy(X).

(vg,1)x

tiv o . i - :

Intuitivamente, o primeiro diagrama nos diz que essa acao é “asso
ciativa nos funtores” e o segundo diagrama nos diz que Fj é como uma
espécie de “unidade”.

Lema 1.4.2 ([18], Lema 4.2) Seja C uma categoria abeliana k-linear
tal que G age em C. Para cada g € G, o funtor Fy : € — C € uma
equivaléncia de categorias.
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Definicao 1.4.3 Seja C uma categoria abeliana k-linear tal que G age
em C. Um objeto X € C € dito equivariante, se existe uma familia s =
{sg : Fy(X) = X}geq de isomorfismos em C tais que s1(vy0)x = Ix e

$gFg(sn) = sgn(Vg.)x, (1.6)
isto €, os sequintes diagramas sao comutativos

(70) Fy(sn)

X 5 R(X) (FyFp)(X) ——— F4(X)
N e |
X Fyn(X) o X,

para quaisquer g, h € G.

Observagao 1.4.4 Sem perda de generalidade, como em [2], assumi-
mos que Fy = Ide e que 71,4, 74,1 € Yo sd0 transformacdes naturais
identidade entre os funtores convenientes. Como consequéncia dessa
hipotese temos que s; = Ix, para todo objeto equivariante (X, s) e que

(Yg.g=1) Py () = Fo((7g-1.9) %), (1.7)

para quaisquer g € G e X € C. O segundo fato segue da igualdade
(2.6) para os elementos g,g~ !, g € G.

Proposicao 1.4.5 Seja C uma categoria abeliana Kk-linear tal que G
age em C. Entdo

Home(Fy(X), Fy(Y)) = Home(X,Y),
para todo g € G.
Demonstragao: Seja g € G. Definimos
¢ : Home(X,Y) = Home(Fy(X), Fy(Y))

por o(f) = Fy(f), para todo f € Home(X,Y). Claramente ¢ é k-
linear, pois o funtor F;, o é. Mostremos que ¢ ¢é injetiva. Sejam
f,h € Home(X,Y) tais que Fy(f) = Fy(h). Entao Fy-1(Fy(f)) =
F,-1(Fg(h)). Pela naturalidade de v,-1 4, os seguintes diagramas co-
mutam

L9

(Yg—1,4)% (vg-1 4)x

X<~——"F1(Fy(X)) —————X

hl Fgl(Fgw))J/Fgl(Fg(f)) !

N<—

Y Fy-1(Fy(Y))

(Vg=1,9)v (Yg=1,g)¥
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Logo,
f= (Wg_lvg)YFg‘l(Fg(f))(’Yg—l,g);(l = h.

Mostremos que ¢ é sobrejetiva. Seja h € Home(Fy(X), Fy(Y)).
Consideremos f = (741 ,)y Fy-1(h)(74-1.4) %", vemos que f € Home(X,Y).
Entao

o(f)

Ey() = Fyl(lg-2 ) FoFy-s ) By (g1 %)
= (gm0 FaFymt (1) (g 7 1)

*

:h’

— —
—

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de ~, ,-1, ou seja, o
diagrama abaixo comuta

9.9—1)Fg(X)

Fy(Fyr (Fy(X))) Fy(X)

ng(Fgl(h)) ih

Fo(Fg1(Fy(Y))) ————— Fy(Y).

(Yg,g-1)Fg(v)

Definicao 1.4.6 Seja C uma categoria abeliana k-linear tal que G age
em C. A categoria CY, chamada equivariantizacio de C por G, € a
categoria cujos objetos sao os pares (X, s), em que X é um objeto equi-
variante de C e s a familia de isomorfismos associada.

Dados (X, s),(Y,r) € C%, um morfismo f : (X,s) — (Y,r) em C
(ou wm morfismo equivariante) é um morfismo f: X — Y em C tal
que

fsg = T!JEq(f)v (18)

ou seja, o diagrama seguinte comuta

Fo(f)
Fo(X) —= Fy(Y)
X 4>f )
para todo g € G.
Exemplo 1.4.7 ([7], Example 4.15.2) Sejam vecty a categoria dos

espacos vetoriais de dimensao finita sobre k, G um grupo finito e
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Rep(G) a categoria das representages de dimensdo finita de G. Con-
siderando a agdo trivial de G em vecty, temos que vect]f e Rep(G) sdo
categorias equivalentes. De fato, (V,u) é um objeto equivariante, se e
somente se, existem isomorfismos u, : V' — V tais que ugup = ugp,
para quaisquer g,h € G, e isto é equivalente & u : G — End(V) dada
por u(g) = ugy ser uma representacdo de G.

Proposigao 1.4.8 ([18], Teorema 4.7) Seja C uma categoria abeli-
ana k-linear tal que G age em C. Entio a categoria C¢ ¢é abeliana
k-linear.

Para cada j € G e cada X € C, denotamos por L;(  Fj(X) —

DgeaFy(X) e 1 ByeaFy(X) — F;(X) as inclusGes e projecoes da
soma direta, respectivamente.
Definimos o funtor L : € — €% por

L(X) = (&heaFu(X),s%),
em que s, : Fy(SneaFn(X)) = @neaFn(X) é dada por
o= 105(1g.) x Fy(m).
jeG
Seja X € C. Mostremos que L(X) € C%. Primeiramente, nio é

dificil ver que
(557" =D Fo(i) () x w1
leG

é inverso de s;(, para todo g € G.
Sejam g,h € G. Temos que

Sng(ShX) = (Z ng(ﬁ’ga)ng(Wf))Fg(Z Li(z(Wh,z)XFh(WzX))

JEG leG

= 15 (Ygn) x Fy (vn.0) x ) Fy (Fu ("))
leG

(2.6)

=13 o (rana) x (Vo) m o) Fo (Fu ()

leG

(%)

= i (en) x Fan (7)) (Vg @ 11 ()
leG

= Sg(h(’}/gﬁ)@zecﬂ(x)’

em que a igualdade () segue da naturalidade de 74 5. Logo, vale a
igualdade (1.6), isto é, L(X) é um objeto equivariante.
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Proposigao 1.4.9 ([17], Proposition 2.10.2) O funtor L definido
acima € um adjunto a direita e & esquerda do funtor esquecimento F :
C¢ — . Em particular, F € exato.

Proposigao 1.4.10 ([17], Proposition 2.10.2) Se C é uma catego-
ria abeliana finita entio C ¢ uma categoria abeliana finita.
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Capitulo 2

Categorias tensoriails

Neste capitulo escrevemos as defini¢oes e resultados acerca de cate-
gorias tensoriais e suas equivariantizagoes que sao bastante utilizados
nos capitulos posteriores. As referéncias basicas para este capitulo sdo
[6], [7] e [17].

2.1 Nocgoes Basicas

Iniciamos definindo categorias monoidais e inserimos as demais pro-
priedades ao longo do capitulo.

Defini¢ao 2.1.1 Uma categoria monoidal € uma colegio (C,®,1,a,l, )
em que C € uma categoria, ® : CxC — C € um funtor, chamado produto
tensorial, 1 € um objeto em C, chamado objeto unidade, a,l e r sao iso-
morfismos naturais entre os funtores (— ® —) ® —) e (— ® (- ® —)),
1®— elde, —®1 e Ide, respectivamente e sao tais que, para quaisquer
objetos U, V,W, X em C, os diagramas

(UV)eW)e X
UeVeaW)eX UeV)e(WeX)

U (Ve (WeX))

aU,V®W,X\L

Iy ®av,w,x

U (VeW)e X)
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au,1,v

U1V U(1xV)

UV

sao comutativos.

Na defini¢do acima, a comutatvidade do primeiro diagrama é co-
nhecida como axioma do pentdgono e a comutatividade do segundo
diagrama, como azioma do tridngulo. Esses axiomas expressam, essen-
cialmente, que o produto tensorial de um namero finito de objetos esta
bem definido, independentemente da posi¢ao dos parénteses e que 1 é
uma unidade para o produto tensorial.

Exemplo 2.1.2 Sejam G um grupo e A um grupo abeliano. A cate-
goria Cat(G), cujos objetos sdo indexados pelos elementos do grupo G,
ou seja, d, e os morfismos sdo Hom(dy,dy) = 14 € Hom(dy,0n) = 0
se g # h, é uma categoria monoidal com produto tensorial dado pelo
produto de G.

Definicao 2.1.3 Seja V um objeto em uma categoria monoidal C. Um
dual & direita de V' é uma tripla (V*, ey,by), em que V* é um objeto
emC ey : V@V =5 1eby: 1=V ®V* sao morfismos em C tais
que as composi¢oes

It by @Iy ay,yv* v Iy ®ey
Vs 10V X Vert) ey — s Ve (VT RV) s Vel — s v

— —1

Tvi Iy ®by Ayx v, v* v @Iy« Ly
v 2 vl S g (vert) — s (viev)avt s 1oVt — e v
sao Iy e Iy«, respectivamente.

Um dual & esquerda de V' é uma tripla (*V, e}, b5,), em que *V é
um objeto em C, e}, : VR*V = 1eb|, :1—=*V®V sio morfismos
em C tais que as composigoes

— —1

TVI Iv ®bY, Ay« vy, v ey @Iy lv

V—= Vel —>= Va("VeV) (VR*'V)QV —= 19V —>= V

Iy by @Iy axy v ry v ®el, rey
Y — 10" V—>( VRV)R'V —— = *V((Ve* V)—> Vel —= *V

sao Iy e Iy, respectivamente.

Definicao 2.1.4 Uma categoria monoidal C € dita

(1) rigida se todo objeto em C possui um dual ¢ esquerda e um dual a
direita.
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(2) tensorial se é localmente finita, rigida, tal que todos os funtores e
transformagdes naturais envolvidos sao aditivos e k-lineares e o objeto
unidade é simples.

(3) categoria de fusio se é uma categoria tensorial finita semissimples.

Exemplo 2.1.5 ([7], Example 4.1.2) A categoria vecty é uma cate-
goria de fusdo.

Exemplo 2.1.6 ([7], Example 4.1.2) Seja G um grupo finito. En-
tdo Rep(G) é uma categoria de fusdo. Para este fato a hipotese de k
ter caracteristica zero é necessaria.

Exemplo 2.1.7 ([6], Example 2.8) Seja H uma algebra de Hopf se-
missimples de dimensao finita. Entdo a categoria das representacoes de
dimensao finita de H, denotada por Rep(H ), é uma categoria de fusio.

Definigao 2.1.8 Sejam C e D categorias monoidais. Um funtor mo-
noidal de C em D € uma tripla (F,&,$), em que F : € — D € wm funtor,
EF(-)®F(—) = F(—®—) é um isomorfismo natural e ¢ : 1 — F(1)
€ um isomorfismo tais que

Exyoz(Upx)®Ey,z)arx),rv).Fz) = Flaxy,z)xey,z(Ex,y®@IFr(z)),
(2.1)

lrx) = Flx)é,x(0® Ipx)) e (2.2)

rrx) = F(rx)éx1(Irx) ® ¢), (2.3)

para quaisquer X,Y, Z € C.

Defini¢ao 2.1.9 Sejam (F,&, ¢), (F',&',¢") : € = D funtores monoi-
dais. Uma transformag¢io natural monoidal 0 : (F, &, ¢) — (F',&',¢') €
uma transformagao natural 6 : F — F’ tal que para quaisquer X,Y € C

01¢ = d)/ e 9X®y£X_’y = 53(’3/(9)( & Qy) (24)

Um isomorfismo natural monoidal é uma transforma¢dao natural mo-
noidal que € um isomorfismo natural.

Defini¢ao 2.1.10 Sejam C,D e & categorias monoidais e (F, &, ¢) :
C— D, (F,¢E,¢): D — & funtores monoidais. A composicio destes
funtores € um funtor monoidal (F'F,n,v), em que nxy : F'F(X)®
F'FY)> FF(X®Y)ey:1— F'F(1) sio dadas, respectivamente,
por

nxy = F'(Exy)Epcx)rvy € =F'(9)¢' (2.5)

para quaisquer X,Y € C.
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Definigao 2.1.11 Sejam C e D categorias tensoriais. Um funtor ten-
sorial € um funtor monoidal F : C — D aditivo k-linear

Proposigao 2.1.12 ([7], Proposition 4.2.1) Se C é uma categoria
tensorial entdo o funtor ® : C x © — C € biezato, isto €, exato em cada
varidvel.

2.2 Equivariantizacao de categorias tenso-
riais finitas

Sejam G um grupo finito, g,h € G e (Fy, &g, 0g), (Fh,&n, én) : C —
C funtores tensoriais. Pela Defini¢do 2.1.10, (FyF}p,§, ¢) é um funtor
tensorial, em que

Exy = Fy((€n)x.x) (&) p(x).p.(v) € & = Fy(dn)dy,
para quaisquer X,Y € C.

Definigao 2.2.1 Sejam C wma categoria tensorial finita e G um grupo
finito. Uma a¢ao de G em C € uma colegio de autoequivaléncias ten-
soriais (Fy,&q,04) 1 € = C e isomorfismos naturais monoidais g p :
(FgFn, & 0) = (Fgn,&gn, Pgn), para quaisquer g, h € G, que satisfazem
as igualdades

(Yah,t)x (Yg,n) P (x) = (Yo, ) x Fg((h,£) x) (2.6)

(Y9.1)x Fy((0)x) = (71.9)x (00) F, (x). (2.7)

No contexto de categorias tensoriais finitas €, a equivariantizacao
@Y ¢ definida de forma anéloga ao caso em que C é abeliana k-linear.

A definicdo acima é equivalente & existéncia de um funtor monoidal
F : Cat(G) — Autg(C), em que A é o grupo trivial e Autz(C) é a
categoria das autoequivaléncias tensoriais de € em €. Desta defini¢do
equivalente vem a analogia com a teoria de anéis, ja que uma agao
de um grupo G em um anel S é exatamente um morfismo de grupos
¢ : G — Aut(S). Neste caso, o anel dos invariantes é dado por

S¢ ={s€5:¢,(s)=s,Yg € G}.

Tendo em mente as observagoes acima, fica claro porque dizemos
que a equivariantizacao pode ser pensada como uma categorificacao da
nocao de anel dos invariantes por uma ac¢ao de um grupo de G.
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Sem perda de generalidade, como ja estamos assumindo que F} =
Ide, assumiremos também que & e ¢1 sejam triviais.

Observemos que, pela igualdade (2.4), o fato de v, 5, ser um isomor-
fismo natural monoidal implica que

(Yg,n)1F 4 (Pn)Pg = Pgn (2.8)

e

(Yo,n) x@y Fg((§n) x,v ) (§g) 7 (x). 0 (v) = (Egn) X,y (Vg,n) x @ (Wg,h)(Y)-)
2.9

Teorema 2.2.2 ([17], Teorema 3.7.1) A equivariantiza¢io C& de uma
categoria tensorial finita C é uma categoria tensorial finita, com produto
tensorial dado por

(X,s)® (Y,r) = (X QY,t),

em que ty = (s4 ® rg)(§g);<,1y e unidade (1,¢,").
Proposicao 2.2.3 O funtor esquecimento F : C¢ — C é um funtor
tensorial.

Demonstracao: E claro que o funtor esquecimento ¢ aditivo e k-linear.
Para que seja monoidal, basta definirmos, para cada (X, s), (Y,7) € C%,
f(X,s),(Y,r) : F(X,S) ®F(Y,T‘) =X®Y — F((X,S) ® (YJ‘)) =X®Y
por §(x.s),(v,r) = Ixoy € ¢ = I1. n

Proposigao 2.2.4 ([6], Theorem 4.18-(iii)) Seja C uma categoria
abeliana. Entio C é uma categoria de fusio se, e somente se, C& ¢
uma categoria de fusdo.
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Capitulo 3

Categorias modulo

Seja @ uma categoria monoidal. E possivel definir categorias moédulo
M sobre €, pedindo apenas que M seja uma categoria, sem hipoteses
adicionais (veja [7], Segdo 7.1). No entanto, para que nosso objetivo
no restante do trabalho seja atingido, consideraremos € uma categoria
tensorial finita e apenas categorias modulo M sobre € que sejam local-
mente finitas, semissimples e possuam uma quantidade finita de classes
de isomorfismo de objetos simples. Este capitulo é apoiado principal-
mente em [11].

3.1 Nocoes basicas

Fixemos (€, ®,a,r,[,1) uma categoria tensorial finita. Nesta se¢do
todos os funtores sao considerados aditivos e k-lineares.

Definigao 3.1.1 Um C-mddulo a esquerda ou uma categoria mddulo a
esquerda sobre C € uma cole¢ao (M, ®,m, 1), em que M € uma categoria
abeliana k-linear, ® : € x M — M € um funtor biexato, m : ((— ®
-)®—) = (—®(—®—)) el : 1®— — Idy sdo isomorfismos naturais
tais que

My y,zemMxey,z,m = (Ix®my z m)mx,yezm(ax,y,z@In) (3.1)

(Ix®lp)mx1,m = rx@In (3.2)
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para quaisquer X,Y,Z € C e M € M, isto €, os diagramas

(X®Y)®2)®

(X (Y ®2)D (X @ YV)&(Z&M)

mX,Y®Z,M\L i"LX,Y,Z@M

(Ix®my,z,m)

X((Y ® 2)@M)

XR(YR(ZaM))

mx,1,M

(X ®1)M X®(1M)
XM
comutam.

De maneira anédloga, define-se C-moédulos a direita. Ao longo do tra-
balho consideramos C-médulos & esquerda e, dessa forma, a lateralidade
é omitida no texto.

Exemplo 3.1.2 Toda categoria tensorial finita C é uma categoria mo-
dulo sobre si mesma, com m = a.

Exemplo 3.1.3 Seja C uma categoria abeliana k-linear finita. Entao C
é uma categoria moédulo sobre vecty. Para detalhes sobre este exemplo,
veja Secao 3.3.

Definicao 3.1.4 Sejam M e N dois C-mddulos. Um funtor de C-
mdédulos é um par (F,c), em que F : M — N € um funtor e c :

F(—®—) = —QF(—) € um isomorfismo natural tais que

mx,y,r(m)Cxey,.M = (Ix®@cym)ex ygut (mx,y,am) (3.3)

ZF(M)CI,M = F(l]y[), (34)

para quaisquer X,Y € C e M € M.

Sejam f: X — Y um morfismoem Ce g : M — N um morfismo em
M. O fato de ¢ da definicao acima ser um isomorfismo natural implica
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na comutatividade do diagrama

F(X®M) 225 XBF(M)
F(f®g)J/ if@F(g)
F(Y&N) X Y&F(N).

As igualdades (3.3) e (3.4) podem ser expressas via os diagramas
comutativos

(XY)F(M
y W
F(X®Y)aM) Q(Y®F(M))
lF(mX,Y,I\l) TIX(@CY,JM

XT(F(YOM))

CX, Y@M

F(X®(YEM))

C1,M

18F (M)

F(lar) A

F(M).

Exemplo 3.1.5 O funtor identidade (Idyg,c) : M — M é um funtor
de C-médulos, em que cx, v = Ixgys, Para todo X € Ce M € M.

Defini¢ao 3.1.6 Sejam (F,c),(G,d) : M — N funtores de C-mddulos.
Uma transformagdo natural de C-mddulos € uma transformagdo natural
0:F — G que comuta o diagrama

FXEM) 2L G(xEM) (3.5)

CX,M\L \LdX,J\l

XTF(M) X% xza (),

para quaisquer X € C e M € M, ou seja,

dX7M0X§M == (Ix@eM)CX,M. (36)
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Definigao 3.1.7 Sejam M e N dois C-mddulos. Um funtor de C-
mdédulos F : M — N € uma equivaléncia de C-mddulos se existem um
funtor de C-mddulos G : N — M e isomorfismos naturais de C-mddulos
0:1dy — GF en:Idy — FG.

Lema 3.1.8 Se (F,c) : My — My e (G,d) : My — M3 sdo funtores de
C-mddulos, entio (GF,b) : My — M3 € um funtor de C-mddulos, em
que bx v = dx ponG(ex,mr)-

Demonstragao: Sejam f: X — Y um morfismoem Ceg: M — N
um morfismo em M. Mostremos que o diagrama

GF(XEM) 2% XEGF(M)

GF(f®g)l if@GF(g)
_ b _
GF(Y®&N) —2~ Y®GF(N)

comuta. Temos

(f@GF(9)bx,m = (fOGF(9))dx r)G(cx,m)

) )
de G(f®F(9))Glex.nr)

= dY7F(N)G((f®F( ))CXJVI)

el dy,r(n)G ey, N F(f®g))
= dy,r(v)G(cy,n)GF(f®g)
= by, NGF(f®y),

em que a igualdade (x) segue da comutatividade do diagrama

dx F(M)

G(X®F(M)) —=X®G(F(M))

G(f®F(g))l lf@G(F(g))
G(YBF(N)) % YF(N)Y@G( F(N)),

devido a naturalidade de d. A igualdade (**) segue da naturalidade de
c. Portanto, b é uma transformacao natural.

E claro que bx ps é isomorfismo para todo X € € e todo M € M,
pois é composicao de isomorfismos.

Mostremos que (GF,b) satisfaz a igualdade (3.3). Sejam X,Y € C
e M € M. Entao
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mx.y,gronbxey,m = mx y,aron)dxey,rm)G(cxey,m)
3.3 _
2 (I£®dY,F(M))dX,Y®F(M)G(mX,Y,F(M))G(CX®Y,M)
= (Ix®dy,r))dx ygranGmx,y,Froncxey,m)

3.

—

2 (Ix@dy. poun)dx yaron G(IxBeviar)ex yaa Fmx i)
= (Ix®dy,r(v))dx yaronGUIx®cy,m)G(ex yau)GF(mx,y,m)

) (IX§dY,F(M))(IX@G(CY,M))dX,F(YQM)G(CX,Y@M)GFOnX’Y,M)
= (Ix®dy,r()G(ey,m))bx yanu GF (mx,v,m)
= (IX®bY,M)bX’Y@MGF(mX,Y,M),

em que a igualdade (3.3) foi usada para os funtores (G, d) e (F,c), res-
pectivamente, e a igualdade (x) segue da comutatividade do diagrama

X, F(Y@M) ,—

d
GXBRYBM)) X GG (F(YEM))
G(Ix®cy, M)\L ib{@G(Cy,M)

CXBYBFO) YNGR (M),

devido & naturalidade de d.
Finalmente, mostremos que (GF,b) satisfaz (3.4). Temos

laranbiv = loron)da,ronGler,n)

3.4
(:) G(ZF(M))G(CLM)

= G(ZF Cl,M)
U G(F(In)) = GF(u).

A proposi¢ado seguinte é crucial para a defini¢do de equivariantizacao
de categorias moddulo, pois para tal definicdo é necessaria uma nova
acao em uma dada categoria moédulo M. Tal acao é definida através
de funtores tensoriais exatos especificos que apresentamos na proxima,
Secao.

Proposigao 3.1.9 Se (F,¢,¢) : C — D é um funtor tensorial exato e
(M, ®,m,1) é uma categoria mdédulo sobre D, entdo (M,@F,mF,lF)
uma categoria mddulo sobre C, em que

é
X' M= F(X)®M, mfg y,M = MF(X),F(Y),M (fx Y®I]VI)
15 = (o' ®1Iy) e &7 g = F(f)@y,
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para quaisquer X, Y € €, M\N ¢ M, f: X — Y morfismo em C e
g: M — N morfismo em M.

Demonstragao: Nao é dificil ver que ®" 6 um funtor biexato, pois F'
¢ um funtor exato e ® ¢ um funtor biexato. Claramente, m’ e I sdo
isomorfismos naturais. Mostremos que vale (3.1) para (M, @, m%, 1F).
Temos

F F _
mX,Y,Z@FMmX@bY,Z,M -

-1 = -1 =
= mF(X),F(Y),F(Z)@M(fx,y®IF(Z)®M)mF(X®Y),F(Z),M(§X®y,z®IM)

)

= mF(X),F(Y),F(Z)@MmF(X)(@F(Y),F(Z),M((f;(}y ® Ip(z)®1In)
(5)_('é§Y,Z®IM)

(IF(X)®mF(Y),F(ZLM)mF(X),F(Y)®F(Z),M(GF(X),F(Y),F(Z)@IM)
(5;(,11/ ®£F(Z))f§gy,z®IM)
= (IF(X)®mF(Y),F(Z),M)mF(X),F(Y)QZ)i(Z),M

(arx),rov)F2) Exly ® Ir2)Exby.2@1m)
2 1
= (IF(X)®mF(Y) F(2),M)ME(X),F(Y)®F(Z),M

(Ir(x) ®§Y,Z)5X,Y®ZF(GX,Y,Z)®IM)

= (Ipx\®Mp )y, Fz),M)MEex),F(v)er2),m((Lrx) ® 5;712)@IM)
(ExyezFlax,y,2)®Im)

w (Irx)®mpy),rz)m) ((Trx) B (& @ In))mpx), Py z),M
(fx,y(gZF(aX,Y,Z)@IM)

= (F(IX)®m$,Z,M)m§(,Y®Z,M(aX,Y,Z®FIM)

—F —F
= (Ix® my 4 )X yozm(axy,z® In),

em que a igualdade () segue da naturalidade de m, isto ¢, da comuta-
tividade do diagrama

(F(X) @ F(Y)) @ F(Z)e M 222200 X) @ F(Y)E(F(2)8M)

(£X,Y®IF(Z))®II\/Ii l ExyO(Ip(z)®In)

mF(X®Y) F(Z),M

(FIXQY)®F(Z2) M ——————> F(X @ Y)®(F

e a igualdade (x*) segue também da naturalidade de m, via um dia-

grama analogo.
Mostremos agora que vale (3.2). Temos

56



—F
(Ix® lﬂlmgc,l,Mi B
= (F(Ix)®lm (¢~ @ 1)) mpx),ry,m (Ex 1 @)
= (Ir(x)®lar) Lp(x) (¢~ @In) )M (x), r(1),m (Ex 1 @ Iar)
Kok ) — N— 1 —
) (Le o @) me o, (Lo © 6~ )8 In) (x4 Bl

2 (rpo @) ((Tpcx) @ 6~ )8 In) (€54 B )

=10 (Ipx) ® 67 )ExH O n
23) F(rx)®Iy = rx®" Iu,

—
w0

—~

em que a igualdade (***) segue da naturalidade de m. ]

3.2 Equivariantizagao de categorias modulo

Os resultados desenvolvidos nessa se¢ao sdo de importéincia funda-
mental para o entendimento do Capitulo 5.

Suponhamos que um grupo finito G age em uma categoria tensorial
finita €. Consideremos H um subgrupo de G. Para cada g € H, temos
que F,; : € — C é uma equivaléncia tensorial, em particular, um funtor
tensorial exato.

Seja M uma categoria modulo sobre €. Denotamos por MY a cate-
goria moédulo sobre € (M, %, m¥s,1Fs) definida na Proposicio 3.1.9.
Dessa forma, para cada X, Y € Ce M € M, temos

X® M = F,(X)&M, e =l (o, ' ®In) e
F, I
my'y = mFg(X),Fg(Y),M((fg)x,ly(@IM)- (3.7)

Observemos que, como estamos assumindo Fi, & e ¢ triviais, segue
que M! ¢é exatamente M como categoria médulo sobre C.

Sejam g € H e (Ug, ) : M — M9 um funtor de C-modulos. Tal
fato é equivalente & existir, para cada X € Ce M € M, um isomorfismo
natural

Sear + Ug(XEM) = XBU,(M) = Fy(X)BU,(M)
que satisfaz as igualdades (3.3) e (3.4), isto &,

Fy g _ =Fe 9 g
My yu,(M)CXeY,M = (Ix® CY,M)CXy@MUg(mX,Y,M)

F‘?
ZU‘g(M)Cg,M = Ug(ln),
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para quaisquer X,Y € Ce M € M. Considerando a estrutura da
categoria modulo MY, as igualdades acima tornam-se

M, (x),5, )0, 00 () Xy @Tu, 00)) ey =

(Ir, ) B ar)C% vz Us(mx,v,ar) (3.8)

Lo,y (0 @Iy, (ay)e] ar = Ug(lar)- (3.9)

Seja h € H. Entdo M = M" = M9 como categorias abelianas.
Definimos ((U,)",d") : M — M9 por (U)" = U, e dg(h,M pela
composicao abaixo

Uy (Fa(X)BM) 22, (1, ()30, (T 220 (oymu, ()

isto é,
h _
dX = ((7g,h)X®IUg(M))C%;L(X),M’ (3.10)
para quaisquer X € Ce M € M".

Lema 3.2.1 Sejam g,h € H e (Ug,c?) : M — M9 um funtor de C-
mddulos. O funtor (Uy)",d9") : MM — M9" definido acima é um
funtor de C-mdédulos.

Demonstragao: Nio é dificil ver que d9" é um isomorfismo natural,
pois vy, € ¢? o sdo. Mostremos que vale (3.3). Sejam X,Y € Ce
M € M. Entao

v 39h h
(I BNy (U (mEvar) =

gh Fy,
= (Ir, ;L(X)®dYM)dX P, (y)®MU (mX,Y,M)
(3.10)
(I, (x) @ (Vg )y ®Lu, (a0) ) s, vy 1))

F
((’Yg,h)X®IUg (Fr(Y)®M) )C%hy (X),Fr(Y)8M Uy (mX}jY,M)

= (('Yg,h)Xg(('Yg,h)Y@IUg(M))C%h(Y)7M)C?;~}L(X),Fh(y)@MUg(mf‘(’:KM)
(3.7) _ _ =
= ((vg,h)x®((vg,h)Y®ng<1:1>B(IFQF;L<X>®C%h<y>,M)C?h<X>,Fh(Y)@M
Ug(mp, (x),F,(v),m)Ug((€n) xy @In)
(3.8) _ _
=" ((vg,n) x®((vg,n)y @Iy, (ar)))F, Fh(X)FFhm Uy (M)
71 _— ——
(€0) o (). 50 (v) O LU, (00)) €, ()0, (v),00 U (60) x 1y B Tar)

()
= i, (), Fon ()0, (00 (V) x © (hgn) v )®Tu, (ar))

—~
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(&) 730,10, () B 10, 00 ()., ), 10 U ((60) x0y BT

(E) mth(X),th(Y),Ug(M)((((’Yg,h)X ® (79,h)Y)(gg)gj(x),Fh(Y))glUy(M))
(Fo((n)x iy )®Ug(Inn))eh, (x oy 0t

= MFyn(X),Fgn(Y),Ug(M)

(((7g,h)X &® ('Yg,h)Y)(fg);‘i(x)yph(y)Fg((gh);(,ly)®IUg(M))C%h(xggy),M
) M (%), Fgn (), U, () () Xy (Yo,0) x 07 )BTU, (M), (x 0y 1
= Mg, (X),Fyn ()0, (00 (Egn) Xy @Tu, (00)) (Va.) x0y By, (1))

9
Fr(XQY),M

_ Fyn gh

= Xy W, n X evar

em que as igualdades (x) e (O) seguem da naturalidade de m e de ¢,
respectivamente, via a comutatidade dos diagramas abaixo

MFgFp(X),FgFp(Y),Ug(M) _ _
(FgFr(X)@FgFn(Y))®@Ug (M) —— FogFp(X)®(Fy Fr(Y)QUg(M))
l(('Yg,h)x®(’Yg,h,)Y)®IUg(M> l(’Yg,h)X@((’Yg,h,)Y@IUg(M))

. mth(x),th(y),Ug(M) . -
(Egn (X)@Fgn (Y)BUg (M) ————> Fgn (X)&(Fyn (Y)BUy(M))

9
_ CFjL(X)@)F;L(Y

Uy (Fn(X) © B (V) @M 28 (R (X) © Fu(Y)) U, (M)
Ug((fh)X,Y®IM)l ng((Eh)X,Y)(@Ug(INI)

Ug(Fr(X @ Y)®M) Fy(Fr(X @Y))@Uy(M).

CFL(X@Y),M

Mostremos que vale (3.4). Seja M € M. Entao

F h I p— _
l((j:)h(M)dg,M = lUg(M)(qsg}zl@IUg(M))((’Vg,h)1®IUg(M))C%h(1)’M

= lUg(M)((%_hl(’Yg,h)l)®IUg(M))C%h(l),M

(2.8) B e

= lUg(M)((¢ing(¢h1))®IU91(1\Q)C%}1(1)»M

= lu, () (95 " @Lu, (a) (Fg (6, V®Iu, (a1)) 1), 1
(%) 1= 1=

= lUg(M)(%1®IUQ(M))C“({,MUg(¢h1®IM)

3.9 .

.9 Uy(lan)Us(63 ' D)

= UQ(ZM((ZS}: ®IM)) = (Ug)h(l]\/?)y

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de ¢?, isto é, da comuta-
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tividade do diagrama

_ g (1), M _
Ug(Fi(1)®M) ————— Fy(F,(1))®U, (M)
Ug(¢h1®1M>J/ lthl)@Ug(IM)
Uy(18M) Fy(1)BU(M).
1,M

Sejam g, h € H e (Up,c") : M — M" (Uy, ¢9) : M — MY funtores de
C-médulos. Pelo exposto acima, ((Uy)",d9") : M"* — M9" é um funtor
de C-mo6dulos. Segue do Lema 3.1.8 que ((Uy)"Up,b) : M — M9"
também o é, em que

bxm = d?ﬁUMM)Ug(C’}(,M)
e ) \ (3.11)
= ((Wg,h)X®IUg(Uh(M)))CF,L(X),U,L(M)Ug(CxM)’

para quaisquer X € Ce M € M.

Definigao 3.2.2 Um C-mddulo M diz-se H-equivariante se existem
funtores de C-mddulos (Ugy,c9) : M — M9, para todo g € H, e uma
familia de isomorfismos naturais g, : (Ug)"Un,b) = (Ugn,c9") tais
que

(1g.ng ) Uq((pin,g)ax) = (bgh,p)na (Bg,n) g (1) (3.12)

st o) xznt = (Vo) x B g3, (). ) Ua(nr) - (3.13)

para quaisquer g, h, f € H, X € C e M € M.
Observemos que a igualdade (3.13) é equivalente a 4 ser uma
transformacao natural de C-médulos. De fato, ug,, é uma transforma-

¢ao natural de C-médulos se, e somente, se o diagrama abaixo comuta

(Ng,h)ng

UgUn(X@M) —————> Ugn(X@M)

gh
bX,JW\L ch,M

—F ngth(,u'g.h)M —
X&' U, U, (M) Y x gy, (M),

Além disso, por (3.11),
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—F,

(Ix® h(ﬂg R)a)bx v =
= (I ()@ (1g,0)30)(Yg0) x B0, (0 (M) )iy (30,0 2y U (P )
= ((vg,n) x®(t1g,n) M )C i (X), Uh(M)Ug(Cg(,M)a

concluindo a afirmacao.

Ao longo deste trabalho assumiremos, sem perda de generalidade,
que (Uy,c') é o funtor identidade do Exemplo 3.1.5 € que 14 € fig1
sao iguais a transformacao natural identidade entre os funtores conve-
nientes.

Exemplo 3.2.3 Toda categoria tensorial finita C é uma categoria moé-
dulo G-equivariante sobre si mesma, via (Uy,c?) = (Fyg,&;') € pgn
Yg.h, Para todo g,h € G.

De fato, o par (Fy,¢, ") satisfaz as igualdades (3.8) e (3.9) devido
as igualdades (2.1) e (2.2), ou seja, é um funtor de C-moédulos.

Além disso, as igualdades (3.12) e (3.13) seguem das igualdades
(2.6) e (2.9), respectivamente.

Notemos que o funtor (Idpgs,b?) : M9 — M9 é um funtor de C-
modulos, em que b% ,, = I, (xygm- Tal fato serd usado na demons-
tracao da proposicao abaixo.

Proposigao 3.2.4 Se M é uma categoria modulo H -equivariante, en-
tao o funtor (Uy,c9) : M — M9 € uma equivaléncia de C-mddulos, para
todo g € H.

Demonstragao: Seja g € H. Entdo g~! € H. Consideremos
(Ug-r,c% ) M= M9

Pelo Lema 3.2.1, ((Uy-1)9,d) : M9 — M99 = M é um funtor de
C-mo6dulos, em que

. 1
dxm = ((ngl,g)X®IUg—1(M))c%g(X%M'

Assim, g1, : (Uy-1)9Uy,0) = (Ugg-1,¢9 9) = (U, ') = (Idy, c)
é um isomorfismo natural de C-médulos, por definicao.

Além disso, pelo Lema 3.1.8, (Ug(Ug_l)g, e) : M9 — M9 é um funtor
de C-mo6dulos em que

ex.m = cg()U971 (M)Ug(d)gM)
-1

= Cg(,Ug,1(M)Ug(((’Yg’l,g)XgIUg—l (M))C%g(X),M)'
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Definimos 0 : (Uy(Uy-1)9,e) — (Idys,b9) por Onr = (pg.g-1)nr :
Uy(Uy-1)9(M) — M, para cada M € M. Claramente § é um iso-
morfismo natural. Mostremos que 6 é uma transformacao natural de
C-moédulos, isto é, que o diagrama

o (g g—1) y&F g
UyUy—1 (XB M) e X" M
eX’M\L bg(,M
_ Ix® 9 (p, 1) _
XU, U1 (M) — M xe M

comuta. Sejam X € Ce M € M. Entao

(Ir,(x)®(Hg,g—1) 0 )ex,m =
1

= (Ir,(x)®(tg,g-1 )M)Ci(,Ug_l (M)Uq<(797179)X®IU971 (M))UQ(C%‘Q(X),M)

© Tr, 008 tg.9-)10) (Fo (g1,)x)BT0,0, 1 0%, 0.0,
Ug(c%;EX),M)

= (Fg((ngl,g>X)®(/‘g,9*1)M)C%q,l Fg(X),Ug,l(M)Ug(c%;zX),M)

= (('79,9*1)Fg(X)®(Mg7g*1)M)C%g_l FQ(X),Ug_l(M)U!J(ci“;:X),M)

(3.13)
- c}ﬁg(X)VM(Ng’g_l)Fg(X)@M = bg(,M(Ngyg‘l)XgFng

em que a igualdade (x) segue da naturalidade de ¢9, isto é, da comuta-
tividade do diagrama

g
- CFgleg(X),U- _1(M) B
Uy (Fy—1 Fy (X)BU, 1 (M) ——= F, (F, 1 F, (X))BU, (U, 1 (M)

Ua((rg-1,)x®Iu__, (M))\L Fo((vy-1,9)x)®Vs Iy, (M))\L
Uy(XBU, -+ (M) ——— F,(X)8U, (U, + (M),
XU, 1 ()

Portanto, (Uy,c?) : M — MY é uma equivaléncia de C-modulos. m

Definigao 3.2.5 Um objeto M de wma categoria médulo sobre C H-
equivariante M € dito equivariante se existe uma familia de isomorfis-
mos {vg : Ug(M) — M}yen tal que, para quaisquer g, h € H,

Vg (tg,n)m = vgUg(vh). (3.14)
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Definicao 3.2.6 A categoria dos objetos equivariantes (M,v) é deno-

tada por M. Os morfismos nesta categoria sio f : (M,v) — (N,w)
tais que f: M — N € um morfismo em M e
waUg(f) = fug, (3.15)

para todo g € H.

Observagao 3.2.7 Notemos que o fato de uma categoria médulo M
sobre C ser H-equivariante nos diz que, em particular, o grupo H age
em M como categoria abeliana k-linear.

De fato, M = MY como categorias abelianas k-lineares, os funtores
U, relacionados sdo considerados aditivos k-lineares e vale (2.6).

Em particular, a categoria M é uma equivariantizacio de M por
H via a acdo de H em M.

Pelo exposto acima, pela Proposicio 1.4.9, o funtor L : M — MH &
adjunto & esquerda e & direita do funtor esquecimento F : M — M.
Em particular, F' é um funtor exato.

O lema a seguir sera usado na demonstracdo da Proposicao 5.1.4,
que é de grande importancia para o principal teorema de Capitulo 5.

Lema 3.2.8 Sejam g€ H, N € M e (M,v) € M. Entdo
Homy(M,Uy(N)) = Homy (M, N).
Demonstragao: Pela Proposicao 1.4.5, segue que
Homat(Ug(M),Uqg(N)) = Homp (M, N).

Por hipétese, vy : Uy(M) — M é um isomorfismo. Logo, ¢ :
Homy(M,Uy(N)) — Homy(Uy(M),Uy(N)) dada por o(f) = fr,
é um isomorfismo de espagos vetoriais. Segue que

Homat(Ug(M),Uqg(N)) = Homy(M,Uq(N)).
Portanto,
Homy(M,Uy(N)) = Homy (M, N).
]

Proposigao 3.2.9 ([11], Lemma 3.3) Sejam H um subgrupo de G
e M um C-mddulo H-equivariante. A categoria M ¢ uma categoria
mddulo sobre CC.
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Demonstragao: Sejam (X,s) € €% e (M,v) € M. Definimos
(X,8)®@(M,v) = (X®M,t), em que t, = (s,8v,)c% 5, para todo
g € H. Mostremos que (X®M,t) € M. Sejam g,h € H. Temos

= h
tgh(ﬂg,h)xéM = Sgh®Vgh)Cg(,M(/~Lg,h)X®M
13) _ _
= (59h®’/gh)((Wg,h)X®(Ng,h)M)C%h(X),Uh(A£)Ug(céb(,M)

= (Sgh(’Yg,h)nggh(Mg,h)M)c%,L(X),U;L(M)Ug(CX,M

1.6) _

=" (sgFy(sn)@vyU, (Vh))ci“h(X),Uh,(M)Ug(C’)Z(,M)
(F,

= (s9@1g)(Fy(sn)@U, (Vh))ci"h(X),Uh(M)Ug(C})L(,M)
2 (59)% s (snEvm)Us (% )
= tyUq(tn),

—

—

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de ¢9, isto ¢, da comuta-
tividade do diagrama

g
CFy (X),Up (M)

U, (F(X)BU (M) E, (Fy (X)) 8U, (Un (M)
Ug(sh®vh)l iFg(Sh)®Ug(Vh)
Uy(XEM) Fy(X)BU,(M).

Sejam f : (X,s) — (X', s') um morfismo em € e h : (M,v) —
(M',v') um morfismo em M*. Mostremos que f@h : (X, s)@(M,v) —
(X', 8")@&(M',v") & um morfismo em M. Seja g € H. Entdo

(feh)t, = )(Sggl’g)cg(,M = (fsg@h’/g)cg(,M
:8) (syFo(f@vyUy(h))ck ar = (s5@v) (Fy(f)@U(h)c%
2 (s} 1 Uy (FBR) = 1)U, (fB),

—~

em que a igualdade (O) segue da naturalidade de 9.

Consideremos (X, s),(Y,r) € €% e (M,v) € M. Lembremos que
(X ®@ Y,u) € €% em que u, = (s, ® rg)(gg)},ly, para todo g € G.
Assim,

(X,8) @ (Y,r)®(M,v) = (XY, u)e(M,v) = (X ®Y)oM,!?),
em que

lg = (ug@Vg)Cg(Q@Y,M =((sg® Tg)(fg))_legyg)cg(éaY,Ma
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para todo g € H. Além disso, (Y, r)®(M,v) = (Y®M,v), com v, =
(rg®vy)cy- ypy Para todo g € H, e

(X,9)((Y,r)®&(M,v)) = (X,s)@(YOM,v) = (XQ(YRM), 2),

em que

para todo g € H. Definimos
m(X,s),(Y,r),(M,v) * ((X7 S) ® (Y> T))@(M’ V) - (X7 S)g((yv T)@(M, V))

por m(X,s),(Y,r),(M,u) =Mmx,y,M- Mostremos que m(X75)7(y,T)7(M_’y) éum
morfismo em M¥ | isto é, vale a igualdade (3.15). Seja g € H, temos

m(X,S),(Y,T),(M,V)tg = 1 =
=mx,y,m((s4 ® rg)(fg);(,Y(ng)cg(@Y,M
)

=mx,y.m((sg @ 79)B) (&) Xy ®lu, (01)) oy

) - = .

= (4@ (rg@vg))mp, (x).F,(v),0,(00) (€9 x vy @lu, (1)) gy .ar
(38) , — _ _

= (SQ®(T9®V9))(IFg(X)®C%,M)C§’Y®MUQ(mX7Y;M)

= (59®(7g®’/g)cgf,M)Cg(,y@M Ug(mx,y,m)
= ZgUg(m(X,s),(Y,T),(M,U))7

em que a igualdade (x) segue da comutatividade do diagrama

— MFG(X),Fg(Y),Ug(M — —
(Fy(X) @ Fy(Y)BU, (M) 0 (X)@(F, (Y ) BU, (M)
(sg®ryg )®V9\L lsy(@("'g@”g)
(X ®Y)8&M — XB(YBM),

devido & naturalidade de m.
Lembremos que (1,¢71) € €%, Assim, (1,6 1)®(M,v) = (1M, k),
com kg = (¢, '®vy)cq 5, Definimos
l(M,V) : (17 ¢71)®(M7 V) — (M7 V)

por Iy = lap- Mostremos que I(pz,,) € um morfismo em MH . Seja
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g € H. Entao

kg = lk[(d);l@Vg)C!{,M

= I (Ii®vy) (g Oy, (a)) 4 s

(3.9) —

(:) In (Il@Vg)lUgl(M)Ug(lM)

=" vgUq(lar0));

em que a igualdade (**) segue da naturalidade de [, isto ¢, da comuta-
tividade do diagrama

lug )

18U, (M) — 2y, (0r)

I ®v, i i Vg

1M M.

573

E claro que m e [ definidos como acima sdo isomorfismos naturais
e satisfazem as igualdades (3.1) e (3.2). |

Lema 3.2.10 A categoria M é uma categoria médulo sobre CC.

Demonstragao: Pelas Proposi¢oes 1.4.9 e 2.2.3, o funtor esquecimento
F : % — € ¢é um funtor tensorial exato. Como M é uma categoria
modulo sobre € segue, pela Proposicao 3.1.9, que M é uma categoria
mo6dulo sobre €%, com (X, )8 M = XBM, mly ) ) 1 = mx v
e 1L = Iy, para quaisquer (X, s), (Y,r) € €% e M € M. [ ]

A seguinte proposi¢ao é devida ao lema acima.

Proposicao 3.2.11 O funtor esquecimento F : M — M ¢ um funtor
de C%-mddulos.

Demonstragao: Claramente o funtor esquecimento é aditivo e k-
linear. Para verificarmos que F é um funtor de C%-mo6dulos basta
definirmos, para cada (X,s) € €% e (M,v) € MH,

c(x,s),(Mw) : F((X,5)@(M,v)) = XM — (X, s)0F(M,v) = XM
por C(X,s),(M,u) = IX@M' ]

O objetivo agora é, no contexto de categorias modulo, mostrarmos
que o funtor L ja apresentado na Secdo 1.4, é um funtor de €%-modulos.
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Imaginamos que tal resultado seja conhecido, porém nao encontramos
sua prova na literatura.

Para tal, apresentamos, a seguir, notagoes importantes para a de-
monstragdo do mesmo. Para cada j € H e M € M, denotamos por

U (M) = @renUn(M) e m)" : @penUn(M) — U; (M)
as inclusoOes e projecoes da definicao de soma direta, respectivamente.
Proposicao 3.2.12 O funtor L : M — M dado por
L(M) = (®henUn(M),s™),

em que

st = 1) (g 1) Uy ()",
JEH

para todo g € H, e
L(f) =Y _ " U(f)m",

leH

para todo morfismo f: M — N em M, é um funtor de CE-mddulos.
Demonstragao: Sejam (X,s) € €% e M € M. Temos que

L((X,$)@&M) = L(X@M) = (BrenUn(XTM), s XEM)

(X, 5)@L(M) = (X®(OrenUn(M)),1),

em que t; = (Sggséw)cg(,eathUh(M)’ para todo g € H. Definimos

cx.s)m  LU(X, 8)@M) — (X, s)@L(M),

por

o = My 1 XM
C(X,s),M = E (s1®¢; )CX)M’/TI .
leH

A composicao acima é dada por:

71,_X®1\/I Cl

— — X, M — @M
ShenUn(XOM)' = Ul(XBM) L F(X)@U (M) > XB(@nenUn(M)).

Mostremos que c(x ) 37 € um morfismo em MH . Seja g € H, temos
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X®M _
C(X,s),MSg ®

= Z si@u" ) ®MZLX®M 11g.5) xwarUg (75 XMy
leH JjEH
= Z(SgJ’@L%)ng,M(Mg,j)XgMUQ(WJX
JEH
(3.13) _ _ ;
= Z(ng®bg/gf')((’Yg,j)X®(Mg,j)M)C%j(X),UJ(M)Ug(CJX
jEH
= Z(ng(Vg,j)XgL%(ug,j) )CF (x), UJ(M)U (CX m)Ug (7Tj
jEH
(1.6) _ ; 5
= Z(SgFg(Sj)‘g)L%(Ng,j) )CF (X),U. (M)U (CJX,M)Ug(WJ)'(@M)-
jeH

@M)

Além disso,

t U ( XS) M) (89®82/[)cg(,®heHUh(M)Ug(Z(Sl@l’l )C{X M7rlX®M)

leH
= (sg@(z L%(Ng,j)MUg(ij))) X, ®nenUn(M Z Uy( (s1®4")
JEH leH

Uy pp ) Uy (m° M)

= 3 (5B g ) i Ug (TN ) iy Un (55502 Uy ar)
j,leH

U (7TIX®M)

() — —

= D (390 (119, Uy (m)) (Fy (s) U (41")) e x0y.0n )
JleHd

Uy(cy 11)Ug (mX@M)

= Z (sgFy( L%(ug)j)MUQ(Wéw)Uq(LIZ\/I)>C%‘L(X)7UL(M)UQ(C{X,M)

JleH

U (=)

= Z Squ(Sl)gbgf(Mg,l)M)ciﬂ, x),0.0m U (CZX am)Ug(m 1X®M)a
= (X),U1(M)
€

em que a igualdade (*) segue da comutatividade do diagrama abaixo
para cada l € H, que por sua vez segue do fato de ¢9 ser um isomorfismo
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natural

g
CFy(x), U (M)

Uy (Fi(X)QUI(M))
Uy(sl®LlM)\L J/Fg(sl)®Ug(wa)
Ug(X@(SnenUn(M))) Fo(X)@Uy((BhenUn(M))).

o
X, ®peHUp (M)

Fy(Fi(X))@U, (Ui(M))

Portanto, c(X,s)’Msgg = t4Ug(c(x,s),1)- Definimos

VM ZLX®M (8;1®7Tl]w).

leH

Nao ¢ dificil ver que c(}}?S)’M ¢ o inverso de c(x ), n- Logo, para
cada (X,s) € €% e M € M, temos ¢(x,s),m um isomorfismo em MH,

Mostremos que ¢ : L(—®—) — —®L(—) definido de tal forma é um
isomorfismo natural. Sejam f : (X,s) — (Y,r) um morfismo em €% e
g : M — N um morfismo em M. Mostremos que o diagrama abaixo
comuta

L((X, $)BM) — M (X, $\BL(M)
L(f®g)l if@w(y)
L((Y,7)BN) — = (¥, BL(N).
De fato,
(fBL(9)exsn = (FBO N Uig)mt)) Y (5,808 g @M
leH JjEH
Z (f55®4" Un(g)m” L?J)CJX M”X®M
l,jeH
= Z fsj®L U;(g))c X®M
jeEH
e
v NLFBY) = D (@ )y ym N Y N U (fRg)m oM
leH . JEH
= (@) ey NU(fRg)m M
leH
S @) E(BULg)) g
leH
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= > EHEN U9k g
leH

1.8 =y
N (@l Uilg) e aem @M,
leH

em que a igualdade () segue do fato de que ¢! é um isomorfismo natural,
para todo [ € H, isto &, o diagrama

Ul(X®M)

E(X)eUui(M)
Ul(f®9)l J/Fl,(f)®Uz,(9)
U(YBN) —— A(Y)EU()

Cy,N

comuta. Logo, (f®L(g))cix,s),m = ¢(v,r),nL(f®g). Portanto, ¢ & um
isomorfismo natural.

Mostremos agora que c satisfaz a igualdade (3.3). Sejam (X, s), (Y,r) €
€% e M € M. Lembremos que (X ® Y,u) € CY em que u, =
(54 @74) (&) %y para todo g € G, e (1,6 ') € €%, em que ¢, é 0
isomorfismo do funtor tensorial (Fy,&4, dg), para todo g € G. Temos

(I(X s)@c(w) M)C(X s), (Y7)®ML( (X,s),(Y,r), M) =

IX@Z ri@u! cYMﬂlY@’M)(Z(s ®LY®M)CX Y®M7rtx®(Y®M))

leH teH

X YoM XY )M

()4 o U (mx.yar)m T EEM)
JjEH

YEM YEM
= E (s:@(m@u! CYMTFl )CXY®MU (mx yv,m)m
LteH

(XQY)®M

- Z(Slg(rl@L;\J)cﬁ’,M)Cé(,ngUl(mX,Y,M)wl(X®Y)®M
leH
- Z(Slg(rl®LlN[))(IFL(X)@CZY,M)CfX’YgMUl(mX’KM)ﬂ_l(X@Y)@M

leH

(38) D @@ ))me x) 5,000 () Xy BT, 0n) gy,

7Tl(xcéff)%M

S mxvenenv o0 (5@ 0B (€)%Y Blv0n) oy

ﬂl(xéeg®M

= MX,Y,®nenUn(M) Z((sl ® rl)(&);(?Y@L{VI)CZX@Y’MT;X(@Y)gM
=
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_ = M\l (XRY)®M
= MX,Y,®nenUn(M) Z(ul@Ll )CX®Y,M7rl

leH
= M(X,s),(Y,r),L(M)C(XQY,u),M>

em que a igualdade (**) segue da comutatividade do diagrama

M E(X),F(Y), U (M)
_ >

(Fi(X) ® Fi(Y))@Ui (M) F(X)@(F(Y)RU(M))
(5L®Tl)®Ll]Wl lSL®(7“z®LlM)

(X @Y)R(@®renUn(M)),———— XR(YR(BrenUn(M))),

XY, ®pe g Up (M)

devido a naturalidade de m.
Finalmente, mostremos que vale (3.4). Seja M € M. Entéo

L) = Y MU (1w =M
jed
(3.9) i ; =
= > 4" w,an(65 By, an)el ym Y

jeH
(%) 1= j ®
= Z l@heHUh(M)(Il ® ij)((bj 1®IUJ(M))CZJL,M7T;®M

jeH
= loncnUn () Z(QS;l@Ly)Ci,MW;@M - Z(GBheHUh(M)vSM)ClvM’

jeH

em que a igualdade (xx) segue da naturalidade de [, isto é, da comuta-
tividade do diagrama

luj;(an)

1QU; (M)

11®L§V[\L iLévI

1(®pepUn(M)) ————— ®peaUn(M).

lopenun )

Antes de terminarmos essa segdo, lembramos a definicdo de cate-
goria médulo indecomponivel, defini¢ao esta que aparece em uma das
proposicoes abaixo e nos proximos capitulos.

Sejam M e N dois C-mo6dulos. A soma direta M@N é um C-modulo
com agdo dada por X®(M,N) = (X®@M, X®N), para quaisquer X €
C,MeMeNeN.
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Definigao 3.2.13 Uma categoria modulo M sobre C é dita indecom-
ponivel se nao € equivalente a uma soma direta de categorias mddulo
sobre C nao-nulas.

Seja M uma categoria médulo localmente finita com uma quanti-
dade finita de classes de isomorfismo de objetos simples. A categoria
moédulo M é dita ezata se, para todo objeto projetivo P € €, o objeto
PRM € M é projetivo, para todo objeto M € M.

Segundo ([9], Example 3.3 (iii)), se C é uma categoria de fusio, entdo
uma categoria moédulo sobre C é exata se, e somente se, é semissimples.
Nos préximos capitulos, assumimos € uma categoria de fusao. Logo, os
conceitos de exatidao e semissimplidade sdao equivalentes. Dessa forma,
se C é uma categoria de fusdo, valem as seguintes proposi¢oes, trocando
“exata” por “‘semissimples”.

Proposigao 3.2.14 (|9], Lemma 3.4) Seja M uma categoria médulo
exata sobre C. Entio M possui objetos projetivos suficientes, isto €,
todo objeto simples em M possui cobertura projetiva. Em particular, a
categoria M € finita.

De acordo com a proposi¢ao acima, sob nossas condigoes, as cate-
gorias modulo envolvidas sao finitas.

Proposigao 3.2.15 ([11], Proposition 3.4-2) Seja G um grupo fi-
nito que age na categoria tensorial finita C. Se H é um subgrupo de G
e M € uma categoria modulo H -equivariante sobre C, entdo M é uma
categoria mdodulo exata se, e somente se, M € uma categoria modulo
exata.

Segundo ([10], Remark 1.2), uma categoria mo6dulo semissimples
sobre uma categoria de fusao é simples se, e somente se, é indecompo-
nivel. Dessa forma, por ([10], Theorem 5.13), se G é um grupo finito
que age em C, H é um subgrupo de G e M é uma categoria modulo
H-equivariante sobre C, entdo M ¢ uma categoria moédulo indecom-
ponivel se, e somente se, M é uma categoria médulo indecomponivel.

3.3 Acao de vecty em categorias abelianas
finitas

E bem conhecido que vecty, a categoria dos espacos vetoriais de
dimensao finita, é uma categoria tensorial finita sobre k. No ultimo
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capitulo, faremos uso de uma agdo de wvecty em uma categoria C que,
dentre outras propriedades, é finita.

O objetivo desta secao é explicar tal acao e desenvolver alguns pe-
quenos lemas para esclarecer certos passos do capitulo citado. Mais
detalhes sobre esta agdo sdo encontrados em ([21], Lemma 2.2.2).

Seja € uma categoria abeliana k-linear finita. Entdo C é uma cate-
goria moédulo sobre vecty, com acao dada a seguir.

Para cada V' € vecty, fixemos uma base ordenada Sy . Em particular
para k, fixemos Sy = {1}. Sejam V,W € wvecty, com n = dim(V) e
m=dim(W)eT:V — W uma transformagao linear. Definimos

VX =nX=X& - & X(n vezes),

para todo X € C. Se [T}g‘v’v = (a;j)i=1...m e f € Home(X,Y), entao
j=1,---,n
T®f: VX — WY é dado por

TSf => Y ay fr, (3.16)

i=1 j=1

emque () :Y; =Y - mY e 7r :nX — X; = X sdo as inclusoes e
projecoes da soma direta, respectlvamente

Os lemas abaixo serao utilizados no ultimo capitulo, mais especifi-
camente, na se¢ao sobre representagoes projetivas.

Lema 3.3.1 Sejam F : C — C um funtor aditivo, X € C e V € vecty
com n = dim(V). FEntio F(nX) é uma soma direta pam F(X), n

) . F(X
vezes, com inclusoes t; ) = F(X POO

cada i € {1,--- ,n}.

) e projegdes T,

Demonstragao: Temos que

n n

SO ZF At

i=1 i=1

= F <Z L%Xﬂ'iX) = F(Inx) = IF(nX)-
i=1
Também, para qualquer i € {1,--- ,n},

wl X~ XYY = F(rXuX) = FIx) = Inix).-

? K2 ? K3 K2

Pelo lema acima, podemos dizer que

VBF(X) =nF(X) = F(nX) = F(V®X). (3.17)
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Lema 3.3.2 Seja F : C — C um funtor aditivo. Sejam T :V — W
uma transformagao linear e f : X — Y um morfismo em C. Entao

F(T®f)=TQF(f). (3.18)
Demonstracao: Seja A = (a,;) uma matriz associada a 7. Entao,

F(Tef) = Z Z Qijl; fﬂ' Z Z aij I’ F(WJX)

=1 j=1 1=1 j=1
(Y

=TRF(f),
pois, para cada j € {1,---n} e cada i € {1,---,m}, F(i]) sdo exa-
tamente as inclusdes de F(Y') em mF(Y) e F(n}*) sdo exatamente as
projecoes de nF(X) em F(X). |

Lema 3.3.3 Sejam F,G : C — C funtores aditivos e n : F' — G uma
transformagao natural. Entdo

nV@X = IV@T]X, (319)
para quaisquer V € vecty e X € C.

Demonstragao: Suponhamos dim (V) = n. Como 7 é uma transfor-
macao natural, o seguinte diagrama comuta

nx

F(X) G(X)

lF(Lf() iG(Lf()

nF(X) = F(nX) % G(nX) = nG(X),

para todo i € {1, ,n}. Logo, G(tX)nx = nux F(¢X). Assim,
> G )xF(r Z%XF =1x ) F(
i=1 i=1
=ThXx = Nvgx:
isto é
Wex = ZG nx F(m).
Além disso,
IV®77X = Z 6lj i ZG 77XF )
,j=1
Portanto, nygx = lv®nx. [
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Capitulo 4

Dimensao de
Frobenius-Perron

Este capitulo tem como objetivo principal estudar a dimensao de
Frobenius-Perron em categorias médulo munidas de certas proprieda-
des sobre categorias de fusao. Tal estudo é importante para a de-
monstracao de um dos principais teoremas deste trabalho, o mesmo
encontra-se no Capitulo 5. A sequéncia usada para o desenvolvimento
do capitulo considera primeiramente o estudo de Z_-anéis e de Z,-
mo6dulos. Tal assunto possui uma “ligacao estreita” com a teoria de
grupos e anéis de Grothendieck. Por exemplo, o anel de Grothendieck
de uma categoria € de fusdo é um Z -anel transitivo unital dotado de
uma base finita, sendo a mesma constituida por classes de isomorfismos
de objetos simples em C.

Segundo a literatura, veja [7], a dimensdo de Frobenius-Perron é
definida para os elementos da base de um Z,-anel transitivo unital e
estende-se ao mesmo por uma “certa’ aditividade. No caso de uma
categoria de fusdo, a dimensdo de Frobenius-Perron é definida para as
classes de isomorfismos de objetos simples, que mencionamos acima, e
que estende-se ao seu anel de Grothendieck. Isso culmina em outras
definigoes e resultados bem conhecidos.

Neste sentido, a contribuicao deste trabalho para o estudo de dimen-
soes de Frobenius-Perron é mais efetiva no contexto de Z-moédulos.
Desenvolvemos alguns resultados neste contexto, e como o grupo de
Grothendieck de uma categoria médulo sobre C, sob certas condigoes,
é um Z,-moédulo sobre o anel de Grothendieck de €, aplicamos os
mesmos para o estudo de dimensao de Frobenius-Perron em categorias
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moédulo, como dissemos inicialmente. Tal assunto é desenvolvido na
Secao 4.3.

4.1 Z.,.-anéis e Z,-m6édulos

Esta segao foi desenvolvida com base em [7] e [19]. Lembremos que
um semi-anel R é um conjunto nao-vazio munido de duas operagoes, +
e -, tais que (R, +) é um monoéide comutativo com elemento neutro 0,
(R,-) € um mondide com elemento neutro 1, valem as leis distributivas
e0-a=a-0=0, para todo a € R.

Consideremos Z4 o semi-anel de inteiros nao-negativos. No que
segue, todos os anéis possuem unidade.

Definicao 4.1.1 Seja A um anel livre como um Z-mdédulo.

(1) Uma Zy-base de A é uma Z-base B = {b; };c; de A tal que b;b; =
Zcfjbk, com cfj € Z+, para quaisquer i,j € I.
kel

(2) Um Zj-anel é um anel com uma Z, -base tal que a unidade 1 é
uma combinagao linear ndo-negativa de seus elementos.

m -anel unital é um -anel tal que ¢ um elemento da
3) Um Z4 l ital € Zy [ tal 1¢é l d
Z -base.

Seja A um anel. Lembremos que uma involuc¢ao do anel A é um anti-
homomorfismo de anéis f : A — A cujo quadrado é igual a aplicagio
identidade de A, isto ¢, f2 = I4.

Sejam A um Z-anel e Iy o conjunto dos i’s tal que b; ocorre na
decomposicao de 1. Seja 7: A — Z o morfismo de grupos definido por
T(b;))=1sei€lyer(b)=0seid¢I.

Definicao 4.1.2 Um Z-anel com uma Z,-base B = {b;}ic; € dito
anel base se existe uma involugdo i — * de I (i = (i*)*) tal que a
fun¢ao induzida

azZaibi — a* :Zaibi*, a; €7

iel i€l

¢ uma involugdo do anel A e 7(bbj) =1 se i = j* e 7(bjb;) = 0 se

i .
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Seja A um anel base. Observemos que, para quaisquer z,z’ € A,
vale que
7(zz') = 7(2'x). (4.1)

. h. [ 1. . /
De fato, escrevendo x = 3,y a;b; e 2’ =3, ajb; com a;,a} € Z,
para quaisquer i, j € I, temos

! i / /
rx = E a;a;bb; e 'z = E a;a;bib;.

ijel ijel

Assim, pela definicdo de 7, temos que 7(zz') = 0 = 7(z2’) , se

i #j* e T(v2') = aj-a; = aja; = 7(2'w), se i = j*.

Definicao 4.1.3 Um anel multifusio € um anel base com uma Z, -base
finita. Um anel fusao é um anel multifusdo unital.

Exemplo 4.1.4 ([7], Example 3.1.9 (i)) Seja n € N. O anel das
matrizes de ordem n com entradas inteiras, denotado por Mat,(Z), é
um anel multifusao com base formada pelas matrizes elementares E;;,
em que i,j € {1,---,n}, e x dada pela transposi¢do. Assim, o conjunto
de indices é dado por I = {(4,4)|i,5 € {1,--- ,n}} e Iy é o conjunto dos
pares {(¢,4)|t € {1,--- ,n}}. Como || = n, temos que Mat,(Z) é um
anel fusdo se, e somente se, n = 1.

Exemplo 4.1.5 ([7], Example 3.1.9 (ii)) Seja G um grupo. O anel
de grupo ZG é um anel base unital, com base dada pelos elementos do
grupo e g* = ¢!, para todo g € G. De fato, temos que

T(gh) =1 gh=1geg=h"" o g="",
para quaisquer g, h € G. Tal anel é um anel fusao se G for finito.

Exemplo 4.1.6 ([7], Example 3.1.9 (vii)) Consideremos o Z-mo6du-
lo livre gerado por dois elementos, 1 e X, com multiplicagdo dada por
X? =1+ X, unidade 1 e involucdo identidade. Este anel é um anel
fusdo chamado anel fusdo Yang-Lee.

A proposicdo abaixo é importante para a demonstragdo do Teorema
4.1.29, que é fundamental para definir a dimensao de Frobenius-Perron
para elementos da base de um Z,-médulo.

Proposigao 4.1.7 ([7], Proposition 3.1.8) Seja A um anel multi-
fusio com uma Zy-base B = {b;}ic;r. Entao, para todo x € A, o

elemento z(z) = Z b;xb;« € central em A, ou seja, z(x) € Z(A).
iel
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A seguir enunciamos um teorema classico da élgebra linear que de-
sempenha um papel crucial na teoria de categorias tensoriais. Tal teo-
rema é o que garante a boa defini¢ao da dimensao de Frobenius-Perron.
Logo, a teoria dessa dimensao é uma aplicacdo do mesmo.

Teorema 4.1.8 ([7], Theorem 3.2.1) (Teorema de Frobenius-Perron)
Seja N uma matriz quadrada com entradas reais nao-negativas.

(1) N possui um autovalor real nao-negativo. O maior autovalor real
nao-negativo \(N) de N domina o valor absoluto de todos os
outros autovalores p de N, isto é, A\(N) > |u|. Além disso, existe
um autovetor de N com entradas nao-negativas e autovalor A\(N).

(2) Se N tem entradas estritamente positivas entao A\(N) é um auto-
valor positivo simples e o correspondente autovetor pode ser nor-
malizado de maneira a ter entradas estritamente positivas. Além
disso, |u| < A(N) para qualquer outro autovalor u de N.

(3) Se a matriz N com entradas ndo-negativas possui autovetor com

entradas estritamente positivas, entao o correspondente autovalor
éA(N).

Defini¢ao 4.1.9 Um Z, -anel A com uma Z-base B = {b;};c1 € dito
transitivo se, para quaisquer b;, b, € B, existem b;, by em B tais que

P

bib; e bib; contém by, isto €, na escrita como combinacdo linear dos
elementos de B, o coeficiente de by, € nao-nulo.

Proposicao 4.1.10 Todo anel base unital é transitivo.

Demonstragao: Sejam b;, b, € B. Mostremos que existe [ € I tal que
bibj = cr c}”jbr, com ij>0. Seja ig € I tal que b;, = 1. Escrevemos

t
bjebj = ch.iby.
tel
Aplicando o morfismo de grupos 7 na igualdade acima, temos
. .
1= T(bj*bj) = ch*jT(bt) = C;-(ij,
tel

pois como A é anel base unital, Iy = {ig}. Assim, podemos escrever

bj*bj = Z C;*jbt + 1

tel
t#ig
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Consideremos

brbje =Y cjjubu

uel

Multiplicando b; & direita na igualdade acima, temos

biby-by = b (D chujbe +1) = D chusbibe + by,

tel tel
t#ig t#ig
e
u _ u S
E Cj=bub = E E Cj* Cujbs-
u€el sel uel

Dessa forma,

D bbb =Y Y el s

tel sel uel
t#iq
Como o coeficiente de by, é nao-nulo do lado esquerdo da igualdade,
também o serd do lado direito. Assim, ) _; ck]*c > 0, donde existe
l €I tal que cfj > 0. Analogamente mostra-se que existe ¢ € I tal que

k
cj; > 0. ]

Seja A um Z-anel transitivo unital com uma Z.-base finita B =
{b;}icr- Escrevemos n = |I|. Denotamos os elementos de I por
1,2,---,n

Fixemos ¢ € I. Seja N, a matriz de multiplicacdo & esquerda por
b;. Para cada j € I, temos

bib; =Y cfbx,
k=1

com c . € Zy. Logo, Ny, = (cfj);c 1,--,n €, portanto, possui entradas

(1nte1ras) nao-negativas. Pelo Teorema de Frobenius-Perron Ny, admite
um autovalor maximal nao-negativo.

Definimos FPdim(b;) como sendo o autovalor maximal ndo-negativo
da matriz N,,, para cada ¢ € I. Estende-se tal morfismo da base B
para o anel A por aditividade, definindo o morfismo de grupos FPdim:
A—C.

Definigao 4.1.11 Seja x € A. A dimensdo de Frobenius-Perron de x
é o numero real FPdim(z).
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Proposigao 4.1.12 (7], Proposition 3.3.6) Seja A um Z, -anel tran-
sitivo unital com uma Z.-base finita B = {b; }icr. Entdo

(1) A fungdo FPdim: A — C € um morfismo de anéis.

(2) Eziste um tnico, a menos de escalar, elemento ndo-nulo R €
A ®z C tal que xR = FPdim(z)R, para todo © € A, e tal R
satisfaz a igualdade Ry = FPdim(y)R, para todo y € A.

(3) FPdim € o dnico caracter de A que toma valores nao-negativos
sobre B, esses valores sao, de fato, estritamente positivos.

(4) Se x € A possui coeficientes nao-negativos com respeito a base B
entao FPdim(z) € o maior autovalor nao-negativo da matriz Ny,
matriz de multiplica¢do a esquerda por x.

Para que seja possivel definir o morfismo de grupos FPdim: A — C,
é suficiente que A possua uma Z-base finita. No entanto, é pedido
que A seja um Z,-anel transitivo unital, pois estas hipdteses garantem,
pela proposi¢ao acima, que a fung¢do FPdim: A — C seja um morfismo
de anéis. Mais ainda, é possivel caracterizar a dimensao de Frobenius-
Perron como o tnico caracter de A que toma valores nao-negativos
sobre a Z,-base.

Definicao 4.1.13 Seja A um anel fusao. O nimero real
FPdim(A) = )~ FPdim(b;)?
iel
€ chamado dimensao de Frobenius-Perron de A.

Observemos que pelo item (3) da Proposigao 4.1.12, para qualquer
anel de fusdo A, temos FPdim(A) > 0.

Exemplo 4.1.14 De acordo com o Exemplo 4.1.4, Mat,(Z) = Z é um
anel fusdo com base {1}. Nesse caso, FPdim(1) =1 e FPdim(Z) = 1.

Exemplo 4.1.15 Seja G um grupo finito. Pelo Exemplo 4.1.5, ZG
é um anel fusdo. Para cada g € G, a matriz de multiplicagao a es-
querda por g, denotada por NNy, é uma matriz de permutagao, isto é,
uma matriz cujas colunas sdo uma permutacao das colunas da matriz
identidade. Claramente, A = 1 é um autovalor de N,. Além disso, se A
¢ um autovalor de Ny e v &€ um autovetor associado a A entao

Aol = [Ixv]| = [[Ngo[| = [[o]|-

Assim, |A\| = 1, pois v # 0. Logo, FPdim(g) = 1. Portanto,
FPdim(ZG) = |G-
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Exemplo 4.1.16 Seja A o anel fusdo Yang-Lee, apresentado no Exem-
plo 4.1.6. Temos que as matrizes de multiplicacdo a esquerda por 1 e
X sao, respectivamente,

10 0 1
N1_<0 1)6NX_<1 1)

Os polinémios caracteristicos de N7 e Nx sado, respectivamente,
(X —1)% e X2~ X — 1. Assim, FPdim(1) = 1, FPdim(X) = Y5 ¢
FPdim(A) = 12 + (1£/8)2 = 5445,

Proposigao 4.1.17 ([7], Proposition 3.3.9) Sejam A um Z,-anel
transitivo unital com uma 7 -base finita e x : I — I uma bijecao que
estende-se a uma involugdo de A. Entao FPdim € invariante por x*,
isto é, FPdim(z) = FPdim(z*), para todo x € A.

Observemos que se A é um anel de fusdo entdo a involugdo * : [ — I
dada na defini¢do de anel base estende-se a uma involucao de A. Logo,
vale a conclusdo da proposi¢ao acima.

Para a proposicdo seguinte, sejam A, A’ dois Z,-anéis transitivos
unitais com bases finitas 4 = {b;}]_; e Iar = {b}}]",, respectiva-
mente.

Proposigao 4.1.18 Seja f : A — A" wm morfismo de anéis tal que
f(1) =1 e que a matriz de f da base 14 para a base 14/, denotada por
[f], possua todas as entradas ndo-negativas. Entdao f preserva dimensio
de Frobenius-Perron.

Demonstragao: Definimos £ : A — C por &(z) = FPdim(f(x)),
para todo # € A. E claro que £ é um morfismo de anéis, pois é uma
composi¢do de morfismos de anéis. Além disso, £(1) = FPdim(f(1)) =
FPdim(1) = 1.
Mostremos que £ é um caracter de A que toma valores nao-negativos
sobre I4. Escrevemos [f] = (a;j)i=1,-.m. Seja b; € I4. Entdo
j=1,--,n

§(b;) = FPdim(f(b;)) = FPAim(> _ a;;b}) = _ a;;FPdim(b;) > 0.

i=1 i=1

Pela Proposigao 4.1.12, segue que £ = FPdim. Logo, para todo
z € A, FPdim(f(x)) = FPdim(z). |
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As proximas definicoes e resultados sdo encontrados em [19]. Essa
é a principal referéncia usada neste trabalho para o estudo de Z,-
modulos. A aplicacdo para tais nogdes é desenvolvida na proxima se-
¢ao, sobre grupos e anéis de Grothendieck, onde fica claro que o grupo
de Grothendieck de uma categoria moédulo indecomponivel sobre uma
categoria de fusdo C, sob certas condi¢oes, ¢ um modulo base irredu-
tivel sobre o anel de Grothendieck de C. A partir dai, o leitor poderé
entender a “ligacao estreita” entre as duas teorias, dita no inicio do
capitulo.

Defini¢ao 4.1.19 Seja A um Z, -anel com uma Z, -base B = {b; }ic1.

(1) Um Zy-mddulo M sobre A é um A-mddulo munido de uma Z-
base fizada Ing = {m;}jer tal que bym; = dejmk, com df;

keL
inteiro nao-negativo, para quaisquer i € I e 5,k € L.

(2) Seja A um anel base. Um mdodulo base sobre A é um Z.-mddulo
M tal que df‘j = dl.,, em que os inteiros df’j sG0 0s coeficientes
da definicdo acima.

(3) Dois Z.-mddulos M e M' sobre A com bases {m;}icr, e {m/}jcs,
respectivamente, sao equivalentes se existe uma bije¢ao ¢ : L — J
tal que o morfismo induzido de grupos abelianos ¢' : M — M’
definido por ¢'(m;) = m;s(i) é um isomorfismo de A-mddulos.

(4) A soma direta de dois Z-médulos M e M’ sobre A é o mddulo
M @® M’ sobre A com Z-base dada pela unido das Z-bases de M
e M.

(5) Um Z4-mddulo sobre A é indecomponivel se ndo é equivalente a
uma soma direta de dois Z-maodulos nao-nulos.

(6) Um Z,-submddulo de wm Z-mddulo M sobre A com base Ip; =
{mi}ticr € um A-submddulo N de M que é um Z,-mddulo cuja
Z-base fizada I € um subconjunto de Ips.

(7) Um Zy-mddulo M sobre A é dito irredutivel se nio possui Z -
submddulos préprios (em outras palavras, o Z-span de qualquer
subconjunto préprio da base Ip; de M nao é um A-submddulo).

Exemplo 4.1.20 Seja A um Z-anel com uma Z,-base B = {b; }ier.
Entao A é um Z-médulo sobre si mesmo com a mesma base.
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Exemplo 4.1.21 Seja A um anel base com uma Z-base B = {b; }icy.
Entao A é um modulo base sobre si mesmo. De fato, para cada i, j, k €
I, temos que

tel

T(br(biby)*) = 7(br »_ chibpe) = 7> clibibe) = cf.

tel tel

Além disso,

(4.1)

T((bixbg)bjx) = T(bix (brbj+)) =" 7((brbj)bix) = T(br(bib;)")

k

e, portanto, cl., = cf;.

A irredutibilidade é uma das propriedades necessarias para a boa
definicao da dimensao de Frobenius-Perron de elementos da base de um
Z,-mo6dulo. A préxima proposicdo traz uma condi¢do suficiente para
que um Z-moédulo seja irredutivel.

Proposigao 4.1.22 ([19], Lemma 1) Seja M wm mddulo base sobre
um anel base A. Se M € indecomponivel como Z,-mddulo sobre A
entdo M ¢€ irredutivel como Z4-mddulo sobre A.

Proposigao 4.1.23 Seja A um Z,-anel com uma Z-base finita. Se M
é um Z,-mddulo irredutivel sobre A com Z-base In; = {m;}cr, entdo
L é um conjunto finito.

Demonstragao: Fixemos [y € L. Observemos que existe i € I tal que

bimy, # 0. Caso contrério, escrevendo 14 = Zie ;7 by, terfamos

mi, = Lamy, = (O aibiymy, = ai(bimy,) =0,
i€l i€l

o que é um absurdo, pois m;, é um elemento da base I;.
Seja J = {i € I:b;my, #0}. Para cada i € J, temos

k
bimy, = g dilomk,
keL;

em que L; ¢ um conjunto (finito) e dfj > 0, para todo k € L;. Como

I é um conjunto finito, segue que U;cyL; também o é. Seja X =
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Z — span{my, : k € U;jesL;}. Mostremos que X é um Z,-submoédulo
de M. Para isto, é suficiente mostrar que X é um A-submoédulo.
Sejam a € A e k € UjesL;. Provemos que amy € X. Se amg = 0
entdo é claro que amy, € X. Suponhamos amy # 0. Como k € U;c s L,
existe i; € J tal que k € L;,, isto &, di‘ilo > (0. Como a € A, podemos

escrever
a = E aibi,
iel
com a; € Z. Entao

amy = Zaibimk = Zai Zdékml = Z(Z adl)my,

iel i€l leL leLl’ i€l

em que L' é um subconjunto finito de L tal que Y, ;a;d., # 0
para todo I € L'. Seja |l € L'. Mostremos que ! € UyeyL;. Como
Yier aidly, # 0, existe iy € I tal que di_, > 0. Assim,

df . d. . > 0. (4.2)

i1lo

Consideremos o elemento b;,b;, m;,. Por um lado, temos

biz (bilmlo) = blz Z dzllgmt Z dzllobwmt

tEL teLl;,
- dlllo diztmu - dlllo 7,2t
teL;, u€eL u€L tGL-,,l

Por outro lado,

( io 21 mlo E zQzlb'mlo § :2 : G211 Jlomr

jel jeIl relL

Dessa forma, temos

Z Z dhlo Zzt Z(chzild;lg)mr

u€L t€L;, rel jel

Por ( ) o coeficiente de m; do lado esquerdo da igualdade acima,
ZteL i d._,, ¢ ndo-nulo. Assim, o coeficiente de m; do lado direito

tambem o é. Logo, > ic; czmdjlo
d

oy > 0, isto é, I € L;. Portanto, amj, ¢ uma combinacgao linear de
elementos my com | € UjesL;, isto é, amy € X .

>0. Donde, existe jo € I tal que
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Como M é um Z-mdbdulo irredutivel, isto implica X = M, donde
M possui uma Z-base finita. [

Para o restante desta sec@o, consideremos A um anel fusdo, isto &,
A & um anel base unital com uma Z,-base finita B = {b;};,c;. Pela
Proposigao 4.1.10, A é transitivo.

Seja M um Z-mo6dulo base irredutivel sobre A. Pela proposicio
acima o0 mesmo possui uma Z-base finita Iy = {m;};cr. Seja |L| = s.
Denotamos os elementos de L por 1,--- ,s.

Segundo ([12], Corolario 5.13), o Z-bimédulo M ®zC é um C-espago
vetorial com base Iyrg,c = {m; @ 1}5_;.

Seja z € A. A transformacao linear

T, : M®;C— M ®yzC

dada por T,(m; ® 1) = = - (m; ® 1) = xm; ® 1 é chamada operador
multiplicagdo a esquerda por © em M. Denotamos por [z]|ys a matriz
de tal operador na base Iy/g,c. Como M é um Z,-mddulo, para cada
je{l,---,s}, podemos escrever

s
a:mj: E xijml-,
i=1

com x;; € Z. Assim,

i=1 i=1

Portanto, as coordenadas de T;(m; ® 1) na base Iyg,c sdo exata-
mente as coordenadas de xm; na base ;.

Nao havendo risco de confusao, escreveremos os elementos m; ® 1
da base Ipsg,c simplesmente como m;.

Para indicarmos o vetor coordenada (vetor coluna) de um elemento
v de um espaco vetorial em relagdo a uma base fixada, usamos a notagao
[v].

O lema a seguir é feito para estender morfismos de A-médulos para
o contexto explicado acima.

Lema 4.1.24 Seja g : M — N um morfismo de A-mddulos. Entdo g

induz wma transformacao linear g: M ®7 C — N ®z C que é também
um morfismo de A-mddulos.
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Demonstragao: Definimos ¢ : M x C - N ®z C por ¢'(m,a) =
g(m) ® a. E de facil verificacdo que ¢’ é uma funcio Z-balanceada.
Logo, existe um dnico morfismo de Z-moédulos g : M ®7 C — N ®5 C
tal que ge = ¢’, em que ¢ : M x C — M ®z C é a funcio balanceada
canodnica. Portanto, g(m ® o) = g(m) ® a.

Além disso,

gB(m®a)) =g(m @ apf) = g(m) ® af = B(g(m) ® a) = Bg(m ® o)
e, dadoa € A,
gla(m ® a)) = g((am) ® a) = g(am) ® a = ag(m) @ a = ag(m @ a).

Portanto, g € uma transformacao linear e um morfismo de A-médulos.
]

Lema 4.1.25 Seja z € A. Entdo [z]|y = [z*]]%;.

Demonstragao: Como z € A e B = {b;}ic; &€ uma Z,-base de A,
podemos escrever
xr = Z aibi.

icl

i€l

Assim,

k=1, ,5 .
J=1, 8

Escrevemos também [z][n = (zgj) k=1, € [27]|mr = (z};)
j=1,---,s

Temos, para cada j € L,

rm; = Zaibimj = Zai Z d?jmk = Z(Z aldfj)mk

i€l i€l kel keL iel

x'mj = Zaibi*mj = Zai Z diijmk = Z(Z aidiij)mk.

el i€l kel kel iel
Assim, para cada k € L, temos
k) j
mMZZE:aﬂm::EZGW?k:x%v
iel i€l
em que igualdade (%) segue do fato de M ser um modulo base. Portanto,

[2lar = 2115 U
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Proposigao 4.1.26 Sejam v € A ey € Z(A). Entio as matrizes
[vllar € [z]|ar comutam.

Demonstracao: Sejam [y]|ar = (vi5)+ =l @ [@]|pm = (245)

Entao
S S
ym; = E YizMmi € Tmyj = E Ti5MM5.
i=1 i=1

Temos que

(wy)m; = w(ymy) = (Y yiymi)

=1

s

= Zyij(xmz = Zyz] Z(Elﬂmk

= 1

= Z YijTki M, = Z Zyzjxkz

i,k=1 k=1 i=1
Logo,
l‘y |M = Zxkzym z [-T”M[QHM

Analogamente, [y]|as[x]|ar = [yz]|ar. Portanto, [z]|am[y]lav = [zy]|la =
[yx]|ar = [yl ar[z]|ar- [ |

Pela Proposicao 4.1.7, o elemento z = 3, ;c; bibjbi- € Z(A). Usa-
remos tal elemento na demonstracdo do préoximo teorema, que é fun-
damental para definir a dimensao de Frobenius-Perron para elementos
de um Z-moédulo.

Lema 4.1.27 Os coeficientes de z com respeito a base B sao estrita-
mente positivos.

Demonstragao: Temos

z= 3 bibjbi- = > chbebie = Y cliclibi

i,5€1 i,j,k€l i,5,k,lel

Assim, fixando ly, o coeficiente de by, é E cfjcﬁfi*. Fixando ko,
i,5,k€l
como A é um anel transitivo, existe ig € I tal que cgg’oio > 0. Como * é

~ . .k . . lo
uma fungio sobrejetora, iy = ij, para algum i; € I. Assim, Chyiz > 0.
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Novamente como A é transitivo, considerando iy e kg, existe um jy € I
tal que c , > 0. Dessa forma,

ko
g c”c,CZ > chjockm* > 0.
i,5,k€l

Lema 4.1.28 A matriz [z]|p possui entradas estritamente positivas.

Demonstragao: Como A ¢ unital, consideremos i¢ € I tal que b;, =
Temos que 1 = 7(b;,) = 7(biybi, ). Logo, pela defini¢do de 7, if = ip.
Seja [ € L. Como

z = Z blbjbl* = Z blb]bl* + biobiobig = Z bibjbi* +1,

ijel i#ig i#ig
i#i0 J#io

temos
amy = (D bibjbie + )my =Y bibibi=my +my # 0.
i#£iQ iFig

i#io J#ig

Pelo lema acima, podemos escrever z = ), a;b;, com a; > 0 para
todo i € I. Assim,

2my = Zaibiml = Z(Z a;dfy)m

i€l keL el

Seja K = {k € L : 3 ,.;a;d¥ > 0}. Notemos que K # ), pois
zmy # 0. Consideremos X = Z — span{m; : j € K}. Mostremos que
X é um Z,-submodulo de M. '

Sejam j € K e x € A. Como j € K, temos que Y, ; a;d}, > 0.
Assim, existe i1 € I tal que dgll > 0. Escrevemos x = ), ;z;b;. Se
xmj = 0 entdo xm; € X. Suponhamos zm; # 0. Entao

rm; = inbimj = Z indfjmt,
iel tel! i€l
em que L' C L étal que ), ; mldﬁj # 0, para todo t € L. Sejat e L .
Entao existe iy € I tal que df,; > 0. Assim,

o dt > 0. (4.3)

410727

Consideremos o elemento b;,b;, m;. Por um lado, temos
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bi, (bilml) = bi, Z dfllms = Z dfllbiQmS
seL s€L

- Zdzll Z dzy;smw = Z Zd 1ld12§ we

seL weL weL seLl

Por outro lado,

U (7 T
mp = Z Ci2i1buml = Z Z CiQildulmr.

uel uel relL

Dessa forma, temos

ST ddt gme = S0 e dimy

weL sel rel uel

Por (4.3), o coeficiente de m; do lado esquerdo da igualdade acima,
> ser d3,dl ., € naonulo. Assim, o coeficiente de m; do lado direito
também o é. Logo, >, ¢, di, > 0. Donde existe ug € I tal que
dfml > 0. Dessa forma, ., azdzl > 0, pois a; > 0, para todo ¢ € I.
Logo, t € K. Portanto, xm; € X .

Como M é um Z-médulo irredutivel, isto implica X = M, donde
{m; : j € K} é uma Z-base de M. Portanto, K = L, isto &, todas as
entradas da matriz [2]|p; sdo estritamente positivas. [

O proximo teorema é vital para que possamos entender a dimensao
de Frobenius-Perron em categorias médulo. Tal teorema nos mostra
como surge o “elemento” tal que, a partir dele, se possa definir a di-
mensao de Frobenius-Perron dos elementos de uma Z-base fixada de
um Z-moédulo.

Teorema 4.1.29 Seja M um mddulo base irredutivel sobre um anel
fusdo A. Eziste um 1inico, a menos de um escalar, autovetor comum m
de todas as matrizes [z]|pr, com x € A, que possui entradas estritamente

positivas com respeito @ base Inrg,c. O correspondente autovalor de
[]|ar € FPdim(z).

Demonstragao: Seja

Z= Y bibjbs-.

i,j€1

Sabemos do Lema 4.1.28 que a matriz [z]|p; possui entradas estrita-
mente positivas. Pelo Teorema de Frobenius-Perron, item (2), a matriz
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[2]|ar possui um autovetor m com entradas estritamente positivas e
autovalor associado A positivo simples. Dai, [2]|p/[m] = A\[m].

Seja © € A. Pela Proposicdo 4.1.26, como z € Z(A), segue que
[21la[z][ar = [2][ar[2][ar- Dai,

[2llae ([2][arfm]) - = E[z]I

- |
= | [m]
= A([][a[ml]).

Logo, [z]|ar[m] € um autovetor de [z]|ps associado ao autovalor sim-
ples A. Assim, [z]|p[m] = A\;[m], para algum A, € C.

Mostremos que A : A — C definida por A(z) = A\, é uma represen-
tacdo de A.

Sejam A, e A,. Entdo [z]|m[m] = A[m] e [z]|p[m] = N, [m].
Assim, A\, [m] = X\, [m] e como m # 0, isto implica que A\, = \.. Logo,
A estd bem definida.

Sejam z,y € A. Temos [z + y]|p [m] = Ay [m]. Por outro lado,

[z +yllm[m] = ([2][ar + [y]|ar)[m] = [2]| s [m] + [y]]2s[m]
= Az[m] + Ay [m] = (Az + Ay )[m].

Logo,
Azty[m] = Az + Ay)[m]
e portanto Ayyy = Az + Ay, isto &, AM(xz +y) = A(z) + A(y). Além disso,

Awy[m] = [zy]|ar[m] = [z][n[y]]a[m] = [2]|ar Ay [m] = A Ay [m].

Donde, A(zy) = A(z)A(y). E facil ver que [1]|5s € a matriz identidade.
Logo, [1]|as[m] = 1[m] e assim, A(1) = A\; = 1.

Mostremos que A é um caracter de A que toma valores nao-negativos
nos elementos de B. Seja i € I. Entdo [b;]|p[m] = Ap,[m]. Como
M é um Z,-modulo, segue que [b;]|ap possui entradas nao-negativas.
Além disso, [m] possui entradas estritamente positivas. Dessa forma,
a ultima igualdade implica A(b;) = A, nao-negativo. Portanto, pela
Proposigao 4.1.12, item (3), segue que A = FPdim. Isto é, [z]|p[m] =
FPdim(x)[m], para todo = € A.

Em particular, [z]|p[m] = FPdim(z)[m]. Logo, A = FPdim(z).

Para provarmos a unicidade de m, suponhamos n € M ®z C com
entradas estritamente positivas tal que [z]||p[n] = FPdim(x)[n], para
todo # € A. Em particular, [z]|ps[n] = FPdim(z)[n] = A[n]. Logo,
[n] &€ um autovetor de [z]|ps com autovalor associado A. Como A é um
autovalor simples, segue que n = \'m, para algum \ > 0. [
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Definigao 4.1.30 Um elemento m como no teorema acima é chamado
elemento regular de M.

Notemos que tal m esta definido a menos de um escalar positivo.

Corolario 4.1.31 Sejam € M ®y;C tal que [m] possua entradas estri-
tamente positivas com respeito & base Iyrg,c. Entdo m é um elemento
reqular de M se, e somente se,

[m]” [z]|5; = FPdim(x)[m]7, (4.4)
para todo x € A.

Demonstragao: Seja m € M ®z C com entradas estritamente positi-
vas com respeito a base Ipg,c. Temos que [m]”[z]|5; = FPdim(z)[m]7,
para todo = € A se, e somente se, [m]?[z*]|5; = FPdim(z*)[m]? para
todo x € A.

Aplicando a transposta nesta tltima igualdade, temos [z*]|%,[m] =
FPdim(x*)[m]. Pelo Lema 4.1.25, temos [z*]|, = [z]| s e pela Proposi-
¢ao 4.1.17, FPdim(x) = FPdim(z*). Assim, [z]|p[m] = FPdim(z)[m],
para todo x € A. Pelo Teorema 4.1.29, segue o resultado. [

Definigao 4.1.32 Um elemento reqular m de M normalizado tal que
a soma dos quadrados dos seus coeficientes com respeito a base Iy €
igual a FPdim(A) € chamado elemento regular candnico de M.

Seja Iny = {m;}icr. Entdo, para cada | € L, temos a seguinte
definicao.

Definicao 4.1.33 A dimensio de Frobenius-Perron de m; € o coefi-
ciente de m; do elemento reqular candnico de M com respeito da base
Ing,c. Denota-se por FPdim(my), isto é,

m =Y FPdim(m;)m; e » FPdim(m;)> = FPdim(A).
i=1 i=1
A dimensao de Frobenius-Perron de elementos quaisquer de M é
dada por aditividade. Observemos que se m é o elemento regular cano-
nico, entdo FPdim(m) = FPdim(A). Além disso, FPdim(m;) > 0,
para todo ¢ € L.

Exemplo 4.1.34 Seja A um anel fusdo com uma Z-base B = {b; }ie;.
Entdo v = ), .; FPdim(by )by € 0 elemento regular canonico de A visto
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como modulo base sobre si mesmo. De fato, consideremos i € I. Mos-
tremos que [b;]|a[v] = FPdim(b;)[v]. Para cada j € I, escrevemos
bibj = Y pes ¢F;bi. Assim, fixado k € I, temos que

> cEFPdim(b;) = FPdim () kb)) = FPdim(  cl.,.b;)

Jjel jeI jeI
— FPdim(b;-b) = FPdim (b~ )FPdim(by)
) FPdim(b;) FPdim(by),

em que as igualdades (%) e (x*) seguem, respectivamente, do fato de
FPdim ser morfismo de anéis e da Proposi¢ao 4.1.17. Logo, [b;]|a[v] =
FPdim(b;)[v], para todo i € I, donde [z]| 4[v] = FPdim(x)[v], para todo
x € A

Além disso, por definigao, FPdim(A4) = ), ., FPdim(b;)*>. Por-
tanto, a dimensao de Frobenius-Perron no modulo base A coincide com
a dimensdo de Frobenius-Perron no anel fusao A.

Sejam M e N dois modulos base irredutiveis sobre um anel de fu-
sdo A com Z-bases Iy = {m;}5_; e Iy = {n;}!_,, respectivamente.
Consideremos g : M — N um morfismo de A-moédulos. Pelo Lema
4.1.24, g induz uma transformacao linear que é também um morfismo
de A-modulos §: M ®z C — N ®z C. Denotamos por [¢g] a matriz de
g da base Iy/g,c para a base Ing,c.

Lema 4.1.35 Seja x € A. Entao

[z][~[9] = [9)[=]|ar- (4.5)

Demonstragao: Sejam [z]|y = (aw)l Lo , lg] = (ﬁm)l Lot @
[z]|ln = (’yw)z Lot Como g é morﬁsmo de A mobdulos, para cada
jed{l,--- s} temos que g(zm;) = xzg(m;). Mas

glzm;) = 9> argmi) =Y anjglme) =Y > Biawn

k=1 k=1 i=1 k=1
e
t £t
wg(m;) = x(Y_ Brjmk) = Zﬁk] wng) =D YinBrini-
k=1 1=1 k=1
Logo,
t s t t
Z Bikuing = Z Z%kﬁkjni~
i=1 k=1 i=1 k=1
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Como Ing,c é uma C-base, para cada i € {1,--- ,t}, temos que

t s
Z VikBrj = Z Bik ;.
k=1 k=1

Portanto, [2] 9] = [g][z]|s- .

Teorema 4.1.36 Seja g : M — N um morfismo de A-mddulos. Se a
matriz [g] possui todas as colunas nao-nulas e entradas nao-negativas,
entdo existe um escalar positivo Ay tal que

FPdim(g(m;)) = \JFPdim(m;),
para todo i € {1,--- ,s}.

Demonstragao: Seja

v = Z FPdim(g(m;))m,.

i=1

Sejam n o elemento regular canénico de N e [g] = (Bij) i=1.- ..
j=1,--+,s

Entéo, para cada j € {1,--- , s}, temos

=1 =1

Logo, ndo ¢ dificil ver que [v]T = [n]?[g]. Assim, para todo x € A,
temos

VTl = W fgllallar = )Tzl g
Y Fpdim(z)[n)7[g] = FPdim(z)[v]7.

Vemos que v € M ®z C satisfaz [v]?[z]|ys = FPdim(x)[v]?, para
todo z € A. Além disso, pelas hipoteses sobre a matriz [g] e pelo fato
de que [n] possui entradas estritamente positivas, segue que [v]T =
[n]7[g] possui entradas estritamente positivas. Pelo Corolério 4.1.31,
v é um elemento regular de M. Logo, existe um A\; > 0 tal que v =
Agm. Portanto, para todo ¢ € {1,--- s}, segue que FPdim(g(m;)) =
AgFPdim(m;). ]

Corolario 4.1.37 Se [g] é uma matriz de permutagdo entdo
FPdim(g(m,)) = FPdim(m,),
para todo 1 € {1,--- ,s}.
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Demonstracgao: Mostremos que, neste caso, o elemento regular v da
demonstragao do teorema acima é o elemento regular canoénico de M.
Seja [g] = (ﬁm)l L t. Por hipotese, existe uma uma permutacgio

o: {1, ,t} — {1 -, t} tal que Bis(j) = d;;. Dessa forma,

t ot
ZFPdlm g(m;)) Z Zﬁ”FPdlm (ng)m;

j=1 j=11i=1

t ot t

E E Bio () FPdim(n;)m ;) g FPdim(n;)mq ;).
j=11:i=1 j=1

Logo, a soma dos quadrados dos coeficientes de v com respeito a
base I é

t
) FPdim(n;)* = FPdim(A),
j=1
pois n é o elemento regular canénico de N. Portanto, v = m, donde
segue o resultado. ]

Sejam A, A’ dois Z-anéis com bases finitas Iy = {b;}1; e [x =
{b’ 7., respectivamente. Seja f: A — A’ um morfismo de anéis tal
que f(1) = 1 e que a matriz [f] da base I4 para a base T4 possua
todas as entradas nao-negativas.

Proposigao 4.1.38 Seja M um Z, -mddulo sobre A’ com base {m;}icy .
Entao M é um Z-mddulo sobre A com mesma Z-base e a¢io dada por
a-m = f(a)m, para quaisquer a € A e m € M.

Demonstragao: Sejam a,b € A e m,n € M. Entao
(a+b)-m = fla+b)ym = (f(a)+f(b))m = f(a)m+ f(b)m = a-m+b-m,
fla

a-(m+n) = f(a)(m+n) = flaym+ f(an =a-m+a-n,
a-(bm) = f(a)(b-m) = f(a)(F(B)m) = (f(a) f(B))m f(ab)m — (ab)m

1-m=f(1)m=1lm=m.
je{l,---,n} el e L. Entao

bj-my = Z a;jbim; = Z Z Qi (dt))'my.
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Assim, d%, = Y1 a;;(d};)” € Zy. Portanto, M é um Z,-médulo
sobre A. ]

No Capitulo 5 precisamos relacionar dimensdo de Frobenius-Perron
de uma categoria modulo sobre duas categorias de fusao que nao sao
necessariamente equivalentes. O proximo resultado serd 1til nesse con-
texto. Sua aplicacao ocorre, de fato, no final da Segao 4.3.

Sejam A e A’ anéis de fusdo. Suponhamos que M seja um modulo
base irredutivel sobre A’ e, com a a¢ao dada na proposicao acima, seja
também um moédulo base irredutivel sobre A.

Dessa forma, para cada [ € L, podemos considerar a dimensao de
Frobenius-Perron dos elementos m; para M visto como um Z-moédulo
sobre A ou como um Z,-moédulo sobre A’. Denotamos a primeira

dimenséo por FPdim* (m;) e a segunda por FPdim®’ (my).

Proposigao 4.1.39 Sejal € L. Entao

_ | FPdim(A) o
FPdim* = —— ) FP .
dim” (my) FPdim(4') dim” (my)

Demonstragao: Sejam my4,m4s os elementos regulares candnicos de
M visto como um A-moé6dulo e um A’-moédulo, respectivamente. Mos-
tremos que m 4/ é um elemento regular de M visto como um A-modulo.
Para todo y € A, temos que [y]|ps[ma’] = FPdim(y)[ma-].

Seja x € A. Entdo f(z) € A’ e assim,

[f(@))[ar[mar] = FPdim(f (z))[ma]. (4.6)

Como f(x)m = x-m, para todo m € M, temos que [f(z)]|p =
[]|ar. Além disso, pela Proposicdo 4.1.18, segue que FPdim(f(z))
FPdim(z). Assim, a igualdade (4.6) torna-se

[]|a[mar] = FPdim(z)[mar].

Como isso vale para todo « € A e [m 4] possui entradas estritamente
positivas, segue que m 4 é um elemento regular de M, visto como um
A-modulo. Logo, existe A > 0 tal que my = Am /. Assim, para cada
l € L, temos que

FPdim* (m;) = AFPdim® (m,).

Além disso,
FPdim(A) = FPdim”(m;)? = > (AFPdim™ (m;))?
leL , leL
=AY FPdim" (m;)* = A’FPdim(A").
leL
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donde, A2

_ FPdim(A)
~ FPdim(4’)’
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4.2 O grupo de Grothendieck

O anel de Grothendieck é um importante invariante categérico que
permite definir e calcular “certas” dimensoes de objetos em categorias.
Primeiramente caracterizamos sua estrutura de grupo e, em seguida,
apresentamos a estrutura de anel. Nesta secao, a menos que se diga
algo contrario, € é uma categoria abeliana localmente finita.

Seja §(€) o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismo
de objetos em C. Denotamos por [X] a classe de isomorfismo do objeto
X € C. Assim,

Fe) =<[X]: XeC>.

Seja PR(C) o subgrupo abeliano livre de §(€) gerado pelos elementos
[Z] — [X] — [Y] tais que exista uma sequéncia exata curta

0 X Z Y 0

em C.

Definigao 4.2.1 O grupo de Grothendieck de C é definido como sendo
0 grupo quociente
5(C)
Gr(C) = —.

Denotamos por [X] a classe [X] + 2R(C) no quociente Gr(C).

Observagao 4.2.2 No grupo F(€), ndo é verdade que [0] é o elemento
neutro, pois faz parte da base do grupo livre. Porém, existe sequéncia
exata

0 0 0 0 0,

logo [0] — [0] — [0] € R(€), donde [0] = [0] + [0]. Somando o oposto de
[0] em cada lado da igualdade obtemos Ogy(e) = [0].

Para caracterizar tal grupo é importante entender como seus ele-
mentos se relacionam com os objetos da categoria dos quais sao classes.

Lema 4.2.3 Sejam X,Y € C. Entao

XaoY]=[X]+[Y]
Demonstragio: E sabido que existe uma sequéncia exata

00— X—sXpY —>Y —-=0.

Logo, [X ®Y] — [X]—[Y] € R(C) e portanto, [X & Y] = ﬁ—i—ﬁ
]
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Proposicao 4.2.4 Seja X € C com uma série de composi¢cio 0 =
XoCX7C---CX,=X. FEntao

n

[X]=> [X:/X; .

=1

Demonstragao: Mostremos por inducgio sobre n. Se n = 1 entdo X
é simples e a igualdade segue. Suponhamos que n = 2. Seja 0 = Xy C
X, € Xy = X uma série de composicdo de X. Pelo Lema 1.1.27, a
sequéncia

04>X1HX:X24>X2/X14>0

é exata. Logo,

2

ﬁ:[Xl] X2/X1 Z z/Xz 1

i=1

Consideremos como hipétese de inducao que, para todo objeto X de
comprimento n e série de composicao 0 = Xg C X; C--- C X, = X,
vale

Seja Y um objeto de comprimento n 4+ 1 com série de composicao
0=YCY1C---CY, 1CY, CY,ys1 =Y. O objeto Y,, tem
comprimento n e série de composicio 0 =Yy C Y, C-.-CY, 1 CY,.
Por hipétese de inducgao, temos que

- S

i=1

Novamente pelo Lema 1.1.27, a sequéncia
0—Y,—Y =Y, 1 —=Y,11/Y,——0

é exata. Logo,

3

n+1

V] = ol + Yor1 /Yol = DV /Yial 4+ Waya /Yal = Y [Yi/Yiul,

i=1 i=1

completando a prova. [
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Sejam {S; : ¢ € I} um conjunto de representantes das classes de
objetos simples de €, X € Ce 0= Xy C X; C--- C X,, = X uma série
de composicao de X. Observemos que

n

> KX =YX : SiISi.

i=1 icl

Assim, a proposi¢do acima nos diz que

[X]=>[X: S[Si].

icl

Os resultados acima e a Proposi¢do 1.3.11 sdo importantes para
caracterizar a igualdade de classes no grupo quociente Gr(C).

Proposicao 4.2.5 Sejam X,Y € C. Sao equivalentes
(1) [X]=1v].

(2) Ezistem U,V,C € @ tais que

0——U—Xp(C —V ——=0

sao exatas.

(3) Os fatores de composi¢io de X e de'Y sao exatamente os mesmos,
a menos de isomorfismo.

Demonstracao: (1) = (2) Se [X] = [Y], entdo [Y]—[X] € R(C). Pela

defini¢do de R(C), existem n,m € N tais que, para cada i € {1,--- ,n}
eje{l,---,m}, existem sequéncias exatas
0 Ri Zi Sz 0
e
0 R} 4 S 0
tais que
n m
Y] - [X] =) (12 - [R] — [Si]) = Y _(1Z]] - [R}] - [S}]).
i=1 j=1
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Rearranjando os termos de maneira que fiquem com coeficientes
positivos, temos

m

[R5+ IS5

Jj=1 Jj=1

Y]+ (R + D[S +ZZ’ Z[Zi]+

i=1 i=1

A igualdade acima é formada por elementos da base do grupo livre
5(@). Esses elementos ndo sdo necessariamente distintos, mas podemos
concluir que cada elemento da base que aparece no lado direito da
igualdade aparece em igual quantidade de vezes no lado esquerdo.

Sendo a base deste grupo as classes de isomorfismo, isso nos diz que
para cada objeto D tal que [D] é um termo de uma soma de um lado
da igualdade existe um objeto E tal que [E] = [D], isto é, E = D e [E]
aparece como termo no outro lado da igualdade.

Chamando R = @] R;, S = &}, Si, Z = &}, Z;, R’ = &L R},
S'=@aT S e Z' =@, Z}, podemos concluir que

ZZ®&ROYPS=2XaS ®ZPR. (4.7

Sejam U=R& R, V=SeYesXaSeC=XaS5SeZ3R.
Pela Proposicao 1.1.23, temos que

0 R Z S 0

¢ exata. Aplicando o Lema 1.1.25 a esta sequéncia e ao objeto R’,
temos que

0—=ROR —=70 R ——=S5——=0

¢é exata.
Aplicando novamente o Lema 1.1.25 a esta ultima sequéncia e ao
objeto Y @ X ® 5, e definindo A=Zd R &Y & X ¢ S’, temos que

0—=R®PR —A——=SopY XS ——=0
é exata. Claramente, A 2Y @ C. Assim, pelo Lema 1.1.24, segue que
0——=R®R —Ya3(C——SeYpXpS——0

é exata, isto é,

0 U YoC |4 0.
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Novamente pela Proposicao 1.1.23, a sequéncia

0 R zZ' S’ 0

é exata. Aplicando o Lema 1.1.25 a esta sequéncia e ao objeto R, temos
uma sequéncia exata

00— ROR——=7"pR——=S5" ——=0.

Pelo Lema 1.1.25 aplicado a esta tltima sequéncia e ao objeto Y &
X @S, edefinindo A =Z"dROY & X & S temos que

0—ROR——A —= 5 Y R XPS——=0
é exata. Como

U2R®R, V=SoYapXaS

(4.7)
A=7Z0ROYDOXPS2XPZ OROY DS = XC,

segue, pelo Lema 1.1.24, que existe uma sequéncia exata

0 U XoC v 0.

(2) = (3) Se existem tais sequéncias exatas os fatores de composi¢ao
de Y®C e de X ®C sao os mesmos, pois pela Proposi¢ao 1.3.11, ambos
possuem exatamente os mesmos fatores de composicao de U e de V.

Além disso, existem sequéncias exatas

0—X—Xp(C—C——>0

0 Y YeC c 0.

Os fatores de composicao de X&C' e Y& sao exatamente os fatores
de composicao de X e de C na primeira sequéncia exata; e exatamente
os fatores de composi¢do de Y e de C na segunda sequéncia exata, em
ambos 0s casos, usamos a Proposicdo 1.3.11. Assim, pelo Teorema de
Jordan-Holder, temos que os fatores de composi¢ao de X e de Y sao os
mesmos, a menos de isomorfismo.
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- CY,, =Y séries de composicao de X e Y, respectivamente. Pela
Proposigao 4.2.4, temos

m

YZZ X/ Xi— 1 eﬁ:Z[Yj/Yj—l]'

i=1 j=1

Por (3), os fatores de composicdo de X e de Y sdo os mesmos, a
menos de isomorfismo. Logo, m =n e

Teorema 4.2.6 O grupo de Grothendieck Gr(C) € isomorfo ao grupo
abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismo de objetos simples.

Demonstragao: Seja & o grupo abeliano livre gerado pelas classes de
isomorfismo de objetos simples em C.
Definimos ¢ : & — Gr(€) o morfismo de grupos dado por ¢([X]) =

[X]. Notemos que ¢ estd bem definido, pois se [X] = [Y], temos que
X 2Y e, pelo Corolério 1.1.18, isto implica que m = m

Seja X € € com série de composicaio 0 = X C X; C--- C X,, = X.
Dessa forma,

Z[Xi/Xifl] e

i=1

n n

O(Q_IXi/Xia]) = 3 o(1X/ Xia]) = D_[Xa/Xima] = [X],

=1 =1

em que a ultima igualdade segue da Proposicao 4.2.4.

Logo, ¢ é sobrejetora.

Seja Y € € com série de composicago 0 =Y, CY; C---CY,, =Y.
Definimos 7 : Gr(€) — & o morfismo de grupos dado por

m

m([Y]) = Z[Yi/Ypl}

i=1



Sejam X,Y € C tais que m = m Pela Proposicao 4.2.5, n = m
e os fatores de composicdo de X e de Y sdo os mesmos, a menos de
isomorfismo. Dessa forma,

n n

m([Y]) =) _Vior/Yil = Y [X4/X;] = 7([X]).

i=1 j=1

Logo, 7 esta bem definido.
Seja X um objeto simples em €. Entdo 0 C X é uma série de
composi¢cao de X. Assim,

mp([X]) = 7(¢(X)) = m([X]) = [X].

Logo, mo ¢ = Iy e isso implica na injetividade de ¢. Portanto, ¢ é
um isomorfismo. ™

A partir de agora consideramos € uma categoria tensorial finita.
Em particular, € é localmente finita. Por defini¢do, Gr(C) é um grupo
quociente. Para ver que tal grupo possui estrutura de anel, basta mos-
trarmos que §(€) é um anel e que R(C) é um ideal de F(C).

Proposigao 4.2.7 O grupo abeliano livre F(C) possui uma estrutura de
anel com produto dado por [X]-[Y] = [X®Y], para quaisquer X,Y € €
e unidade [1], em que 1 é o objeto unidade da categoria monoidal C.

Demonstragao: Sejam X,Y € €. Definimos [X] - [Y] =[X ®Y] e
estendemos por linearidade (isto é, [X]-([Y]+[Z]) = [X]- [Y]+[X]-[Z])-

Mostremos que tal produto estad bem definido. Sejam X,Y, A, B € C
tais que ([X],[Y]) = ([4],[B]). Entdo X 2 AeY = B, donde X ®Y &
A ® B e portanto, [X]-[Y] = [4] - [B]. A distributividade segue da
extensao por linearidade.

A associatividade vem do isomorfismo natural axyz: (X ®Y)®
Z — X®(Y®Z), pois isto implica que [X ®Y)®Z] = [X @ (Y ® Z)],
isto &, ([X]-[Y]) - [Z] = [X] - ([Y] - [Z]). Portanto, §(C) é um anel.

Os isomorfismos naturais Ix e rx garantem ainda que [1 ® X]
[X] = [X ®1]. Logo, [1] - [X] = [X] = [X] - [1] e portanto, [1] &
unidade de §(C).

mo

Lema 4.2.8 O subgrupo abeliano livre R(C) é um ideal de F(C).

Demonstragao: Sejam [R] € F(C) e [X] € R(C). Entdo existem
n,m € N e, para quaisquer i € {1,--- ,n}, j € {1,--- ,m}, a;,b; € Z e
R;, A;, B;,C; € C tais que existam sequéncias exatas

0—+A; =B —-C; =0
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Rl = Zai[Ri] e [X] =" b;([Bj] - [4;] - [C))).

Jj=1

Assim,
ZZaz [R; ® B;] — [R; ® Aj] — [R: ® Cj]) € R(€),
=1 j=1
pois pela Proposicao 2.1.12, o funtor ® é biexato, donde a sequéncia

O—)Ri®Aj—>Ri®Bj—>Ri®Cj—>O

¢é exata.
Logo, SR(C) é um ideal & esquerda e analogamente mostra-se que é
um ideal & direita. u

Corolario 4.2.9 O grupo de Grothendieck Gr(C) é um anel com pro-
duto dado por [X]-[Y] =[X @ Y] e unidade [1].

Proposigao 4.2.10 Sejam G um grupo abeliano, A um anel com uni-
dade 14 e f: G — A um isomorfismo de grupos abelianos. Entio, G
possui uma estrutura de anel com unidade tal que f é um isomorfismo
de anéis.

Demonstragao: Sejam z,y,z € G. Definimos z xy = f~1(f(x)f(y))
elg = f_l(lA). Temos

(xy)xz =f1(f(@)f(y)x2z=FFU @) f(9))f(2)
=[N @) FW)f(2) = fH(f()(f y)f(Z)))
:f’l((f(x);"(f’l(f(y)f(Z) ) =2 x fH(f(y)f(2))
=xx*(y*2).

Logo, * é associativa. Além disso,

@) f(y+2) = @) (W) + £(2)
@) f ( )+ ( )f(2))
= @) =ary+axz.

rx(y+2)

Analogamente, (x+y)*z = zxz+y+*z. Logo, vale a distributividade.
Também,

lgxx=f"(f(la)f(2) = fT (1af(2)) = [T (f(2) = =.
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Analogamente, = x 1 = . Mostremos que f é um morfismo de
anéis. Temos

flaxy) = F(FH(f@)f@) = f@)f ).

Portanto, f é um isomorfismo de anéis. ]

Seja {S; : ¢ € I} um conjunto de representantes das classes de
objetos simples de C. Consideremos ¢ : & — Gr(C) o isomorfismo de
grupos abelianos definido na demonstragdo do Teorema 4.2.6 e X, Y € C
objetos simples.

A proposigdo acima nos diz que o grupo de Grothendieck, visto como
o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismo de objetos
simples, possui também uma estrutura de anel com unidade, dada por

Ho(X]) - o(Y]) = o~ H([X] - [Y])
X Y] =) [X®Y:S]S]
icl

(X] - [Y]

o
=9

le = ¢~ '([1]) = [1],

pois 1 é um objeto simples (€ é tensorial). Logo, & ¢é isomorfo a
Gr(C) como anéis. Para o restante do trabalho, consideramos o anel de
Grothendieck Gr(C) como sendo o grupo abeliano gerado pelas classes
de isomorfismo de objetos simples de € munido com a multiplicagao
dada acima.

O conjunto B = {[S;]}ier gera Gr(C) como um grupo abeliano e
portanto, como um Z-modulo livre. Sejam 4,5 € I. Entao

[S:] - [85] = > _[8s @ S+ Sil[Skl,

kel

em que [S; ® S; : S| é a multiplicidade de Sy em qualquer série de

composicao de S; ® S; e ¢, portanto, um nimero inteiro nao-negativo.

Segue que Gr(€) é um Z,-anel unital com uma Z-base B finita.
Consideremos a partir de agora que C seja uma categoria de fusao.

Proposicao 4.2.11 (|7], Proposition 4.9.1) O anel Gr(C) é um anel
fusdo.

A involugdo * : Gr(€) — Gr(€) é dada pelo dual. Como C é
semissimples, para todo objeto X € €, nao importa se usarmos dual &
esquerda ou a direita, pois *X = X* ([8], Proposition 2.1).
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O fato acima falha quando a categoria C ndo é semissimples. Para
mais detalhes sobre isso, veja ([7], Remark 4.9.2).

Seja M uma categoria moédulo sobre €. Lembremos que M é local-
mente finita, semissimples e possui uma quantidade finita de classes de
isomorfismo de objetos simples. Seja {M;};cr, um conjunto de repre-
sentantes das classes de isomorfismo de objetos simples em M.

Para o préximo teorema, lembramos o seguinte resultado que é 1til
na prova do mesmo.

Lema 4.2.12 ([19], Lemma 2) Sejam X € C, M, N € M. Entao
Homy(X®M,N) = Homp (M, X*®N).

Teorema 4.2.13 O grupo de Grothendieck Gr(M) é um mddulo base
sobre Gr(C) com base {[M;]}jer.

Demonstracao: Sabemos que {[S;]}icr gera Gr(€) e {[M;]} cr gera
Gr(M) como grupos abelianos. Para cada i € I e j € L, definimos a
acao
[Si] - [M;] = ) [Si®M; = My][My],
kel
em que [S;®@M; : My] é a multiplicidade de M}, em qualquer série de
composigao de S;®M;. Portanto um ntimero inteiro nao-negativo.

Notemos que tal acdo esta bem definida, pois se S; = S} e M; =
M, entao S;@M; = S{®Mj. Logo, tais objetos possuem os mesmos
fatores de composicao. Para objetos quaisquer de Gr(C) e de Gr(M),
definimos a acdo por aditividade.

Sejam i,j € I e p € L. Mostremos que ([S;] - [5;]) - [Mp] = [Si] -
([S;] - [Mp]). Consideremos o funtor _®M, : € — M, o qual é exato.
Pela Proposicao 1.3.12, os fatores de composicao de (S; ® S;)®@M, sao
os fatores de composicao de Sy®M,, em que Sy é fator de composi¢ao
de S; ® S;. Assim, para cada [ € L, temos que

[(Si ® S;)BM, : Mi] =Y [S; ® S : Si][Sk@M, : M.
kel

Consideremos agora o funtor S;® : M — M. Novamente pela Pro-
posi¢ao 1.3.12, temos que os fatores de composigdo de S;®(S;@M,,) sdo
os fatores de composicao de S;Q@M,., em que M, é fator de composi¢ao
de S;®M,, . Assim, para cada [ € L, temos que

[SiB(S;8M,) : M) = [S;@M, : M,|[S;®M, : M.
relL

106



Como M é um C-modulo, os objetos (S; ® S;)@M, e S;R(S;@M,)
sao isomorfos. Logo, possuem os mesmos fatores de composigdo. Por-
tanto, para cada [ € L, temos que

SIS @8 1 Sul[Sk@M, : M) 2 S (S,@M, : M,[S,BM, : My).
kel rel

Mas, por definicao,

([Si] - [S5]) - [Mp] =D [Si® S, : Skl[Sk] - [M)]
kel
= Z[SZ ® Sj : Sk][SkgMp : Ml][Ml]

kel
leL

1S (1S;] - M) = [Si] - Y _[S;@M,, - M,][M,]
=Y _[S;8M, : M][S;@M, : Mi][M,)].

reL
leL

Logo, pela igualdade (x), ([Si] - [S;]) - [M))

[Si] - (1551 - [Mp))-
Seja j € L. Entao

[ [M;] = [A8M; : My][My] = [M}),
kel

pois 1®M; = M;. Portanto, Gr(M) é um Z,-moédulo sobre Gr(C).

Mostremos que [S;®@M; : My] = [Si+@My, : M;]. Pelo Lema 4.2.12,
temos

HomM(Si®Mj, Mk) = HOmM(Mj, STRMy).

Pelo Corolario 1.3.15, [S;®@M; : M| = dimHomy(My, S;®@M;) e
[Si+ @My, : M;] = dimHomyg(Mj, Si@Mjy). Pela Proposicao 1.3.17,

HomM(Si®Mj, Mk) = I?[OTYLJ\/[(]\I]C7 SngJ)
Lembrando que S} = S;~, pois .S; é simples, temos

[Si®Mj : Mk] = dimHomM(Mk, 51®MJ)
= dimHomyi(M;, Sf@My) = [Si-@My, : Mj).

Portanto, Gr(M) é um moédulo base sobre Gr(C). [

O seguinte resultado, embora ndao demonstrado, é usado na proxima

secao. O mesmo é apresentado aqui, por se tratar do assunto desta
Se¢ao.

107



Proposigao 4.2.14 (8], p. 618) Seja M uma categoria mddulo so-
bre C indecomponivel. O grupo de Grothendieck Gr(M) é um mddulo
base indecomponivel sobre Gr(C) com base {[M;]} cr-
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4.3 Dimensao de Frobenius-Perron em ca-
tegorias

Nesta secao, as categorias tensoriais C, D sao consideradas de fusao
e as categorias médulo M, N localmente finitas, semissimples, inde-
componiveis e com uma quantidade finita de classes de isomorfismo de
objetos simples. Pelo visto na se¢do anterior, Gr(€) é um anel fusdo.
Em particular, Gr(C) é um Z,-anel transitivo unital com uma Z, -base
finita.

Definicao 4.3.1 Seja S € C um objeto simples. A dimensdo de Frobenius-
Perron do objeto S é o nimero real FPdim([S]), isto €, FPdim(S) =
FPdim([5]).

Seja {S;}icr um conjunto de representantes das classes de isomor-
fismo de objetos simples em €. Para um objeto X qualquer em C, a
dimensao de Frobenius-Perron de X é dada por

FPdim(X) = ) [X : S|FPdim(S;).
iel
A proxima definigdo encontra-se em ([8], Segdo 8.2).

Definigao 4.3.2 A dimensdio de Frobenius-Perron da categoria C, de-
notada por FPdim(C), é a dimensao de Frobenius-Perron do anel fusao
Gr(C), isto ¢,

FPdim(C) = » ~FPdim(S;)*.

iel

Proposigao 4.3.3 ([6], Proposition 4.26) Seja G um grupo finito
que age em C. Entao

FPdim(CY) = |G|FPdim(@).
Proposicao 4.3.4 Seja F : € — D um funtor tensorial exato. Entdo
F induz um morfismo de anéis f : Gr(C) — Gr(D) tal que f([1]) = [1]
e a matriz de f com relagcdo as Zy-bases das classes de isomorfismos

de objetos simples possui todas as entradas ndao-negativas.

Demonstragao: Sejam {S;}icr, {S}}ics conjuntos de representantes
das classes de isomorfismos de objetos simples de C e D, respectiva-
mente. Sabemos que {[S;]}ier gera Gr(C) e {[S}]}ics gera Gr(D) como
grupos abelianos. Para cada ¢ € I definimos

F([15:]) = Y _[F(S:) : SIS7).

jeJ
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Notemos que tal fungio esta bem definida na base, pois se S; = Sy
entdo F'(S;) = F(S). Logo, tais objetos possuem os mesmos fatores
de composicio. Para objetos quaisquer de Gr(C), definimos f por
aditividade.

Sejam i,k € I. Mostremos que f([S;][S;]) = f([S:]) f([S;]). Consi-
deremos o funtor F': € — D, que é exato. Pela Proposi¢io 1.3.12, os
fatores de composigao de F(S; ® Sy) sao os fatores de composicao de
F(S;), em que S; é fator de composigdo de S; ® Si. Dessa forma, para
cada j € J, temos que

[F(S; @ Sk) : Sj] =[S ® Sk SI[F(S) : 8.

lel

Consideremos agora o funtor F(S;) ® _ : D — D. Novamente pela
Proposigao 1.3.12, temos que os fatores de composigdo de F(.S;)®F(Sk)
sdo os fatores de composicdo de F(S;) ® S., em que S, é fator de
composicao de F(Sg).

Agora, para cada s € J em que S é fator de composi¢do de F(Sk),
consideremos o funtor exato _ ® S% : D — D. Temos que os fatores de
composi¢do de F(S;) ® S% sdo os fatores de composigdo de S} ® S%, em
que S} é fator de composicio de F(S;) Assim, para cada j € J, segue
que

[F(S:) ® F(Sk): Sjl = > [F(S) : SF(Sk) : SIS ® S+ ).
s,teJ
Como F : € — D & um funtor tensorial, os objetos F(S; ® Sk)

e F(S;) ® F(Sk) sdo isomorfos. Logo, possuem os mesmos fatores de
composi¢ao. Portanto, para cada j € J, temos

SISk SIFS) 512 ST F(S) : SIIF(SK) s SLIS@8, : ).
lel s,tedJ

Mas, por definicao,

FUSIISK) = FO IS @ Sk : SISH) = D[S @ Sk : S f([S1])

lel el
= 31506 S SIF(S) - S)S))

ler
JjEeJ

FASDFASK) =Y _[F(S) = SISH Y [F(S) : Si)IS-]

ted seJ
ST IF(S)) : SIIF(S)) < SIS, @ S SIS,
7,8, teJ
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Logo, pela igualdade (x), f([S:][5;]) = f([Si]) f([S;])-

Além disso,

F()) =) _[FQ): s8] = 1],

jeJ

pois F(1) 2 1 e 1 ésimples. A ndo-negatividade das entradas da matriz
de f fica clara pela sua defini¢ao. ]

Corolario 4.3.5 Seja F': C — D um funtor tensorial exato. Entio F
preserva dimensao de Frobenius-Perron.

Demonstragao: Segue da Proposicao 4.1.18 e da proposi¢ao acima.
]

Lembremos que, sob nossas condigdes, (veja Proposicdo 4.2.14),
Gr(M) é um moédulo base indecomponivel sobre Gr(C). Pela Pro-
posicao 4.1.22, segue que Gr(M) é um Z;-moédulo irredutivel sobre
Gr(0@).

Definicao 4.3.6 Seja M € M um objeto simples. A dimensio de
Frobeni-us-Perron do objeto M ¢é o nimero real FPdim([M]), isto é,
FPdim(M) = FPdim([M]).

Seja {M; }icr, um conjunto de representantes das classes de isomor-
fismo de objetos simples em M. Para um objeto qualquer M de M a
dimensao de Frobenius-Perron é dada por

FPdim(M) = > [M : M;]FPdim(M;).

Observemos que se M = N entao

FPdim(M) = [M : M;JFPdim(M;) = Y [N : M;]FPdim(}M;)
_ FPdim(N). i

Quando houver mais de uma categoria modulo envolvida, para de-
notar a dimensao de Frobenius-Perron do objeto M € M, escrevemos
FPdimy(M). Havendo mais de uma categoria de fusao envolvida, para
denotar a dimensao de Frobenius-Perron do objeto M € M, em que M
é uma categoria modulo sobre €, escrevemos FPdimGr(e)(M).

Proposicao 4.3.7 Sejam N e M objetos em M tais que N € subobjeto
simples de M e FPdim(N) = FPdim(M). Entdo M = N.
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Demonstragao: Como N é um subobjeto simples de M, existe ig € L
tal que [N] = [M;,]. Segue que

FPdim(M;,) = FPdim([M;,]) = FPdim([N]) = FPdim(N)
= FPdim(M) = Y _[M : M;|FPdim([M;])
i€L
= > [M : MjJFPdim([M;]) + [M : M;,][FPdim([M;,)).
Temos que [M : M;] # 0, pois N = M, , [M : M;] € Z e
FPdim([M;]) > 0, paratodo ¢ € L. Logo, [M : M;,] =1e[M : M;] =0,
para i # ig. Portanto, M = M, = N. [

Proposicao 4.3.8 Seja G : M — N um funtor exato de C-mddulos.
Entao G induz um morfismo de Gr(C)-mddulos g : Gr(M) — Gr(N).

Demonstragao: Sejam {M;};cr e {N;};cs conjuntos de representan-
tes das classes de isomorfismo de objetos simples em M e N, respecti-
vamente. Definimos g : Gr(M) — Gr(N) por

g([Mi]) = Y _IG(M;) = NjJINj], (4.8)

jeJ

para cada i € L. Claramente, g estd bem definida na base de Gr(M),
pois se M; = My, entdo G(M;) = G(Mj},). Logo, os fatores de composi-
cdo de G(M;) e G(Mjy) sao os mesmos. Estendemos g por aditividade
ao grupo Gr(M).

Seja {S; : i € I} um conjunto de representantes das classes de
objetos simples em C. Fixemos i € I e j € L. Mostremos que

9([Si] - [M;]) = [Si] - 9([M]).

Como o funtor G : M — N é exato e o objeto S;@M; € M segue,
pela Proposicdo 1.3.12, que os fatores de composicdo de G(S;®@M;) sao
os fatores de composicao de G(My), em que My, é fator de composicao
de S;®M;. Assim, para cada [ € J, temos que

keL

Analogamente, considerando o funtor exato S;® : N — N e o ob-
jeto G(M;) € N, temos que os fatores de composicdo de S;@G(M;) sdo
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os fatores de composigdo de S;QN,., em que N, é fator de composicao
de G(M;). Assim, para cada | € J, segue que

[SIBG(M;) : Ni] =Y _[G(M;) : N,J[Si®N, : Ni].
red

Como G é um funtor de C-moédulos, temos que G(S; QM) = S;®G (M;).
Logo, para cada | € J,

SUISEM, - MIG(My) : N 2 STIGM;) 2 N][SiBN, < N

kel reJ

Dai,

g([Si]- IM5)) = g(D_[Si®M; : My [My])
kel
=) [Si®M; : My)[G(My) : NJJ[NV]

keL
leJ

=Y [G(M;) : N,][S;&N, : NJJ[Ni].

redJ
leJ

Segue, da igualdade (x), que g([S;] - [M;]) = [Si] - g[M;]. Portanto,
¢ € um morfismo de Gr(C)-moédulos.
[

Corolario 4.3.9 Seja G : M — N um funtor exato de C-mddulos.
Entao G induz uma transformagao linear g : Gr(M)®zC — Gr(N)®z
C que € também um morfismo de Gr(C)-mddulos.

Demonstragao: Segue da proposicdo acima e do Lema 4.1.24. [
Proposigao 4.3.10 Sejam G : M — N um funtor ezato de C-mddulos
eg: Gr(M) ®z C —» Gr(N) ®z C a aplicagio induzida do coroldrio
acima. Se a matriz [g] da base Igr(n)e,c Para a base Igy(n)g,c POSSU

todas as colunas nao-nulas e entradas nao-negativas, entao existe um
Ag > 0 tal que

FPdimy (G(M)) = AgFPdimy (M),

para todo M € M.
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Demonstragao: Segue do Teorema 4.1.36 que existe Ag > 0 tal que
FPdim(g([M;])) = AcFPdim([M;]), (4.9)

para todo i € L. Para cada M € M, temos G(M) € N. Como G é um
funtor exato temos, pela Proposi¢ao 1.3.12,

[G(M) : N;] = Z[M P MJ[G(M;) = Ny,

para cada j € J.
Logo,

FPdim(G(M)) =Y [G(M) : N;]JFPdim(N;)

— J_fZ[M : M;][G(M;) : N;]JFPdim(N;)
(Zlig)eg[?\/[ . M,JFPdim(g(M,))
(49) E[M . M) AcFPdim(M;)
icl
= AgFPdim(M).

Corolario 4.3.11 Seja U : M — N uma equivaléncia de categorias
mddulo sobre C. Entao U preserva dimensao de Frobenius-Perron.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.2.3, segue que a matriz da trans-
formagao linear v : Gr(M) ®z C — Gr(N) ®z C induzida pelo funtor U
é a matriz identidade, a menos de uma permutagao nas colunas. Assim,
pelo Corolario 4.1.37, para todo i € L,

FPdim(U(M;)) = FPdim([U(M;)]) = FPdim(u([M;]))
FPdim([M;]) = FPdim(M;).

Observagao 4.3.12 Consideremos F' : € — D um funtor tensorial
exato e M uma categoria modulo sobre D. Pela Proposi¢do 3.1.9,

M é uma categoria moédulo sobre C, com acao dada por X' M =
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F(X)®M. Vimos na se¢ao anterior que Gr(M) é um Z-moédulo so-
bre Gr(C) com agdo dada por

[Si] - [M] = Y [T M [M] = > [F(S:)@M;][M].

Por outro lado, pela Proposigao 4.3.4, temos f : Gr(€C) — Gr(D)
nas condigoes das hipoteses da Proposicao 4.1.38. Além disso, Gr(M)
é um Gr(D)-moédulo, pois M é um D-moédulo. Pela tltima proposicao
citada, Gr(M) um Gr(C)-moédulo via

[S:] - [Mj] = F(ISDIM;] = D [F(S)@M;][M].
kel

Assim, Gr(M) é um modulo base irredutivel sobre Gr(€) cuja acdo
é dada por f. Pela Proposicao 4.1.39, temos que

[FPdi
FPdimS*(®) (M;) = FPdilII::((g))FPdimGr<D>(Mj).

Em particular, considerando o funtor tensorial exato esquecimento
F :C% - C e M uma categoria médulo sobre €, a igualdade acima
torna-se

_ |FPdim(€%)
~\/ FPdim(C)
= /|G[FPdim®*(®) (M)

. r(CC . r
FPdim (€7 (M) FPdim®*(®) (M)

pois, pela Proposicio 4.3.3, temos que FPdim(C%) = |G|FPdim(C).
Portanto, para qualquer M € M, temos

FPdim® (M) =Y [M - Mj]FPdim ¢ (A1)
jeL
= [M : M;]/|GIFPdim®(®) (M)
i€L
= /|G[FPdimS™(©) (M),

isto é,

FPAim (¢ (M) = /|GIFPdimS(© (). (4.10)
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Capitulo 5

Objetos simples em
equivariantizacoes de
categorias modulo

Sejam € uma categoria de fusdo e G um grupo finito que age em
C. Pela Proposicao 2.2.4, a equivariantizacio C¢ é uma categoria de
fusao.

Sejam H um subgrupo de G e M uma categoria modulo sobre €
indecomponivel semissimples. Entdo M também o é. Dessa forma,
tanto M quanto MY sdo categorias modulo indecomponiveis semis-
simples, nas quais a dimensao de Frobenius-Perron estd bem definida,
conforme visto no capitulo anterior.

Neste capitulo, basicamente generalizamos as ideias de classificagdo
de objetos simples em equivariantizacoes de categorias de fusao, encon-
tradas em ([2], Se¢do 2), para o contexto de categorias modulo. Como
a dimensao de Frobenius-Perron é essencial para este objetivo, inicia-
mos relacionando as dimensoes de Frobenius-Perron de objetos simples
em M# com a dimensdo de Frobenius-Perron de seus somandos diretos
simples em M, veja Corolério 5.1.5.

A seguir, na Secdo 5.2, mostramos o principal teorema deste traba-
lho. Tal teorema caracteriza os objetos simples em M através de uma
correspondéncia bijetiva com os objetos simples em MP~N em que Hy
¢é o subgrupo de H conhecido por estabilizador de IV, desde que N seja
somando direto simples de um certo objeto em M.

Finalmente, apresentamos uma correspondéncia bijetiva entre obje-
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tos simples em equivariantizacoes MF~ que contém N como somando
direto simples em M e as oy-representagoes projetivas irredutiveis de
Hy, em que oy é um 2-cociclo que depende de N.

Sejam M, N € M. Neste capitulo denotaremos Homy¢(M, N) sim-
plesmente por Hom (M, N).

5.1 Dimensao de Frobenius-Perron de obje-
tos simples em M”

Nesta secao, é estudada a relacao entre a dimensao de Frobenius-
Perron de objetos simples em M e seus somandos diretos simples,
quando os mesmos sao vistos como objetos em M.

A dimensido de Frobenius-Perron em M e em M# ¢ definida consi-
derando a estrutura dos médulos base Gr(M) e Gr(M*) sobre os anéis
de fusdo Gr(€) e Gr(C%), respectivamente. A seguinte proposi¢io re-
laciona tais dimensoes através do funtor esquecimento.

Proposicao 5.1.1 Existe A > 0 tal que
FPAimS5Y) (M, v) = AFPdimS*(©) (M), (5.1)
para todo objeto (M,v) € M,

Demonstracao: Pela Proposicdo 3.2.11, o funtor esquecimento F' :
MH — M é um funtor exato de C%-moédulos. Seja f : Gr(MT) @4
C — Gr(M) ®z C a aplicacdo induzida pelo funtor F', apresentada na
Proposi¢ao 4.3.8. Dado um objeto simples (M, v) em M, certamente
F(M,v) = M nao é o objeto zero em M. Assim,

FUML)) =Y [F(M,v) : M|[M;] = [M : M][M),
ieL i€l
em que [M : M;] > 0, paratodo i € L, e pelo menos um iy € L é tal que

[M : M;,] > 0. Logo, a matriz [f] possui todas as colunas ndo-nulas
e também entradas n&o—negatlvas Portanto, pela Proposu;éo 4.3.10,

existe ' > 0 tal que FPdlmGr(e )F(M v) = )\'FPdlmGr(C )(M, v),
para todo (M,v) € MH isto &,

FPAimS* V) (M) = NFPdim S5 (M, ).
1
Definimos \' := v e assim,
FPdimS5 ) (M, v) = X"FPdimST ) (1),
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Além disso, pela igualdade (4.10), temos que FPdlmGr(e )(M) =
VIG| FPdlmGr(e) (M). Portanto, definindo A := X’4/|G], temos

FPdimS5 D) (M, v) = AFPdimS*(© (M),
| |

Feito o esclarecimento acima, no que segue escrevemos FPdimM(M )

e FPdimyn (M) para denotar FPAimS™® (M) e FPdimS(¢”) (A1),
respectivamente.
Seja N um objeto simples em M. Consideremos o subconjunto Hpy
de H dado por
Hy={ge€ H:Uy(N)=N}.

Lema 5.1.2 O conjunto Hy é um subgrupo de H.

Demonstragao: Como U;(N) = N, temos que 1 € Hy. Sejam g,h €
Hy. Entdo existem isomorfismos j : Uy(N) — N el : Up(N) — N.
Assim, a composicao

s Uy (N)) =2 Uy (N) 2 Uy (U (N

Ug-11(N)
¢ um isomorfismo. Logo, ¢g~'h € Hy. Portanto, Hy é um subgrupo
de H. [

O subgrupo Hy de H é chamado subgrupo estavel de N. Sejam
n=[H:Hy]e{g =1,92,- - ,9s} um conjunto completo de repre-
sentantes de classes laterais a esquerda de Hy em H.

Lema 5.1.3 O objeto N tem exatamente n H-conjugados ndo isomor-
fos entre si.

Demonstracao: Seja {U,(N) : g € H} o conjunto das H-conjugagdes
de N. Definimos ¢ : {g;}7-; — {[Ug(N)] : ¢ € H} por ¢(g;) =
[Uy, (N)]. Mostremos que ¢ é uma bijecao.

Seja g € H. Entdo g = g;h, para algum ¢ € {1, -+ ,n} e algum
h € Hy. Como h € Hy, existe um isomorfismo j : Up(N) — N.
Assim, a composicao

0 h) N Ug, ()

Uy(N) = Up (V2225 1y () 2L 1,

k3

(V)
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é um isomorfismo, ou seja, [Uy(N)] = [Uy, (N)] = ¢(g;). Portanto, ¢ é
sobrejetora.

Sejam 4,5 € {1,---,n} tais que [Uy, (N)] = [Uy, (N)]. Entdo existe
um isomorfismo [ : Uy, (N) — Uy, (N). Assim, a composicio

(Hgfl q_)&l Uqfl(l) (e _—1791_)1\7

N %"I’Jg;l Uy, (ny) ——= U,-1(Uy, (N)) =—=Uy,-14,(N)

é um isomorfismo. Logo, gj_lgi € Hy e assim, g; = g;. Mas como
o conjunto de representantes de classes laterais de Hy em H possui
exatamente n representantes, segue que ¢ = j. Portanto, ¢ é injetora.
Disso, concluimos que ha exatamente n classes de isomorfismo de H-
conjugados de N ndo isomorfos entre si, a saber, {U,, (N)}™,. |

Os n H-conjugados acima sao denotados por N = Ny, Ny, -+, N,
em que N; = U, (N), para todo j € {1,--- ,n}.

Proposigao 5.1.4 Seja X = (M,v) um objeto simples de M e seja
N um somando direto simples de M em M. Sejam N = Ny,--- , Ny,
com n = [H : Hy|, os H-conjugados de N nao isomorfos entre si.
Entao, M 2 m &}, N;, em que m = dimHom(M,N).

Demonstracao: Lembremos dos funtores
F-MI M e L:M—MHE,
em que F' é o funtor esquecimento e L é dado por
L(M) = (®genUy(M), ")

que é adjunto & esquerda a direita de F', veja Proposi¢cao 1.4.9. Consi-
deremos o objeto T(N) = FL(N) = @4euUy(N).

Como N é simples e U, é uma equivaléncia de categorias para todo
g € H, segue que N; = Uy, (N) é simples, para todo i € {1,---,n}.
Como M é semissimples, M pode ser escrito como soma direta de
objetos simples. Mostremos que tais simples sao exatamente os H-
conjugados de N. Seja Z um objeto simples em M tal que Z 2 N;,
para todo 7 € {1,--- ,n}. Entdo temos

Hom(Z,T(N)) = &gegHom(Z,U,(N)) =0,

pois para cada g € H, Uy(N) é isomorfo a algum N, que é simples e
nao isomorfo a Z.
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Por adjuncao, temos que
Homyu (L(N),X) = Hom(N, M)
e como N ¢é um somando direto de M, Hom(N,M) # 0. Logo,
Homyu (L(N),X) # 0, donde X é um somando direto simples de
L(N). Assim, existe X’ € M* tal que L(N) =2 X @ X' e, sendo F um
funtor aditivo, T(N) 2 F(X) @ F(X') = M & F(X’). Dai,
0= Hom(Z,T(N)) = Hom(Z, M) & Hom(Z, F(X")).

Logo, Hom(Z, M) = 0, donde Z néo é um somando direto de M.
Segue que M = @7 ;m;N;, em que m; = dimHom(M, N;). De fato,

dimHom(M, N;) = dimHom(®%_;m;N;, N;)

= ijdimHom(Nj, Nl) (;) ijéij = m;,
j=1 j=1

em que a igualdade (*) segue da Proposicdo 1.3.10. Além disso, usando
o Lema 3.2.8,

m; = dimHom(M,Uy,(N)) = dimHom(M,N) = m;.

Portanto, chamando m := m;, temos que M = m ®}_; N;. [

Na notagao da proposicao acima, cada U, é uma equivaléncia de
categorias moédulo sobre C. Como visto no Corolério 4.3.11, cada Uy,
preserva dimensao de Frobenius-Perron. Esse fato é usado no corolario
a seguir.

Corolario 5.1.5 Sejam X = (M,v) um objeto simples em M* e N
um somando direto simples de M em M. Entdo existe A > 0 tal que

FPdimyn (X) = A[H : Hy]JmFPdimy(N), (5.2)
em que m = dimHom(M, N).
Demonstragao: Temos que

FPdimyn (X) =) AFPdima(M) = AFPdima(m &7, N;)

= Am Y FPdimy(Uy, (N))
=1

© (Am)nFPdimy (V)

= A\H : Hy]mFPdimy(N),

em que a igualdade () segue do Corolario 4.3.11.
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5.2 Caracterizacao de objetos simples em
MH

Uma das ferramentas fundamentais usadas na demonstragdo do
principal teorema deste capitulo é a existéncia de um adjunto & es-
querda de um certo funtor esquecimento. A seguir sdo discutidos este
funtor esquecimento e seu adjunto & esquerda.

Seja N um objeto simples em M. Consideremos as equivarianti-
zagoes M e M~ Se (M,v) € M, podemos considerar o objeto
M com a familia de isomorfismos {v, : Uy(M) — M }4cm, e isso nos
permite enxergar (M,v) em M~ . Assim, fica definido um funtor es-
quecimento Fy : M — MH~,

Para definir seu adjunto & esquerda, fixemos um conjunto completo
R de representantes das classes laterais a esquerda de Hy em H. Su-
ponhamos ainda que 1 € R. Entao

H = U tHy.
teER

Assim, para qualquer g € H, existem unicos s(g) € Re h(g) € Hy
tais que g = s(g)h(g).
Seja (M,v) € M~ Consideremos os morfismos

BT U (M) = @4erUn(M) e w7 2 @i gUy (M) — U (M),

que sao as inclusoes e projecoes candnicas da soma direta dos objetos
U;(M) com t € R, para todo j € R. Definimos Ly : M~ — MH por

Ln(M,v) = (@1erUs(M),v),

em que
vy = D ¥y Ustan Wnon) (oo mnton)at (e Uy (), (5.3)
g s(gj) Y s(99) \Vh(gs) \Hs(g5).h(g5)) pr \Frg.j ) MY g\T5 ), .
JER

para todo g € H. Notemos que gj = s(gj)h(gj), com s(gj) € R e
h(gj) € Hy. Isso justifica a composigao (us(gj),h(gj))l\_/ll(ug,j)M, bem
como a existéncia de vy (45 € Li\/([gj) na definicao de vy.

Seja f : (M,v) — (M’,v') um morfismo em MY~ . Definimos

Ly(f) =Y MU=

JER
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Abaixo, apresentamos o diagrama da composi¢do acima

Lo Ui (f) Lo
DrerUr(M) ——U;(M) —U;(M') —> ®yerU(M').

A verificagdo de que Ly estd bem definido e cumpre as condigbes
para ser um funtor sao mostradas no préximo lema.

Lema 5.2.1 Ly : M~y — M ¢ um funtor.

Demonstragao: Primeiramente, provemos que v, ¢ um isomorfismo
para todo g € H. Definimos

Z U Ll ,ug l (:us(gl) h(gl))MUs(gl)( h_(;l))wé\{gl)'
leER

De fato,

-1 M _M
= Z bs(g) Ts(9g) = I@teRUt(M)'
JER

Observemos que se s(gl) = s(gj), entdao gl = s(gj)h(gl), isto &,
s(g7) = glh(gl)~". Portanto, gj = s(gj)h(gj) = glh(gl)~"h(gj). Logo,
j1 = 1h(gl)~'h(gj) e como h(gl)~'h(gj) € Hy, isso implica que j e [
representam a mesma classe e como ambos pertencem a R, segue que
j=1. Dai,

Ué;lvg = Z UQ(L;'W)UQ(WJM) = Ug(I@teRUt(M)) = IUg(@teRUt(M))'
JER

Portanto, v, é um isomorfismo.

Mostremos agora que Ly (M,v) € M isto é, que vale a igualdade
(3.14), para quaisquer a,b € H. Para isto, observemos que dados
a,b € H e je R, temos abj = as(bj)h(bj) = s(as(bj))h(as(bj))h(bj)
em que s(as(bj)) € R e h(as(bj))h(bj) € Hn. Por outro lado, abj =
s(abj)h(abj) em que s(abj) € R e h(abj) € Hy. Seguem as igualdades

s(abj) = s(as(bj)) e h(abj) = h(as(bj))h(bj). (5.4)
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Portanto,

vaUg(vp) = Z L%al)Us(al)(Vh(al))(,us(az),h(az))X;(Ma,l)MUa(WlM)

HER
Ua(bi‘{bj))Ua(Us(bj)(Vh(bj)))Ua((Ms(bj),h(bj))&l)Ua((ub,j)M)
Ua(Up(m37))

—1
=¥ hastoi) Ustas) Vntas(vs)) (sas(e), has(vi))) ar

JER 1
(1a,s(03)) 31 U (Us (o) (V60U (s o)) ) )
Ua((116,5)01)Uq (Ub( mM; ))

*) _
= Y st Ustasv) n(astos))) (Bsas(es) has(ei) af

JER
Uas(bj)(Vh(bj))(Ma,s(bj))Uh(bj)(M)Ua((us(bj),h(bj))&l)

Ua ((ub]) Wa(Uy(m}!

(3.12)" —1
D N astoiy Ustasvi) Unas(vi)) (Bs(as(ed)) h(asvi) ) ot
JER

Uas(vj) (Vhvi)) (Has(v) n(b7)) 2t (tabi)arUa((1,5) a0)Ua(Us (7)),

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de jiq 4j), isto €, da
comutatividade do diagrama

(Ma,s(bj))Uh(bj)(M)

Ua(Us(jy (Unjy (M Uas(bs) (Un(vs) (M)
Ua(Us(bj)(Vh,(bn))J( answ)(Vh(bj))
(Ha,s(bs)) M
Ua(Us(bj)(M)) Uas(bj)(M)a

e a igualdade (3.12)* segue das igualdades (3.12) e bj = s(bj)h(bj).
Além disso,

vab(ﬂa,b)@teRUt(]V[) =

= t8lab) Ustabi) (Vncabg)) (ts(abi).h(ab) it (b ) s Uan (1)
JER

(/‘a b)@teRUt(M)

()
Z s(abj)Us(abg)(Vh(abj))(,u's(abj) h(ab])) (,Ufabj) (,Ufa,b)Uj(M)
JER

Ua(Us(m}"))

(3.12) _
Z U3 abgy Us(abi) Vn(abs)) (hs(abs),h(abs)) o (Ha.bs) s Ua (i, 5) ar)
JER

Ua(Ub(ﬂ-jw))
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(5.4) M ~1

=7 D talastei Ustas(vi) Waas(winns) (Hsas(vi)) ilas(ei)h(e) ) a1
JER

(ua,bj)MUa((Mb,j)MUb(WJ]'V[))

(3.14)

=7 as(uin Ustas(ed)) (Vhtas b)) Us(as(e) Un(as b)) (Vh(es))
jER

Us(as(bj))((ﬂh(asg\zj))’h(bj))];[l)(,us(as(bj)),h(as(bj))h(bj))ZT41(,ua,bj)M

Ua((16,5) M Us (7))

(3.12)" o
=" Y Moo Ustastvi) Vn(as(ein)Us(as(ein) Un(as) (V)
JER
(Hs(as (v)) las ) Ty (ar) (Bas )6 ) a7 (Haobi ) Ua((16,5) 2 Un(31))
(k%) _
=7 ta(asoin Ustas(v) (Untas(ei)) (Hs(as(e).has(vin) ) ar
JER
Uas(vg) (Vn() (Has(v),00) )7 (Ha.b) 2 Ua((ti6,5) 2 Us(757)),
em que as igualdades (xx) e (x * %) seguem da comutatividade dos
diagramas

(Ba,b)@,c gU (M)
Ua(Up(®reRUH(M))) ——"5 Uy (D12 rU (M)
Ua(Ub(ij))l anb(ﬂ';VI)
(Ba,b)uj ()
Ua(Up(U;(M))) Uab(U;(M))
e
(Hsgas(53)),n(as(65)) Uy 5y (M)
Us(as(bj))(Uh(as(bj))(Uh(bj)éM))S ——————> Uas(b) (Un(vy) (M))
iUsms(bj))(Uh<as(bj>>('/h<bj>)) answj)(Vh(bj))
Ustas(vi) Ungs(ei) (M) = Uas) (M),

respectivamente. A igualdade (3.12)* segue das igualdades (3.12) e
as(bj) = s(as(bj))h(as(bj)).

Portanto, vqUq(vy) = Vab(ta,b)@,c pu, (). Logo, Ly estd bem de-
finido para objetos. Falta mostrar sua boa defini¢do para morfismos,
isto ¢, mostrar que vale a igualdade (3.15), para todo g € H e todo
morfismo f: (M,v) — (M',v') em M~. Temos que

125



GUGIN() = D 2oy Uston o) Wstag)nian) ats (Ha.s)ar
JlER

Ug(ﬂ'JM/)Ug(by,)Ug(Ul(f))Ug(WlM)

M’ _
= > o Ustan Whign) Wstai,nian) ar (g.)m
JER

U (U ())Uy (7).

Por outro lado,

Z b Ul 7Tl L (gg)US(gJ)(”h(gﬂ))(NS(gJ) h(gd)) M '
7,lER

(Mg,J)MU ( )

- Z LS(qJ)U QJ)(th(gJ )(MS(gJ) h(gj)) (Mg,J)MU ( )
JER

(3.15)
Z 5(9] Us(ei) (Vh (97) Un(ag) () (s (g9),n(g)) ar H(tg.g) M
JER

Ug(ﬁgl'w)

M’ _
= o Ustan Whigs)Ustai) Unan) (1) (testasy n(an) at
JER
(pg,3 ) Ug (1)

(=) / _
= 05 Uston) Whign) (Bstai.nian) at-Uss (F) (1g,5) a1
JER

Ug(WJM)

(o) / _

= B Ustan Whign) (Bs(ainiai) ar (g 1) 10 Ug (U3 (£))
jeR

Ug(ﬂ-JI'VI)a

em que as igualdades (O) e (o) seguem da naturalidade de 115(g5) n(gj)
e ligj, Tespectivamente, ou seja, da comutatividade dos diagramas

(Ws(g3),higs)) M
_—

Us(g5)(Un(gj)M) Us(gi)h(gs) (M)
Us(gj)(Ung)(f))l J/Us(gj)h«gj)(f)—Ugj(f)

o\ (Ba(gi).nai) ) m/ ,

Us(g5) (Un(giy M) ———— Us(gj)n(es) (M)
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(hg.i)

Ug(Uj(M)) U.qj(M)
Ug(Uj(f))l J(Ugj(f)
(1g,5) n
Uy(U;(M")) Ug; (M)

Portanto, ’U;Ug(LN(f)) = Ln(f)vg

Mostremos que Ly é, de fato, um funtor. Sejam f : (M,v) —

(M',V)eg: (M, v)— (M" V") morfismos em M~. Entao

La(9)Ln(f) = > 3" U(g)m)" " Uil f)m!
JlER
= Z MU (g)U; ()M
JER
= Ln(gf)

L I(My) ZL

JER
_ M__M
= E :Lj Ty
JER
= I@teRUt(M) = ILN(M,V)'

Proposicao 5.2.2 O funtor definido acima Ly : MIN — M7 ¢ um

funtor de C%-médulos.
Demonstragao: Sejam (X, s) € €% e (M,v) € MH~. Entao
(X, $)(M,v) = (XOM, 1),

em que t, = (5,8v,)c% 5, para todo g € Hy.
Assim,

Ln((X, $)®(M,v)) = (BrerU(X®M), u)
em que, para cada g € H,
X@M)

-1
Z Ls(‘]] s(g7) th(g]))(Ms(gj)vh(gj))X®M(lJ'g7j)X@MUQ(WJ'
JER

— XM = h(gj) 1
= Z Lateny Ustai) ((Sn() @Vh(ai))Ex 1 ) (Bs(a), o) xar (Bo.d) x@n
JER
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Ug(WXQM)

h(gj _
= XU 05 (51005 B0 Usta) (XD st hai)) xsas
JER

(Ng,J)X@MU (m

)(Cﬁlb[)

G139 N x® s(g7) —1
Z}; (94) Y Ustag) Sh(gJ)®’/h(91))(CFh,(gj)(X),Uh(gj)(M))
VIS

((Vs(g5), h(gj))Xg(f“S(gj) h(gi))M)
*) X M ) —
S XEM (SN T Fuan (n(6i) ) BU st Vh(a)
JER
((79(93) h(gj))xl‘g’( Hs(g7), h(ga)) NgJ)X®MU(

_ X M s( )
= X BN T (Fato) (5nai) Vaai) hai)) X Vst Un(a)
JER

—1 s(gj)h(gj .
LA 10.0) s Ug (M)

s h
) (gg/l) (ga)( X®M)

s h
(Ks(g7),h(95)) 01 )CngJ{/I) (g])(ﬂgu)X(@MU (m

(1 6) X M s( 1
S XSS T (5 ) Ss(050(05) BUsa) Ve sty (e ) ar)

)(§§A4)

JER

S(QJ)h(gJ)( X®M)

Hg, J)X®MU (m
_ X M 9( ) =
Z Ls(i 9 s s(gj)59j®U€(gj)(’/h(gj))(%(gj) h(gi) 0 )CX M
JER
(Hgd)X@MUg(W]X@M)

)

em que a igualdade (*) segue da comutatividade do diagrama

=Fs 93
Us(g) (Fh(gs) (X )®Uh(gj)( 2) = Fhgj) (X)@ P Us(g5) (Un(gs) (M)
Fh(qn(X) Un(gj) (M) \

Us(g5) ($h(g5) @Vh(g5)) Sh(gH® (gj)st(gj)(Vh(gj))

Us(gj) (X®M) XB DUy (M),

s(gd)
X M

devido & naturalidade de ¢*97) para cada j € R.
Assim,

X®M (,.5(95)\—1(.— = -
ZL ,(;8;) CXgX/I (Ss(zj)sgj@’US(gj)(Vh(gj))(NS(gj),h(gj))Ml)
JER B

ng,M(%J)X@MUg(WJ)’(@M)-

Temos também que

(X, s)®LN(M,v) = (X,5)@(®ierU (M), v) = (XQ(DerU (M), 2),
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em que, para cada g € H,

%9 = (Sg@vg)cgf ,®terUt(M)
S‘J@ZL (9) Us(g5) Wn(g)) (s(g5),h(93)) a1 (/’L‘LJ)MU( ))
JER
&
X@teRUt(M)

= Z 5q@Lg gj)U () (Vh(as)) (Bs(gi),niad)) (:“9 j)a)
JER

= M
(IFg(X)®U9 (Trj ))Cg(,@teRUt(M) ’

Definimos c(x ¢ () @ Ln((X,8)®(M,v)) — (X,s)@Ln(M,v)
por

cx,,() = 3 (55800 XM
JER

Mostremos que c(x ), (am,») ¢ um morfismo em MH. Seja g € H.
Entao
ZQU ( C(X,s),(M, 1/))
= Z (54®g g])U (99) (V(gi)) (ts(gs).h(g)) ar (Ngj) )

JER
(IF (X)®U ( ))CX @tERUt(M)U (Z(Skgbk )CI;( MW£(®M)
keR
B Z 89®LS(gJ)US(gJ)(Vh(gj))(ﬂs(gy) h(g])) (ﬂgy) )
7,kER

(Ir,(x)®Uq(m; ))CX @eenti (Vs (sk@ur U, (C])c( 2 Ug (i #H)

®
Z Sg®%(gg)U(gj)(yh(gj))(%(g]) h(gi)) (.Ugj) )
J,kER

(15 B ) (5155 )k 01 U Us ()

= Z 59®Ls(g])U (99) (Vn(gi)) (s(gs).h(g)) ar (:“g j)m)
JER _
(Fy(s1)®@1v, w, (M)))CF x).0; () Ug (CX m)Usg (7T3X® )
= Z 5qky(s; ®Ls(gj)U5(gJ)( h(gd)) (Hs(g),h(07)) 0 (/“‘g,j)M)
JER ) -
C% )0, Vs (CJX,M)UQ(WJ)(®M)
(1. 6)
Z $9i(79.3) x @t (qJ)US(QJ)(Vh(gJ))(MS(QJ) h(g)) M (Mg,J)M)
JER
o (m¥eM)

CF (X),U;(M) (CJX,M) T
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= > (3058031 Uston) Whion)) (Hs(ai)h(ai) )1 )
JER
(('Yg,j)X®(Ug7j)M)C%j(x),Uj(M)Ug(CJX,M)Ug(WJX®M)
(3.13) M
= Z(Syj@bs(gj) 5(99) V() (Ks(g5),h(95) ) 01 )CXM(:“QJ)X®M
JjER
UQ(WJX(@M)?

em que a igualdade (x) segue da comutatividade do diagrama

g
CFy, (X),Uy, (M)

Fy(Fe(X))@U,y (Ur(M))
Ug(5k®L11cVI)l ng (Sk)@Ug(L{cw)
Ug(X@ Sier Uy(M)) ———— Fg(X)®Ug(@t€RUt(M))»

9
X,®re RUt (M)

Uy (Frp(X)®Ug(M))

devido & naturalidade de 9.

Além disso,
C(X,s),(M,v)Ug = Z(Sk@% Cl)c( M T oM Z Lf(?}l)w C%% -
kER JER
(s (9])891®U (93) (Vn(g5)) (Ps(g3).(g3) ) 0 1>CX m(Bg,i) xznUg(m X®M)
- Z 85(9] ®L gj) c;ggg/[)( (gj))
JER
(s, (gj)593®Us(gJ)(Vh(gj))(%(g]) h(gi)) )CX m(tg.5) xmaUg (T X®M)

= Z 89]®Lb(gJ)U (99) (Vh(a5)) (s (g5),h(a5)) M )CX m(Hgi) x@m
JER

Ug(ﬂjX®M).

Portanto, Zg FSX ), (M, l,)) = C(X,s),(M,v)Ug- Logo, C(X,s),(M,v) é
um morfismo em M
Definimos

()% ), (M) = Z W OM (k)T sy ).
keR

Mostrar que ¢ é um isomorfismo natural e que satisfaz (3.3) e (3.4)
é analogo ao feito para o funtor L na Proposi¢ao 3.2.12. [

Proposicao 5.2.3 O funtor Ly € adjunto a esquerda do funtor Fy.
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Demonstragao: Para provar tal adjun¢ao, usamos a equivaléncia dada
no Teorema 1.2.5. Definimos 7 : Idyny — FnLy por

N(M,py) = 1" (M,v) = Fn(Ln(M,v)) = (@crUi (M), v).

Mostremos que 77,y € um morfismo em MHIN . Seja g € Hy.
Entéo g = 1g = s(g)h(g). Logo,

s(g)=1eh(g) =g. (5.5)

Assim,

ZLS(QJ s(g) (V. (gj))(“S(gj),h(gj))JT/[l(:“g,j)MUg(ﬂ'éw)
JjER

Uggf ) B

= t3(g)Us(0) V() (Hs(9) na) i (g1) e

MU (1) (11,0 71

=11"vy.

Logo, vale a igualdade (3.15). Provemos que 7 é uma transformagio
natural. Seja f : (M,v) — (M’,v') um morfismo em M#~ . Entdo

En(Ln(f))narw) ZLZ Ui(f)ym !
IER

=MULf) = f = nwn -
Portanto, o diagrama

N(M,v)

(M,v) Fn(Ly(M,v))

fi
(! vl

(M',v") —— Fn(Ln (M, "))

\LFN(LN(f))

comuta.
Agora, definimos € : Ly Fy — Idyu por

E(Ma) = Zaa U s Ly Fn(M, a) (@teRUt(M)yv) — (M7O‘)'
JER
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Mostremos que €(,7,4) ¢ um morfismo em MH. Seja g € H. Entdo

€(M,a) Vg Z Qum LMg] s(a7) (@h(gi) ) (Hs(gi).m9d)) 0 Hig.g) v
LjER

Ug(ﬂ'M)
= Z s(g5) Us(i) ( O‘h(gj))(”S(gj),h(gj))JT/Il (P‘g,j)MUg(Wéw)
JER
(3.14)
= ZO‘S(gj)h(gj)(ﬂgyj)MUg(W;]'w)
jER
= i (g ) mUg(m)")
jER
(3.14)
= ZO‘gUg(O‘j)Ug(WJM)
JER
= ongg(Z Oéj?TJ]»V[)
JER

= agUy(e(r,0))-

Portanto, vale a igualdade (3.15). Provemos que € é uma trans-
formagao natural. Seja f : (M,a) — (M’,a’) um morfismo em M.
Entao

E(M',a )LN (Fn(f Zalﬂ'l ZL

leR JER

=Y QU;(fH)m)
JER

(3.15)
=D faymy!

JER
= fea,a)-
Portanto, o diagrama
Ly Fy (M, a) “““ (M, )

LN(FN(f))l lf

;M) o
LNFN(M7O‘)4>(M7O[)

comuta.
Para mostrar que é uma adjun¢ao, mostremos que valem as igual-
dades (1.1) e (1.2). Seja (M, a) € M. Entao

FN(e(a,0))MFy (M.a) Zag T =1 = Iy = Ipy(M,0)-
JER
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Logo, Fx(e(m,a))MFy (M) = Iry(ara)- Sejam (M,v) € MV e
Ly(M,v) = (®erU(M),v). Entéo

terU: (M terUs(M
Ly LN(My) = Z vy R ( )L;e entil )Ul(ﬁ(M,u))”lM
JlER

= Z 0 U5 (M)

JER

(5.3) M -1
=0 G Usn Wain) (s =) ) ot
7,2€ER

(Mj,z)MUj(Wéw)Uj(L{w)wj”

= > b Usti) W) (ati).n () 2t (115,01
JER

(x) _

- ZL;wUJ'(Vl)(ﬂj,l)Ml(Nj,l)Mﬂjw
JER

MM

- by T
JER

= I@teRUt(M) = ILN(M,V)

e como j = jl =s(j)h(j) e 7 € R, temos que s(j) =je h(j) =1, 0
que justifica a igualdade ().

Logo, ery ) LN () = Ioy () Portanto Ly é adjunto a
esquerda de Fly. n

Sabemos da literatura ([17], Lema 2.6.21) que funtores adjuntos
& direita ou & esquerda de um dado funtor sdao tdnicos, a menos de
equivaléncia. Assim, se (Ly, Fiy,¢) e (Lﬁ/,FN,czS’) sdo adjuncoes, em
que R’ ¢ um outro conjunto de representantes das classes laterais a
esquerda de Hy em H, entao Ly e Lf,/ sao equivalentes, ou seja, o
funtor Ly (estudado acima) nao depende do conjunto de representantes
considerado.

Notemos que a proposicao acima implica que, para quaisquer (Y, u) €
MHN e (M,v) € MH | temos que

Homyn (LN(Y’ N)a (Ma V)) = Homygry ((Y’ N)a FN(M’ V))

A seguir provamos o principal teorema deste trabalho. Tal teorema
caracteriza os objetos simples em M que contém como somando direto
um dado objeto simples em M. Lembramos que {1 = g1,92, - ,gn} €
um conjunto de representantes das classes laterais & esquerda de Hy
em H.
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Teorema 5.2.4 Seja N € M um objeto simples. Entdo, o funtor Ly :
MY — MH induz uma correspondéncia bijetiva entre as classes de
isomorfismos de

(1) Objetos simples (Y, ) € MEN tais que Hom(N,Y) # 0,

(2) Objetos simples (M,v) € MH tais que Hom(N, M) # 0.

Demonstragao: Seja (Y, ) um objeto simples em M~ tal que
Hom(N,Y) # 0. Mostremos que Ly (Y, ) ndo é o objeto zero. Seja
f € Hom(N,Y) tal que f # 0. Como N é simples, segue que Ker(f) =
0. Logo, f é um monomorfismo e portanto, N é um subobjeto de Y.
Também, Y é um subobjeto de @&, U,,(Y), pois U1(Y) =Y. Dai, N é
um subobjeto de &}, U,, (Y). Logo, FLn(Y, ) = &7 ,U,, (Y) ndo é o
objeto zero, em que F : M¥ — M ¢ o funtor esquecimento. Portanto,
Ly (Y, 1) nao é o objeto zero.

Seja (P, ) um somando direto simples de Ly (Y, u). Para mostrar
a boa defini¢do de tal correspondéncia, mostremos que Hom(N, P) # 0
eque Ly (Y, p) = (P,7), isto &, Ly (Y, ) satisfaz (2).

Temos que Homyeu (Ly(Y, 1), (P,7)) # 0. Pela Proposigao 5.2.3, o
funtor Ly é adjunto & esquerda do funtor Fi. Logo,

HomMH (LN(Yv /’L)’ (Pv 7)) = HomMHN ((Y7 ,LL), FN(Pv ’Y))

Portanto, Homyry (Y, 1), Fn (P, 7)) # 0. Sendo (Y, i) um objeto
simples em MY~ segue que (Y,p) é um subobjeto de Fn(P,7v). (x)
Aplicando o funtor esquecimento F' : M~ — M, segue que Y é um su-
bobjeto de P em M. Portanto, Hom(Y, P) = Hom(P,Y') # 0. Agora,
como (Y, 1) é simples em M#~ e N é um somando direto simples de YV’
em M, pela Proposicao 5.1.4, para o subgrupo Hy, segue que Y = mN
em M, em que m = dimHom(Y, N). Dessa forma,

mHom(P,N) =2 Hom(P,mN) = Hom(P,Y) # 0.

Logo, Hom(P,N) =2 Hom(N,P) # 0. Como N é simples em M,
isto implica que N é um somando direto simples de P em M. Assim,
novamente pela Proposigdo 5.1.4, temos que P = m/ @, N;, em que
N; =2 Uy (N)em' =dimHom(P,N).

Como Y é subobjeto de P, segue das Proposi¢oes 1.3.9 e 1.3.17 que
dimHom(Y,N) < dimHom(P,N), isto é, m < m’. Além disso, como
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P & um subobjeto de &7_,U,, (Y'), temos
m'  =dimHom(N, P) < dimHom(N,®?_ U, (Y))
= dim &}, Hom(N, U, (Y)) = Y _ dimHom(N, Uy, (mN))

i=1
n
= mZHom(N, Uy, (N)) =m,
i=1
pois dimHom(N,Uy,(N)) = 0 para i # 1 e dimHom(N, Uy, (N)) =1,
pela Proposicao 1.3.10 e Lema 5.1.3.

Portanto, m = m'/. Agora, calculemos a dimensao de Frobenius-
Perron de (P,v) e de Ly (Y, u). Pelo Corolario 5.1.5,

FPdimyn (P,y) = A[H : Hy]m'FPdimy (V)
= A[H : Hy|mFPdimy (N).

Também,

FPdimyn (Ly(Y, 1)) =) AFPdima(@7_, U, (Y))
= AFPdimy (@7, U,, (mN))

= Am »_ FPdimy(Uy, (N))
i=1
© \m[H : Hy]FPdimy(N),
em que a igualdade () segue do Corolario 4.3.11.
Portanto,

Como (P,7) é um subobjeto simples de Ly (Y, u) segue, pela Pro-
posic¢ao 4.3.7, que Ly (Y, pu) =2 (P,7).

Mostremos que a correspondéncia é sobrejetiva. Seja (M,v) um
objeto simples em M tal que Hom (N, M) # 0. Como Fy(M,v) é um
objeto em MHAN que é uma categoria semissimples, podemos escrever
Fn(M,v) = @3 (Y}, ), em que (Yj,p7) é simples em MV, para
todo j € {1,---,s}. Assim,

> Hom(N,Y;) = Hom(N, ®;_,Y;) = Hom(N, M) # 0.

j=1

Portanto, existe jo € {1,---,s} tal que Hom(N,Yj,) # 0. Defini-
mos (Y, p) := (Yj,, #’°) e obviamente temos que Hom(N,Y) # 0.
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Mostremos que Ly (Y,u) = (M,v). Notemos que (Y, u) é um so-
mando direto simples de Fy(M,v) em MY~ , Assim, por adjuncdo,

Homyn (LN(Y7 ,LL), (Ma V)) = HomMHN ((Y7 ,LL)v FN(Ma V)) 7£ 0.

Como (M, v) é um objeto simples em M segue, da adjuncio acima,
que (M,v) é um somando direto de Ly(Y,u). Com um racionicio
analogo ao que foi desenvolvido acima a partir de (%), concluimos que
FPdimyu (M, v) = FPdimycu Ly (Y, 1), segue que Ly (Y, u) = (M, v).

Mostremos que a correspondéncia é injetiva. Sejam (Y, ) e (Y, 1)
objetos simples em M~ tais que Hom(N,Y) # 0, Hom(N,Y') #0 e
Ly(Y,p) 2 Ly(Y', 1) = (P,~). Entdo, por adjungao,

0 # Homyun (Ln (Y, ), (P,7)) = Homyuy (Y, ), Fv (P, 7))

0 # Homyeu (Ln(Y', 1), (P,7y)) = Homapery (Y, 1), Fn (P, 7))
Logo,

Hompny (Y, 1), Fn(P,7)) #0 e Hompuy (Y, 1), Fn(P,7)) # 0.

Como (Y, u) e (Y',1') sdo objetos simples em M~ isto implica
que ambos sdo somandos diretos de Fy(P,v). Desse fato, seguindo
raciocinio analogo ao que foi desenvolvido a partir de (x), concluimos
que dimHom(Y, N) = dimHom(P, N).

Supondo, por absurdo, que (Y,u) e (Y, 1) ndo sejam isomorfos,
terfamos pelo Corolério 1.3.16 que (Y, u) @ (Y/, 1) € um subobjeto de
Fx(P,7). Aplicando o funtor esquecimento F’ : M~ — M, temos que
Y @Y’ é um subobjeto de P em M. Dai,

dimHom(P,N) > dimHom(Y ®Y’',N)
= dimHom(Y,N) + dimHom(Y',N),

e como dimHom(Y, N) = dimHom(P, N), isto implica que a dimensao
de Hom(Y’, N) é igual a zero, o que é um absurdo, por hipotese.
Portanto, (Y, p) = (Y, ') e a aplicagdo € injetiva. |

Dessa forma, os objetos simples em M que contém como somando
direto um objeto simples N € M estdo em correspondéncia bijetiva
com os objetos simples em M~ que contém tal simples como somando
direto.
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5.3 Equivariantizacao e representacoes pro-
jetivas de grupos

Nesta secao apresentamos a categorias das o-representacoes projeti-
vas de um grupo finito G, em que ¢ é um 2-cociclo em G, e relacionamos
tal categoria com equivariantizagoes de categorias moédulo M por um
subgrupo estavel de um objeto simples em M.

Definigao 5.3.1 Sejam G um grupo finito e k um corpo. Um 2-cociclo
em G € uma funcao o : G X G — k* que satisfaz as condigoes abaizo,
para quaisquer g,h,l € G

o(g,h)a(gh,l) =c(g,hl)o(h,l) (5.6)

o(g,1)=0(1,9) = 1. (5.7)

Defini¢ao 5.3.2 Seja o um 2-cociclo em G. Um par (V,7) € dito
uma o-representagdo projetiva de G se V. é um k-espago vetorial de
dimensdo finita e m: G — GL(V) é uma fungdo tal que

m(g)w(h) = o(g, h)m(gh), (5.8)
para quaisquer g, h € G.

Fixado um 2-cociclo o em G, denotamos RepProj(G) a categoria
cujos objetos sdo as o-representacdes projetivas (V, ) e os morfismos
entre (V,m) e (W, p) sdo todas as transformagoes lineares T : V — W
que comutam o diagrama

v
ﬂ(g)l
v

para todo g € G, isto é,

p(9)T =Tn(g). (5.9)

De fato a composi¢ao de morfismos estd bem definida, pois se T :
(Vim) = (W,p) e S: (W,p) = (U,a) sdo morfismos como definido
acima, entdo ST : V — U é transformagao linear e

a(g)ST = Sp(g)T = ST (g).
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Para cada objeto (V,m) em RepProj(G), Iy, ¢ a transformacao
linear identidade, que é claramente um morfismo em RepProj(G).

Seja N um objeto simples em M. A ac¢do de H em M induz uma
acdo de Hy em M e entdo podemos considerar MH~. A seguir é de-
finido um 2-cociclo em Hpy e ao final desta se¢do relacionamos os ob-
jetos simples em M~ com os objetos simples em RepProj(Hy) que
sao exatamente as representagoes projetivas irredutiveis nesta catego-
ria. Para isso, lembramos que o par (V,7) é dito uma representagao
projetiva irredutivel de G se ndo possui subespacos nao triviais W de
V tal que 7(g)(W) C W, para todo g € G. Para mais detalhes sobre
representacoes projetivas veja ([3], [5], [14]).

Por definicao de Hy, existem isomorfismos d9 : Uy(N) — N, para
cada g € Hy. Suponhamos que d' = Iy. Dessa forma, para cada
g,h € Hy fixados, a composi¢ao abaixo é um isomorfismo de N em N

ghy—1 . ;1 dar g
N Ly o) Ly () v, () e N

Logo, d9U,(d")(pg.n) 5 (d9")~1 & um morfismo nio-nulo que per-
tence & Hom(N, N) = kIx. Assim, existe on(g, h) € k* tal que

on(g,h) " Iy = d2Ug(d") (pg.n) ' (A7)~ (5.10)
Fica assim definida uma funcao oy : Hy x Hy — k*.

Lema 5.3.3 A funcdo oy : Hy x Hy — k* definida acima é um
2-cociclo em Hp .

Demonstragao: Sejam g,h,l € Hy. Entao

UN(ga )
_UN(Q,
= dUq(d")(pg,n) 1( ")~ 1d9hUh(dl)(Mth) '(doht) 1
= d9U,(d")(11g,1) 5 Ugn (d") (pign,) ' (d9") =1
h
U,

Y dou7, (" U,(U, <>><ugh>Ul<N><ughz>* (doht)=t
G2 AU (YU, (U@ Uy () ) ) 01

on(gh,) 1y
(gh

1
h) Unon(gh, 1)~ 1IN

= d'U,(d"Up(d )(Mhl) )(,Ughl) 1( Myt
— a0, (UN( ) ldehl)(Mg hl)N (dghl)
—O’N( ) doU (d )(ugh) Haorh) =t
:UN( l) ON g7hl) IN7
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em que igualdade (x) segue da naturalidade de pg4 p, isto é, da comuta-
tividade do diagrama

Hg h)Ul(N)

Uy (U N U U (V)
Ug(Uh(dl))i lUgh(dl)
U, (Un(N)) L2217 ().
Logo, on(g,h) " ton(gh,l) " In = on(g,hl) Loy (h,1)~ Iy, donde
on(g,h)on(gh,l) = on(g, hl)on(h,1).
Além disso,

on(L,9) " Uy = d'Ur(d?)(p1,9) ' (d) " = d'd?(d*) " = Iy

on(9, 1)y = d'Uy(d")(pg) ' (&) " = In.
Logo, on(1,9) =1 =0on(g,1). Portanto, on é um 2-cociclo. ]

Lema 5.3.4 Sejam (M,v) € M, N um objeto simples em M e oy
como acima. Seja m: Hy — GL(Hom(N, M)) dada por

m(9)(f) = vyUy(f)(a?) ™
Entao (Hom(N, M), ) é uma oy-representa¢io projetiva de Hy .

Demonstragao: Mostremos que vale (5.8). Sejam g,h € Hy e f €
Hom(N, M). Temos

on(g,h) "L (g)m(h)(f))

—UN(Q’ h) "7 (g)(wnUn(f)(d") 1)

= v, Uy (v Un(F)(d") 1) (d9)Lon (g, h) " In

20 Uy () Uy (Un ()T (@) )T () (1g.0) ' (7)1
CLY (b ) ar Uy (Un () (g, () 1

) Uy (£)(d5) =1 = w(gh)(f),

em que a igualdade (xx) segue da comutatividade do diagrama

(tg,n)N

Ug(Un(N)) = Ugn(N)

lUgh(f)
(trg,n)
Uy (Un(M)) 225 Uy, (M).

Ug(Uh(f))l
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Logo, m(g)m(h) = on(g, h)m(gh).
Mostremos que m(g) € GL(Hom(N,M)). Definimos m(g)~! =
on(g,9g7 ) tr(g7 ). Seja f € Hom(N, M). Entao

(m(g)m(9)"")(f) =m(g)(on(g,97 ") m(g~)(S))
=on(g.97")" 10N(9 g Hm(1)(f)
=nU(f)d) ' =f

(on(9,97") 'mlg ™ )m(9))
=on(g,97 D) ton(gt, g)n(g g
© (g7 Lon (g, g Q) (f

1

(m(g)~ m(9))(f) (f)

(f)
:f’

pois usando os elementos g, g~ ' e g em (5.6) temos ox(g,9  )on(1,g) =

on(g,1)on(g™", g) e isto implica que on(g,97") = on (97", g), justifi-
cando a igualdade (*).
Logo, m(g)m(9)~" = 7(9)"'7(9) = Irom(n,m)- Portanto, 7 esta

bem definida. ]

)
)

—1

Seja N um objeto simples em M. Consideremos a subcategoria
plena N de M~ cujos objetos sido todos os (M,v) € MHN tais que
M = Hom(N, M)®N. Nosso proximo resultado traz uma equivaléncia
entre as categorias N e RepProj(Hy). Para provar tal equivaléncia,
usaremos o lema abaixo.

Lema 5.3.5 Sejap € N, p # 0. O conjunto B = {{N}?_, é uma base
para o espaco vetorial Hom(N,pN), em que 1N : N — pN ¢ a inclusdo
da soma direta.

Demonstragao: Mostremos que B é LI. Sejam a1, - ,a, € k tais
que
P
ZOLI'LzN.
i=1
Fixado j € {1,---,p} e compondo 7T§V & esquerda da igualdade

acima, temos
P
0= Zﬂj»vaibfv = ajwévLév = 1IN
e assim «o; = 0, para todo j € {1,--- ,p}.
Além isso, como N é simples, temos que Hom(N,pN) = pk. As-

sim, o conjunto B é LI e possui cardinalidade igual & dimensao de
Hom(N,pN). Portanto, B é uma base. ]
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Proposicao 5.3.6 Seja N um objeto simples em M. Entdo existe uma
equivaléncia entre as categorias N e RepProj(Hy).

Demonstracao: Seja d? : Uy(N) — N, g € Hy, uma escolha fixada
de isomorfismos (com d' = Iy) e seja o o 2-cociclo associado.

Sejam (V, ), (W, p) objetos e T : (V,w) — (W, p) um morfismo em
RepProj(Hy). Definimos ® : RepProj(Hy) — N por

(V. m) = (VRN,v),
em que

(g)@d? : U,(vEN) 2"

V&U,(N) — V&N.
Definimos ®(7T') : (V®N,v) — (W&N,v) por ®(T) = T®Ix.
Mostremos que (VRN,v) € M~ De fato,

vUy(vn) = (w(9)@Bdo) Uy (m(h)@d")
CL (r(g)@d?) ( () BU, (d"))

= m(g)m(R)BdIU,(d")

D o n (g, ) (gh)BdIU, (d)

CL 5 (g, W) (gh) o (g, h)~1do (g ) n

= m(gh)®d" (pig.n) N

= (m(gh)®d") (Iv®(pg,n)N)
CLD (7 (gh) B (11g.0) v

= Vgh(ﬂg7h)V®N~

=

Seja p = dim (V). Entdo Hom(pN, N) = pk e assim,
V®N = pN = Hom(pN, N)®N.

Logo, ®(V, ) € N. Mostremos que ®(T) é um morfismo em M7~ .
De fato, B B B
(TeIN)vy = (T®Iy)(r(g)®d)

= Tn(g)®d?

= p(g)T®d?

= (p(9)@d?)(T@U,(IN))
618, Ug(TRIN).

Definimos agora ®' : N — RepProj(Hy) por

&' (M,s) = (Hom(N,M), ),
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em que 7(g)(f) = s,Uy(f)(d?)~1, para quaisquer f € Hom(N,M)
e g € Hy. Exatamente como foi feito no Lema 5.3.4, segue que
(Hom(N, M), ) é uma opy-representacio projetiva de Hy.

Seja ¢ : (M, s) — (M’,s'") um morfismo em M~ Definimos

®'(¢): (Hom(N, M), 7) — (Hom(N,M"), ")

por &' (¢)(f) = ¢f, para qualquer f € Hom(N,M). E claro que ®'(¢)
¢ uma transformacao linear, pois os morfismos sdo k-bilineares. Além
disso, dado f € Hom(N, M), temos

Portanto, ®'(¢) é um morfismo em RepProj(Hy). Assim, ® e &’
estdao bem definidos. Nao é dificil verificar que os mesmos sao funtores.

Mostremos que Idpepproj(ry) ~ ®'®. Sejam (V, ) € RepProj(Hy)
com dim(V) =ne = {vy,---,v,} uma base fixada de V. Primeira-
mente, notemos que

'D(V,7) = & (VEN,v) = & (nN,v) = (Hom(N,nN), ),
em que v, = 7(g)Bd e
' (9)(f) = vgUy(f)(d?) 1 = (n(9)@d?)Uy (f)(d?) .
Definimos 4y : (V, ) — ®'®(V,7) = (Hom(N,nN), ') por
w(vi) = ti : N = N"

nos elementos da base de V e estendemos linearmente, se n # 0. Se
n =0, vy = 0. Pelo lema acima, segue que {yy (v;)}I; é uma base de
Hom(N,nN). Logo, vy leva base em base, donde é um isomorfismo de
espagos vetoriais.
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Mostremos que vy é um morfismo em RepProj(Hy). Para cada
g € Hy, seja [ﬂ'(g)]g = (aij)i,j:L...m. Entao

(7" (g)yv)(v1) —W’(g)(tfvn)—((@dg) g (1) (@)~

(3. 16)
Z izl %, ndg ] n N)Ug( )(dg)

1,j=1
n

O S 4N (7 U () (7)1

,71

= Zamz ACON Zam vi)
= v Zazwz = v (n(g)(w)) = (ywr(g)) (),

para todo ! € {1,--- ,n} e a igualdade (x) segue da defini¢do da proje-
¢do dada no Lema 3.3.1. Logo, 7'(g)yv = vy (g).

Mostremos agora que 7 é uma transformagcao natural. Sejam (W, p) €
RepProj(Hy) com dim(W) = m, 8/ = {wy, -+ ,wy,} uma base de
W fixada, T : V' — W um morfismo em RepProj(Hy) e [T]g, =
(bij) =L Vejamos que comuta o diagrama

v —"5 Hom(N,nN)
T\L J{(‘P'@)(T)
W > Hom(N, mN).
Temos, para cada [ € {1,--- ,n},
(@' ®)(T) () = ‘P'(T@IN)(% ) = (TRIN)yY,

(3.16
Z Z bi] i mIN’/TJ nLl N

i=1 j=1

= Z biryw (wi) = VW(Z biw;) = yw T (vr).

Portanto, 7 : Idgepproj(y) — ®'® € um isomorfismo natural.
Mostremos agora que existe um isomorfismo natural entre os fun-
tores @D’ e Idy.

Seja (M, s) € N com p = dimHom(N, M). Assim,

M = Hom(N,M)®&N = pN.
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Seja f : pN — M um isomorfismo. Se p # 0, por um ana-
logo ao lema acima, o conjunto B = {ﬁpr, e ,ﬁLﬁp} é uma base
de Hom(N,M). Se p =0, entdo M = 0. Temos que

00/ (M, ) = D(Hom(N, M),w) = (Hom(N, MYEN, 1) = (pN. ),
em que w(g)(f) = 5,U,(f)(d) 1 e t, = w(g)Bd?, para quaisquer f €
Hom(N,M)eg€ Hy.

Definimos 7y := 8 : (pN,t) — (M,s). Observemos que 7y €,

por definicao, um isomorfismo. Mostremos que 7, ¢ um morfismo em
M~ Sejam g € Hy e [w(9)]8 = (¢ij)ij=1,. p- Assim,

p
N N
L p) = ZcijﬁLi,;n
=1

P

para todo j € {1,---,p}. Lembremos que I,y = ZL%YP’/TZ!XD e dai,
i=1

temos que

thg :6( ®dg Zﬁl’zp zp )®dg)

(3.16) Uy(N
ZBsz z,p Z Cl]Llpdg g( ))

l,j=1
p p
= Z cuﬁszdQ U (N Zw p)dm; U (N)
ij=1 =1
p
U N)
= ZSgUg(ﬂpr) )~ ldo ( = QZU J,p)
j=1
! P P
= Sg Z Ug(ﬂLévp jvp) = SQUQ(ﬂZ L;’Ypﬂé\,}p) = SgUg(WM)a
j=1 j=1

em que a igualdade (%) segue da definigdo da proje¢do dada no Lema
3.3.1.

Mostremos agora que 1 € uma transformacao natural. Sejam (M’',s') €
N com ¢ = dim(Hom(N,M")), 8’ : ¢N — M um isomorfismo, B’ =
{810y, 8", } base de Hom(N, M') ¢ (M,s) —» (M',s") um
morfismo em M~ e [/ (¢)]B, = (d;;): =l Vejamos que o diagrama
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abaixo comuta.

i=1 =1 j=1
a P ) &

N _N N \_N

= Z Z dij /Li7q7rj,p = Z ¢)/(¢)(ﬁLj7p)7Tj,p
i=1 j—1 j=1

[
[
hASS
@
=
&

ST = PIM;

em que na igualdade (%) usamos que <I>’(¢)(ﬂL§Yp) =3l dyp, =

Como equivaléncias de categorias levam objetos simples em objetos
simples, o resultado acima nos garante que existe uma bijecao entre
classes de isomorfismo de objetos simples de (M,v) € M~ tais que
M = Hom(N, M)®N e classes de equivaléncia de representagdes pro-
jetivas irredutiveis em RepProj(Hy).

Sejam (M’,v') um objeto simples em M e N um somando direto
simples de M’ em M. Consideremos o objeto simples (M, ) € M~ tal
que Ly (M,v) = (M', V'), cuja existéncia é mostrada no Teorema 5.2.4.
Tal objeto também possui IV como componente simples. Observemos
que M = Hom(N, M)®N, pois pela Proposigdo 5.1.4, M = mN, em
que m = dimHom(N, M).

Desta forma, os objetos simples em M¥ que contém como somando
direto um objeto simples N € M estao em correspondéncia bijetiva
com os objetos simples em M~ que contém tal objeto simples como
somando direto. Os simples de M~ desta forma, por sua vez, estio em
correspondéncia bijetiva com as representacoes projetivas irredutiveis
de HN.
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