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RESUMO

No presente trabalho, desenvolvemos novos algoritmos de aprendizagem supervisionada
(ndo paramétrica) num dominio boreliano padriao, onde o nosso principal exemplo serd o
espaco euclidiano de dimensao finita; utilizando para tomar a decisao a estrutura métrica
dos nimeros p-adicos em lugar da estrutura métrica dos niimeros reais. Analisando de
perto o modelo tedrico da aprendizagem estatistica, nota-se que a noc¢ao de consisténcia
universal de um algoritmo depende apenas da estrutura boreliana do dominio e portanto
ela ¢ insensivel a estrutura métrica ou mesmo topolégica no dominio, desde que a estrutura
boreliana permaneca intacta. Isto permite, através de uma injecao boreliana, reduzir os
dados para um outro dominio onde os algoritmos sejam universalmente consistentes e mais
eficientes, apds o qual o algoritmo de aprendizagem composto com a reducao boreliana
continua a ser universalmente consistente. Esta ideia foi sugerida no artigo de um dos
orientadores [53]. A ideia principal da nossa abordagem é de construir uma reducao do
dominio original (tipicamente o espago euclidiano) para um espago vetorial sobre o corpo
Qp de ntimeros p-adicos, e experimentar com as novas possibilidades que a estrutura
p-adica fornece. A diferenca principal com o espago euclidiano é que o espago p-adico é
nao-arquimediano, o que implica uma propriedade muito particular: duas bolas ou sao
disjuntas, ou uma esta contida na outra. Como consequéncia, as arvores de busca sao
muito mais eficientes. Ao mesmo tempo, o espaco p-adico possui uma estrutura linear rica,
permitindo usar as ferramentas da teoria de matrizes, analise funcional, etc. O algoritmo
principal, que é universalmente consistente, é definido nos nimeros p-adicos e combina
as carateristicas de algoritmos classicos no espaco euclidiano, tais como o classificador
k-NN de k wvizinhos mais proximos, regra do histograma e drvores de decisdo. Enquanto no
espaco euclidiano todos esses algoritmos sao bastante distintos, a geometria especifica do
espacgo p-adico permite combinar as vantagens deles em um algoritmo de aprendizagem
s0, e fazendo a composicao do algoritmo p-adico com uma inje¢ao boreliana, obtemos um
algoritmo universalmente consistente no espaco euclidiano que de certa maneira transporta
também esse tipo de comportamento combinado. Finalizamos o plano teérico utilizando
as novas regras desenvolvidas para construir algoritmos do tipo ensemble que preservam a
consisténcia universal. Simples experimentos numéricos sobre alguns conjuntos de dados
foram realizados, e mesmo nao sendo extensivos nem aprofundados, eles mostram que
para alguns tipos de dados o desempenho do novo algoritmo foi melhor que o de alguns
classificadores tradicionais. Parece que a ideia de pesquisar algoritmos de aprendizagem
no espacgo p-adico foi apenas usada antes na area de aprendizagem ndo supervisionada,
especificamente na classificagao via clusters [11, 12, 25], e na aprendizagem de maquina
supervisionada paramétrica, especificamente em redes neurais p-adicas [38]; ideias que
sao bem diferentes da nossa, pois trabalhamos no contexto da aprendizagem estatistica
supervisionada ndo paramétrica.

Palavras-chave: Aprendizagem de maquina supervisionada nao paramétrica, Numeros
p-adicos, Reducao de dimensionalidade boreliana, Floresta p-adica Aleatéria.



ABSTRACT

In the present work, we develop certain new (nonparametric) supervised learning algo-
rithms in a domain which is a standard Borel space, with the finite-dimensional Euclidean
space as the main example. Our algorithms are using the metric structure of p-adic num-
bers instead of the metric structure of real numbers. Taking a closer look at the theoretical
model of statistical learning, it can be noted that the notion of universal consistency of an
algorithm depends only on the Borel structure of the domain and therefore it is insensitive
to the metric or even topological structure in the domain, as long as the Borel structure
remains intact. This allows, through a Borel measurable injection, to reduce the data to
another domain where the algorithms are universally consistent yet more efficient, after
which the learning algorithm composed with the Borel dimensionality reduction continues
to be universally consistent. This idea was suggested in an article by one of the advisors
[53]. The main idea of our approach is to construct a reduction of the original domain
(typically a Euclidean space) to a vector space over the field Q of p-adic numbers, and
to experiment with the new possibilities that the p-adic structure provides. The main
difference with Euclidean space is that p-adic space is non-archimedean, which implies a
very particular geometric property: two balls are either disjoint, or one is contained in the
other. As a consequence, search trees are much more efficient. At the same time, p-adic
space has a rich linear structure, allowing to use the tools of matrix theory, functional
analysis, etc. Our main learning algorithm, which is universally consistent, is defined in
p-adic numbers and combines the features of classical algorithms in Euclidean space, such
as the kNN classifier, histogram rule and decision trees. While in Euclidean space all
these algorithms are quite distinct, the specific geometry of the p-adic space allows us
to combine their advantages in a single learning algorithm, and by composing the p-adic
algorithm with a Borel injection, we obtain a universally consistent algorithm in Euclidean
space that in a certain way also transports this type of combined behavior. We finalize the
theoretical part by using the new rules to build ensemble-type algorithms that preserve
universal consistency. Simple numerical experiments on some data sets were carried out,
and although they were not extensive or in-depth, they showed that for some types of data
the performance of the new algorithm was better than that of some traditional classifiers.
It appears that the idea of constructing learning algorithms in p-adic space has only been
used before in the area of unsupervised learning, specifically in classification via clusters
[11, 12, 25], and in parametric supervised machine learning, specifically in the so-called
p-adic neural networks [38]. Those ideas are very different from ours, as we work in the
context of nonparametric supervised statistical learning.

Keywords: Nonparametric supervised machine learning, p-adic numbers, Borel dimen-
sionality reduction, p-adic Random Forest.
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1 INTRODUCAO

A aprendizagem de mdquina, também conhecida como aprendizado de mdquina ou
aprendizado automdtico, é uma area do conhecimento interdisciplinar que se encontra na
intersecao da matemadtica, da estatistica e das ciéncias da computacdo, cujo objetivo é
desenvolver técnicas que deem as mdquinas a capacidade de aprender. A aprendizagem de

maquina, principalmente pode ser dividida nos seguintes quatro grupos.

e Aprendizagem supervisionada:
Formaliza a nocao algoritmica de aprendizagem e construcao de previsoes a partir
de dados rotulados. Matematicamente, um conjunto de dados rotulados de tamanho

n € IN, também chamados de amostras rotuladas, ¢ denotado por:

dn = ((mlayl)a ($2,y2), SR (mnayn)) € (Q X y)n’

onde no contexto mais geral, €2 é um espaco métrico ou um espaco boreliano padrao e
Y é o conjunto de respostas ou rotulos. A aprendizagem de maquina supervisionada,
procura extrair informagoes e fazer previsdes para pontos ainda ndo rotulados a

partir de amostras rotuladas.

Alguns dos principais exemplos de regras de aprendizagem de méaquina supervisi-
onada, sao: o algoritmo de k-vizinhos mais préximos, que denotamos por k-NN; a
arvore de decisdo, a floresta aleatéria, as maquinas de vetores de suporte (Support

Vector Machines) e as redes neurais. Detalhes podem ser encontrados em [24].

e Aprendizagem nao supervisionada:
Diferente da aprendizagem supervisionada, a aprendizagem nao supervisionada pro-
cura extrair informacoes e padroes de dados ndo rotulados, isto é, que nao possuem
rotulos de saida predefinidos. O objetivo é descobrir padroes, relacionamentos ou

estruturas nos dados. Uma amostra de dados nao rotulados é da forma:
Sn = (x1,m9,...,20) € Q",

onde €2 é como antes.

Alguns dos principais exemplos de regras de aprendizagem de maquina nao supervisi-
onada, incluem algoritmos de agrupamento como: k-means, agrupamento hierarquico

e o algoritmo DBSCAN. Detalhes podem ser consultados em [15].

e Aprendizagem semi-supervisionada:
Esse tipo de aprendizagem de maquina, busca extrair informagoes a partir de amos-
tras com instancias tanto rotuladas como nao rotuladas. Os algoritmos que imple-
mentam esse tipo de aprendizagem, aproveitam os dados rotulados limitados e um

conjunto maior de dados nao rotulados para melhorar o processo de aprendizagem.
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Esta abordagem é particularmente 1til quando a aquisi¢do de dados rotulados é cara
ou demorada. Técnicas de aprendizagem semi-supervisionada podem ser aplicadas a
tarefas de classificacao e regressao, permitindo que os modelos facam previsoes mais
precisas e generalizem melhor em cenarios do mundo real. Mais detalhes podem ser

encontrados em [1].

e Aprendizagem por reforcgo:
A aprendizagem por reforco, é um tipo de aprendizagem de maquina inspirado em
como os seres humanos aprendem principalmente: por tentativa e erro. Nesse tipo
de aprendizagem, um agente interage com um ambiente e aprende a tomar decisoes
otimas que procuram maximizar recompensas cumulativas. O agente recebe um
feedback por meio de recompensas ou penalidades com base em suas ac¢oes e aprende
a tomar decisdes que levem aos resultados mais favoraveis ao longo do tempo. E
comumente usada em robdtica, jogos e sistemas autonomos. Detalhes podem ser

encontrados em [35].

Independente do tipo de aprendizagem de maquina considerado, na pratica quase a tota-
lidade dos algoritmos ou modelos, sao desenvolvidos para funcionar com amostras onde
Q = R? d € N. Dos cursos basicos de andlise na reta, é sabido que o corpo com valor
absoluto (R, |- ]), onde | - | é o valor absoluto usual, é o completamento (como espago
métrico com a métrica induzida pelo valor absoluto) do corpo com valor absoluto (Q, |- |).
Um resultado importante e nao tao conhecido, o Teorema de Ostrowski, diz que se o que
se procura é dotar o corpo (Q,+,-) com a topologia induzida por um valor absoluto ndo
trivial, apenas existem duas possibilidades: que a topologia seja equivalente com a induzida
pelo valor absoluto usual, ou que seja equivalente com a topologia induzida por algum
valor absoluto do tipo p-adico, |- |y, onde p € IN é um ntimero primo [29]. Do mesmo modo
como acontece com o valor absoluto usual, Q munido de qualquer valor absoluto p-adico
nao é completo e o completamento do corpo (Q, |- |p) gera o corpo com valor absoluto dos
ntimeros p-adicos (Qp, |- [p). Esses ntimeros, mesmo representando os tinicos completamen-
tos possiveis dos niimeros racionais via valor absoluto (além do R), praticamente nao sdo
utilizados nas ciéncias da computacao e na aprendizagem de maquina. Alguns trabalhos
de aprendizagem de maquina que utilizam ntimeros p-adicos, sdo na area da aprendizagem
nao supervisionada, especificamente na classificacao via clusters [11, 12, 25], e na éarea da
aprendizagem de maquina supervisionada paramétrica, especificamente em redes neurais
p-adicas [35].

Uma propriedade do valor absoluto p-adico, é que ele satisfaz a desigualdade

triangular forte:

|[L’ + y|p S maX{|x|p7 |y|p}: Vl’,y € Qp'

Os valores absolutos satisfazendo a desigualdade acima, sao chamados de valores absolutos

nao-arquimedianos, e possuem uma propriedade importante e muito particular: duas bolas
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nessa topologia, ou sdo disjuntas ou uma bola esta contida na outra; propriedade que
claramente nao vale no caso euclidiano e que pode ser 1til na hora de definir arvores de
busca em tais espacos. Além do anterior, o Qp-espaco vetorial normado d-dimensional
(Qg, | - llp), possui uma estrutura linear rica, permitindo usar as ferramentas da teoria de

matrizes, andlise funcional, etc. de modo similar ao caso real.

1.1 OBJETIVOS E ESTAGIOS DA PESQUISA

O objetivo principal da pesquisa, é desenvolver novos algoritmos de aprendizagem

L' 1o espaco euclidiano de dimensao finita, utilizando para

supervisionada ndo paramétrica
tomar a decisao, a particular estrutura métrica dos niimeros p-adicos em lugar da estrutura
métrica dos niimeros reais. Como é uma area de investigacao aparentemente inexplorada,
a pesquisa comecou praticamente desde zero, contando apenas com as ferramentas da
matematica e da aprendizagem de maquina supervisionada em espacos métricos. Ana-
lisando de perto o modelo tedrico da aprendizagem estatistica, nota-se que a noc¢ao de
consisténcia universal de um algoritmo depende apenas da estrutura boreliana do dominio
e portanto ela € insensivel a estrutura métrica ou mesmo topolégica no dominio, enquanto
a estrutura boreliana permaneca intacta. Isto permite, através de uma injecao boreliana,
reduzir os dados para um outro dominio onde os algoritmos sejam universalmente consis-
tentes e mais eficientes, apés a qual o algoritmo de aprendizagem composto com a reducao
boreliana continua a ser universalmente consistente. Essa ideia foi sugerida no artigo de
um dos orientadores no ano 2013 [53]. Com essa ideia em mente, a estratégia utilizada
sera construir uma reducao do dominio original, tipicamente o dominio euclidiano, para
um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros p-adicos Q) e experimentar com as novas
possibilidades que a estrutura p-adica fornece.

Nessas condigoes, os estagios da pesquisa sao os seguintes. Primeiro, uma analise
do modelo tedrico da aprendizagem estatistica é feita, incluindo conceitos chaves como o
de consisténcia universal e o de redugdo boreliana de dimensionalidade.

Também ¢é feito um estudo do corpo dos nimeros p-adicos junto a suas princi-
pais propriedades topoldgicas e algébricas, incluindo resultados fundamentais como o ja
mencionado Teorema de Ostrowski. Como sao raros os pesquisadores que dominam simul-
taneamente os principios da aprendizagem estatistica e os conceitos da andlise p-adica, no
presente trabalho esses topicos sao analisados em detalhe.

Uma vez adquiridos os conhecimentos necessarios, o seguinte passo na investigagao
foi explorar alternativas de algoritmos de aprendizagem de maquina supervisionada nao

paramétrica no corpo dos nimeros p-adicos, conseguindo desenvolver um algoritmo que

1 Um algoritmo de aprendizagem supervisionada ndo paramétrico, é um tipo de algoritmo que constroi a

funcdo que faz as previsdes usando apenas a informacao contida numa amostra rotulada, sem estimar
ou calcular nenhum tipo de parametro que defina a funcdo. Um exemplo de algoritmo nao paramétrico
é 0 k-NN, e uma rede neural é um exemplo de algoritmo paramétrico.
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pode ser implementado computacionalmente usando arvores de prefixos. Especificamente,
¢ desenvolvido um simples algoritmo de classificacao binaria que trabalha com amostras
rotuladas dp, € (Zy x {0,1})", onde Z; C Qp é o conjunto de inteiros p-ddicos, e que
possui as vantagens da simplicidade das arvores de prefixos. Uma, vez feito isso, o algoritmo
unidimensional é extendido de maneira natural ao espago métrico (Zg .|l - 1lp), obtendo a
regra de classificagao p-adica d-dimensional que é denotada por E( kp)> onde 1 <k<né
um hiperparametro que representa o numero de vizinhos proximos do ponto x € Zy que
desejamos classificar.

Para transportar as qualidades do classificador p-adico ao espaco euclidiano, o
seguinte passo foi construir uma funcao injetora e boreliana @, : ]Ri — Qg e assim obter,

mediante a composicao da regra E( k,p) COM a funcao ®,, uma regra de classificagao bindria

.1 P P . .
no espago euclidiano, denotada por £, := L ( kp p)> due usufrui das boas propriedades do
algoritmo nos inteiros p-adicos. Além do anterior e usando novamente o método de redugao
boreliana de dimensionalidade, considerando a composi¢ao do classificador p-adico com

aplicacoes lineares e bijetoras 7' : Zg — Zg, sao obtidas novas regras de classificagao no

espago p-adico, Cg;ﬁp); e no espaco euclidiano Egoq)p = L?;:;p .

O seguinte estagio da investigacao, foi estudar a consisténcia do novo classificador
desenvolvido em Zg, e para esse fim, foi necessario obter uma expressio matemdtica do
algoritmo que possa ser utilizada para analisar a consisténcia, obtendo como resultado
uma regra de aprendizagem supervisionada que pode ser aplicada, ao menos teoricamente
e independentemente do seu desempenho, em qualquer espago métrico e que é denotada
por Tk-NN. O resultado do estudo de consisténcia, revela que a nova regra de aprendizagem
¢ universalmente consistente em certa classe de espagos métricos: os espacos métricos de
dimensao o-finita no sentido de Nagata [15], [51].

Junto com o estudo de consisténcia da nova regra, ¢ feito um estudo de consisténcia
sobre a aprendizagem ensemble, especificamente da regra de classificacdo binaria dada
pelo voto majoritario de regras de classificacao consistentes, resultado que permite definir

novas regras de aprendizagem universalmente consistentes baseadas nas regras E%;C p) Para
’.

o caso p-adico, e nas regras E;‘:O@p para o caso euclidiano.

Finalmente, experimentos numéricos sao realizados para ver em agao a nova regra
de aprendizagem E(I)p , onde é comparado o desempenho da nova regra com o desempenho
dos membros de uma familia de algoritmos classicos de classificacao binaria que sao

largamente utilizados na pratica.

1.2 CONTRIBUICOES DA TESE

As contribuigoes da tese sdo no ambito tedrico e pratico. A principal contribuicao
tedrica, é a descoberta e subsequente prova de consisténcia, da nova regra de classificacao

binéria que é denotada por Tk-NN, a qual é universalmente consistente em espacos métricos
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de dimensao o-finita no sentido de Nagata. O espa¢o métrico ndo-arquimediano (Zg, -1lp)
pertence a essa categoria de espacos métricos, e a regra Tk-NN aplicada em Zg combinada
com a técnica de reducao boreliana de dimensionalidade, gera uma familia de regras
universalmente consistentes em Zg e em [0, 1]d, com d € IN, respectivamente. A segunda
contribuicao tedrica mais importante, é a prova da consisténcia da regra de classificacao
binédria dada pelo voto majoritario de regras de classificagao consistentes; resultado do qual
se desprendem novos resultados de consisténcia de classificadores do tipo ensemble usando
regras p-adicas do tipo E%;C,p), ou regras euclidianas do tipo Ego% , com T : Zg — Zg,
aplicagao linear bijetora.

Como contribui¢cao no ambito pratico, o algoritmo de classificagao no espaco eu-
clidiano, Ei” , resultou ser um algoritmo de facil implementagao computacional e que na
maioria dos testes numéricos realizados mostra ter um desempenho similar ao desempenho

dos membros da familia de classificadores classicos utilizados na comparagao, mostrando

ainda, um desempenho nas melhores posicoes do ranking em algumas situagoes.

1.3 ORGANIZACAO DA TESE

A organizacao da tese é a seguinte. No Capitulo 2, de preliminares, primeiro ¢ feita
uma revisao dos conceitos fundamentais da teoria da aprendizagem de méaquina supervisio-
nada. Em particular, serao vistos o conceito de consisténcia universal e a prova com todos
os detalhes de um resultado sobre redug¢do boreliana de dimensionalidade de autoria de
uns dos orientadores (introduzido no artigo [53]), que seré vital nos capitulos subsequentes.
Também, serd abordado o conceito de dimensao de uma métrica, em particular o conceito
de dimensao de Nagata e a conexao desse conceito, mediante o resultado de Preiss [51],
com o Teorema da diferenciagdo de Lebesgue-Besicovitch.

No Capitulo 3, sera feito um estudo, com o grau de profundidade necessario para
abordar os capitulos subsequentes, do corpo com valor absoluto dos nimeros p-dadicos,
(Qp, | - |p)- Em particular, serdo expostos resultados fundamentais como o Teorema de
Ostrowski e sera feita uma construcao de (Qp, | - |p) como o completamento de um espago
métrico. Também serao vistas suas principais propriedades algébricas e topologicas, assim
como as propriedades topoldgicas do espaco vetorial p-adico d € IN dimensional, (Qg, - lp),
propriedades que serao vitais na hora de construir o algoritmo de classificagao binaria do
seguinte capitulo.

No Capitulo 4 é feita a construcao do algoritmo de classificacdo bindria no espaco
métrico d € IN dimensional (Zg, | - |lp), onde Z;, C Qp é o conjunto de inteiros p-ddicos.
Primeiro é definida uma representacdo do espago métrico (Zp,| - |p) como drvore de
prefizos para logo utilizar essa estrutura para construir um algoritmo de classificacao
unidimensional que depois serd estendido ao espaco d-dimensional, com d > 2. Além
do anterior, é feita a construcao de uma funcao injetora e boreliana entre os espacos

métricos (]Rd -1 e (Qg, |- |lp), denotada por @, funcdo que combinada com o conceito
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de redugdo boreliana de dimensionalidade, define um algoritmo de classificacdo no espago
métrico ([0,1]%, - ||), com [0,1] € Ry. Seguindo a mesma senda, sao definidas familias de
classificadores nos espagos métricos (Zg, - 1lp) e ([0,1]%, || - 1), como a composicio de uma
transformacao linear bijetora sobre Zg com o algoritmo de classificagdo em (Zg, - llp), e
como a composigao dessas tltimas regras com a fungao @, respectivamente.

O Capitulo 5 ¢ dedicado a consisténcia dos algoritmos desenvolvidos no Capitulo
4. Especificamente, primeiro é obtida uma expressao matematica para a regra de apren-
dizagem que define o algoritmo em Z%, regra denotada por Tk-xx, para logo provar um
resultado de consisténcia que implica, em particular, que a regra ™k-N~ aplicada no espaco
(Zg, | - |Ip) é universalmente consistente. Também, sao provados resultados sobre a consis-
téncia do classificador binario dado pelo voto majoritario de classificadores consistentes,
que garantem a consisténcia de certos modelos do tipo ensemble, como por exemplo, o
ensemble de classificadores definidos como a composi¢ao de uma aplicacao linear bijetora
com a regra Tk-NN em Zg , € também os resultantes da composicao dessas tltimas regras
com a funcao ®.

No Capitulo 6, sao realizados experimentos numéricos com o novo classificador E;f” :
Como a qualidade de um classificador depende do conjunto de dados sobre o qual aplica
e da métrica de avaliagdo utilizada, o novo classificador serd visto em ac¢ao mediante a
comparacao do seu desempenho com o dos membros de uma familia de modelos cldssicos
e largamente utilizados na pratica, ao longo de 8 conjuntos de dados disponiveis gratuita-
mente na web. Especificamente, na se¢ao de preliminares, sera visto todo o necessario para
realizar a comparacao entre modelos: estratégia de comparagao, métricas de avaliacao e
os modelos classicos que serao os concorrentes, e seguido disso, ¢ aplicada a estratégia de
comparacao para cada um dos conjuntos de dados considerados.

Finalmente, no Capitulo 7, sao feitas as conclusoes finais e também sao abordadas as
limitacoes do presente trabalho, finalizando com uma lista de possiveis trabalhos futuros.

Como tltimo comentério, é importante apontar que o presente trabalho foi escrito
pensando no seu publico alvo, composto principalmente por matemadticos e cientistas de
dados, por isso, um pré-requisito para um bom aproveitamento da leitura é que o leitor

possua conhecimentos basicos em teoria de probabilidade e analise real.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos fundamentais da aprendizagem
estatistica supervisionada. Comegamos com o problema de classificacao binaria para logo
discutir sobre erro de classificacdo, regras de aprendizagem, consisténcia e veremos os
conceitos anteriores no caso de classificagdo nao binaria. Também veremos o conceito
de reducao de dimensionalidade boreliana, que é uma forma de compor uma regra de
aprendizagem com uma func¢ao para gerar uma nova regra de apendizagem em um outro
espaco, preservando importantes propriedades e por ultimo, vamos lembrar alguns resulta-
dos tteis sobre dimensao de Nagata. Como comentdrio final, para acompanhar o contetido
do texto, o leitor deve ter conhecimentos basicos de dnalise funcional, teoria da medida
e teoria de probabilidades. Uma boa e pratica revisao desses topicos pode ser encontrada

nos apéndices do livro de um dos orientadores [52].

2.1 CLASSIFICACAO BINARIA E ERRO DE CLASSIFICACAO

O objetivo da aprendizagem estatistica supervisionada, consiste basicamente em
construir uma fungdo entre um conjunto nao-vazio €2, de observagées e um conjunto ) de
respostas, usando a informacao dada por uma amostra rotulada, d, de n € IN observacoes

e suas respectivas respostas

dp = ((:m,yl), (17273/2)7 T 7(5Un7yn)) € (Q X y)n7

que procure predizer as respostas de novas observacoes.

O conjunto nao-vazio €2, é chamado de dominio. Quando )Y é um conjunto com a
cardinalidade do continuo, como por exemplo Y = R, entao o problema de aprendizagem
é chamado de problema de regressdo. Quando ) é um conjunto enumerdvel ou discreto,
ele é chamado de conjunto de rotulos e o problema de aprendizagem é chamado problema
de classificagio e em particular, se ) = {0,1}, o problema é chamado de problema
de classificacdo binaria. Para simplificar a notagao ao longo do texto, vamos denotar o
conjunto dos primeiros n € IN niimeros naturais por [n] := {1,2,...,n}. Mais detalhes

sobre esses tOpicos estao nas referéncias [24, 32, 45, 52, 57].

Exemplo 2.1.1. Considere o problema de determinar se um paciente tem uma certa
doenca. Suponha que associado a cada paciente, temos um vetor x € () = R%, com d € N,
cujas componentes sao valores de métricas como: idade, peso, altura, etc. Como rétulos,
temos o conjunto Y = {0,1}, onde y = 1 é o rétulo para um paciente com a doencga e
y = 0 é o rétulo para um paciente sem a doenga. Suponha que dispomos de uma amostra

de tamanho n € IN, d,,, de registros de pacientes z; junto com seu diagnéstico y;:

(x5,9;) € R? x {0,1}, i € [n].
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Entao, aqui o problema de classificagdo binaria, é predizer o diagndstico y € {0,1}
associado ao registro de um novo paciente x € R? usando a informacao contida na
amostra d,.

Um trabalho que possui exemplos e detalhes sobre esse tipo de dados, pode ser

consultado em [20].

Com relacdo ao dominio €2, lembrando que dominios separaveis sao espagos topolé-
gicos que contém um subconjunto denso enumeravel, no paradigma atual da aprendizagem
estatistica supervisionada nao se sabe se a aprendizagem consistente é possivel em domi-
nios nao separdveis. Uma referéncia sobre essa discussao é o artigo [51]. Também, nessa
situagao, no melhor dos casos o problema de aprendizagem pode ser resolvido em um
subdominio separavel. Além disso, uma outra restricdo natural para 2, é que o espaco
seja metrizavel com uma métrica completa para poder usar as ferramentas da Analise.
Assim, para definir formalmente o problema de classificacao binaria, vamos exigir que o
conjunto €2 possua pelo menos as duas caracteristicas mencionadas. Antes de definir o
tipo de dominio que utilizaremos, o espago boreliano padrao, vamos lembrar o conceito

de o-algebra.

Definicao 2.1.1 (U—Algebra e Espagos Mensuraveis). Seja €2 um conjunto nao vazio. Uma

o-dlgebra (16-se sigma dlgebra) de conjuntos de €, é uma familia & C 22, tal que
(i) o« #0,

(ii) se E € &7, entdo E€=Q\ F € &/,

(iii) se {En}pew C o, entao UyenEn € 7.

Dada C C 28, denotamos por o(C), a menor o-dlgebra (com relagdo a ordem dada pela
inclusao) de subconjuntos de € que contém a familia C. Finalmente, o par (€2, <), onde
&/ é uma o-algebra de subconjutos de €2, é chamado de espago mensurdvel. No caso em
que (€2, 7) é um espago topolégico, denotamos a menor o-algebra de subconjuntos de (2

que contém 7, por B = o(7), que é chamada de o-dlgebra de Borel de Q.

Observagao 2.1.1. Comumente, a condigao (i) da Definigdo 2.1.1 é dada como (i’)
Qe o, ou (i”) 0 € o/; mas aqui observamos que é suficiente com que a familia o/ seja
nao vazia, pois se existe algum E € &7, entdao por (ii) temos E¢ € o e assim de (iii),

obtemos 2 = E U E°¢ € /. De forma similar inferimos (i”).

Definigao 2.1.2 (Espago boreliano padrao). Um espaco boreliano padrao, é um par (2, ),
formado por um conjunto nao-vazio §2 e uma o-algebra de Borel 4, que é gerada por uma

topologia em () que é metrizavel, completa e separavel.

Pelo exposto, ao longo do texto {2 serda um espaco boreliano padrao. Outro conceito
que vamos lembrar antes de definir o problema de classificagdo binaria é o de funcao

mensuravel.
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Defini¢ao 2.1.3 (Fungdo Mensuravel). Sejam (€2, .27g) e (I', @) espagos mensuraveis, e
f:Q — I uma fungdo. Chamamos f de funcao (<%, o )-mensurdvel, se

FUE) € o, VE € .
Se f for (ABq, Pr)-mensuravel, ela é chamada de Borel mensurdvel.

Definigao 2.1.4 (O problema de classificacao binéria). Sejam  um espago boreliano
padrao, e d,, € (Q x {0,1})" uma amostra rotulada. O problema de classificagio bindria,
consiste em construir uma fungao Borel mensuravel, g : © — {0, 1}, chamada de classi-
ficador boreliano, utilizando a informagao da amostra dj, tal que y = g(z) representa a

predicao y € {0,1} do rétulo do elemento = € Q.

Na situacao do Exemplo 2.1.1, podemos construir um classificador calculando, por
exemplo, o peso médio dos pacientes na amostra dy, Py, que é a média aritmética da
variavel peso dos registros em dj,, e associar ao registro x € R? de um novo paciente o
rotulo 1 se a variavel peso em x é maior que Py, e 0 no caso contrario. Como as causas de
uma doenca podem ser miiltiplas, o classificador assim construido pode errar na hora de
predizer o rétulo de alguns pacientes, mais ainda se a doenga em estudo nao tem relagao
conhecida com o peso do paciente.

Assim, no problema de classificacdo, devemos preferir os classificadores que apre-
sentam menos erros na hora de predizer, tendo portanto uma melhor acurdcia. Entao, a
pergunta que fica é: como medir a capacidade para predizer de um classificador? Como
estamos trabalhando com incertezas, o enfoque probabilistico é o mais indicado.

Seja 2 um espago boreliano padrao. O ponto rotulado (x,y) € Q x {0,1} sera
modelado por uma varidvel aleatéria (X,Y) € Q x {0,1}, onde X € Q representa um
ponto do dominio e Y € {0,1} representa o rétulo marcando o ponto. Lembrando que
uma realizagio’ de uma varidvel aleatéria X € Q sobre o espaco de probabilidade (T, v)
é qualquer funcio mensurdvel f : I' — Q satisfazendo P[X € A] = (v o f~1)(A), onde
P[X € A] é a probabilidade de X pertencer a A; temos que um ponto x € ) representara
uma instancia da variavel aleatéria X, se x pertence a imagem de alguma realizacao de
X, isto é, se existem (I',v) e f com f realizacdo de X sobre (I',v), tal que =z = f(7),
para algum « € I'. Em palavras simples, uma instancia ¢ um dos valores possiveis que
a variavel aleatéria pode tomar. Similarmente, y € {0, 1} representara uma instancia da
variavel aleatéria Y e assim, o ponto (z,y) denotard uma instancia da variavel aleatéria
(X,Y). Também, denotaremos por i a medida de probabilidade boreliana em € x {0,1}

que é a lei de probabilidade conjunta da varidvel aleatéria (X,Y), isto é, 1 satisfaz

P[(X,Y) € B] = [(B), VB € Bqy (0,1}

L Uma varidvel aleatéria pode ter vérias realizacdes, onde todas elas diferem apenas em um conjunto de

medida nula.
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onde X 0,1} ¢ a o-édlgebra de Borel no espago Q2 x {0, 1} e abreviamos que 1 seja a lei
de probabilidade de (X,Y") por: (X,Y) ~ p.

Definigao 2.1.5 (Erro de classificagdo). Sejam iz uma medida de probabilidade boreliana
no espaco €2 x {0, 1} que ¢é a lei de probabilidade dos dados rotulados (X,Y") € Q2 x {0,1}
e g:Q — {0,1} um classificador boreliano. Definimos o erro de classificacio de g com

relacao a i, erro/j(g), como a probabilidade de g errar na predi¢ao dos rétulos

errog(g) : = Plg(X) # Y]
= P[(X,Y) € {(z,y) € 2 x{0,1} : g(x) # y}]
= n({(z,y) € Q@ x{0,1} : g(x) # y}).

O objetivo principal de um classificador é predizer o rétulo para um novo dado
x € Qeo erro de classificacdo da a probabilidade do classificador errar. Assim, no problema
de classificacao, vamos preferir os classificadores que tenham um erro de classificagdo o
mais baixo possivel.

Dado (X,Y) ~ 1, podemos esperar encontrar um classificador boreliano g : Q —
{0,1}, tal que erroﬁ(g) = 07. Em geral, como vamos ver, nao. Mas, como para qualquer
classificador boreliano ¢, definido em €2, temos 0 < erroﬁ(g) < 1 e como o conjunto de
classificadores borelianos em € é claramente nao vazio (contém pelo menos o classificador
go :  — {0, 1} definido por z — 0,Vz € Q), concluimos que o infimo do erro de classifi-
cacdo sobre todos os classificadores borelianos em (2, inf, erroy(g), existe. Chamaremos

m
este infimo de erro de Bayes.

Defini¢ao 2.1.6 (Erro de Bayes). Definimos o erro de Bayes com rela¢do a medida de
probabilidade boreliana 1 sobre © x {0,1}, que denotamos por £*(1); como o infimo dos
erros de classificacao sobre todos os classificadores borelianos possiveis sobre €2, ou seja,
() = inf erro(g),
= e iy R
onde B(2,{0,1}) é o conjunto de fungdes borelianas de 2 em {0, 1}. Em outras palavras,
o erro de Bayes, £*(j1), ¢ o menor erro que podemos esperar atingir ao tentar predizer os

rotulos dos elementos de €2 seguindo a distribuicao ji.

O infimo na defini¢ao acima, é na verdade um minimo, mas antes de constatar isso
veremos outra forma de descrever a distribui¢ao de probabilidade de (X, Y’) mediante o
par (u,n), onde p é a distribuigdo dos dados nao rotulados e n é chamada de fungdo de
regressao de [i. Para obter essa representagio, precisamos do teorema de Radon-Nikodym.

Comecamos lembrando as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.1.7. Sejam u : &/ — [0,+o0] e v : &/ — [0,400], medidas definidas na
mesma o-algebra /. Dizemos que v é absolutamente continua com relacao a pu, conceito

que denotaremos por v < p, se para todo F € & tal que u(E) = 0, temos v(E) = 0.
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Defini¢ao 2.1.8. (Nogao q.t.p) Dizemos que uma propriedade Z(z), que depende do
elemento = € Q, onde (€, 97, u) é um espago de medida, é verdadeira em quase toda
parte segundo a medida p, ou para pu quase todo x € €, se existe um conjunto mensuravel
N € o, tal que u(N) = 0 e Z(z) seja verdadeira para todo = € Q\ N. Neste caso,
escrevemos

P, u-q.t.p
ou

P(x), para p-q.t x € Q.

O teorema de Radon-Nikodym é um resultado que permite escrever certas medidas
como uma integral e uma das hipoteses do teorema considera duas medidas que satisfazem

a propriedade v < u. Por outro lado, se duas medidas v e u satisfazem
v(E) < u(E),

para todo E conjunto mensuravel, entao elas necessariamente satisfazem v < p. Utili-
zando a hipotese acima em lugar de v < p, a prova do teorema de Radon-Nikodym fica
consideravelmente mais simples e por isso aqui usaremos o caso especial do teorema. Uma
prova do caso especial do resultado, pode ser encontrada no apéndice H de [52] e detalhes

sobre o resultado original podem ser consultados em [9, 28, 31, 55].

Teorema 2.1.1 (Radon-Nikodym (caso especial)). Sejam u e v duas medidas finitas sobre

um espago boreliano padrao, (2, Bq), tais que
V(B) < u(B), VB € Zg,

Entao, existe uma fungdo boreliana f : Q0 — [0,1] tal que

- [ s@duta). vB € 2, 1)

A fungio f € chamada de derivada de Radon-Nikodym de v com relagdo a ji e escrevemos
dv
=g

A derivada de Radon-Nikodgm é inica p-q.t.p, isto é, se fi, fo : Q — [0,1] sdo duas
fungoes satisfazendo (1), entdo f1 = fa, p-q.t.p.

Agora, voltando sobre o assunto do par (i, n7), que foi apontado depois da Defini¢ao
2.1.6, primeiro observamos que a lei de probabilidade dos dados nao rotulados, u, é dada
pela imagem direta da lei i por mq, onde 7 é a projegao candnica de Q x {0, 1} sobre €,

isto é, mo(z,y) = z,V(z,y) € Q x {0,1}. Logo, para cada B € Hq, temos
w(B) = fi(me, (B))
i(B x {0,1})
(B x {0}) + (B x {1})
= po(B) + p1(B),
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onde g e p1 sao medidas finitas em €2, nao necessariamente de probabilidade, defi-
nidas para cada B € %Bq por ug(B) = (B x {0}) e u1(B) = (B x {1}). Como
u1(B) < u(B), VB € g, pelo teorema de Radon-Nikodym 2.1.1, existe uma deri-
vada (de Radon-Nikodym) de p1 com relagdo a p, isto é, existe uma fungao boreliana
n:Q — [0, 1], definida para cada x € €2, por

n(z) = ‘;—*;j<x>,

tal que para todo B € Aq, satisfaz

de onde inferimos que

o(B) = /B (1 - n(a)) dyu(x).

Na linguagem probabilistica, n(z) é a probabilidade condicional de ser rotulado 1 dado
que X = z:
n(z) = PlY = 1|X = z].

Por outro lado, dado D € %, 0,1} qualquer, podemos escrever
D = (Do x {0}) U (D1 x {1}),
onde D; = {z € Q: (x,i1) € D}, i =0, 1. Portanto

P[(X, Y) € D] = P[(X,Y) € Dy x {0}] +P[(X, Y) € Dy x {1}]
— i(Do % {0}) + fi(Dy x {1})
= 1o(Do) + p1(D1)
- / (1 — () du(z) + / n(z) du(z),
Dy

D,

recuperando assim a distribuigdo de (X,Y") a partir do par (i, n) e portanto, indistinta-
mente utilizaremos i ou (u,n) para denotar a distribui¢ao de (X,Y).
Agora, com a ajuda da fun¢do de regressao, veremos algumas propriedades do erro

de classificacao. Os resultados a seguir, podem ser consultados em [52].

Proposigao 2.1.1. Para i descrita pelo par (u,n), e g : Q@ — {0,1} um classificador

boreliano qualquer, temos

errogla) = llg = sy = | lo(e) = n(e)] dita).
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Demonstracao.

errog(g) = Plg(X) # Y]

= [ (PlalX) = 1.Y =0X =]+ PlglX) =0.Y = 1|X = a]) du(0)
_ /Q (L0021 @PY = 01X = a] + Ty )2y (0) PV = 1|X = 2]) du(a)

_ / PY = 0|X = 2] du(z) +/ PY = 1|X = 2] du(z)
{g(0)=1) {9(X)=0)

:/ (1—n(x))d,u($)-|—/ n(z) dp(z)
{g(X)=1} {9(X)=0}

_ / 19(z) — ()| () + / () = n(x)| dp(x)
{g(X)=1} {9(X)=0}

(X
_ / 9(z) — n(z)] du(z).
Q

Aqui utilizamos a notacao simplificada usual: {g(X) = y} = {z € Q : g(x) = y} para
y € {0,1} e Iy x)—y) ¢ a funcdo indicadora do conjunto {g(X) = y}. |

Corolario 2.1.1.1. Nas condig¢oes da Proposicio 2.1.1, seja Ny = {n(X) =1/2}. Entdo
1
ermog(o) = [ lo(e) = nta)l due) + uto o)
Q\771/2

Demonstracio. E suficiente notar que para qualquer classificador ¢, a funcdo c(x) =

|9(z) — n(x)| é constante no conjunto 7 /o:

!
0‘771/2 = ’g - 77H771/2 = 5

Gragas ao corolario acima, obtemos de forma imediata o seguinte resultado.
Corolério 2.1.1.2. Sejam g e ¢ dois classificadores borelianos em Q, satisfazendo
1
Vo€ Qi) # 5 = g(r) = ¢'(x).

Entao,

erroﬁ(g) = erroﬁ(g/).
Agora, definimos o conceito de classificador de Bayes.

Definicao 2.1.9 (Classificador de Bayes). Suponha que (X,Y’) ~ 11, onde i é uma medida
de probabilidade boreliana em 2 x {0, 1} descrita pelo par (i, n). O classificador gE sera

um classificador de Bayes para a lei ui, se satisfaz:

g5(x) =
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Quando estamos trabalhando apenas com uma lei de probabilidade de dados rotulados e

portanto o contexto é claro, denotaremos um classificador de Bayes simplesmente por g*.

Observacgao 2.1.2. Um classificador de Bayes, gz, depende da lei n de (X,Y), que é
desconhecida, assim gE também é desconhecido, porém, assumimos a existéncia da medida
1t para fazer possivel o estudo tedrico. Por outro lado, do Corolario 2.1.1.1, vemos que
para calcular o erro de classificagdo utilizamos apenas os pontos do conjunto € \ 7; /2
assim, para os “olhos” do erro de classificagao o comportamento de um classificador no
conjunto 7y /o é irrelevante. Em particular, um classificador de Bayes, g%, pode tomar
qualquer valor, 0 ou 1 nos pontos do conjunto 7, /2, 0 importante é que gE tome o valor 1
no conjunto {n(X) > 1/2} e tome o valor 0 em {n(X) < 1/2}, por isso, preferimos falar
de um classificador de Bayes em lugar de o classificador de Bayes; e aqui faremos dito
tratamento para esse importante conceito, por ser mais exato do que o tratamento feito

na maioria dos textos.

Agora podemos mostrar que infgerroz(g) = ming erroz(g), e que esse minimo ¢

atingido por qualquer classificador de Bayes para a lei ji.

Teorema 2.1.2 ( Teorema 2.1 de [21]). Sejam g um classificador boreliano definido em

Q e g* um classificador de Bayes para a lei dos dados rotulados i, entdo
Plg(X) #Y] > Plg"(X) # Y],

ou

errog(g) > erroz(g”),

isto €, errop(g*) = £*().

Demonstragio. Para x € Q e lembrando que n(z) = P[Y = 1| X = z|, dado um classifica-

dor boreliano g sobre €2, qualquer, podemos escrever:

Plg(X)=Y|X = z]
= Plg(X)=0,Y =0| X = 2]+ P[g(X) =1,Y = 1| X = 1]
= Iy(x)—0p (@) PIY = 01X = ] + Iyx0)y (@) PIY = 1] X = 2]
= Lgx)=0p ()1 = n(2)) + Ly x)=1y (#)n(2).

Da igualdade acima, observamos que se x € 11 /2, entao Plg(X)=Y|X =z] = %, e em

particular, para qualquer classificador de Bayes ¢*, temos Plg*(X) = Y| X = z] = %

Assim, Plg(X) # Y| X = a]— P[g*(X) # Y[ X = 2] = 0 nos pontos = € 1 /5. Procedendo

como antes, para ¢* podemos escrever:

Plg™(X) =YX = a] = L (x)=0y (@) (1 = n(@)) + L= (x)=1} (@)0(2).
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Logo, para todo = € '\ 71 /2, temos
Plg(X) #Y|X =] = Plg"(X) # Y| X =a]

= (@) (Tg o)y (8) = Tg(o—1y (@) + (1= 0(@)) (Lgex)=0 @) — Ligr)0) ()
2n(@) = 1) (Tgr(x)-1(@) ~ Lg(x)-1y ()

= 12n(z) = ULy x)24+(x)} () (2)
= [2n(z) = 1||g(x) — 9*(33)|
>0,

pois na pentltima igualdade, se ¢*(z) = g(x), entao

Lgr (x)=13 (%) = Tg(x)=1) (#) = Lg ) g(x)y (2) = 0
ese g*(z) # g(z) e n(x) > 1/2, temos
g (x)=1}(®) = Lig(x)=1y (#) = Lgx) 2y (0) = 1,
portanto o produto fica
2n(x) = Ul x)zg-(x )1 (@) = 2n(z) — 1
= (2n(z) - 1) (H{g*(X):1}<x> - ]I{g(X):u(iU)) :

Por ultimo, se g*(z) # g(z) e n(z) < 1/2, entdo Iy (x)—1}(z) — Liyx)=y (@) = -1,
Lt y(x)g7(x)1 () = 1 e portanto o produto fica

2n(2) = 1Ly x0) 20 0)y () = 1 = 2n(x)
= (2n(z) - 1) (H{g*(X):1}<x> - ]I{g(X):u(fC)) :
Finalmente

Plg(X) # Y]=Plg"(X) # Y]

= [ (Plo(X) # Y1X = a] = Ply"(X) # Y| X =) di(a)

— [ o)~ 1) - 6" @) du(o)

Q\771/2
> Oa

e assim P[g*(X) #Y] < [g(X ) # Y] para qualquer classificador boreliano g e portanto
errop(g%) = Plg™(X) # Y] = *(1). u
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2.2 REGRAS DE APRENDIZAGEM E CONSISTENCIA

No problema de aprendizagem, dispomos de amostras rotuladas para construir
a fungdo boreliana que tentard predizer as respostas das novas observacoes. Segundo o
Teorema 2.1.2, o melhor que podemos esperar de um classificador boreliano é que ele
atinja o erro de Bayes. No problema de classificagao binaria da Defini¢ao 2.1.4, buscamos
uma func¢ao boreliana da forma gy, (dy) : 2 — {0,1} que tente predizer os rétulos de
novas observagoes, por isso, agora vamos considerar familias de classificadores indexadas
pelo tamanho da amostra rotulada que aceitem como argumento, chamadas regras de

aprendizagem.

Definicao 2.2.1 (Regra de aprendizagem). Uma regra de aprendizagem sobre (2, espago

boreliano padrdo, ¢ uma familia £ = (gy);—, de funcoes
gn (2 x{0,1H)" = B(2,{0,1}),n e N
com B(Q, {0,1}) o espaco de classificadores borelianos sobre (2, tais que as aplicagoes:
(@ x {0,1})" x Q> (dn, z) = gn(dn)(2) € {0,1}
sejam borelianas no espaco produto.

Em outras palavras, uma regra de aprendizagem, para n € IN, toma uma amostra
rotulada d,, e devolve um classificador g, (dy). Esse classificador, para x € €2, retorna o
rétulo gn(dyp)(z) € {0,1}.

Para analisar a acuracia de uma regra de aprendizagem, mesmo sendo ela uma
familia de funcoes deterministicas, como as amostras rotuladas sao instancias de varidveis
aleatorias, vamos precisar de um enfoque probabilistico para modelar as amostras rotuladas.
No problema de classificagdo, vamos supor que os elementos (z;,y;), @ € [n] da amostra

dp,, satisfazem:

(i) Cada (z;,y;), i € [n] é uma instancia de uma variavel aleatéria (X;,Y;) ~ p.
(ii) As amostras rotuladas (x;,y;), ¢ € [n] sdo obtidas de forma independente.

Resumimos (i) e (ii) em (X;, Y;) il ft, onde 7.7.d 1é-se: “...sdo independentes e identicamente

distribuidas com medida...”. Escrevemos tudo isto formalmente na seguinte definicao.

Definigao 2.2.2 (Varidveis aleatoérias i.i.d). Seja Z um conjunto de indices. Dizemos que
a familia de varidveis aleatérias, {W;};c7, tomando valores no espago de probabilidade
boreliano (£, g, v), ¢ independente e identicamente distribuida com medida v, conceito

que denotamos por W; " v, se para todo 1 € Z, W; ~ v e para cada subconjunto finito
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de indices J C Z, J = {i1,i2,...,im}, temos

m m
w e []B; H [W;, € Bj]
=1

I
E

\i/
—1s
o

onde W = (W; ,Wi,,....,W; )€ H;n:1 E =: E™, os conjuntos Bj € g, Vj € [m], sdo

m

arbitrarios e v 1= ®"" =1V é a medida produto no espaco E™.

Observacao 2.2.1. Con81dere o conjunto Z = [n] com n € N e as varidveis aleatérias
{W;}iez C E tais que W i v, onde (E, Bp,v) é um espago de probabilidade boreliano.
Se uyy € a lei de probabilidade da variavel aleatéria W = (Wy, W, ..., W) € E™, entao
para todo B € $Bpn temos uy (B) = P[W € B], mas como E™ é produto de espagos de
probabilidade, temos que existe uma unica medida de probabilidade sobre E'™, a medida
produto ®'_ v =: V"', que satisfaz " ( 1 B;y) =11 v(B;) para conjuntos B; € Bp
arbitrarios, logo puy = V" e assim, para todo B € Bpn temos puy(B) = v"(B) e
escrevemos W ~ v, Similarmente, se Z = IN, no espago £ :=[[72; E temos a medida
produto ®°,v =: v>°, que é a tnica medida de probabilidade em E> que satisfaz

(11724 By) = 132, v(B;) para conjuntos B; € %E arbitrérios e a lei uyy da varidvel
aleatoria W = (W1, Wo,...) € E* onde W; i1 v, é pyy = v>° e assim, para todo
B € B~ temos uy (B) = v>°(B) e escrevemos W ~ v°°. Para maiores detalhes, ver [9,
Sec. 18] e [52, Sec. E.1.6].

Agora que temos o conceito de independéncia de varidveis aleatérias, podemos

modelar uma amostra d,, usando a amostra aleatoria

Dy = ((X1,Y1), (X2, Y2),- -+, (Xn, Yn)) € (2 x {0,1})"

com (XZ,Y) e [, logo, para [[i"q B; € PBx{0,1})» com conjuntos B; € B, (g1



Capitulo 2. Preliminares 32

arbitrarios, temos

Il
E:

DneHB

P[(X;,Y;) € B|]

s
Il
—_

Il
=

i(B;)
1

@) (11)
- (11

e assim pelo mesmo argumento utilizado na Observagao 2.2.1, Dy, ~ .

~.
Il

I
/N

Para medir o erro de uma regra de aprendizagem em (), primeiro observamos
que para cada amostra rotulada d,, € (2 x {0,1})", o classificador gy (dy) tem erro de

classificacao

errop;(gn(dn)) = Plgn(Dn)(X) #Y | Dp = dn] = hn(dn),
onde hy, : (2 x {0,1})" — [0, 1], é uma fungao mensurével tal que
Plgn(Dn)(X) # Y [ Dp] = hp 0 D,
A fungao L(gy) := hp, definida a seguir, é chamada de erro de generalizagao de L.

Definigao 2.2.3 (Erro de generalizacao). Para uma regra de aprendizagem £ = (gn) 4
e para cada n € N, defina o erro de generalizagdo de g,, como a funcdo mensuravel
L(gn) : (Q x {0,1})"™ — [0, 1], definida para cada amostra aleatéria Dy, € (Q x {0,1})",
pela variavel aleatoria
L(gn)(Dn) = Plgn(Dn)(X) #Y | D]
= llgn(Dn) = nll g1

= / lgn(Dn)(x) — n(z)|du(x) + %u(m/z),
Q /2

onde 7y /9 = {n(X) = 1/2} é como no Coroldrio 2.1.1.1. Também, definimos o erro

esperado ao nivel n para L, pelo numero real
Plgn(Dn)(X) # Y] = E[L(gn)(Dn)]
-/ Lgn) () dj" (d).
(Q2x{0,1})"
A acuracia de uma regra de aprendizagem é medida pela convergéncia do erro de
generalizacao para o erro de Bayes. Assim, em uma regra de aprendizagem “boa”, o que

esperamos é que a medida que o valor de n cresce, o erro esperado IE[L(gy,)(Dp)] tenda

para o erro de Bayes.
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Observagao 2.2.2. Como para todo n € IN as variaveis aleatérias L(gn)(Dy) tomam
valores no intervalo [0, 1], temos que convergéncia em média para o erro de Bayes de L(gp,)
é equivalente com convergéncia em probabilidade de L(gn) para o erro de Bayes (* = (*(p),

isto é, quando n — oo
P
E[L(gn)(Dn)] — * < L(gn)(Dn) — *.

Demonstragio. (=) Imediata, pois em um espago de medida, convergéncia em média (no
nosso caso em L1 (")) implica convergéncia em probabilidade.
(<) Para € > 0 qualquer, defina Ac = {dp, € (2 x {0,1})" : L(gn)(dp) — €* > €}.

Entao
E[L(gn)(Dn)] — .

- / (L{gn) (dn) — £%) dji" (d)
(Qx{0,1})"

— [ @) = )i+ [ (L)) ~ )R ()
A

€ €

< [ -eydan s [ edia

= (1=07) - 1"(Ae) +e- 7"(2\ Ae)
<(1- [*) - P[L(gn)(Dn) — > el +e,

logo, se L(gn)(Dn) R 0*, entdao P[L(gn)(Dp)—£* > €] — 0, quando n — oo e como € > 0
é arbitrario, obtemos E[L(gn)(Dy)] — €*, quando n — oc. |

Quando temos convergéncia do erro de generalizagao para o erro de Bayes, dizemos

que a regra é consistente. Mais precisamente.

Definigao 2.2.4 (Regra de aprendizagem consistente). Sejam (2 espago boreliano padrao
e p uma medida de probabilidade boreliana sobre €2 x {0,1}. Dizemos que a regra de
aprendizagem £ = (gn)p—; ¢ (fracamente) consistente com a medida /1, se o erro de

generalizacao converge ao erro de Bayes ¢* = ¢*(j1), em probabilidade, isto é, se

n—oo

Ve >0, P[L(gn)(Dy) > * +¢] == 0

ou na linguagem da teoria da medida

n—oo

Ve > 0, 7i"({dn € (2 x {0,11)" : L(gn)(dn) > * + €}) "= 0.

Denotamos este tipo de convergéncia por L(gp)(Dn) .
Ao longo do texto vamos utilizar apenas a no¢ao de consisténcia fraca e portanto,

no que segue chamaremos a consisténcia fraca simplesmente de consisténcia.
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Também dizemos que a regra de aprendizagem £ = (g,,). 1, é fortemente consis-
tente com a medida fi, se a convergéncia para o erro de Bayes (* = (*(p), é quase certa,
isto é

. o E3 .
P [ o =] -

ou na linguagem da teoria da medida
P ({doo € (2 {0.1)°° ¢ lim_L{gn)(dn) = ) = 1.

onde doo = ((z1,91), (z2,92),---) € (2x{0,1})* e denotamos esse tipo de convergéncia
por L(ga)(Dn) = £*.

A nogao de consisténcia (fraca), diz que se n crescer o suficiente, o erro esperado
sobre todas as amostras rotuladas de tamanho n fica tdo préximo do erro de Bayes quanto
a gente quiser. Por outro lado, para a consisténcia forte, o erro de generalizagdo converge
para o erro de Bayes para [1°°-quase todos os caminhos amostrais dso € (2 x {0,1})%° ou

equivalentemente, em 1% - q.t.p.

Observagao 2.2.3 (Consisténcia Forte = Consisténcia Fraca). Para cada n € IN, consi-
dere a funcao 7" : (2 x {0,1})%° — (€ x {0,1})" definida por

7Tn(doo) = 71-”(((1'17%-)7 (x2>y2)7 SO (mna yn)a <. )) = ((xlv yl): (302, y2)7 SRR (l‘n, yn)) = dp.

A fungao 7" é Borel mensurével gragas a Proposicao A.1.3, pois 7' (deo) = 7;(do), onde
as fungoes borelianas (continuas) m; : (2 x {0,1})*° — Q x {0, 1}, para i € N, sdo as
projecoes canonicas. De maneira similar de como foi feito na Observacao 2.2.1, é facil

verificar que

e assim, por exemplo, para a € R qualquer, temos

P[L(gn)(7"(Deo)) > a] = 1> ({doo € (2 x{0,1})> : L(gn) (" (doo)) > a})
= 12((7") " ({dn € (2 {0,11)" : L(gn)(dn) > a}))
= ("({dn € (2 x{0,1})" : L(gn)(dn) > a})
= P[L(gn)(Dn) > al.

Suponha que a regra £ = (gn)o>; ¢ fortemente consistente com a medida dos

dados rotulados fi e considere ¢* = £*(j1) o erro de Bayes para i e o conjunto
Al ={dso € (2 x {0,1})>: nlgréo L(gn) (7" (dso)) = £*}

que tem medida ®°(A;1) = 1. Entéo, a regra L e fracamente consistente com fi, pois para

€ > 0 arbitrdrio, utilizando a desigualdade de Markov e tomando limite quando n — oo
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junto com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

lim P[L(gn)(Dp) > *+ ¢ = lim P[L(gn)(7"(Doo)) — £ > €]

<1 lim EL()(" (Do) — €]

N 1/ lim (L(gn) (7" (doo)) = £7) dji™ (doo)
€ Aln o

=0.

Na defini¢ao acima, temos a nocao de consisténcia com relagdo a uma medida de
probabilidade boreliana em particular, no nosso caso a medida ji, portanto perfeitamente
podemos ter que uma regra de aprendizagem seja consistente com uma medida e nao
consistente com uma outra medida de probabilidade boreliana sobre o mesmo dominio.
Como a lei g dos dados é desconhecida, vamos preferir aquelas regras de aprendizagem
que sejam consistentes para toda medida de probabilidade boreliana sobre o dominio em

estudo. Isto leva ao conceito de consisténcia universal.

Definigao 2.2.5 (Regra de aprendizagem universalmente consistente). Seja {2 um espago
boreliano padrao. Dizemos que a regra de aprendizagem em Q, £ = (g5, é univer-
salmente (fracamente) consistente, se L ¢ (fracamente) consistente com toda medida de
probabilidade boreliana sobre © x {0,1}. Similarmente, a regra de aprendizagem L é
universalmente fortemente consistente, se L é fortemente consistente com toda medida de
probabilidade boreliana sobre € x {0, 1}.

Um exemplo de regra de aprendizagem universalmente consistente, ¢ a regra dos
k vizinhos mais proximos ou k-NN. Veremos a definicdo e alguns detalhes desta regra
no Capitulo 6. No artigo [59] do ano 1977, Charles Stone mostra que a regra k-nn é
universalmente (fracamente) consistente no espago euclidiano, e no recente artigo [11],
mostram que a regra k-NN é universalmente fortemente consistente em espagos métricos
ultramétricos; classe de espagos métricos a qual pertence o corpo dos niimeros p-adicos que
estudaremos no Capitulo 3. No Capitulo 5, mostramos outro exemplo de uma regra de
aprendizagem universalmente consistente, uma regra que ¢ um “parente” préximo do k-NN,
a regra “Thk-nN". Desde o ponto de vista tedrico vamos preferir regras de aprendizagem
universalmente consistentes, mas na aplicagoes praticas, algumas regras cuja consisténcia
ainda nao foi estabelecida sao usadas porque conseguem uma alta acuracia. Um exemplo é
a Floresta Aleatéria (Random Forest), regra amplamente usada nas aplicagbes, mas cuja
consisténcia na versao original [14] é um problema em aberto. Detalhes sobre resultados
tedricos e praticos da Floresta Aleatéria, em [7] e [3].

A intuicao nos diz que quanto mais dados usamos para construir o classificador
melhor serd o desempenho dele, mas o erro esperado ao nivel n nao é necessariamente maior
que o erro no nivel n+1. Uma regra de aprendizagem cujo erro esperado ao nivel n é maior

ou igual que o erro esperado no nivel n+1, é chamada de regra de aprendizagem inteligente
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(Smart) ver [24, Sec. 6.8]. Surpreendentemente, as regras consistentes mais comuns, como
o k-NN, nao sao regras inteligentes, esse fato inspirou no ano 1996 a seguinte conjectura
(ver [24, Ex 6.16, p. 109]): “nenhuma regra de aprendizagem universalmente consistente
¢ inteligente”. Mais tarde, no ano 2022, um dos orientadores provou que esta conjectura
¢ falsa, construindo uma regra de aprendizagem universalmente consistente e inteligente.

Detalhes podem ser encontrados em [50].

2.2.1 Regras de aprendizagem do tipo Plug-In

Como visto anteriormente, uma regra de aprendizagem em Q, £ = (g)5—; ¢ uma
familia de fungoes gn : (2 x {0,1})" — B(Q,{0,1}) onde para cada dj, gn(dy) é um

classificador boreliano em €2, tal que as aplicagoes
(Qx{0,1})" x Q3 (dp, ) — gn(dp)(x) € {0,1}

sejam borelianas no espaco produto. Uma forma simples de gerar classificadores é cons-
truindo uma funcéo 7 que aproxime a funcao de regressao 7, para logo usar a forma do

classificador de Bayes na Defini¢ao 2.1.9.

Defini¢ao 2.2.6 (Classificador do tipo plug-in). Seja  um espago boreliano padrao e
7 : Q2 — [0, 1], uma funcdo Borel mensuréavel, que é vista como uma aprozimagao da fungao

de regressao, 1. Defina o classificador g :  — {0, 1} mediante

1, i) >3

0, caso contrario.

g(z) =

Um classificador g construido assim, é chamado de classificador do tipo plug-in.

Agora, se para cada d, geramos o classificador do tipo plug-in g,(dy), entao a

regra resultante também leva o mesmo nome.

Definigao 2.2.7 (Regra de aprendizagem do tipo plug-in). Considere a familia de fungoes
Borel mensuraveis F = {n, },,cN, tais que 7, : (2 x {0,1})" x Q — [0,1]. Paran € N e
para cada d,, € (Q x {0,1})", defina o classificador do tipo plug-in, g, (dy) : Q — {0,1}

para x € 2, por

1

L nn(dn, ) > 2

gn(dn)(x) = o
0, caso contrario.
Uma regra de aprendizagem £ = (gy),— construida desta maneira, é chamada de

regra de aprendizagem do tipo plug-in.

Para os classificadores do tipo plug-in, temos o seguinte resultado, que como veremos
depois do teorema, fornece uma condicao suficiente para garantir a consisténcia fraca de

uma regra de aprendizagem do tipo plug-in.
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Teorema 2.2.1 (Teorema 2.2 de [21]). O erro de classifica¢ao do classificador do tipo

plug-in, g da Definicio 2.2.6, satisfaz

PlaC0) 2 Y] =€ =2 [ ) = /20Ty () (0) di(o)

Q\771/2

Plg(X) #Y] =" < 2/ n(z) = i(x)[dp(z) = 2E[|n(X) — 7(X) Lo\, ,(X)];

Q\771/2

onde g* e (*, sao o classificador e o erro de Bayes respeito da lei dos dados rotulados ji,

respectivamente, e como antes, 1 /5 = {n(X) = 1/2}.

Demonstragio. Usando a equacio (2) da prova do Teorema 2.1.2, para cada = € Q \ 7y /25

temos

Plg(X) #Y|X =z] - Plg"(X) # Y| X = 2] = [2n(z) — 1Ly x)24*(x)} (2)-

Integrando em €2\ 7y /9, obtemos
Plg(X) #Y] = Plg"(X) #Y] = 2/9\ n(x) = 1/20Tegx)20+(x)3 (%) dial)-
Mmy2

), temos [n(z) —1/2| < |n(z) —7(x)],
1,

entao

Para provar a desigualdade, note que se g( ) # g (x
) <

e como para todo z € Q\ /2 H{g(X) (

() — 1/2[Lgg(x)2g+(x )1 (@) < In(2) —ii(z)], Y2 € Q\ 1y 9,
logo, integrando em 2\ 7y /20 resultado segue. |
Do Teorema 2.2.1, temos o seguinte simples corolario.

Corolario 2.2.1.1. Seja £ = (gpn)peq uma regra de aprendizagem em 2 do tipo plug-in

como na Definicao 2.2.7. Entao, para uma amostra aleatoria Dy, € (Q x {0,1})™, temos

Plgn(Dn)(X) # Y| Dn] = £7(1) < 2E[|nn(Dn, X) = n(X) Loy, , (X) [Dnl.

Finalmente, uma consequéncia imediata do corolario acima, que fornece uma con-
dicao suficiente para a consisténcia de uma regra de aprendizagem do tipo plug-in, é o

seguinte resultado.

Corolario 2.2.1.2. Nas condicoes do coroldario anterior, se

n—oo

entdao a regra L é consistente com a medida dos dados rotulados fi.
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2.3 COMPOSICAO DE UMA REGRA DE APRENDIZAGEM COM UMA APLICACAO

Nesta se¢do, vamos definir uma forma de compor uma regra de aprendizagem
com uma aplicagdo, para poder transportar o problema de classificagdo/regressao para
um outro dominio onde a classifica¢iao/regressao seja mais eficiente em algum sentido de
interesse. Também veremos que se a aplicacao que utilizamos para a composicao é injetora
e Borel mensurdvel, entdo conservamos a consisténcia universal da regra de aprendizagem,

caso houver.

Observacgao 2.3.1. Considere agora, {2 e I' espagos borelianos padrao, ) o espaco de
rotulos e seja f :  — I uma funcao injetiva e boreliana. Podemos estender f de forma
candnica a uma funcao injetiva e boreliana entre os espacos {2 x ) e I' X ), mediante
F:QxY—T xY, que é definida por F(z,y) := (f(x),y).

Agora, se

dp = (($1,yl)a (x2>y2)a ) (mnayn)) € (Q X y)n’

defina a funcao Fj, para cada dy

Fo(dp) : = (F(z1,91), F(22,92), - ., F(Tn, yn))
= ((f(x1),91), (f(x2),92), -+, (f(wn),yn)) € (T' x P)™.

Definigao 2.3.1 (Composicao da regra £ com a injecao boreliana f). Sejam € e I" espagos
borelianos padrao, £ = (gp )1 uma regra de aprendizagem em I' e f : Q@ — I' uma funcao
f

o0
injetiva e boreliana. Definimos em (2, a regra de aprendizagem ol = (gn> X obtida da
n=

composicao da regra £ com a funcao f, mediante

G (dn) () = gn(Fu(dn))(f(x)),

onde x € Q, dy, = ((x1,y1), (x2,92), - - -, (Tn,yn)) € (@ x {0,1})" e F, é como na Obser-
vacgao 2.3.1.

Nosso objetivo agora é mostrar que se a regra £ na defini¢ao acima é universalmente
consistente em I, entao a regra £ serd uma regra universalmente consistente em (2, mas
primeiro veremos alguns resultados auxiliares necessérios.

Na seguinte proposicao, veremos que uma funcao boreliana entre dois espagos

borelianos padrao preserva a propriedade “i.i.d".

Proposicao 2.3.1. Sejam {W;};ew uma sequéncia de varidveis aleatorias com valores
no espago de probabilidade boreliano (E, By, 1), tais que W; i1 wekF :FE— G, uma
fungdo boreliana, com G espago boreliano padrao, entao,

F(W;) ",

onde v := Fyy, isto €, v € a imagem direta de j mediante F', ou seja, € a medida boreliana
em G tal que v(B) = u(F~1(B)) para todo B € Ag.
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Demonstragao. Primeiro, vemos que para todo ¢ € N e todo B € % temos
PIF(W;) € Bl = PIW; € F~1(B)] = w(F~'(B)) = v(B),

logo para todo i € IN, F(W;) ~ v. Agora, se B; € B para i € N, sdo arbitrarios e
W = (Wy,Ws,...) € E*, temos

00 00
=1 i=1
W,iid T .
=" I rwie s
=1
oo
=[] PIFW) € Bj]
1=1
de onde vemos que a sequéncia {F(W;)};c satisfaz, F(W;) id.d » -

Agora, vamos a enunciar sem prova, um resultado classico da teoria da medida

conhecido como teorema de mudanca de variavel.

Teorema 2.3.1 (Mudanga de variavel (Teorema 16.12 de [9])). Sejam (2, o/, 1) espago
de medida, (', o) espago mensurdvel, f : Q — T' fungao (g, <1 )-mensurdvel e considere
em T a medida v=pof~1. Seqg:T — R ¢ v-integrivel, entio para todo B € o

[ @ D@ duta) = [ gtw)dviw)
f=H(B) B

A seguir, apresentamos também sem prova, um resultado que é um corolario do
Teorema de Luzin-Souslin [37, Teo. 15.1] o qual garante que a imagem direta de um
subconjunto boreliano de um espago boreliano padrao mediante uma funcao injetora e

boreliana, ¢ também um conjunto boreliano.

Teorema 2.3.2 (Corolario 15.2 de [37]). Sejam Q e I' espacos borelianos padrao, B
subconjunto boreliano de 2 e f : Q — T' fungdo boreliana. Se f|pg € injetora, entao f(B)

¢ boreliano em I' e f induz um isomorfismo boreliano de B sobre f(B).

A seguir, vamos determinar a relagdo entre a funcao de regressao da medida ji e a

funcao de regressio da medida 7 = fio F~1.

Proposicao 2.3.2. Sejam €2 e I' espacos borelianos padrao, n a funcao de regressio da
medida Ji sobre Qx{0,1} e a fungio de regressio da medida U = fio F~1 sobre T x {0,1},
com F:Qx{0,1} - T x{0,1}, F(x,y) :== (f(x),y) e f: Q — T injecio boreliana.
Entao,

n=tof, p-qtp.
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Demonstracao. Para B € A arbitrario, temos

11(B) = (B x {1}) = /B n(z) du(z)

e analogamente, para E € %r qualquer, temos

n(E) = HE x {1}) = [ ofw)dv(w
logo
n(E) = FFN(E x (1))
F({(,y) € @ x 0,1} Fla,y) € B x {1}})
- u({(ft y>eQ><{o 1}: (f(z).y) € B x {1}})
i ) x {1})

=

= m (f 1(E)>
e assim, para todo F € Ar
n(E) = [ dw)dviw) = EN) = [ o) duta).
E FU(E)
Agora, para todo B € HBq, pelo Teorema 2.3.2, f(B) é um subconjunto boreliano de I" e

/B n()du(e) = m(B)
= 1 (f(B))

= / t(w) dv(w)
f(B)

- / (co f)(x) dp(a),
B

onde (m.v) significa que foi aplicada uma mudanga de varidvel. Assim, vemos que para

todo B € %,
m(B) = [ (o D) duta).
ou seja, to f é uma derivada de Radon-Nikodym de p1 com relagao a p, mas essa derivada
¢ Unica 4 -q.t.p, logo
n=ucvof, p-q.t.p.

Um simples e importante corolario da proposicao anterior, é o seguinte.
Corolario 2.3.2.1. Nas condigoes da Proposicio 2.5.2, temos

* *
gp=9y°f n-qtp

t(v) = (i),

onde gz € gg, sao classificadores de Bayes para [i e U, respectivamente.
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Demonstragdo. Da proposicao anterior, seja Ay C €2, com p(Ay) =1 tal que n = co f em
Ap. Entao,

oy = 1, n(zx)> %
95(x) {0’ ao) < )
)L @) > 5
0, «(f(x)) <y
= g5(f(x)), Yz € Ay

Por outro lado, do fato anterior

V) = Plg(W)#Y]
= U({(w,y) € T x{0,1} : g5(w) # y})
= AP ({(w,y) €T x{0,1} : gh(w) # y}))
= u({(z,y) € 2 x{0,1}: F(z,y) € {(w,y) € I' x {0,1} : g5(w) # y}})
= n({(z,y) € 2 x{0,1}: (f(2),y) € {(w,y) € I' x {0,1} : g5 (w) # y}})
= n({(z,y) € 2 x{0,1} : g5(f(2)) # y})
= ({(z,y) € Ay x {0,1} : g5(f(2)) # y})
= a({(z,y) € Ay x{0,1} : g7 (x) # y})
= a({(z,y) € 2 x{0,1}: g7 (x) # y})
= Plgz(X) #Y]
= ().

Agora, para o erro de generalizacao da regra de aprendizagem composta com uma

funcao injetora e boreliana, temos o seguinte simples resultado.

Proposicio 2.3.3. Seja £f = (g;é)n 1, a composigio da regra L = (gn)peq com a fungdo

f:Q =T, injecio boreliana. Para d,, € (Q x {0,1})" qualquer, temos

errog(gh (dn)) = errop(gn(Fa(dn))):
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Demonstracao. Seja dy € (2 x {0,1})" fixa, entao

errog(gh (dn)) = Plgh(dn)(X) # Y]

—  Plgn(Ful(dn)(f(X)) £ Y]
PI(f(X),Y) € {(w,y) € T x {0,1} : gn(Fn(dn))(w) # y}]
= 5({(w,y) € T x {0,1} : gn(Fn(dn))(w) # y})
= Plgn(Fn(dn))(W) #Y]
= erroy(gn(Fn(dy))).

7—1

Finalmente estamos em condi¢oes de mostrar um resultado de consisténcia para
a regra de aprendizagem composta com uma injecao boreliana, que permite criar novas
regras de aprendizagem universalmente consistentes a partir de uma regra universalmente
consistente em um espago diferente. Mais detalhes sobre o seguinte resultado em [53] e

[52]. A prova a seguir, conta com mais detalhes dos contidos na prova do Teorema 6.3.8
de [52].

Teorema 2.3.3 (Teorema 6.3.8 de [52]). Sejam Q e I' espagos borelianos padrio, f :
Q — T uma injegio boreliana e L = (gn)yq wma regra de aprendizagem universalmente
consistente (respectivamente universalmente fortemente consistente) em I'. Entdo, a regra
de aprendizagem obtida pela composicio da regra L e a fungdo f, £l = <g7{>oo , €
universalmente consistente (respectivamente universalmente fortemente consisten?ez)lem

Q.

Demonstragao. Suponha que a regra de aprendizagem sobre I', £ = (gp )2 ; ¢ universal-

mente consistente, e sejam € > 0 e n € IN arbitrarios. Entao

P[L(gh)(Dy) > ¢*(fi)+€]
= " ({dn € (2 x {0,1})" : exroz(gh(dn)) > £°() + €})
= " ({dn € (2 x {0,1})" : err05(gn (Fn(dn))) > £*(7) + €})
ﬁ”(F—1<{en € (U x {0,11)" : errop(gn(en)) > €*(7) + €}))
FH"({en € (D x {0,11)" : errog(gn(en)) > €5 (D) + €})

(o
7"({en € (D x {0,1})" : errog(gn(en)) > £*(¥) + €})
P[L(gn)(En) > £*(%) +¢] =370

IO

obtendo o resultado no caso da consisténcia.
Agora, suponha que a regra de aprendizagem no dominio I', £ = (gp);— ¢ univer-

salmente fortemente consistente, entao com doo = ((21,¥1), (22,y2),...) € (2 x {0,1})>
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e eco = ((w1,y1), (w2, y2),..) € (I' x {0,1})°°, temos

P | lim L(gh)(Dy) = (70|

=7 ({doe € (@ % (0,11 + Tim_ervop(gh(dn)) = (1) })
= ({doo € (2 x {0,11)> : lim_errop(ga(Fu(dn))) = ¢*(7) })
= % (F! ({eso € (0 {0.13) ¢ lim errop(gn(en) = () }))
2 (o P> ({eso € (T x {0,1)% : lim_errop(gn(en)) = ()} )
=7 ({eoe € (0 {0.1): lim_evrop(gn(en)) = () })
= P lim_ L(ga)(En) = ¢'(7)
=1.
[ |

No Capitulo 4, descrevemos uma regra de aprendizagem supervisionada no espago
métrico p-adico d-dimensional (Zg, |-]l») e no Capitulo 5 provamos a consisténcia universal
de essa regra para certa classe de espagos métricos. Pelo Teorema 2.3.3, encontrando
uma injecao boreliana ¢, : Ry — Qp, podemos compor esta funcao com a regra de

aprendizagem p-adica para obter uma regra universalmente consistente em R .

Observagao 2.3.2 ((x)). Aqui vamos provar o fato usado nos passos marcados com ()
na prova do Teorema 2.3.3. Primeiro vamos provar que v"* = " o F} L para todo n € IN.
Pelo Teorema de Carathéodory (ver [52, Teo. E.1.15]), é suficiente provar a igualdade
para conjuntos cilindricos (conjuntos que sao produtos [[i" B;, com B; € B 0,1}
para i = 1,...,n), pois essa familia é uma dlgebra que gera a o-algebra de Borel no
espago produto (I" x {0,1})™ e portanto em esse espago existe uma tnica medida de
probabilidade boreliana, a medida produto 7", tal que o™ ([[i; B;) = [[i=; ¥(B;) para
conjuntos borelianos B; € Zp 0,1} quaisquer. Assim, considere os conjuntos cilindricos
[[i=1 Bi com B; € By g1y, i € [n], arbitrdrios.

Entéao, para dy, = ((z1,y1), (2,92), .., (n,yn)) € (2 x {0,1})", temos

" (Fn‘l (H B)) =" ({dn € (2 x {0,1})" : F(x;,y;) € By,i € [n]})
=1
=" (H F—1<Bi>>
1=1

(X1,1), (X2, Ya),...(Xn, Ya)) € [[ F~1(By)
i1

=P

= ﬁp[(XiaYi) e F (B,
i=1
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pOIS (XZ7Y) N ILL7 lOgO

Finalmente, o resultado também vale colocando n = oo, com Fio((21,41), (22,y2),...) =
(F(z1,y1), F(x2,92), ...) € (I'x{0,1})° e os conjuntos cilindricos sendo da forma [[7°; B
com B; € Bry, (0,1} Vi € IN, onde, salvo para um ntmero finito de indices 7 € IN, temos

Bi =1 x {0,1}.

2.4 CLASSIFICACAO MULTICLASSE

Nessa secao, vamos ver como aplicar os conceitos vistos para classificacdo binaria
no caso de classificacio multiclasse e também que o Teorema 2.3.3 vale neste tltimo caso.

Na classificacao multiclasse teremos mais de dois rotulos para os elementos de €2,
ou seja, o conjunto de rétulos serd da forma ) = {¢;}'" |, onde o inteiro m > 2 é o nlimero
de classes.

No espago boreliano produto €2 x ), se 1 é a lei dos dados rotulados e se procedemos
como no caso binario, a lei dos dados nao rotulados p estarda dada, para cada B € Aq,

por

1
u(B) = p(rg (B))
onde m : 2 x Y — ) é a projecao candnica, mas

filrg'(B)) = H(BxY)

= ﬁ(UBX{fz’}>
=1
= Z BX{SZ

e fazendo y1;(B) = (B x {§;}), para todo ¢ € [m], e B C € subconjunto boreliano de €,

m
=> ui(B
i—1

temos
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As medidas p;, satisfazem p;(B) < u(B), para todo B subconjunto boreliano de

Q, logo pelo Teorema 2.1.1, existem as derivadas de Radon-Nikodym n; = Cgﬁ :Q —[0,1].
Um classificador multiclasse boreliano, é qualquer funcao boreliana g : 2 — )., que tem

erro de classificacdo dado por

erro(g) = Plg(X) #Y]
= a({(z,y) € Qx Y :g(x) #y})

O erro de Bayes, ¢ definido de forma analoga ao caso binaro

(*(n) = inf errox(g),

(1) el ) i(9)
onde B(Q2,)) é o conjunto de todos os classificadores borelianos de 2 em ). No caso
bindrio, chamando n1(x) = n(z) = P[Y = 1|X =z| eng(x) = 1—n(x) = P[Y = 0|X = 1],

para todo x € €2, um classificador de Bayes pode se escrever da seguinte maneira

g (x) = argmax;(z),
1€{0,1}
ou seja, um classificador de Bayes devolve o rotulo que tem maior probabilidade condicional
de ser o correto, dado que X = x.

Do mesmo modo, no caso multiclasse um classificador de Bayes é da forma

g5 (x) = argmax n; (x)
&GEY
com n;(x) = PlY = &;|X = z| para x € Q.

Para verificar o resultado do Teorema 2.3.3 no caso multiclasse, considere os espagos
borelianos padrao €2 e I',  x Y equipado com a medida de probabilidade g, f: Q) — T
injecao boreliana, F': Q@ x Y — ' x Y tal que (z,y) — (f(x),y) e a medida em I" x ),
V=rjioF L

De forma analoga a como foi feito com i, para v, obtemos a lei dos dados nao

1, com 7y : I' x ) — T proje¢ao candnica, as medidas v;,i € [m)]

e as fungoes de regressao (; = fz”i Como v; = p; o f~1, pelo Teorema 2.3.2 e fazendo

mudanga de varidveis, temos 7; = ¢; o f, ;- q.t.p para todo ¢ € [m], assim, para cada

rotulados ¥ = vV o 7TIT

i € [m], teremos um subconjunto boreliano A;, tal que u(Ay) =1en; = ;0 f em Ap,

logo o conjunto Ay, := Ni" Ay, € % tem medida p(A,) = 1 e satisfaz

giz) = argmaxn(o)
&ey

= argmax;(f(z))
&eY

= g5(f(2), Vo € 4y,

ou seja, gz =gzo f, pi-q.t.p.
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Este tltimo implica que ¢*(v) = £*(j1), logo trocando {0, 1} por Y nas defini¢oes
2.2.4,2.2.5 de consisténcia e consisténcia universal, respectivamente, e na Proposi¢ao 2.3.3,
a prova do resultado analogo ao Teorema 2.3.3 é a mesma, assim no caso multiclasse, se
a regra de aprendizagem em I', £, é universalmente consistente (respectivamente univer-
salmente fortemente consistente), entao a regra de aprendizagem em (), £, também serd

universalmente consistente (respectivamente universalmente fortemente consistente).

2.5 DIMENSAO DE NAGATA E O TEOREMA DA DIFERENCIACAO DE LEBESGUE-
BESICOVITCH

Finalizamos o capitulo de preliminares dedicando algumas linhas ao conceito de
dimensao de Nagata para um espac¢o métrico [4, 18] e a relacdo dessa dimensao, via o
resultado de David Preiss [51], com a validez do Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue-
Besicovitch [6] no espago, pois esses conceitos serao chaves na hora de provar a consisténcia
da regra de aprendizagem que desenvolveremos nos capitulos 4 e 5.

Comegamos com um par de defini¢oes.

Definigao 2.5.1 (Multiplicidade de uma familia de conjuntos). Dizemos que uma familia,
v C P(Q2), de subconjuntos de 2, tem multiplicidade < 6 € Ny, se a intersecdo de mais

de § elementos de v sempre é vazia, ou seja, se

Vo € Q, Z Iy (z) <o.
Vey

Definigao 2.5.2 (Dimensao de Nagata [4, 13]). Seja 6 € INg. Dizemos que o espago
métrico  tem dimensdio de Nagata < & sobre a escala’ s € (0, 4+00], se toda familia finita
7, de bolas fechadas de raio < s, admite uma subfamilia 7/ C v de multiplicidade < § + 1

que cobre todos os centros das bolas em 7, e escrevemos: dimf\lag(Q) <.

Observacdo 2.5.1. E claro que se um espaco métrico  tem dimensdo de Nagata
dimf\lag(Q) < 4, entao terd diml‘i]ag(Q) < B, para qualquer 8 € IN, 8 > 0. Assim, um espaco
) tera dimensao de Nagata dim&ag(Q) =4§ € Ny, se dimf\lag(Q) <de dim&ag(ﬁ) £ 6—1.

A definicao acima as vezes é dada na sua forma equivalente.

Proposicdo 2.5.1 (Dimensao de Nagata finita [18]). Um espagco métrico (2, p) tem
dimﬁvag(ﬂ) < § € Ny com s € (0,400], se e somente se, para todo x € § e para pontos
x1,22,...,T510 € B(x,r) quaisquer com r < s, existem 1,5 € [0 + 2|, i # j, tais que
p(xi, zj) < max{p(z;, ), p(z,z;)}.

Demonstragio. (=) Suponha que dimf\lag(Q) < d,coms € (04o0]. Parax € Qe <r <s

quaisquer, considere uma sequéncia arbitraria de 0 4+ 2 pontos x1,x9,...,2519 € B (x,r)

2 O caso s = 400, significa que os raios das bolas na familia v podem ser quaisquer.



Capitulo 2. Preliminares 47

e defina r; := p(x;,z) < r, parai € [§+ 2], logo por hipétese, a familia v = {B(x;,7;), i €
[6 4+ 2]} possui uma subfamilia 4/ C v de multiplicidade < § + 1 que cobre o conjunto de
centros C := {x1,79,...,T549}. Como z € B(z;,1;), para todo i € [§ + 2], vemos que
a 7y ndo tem multiplicidade < 6 + 1, logo necessariamente ' ¢ 7 e assim #(7/) < § + 1,
portanto, existe pelo menos uma bola de 7/ que contém dois elementos do conjunto C,
digamos z; € B(z;,r;) € 7' para alguns 4,5 € [§ + 2] com i # j, logo necessariamente,
p(xi, xj) < ri = p(;, x) < max{p(z;,x), p(z, ;)}-

(<) Seja v uma familia finita de bolas fechadas de raio < s. Se a multiplicidade de v é
< §+1, entdo ela mesma é uma subfamilia 7 satisfazendo a Definicdo 2.5.2. Suponha que
~ nao tem multiplicidade < ¢ + 1. Entao, existe z € € tal que ZBE’y Ig(z) >0+ 2, logo,
escolhendo § + 2 bolas de v contendo z e denotando por x;, 14, i € [§ + 2] os respectivos
centros e raios junto com r = max;c[54.9| p(z;, ), temos r < sex1,x9,...,2519 € B(z,7).
Assim, por hipétese, existem i, j € [6+2],7 # j, tais que p(z;, 2j) < max{p(z;, ), p(x,2;)}.
Sem perda de generalidade vamos supor p(wz;, ) < p(x;, x) < r;, pois supor p(z;,v;) <
p(x,z) leva ao mesmo resultado. Nesse caso z; € B(w;,r;) e assim a bola centrada em
zj pode ser removida da familia v, obtendo uma subfamilia 7" & 7 que cobre todos os
centros das bolas em v e tendo cardinal #(v') = #(y) — 1. Se 7/ ndo tem multiplicidade
< 0+1, repetimos o processo um numero finito de vezes, até conseguir uma subfamilia com

multiplicidade < § 4+ 1 que cobre todos os centros das bolas em v e assim dimf\lag(Q) <
J. |

Na seguinte proposicao, obtemos a dimensao de Nagata para os membros de uma
classe de espagos métricos a qual pertence o corpo com valor absoluto dos nimeros p-adicos

(Qp, | - |p), que é a classe dos espacos ultramétricos.

Defini¢ao 2.5.3 (Espago Ultramétrico). O espago métrico (2, p) serd um espaco ultra-
métrico, se a métrica p é uma ultramétrica, isto é, se p satisfaz a desigualdade triangular
forte:

p(x,y) < max{p(z,2),p(z,y)}, Va,y,z € Q.

Proposicao 2.5.2. O espaco (2, p) € ultramétrico, se e somente se, dimj\r[g‘;(Q) =0.

Demonstrag¢io. (=) Suponha que €2 é um espago ultramétrico, entdo, para z € Qe r >0
quaisquer, se consideramos uma sequéncia arbitraria de § +2 = 2 pontos x1, 9 € B(z,7),
necessariamente temos p(x1,xr9) < max{p(z,z1), p(z,x3)}, logo dimlfI;z(Q) <0, e assim
dimf\?;g(Q) =0, pois dimf\?gg(ﬁ) € Np.

(<) Suponha que o espago métrico (€2, p) tem dimggg(Q) = 0. Considere z,y, z € ) todos
distintos e r > max{p(z, z), p(z,y)} arbitrarios, assim =,y € B(z,r) e da Proposi¢ao 2.5.1
temos necessariamente p(z,y) < max{p(z, z), p(z,y)}, isto é, o espago métrico (2, p) é

ultramétrico. [ |



Capitulo 2. Preliminares 48

Exemplo 2.5.1. Da Proposicao 2.5.1, vemos que dimﬁgg(]R) = 1, pois, dados = € R,
r>0ex,x9,23 € [x —r x4+ 1] todos distintos e arbitrarios, redefinindo os indices se for
necessario, podemos supor sem perda de generalidade que x1 < x9 < x3 e assim, chamando
| -] :=1]"]oo €se g <z, entdo |z1 — 29| < |r] — 2| < max{|z] — x|, |ra — x|} e se x9 > x,
temos |z9 — 3| < |r3 — x| < max{|ra — x|, |r3 — x|}, de onde vemos que dimﬁgz(]R) <1.
Por outro lado, para x € R e r > 0 quaisquer, escolhendo x1,x9 € [x — r,z + r] tais que
r] < x < x9 elry — x| # |rg — x|, temos |r] — xo| > max{|r] — x|, |re — x|}, ou seja,
(R,| - |so) n@o € nao-arquimediano e portanto dimﬁgz(R) # 0, logo dimf\?gg(]l{) =1

No artigo [18, Exemplo 4.5], mostram que a dimensdo de Nagata para (R?, | - ||2),
é finita e usando um argumento similar, que todo espago normado finito-dimensional tem
dimensao de Nagata finita.

No artigo [17], Nagata menciona que o problema de calcular a dimensao de Nagata
do espaco euclidiano (]Rd, ||-||2) é um problema “possivelmente aberto”, e também menciona,

sem uma prova, que dimye(R) =1 e dimNag(Rz) = 5, onde nao faz mengao a escala s.

O resultado de Preiss, usa o conceito de espaco métrico de dimensao o-finita no
sentido de Nagata. No mesmo espirito do conceito de espago de medida o-finita, onde
podemos representar o espaco como a uniao de uma familia enumeravel de conjuntos
mensuraveis de medida finita, no conceito de espaco com dimensao o-finita no sentido
de Nagata, podemos representar o espago como a uniao de uma familia enumeréavel de

subespacos de dimensdo de Nagata finita.

Definigao 2.5.4 (Dimensao de Nagata de um subespago [18]). Dizemos que um subcon-
junto A do espago métrico €2 tem dimensdo de Nagata < § € INg sobre a escala s € (0, +o0]
dentro de €2, se cada familia finita v de bolas fechadas em €2 com centros em A e raio < s,
admite uma subfamilia 4/ C v de multiplicidade < § + 1 em € que cobre todos os centros

das bolas em 7, e escrevemos: dim&ag(A, Q) <4.

No resultado de Preiss, o conceito de métrica finito-dimensional esta dada em fungao
de uma propriedade que deve satisfazer uma familia finita de bolas fechadas, propriedade

que aqui também usaremos e chamaremos de familia desconeza.

Definigao 2.5.5 (Familia desconexa). Sejam (€2, p) um espago métrico, I um conjunto de
indices. Dizemos que a familia de bolas fechadas {B(x;,r;),i € I} é uma familia desconeza,
se para todo i, j € I, com i # j, temos x; ¢ B(xj, ri)ex; ¢ B(z;,7;). Em outras palavras,
o centro de toda bola da familia nao pertence as outras bolas ou, para todo i, € I, tais

que i # j, temos p(z;, ;) > max{r;,r;}.

Similar ao caso da definicdo de dimensao de Nagata finita para um espaco, aqui
também podemos escrever a definicao da dimensao para um subespaco na sua forma

equivalente.
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Proposicao 2.5.3 (Subespago finito-dimensional no sentido de Nagata [18]). Seja A um
subconjunto do espaco métrico ). Entao, dimfvag(A, Q) <9, se e somente se, toda familia
finita desconexa de bolas fechadas em Q2 de raio < s com centros em A, tem multiplicidade
<i+1.

Demonstragio. (=) Seja v uma familia finita e desconexa de bolas fechadas em € com
centros em A e raio < s. Como dimSNag(A, ) <4, entdo a familia v admite uma subfamilia
7/ de multiplicidade < & 4+ 1 que cobre todos os centros das bolas em v, mas como 7y é
desconexa, necessariamente 7/ = 7.

(<) Queremos verificar a Defini¢cdo 2.5.4. Seja v = {B;, @ € [} uma familia finita de
bolas fechadas em 2 com centros em A e raio < s. Denotemos por C' o conjunto dos
centros das bolas em 7. Para uma subfamilia v/ = {B;, i € I’} C =, defina o conjunto
Cy = CNU;ep B, de todos os elementos de C' cobertos pela subfamilia /. Como temos
um numero finito de subfamilias de v possiveis, entre todas as subfamilias desconexas®
de v, podemos escolher uma subfamilia v* = {B;, i € I"} C « (que por hipitese possui
multiplicidade < § + 1), tal que

#Cy) = max  1(Cy),

vy
' desconexa

isto é, que maximiza o nimero de centros das bolas em 7 cobertos por uma subfamilia
desconexa. Agora vamos mostrar que Cyx = C, e assim, v* serd uma subfamilia de v de
multiplicidade < § + 1 que cobre todos os centros das bolas em ~, verificando desse modo
a Definigao 2.5.4.

E claro que Cyx C O, assim, para chegar numa contradi¢do, vamos supor que
C & Cy+. Nessa situacao, existe uma bola fechada B; € 7 cujo centro ¢ € C'\ Cy+, ou
seja, ¢ ¢ Ujer«B;. Defina D = C'N B;_, o conjunto de centros dos elementos de vy que
pertencem a bola B; . Removemos todas as bolas de v* com centros em D \ {c}, e no
lugar delas adicionamos B;_ para obter a subfamilia v** C ~. A nova subfamilia v** é

claramente desconexa e satisfaz:

B(Cyee) = 8(Cyx U{c}) = 8(Cy) + 1,
o que contradiz a maximalidade de §(Cy+). Portanto Cy« = C. |

Agora estamos em condigoes de definir formalmente o conceito de espago métrico

de dimensao o-finita no sentido de Nagata.

Definicao 2.5.6 (Espago métrico de dimensao o-finita). Dizemos que o espago métrico (2
possui dimensdo o-finita no sentido de Nagata, se existem sequéncias { Ay } e C P(Q),
{sn}tnenw C (0,400] e {dn}new € Ny, tais que dimf\f‘ag(An,Q) < 6p, para todon € IN e
Q=Up2; Ay.

3

Uma subfamilia contendo apenas uma bola, é trivialmente uma subfamilia desconexa, logo o conjunto
de subfamilias desconexas de uma familia finita de bolas fechadas, é finito e nao vazio.
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Seja f : R — R uma funcao integravel segundo a medida de Lebesgue na reta.
No ano 1904 [12], Henri Lebesgue demonstrou que a derivada da integral de f em x com
relagdo & medida de Lebesgue é igual a f(z), para u-q.t x € R, resultado que é conhecido
como o Teorema da diferenciacao de Lebesgue. Depois, no ano 1945, Abram Besicovitch
[6], estende o resultado de Lebesgue para qualquer medida boreliana localmente finita®
sobre o espaco euclidiano ]Rd, resultado que é conhecido como o Teorema da diferenciagao
de Lebesgue-Besicovitch. Baseado nesses resultados, para um espago métrico qualquer,

definimos a seguinte condicao.

Definigao 2.5.7 (Condigao de Lebesgue-Besicovitch Forte (LBF) [0]). Dizemos que o
espago métrico € satisfaz a condigao de Lebesgue-Besicovitch Forte (LBF) para a medida

boreliana localmente finita u, se para toda funcao p-integravel f € Ll(u), temos

| 1 -
Jim s /BW) () = F@)] dp(z) = 0, para p-qt o € Q.

Observagao 2.5.2. O sobrenome forte na condicao de Lebesgue-Besicovitch, é para

diferenciar o tipo de convergéncia (para zero) da varidvel aleatéria

1
BT /B(X’T) £(2) — £ dp(2).

Se a convergéncia é quase certa, temos a condicio (LBF) para Q e u: Vf € L(p),

1 _ L) _4c
TEET) Sy )~ 10O1) o0,

e se a convergéncia é em probabilidade, temos a condi¢ao de Lebesgue-Besicovitch fraca
para Q e u, (LBFr): Vf e L(p),

1 P
BT iy )~ 101 0.

ou de maneira equivalente,

i ; z)— f(x z € =
V6>07r1_1>161+u<{$69-MB(:CJ))/B(M)V() F@)ldp(z) > }) 0

Ao longo do texto, usaremos apenas a condi¢ao (LBF).

Finalmente estamos em condi¢des de enunciar, sem prova, o resultado de Preiss que

relaciona os espagos de dimensao o-finita no sentido de Nagata com a condigao (LBF).

Teorema 2.5.1 (Preiss [51]). Se Q é um espago métrico completo e separdvel, entao §)
satisfaz a condi¢ao (LBF) para cada medida boreliana localmente finita, se e somente se,

Q possui dimensao o-finita no sentido de Nagata.

4 Uma medida boreliana sobre o espaco ), u, é localmente finita, se para todo = € Q existe um aberto

z € 0, CQ, tal que u(0,) < +oo.
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Antes de finalizar o capitulo, vamos fazer alguns comentarios sobre a prova do
resultado acima. No artigo de 1983, Preiss nao deu a prova como tal do Teorema 2.5.1,
em lugar disso, ele apenas esbogou as ideias basicas da prova em umas poucas linhas.

No ano 2006 num artigo de 61 paginas [1], Assouad and Gromard, elaboram uma
prova completa da suficiéncia para espagos métricos que possuem dimensao de Nagata
finita, de onde deduzimos facilmente o caso de dimensdo o-finita ((LBF) < dimenséo
o-finita); e com relagao a reciproca, a necessidade, ela teve uma prova completa elaborada

no ano 2018 na tese doutoral [10, Kumari].
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3 O CORPO DOS NUMEROS p-ADICOS

Neste capitulo veremos uma breve introdugao aos niimeros p-adicos. Sobre o corpo
(Q,+,-), a topologia usual e a p-addica sdo definidas a partir de um wvalor absoluto. Para
comecar, veremos o conceito de valor absoluto em um corpo qualquer, obtendo algumas
propriedades que sao validas no contexto geral, como o completamento de corpos com
valor absoluto. Depois, junto com uma detalhada prova do Teorema de Ostrowski, sera
discutido o caso de valores absolutos no corpo (Q,+,-) dos nimeros racionais e seus
completamentos, em particular o completamento que da lugar aos numeros p-adicos,
para finalmente determinar a representagdo canonica dos elementos de Q). As principais

referéncias neste capitulo serdao [29, 36, 50].

3.1 VALOR ABSOLUTO EM UM CORPO

Primeiro lembramos que um corpo (K, +,-) é uma estrutura algébrica formada
pelo conjunto K e duas operagdes binarias sobre ele com neutro aditivo Ok e neutro
multiplicativo 1, onde (K,+) e (IK\ {Ok},) s@o grupos abelianos. A partir de agora
e para simplificar a escrita, vamos denotar um corpo qualquer (IK,+,-) por KK e seus
elementos, 1 e O, serao denotados simplesmente por 1 e 0, respectivamente. Também,
ao longo do texto vamos denotar o conjunto dos ntimeros naturais mais o nimero 0 € Z,
por INg := INU {0}. Nesta sec¢ao, vamos expor alguns resultados vdlidos em um corpo K

qualquer.

Defini¢ao 3.1.1 (Valor absoluto em ). Um valor absoluto no corpo K, é uma fungao

|| : K — Ry satisfazendo:

(i) || = 0 se e somente se z = 0.
(ii) |zy| = |=|ly|, para todo z,y € K.

(iii) |z +y| < |z|+ |yl, para todo z,y € K (Desigualdade triangular).

Um valor absoluto é chamado de nao-arquimediano se satisfaz a desigualdade

triangular forte:
(iv) |z +y| < max{|z|, |y|}, para todo x,y € K.

Se um valor absoluto nao satisfaz (iv), entdo é chamado de valor absoluto arquimediano.

Exemplo 3.1.1. Se consideramos IK = @, é imediato verificar que o valor absoluto usual
¢é de fato um valor absoluto em Q e que é arquimediano, pois basta tomar x,y € Q, tais

que zy > 0 para verificar que (iv) nao é satisfeita.
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Exemplo 3.1.2. Para K corpo qualquer, considere a fungao |- |p : K — R4 definida por
0o = 0 e |z|op = 1 para todo = # 0. E imediato verificar que | - |g é um valor absoluto

nao-arquimediano, chamado valor absoluto trivial.

Exemplo 3.1.3. Em Q, também consideraremos valores absolutos que dependem de um
nimero primo p > 1, denotados por | - |, e chamados de valores absolutos p-adicos. Sao
valores absolutos nao-arquimedianos e que como veremos nas proximas segoes (Teorema
3.2.2 de Ostrowski), qualquer valor absoluto em Q serd equivalente (as métricas induzidas
pelos valores absolutos geram a mesma topologia) com o valor absoluto usual ou com o valor
absoluto trivial ou sera equivalente com um valor absoluto p-adico, para algum nimero

primo p > 1. Nos tultimos dois casos, o valor absoluto serd do tipo nao-arquimediano.

3.1.1 Propriedades

Agora vamos revisar as principais propriedades basicas dos corpos com valor abso-
luto. Antes de continuar, é bom lembrar que em um corpo (K, +, -) qualquer, para n € IN,

temos

n-l=1+---+1cK
——
n vezes

e denotaremos esse elemento simplesmente por n.

Observacgao 3.1.1. Na Algebra, existe o conceito de caracteristica de um corpo K, e que

simplesmente é o menor nimero p € IN tal que
p-1=0.

Se esse inteiro existe, necessariamente é um numero primo e caso ele nao existir, dizemos
que a caracteristica do corpo é 0 (zero).

Além do corpo dos nimeros p-adicos, os corpos mais conhecidos: C, R, Q, sao de
(ou tém) caracteristica 0 e o corpo quociente, Z/pZ, onde p > 1 é um nimero primo,
possui caracteristica p.

Existem exemplos interessantes de corpos com valor absoluto de caracteristica
p # 0, e um topico de pesquisa futuro, pode ser estudar a aprendizagem estatistica nesses
espacos e descobrir /procurar propriedades tteis derivadas dessas particulares estruturas.

Mais detalhes sobre algebra elementar em [34].
Ao longo do texto, vamos considerar apenas corpos com caracteristica zero.

Proposicao 3.1.1 (Proposicao 1.6 de [30]). Para todo z,y € K, com K corpo com valor
absoluto | - | ey # 0, temos:

(1) Af=[-1=1,
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(2) fz] = |- =],

(3) Se |z™| =1 para algum n € N, entao |z| =1,

(4) |z/yl = |=|/lyl,

(5) |n| <n, para todo n € IN.

Demonstragio. Sejam z,y € K com y # 0, entao

(1) [1] = |1-1] = [1)?, de onde |1| = 1. O resultado para -1 é analogo.
(2) |— 2] = |(=1) 2] = 1-|a].

(3) Se para algum n € N temos 1 = |2"| = |z|", extraindo raiz n-ésima, é claro que
|z| = 1.

(4) Primeiro notamos que 1 = |y -y~ = |y||y~!|, de onde |y~1| = 1/|y|. Logo |=/y| =

oy~ = Jally = 2l /lyl.

(5) Usando o item (1) e a desigualdade triangular, temos |n| = |14 ---4+ 1| <n-|1| =n.
—_——

n vezes

Agora, veremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um valor absoluto

em um corpo seja nao-arquimediano.

Proposigao 3.1.2 (Proposigao 2.2.2 de [29]). Seja K um corpo com valor absoluto | - |.

Entdo o valor absoluto | - | é nao-arquimediano se e somente se |n| <1, para todo n € Z.

Demonstragio. (=). Suponha que | - | é nao-arquimediano. Provaremos por indugao que
In| < 1 para todo n € Z.

Base da indugao: |1| =1 < 1.

Hipétese de indugao: Suponha que |m| < 1, para todo m € {1,2,...,n — 1}.

Vamos provar que |n| < 1. Pela desigualdade |1| < 1 e a hipdtese de indugao, obtemos
In| = |(n—1) 4+ 1| <max{|n —1]|,|1|} =1 e assim |n| < 1, para todo n € IN. Dado que
| — n| = |n|, obtemos |n| < 1, para todo n € Z.

(<) Suponha agora que |n| < 1, para todo n € Z e sejam x,y € K arbitrarios, vamos
provar que |z + y| < max{|z|,|y|}. Se x = 0 ou y = 0, a desigualdade é claramente

satisfeita. Suponha entao que 0 # z,y € K. Dividindo a desigualdade por |y|, temos,
x x

|z + y| < max{|z|,|y|},V0 # 2,y € K< ‘— + 1’ < max{‘—',l} NVO#£z,yeK
Y Y

e também claramente temos,

T T
——I—l‘ Smax{‘—
Y Y

,1},V07éx7y€]K(:) |z 4+ 1] <max{|z|,1},V0 # z € K.
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Assim, para finalizar a demonstragao é suficiente provar a ultima desigualdade.

Sejam n € N e 0 # z € K, quaisquer. Utilizando o Teorema do Binémio de Newton, temos

lz+ 1" =|(z+1)" =

|2/*

12[F, pois (n> eN
h k
(

0
n+ 1) max{|z|", 1}.

NE

il
s}

NE

<
Finalmente, extraindo raiz n-ésima, obtemos
|z + 1| < ¥n + 1max{|z|, 1}
e fazendo n tender a infinito, temos limy,—oo Vn+1=1¢
|z 4+ 1] < max{|z|,1}.
|

Observacao 3.1.2. A proposicao acima, vai ser util para entender a diferenca entre valores
absolutos arquimedianos e nao-arquimedianos. O resultado anterior pode se escrever da
seguinte maneira: O valor absoluto | - | é arquimediano se e s6 se satisfaz a propriedade
arquimediana: Dados z,y € K, x # 0, existe um inteiro n € IN tal que |nz| > |y|.

Com efeito, suponha que o valor absoluto | - | é arquimediano. Entao, existe um
inteiro ng € N tal que |ng| > 1 e assim obtemos que |ng|"™ — oo quando m — oo, de onde
inferimos que existe um inteiro mo € IN tal que |ng™| > |y|/|z| ou |ng'z| > |y|, isto ¢, o
valor absoluto |- | satisfaz a propriedade arquimediana com o inteiro ngno. Reciprocamente,
suponha que o valor absoluto | - | satisfaz a propriedade arquimediana e sejam z,y € K
tais que x # 0 e |y| > |z|. Entao, existe um inteiro ng € IN tal que |ng| > |y|/|x| > 1, isto

é, o valor absoluto | - | é arquimediano.

3.1.2 Topologia

Assim como nos espagos vetoriais as normas induzem meétricas, no caso dos corpos

com valor absoluto temos a mesma situacao. A prova da seguinte proposicao é imediata.

Proposicao 3.1.3. Seja IK um corpo com valor absoluto |- |. A fungio p: K x K — Ry
definida para x,y € K mediante

plz,y) = |z —yl,

€ uma métrica em K.
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Quando o valor absoluto |- | é ndo-arquimediano, é imediato verificar que a métrica
induzida também satisfaz a desigualdade triangular forte da Defini¢ao 2.5.3, isto é, para

r,y,2 €K
IO(I’,Z) < maX{p(&:,y),p(y, Z)}7

e portanto, um corpo com valor absoluto nao-arquimediano é um espaco ultramétrico.
A seguir, veremos que a desigualdade triangular forte, dota os espacos nao-arquimedianos

de algumas propriedades especiais.

Proposigao 3.1.4 (Proposicao 2.3.2 de [29]). Seja K um corpo dotado de um wvalor

absoluto nao-arquimediano |- |. Se x,y € K sao tais que |x| # |y|, entdo
|+ y| = max{z|, [y}.
Demonstragio. Como z,y € K sdo tais que |z| # |y|, primeiro vamos supor |z| > |y|, logo
|z +y| < max{[z], |y[} = ||
e além disso, como = = (x 4+ y) — y, temos:
2] < max{|z +yl, [y}

Como |z| > |y|, pela desigualdade acima, |y| ndo pode ser o max{|z + y|,|y|}, logo
necessariamente max{|z + y|,|y|} = |z + y| e assim |z| < |z + y|, de onde obtemos

|z| = |z 4+ y|. O caso |y| > |z| é andlogo. |
Um corolario imediato é o seguinte

Corolario 3.1.0.1. Em um espago (métrico) ultramétrico, todos os triangulos sio isésceles

e o comprimento da base nao supera o comprimento dos lados.

Agora, veremos alguns conceitos de espagos métricos no contexto da métrica indu-

zida por um valor absoluto.

Definigao 3.1.2 (Bolas abertas e bolas fechadas). Sejam K um corpo com valor absoluto

||, a € Ker € Ry. Definimos a bola aberta centrada em a de raio r por
Bla,r)={z e K:|xr—a| <r}

e a bola fechada centrada em a de raio r por

B(a,r)={z € K: |z —a| <r}.

Quando o valor absoluto é nao-arquimediano, as bolas ganham propriedades que

nao vemos no caso arquimediano.
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Proposigao 3.1.5 (Proposicao 2.3.4 de [29]). Seja K um corpo dotado de um wvalor

absoluto nao-arquimediano | - |. Entao, para r,s >0, a,b € K quaisquer, temos
(i) Sebe B(a,r), entao B(b,r) = B(a,r).

(ii)) B(a,r) = B(b,r) ou B(a,r) N B(b,r) = 0.

(iii) O conjunto B(a,r) € aberto e fechado na topologia induzida por | - |.

(iv) B(a,r)N B(b,s) # 0 < B(a,r) C B(b,s) ou B(b,s) C B(a,r).

As propriedades (i)-(iv) também valem para as bolas fechadas.

Demonstragao. Sejam a,b € IK, entao:

(i) Seja r > 0 e suponha b € B(a,r). Isto ultimo é equivalente a dizer que |b — a| < r.

Seja x € B(b,r), entdo |x — b| < r, logo
|z —a| < max{|z —b|,|b—al|} <r

isto é, € B(a,r) e assim B(b,r) C B(a,r). De forma absolutamente analoga,
provamos que B(a,r) C B(b,r), de onde temos a igualdade. Como veremos mais
para frente, o resultado em (i) em um fato chave na hora de formular um algoritmo

de classifica¢ao no corpo nao-arquimediano dos niimeros p-adicos Q.
(ii) Ser > 0e B(a,r)NB(b,r) # 0, entdo existe z € B(a,r)N B(b,r), logo, por (i), temos

B(a,r) = B(z,r) = B(b,r).

(iii) Seja r > 0, entdo B(a,r) é um conjunto aberto em qualquer espa¢o métrico e
portanto apenas falta provar que a bola aberta é um conjunto fechado, ou seja
m = B(a,r). Seja x € m, entao toda bola centrada em z tera intersecao
nao vazia com B(a,r). Seja 0 < s <, como B(x,s) N B(a,r) # 0, temos que existe

b e B(x,s) N Bla,r), que satisfaz as condigoes
b—al<relb—z| <s<r.
Com isto, mais a desigualdade triangular forte, temos

|z — a| < max{|z —b|,|b—al} <,

ou seja, © € B(a,r) e assim B(a,r) = B(a,r).

(iv) (=) Sem perda de generalidade, podemos supor r < s. Se B(a,r) N B(b,s) # 0,
entao existe ¢ € B(a,r) N B(b, s) tal que, pelo item (i),

B(e,r) = B(a,r) e B(c,s) = B(b, s).
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Logo
B(a,r) = B(c,r) C B(c,s) = B(b, s)

e supondo r > s, obtemos a outra inclusao.

(«) Trivial, porque a intersegao serd uma das duas bolas que sdo nao vazias.

Finalmente, trocando < por < nos argumentos dos itens anteriores, obtemos os mesmos

resultados para as bolas fechadas. ]

Como estamos interessados principalmente na topologia induzida por um valor
absoluto, a seguir definimos o conceito de equivaléncia entre valores absolutos em um
corpo, mas antes de ir com a defini¢ao, relembramos que duas métricas p1 e p sobre um
conjunto 2 sdo equivalentes, o que é denotado por p; ~ pa; se elas induzem a mesma

topologia sobre ).

Definigao 3.1.3 (Equivaléncia de valores absolutos sobre um corpo). Dizemos que dois
valores absolutos | - |1 e | - |2 sobre um corpo K sao equivalentes, o que vamos denotar por

| < |1 ~ | |2, se eles induzem métricas equivalentes.

Algumas propriedades da equivaléncia de valores absolutos em um corpo que serao
uteis na proxima proposicao que caracteriza os valores absolutos equivalentes, sao dadas

no seguinte lema.

Lema 3.1.1. Sejam |- |1 e |- |2, valores absolutos sobre o corpo K. Se |- |1 ~ |- |2, entdo,
para x € K, temos
[zl <1 [z]2 <1,

21 =1 & |22 =1,
lz)1 > 14 |z[2 > 1.

Proposigao 3.1.6 (Proposicao 1.10 de [36]). Sejam |- |1 e |- |2, valores absolutos sobre o

corpo K. Entao |- |1 ~ |- |2 se e somente se, existe um nimero real o > 0, tal que
|z|o = |z|{, Vz € K. (3)

Demonstragio. (=) Suponha que || ~ |- ]2. Se |- |1 é trivial, entdo nao ¢ dificil verificar
que |- |2 também é trivial e assim (3) é satisfeita para qualquer o > 0. Se |- |1 é nao trivial,
entdo existe um z € K tal que |z|1 # 1. Trocando z por =1 se for necessdrio, podemos

supor que |z|1 < 1. Defina
In(|z
o n(lzls)
In(|z[1)
onde In é a funcao logaritmo natural. Do Lema 3.1.1, como os valores absolutos sao
equivalentes, temos |z|]o < 1 e assim ambos logaritmos do quociente que define a sdo

negativos, portanto o > 0. Agora vamos provar que « satisfaz (3). Vamos considerar o
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caso de € K tal que |z| < 1, pois os casos |z| =1 e |z| > 1, seguem do Lema 3.1.1.

Também, considere o conjunto
Q={g=n/meqQ:nmeN,z|{ <|z|;}. (4)

Para todo ¢ € Q,

m
2| < |2[} = ‘“’—n <1.
4

1
Assim, pelo Lema 3.1.1,

xm

<1,
Zn
2

de onde |z|J' < |2|% e |z|2 < |z]2. O mesmo argumento ¢ vélido se intercambiamos os

papeis de | - |1 e | - |2, obtendo assim que o conjunto (), pode se escrever como
Q={qg=n/meQ:n,meN,]z[§ <|z]2}. (5)

Tomando logaritmos nas condig¢oes do conjunto ) nas expressoes (4) e (5), obtemos que

as condigoes

In(|z]1) In(]z|2)
()’ ©7 W(ll) ©)

devem ser ambas satisfeitas e elas estao bem definidas pois todos os logaritmos envolvidos

q>

sao negativos. Assim, necessariamente devemos ter

In(|zh) _ In(zl2)
In(|zf1)  In(|z[2)’

pois caso contrario, teriamos que existe um niimero racional entre esses dois ntimeros e

assim apenas uma das condigoes (6) seria satisfeita. Finalmente, definimos o > 0 por

. Wzh) _ In(jzl)
- In(fzl1)  In(lz|2)

e depois de um rapido cédlculo, verificamos que o > 0 assim definido, satisfaz (3).

(<) Agora, suponha que existe a > 0 tal que |z|y = |z|{, Vz € K. Entao, para
todo a € K e r > 0, temos

1
|z —alpg<r<|r—alp <re
1
ou seja, Bo(a,r) = Bi(a,r«) e assim, ambos valores absolutos geram a mesma topologia
e portanto sao equivalentes. [ ]
3.1.3 Construcdao do completamento de um corpo com valor absoluto

Nessa secao, vamos estudar o processo para completar corpos com valor absoluto,

estudo que sera feito com detalhes, porque a completude do corpo Q) serd importante para
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que o algoritmo que desenvolveremos no préximo capitulo: esteja bem definido, funcione, e
seja universalmente consistente. O nosso caso de interesse, é o completamento do corpo com
valor absoluto (Q, |-[p), mas como o procedimento é padrao, estudaremos o completamento
para um corpo com valor absoluto qualquer.

Primeiro, lembremos o conceito de sequéncia de Cauchy num espaco métrico.

Definicao 3.1.4. Uma sequéncia {a, }peny C © num espago métrico (€2, p), é uma sequén-
cia de Cauchy, se
Ve >0, IN € N : p(am,an) <€, Ym,n > N

ou de forma equivalente

m,lgrgoo p(am, an) =0

As sequéncias de Cauchy, sao sequéncias {ay }pey tais que a medida que n,m € IN
crescem os termos ay, a,, da sequéncia ficam cada vez mais proximos. As sequéncias con-
vergentes também possuem esse comportamento, pois os termos ficam préximos do limite
quando n cresce e portanto ficam proximos uns dos outros, assim as sequéncias conver-
gentes também sao sequéncias de Cauchy. Por outro lado, em alguns espagos métricos,
como por exemplo (Q, ] - [so) com | - |so 0 valor absoluto usual (mais para frente vamos
saber o significado do oo na notagao), nem toda sequéncia de Cauchy é convergente, assim,
se num espaco métrico, toda sequéncia de Cauchy € convergente, entao dizemos que esse
espago métrico é completo.

Como ja vimos, um corpo com valor absoluto é um caso particular de espa¢o métrico
e portanto eles podem ou nao ser completos. A partir de um corpo com valor absoluto
(K, | - |) ndo necessariamente completo com relagdo a métrica induzida pelo valor absoluto,
vamos construir um outro corpo que denotamos por ]?(, contendo K e dotado de um valor
absoluto induzido pelo valor absoluto | - |, tal que K seja um corpo com valor absoluto
completo. Dos cursos elementares de analise, sabemos que no caso do conjunto dos niimeros
racionais munido do valor absoluto usual, | - |5, 0 completamento que obtemos é o corpo
com valor absoluto (R, |- |x). Nas proximas segoes, aplicaremos o mesmo procedimento
geral de completamento com o conjunto dos niimeros racionais, mas dessa vez dotado de
outro tipo de valores absolutos, os valores absolutos p-adicos: | - |p.

No procedimento padrao para completar espacos métricos, o conceito central é o
de sequéncia de Cauchy, pois os elementos de K sio precisamente classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy em IK. No caso de corpos com valor absoluto, uma sequéncia de

Cauchy é uma sequéncia que satisfaz:
Ve >0, AN € N : |ay — an| <€, Ym,n > N
ou de forma equivalente

lim |am — an| = 0.
m,n—00
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No caso de um corpo com valor absoluto nao-arquimediano, verificar se uma sequéncia, é

de Cauchy, é um pouco mais simples.

Proposicao 3.1.7 (Lema 3.2.1 de [29]). Seja {an tnenw C K uma sequéncia no corpo com
valor absoluto nao-arquimediano (I, |- |). Entao, {ap}pew € uma sequéncia de Cauchy se
e somente se

nlgréo lan+1 — an| = 0.

Demonstracao. Usando a desigualdade triangular forte recursivamente, para m,n € N,

temos,

am — an| < max{|ant1 — anl, lant2 — anyil, - lantr — anpr—1l}
de onde vemos que {ap},en € de Cauchy, se e somente se, limy o0 [ap41 —anlp =0 M
No seguinte exemplo, vemos que a proposicao acima nao vale no caso arquimediano.

Exemplo 3.1.4. Considere a sequéncia de somas parciais S = {sn}nenN, definida por:

n

=3

E claro que S nao é convergente, pois a série Y oo % diverge, assim, da completude de R,

inferimos que S nao é uma sequéncia de Cauchy. Mas, por outro lado:

1
lim |s — s = lim =0
n—)oo| n+l n|oo n—oon 4+ 1 ’

e portanto, temos que a Proposicao 3.1.7 nao vale no caso arquimediano.

E facil conferir que a soma {an }neN £ {0ntnelw = {an % bnlpen assim como o
produto {an}new - {bn}new = {an - bn}penw de sequéncias de Cauchy, sao novamente
sequéncias de Cauchy, portanto, o conjunto de sequéncias de Cauchy em IK, denotado por

{K}, é um anel comutativo cujo elemento neutro aditivo é a sequéncia de zeros:
0:={0,0,0,...}

e o neutro multiplicativo é a sequéncia de uns:
1:={1,1,1,..}.

Ainda, o anel {IKK} ndo é um corpo, pois possui divisores do zero. Para ver isso, por

exemplo considere as sequéncias convergentes(e portanto de Cauchy)
{0,0,1,0,...} - {0,1,0,0, ...} = 0.

Para cada a € K, como no caso 0 e 1, definimos:
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a:={a,a,a,..}

que ao ser uma sequéncia convergente, é de Cauchy, e assim {IK} contém um subanel
isomorfo com K. Um conjunto importante no procedimento padrao de completamento de

espacos métricos, é o conjunto N de sequéncias nulas.

Definigao 3.1.5. Seja IK um corpo com valor absoluto |- |. Uma sequéncia nula em I, é

uma sequéncia {ap },cN satisfazendo:
lim |an| = 0.
n—oo
O conjunto de sequéncias nulas em K, serd denotado por N:
N ={{an}pen C K: nlggo |an| = 0}.
Primeiro, um par de propriedades bésicas de N.
Proposicao 3.1.8. Nas condigcoes acima:
(i) N c {K}.
(i) N € um ideal bilateral de {IK}.

Demonstragio. (i) Seja {ap}tpeny € N. Como limy o0 lan| = 0 e temos |am — ap| <

lam| + |an|, vemos que limy, n—oo |am — an| = 0, de onde {an}pen € {K}.

(ii) Primeiro lembramos que N é um ideal(unilateral esquerdo) de {I}, se é um subanel
de {K} tal que para cada z € N e a € {K}, temos za € N. No nosso caso, se
{antnen, {bntnew € N, é claro que {an +bp }pen, {anbntnew € N, de onde vemos
que é um subanel e que se {an}peN €N e {bn}pen é uma sequéncia limitada(em
particular quando é de Cauchy), entdao {anbn}pen € N, sendo assim N um ideal
bilateral por causa da comutatividade em IK.

Chamemos K := {KK} /A o anel quociente. Os elementos de K, sdo classes de equi-
valéncia de elementos de {I} e duas sequéncias de Cauchy serdo equivalentes se a diferenga
das sequéncias é uma sequéncia nula, isto é, {an e ~ {bn}new se limy—oo |an —bn| =0
e denotaremos a classe de equivaléncia de uma sequéncia de Cauchy {ay, },e por [{an}].
Finalmente, vamos considerar I como um subconjunto de K identificando a € K com a

classe de equivaléncia [a] € K.

Teorema 3.1.2 (Teorema 1.19 de [36]). K ¢ um corpo.
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Demonstracao. Em KK, defina as operacoes sobre as classes:

Han}] + [{on}] == Han + bn}]

Han}] - [{on}] = {an - bn}].

E fcil conferir que a definicdo acima nao depende do representante de cada classe e
que as novas operacoes herdam as boas propriedades das operagoes sobre KK, assim com
essas operacoes sobre as classes, K 6 um anel comutativo com neutro aditivo [6] e neutro
multiplicativo [T] Portanto, para provar que K é um corpo, s6 falta mostrar que para
toda classe nao nula existe uma classe que é seu inverso multipicativo. Seja C € K uma
classe de equivaléncia nao nula, isto é, C # [0] = N e seja {an}nen € C uma sequéncia
de Cauchy que vamos utilizar como respresentante da classe. Como lim, s |an| # 0,

podemos encontrar um 0 > 0 e uma subsequéncia {an, }renw de {an e tais que:
lan,| > 0, Yk € IN.

A sequéncia {ap, }recN, por ser uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, também
¢ uma sequéncia de Cauchy e ainda: {an, }rew ~ {a;}rew. Com efeito, dado € > 0, como

{an}nen é de Cauchy,
AN € N: |ap —an,| <€, Vk,np > N

e como ¢ claro que para todo k € N, n;. > k, inferimos que para todo k£ > N, temos
lag — an,| < €, ou seja

lim |az —ap,| =0.
—00

Pelo fato anterior, podemos usar a subsequéncia como representante da classe, isto é,
C = [{ar}] = [{an,}]- Para cada k € N, defina a;, = aflkl, entdao a sequéncia {ay }ren é

uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, para k,l € IN, temos

-~ o~ _ _ an, — an,| _ |an, — an,|
O S apr — a — ‘a 1 —a 1 — | N n; < k .
lag — | = |ay, —ay, [y ||| 52
e tomando limite
Oglmlmk—mh;hm.gﬂlﬁﬂzo

ke l—00 k00 52 ’
pois {an, }rew ¢ de Cauchy. Assim, {a;}rew € {K} e denotaremos a classe dela por
D = [{@;,}] € K, logo
D-C=C-D=[{an, -a;}] = [{1,1,1,..}] = [1],

ou seja D = C~ 1 e a prova estd completa. ]

Agora vamos estender o valor absoluto | - | de K para K.
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Definicao 3.1.6. Para C € [A(, defina
C| = nlg%o |an|
onde {an }pen € uma sequéncia de Cauchy em C.

E um exercicio simples mostrar que o limite acima sempre existe e que nao depende

do representante da classe. Com esse fato, podemos provar:
Proposigao 3.1.9 (Proposicao 1.21 de [30]). | - | € um valor absoluto em K.
Demonstracao. Precisamos provar as propriedades da Defini¢ao 3.1.1.

(i) Se C = [6], entdo qualquer representante vai ser uma sequéncia nula, logo |C| = 0.
Se C # @ e como vimos na prova do Teorema 3.1.2, podemos encontrar uma

representante da classe {a,},enN € um nimero real § > 0, tais que:
lan| > 6, Vn € IN.

(i) Sejam C = [{an}] e D = [{bn}] elementos de K. Pelas propriedades dos limites nos

nimeros reais, temos:

IC-D| = nlggo |anbn| = nh_{%o |an|[bn|
= lim |ap| lim |b,| = |C||D].
n—oo n—oo

De forma analoga obtemos a propriedade da desigualdade triangular.
|

Finalmente, agora que ja provamos que (IK, |- |) é um corpo com valor absoluto,

vamos provar que KK é de fato, completo.

Teorema 3.1.3 (Teorema 1.22 de [30]). K ¢ completo com relagio ao valor absoluto |- |

e K é um subconjunto denso em K.

Demonstraciao. Comegamos provando a segunda parte do Teorema, pois ela vai ser utili-
zada na prova da primeira parte. Seja C € Ke {a}} rew uma sequéncia de Cauchy em K
representando C. Para cada n € IN fixo, considere a sequéncia constante a,, = {ap, ap, ...}
Entao, a sequéncia {aj — an }reN representa a classe C — [ay] e lembrando que {a; }ren
¢é de Cauchy, temos

lim |C—[a,]l= lim l|ap —an| =0
n_>oo| [n” kn—)oolk n|

7

provando assim, que KK é um subconjunto denso de K.
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Agora considere a sequéncia de Cauchy em K, {Cp}pew = {C1,C2,...}. Como K &

denso em ]?(, para cada C,, existe um elemento a, € K tal que

1
Cn — [an]] < — 7
Cn — [an]| n’ (7)
ou seja, limy 00 |Cp, — [an]| = 0, de onde vemos que {Cp, — [an]} e é uma sequéncia nula

e portanto é de Cauchy em K. Observe que

{[an]inew = {Cn}tnew —{Cn — [an]}new (8)

o que mostra que {[@n]}pen ¢ uma sequéncia de Cauchy em K, mas como todos os ele-
mentos pertencem a I, a prépria {a,},en ¢ uma sequéncia de Cauchy em K. Denotemos
a classe de equivaléncia de {an},en por C. De (7) e (8), segue que {C — [an]}nen €

{Cn — [an]}nen, sdo sequéncias nulas em K, e assim a diferenga delas

{€ = Cutnen = {C — [an]}new — {Cn — [an]}nen
também é uma sequéncia nula em ]/I\(, isto é

n—oo
o que é equivalente a dizer que C = lim,—y Cp, € assim, a sequéncia {Cp, } e é convergente
em K. |

3.1.4 Algebra em corpos com valor absoluto nao-arquimediano

Na hora de trabalhar com os nimeros p-adicos, vamos utilizar as propriedades
topoldgicas mais do que as algébricas desses niimeros, mas no caso geral de um corpo com
valor absoluto nao-arquimediano, a estrutura de corpo tem uma forte relacao com o valor
absoluto, gerando propriedades bastante diferentes das usuais (do caso arquimediano),

propriedades que noés esperamos poder usar na aprendizagem estatistica nesses corpos.

Observagao 3.1.3. Primeiro: Observamos que se o valor absoluto |-| é ndo-arquimediano,
a bola fechada unitdria centrada na origem, B (0,1), é um subanel de K. Com efeito,
0,1 € B(0,1) ese x,y € B(0,1), entdo |z| < 1e |y| <1, logo

|z +y| < max{fz], [y|} <1

lzy| = |zllyl <1
o que mostra que z +y € B(0,1), z-y € B(0,1) e assim B(0,1) ¢ um subanel de K.

Segundo: A bola aberta unitéria centrada na origem, B(0, 1), é um ideal de B(0,1). Com
efeito, seguindo o mesmo raciocinio acima, vemos que B(0,1) é fechado para a soma, e

para z € B(0,1) e y € B(0,1), quaisquer, temos |z| < 1, |y| < 1e
zy| = |z|ly| < || < 1.

Assim, zy € B(0,1) e B(0,1) é um ideal de B(0,1).
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Agora, damos a definicdo de anel e ideal de valorizacao.

Definigao 3.1.7 (Anel e ideal de valorizacao). Seja K um corpo munido de um valor

absoluto nao arquimediano | - |. Definimos o anel de valoriza¢io de | - |, como o subanel
O=DB(0,1)={rcK:|z| <1}

Também, definimos o ideal de valorizagao de | - |, como o ideal
P=DB(0,1)={recK:|z| <1}

A seguinte proposicao, que sera enunciada sem prova, mostra algumas propriedades
do par O, P. Detalhes sdo dados em [29].

Proposicao 3.1.10. Seja K, dotado de um valor absoluto ndo-arquimediano |- |. Entao
(i) K € o corpo de fragoes de O.

(ii) Sex € O ex ¢ P, entao x € inversivel em O, ou seja, O é um anel local com ideal

mazimal P.

Para finalizar, na situacao da parte (iz) da proposigdo acima, temos que o anel

quociente entre O e o ideal P é na verdade um corpo.

Definigao 3.1.8. Sob as condigoes da Defini¢ao 3.1.7, o corpo residual de K, é o corpo
quociente

k=0/P.

3.2 VALORES ABSOLUTOS EM @

Agora vamos nos focar em aplicar o visto de maneira geral, no caso dos niimeros
racionais . Mas primeiro, devemos notar que se estamos interesados na topologia induzida
por um valor absoluto em @, ndo teremos alternativas diferentes as obtidas com os valores

absolutos dos exemplos dados na Secao 3.1:

(1) O valor absoluto trivial, | - |g
(2) O valor absoluto usual, | - |0

(3) E para cada inteiro primo p > 1, o valor absoluto p-adico | - |p.

Chegou a hora de definir o valor absoluto de tipo p-adico em Q. Dados p € IN, um

nimero primo e n € Z, é claro que podemos escrever de forma tinica

_ v/
n=pn,

onde p 1 n’. Como v é determinado por p e n, escrevemos vp(n) = v. Mais precisamente:
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Definicao 3.2.1 (Valorizagao p-ddica). Dado n € Z, n # 0 e p € IN nimero primo, defina

a valorizacao p-adica de n, por vy(n), satisfazendo a relagao:
n= pvp(n)n/, onde p{n'.
Se 0 # x = a/b € Q, defina a valorizagao p-adica de = por
vp(x) = vp(a) — vp(b),
junto com a convencao vp(0) = 4-o0.

Observacao 3.2.1. Nao é dificil verificar que a definicdo acima, para um ntmero racional
z € Q, ndo depende da representagio de x como quociente de inteiros! e que a valorizacao

p-addica de um elemento = € Q, = # 0, fica determinada pela condigao

onde p 1 a't/

Exemplo 3.2.1. Para visualizar o calculo da valorizacao de um ntimero racional, vamos

ver alguns exemplos:

(1) v5(180): Como 180 =5-36 e 51 36, temos v5(180) = 1.

(2) v9(111/56): O inteiro 111 néo é divisivel por 2 e 56 = 23 - 7, logo v9(111/56) = —3.
A seguir, um par de propriedades da valorizacao p-adica.

Lema 3.2.1 (Lema 2.1.1 de [29]). Para todo xz,y € Q e p € N nidmero primo, temos

(1) vp(zy) = vp(x) + vp(y)

(ii) vp(r +y) > min{vp(z), vp(y)},

com as convengio vp(0) = 4-00.

Demonstragio. (i) Sejam z,y € @ nimeros racionais nao nulos, entdo pela Observacao
3.2.1, existem o/, V', ¢, d’ € Z, nao divisiveis por p, tais que
a d

T = pvp(ff)y ey = pvp(y)E’ com pta't'dd
logo,

)) CL/C/

xy — p(yp(x)+vp(y W

com p 1 (a'd)(Vd'), ou seja vp(zy) = vp(x) + vp(y).

b Sea=¢ =250, entao vy(a) — vp(b) = vy(c) — vp(d).
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(ii) Sejam z,y € Q no formato do item (i). Primeiro suponha que vy(x) < vp(y), o caso
contrario é analogo. Entao, podemos escrever
on(@) (€4 (opl)—u(e)) €
x —|- y — p P y _|_ p p P J

_ min{u,(z),0,(y)} (a/d/ + p(vp(y)_vp(m))blcl>
—F b/d/ .

Como antes p 1 b/'d’ e se vy(y) — vp(x) > 1, temos que p 1 (a’d’ + plopW)=u @)y /)
de onde obtemos vp(x 4+ y) = min{vy(x), vp(y)}. Se vp(y) — vp(x) = 0, entao p pode
dividir, ou ndo, ao inteiro a’d’ 4+ b'c/, nesse caso temos vp(x+y) > min{v,(z), vp(y)},
completando a prova.

]

Do Lema anterior, vemos que a valorizacao p-adica, tem um comportamento “pa-
recido” com o logaritmo de um valor absoluto, s6 que a desigualdade esta na direcao

contraria. Com essa sugestao, temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.2.1 (Valor absoluto p-adico). Considere p € IN, um nimero primo. Defina
a fungao | - |p : Q = Ry, mediante
el = 50,

oo

com a convengdo p~>° = 0, para ter |0, = 0. Entdo, | - |p, € um valor absoluto ndo-

arquimediano em Q, que chamamos de valor absoluto p-adico.

Demonstracao. Do Lema 3.2.1, as propriedades de valor absoluto nao-arquimediano sao

satisfeitas trivialmente. |
Antes de continuar, algumas observacoes.

Observacao 3.2.2. Dado p nimero primo, da Proposicao 3.1.6, vemos que para um

numero real ¢ > 1 qualquer, o valor absoluto

‘x|c — C*’Up(x)
é equivalente com o valor absoluto p-adico | - |, pois existe o > 0 tal que ¢ = p®, devido
a que a funcao f(x) = p” satisfaz f([0, +oo[) = [1, +o0].

Observacgao 3.2.3. Observe que, a diferenca do que acontece no caso arquimediano

n - -n TL—>O%
p |p—p —U.

Observacgao 3.2.4. O valor absoluto p-adico s6 pode tomar valores num conjunto enu-

meravel, valores que pertencem ao conjunto

(|- |p) = {p" : n € Z} U{0}.
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Observacgao 3.2.5. Para x,y € Z, temos a seguinte relacdo entre a distancia de dois

nimeros e a congruéncia médulo p”
r=y (modp") & [z —ylp <p™

Observagao 3.2.6. Os valores absolutos p-adicos | - [p, € | - [p,, com p1,p2 € IN nimeros
primos distintos, ndo sao equivalentes se p1 # po. Com efeito, suponha que eles sao
equivalentes e considere a sequéncia {an },eN, com ap = (p1/p2)". Observe que quando
n — 00, |aplp, = 0 e |ap|p, — 0o, mas, pela Proposicao 3.1.6, existe a@ > 0 tal que

| py = | - |5, e assim |ap|p, = |an|y, — 0 quando n — oo, 0 que é uma contradicao.

Agora estamos em condi¢es para poder enunciar e provar o Teorema de Ostrowski.

Teorema 3.2.2 (Ostrowski (Teorema 3.1.2 de [29])). Todo valor absoluto nao trivial em

»

Q, € equivalente a um dos valores absolutos |-|p, onde p € um nimero primo, ou “p = 00"

Demonstragio. Seja |- | um valor absoluto nao trivial sobre o corpo Q. Temos os seguintes

casos possiveis.

(a) Se|-| é arquimediano, entdao, pela Proposigao 3.1.2, podemos escolher o menor inteiro

positivo ng € IN, tal que |ng| > 1. Assim, é claro que existe um « > 0 tal que
Ing| = ng.

Para provar que podemos usar esse valor de v na Proposicao 3.1.6, isto é, que para
todo z € Q, |z| = |z|%, é suficiente provar que |n| = n®, para todo n € IN. Seja

n € IN qualquer e escrevamos n na base ng, ou seja, no formato
n:a0+a1n0+a2n%+---+aknlg,

com0<a; <ng—1lea#0.

k+1

Observe que k é caracterizado pela de&gualdade nO <n <mngy' , de onde obtemos

kIn(ng) <In(n) < (k+1)In(ng), ou k < ( )) < k+1, e assim

Ln(no)) J

onde |z] é a parte inteira de x. Tomando valor absoluto na expansao na base ng de

n, temos
n| = lag + a1ng + agnd + - - + apnf| < lag| + |ar|n§ + |az|nd® + - - + |ag|nf®.

Como ng é menor inteiro tal que |ng| > 1, temos |a;| < 1, para todo 0 < i < k, de

onde
|n|s1+n8+n%“+---+n’6“
= nf (1+n0 +n52a+---+naka)

n%

ka

<" Z"O =iy
0
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Logo, chamando C' = n§/(ng — 1), temos

In| < Cnléa < Cn®.

Aplicando esse resultado no inteiro n?¥, com N € N, obtemos
V| < cnNe.

Logo, para N € N, temos
In| < ¥Cn®.

Fazendo N — oo, obtemos |n| < n®, conseguindo assim a primeira desigualdade.

Para mostrar a desigualdade oposta, voltamos olhar na igualdade

n:a0+a1no+a2n%+~--+aknlg.

Como nf <n < nngl, podemos escrever
(k+Da | (k+1) (k+1) (k+1)
ng = |ng | = |n+ny —n| < |n| 4 |ng — nl,
de onde
(k+Da | (k+1) (k+Da , (k+1)
In| > ny — Ing —n| > ny — (ng —n)®.
Como n > nlg, inferimos que
(k4+1)a (k+1) k
In| > ny —(ng 7 —ng)"
1 «
no
— C’n6k+1)a > O'n”,

com ¢ =1—(1—1/ng)® nao depende de n. Procedendo igual que no caso anterior,
inferimos que |n| > n®, de onde obtemos |n| = n®, provando assim que |- | é

equivalente com o valor absoluto | - |so-

(b) Agora, suponha que o valor absoluto é nao-arquimediano, entao, pela Proposigao 3.1.2,
temos |n| < 1, para todo n € Z. Como estamos supondo que | - | é ndo trivial?,
podemos encontrar o menor inteiro positivo ng tal que 0 < |ng| < 1. Observe que ny
necessariamente deve ser um nimero primo, pois caso contrario teriamos: ng = a - b,
com |a| = |b| = 1, pela minimalidade de ng, contradizendo o fato |ng| < 1. Seja
p = ng. Considere n € Z, um inteiro que nao seja divisivel por p. Vamos mostrar

que |n| = 1. Com efeito, fazendo a divisdo de n por p, obtemos

n=qp-+r

2O valor absoluto trivial é definido por: [0]p = 0 e |z|o = 1, Vz # 0, assim, se | - | é ndo trivial e

ndo-arquimediano, pela Proposigdo 3.1.2, necessariamente existe um n € IN tal que 0 < |n| < 1.
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onde 0 < r < p. Da minimalidade de p, temos necessariamente que |r| =1 e |¢p| < 1
pois |¢| <1 e |p| < 1. Como |- | é ndo-arquimediano, |n| = max{|gp|, |r|} = 1. Para

concluir, para n € Z qualquer, escrevemos n = p’n’, com p { n’ e obtemos

n] = [pl*[n'| = p|]" = ¢
com ¢ = |p| 1 > 1, e assim pela Observacao 3.2.2, |- | é equivalente ao valor absoluto

p-adico | - |p.
|

Finalmente, veremos um resultado que utiliza todos os valores de p, incluindo

p = 00.

Proposigao 3.2.2 (Férmula do produto (Proposi¢ao 3.1.3 de [29])). Para x € Q, com

x # 0, temos
H |x‘p =1,
p<o0
onde p < oo, significa que fazemos o produto sobre todos os primos de Q, incluindo o

“primo infinito”.

Demonstragio. Como todo ntimero racional é quociente de inteiros e |z| = | — z| para
todo x € Q, é suficiente provar a féormula para x € IN. Nessa situagao, podemos escrever

z=ptpy?e -pzk. Logo

lz]g = 1, se q # p;

z|p, = p; parai=1,2, ...k

‘x|OO = pi)él . pg2 .. .pgk
e fazendo o produto de todas essas quantidades, obtemos o resultado. |

Observacgao 3.2.7. O simbolo “co” no valor absoluto usual em Q, é por conveniéncia
na notacgao. Por exemplo, é util para escrever de forma simples a formula do produto
indexando facilmente todos os valores absolutos possiveis. Como o conjunto de ntimeros
primos ¢ infinito, faz sentido pensar no valor absoluto usual em @, pelo menos em termos
de notagao, como o valor absoluto associado a um “primo infinito”, e assim todo valor

absoluto nao trivial em @ estaria associado a um nimero primo, seja finito ou infinito.

3.2.1 Completamentos de @)

Como vimos no Teorema de Ostrowski 3.2.2, qualquer valor absoluto nao trivial em
Q serd equivalente ou com o valor absoluto usual |- | ou com o valor absoluto p-adico |- |,
para algum ntimero primo p. No caso do valor absoluto usual, (Q, |- |sc) nd0 é um espago

métrico completo, logo usando o processo de completamento da Secao 3.1.3 obtemos o
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corpo com valor absoluto dos nimeros reais (R, | - |s). No caso dos valores absolutos p-
adicos temos a mesma situacao, ou seja, (Q, |- |p) nao é completo para qualquer p nimero

primo. Resumimos esses fatos na seguinte proposicao.

Proposigao 3.2.3. Seja | - | um valor absoluto nao trivial sobre Q. Entdo, o corpo com

valor absoluto (Q, |- |), nao € um espago métrico completo.

Demonstragao. Seja | - | um valor absoluto nao trivial sobre @, e para chegar a uma
contradi¢do, vamos supor que o espago métrico (Q, |- |) é completo. Como em todo espago
métrico os singletons sao conjuntos fechados, com eles podemos escrever () como a uniao

de uma familia enumeravel de conjuntos fechados:

Q= |J{d¢
q€Q

Claramente int(Q) = Q = Q # 0, logo, pelo Teorema da Categoria de Baire, necessaria-
mente deve existir um gy € Q tal que int({qp}) # 0, ou seja, deve existir r > 0 tal que
B(qo,7) = {qo}. Como |-| é ndo trivial, existe® 0 # z € Q tal que |z| < r, logo go+ 2z # qo
e |qo +z — qo| = |2| < r, de onde vemos que gy + z € B(qo,7) = {qo}, 0 que é claramente

uma contradi¢do. Portanto, o espaco métrico (Q, |- |) ndo pode ser completo. |

Observagao 3.2.8. Nas condi¢oes da proposicao anterior, o que acontece no caso do
valor absoluto trivial?. Af temos completitude. Com efeito, sejam Q # () e pg a métrica
“zero-um” ou métrica discreta (a topologia gerada por essa métrica é a topologia discreta)
sobre Q: po(x,y) =1, se & # y e po(x, z) = 0, para todo x,y € Q. O espaco métrico (2, pg)
é completo, pois dada uma sequéncia de Cauchy em Q, {ap},e;w € Q, € 0 < e < 1, temos
que existe N € IN tal que pg(an, am) < €, para todo m,n > N, ou seja, an = amy, para todo
m,n > N e assim a, — ay € €1, quando n — oo. Mesmo sendo completos, os espagos
métricos de topologia discreta sao pouco interessantes, por essa razao, trabalheremos com

métricas nao triviais.

Da Proposigao 3.2.3, vemos que tal como acontece no caso | - |0, para qualquer
nimero primo p > 1, o espago (Q, | - [p) ndo é completo. Portanto, do mesmo modo de
como é feito no caso do valor absoluto | - |~, usaremos o processo de completamento da

Segao 3.1.3 para completar (Q, |- |p), obtendo assim, o corpo dos niimeros p-adicos.

Defini¢ao 3.2.2 (O corpo dos nimeros p-adicos). Definimos o corpo com valor absoluto
dos ntmeros p-adicos, que denotamos por (Qp, | - |p), como o corpo com valor absoluto

obtido ao completar com relagao a | - |, o corpo (Q,| - [p).

3 Pela Proposicao 3.1.6 e o Teorema 3.2.2 (Ostrowski), se | - | = | - |%, com a > 0, escolhemos z € @ tal

que 0 < z <7/ ese|-| =1, escolhemos z = p~" tal que h € Z e p < rl/e,
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3.2.2 Representacao dos niumeros p-adicos

Agora veremos algumas propriedades e a representacao dos nimeros p-adicos. Pri-
meiro, lembremos que os elementos de Q) = @, por ser um completamento, sdo classes de
equivaléncia de sequéncias de Cauchy em @ com relacao ao valor absoluto | - |,. Também
¢ bom lembrar que @ pode ser identificado com o subcorpo de Q) formado pelas classes
de equivaléncia de sequéncias de Cauchy constantes. Para a € Qp, seja {ap},ecn uma
sequéncia de Cauchy de niimeros racionais representando a. Assim, o valor absoluto sobre
Qp ¢ por definicao

jaly = lim_|an],
Proposigao 3.2.4 (Lema 3.2.5 de [29]). Seja 0 # a € Qp e {an}neN wma sequéncia de
Cauchy em a. Entdo, existe N € N tal que

|a|p = nlimm |an|p = |aN|p'

Demonstra¢io. Como a # 0, temos que a sequéncia de Cauchy {ay},en ndo é nula, isto
é, limy, 00 ]an|p # 0. Como visto no Teorema 3.1.2, existem § > 0 e uma subsequéncia

{an, }rew de {an}nen, que também é uma representante de a, tais que
lan, |p > 6, Vk € IN.
Por outro lado, como {ay, } ey também é de Cauchy, existe M € N tal que
lan,, — anylp < 0, Vk, 1> M,
de onde vemos que para todo k,l > M

‘ank o Clnl‘p <9 < maX{‘ale|p7 ’anl |P}

Logo, pela Proposicao 3.1.4, inferimos que necessariamente |an,|p = |an,|p para todo
k,l > M e assim

’a‘P = k:lggo |ank’p = ‘aTLMLD = ’aN‘Zh

onde N =njy. |

Da proposicao anterior, inferimos que o conjunto de valores possiveis para o valor
absoluto | - |, em Qp ¢ o mesmo que para o valor absoluto |- |, em Q, o conjunto
Im(|-|p) = {p" : n € Z}U{0}. No caso do valor absoluto usual a situacdo ¢ diferente, pois
o conjunto de valores possiveis para |- |oc em Q é Q4 e em R é o intervalo real [0, +00).

No que segue, vamos considerar as séries da forma

o0
> o =a_yp Vo yap M+ tagtaptapt 4o (9)
i=—N



Capitulo 3. O corpo dos nimeros p-ddicos 74

onde N e€Z,0<a_ny <pe0<aqa; <ppara todo i > —N. As somas parciais formam
uma sequéncia de Cauchy, ja que para todo € > 0, escolha ng € IN tal que p~" < € e para

m > n > ng, temos

m n m

% i 1 1 —(n+1 -n

Doawt = > et =| 3 ap'| < max {Jap'p} <p () < p7mo <.
1=—N 1=—N D 1=n+1 D

Assim, cada série da forma (9) serd convergente em Q). Reciprocamente, vamos provar que

cada classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em @ contém uma tnica representante

candnica, que é uma sequéncia de somas parciais de uma série da forma (9). Para poder

estabelecer esse fato, primeiro vamos definir o anel de inteiros p-adicos

Definicao 3.2.3 (Zjp). Definimos o anel dos inteiros p-adicos, que denotamos por Zy,

cOomo

Zp:=DB(0,1) ={z € Qp: [z|p < 1}.
Antes de continuar, uma pequena observacao sobre a notagao.

Observagao 3.2.9. Para p € IN, o simbolo Zj pode representar dois conceitos diferentes
dependendo da area onde ele é utilizado.
Na aritmética modular, o simbolo Z), representa o conjunto de classes de equivaléncia da

relacao de congruéncia modulo p em 7., definida por:
r=y(modp) & z—y=m-p, meZ.

Nesse contexto, para p primo, Z; munido da soma e multiplicacao de classes, ¢ um corpo
com p elementos.

A outra area onde o simbolo é utilizado é na andlise p-ddica, onde p também é um ntmero
primo. Aqui, como jé foi definido, o stmbolo Z, representa o anel de inteiros p-adicos, e

para evitar confusoes, o corpo de p elementos ¢ denotado por IF).

Na linguagem da Definicao 3.1.7, Zy, é o anel de valorizagao de Qy e por ser uma

bola num espago métrico nao-arquimediano, também ¢é um conjunto aberto e fechado.

Teorema 3.2.3 (Proposicao 3.3.2 de [29]). O anel Zy, é um anel local cujo ideal mazimal
é

pZyp ={x € Qp : |x]p < 1}.
Além disso

(i) Dado x € Zyp en > 1, existe By € 7, 0 < By, < p", tal que |z — Bulp < p~™. O inteiro

Bn nessas condicoes, € unico.

(ii) Dado x € Zp, existe uma sequéncia de Cauchy {fn}tpew C Z, tal que Bp — z,

satisfazendo
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(1) Bn€Z com0< B, <p"
(2) Bp+1 = Bp (mod p").

A sequéncia {fn} e nessas condigoes é unica.

Demonstracao. Da Proposicao 3.1.10, a primeira afirmagao é imediata. Para ver a forma

do ideal de valorizacao, observamos que

1

m<1<:>x§_<:>£
||p p=DP "

<1 x € ply.
p

(i) Escolha z € Z) e n € IN quaisquer. Como Q é denso em Q, entao existe a/b € Q
fragio simplificada®, tal que

‘m—g) <p "<l
blp

Logo,
1] < maxlaly, lz - afbly} <1
p

de onde temos necessariamente que p 1 b, pois se b = pUc, com v € N e p { ¢,
como por hipétese p 1 a (fragao simplificada), teriamos necessariamente |a/b|, =
p’la/c| = p¥ > 1, o que é uma contradigao. Assim, como p 1 b, existe b’ € Z tal que
b’ = 1 (mod p") de onde obtemos (Observagao 3.2.5) b — 1|, < p~", e assim

a

— —ab

b

a

b

p

a _
(b0 — 1)’p - ‘g‘pwb’— 1, <p™.

Finalmente, como ab’ € Z, existe um tnico 3, € 7 satisfazendo 0 < B, < p" e
abt! = By, (mod p™), logo
|ab/ - 6n|p < p—n

e usando a desigualdade triangular forte, obtemos
|z — Bnlp < p

(ii) Como (i) é valida para cada n € IN, temos que existe uma sequéncia {3y, },en onde

B € o tnico inteiro tal que 0 < B, < p" e |z — Bulp < p~ ", logo

|Bnt+1 — 5n’p < max{|r — 5n‘p7 |z — ﬁn+1|p} =p ",

de onde vemos que [,+1 = fn (mod p™), e pela Proposigao 3.1.7, que {fn}pen €
uma sequéncia de Cauchy que converge para x, quando n — oo. A unicidade de

{Bn}nen nessas condigoes, é clara.

4 a

Uma fragao de inteiros § é chamada de fracao simplificada, se mdc(a,b) = 1.
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Observagao 3.2.10. Na prova do item (i) do Teorema 3.2.3, se escolhemos 3, = ab/,
teremos um exemplo de uma sequéncia de nimeros inteiros satisfazendo a condicao
Bn+1 = Bp (modp™) (ou seja, {Bnlnen € de Cauchy), que converge para z mas que
nao necessariamente satisfaz 0 < 3, < p", assim, além das sequéncias garantidas pelo
Teorema 3.2.3 temos outras sequéncias de Cauchy realizando o mesmo elemento.
Também do item (i), vemos que dado z € Zj, sempre podemos encontrar um
inteiro nao negativo que seja arbitrariamente proximo de x, isso quer dizer que IN é denso
no espago métrico (Zp, | - ), ou seja, No = Z, e assim, (Z, |- |p) é um espago métrico

separavel, que ao ser fechado em (Qp, | - |p), é também um espago métrico completo.

Agora estamos em condi¢oes de obter a representacao candnica de um inteiro p-
adico como uma série de poténcias em p, ou seja, como a expressao (9) com N = 0.

Considere = € Zjp. Do Teorema 3.2.3, existe uma sequéncia {8y },eN C Z, tal que

e 0< 3, <p"

e [y = x(mod p")

® Bp+1 = Bp (mod p").

O préximo passo é escrever os inteiros (3, na base p. Como fy,+1 = By, (mod p), temos
B1 = ap, 0<ap<p-1
P2 = o + a1p, 0<a;<p-1

B3 =apg+ap+agp?, 0<ag<p-—1

e continuando com o processo, vemos que os inteiros 3, formam uma sequéncia de somas

parciais:
n—1 _
Bn = Z az‘pz
1=0

que converge para x € Zp, logo, podemos representar x como o limite x = limy o0 On,
isto é,
—ag+aip+agp’ + - Fapp"+ -

Primeiro verificamos que as expressoes desse tipo sao convergentes em Zy.

Lema 3.2.4 (Lema 3.3.8 de [29]). Sejam b; € Z, para i € N, quaisquer. Entdo, a série
x=by+bip+bop? + -+ bpp" -

¢ convergente em L.
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Demonstracio. E suficiente provar que a sequéncia de somas parciais é uma sequéncia de
Cauchy. As somas parciais s&o s, = by + b1p + bap® + - +bpp esem=n+r >n, e

pela Proposicao 3.1.7, temos

n—oo

lsna1 — snlp = |bop1p"Hp < p~ D =570

e assim sy € convergente em Zj,. ]
Como corolario imediato do Teorema 3.2.3 e o Lema acima, temos

Corolario 3.2.4.1. Cada elemento x € Zy se escreve de maneira unica como uma série
de poténcias de p

T =ag+aip+ap’ - app’ 4
onde 0 < oy, < p, para todo n € IN.

Observando a expressao (9), vemos que para obter um = € Q) qualquer, é suficiente

dividir um elemento de Zj;, por uma poténcia de p.
Proposigao 3.2.5. Seja v € Qp, entdo, existe N € Ny tal que

pN T € Lyp.
Além disso, para y ="y o2 gwpp™ € Zy, temos que |y, =1 se e somente se wy # 0.
Demonstra¢do. Para a primeira parte da proposicao, se z € Qy é tal que |z|, < 1, entao,
N = 0. Suponha agora que |x|, > 1 e considere um inteiro N € IN tal que 1 < |z, < N,
entdo necessariamente |p?N zlp < 1, ou seja N e Zy. Agora, para a segunda parte da

proposicao.

(=) Suponha que |y|, = 1, e também que wy = 0, entdo

o0
y=> wup” =plwi +wp+...),
n=0

1

de onde obtemos |y|, < p~" < 1, o que é uma contradicdo, portanto wp # 0.

(<) Suponha y = 07 g wpp™ com wy # 0 e |y|p < 1, logo, |y|p = p~"" para algum m € N

e [p~Mylp = 1, assim de (=), pMy = Y02 o p" com g £ 0 ey = Yoo yp"TM.
Portanto, da unicidade da representagao em @, temos wy =0 paran =0,...,m—1, e
em particular wg = 0, o que é uma contradicao. ]

Corolario 3.2.4.2. Cada x € Qp nao nulo, se escreve de maneira tinica como uma série

de poténcias de p

r=a_np N+ tag+arptagp’ o anp" 4

onde, N € Z, a_x # 0, 0§@i<P€|x|p:pN'
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Demonstragio. Seja x € Qp ndo nulo, da proposi¢ao anterior vemos que o conjunto

{n € Z:p"x € Zp} é ndo vazio. Considere N € Z tal que’
N =min{n € Z : p"zv € Zp},

entao |pNx|p = 1. Com efeito, como |pNx|p <1, se |pN:c|p <1, entdo pNz € PZyp, ou seja

existe z € Zy tal que pN r=pze pN =20 que contradiz a minimalidade de NV, logo

pNx =y com |y|p = 1. Finalmente e também pela proposicao anterior, para y € Zj tal

que |ylp =1, temos y = Y 07 wpp com wy # 0, logo

o0 o0
-N —N
r=p Ny=>Y wp" N = > amp”
n=0 m=—N

onde oy = Wy N € o = wp # 0 e portanto

— mi Z:
|$|p _ pN =p min{n€Z: a,#0}

No caso dos ntimeros reais, dado b € IN, com b > 1, para = > 0 podemos escrever

o0

x = Z anpb™"

n=—N

onde 0 < ap <b—1ea_n #0, sdo os digitos de x na base b e essa representagao nao é
unica. Se N > 0, entdo = tem parte inteira diferente de zero e representamos = em funcao

desses digitos por
T=Q_N...0_20_10( . QALOD2 ... 0. ...
Se N <0, entao x € (0,1) e escrevemos
x=0.00...00_nya_Ni{1O0_N42---.

No caso p-adico podemos fazer o mesmo. Se mantemos a convencao de que os digitos
correspondentes com as poténcias positivas de p fiquem do lado esquerdo da representacao,

para o numero p-adico

0
T = Z anp”
n=—N

temos a representacdo unica, para N > 0

T=...0p...000000 . O_10_9...Q_}N

> Para z # 0 o minimo sempre existe, pois se p"z € Zy, entdo p"'x € Zyp, Ym > n, logo se o minimo
ndo existisse, necessariamente devemos ter p"z € Z,, Vn € Z_, ou seja, |z|, < p™,Vn € Z_, de onde
vemos que necessariamente x = 0, obtendo uma contradigao.
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epara N <0
T=...0_N420_N410_NO0...00.0.

A representagao como sequéncia de digitos do niimero p-adico x acima, é chamada de
expansdo p-ddica canonica de x. Note as diferencas nas representacoes como sequéncias

de digitos no caso real e p-adico:

SO o0 . 10— ...y em Qp (10)

Q_N...Q_20_1QQ . X1 ...Qp ... em R. (11)

Por dltimo, vamos provar que o espago métrico (Zy,| - |p) é compacto, resultado que
implica que Qy ¢ localmente compacto pois Z; ¢ uma vizinhanca do zero. A prova usa o

classico argumento da diagonalizacao de Cantor.
Teorema 3.2.5 (Teorema 1.34 de [30]). O espago métrico (Zy, |- |p), é compacto.

Demonstracao. Seja {xn},cn uma sequéncia em Zj. Escrevamos a expansao canonica de

cada termo da sequéncia
o0
=0

L. n
Como os digitos 27" € {0,1,--- ,p — 1}, podemos encontrar g € {0,1,---,p— 1} e uma
subsequéncia infinita de {xy},ecnN, denotada por {zop}nenN, tal que o primeiro digito
de cada xq,, para n € IN, é ag. Procedendo da mesma maneira, encontramos aq €
{0,1,--- ,p—1} e uma subsequéncia infinita {21, } e de {zop }new tal que os primeiros

dois digitos de cada z1,, para n € IN sao aq e a1. Continuando com esse procedimento,

obtemos os digitos ag, a1, -+ junto com a sequéncia de sequéncias
00, 01,2025 s TOms """
10, 11,212, »T1my """
T20,X21, 222, ,L2m, """

tal que cada sequéncia é uma subsequéncia da sequéncia anterior e tal que cada elemento

da j-ésima linha comega com os digitos ag, aq, ..., a;. Para cada j = 0,1, ..., temos

Tjj € {wj—lja Tj—1j+1> }

Portanto, a sequéncia diagonal {zqg, 11, ...} continua sendo uma subsequéncia da sequén-
cia original e que obviamente converge para ag + a1p + aop 4 -+ € Zyp, ou seja, toda
sequéncia em Zjy, possui uma subsequéncia convergente em Zj e assim o anel de valorizacao

dos inteiros p-adicos é compacto. [ |
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3.2.3 O Qp-espaco vetorial (Qg,Jr, )

Na préatica, os algoritmos de aprendizagem supervisionada sao aplicados no espaco
euclidiano, ou seja, as regras de aprendizagem trabalham com amostras rotuladas da
forma dy, = ((z1,91), (22, 42), .-, (xn,yn)) € (R x {0,1})", onde os elementos z; sdo
membros do R-espago vetorial d-dimensional (]Rd, +,+), equipado com a métrica induzida
por alguma norma.

Para trabalhar com wvetores de niimeros p-adicos, procederemos de forma similar,
assim, precisamos equipar o Qp-espago vetorial (Qg, +,-), onde + e - sdo as operagoes
vetoriais componente a componente usuais, com uma estrutura métrica induzida por uma
norma.

Procedendo de maneira andloga ao caso de R-espagos vetoriais e trocando o valor
absoluto | - [ por | - [p, é possivel mostrar que no Q)-espaco vetorial Qg, todas as normas

sdo equivalentes® e que com qualquer uma delas, Qg é um espaco de Banach gracas a

completitude de Q. Ainda, como claramente o conjunto Q? é denso no espaco (Qg, 1D,
com || -|| uma norma qualquer sobre Qg, temos que (Qg, |- II) é também um espago métrico
separavel.

Mesmo que todas as normas gerem a mesma topologia em Qg, o formato de uma
bola varia segundo a norma, por essa razao, no seguinte capitulo vamos trabalhar com a
norma em Qg que veremos a seguir, cuja métrica induzida sera conveniente para nossos

propositos.

Defini¢ao 3.2.4 (Norma do tipo ¢*° em Qg). Sejam d,p € N com p um nimero primo.
No Qp-espagco vetorial (Qg, +,+), vamos considerar a fungdo || - [|7° : Qg — R4, definida
para cada a = (ay,a,...,a4) € Qg por

Jall3® = maxagl.

€ld]
E imediato verificar que || - [° ¢ uma norma em Qg, e denotaremos por By(a,p”) a bola
fechada em (Qg7 | - 1I5°) centrada em a € Qg de raio p”, com h € Z. Ainda, observamos
que para d = 1, temos || - Hgo =1 |p.

No caso de nao existir confusao com alguma outra norma em Qg, para simplificar a

notacio, denotaremos a norma | - [|7° simplesmente por: || - [|.

A norma ||-|| satisfaz a desigualdade triangular forte, pois para a, b € Qg arbitrarios,

existe m € [d] tal que

la+0blp = ?é?j]( |a; + bilp = lam + bmlp < max{|amlp, [bm|p} < max{||alp, 0]y},

6 Duas normas sdo equivalentes se as métricas induzidas geram a mesma topologia. Na prova classica

em R-espagos vetoriais, todas as normas sdo equivalentes com a norma ||z|; = E?:l |%i|00, € nO caso
p-ddico podemos usar ||z||1, = Z?zl |z -
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isto é, || - ||p é uma norma nao-arquimediana em Qg, e portanto, (Qg, |- 1lp) é um espago

ultramétrico, completo e separdvel.
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4 UMA REGRA DE APRENDIZAGEM SUPERVISIONADA USANDO NUME-
ROS p-ADICOS

Neste capitulo, vamos desenvolver uma regra de aprendizagem (Defini¢ao 2.2.1)
sobre o cubo [0, l]d CcR%, comd>1, que utiliza a estrutura hierdrquica do espaco ultra-
métrico (Zg, || -1lp). Para conseguir nosso objetivo, primeiro veremos algumas propriedades
geométricas das bolas no espaco ultramétrico (Qp, | - [p), que vao nos permitir definir uma
regra de aprendizagem nos inteiros p-ddicos. Depois, representaremos o conjunto Zj, como
uma drvore de busca p-aria cheial [10], A(Zyp), para logo definir uma regra de aprendi-
zagem sobre (Zp, | - |p) aproveitando essa particular representagao. Depois de estudar a
natureza das bolas na topologia do espaco normado d-dimensional (Qg, |- llp), com d > 1,
que também ¢ ultramétrico, estendemos a regra de aprendizagem sobre Z,; para o espago
(Zg, | - [|p) e finalmente com a ajuda da técnica de reducdo de dimensionalidade boreliana,
(ver [53] e o Teorema 2.3.3), definimos uma regra de aprendizagem sobre [0, 1]d c R%,
com d > 1, como a composi¢ao (Defini¢ao 2.3.1) de uma aplicacdo injetora e boreliana,
P, 1 [0, 1]d — Zg, e a regra de aprendizagem sobre Zg.

Ao longo do texto, vamos adotar a terminologia padrao sobre arvores de decisao
utilizada na Ciéncia de Dados/Ciéncias da Computagao. Detalhes sobre esses conceitos
bésicos podem ser encontrados nas seguintes referéncias, [32, 45, 57].

Antes de comecar com o desenvolvimento da regra de aprendizagem nos niimeros
p-adicos, vamos fazer um comentario sobre a face desta mesma regra num contexto mais
geral.

Como visto no Capitulo 1 (Introdugdo), se seguimos a ordem cronoldgica dos
diversos estagios da pesquisa, depois de estudar em detalhe as principais propriedades dos
numeros p-adicos, o passo seguinte foi desenvolver uma regra de aprendizagem que usufrui
dessas particulares propriedades, para logo no seguinte estagio, estudar a consisténcia da
nova regra.

Na hora de estudar a consisténcia, a regra de aprendizagem desenvolvida no espaco
ultramétrico (Zg, | - |lp) revelou a sua face mais geral, e portanto resultou ser que a nova
regra de aprendizagem, na verdade pode ser aplicada em qualquer dominio boreliano
padrao (£, p), com p métrica sobre €2, pois como veremos no Capitulo 5, para cada k € N,
a regra no espago (Zg, | - |lp) pode se escrever como a regra de aprendizagem do tipo
plug-in, que chamaremos *k-NN e que denotaremos por L+ n = (9nk)peq, definida
para cadan € N, 1 < k < n, dy = ((z1,y1), (x2,y2) ..., (Tp,yn)) € (2 x{0,1})" com

1

Uma arvore m-aria, é uma arvore onde cada vértice possui no maximo m vértices filhos, e ela serd
cheia, se cada vértice pai tem exatamente m vértices filhos. Uma arvore m-aria de altura finita, s6
pode ser cheia se m = 0, portanto para m € IN, qualquer arvore m-aria cheia, necessariamente é de
altura infinita.
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n = (z1,292,...,2y) € Q" e x € Q, mediante

L, 77nk<dnax) > %

0, caso contrario,

Ini(dn)(x) =

onde as func¢oes
Mkt (2 x{0,1})" x Q — [0, 1]

sao definidas por

1
nnk(dnyx) = Ngn(f]f) Z yl’
P meBain @)

com

Sn [— 1 . ) . . R

rt (@) =min {r > 0:4({i €[n]: z; € B(x,r)}) >k}
e

Ngn(m) = f ({z €n]:x; € B(x,rzt‘NN(x))}) > k.

Ou seja, se (2,p) = (Zg, | - |lp), a regra de aprendizagem L4y ¢ reduzida a regra

definida pelos simples algoritmos que desenvolveremos neste capitulo.

4.1 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DAS BOLAS EM (Qp, | - |p)

Para comecar, vamos ver as propriedades das bolas no espaco ultramétrico (Qp, |-[p)
que vao nos permitir definir uma regra de aprendizagem nos inteiros p-adicos (Zy, | - [p).
Na Proposicao 3.1.5, vimos que num corpo com valor absoluto nao-arquimediano (K, | - ),

as bolas possuem as seguintes propriedades, onde r,s > 0 e a,b € K:

(i) Se b€ B(a,r), entao B(b,r) = B(a,r).

(ii) B(b,r) = B(a,r) ou B(b,r) N B(a,r) = .

(iii) O conjunto B(a,r) é aberto e fechado na topologia induzida por | - |.
(iv) B(a,r)N B(b,s) # 0 < B(a,r) C B(b,s) ou B(b,s) C B(a,r).

(v) As propriedades (i)-(iv) valem também para as bolas fechadas.

A propriedade (i), diz que em uma bola aberta ou fechada, todo elemento da bola
¢ o centro da bola. A propriedade (ii) diz que duas bolas com o mesmo raio ou sao iguais
ou sao disjuntas, a propriedade (iii) diz que toda bola é ao mesmo tempo um conjunto
aberto e fechado, e a propriedade (iv) diz que duas bolas quaisquer, ou sao disjuntas
ou uma estd contida na outra. Isto acontece em qualquer espago ultramétrico. No caso

p-adico, ainda temos.
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Proposicao 4.1.1. Seja a € Qp arbitrdario. Entdo
(i) Para todo h € Z, B(a,p") = B(a,p"t1).

(ii) Para € > 0 qualquer, existe h € 7. tal que

B(a,e) = B(a,ph).

(iii) Para x = Z;?i—N ajp7 ey = Z;?.;—M ijj, numeros p-adicos quaisquer, temos

e para h € 7
o —ylp <Pt & aj =775 < —h— 1.

Demonstragio. (i) A inclusio B(a,p") C B(a,p"*1) é clara. Como o valor absoluto

p-adico toma valores no conjunto
h
Im(| - [p) = {0} U{p" : h € Z},

vemos que nao pode existir um nidmero p-adico z tal que p* < lz|p < ph L logo se

z € Bla, p"t1) entdo |z — alp < Pt e assim |x — alp < p", obtendo a igualdade.

h+1

(ii) Para € > 0, existe um tnico h € Z tal que ph < e < pMtl Se ph = € a prova

h+1 B claro que B(a, p") C B(a, €) e para a outra

acaba. Suponha que ph <e<p
desigualdade, vemos que se € B(a, ) entio |x — a|p < €, e pelo mesmo argumento

utilizado no item (i), temos que necessariamente |z — alp < P, logo = € B(a,pl).

(iii) Sejam z = Z;i_ N ajpj ey = Z;‘;_ M fyjpj , nimeros p-adicos quaisquer com
M,Ne€Zea_n,v_p #0.Se N # M, entao |z|, # |y|p, logo, pela Proposigao
3.1.4,

&= ylp = maxc{lalp, lylp} = p~ NI = pmmingieZiagd),

obtendo o resultado. Suponha N = M e seja jo = min{j € Z : aj # v} > —N,
entdo aj =7;,Vj<jo—1le

o (o]
= (S i 3
J=Jo J=Jo

0 (Z wnp™ = > fmpm> (12)
m=0 m=0

onde Wy, = gy € Em = Ymj, com wpy # &o-
Ainda,

> wp™ Z Emp™
m=0

=1

(wo — &) +p (Z wnp™ =) £mpm_1)
m=1

m=1

p
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pois, por um lado, temos que o inteiro wy — &y # 0 e |wy — &ploo < p — 1, de onde

inferimos que p 1 (wp — &p) obtendo assim |wy — &plp = 1, e por outro,

o0 o0
p (Z wnp™ =) €mpm_1>
m=1 m=1 P

assim, pela Proposicao 3.1.4, |3 °_gwmp™ — > oo fmpm]p = |wo — éolp = 1.
Tomando valor absoluto em ambos lados da igualdade (12), obtemos |z —yl, = p~7.

<plt<i,

Por tultimo, para h € Z, qualquer,

|x—y|p§ph<:>min{j€Z:ozj7£7j}Z—h@ajzyjjng_h_l'

Para simplificar a notagao, definimos o conjunto Dy dos digitos na base b.

Definicao 4.1.1. Para b € IN, b > 1, defina o conjunto de digitos da base b, D C Ny,

por
Dy :={0,1,2,...,b—1}.

Outra propriedade importante das bolas p-adicas, é que elas podem se escrever como
a uniao de p bolas fechadas de igual raio que, pela Proposicao 3.1.5, sao necessariamente

conjuntos dois a dois disjuntos. Vamos mostrar esse fato com Z,.

Proposicao 4.1.2. Seja h € N qualquer. Entao
>, —h
Z,= ) B(laglr™)

apyEDh
onde oy = (@0, 01, ..., ap—1) € DI},L = H?:l Dy e [logpl] = 22;6 anp™ € Zp.
Demonstragio. Primeiro note que, pela Proposigao 4.1.1 (i),
Z, = DB(0,1)u S5(0,1)
= B(0,p~H W s(0,1)
onde S(0,1) é a esfera unitaria centrada na origem, mas, pela Proposi¢ao 3.2.5, temos

S(0,1) = {z € Zp : |zfp = 1}

(0.}
:{xEZp:x:Zanp”,ao#O}

n=0
p—1 00
= U {xEZp:x—on:Zoznp”}
ag=1 n=1
p—1
= |- {xEZp:|x—oz0|p§p_l}
apg=1
p—1
= U B (040717_1) )
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e portanto

p—1

D, -1
Zp = U B <O{(),p ) )

040:0
onde as bolas da unido acima, sao conjuntos dois a dois disjuntos. Para oy € D, os
elementos de Zj, que pertencem a bola B (o, p_l), sdo os nimeros cujo 4ltimo digito (a
representacao p-adica é de direita para esquerda), o correspondente a poténcia Y, seja ay.
Por sua vez, e usando o argumento anterior, para oy € Dp, podemos particionar a bola

B(ag,p~ 1) por
B (ao,p_1> =) B <a0 + qu,p—2> )
Oq:O

obtendo assim uma particao de Zj, em bolas de raio p2

Zp= | -] B (Oéo + @1P,p_2>

I
C
wefl

(Oéo + Oélpap_2> .

Continuando com este processo, para h € IN, temos

Zy= | Bllowlr™.

ameDy

onde os conjuntos da uniao acima sao dois a dois disjuntos, p) = (g, a1, ..., ap_1) € D]})‘
. h-1
e [lagyl] = 2p=p anp™ _

Observagao 4.1.1. Para h € IN qualquer, o produto cartesiano Dg = H?:l D, possui
jj(Dg) = ph elementos. Logo, para cada h € IN, da Proposicao 4.1.2, temos uma particao
de Z; em ph bolas de raio p_h que podemos indexar utilizando o conjunto D]},L.

Assim uma bola B ([|a(h)|], p~ ") seré indexada usando a representacio numérica
de [lay,)l] € Zp no formato (10), isto &, serd indexada com a sequéncia de h digitos

ap_q - a1og, sequéncia que chamaremos de identificador da bola B’(Ha(h)\],p_h).

4.2 REPRESENTACAO DE Z, COMO UMA ARVORE p-ARIA CHEIA

A métrica induzida em @ pelo valor absoluto p-adico, esté estreitamente relacionada
com a aritmética de (Q,+, ) e o valor de p, por isso, como veremos na Observagao 4.2.1
e de forma diferente de como acontece no caso real?, o corpo (Qp,+,) nao é um corpo
ordenado, isto ¢, nao ¢ possivel definir em Q) uma ordem total que respeite as operagoes de

corpo. Portanto, tentar uma representagao grafica de Zj no estilo que acostumamos fazer

2 A topologia de R é por defeito a topologia da ordem, como também se chama & topologia induzida por

|'|00~
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no espaco euclidiano (desenhar o grafico de uma bola no espaco (R3, | - ||2), por exemplo),
carece de sentido, pois ndo podemos falar de eixos coordenados no sentido (euclidiano)
usual.

Uma alternativa para visualizar “uma copia” de Zy no espaco euclidiano ¢ dada em
[36, Secgao 2.3]. Ali, os autores constroem modelos euclidianos de Zy, onde esses modelos
sao subconjuntos de R4 homeomorfos® a L.

Agora, se o que procuramos ¢é representar de forma grafica a estrutura hierarquica
do espago (Zp, | - |p), da Proposicao 4.1.2 vemos que podemos representar essa estrutura
mediante uma arvore p-aria cheia [16]. Deve ficar claro que essa ndo é uma representagao
geométrica no sentido mencionado acima, porém, ela é uma representacao que permite
h

)

registrar e visualizar a hierarquia dos conjuntos B(a,p~") C Zy dentro de Z,, e fornece

um método para determinar o elemento da particao de Zy, em bolas fechadas de raio p_h,
onde pertence um elemento x € Z; qualquer, ou seja, permite construir uma drvore de
busca que, junto com um critério de decisdo, podemos utilizar para definir uma regra de
aprendizagem em (Zyp, | - |p)-

Antes de continuar, vamos fazer uma observacao pendente.

Observagao 4.2.1 ((Qp,+,-) ndo é um corpo ordenado). Primeiro lembremos que
(K, +,-, <) é um corpo ordenado, se (K,+,-) é um corpo e < é uma ordem total so-
bre K (todo par de elementos de I podem ser comparados usando <) satisfazendo, para
todo a,b,c € K,

(i) Sea=<b, entdo a+c=<b+ec,
(ii) Se Og < a e Ok < b, entao O < a - b.

Assim, se supomos que em (Qp, +, -) existe uma ordem total < e definindo a relagao de

ordem parcial estrita, <, por a <b< a < bea#b, para 0 e 1, temos duas alternativas:

1 < 0: Nesse caso, pela propriedade (i) acima, somando —1 em ambos lados temos 0 < —1,
assim, de (ii) multiplicando em ambos lados de 1 < 0 por —1, temos —1 = 1(—1) <

0(—1) =0, o que é uma contradicao.

0 < 1: Nesse caso, somando —1 em ambos lados, temos —1 < 0. Por outro lado, se

somamos 1 de maneira recursiva em 0 < 1, obtemos
0<1<2<---<p—-1=<np,

logo, de (ii)
0<1=<(p—1)p,Vje N
Dois espagos topologicos sao homeomorfos, se existe um homeomorfismo entre eles. Um homeomorfismo

entre os espacos topoldgicos F e F, é qualquer funcdo bijetora, f : E — F, tal que f e f~! sdo funcoes
continuas.

3
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Assim,
w .
0<> (p—1)p) =—1
J=0
o que novamente é uma contradicao.

Portanto, concluimos que (Qp, +, -), ndo pode ser um corpo ordenado.

Para poder definir a estrutura de arvore com a qual representaremos os inteiros

p-ddicos, precisamos da nogao de altura de uma bola em Z.

Definigdo 4.2.1 (Altura de uma bola em Z,). Seja B = B(a,p™"*) C Z,, uma bola
qualquer. O inteiro ndo negativo h = h(B), sera chamado de altura de B, e faz mengao a

h

particao de Zj, em bolas fechadas de raio p™", parti¢ao que serd chamada de particao de

Ly a altura h.

Agora, para determinar a bola da particao a altura A na qual pertence um elemento

x € Zyp qualquer, temos a seguinte observagcao.

Observacao 4.2.2. Para h € IN qualquer e x = Z;X;O Oszj € 7y na sua expansao
canonica, da Proposigao 4.1.2, vemos que para determinar o elemento da particao de Z,
a altura h onde pertence x, é suficiente conhecer os tltimos h digitos de = (lembrar como
é a leitura de um numero p-adico), ou seja, é suficiente conhecer os digitos ay,_1 ... a1,

h

na mesma ordem dos indices. Assim, o identificador da bola fechada de raio p~" a qual

pertence = sera denotado por T(py = Qp—1 -+ - Q10

Agora, vamos usar os conceitos anteriores para representar os elementos das parti-
coes de Zy a altura h € IN, como vértices ou nds de uma drvore de busca p-aria cheia, onde
a estrutura hierarquica sera representada pelas arestas entre vértices. Assim, usando uma
amostra rotulada dn, = ((z1,y1), ..., (Tn,yn)) € (Zp x {0,1})" com os nimeros z; € Z,
na sua representacao canodnica, podemos facilmente implementar computacionalmente o
Algoritmo 1, para construir uma sub-arvore de altura finita, e o Algoritmo 2, que é um
algoritmo de busca na arvore ja construida, para obter com a combinagao de ambos uma

regra de aprendizagem sobre o espago ultramétrico (Zp, | - |p).

Definigao 4.2.2 (Representacao de Z;, como arvore p-aria cheia [10]). Definimos a drvore
de Zy, ou simplesmente a drvore p-ddica, que denotaremos por A(Zy), como a arvore p-aria
de altura infinita enraizada no vértice V(Zy) (representando a Zj), cujos vértices a altura
h € N representam as bolas de raio p_h da particao a altura i de Zj, e onde desenhamos
uma aresta U — V entre os vértices U e V, sempre que h(By ) = h(By) + 1 e By C By,

onde By e By sao as bolas representadas pelos vértices U e V', respectivamente.

Observagao 4.2.3. Pela Proposicao 4.1.2, vemos que na arvore A(Zy), um vértice pai

na altura h € IN, tem p vértices filhos na altura h + 1 e assim, A(Z;) é uma arvore p-aria
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com vértice raiz representando a Zj e onde cada vértice tem exatamente p vértices filhos,
ou seja, ¢ uma arvore p-aria cheia. Na Figura 1, temos uma representacao grafica de
A(Zs3), onde os vértices na altura h sdo rotulados com os correspondentes identificadores

de comprimento h da Observacao 4.1.1.

Raio

1

Figura 1 — Representacao de (Za, | - |2) como arvore 2-aria de altura infinita.

Gracas a unicidade da representacao candnica nos nimeros p-adicos, temos que
cada x = Z;’io Oszj € Zy corresponde biunivocamente (ver [16]) com um caminho infinito
na drvore p-adica A(Zp) comegando no vértice raiz, V(Zp). Denotemos por V(y)) o
vértice a altura h representando a bola com identificador Yn) = Th=1---7170- Entao,

x € Zy como acima, pode ser codificado pelo caminho infinito
V(Zp) — V(.I(O)) — V([B(l)) — = V(x(h)) —

e assim, para determinar o vértice na altura h € IN do caminho que codifica x, precisamos
buscar o h-ésimo digito de = entre os p filhos do vértice V(m( h—l))- Também, temos que
duas bolas By e By, que sao representadas pelos vértices U e V| satisfazem By C By se
e somente se, existe um caminho na arvore A(Zy) desde o vértice U até o vértice V. A
distancia em Zj, pode ser visualizada na arvore A(Zp) levando em conta que, pelo item
(iii) da Proposigao 4.1.1, se x,y € Zy sao tais que |z — y|p = p_h, temos que os primeiros
h digitos de z e y coincidem e no digito h + 1 (o digito correspondente a poténcia ph
da expansdo canonica), diferem, logo h representa a altura da arvore p-ddica até onde os

caminhos de x e y coincidem.

Exemplo 4.2.1. Sejam = = ...00101000 e y = ... 1010110, inteiros 2-adicos. Na Figura
2, tracamos os caminhos de z e y na arvore A(Zs) e como |z — y|a = 271, vemos que os

caminhos de x e y se separam a partir da altura h = 1.
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Raio Altura
1 0
9—1 1
9—2 2
273 3

z Y

Figura 2 — Caminhos infinitos na arvore A(Zy), associados com z,y € Zso do Exemplo
4.2.1.

E claro que computacionalmente podemos trabalhar apenas com arvores de altura
finita. Para utilizar essa estrutura na aprendizagem de maquina supervisionada, estaremos
interessados nas sub-arvores de A(Zj) enraizadas em V(Zjp) que sejam a uniao dos cami-
nhos tragados, até uma altura finita, pelos elementos de uma amostra rotulada. Vejamos

um exemplo.

Exemplo 4.2.2. Seja H = 3, a altura maxima de nossa arvore e considere a amostra
rotulada, dg € (Za x {0,1})5:

dg = ((...0100,0), (...1100,0), (...0010,1),(...1010,1),(...0001,0), (...1001,1)).

Para cada elemento da amostra, tracamos o caminho na arvore A(Z») para cada altura
0 < h < 3. Um par de informagoes tteis que podemos obter na hora de wvisitar cada
vértice por parte dos elementos da amostra e que computacionalmente podemos estocar
em um par de varidveis inteiras, digamos ny, s,y € INg; sdo o nimero de elementos da
amostra que pertencem A bola representada pelo vértice e a soma dos rétulos® desses
elementos, respectivamente. A situagao é representada na Figura 3, onde o par en cada

vértice representa as variaveis (ny, sy).

Observacao 4.2.4. A arvore da Figura 3, possui vértices “vazios”, ou seja, que nao

possuim as informagoes (ny, Sy), isto é porque esses vértices representam bolas de Zay que

4 No caso de classificagdo bindria {0, 1}, no par (n,,s,), s, representa o nimero de rétulos 1 nos n,

elementos da amostra que pertencem a respectiva bola representada por esse vértice. Assim, no caso
de classificagdao binéria, podemos usar (n,, s,) para registrar a votagao em cada vértice.
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Raio Altura
1 0
9—1 1
9-2(2,0) 2
273 3

Figura 3 — Caminhos até a altura H = 3 na arvore .A(Zs), associados com os elementos
da amostra do Exemplo 4.2.2.

nao contém elementos da amostra. Como computacionalmente nao faz sentido salvar na
memoria esses vértices, vamos podar ou remover eles da arvore. Na Figura, 4 temos a

arvore contendo apenas a uniao dos caminhos tracados pelos elementos de dg até h = 3.

Raio Altura
1 0
o1 1
9—2(2,0) 2
273 3

Figura 4 — Arvore do Exemplo 4.2.2 sem vértices vazios.

Como a intencgao é tentar implementar computacionalmente esse tipo de estruturas,
na seguinte definicdo vamos resumir as ideias anteriores assumindo um entorno de trabalho

computacional.

Definicao 4.2.3 (.,45 (dp): Arvore de decisdo p-adica de altura H gerada por dy). Sejam
p > 1 um ndmero primo, d,, € (Zp x {0,1})" uma amostra rotulada e H € IN. Definimos a
arvore de decisao p-ddica de altura H gerada pela amostra rotulada dy, que denotaremos
por A{j (dyp), como a arvore formada pela unido dos caminhos até a altura h = H,

comegando pelo vértice raiz, V' (Zy), tragados na arvore A(Zy) pelos elementos da amostra
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dp, estocando em cada vértice as variaveis inteiras (ny, sy ), sendo o nimero de elementos
da amostra que pertencem a bola representada pelo vértice e a soma dos rotulos desses

elementos, respectivamente.

Finalmente, e a modo de exemplo, a Figura 4 é uma representacao grafica da arvore
de decisdo 2-adica A3(dg).

43 UMA REGRA DE APRENDIZAGEM SOBRE (ZZ, || - ||,), COM d > 1

Agora vamos traduzir/utilizar as ideias precedentes para definir uma regra de apren-
dizagem sobre o espago ultramétrico (Zg, [+ 1lp), com [[(a1, az, ..., aq)llp = max;c(q ailp
como na Definicdo 3.2.4. Primerio, traduziremos as ideias anteriores em dois algoritmos,
Algoritmo 1 e 2, que definem uma regra de aprendizagem em (Zp, | - |p). Uma vez feito
isso e levando em conta o formato das bolas no espago normado (an | - |lp), estendemos

de forma natural a regra de aprendizagem para o espago (Zg, |- 1lp), com d > 1.

4.3.1 Uma regra de aprendizagem sobre (Z,, | - |,)

Agora vamos formalizar as ideias predecentes para enunciar uma regra de aprendi-
zagem sobre (Zy,| - [p). Considere H € N e dy, = ((x1,¥1), - .- (Tn,yn)) € (Zp x {0,1})",
uma amostra rotulada de elementos de Z.

Primeiro, para certo H € IN, que vamos especificar mais para frente, vamos construir
a arvore Aﬁ (dy,) como feito no Exemplo 4.2.2 e depois vamos definir um critério de decisao
sobre ela, obtendo assim, uma regra de aprendizagem no espaco ultramétrico (Zy, | - [p).

Para construir a arvore A{,{ (dyp), podemos tragar a trajetéria de cada elemento x;
do par (z;,y;) € dyn, para i € [n], mediante, por exemplo, o ingresso de registros num
diciondrio”, onde para cada altura 1 < h < H, a chave de cada registro é apenas um
digito (o h-ésimo digito de algiim elemento da amostra) e os valores do registro sao as
quantidades (ny, sy) junto com um conjuto de vértices filhos, que serdo chamados de
campos de cada vértice. Assim, cada vértice terd um campo ny, Um campo S, € um campo
filhos.

Formalmente, para cada vértice na altura 1 < h < H da arvore AZI,{ (dp,) com identi-
ficador o) € Dﬁ, V(a(p)), o campo ny = ny(ap)) representa o mimero de elementos da

amostra que pertencem a bola de identificador p) € Sy = sv(a(h)) ¢ a soma dos rétulos

5 Além dos diciondrios, em linguagens de programacio como Python, podemos utilizar classes ou outro

tipo de estruturas para implementar os Algoritmos 1 e 2. No Capitulo 6, fazemos algumas provas
numéricas, onde a linguagem de programacao usada é Python 3 e a implementacao do classificador
p-adico foi feita utilizando classes.
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desses elementos, ou seja,
n
(@) = D T5(flagy o) (@)
=1

Sv(a(h)) = ; yiﬂg(”a(h)|]7p—h)(xi)~

Com as informacoes definidas acima, o pseudocédigo para construir a arvore Aﬁ (dy) (ou
simplesmente para treinar o classificador em Z;), é o Algoritmo 1, onde a sintaxe para
denotar os diversos campos de cada vértice, é uma mistura feita a partir dos conceitos de

dicionarios e classes da linguagem Python.

Algoritmo 1 Construgao arvore Aﬁ (dn)

IHPUt: dn = ((Ihyl)v s (Inayn)) € (Zp X {07 1})717 H € INa com Ii = Z]O.;O aé'pja na
forma candnica para cada i € [n].

Output: A
1 Araiz < [(nw, sv), filhos] (Cria vértice raiz da arvore A)
2: Araiz.ng < n (Inicializa campos do vértice raiz)

3 Araiz.sy < > 1y Yi
4: A.raiz. filhos < {}
5 fori=1ton do

6: wertice < A.raiz
7. forj=0to H—-1do
8: if aé € vertice. filhos then
9 vertice < vertice.filhos[oz;]
10: vertice.ny <— vertice.ny + 1 (Atualiza os campos (ny, Sy))
11: vertice.sy — vertice.sy + y;
12: else
13: vertz’ce.filhos[ozé-] — [(nw, sv), filhos] (Cria vértice com chave oz})
14: vertice < vertice.filhos[aé]
15: vertice.ny < 1 (Inicializa os campos do novo vértice)
16: vertice.sy < y;
17: vertice. filhos < {}
18: end if
19:  end for
20: end for

Observagao 4.3.1. Usando as ideias precedentes, dada uma arvore AIJ,LI (dn), se x € Zy
pertence a uma bola da particio de Zp a altura 1 < h < H que contém elementos
da amostra dj, entao essa bola estara representada na arvore Aﬁ (dy) por um vértice
com campos (1(2(p,)), sv(2(p))), assim, podemos considerar esses ny(z(y,)) elementos da
amostra como vizinhos prozimos de x a altura h, pois pela Proposicao 3.1.5, no mundo

nao-arquimediano todo elemento de uma bola é o centro da bola. Além disso, a medida
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que subimos na arvore Aﬁ (dy) pelo caminho tragado por z, o raio das bolas representadas
por esses vértices diminui, por isso, quanto maior ¢ a altura de um vértice no caminho de

x, os vizinhos dele na bola correspondente serao vizinhos cada vez mais proximos.

Agora, para rotular um elemento x € Zj usando a arvore .Af (dy), precisamos de
um critério de decisdo, isto é, um critério para decidir em qual momento da execucao do
algoritmo de busca na arvore Aﬁ (dp,) devemos fazer a votagao para obter o rétulo predito
de x. Da Observacao 4.3.1, podemos usar como critério de decisdo, que a votacao para
rotular um elemento x € Zj seja realizada d maior altura possivel no caminho percorrido
por z, sempre que se respeite o nimero minimo (quérum) de elementos da amostra para
fazer a votacao, assim, adicionando um hiperparametro k£ € IN, com 1 < k < n, podemos

utilizar esse niimero como critério de decisdo da seguinte maneira:

(1) Procuramos o menor H € IN tal que todo vértice, V(a(pp)), a altura h = H da drvore
Aﬁ(dn), satisfaga ny(a(g)) < k, se k> 1 ou a condigao obvia, ny(eyf)) = 1 no
caso k = 1. Construir para o mesmo k uma arvore de altura maior, H > H, s6
provocara maior gasto de tempo e memoria sem melhora do desempenho, pois as
predicoes serdao as mesmas que para H. Uma arvore Aﬁ (dp) com H € N com essas

caracteristicas, sera chamada de arvore de altura minimal.

(2) Para rotular € Zj, tracamos o caminho de x em .Aﬁ (dp,) subindo na arvore sempre
que em cada vértice no caminho de x, o nimero de vizinhos da amostra seja pelo
menos k, isto é, sempre que seja satisfeita a condigao nv(x(m) > k. Denotemos por
1 < hy¢(x) < H, a menor altura onde o vértice visitado por x satisfaz nv(x(hf(x))) < k.
Note que nas condigdes do item (1), a altura 1 < hy(z) < H sempre existe no
caso k > 1. Nessa situagdo, o vértice no caminho tracado por z a altura hy(z) =
h(x) — 1, por hipétese satisfaz ”v@(hk(x))) > k, logo, ao fazer a votacao com as
informacoes desse vértice, estaremos fazendo a votagao com os elementos da amostra
que pertencem a bola centrada em z de menor raio® que contém pelo menos k

elementos de dy,.

(3) Se ao tracar o caminho de x € Zj, na arvore Aﬁ (dy,) nos encontramos com a situagao
de que o vértice visitado por z a altura 1 < h(z) < H satisfaz ny(z(3(,))) = k e a bola
B(z, p~(M#)+1)) n3o tem representante na rvore Aﬁ (dp), entao isso quer dizer que
a quantidade de elementos da amostra d;, que pertencem a bola Bz, p_(h($)+1)) sera
zero, que ¢ menor do que k > 1, portanto nesse caso calculamos o voto majoritario
com as informacoes da bola B(z, p*h(x)) e assim estaremos fazendo a votacdo com
os elementos da amostra que pertencem a bola centrada em x de menor raio que

contém pelo menos k elementos de dy,.

6 Especificacdes serdo dadas no Capitulo 5.
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Utilizando o Algoritmo 1 para obter uma arvore A]I,{ (dy) de altura minimal como no item
(1), o pseudocddigo que resume os itens (2) e (3) para rotular um elemento x € Zj, é o

Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Classificagao em Z

Input: Recebe z =37 &jpj € Zp, A= Aﬁ(dn) ekelN.
Output: ]I[%,l] (vertice  pyal-Sv/verticegryal- M )-

1. verticepq < A.raiz
2: for j=0to H—1do
3. if aj € verticeypyq-filhos then

4 vertice < vertice,yyq)- filhos[a;]
5. else

6: vertice < [(0,0),{}]

7. end if

8 if vertice.ny < k then

9: break

10:  else

11: vertice iy ql < vertice

12: end if

13: end for

Resumindo: para treinar o classificador em (Zp, | - |p), que chamaremos simples-
mente de classificador p-ddico, devemos obter a arvore Aﬁ (dp,) de altura minimal mediante
o Algoritmo 1, e para predizer o rétulo de um elemento x € Z, utilizamos esses resultados

como entrada do Algoritmo 2 para logo obter a predi¢ao do rétulo de .

Observacgao 4.3.2. Embora os algoritmos 1 e 2 sejam a implementacao da regra *k-NN,
eles nao valem para o caso euclidiano, pois eles surgem das propriedades das bolas na

topologia dos ntimeros p-adicos, propriedades que nao sao validas no caso euclidiano.

4.3.2 Extensdo para (Zg, |-1lp), com d > 1 da regra de aprendizagem sobre (Zy, |-|p)

Agora vamos estender o algoritmo de classificagdo p-adico para o caso d-dimensional,
onde d > 1. Para fazer isso, da mesma maneira de como é feito no caso euclidiano, vamos
dotar o Qp-espago vetorial (Qg, +, ) com a métrica induzida por uma norma.

Na Secao 3.2.3, vimos que no espago Qg todas as normas sao equivalentes e, gracas
a completitude de Q, com qualquer uma delas Qg é um espaco de Banach que também
é um espaco métrico separavel.

Mesmo que todas as normas gerem a mesma topologia em Qg , o formato de uma
bola varia segundo a norma. Para obter uma versao d-dimensional da Proposicao 4.1.2,
que é o fato chave que permite definir o algoritmo em (Zy, | - |5), vamos usar a norma
|| - |lp da Definicao 3.2.4, pois como veremos na seguinte proposicao, com ela uma bola no

espago produto (Qg, | - |lp) é simplesmente o produto de bolas no espago (Qp, | - |p)-
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Proposicao 4.3.1 (Formato das bolas em (Qg, |- 1lp))- Sejam a = (a1,a9,...,aq) € Qg,
e h € Z, quaisquer. Entao
d
Bd(a7ph) = H B((l“ph)
i=1
Demonstracao.
By(a,p") = {z € Q) : [|lz — all, < p"}
d h
={x € Q, : max|z; —a;|p <p
{r € Qs max i —aily <)
:{xGQg:|xi—ai|p§ph,V1 <i<d}
d
h
= [[{zi € Qp: i — ailp <0}
i=1
d -
=[] Blasp")
i=1
|

Da proposicao anterior, é imediato conferir que os items (i) e (ii) da Proposigao

4.1.1 e o fato de que todo elemento da bola é o centro da bola, continuam valendo para as

bolas em (Qg, |- |lp). O item (iii) da Proposicao 4.1.1 também vale para uma nogao de

digito d-dimensional que veremos na proxima se¢ao, e que chamaremos de digito de um

vetor p-adico.

Agora estamos em condigoes de enunciar uma versao para o caso d-dimensional da

Proposicao 4.1.2.

Proposigao 4.3.2. Sejam d,h € IN quaisquer. No espago ultramétrico (Zg, |- llp), temos

Zo= \J Ba(lafi)lr™).

onde afy) = (afyy, oy, o) € (Dp =TI Df e
(d) h-1 h—1 h—1
lorgpyl) = (“O‘(h)”’ llauyl UO‘(h)“) = (Y ™ > iy D> alp" | ez
n=0 n=0 n=0

Quando for necessdario, usaremos a notacao simplificada, a%h) =y _q...00Q) € nessa

versao, &EZ)), denotard o identificador da bola By (HaEZ))Hap_h).
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Demonstracao. Da Proposicao 4.1.2, para h € IN qualquer, temos

d

zo=111 U Blllaglr™

1=1 azh)eD;}

d

_ ) h
S U U U T
a%h)GD;} a%h)GD;} afh)EDQ 1=1

d
- U T1 Blaiy.™)
() sty sy ) (D) =1

que combinado com a Proposicao 4.3.1, fornece
d
ol €(Dh)?

d
Zy. |
A seguir, faremos algumas observagdes sobre as consequéncias da Proposigao 4.3.2.

Observagao 4.3.3 (Numero de elementos da partigao de Zg a altura h). Para h € IN

qualquer, o produto cartesiano (D;})d = Hglzl D;,L possui ﬂ((D{,})d> = p"? elementos.

Logo, para cada h € IN, da Proposigao 4.3.2, temos uma particao de Zg em phd bolas de
(d)

raio p_h que podemos indexar utilizando os identificadores « (h) D& versao simplificada.

Observacao 4.3.4. Para h € IN e pela Proposicao 4.3.2, o vetor p-adico

o0 o0 o0

1 2 d d

T = ( E ap", E asp’ ..., E anp”> € Zy,
n=0 n=0 n=0

pertence a bola da particao de Zg em bolas fechadas de raio p_h, que tem identificador
L) _ (], 2 24 ) = (al adal 42 020 o adad)

Observacio 4.3.5 (Arvore p®-éria A(Zg)). No caso d-dimensional, o conceito de altura
de uma bola em Zg é analogo ao da Definicao 4.2.1, mas neste caso a altura de uma
bola faz mencao a particao de Zg em phd bolas fechadas de raio p_h. Também, de forma
analoga a como foi feito para A(Zj), podemos definir a arvore A(Zg), como a arvore
pd—éria cheia, enraizada no vértice V(Zg), que representa Zd, cujos vértices representam
as bolas no espago ultramétrico (Zg, | - |lp) e as regras para desenhar uma aresta entre

vértices sao as mesmas que na Definicao 4.2.2.
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Observagao 4.3.6 (Codificando um caminho infinito na arvore A(Zg)). Como feito

anteriormente, cada

o0 o0 o0
1 2 d d
T = < E ayp”, E arp”, ... E anpn> € Zy,

corresponde biunivocamente com um caminho infinito na arvore p-adica d-dimensional,
A(Zg), comegando no vértice raiz, V(Zg). Denotemos por V(y((lag), o vértice a altura h

representando a bola com identificador

(d) 1 1.1 2 2.9 d d_d
Yy = b1+ M0 Va1 -0 -+ 1+ V170)-

Entao, = € Zg como acima, pode ser codificado pelo caminho infinito

V(ZE) = V(alg) = Via) = -+ = Via}

e assim, para determinar o vértice na altura h € IN do caminho que codifica x, pre-
cisamos buscar entre os p? filhos do vértice V(xgz)_l)), a d-tupla cuja i-ésima compo-
nente, com ¢ € [d], é o h-ésimo digito de z; = > ;2 ol p", isto é, buscamos a tupla
(a}l_l,a%_l, e ’O‘Z—l)' Também temos que duas bolas Byy e By, representadas pelos
vértices U e V, satisfazem By, C By se e somente se, existe um caminho na arvore A(Zg)

desde o vértice U até o vértice V.

Agora vamos dar um nome a tupla de digitos que determina cada vértice do caminho

de um vetor na arvore A(Zg).

Definigao 4.3.1 (Digito de um vetor de (Qg, |- 1lp)). Seja x = (x1,x2,...,24) € Qg, onde
0s numeros x; = Z;’i_ N, a};ﬂ estdo na sua expansao canonica. Para j € Z, definimos
0 j-ésimo digito do vetor p-addico x, que denotaremos por D]],(m), como a d-tupla cuja

1-ésima componente é o digito correspondente com a j-ésima poténcia na expansao de z;:

j 1 2 d d
D)(z) = (a,05,...,0a5) € Dy,

onde se para certo x; = Z;’i N, aé-pj temos j < —1NN;, entao aé- =0.

Exemplo 4.3.1. Considere o vetor 5-adico,
x=1(...41223.1224,...11103.002,...22334.33) € Qg.

A norma e os digitos de = para alguns valores de j € Z: ||lz||5 = |...41223.1224|5 = 5%,
D5 4(z) = (4,0,0), D5 *(z) = (1,0,3), DY(z) = (3,3,4) e D¥(x) = (1,1,2).

Com essa nocao de digito d-dimensional, podemos provar a versao vetorial da

Proposicao 4.1.1.
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Proposicao 4.3.3. No espaco ultramétrico (Qg, |-1lp), comd > 1, para a € Qg arbitrdrio,

temos

(i) Para todo h € Z, By(a,p™) = By(a, p"T1).
ii) Para € > 0 qualquer, existe h € 7. tal que
(if) qualquer, q

By(a,¢) = Ba(a.p").

(iii) Para x,y € Qg, e h € Z, quaisquer
lz—yllp =p~ min{j€Z:D}(x)#D}(y)}

|z —yllp < p" = Dh(x) = D)(y),¥j < —h — 1.

Demonstragio. (i),(ii) A prova dos itens (i) e (ii) é imediata, pois uma bola no espago

ultramétrico (Qg, | - |lp) é produto de bolas do mesmo raio no espaco (Qp, | - |p).

(iii) Sejam z,y € Qp, cujas componentes satisfazem, para todo i € [d] z; = Z?’;_NZ_ oz;-pj

ey = Z]Oi_ M, fy;p] . Primeiro observamos que existe m € [d], tal que

|z —yllp = ?é%l% =il = |zm — ymlp = ;i — yilp, Vi € [d].

Logo, pelo item (iii) da Proposi¢ao 4.1.1, |z; — y;|p = p~ n{J€Z:a5FE} o todo
ielde

Jm =min{j € Z: o' £~} <min{j € Z: aé- +# ’y;-},Vi € [d],

assim

04; = 7},Vj < jm — 1,Vi € [d],
isto é,

Dy() = Dp(y), ¥ < jm — 1
e Dg;m(x) # Dg;’” (y), pois o' # ~7" . Portanto

||$ - pr —p min{jGZ:Dg(x);éD;(y)}'
Agora, seja h € Z. Entao
lz —yllp <p" & max 2i = yilp <" & |z —yilp <", Vi€ [d],
e novamente pelo item (iii) da Proposigao 4.1.1
i = yilp <P Vi € [d] & oy =4}, Vj < —h —1,Vi € [d],

ou seja, |z —yllp < p" & Dy(x) = D)(y),Vj < —h — 1.
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Observagao 4.3.7. Pela Proposicao 4.3.3, e do mesmo modo que no espaco (Zp, | - |p),
a distancia em Zg pode ser visualizada na arvore A(Zg), pois se x,y € Zg sao tais que
|z —yllp = p~", temos que os primeiros h digitos coincidem, D)(z) =Dy(y), 0 < j < h—1,
e no préximo digito diferem, Dg(x) =+ Dg(y), logo h representa a altura da arvore p-adica

d-dimensional até onde os caminhos de x e y coincidem.

Finalmente, com essa noc¢ao de digito d-dimensional, podemos definir, como feito
com a arvore .Af;{ (dy), a arvore de decisdao p-ddica d-dimensional de altura minimal H
gerada por dy, que denotamos por Aﬁi (dn)7, e construir essa arvore aplicando o Algo-
ritmo 1, onde as chaves dos vértices na altura h, dessa vez serao os digitos de dimensao d,
D)(x;) € Dg, dos elementos x; € Zg da amostra rotulada dp, € (Zg x{0,1})". Assim, para

. ‘ H P . ) i .
construir a arvore Apd(dn), sO precisamos trocar a; por Dy (x;) no Algoritmo 1, e para

rotular elementos de Zg,

referéncias, escrevemos essas modificagoes para o caso d > 1 nos algoritmos 3 e 4.

no Algoritmo 2 precisamos trocar a; por D]%(:E). Para futuras

Algoritmo 3 Construgao arvore Ag{l(dn)

Input: d, = ((x1,91),--- (Tn,yn)) € (Zg x {0,11)", e H € N, com z; = (2,25, ... ,a:él)

e x} =372 ag’zpj , na forma canonica para cada [ € [d] e ¢ € [n].
Output: A
1 Araiz < [(ny, Su), filhos] (Cria vértice raiz da arvore A)
2: Araiz.ng <—n (Inicializa campos do vértice raiz)
30 Araiz.sy < > i1 Y
4: Araiz. filhos < {}
5. for i =1 ton do

6: wvertice < A.raiz
7. for j=0to H—-1do
8: if D} (x;) € vertice.filhos then
9: vertice < vertice. filhos[D)(x;))
10: vertice.ny <— vertice.ny + 1 (Atualiza os campos (ny, Sy))
11: vertice.sy <— vertice.sy + y;
12: else . .
13: vertice. filhos[D}(x;)] < [(nw, sv), filhos|  (Cria vértice com chave Dy(x;))
14: vertice < vertice. filhos[D)(x;))
15: vertice.ny < 1 (Inicializa os campos do novo vértice)
16: vertice.sy < ¥;
17: vertice. filhos < {}
18: end if
19:  end for
20: end for

7 A poténcia p? na notacio, é pelo fato que a arvore gerada por uma amostra é uma subarvore de .A(Zg),

que por sua vez é uma arvore p-aria cheia.
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Algoritmo 4 Classificagdo em Zg

Input: Recebe x = (1, 22,...,2,4) com x; = Z;X;O ozé-pj € Zyp, 1 € [d] na forma canénica,
A= Agg(dn), HekeNN.
Output: ]I[% 1] (vertice  pyal-Sv/verticegyal-M)-

1. vertice pyql < A.raiz
2: for j=0to H—1do

3. if D)(x) € verticeyyyq-filhos then

4 vertice ¢ verticeqpq- filhos[Dy(z)]

5. else

6: vertice < [(0,0), {}]

7. end if

8 if vertice.n, < k then

9: break

10: else

11: vertice gy ql < vertice

12:  end if

13: end for

Em conclusao: a regra de aprendizagem no espaco ultramétrico (Zg, - lp)

com d € N, definida pelos algoritmos 3 e 4, serd chamada simplesmente de Regra de
Aprendizagem p-ddica, e serd denotada por E(k’,p) = ( T(Lk’p))%ozl'

Observacgao 4.3.8. Ressaltamos que embora cada n6 da arvore A(Zg) possui pd filhos,
para d € IN grande, nao temos uma ezxplosao de nés na hora de almacenar computacional-
mente a arvore A}g(dn), pois para sua construgao consideramos apenas os nos dados pelos
caminhos tracados pelos elementos da amostra d,. Gragas a isso, € como veremos nos
experimentos numéricos do Capitulo 6, os algoritmos 3 e 4 ndo sofrem dramaticamente

os efeitos de dimensoes elevadas.

4.4 UMA REGRA DE APRENDIZAGEM NO ESPACO [0,1]¢ ¢ Ri BASEADA NA REGRA
DE APRENDIZAGEM p-ADICA

Agora veremos a tltima se¢ao do capitulo. Aqui, utilizando a técnica de redugdo de
dimensionalidade boreliana (ver [52, 53]), vamos definir uma regra de aprendizagem sobre
0,1]% ¢ R? baseada na regra p-adica definida na secdo anterior.

Para conseguir nosso objetivo, observamos que a métrica p-adica estd fortemente
ligada a aritmética de Q, por essa razdo, primeiro veremos alguns resultados relativos
a aritmética de R4 que vao nos permitir construir uma aplicacao injetora e boreliana,
op: (Ry, |- |oo) = (Qp, |- |p). Logo, vamos estender ¢, de forma natural para o espaco
R4 , obtendo a aplicagao injetora e boreliana @, : IRSZr — Qg , aplicacao cuja restricao ao
cubo |0, 1]d, iremos compor com a regra de aprendizagem p-adica na forma que indica a

Definigdo 2.3.1, para assim obter uma regra de aprendizagem sobre o cubo [0, 1]d, com
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d > 1, que usufrui da estrutura hierarquica do espaco ultramétrico (Zg, |- 1lp)-

Vamos comecgar com um resultado simples que mostra que a expansdo na base b > 1
de qualquer nimero real define uma série convergente ou de soma finita, e assim, gracas
a esse resultado, podemos manipular algebricamente essas expressoes sem medo de errar.

Os resultados gerais serao feitos para uma base b > 1 qualquer.

Proposigéao 4.4.1. Seja b € N, b > 1. Para cada {an}," _\ C Dy, com N € Z, temos

o2 N apb™™ < 00, no espago métrico (R, | |co).

Demonstragdo. Considere {an}o° _\ C Dy arbitraria. Para M € Z, M > —N + 1, temos

M 00

Su= Y, apb "< (b-1) Y b

Se N <0, entao
(0. (0.] b
£ —-n __ .
o<y b= e C
n=—N n=0
ese N > 0,
00 -1 0 b
—-n __ —n —n __ —nNn —
D= "> b= ) b +r—=C
n=—N n=—N n=0

Em qualquer caso, temos

o0
Su<-=1) Y vy "< (b-1)C,
n=—N
logo
@)
Z apb™ " = lim Sy < (b—1)C < .
M—ro0
n=—N

Outro resultado 1til e simples é o seguinte.

Lema 4.4.1. Para b€ N, b > 1 e para qualquer N € Z., temos

o

b= > -1

n=N-+1
Demonstrag¢io. Considere M > N +1e Sy := ZnM:N+1(b — 1)b7", logo, expandindo a
soma obtemos Sy; = b N — =M de onde

1Sy — b Voo = b M M50,
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Observagao 4.4.1. Da Proposicio 4.4.1, vemos que toda série Y oo apb™" define
um numero real nao negativo, e por outro lado, também temos que todo ntimero real
nao negativo possui uma expansao na base b > 1 nesse formato. Assim, como estamos
procurando uma aplicagdo de Ry — Qp, se levamos em conta as expressoes (10) e (11)
podemos facilmente relacionar um niimero real com um nimero p-adico mediante a relacao

QEp C R4 x Qp, definida por

_ 0.9 (0.}
op| D ap | = D amp™
n=—N n=—N

A relagao g?)p nao € uma fungdo, pois do Lema 4.4.1, vemos que 1 =Y 22 (p—1)p~ " e
portanto, ¢p(1) =1 £ S0 1 (p — 1)p" = ¢p(>02 1 (p — 1)p™ "), jé que a representacio
nos numeros p-adicos, é unica. Contudo, e pela mesma razao, a relacao inversa d_)]; 1 sim
¢ uma funcao, a_ﬁg 1. Qp — R+. Como todo ntimero real positivo possui uma expansao na
base p > 1, a func¢ao qglj Lg sobrejetora, mas pelo Lema 4.4.1, vemos que nao ¢é injetora.
O problema da ambiguidade de ¢, surge na situagao do Lema 4.4.1, ou seja, com as
sequéncias de digitos {Ozn}%o:_ ~ € Dp que a partir de certo termo sao constantes com

valor igual a p — 1, isto é, quando existe M € IN tal que o, = p — 1 para todo n > M.

Na proxima proposicao, veremos que as sequéncias de digitos que provocam a

ambiguidade na relacao ép, sdo as sequéncias satisfazendo oy, — p — 1, quando n — oo.

Proposicao 4.4.2. Seja (2, 7) um espago topoldgico de Hausdorff, e A C Q um conjunto

finito. Se {an}pnew € uma sequéncia de elementos de A e r € A, entdo,
ap —r<dMeN:a,=r,Vn > M.

Demonstragio. Sejam {an}pew C A er € A tais que oy, — r € A, como 2 é Hausdorf,
para cada x € A\ {r}, existem abertos O, Oy € 7, com r € Oz, x € Oy tais que
Oy N Oy = (. Defina O, = mmeA\{r}Om € 7,entdao r € Op e Op N (A\{r}) C
O, N UxeA\{T}Ogﬂ = (), de onde, {r} = AN O,. Logo, como r € O € T, existe M € N tal
que ap € Op, Vn > M, més como {an},en C A necessariamente devemos ter ay, = 7,

Vn > M. A reciproca é imediata. [ |

Agora estamos em condi¢oes de enunciar e provar um resultado que permite escrever

de maneira tinica a expansao de x > 0 na base b > 1 e que permite evitar a ambiguidade

em qu.
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Proposicao 4.4.3. Fize b€ IN, b > 1. Para cada x € R, x > 0, existe um unico N € Z
e uma tunica sequéncia {an} "\ C Dy, satisfazendo a_ # 0 e an /b — 1, tais que

=322 yapb "

Demonstragio. Existéncia: Para b € IN, b > 1, a familia {[”,b"T1)},,c7, é uma particio
enumeravel do conjunto (0, +00), logo, para um ntimero real, z > 0, existe um tnico N € Z
tal que = € [bN, bN‘H), ou seja, WV <z < pNHL Assim, ao calcular a expansao de x na
base b, obtemos uma sequéncia de digitos {a,}>°  C Dy, tal que 2 =302 apb™"
e a_n # 0. Agora, se x é um nimero irracional ou um nimero racional com periodo
diferente de b — 1, pela Proposicao 4.4.2, é claro que a sequéncia {an}%O:_N C Dy que
define x, necessariamente satisfaz «,, 4 b — 1. Por outro lado, se = tem periodo b — 1, isto
é, ap —b—1, existe M € Z, M > —N tal que o, = b — 1, para todon > M.
Logo, pelo Lema 4.4.1, temos

M—-1 00
r = Z anb™ " + Z anb™"

n=—N n=M
M-1 %)

= > apb "+ ) (-1
n=—N n=M
M-1

= Y app M
n=—N
M-2

= Y and "+ (apog + 1y MY
n=—N

com 1 < ajy_1+1 <b. Depois de reduzir termos semelhantes, a sequéncia de digitos que
define a 1ultima expansao de = claramente converge para zero, e assim para todo x € R,
existe uma sequéncia em Dy que nao converge para b — 1 e que define uma expansao de x.
Unicidade:, suponha que {an}>° _ n, {m}ro 5 C Dj sdo sequéncias diferentes tais que
an,Yn 7~ b—1esejak = min{n € Z : ap, # Y}, logo, essas sequéncias definem os

nameros x,y € R4

k—1 00
o Z anb™ " + akb*k + Z anb™"

k—1 o0
y= > anb "y TF Y b
n=—N n=k+1
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Suponha ay > 7., pois ay # Y, logo

k—1 00
y = Z anb™" 4+ b7k + Z b~ "
n=—N n=k+1
k—1 00
< D ad b Y -1
n=—N n=k+1
k—1
= > anb b P pF
n=—N
k—1
= > a4 (b E
n=—N
k—1
> anh "+ abh
n=—N

IN

e portanto
k-1

y < Z apb™ " + akb_k <z,
n=—N
ou seja, x # y. O caso ap < 7 € analogo, portanto a representacgao nessas condigoes, é

Unica. [ |

4.4.1 Injecdao Borel mensuravel @, : ]R‘j_ — Qg

Nessa secao, usando as ideias da Observagao 4.4.1 e a Proposicao 4.4.3, vamos
construir uma funcao injetora e boreliana, ¢, : Ry — Qy, para logo estender ela de forma
natural para o caso d-dimensional, com d > 1, obtendo a funcao ®) : RSZF — Qg que

também sera uma func¢ao injetora e Borel mensuravel.

Definicao 4.4.1. Seja p € IN um ntmero primo. Definimos a funcao ¢p : Qp — Ry

mediante
00 00
Yp Z Oénpn = Z O‘np_n,
n=—N n=—N

e o subconjunto de Qy

0
Dy = Z anp" € Qp :{an}ye N CDp, NEZ, oy +p—1
n=—N

Pela Observagao 4.4.1, vemos que a fungiao ¢, = QB; 1 ¢ sobrejetora mas ndo ¢
injetora, porém, pela Proposicao 4.4.3, vemos que a restricao de ¢, ao conjunto ), a
funcao cpp|@p : 9 — R4, é uma bijecdo. Assim, a funcao inversa (cpp|@p)_1 Ry = Qp

¢ uma fungao injetora.
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Definigao 4.4.2. Seja p € IN um ntimero primo, definimos a fungao ¢, : Ry — Q) por
op = (@p@p)_l-
Na seguinte proposicao, vamos ver algumas propriedades simples da fungao ¢y,.
Proposicao 4.4.4. Para ¢;, e para o conjunto &y da Defini¢do 4.4.1, temos.
(i) Im(¢p) = Zp € denso em Qp.
(ii) Para todo x € Ry, |pp(x)|p <z

(iii) Para todo z,y € Ry, [¢p(x) — dp(y)[p < max{z,y}.

Demonstragio. (i) Como todo niimero p-adico é o limite de sequéncias de somas parciais
da forma S); = Zny:—N anp”, com oy € Dy, M, N € Z e M > —N, pela unicidade
da representagao nos numeros p-adicos e pela Proposicao 4.4.2, temos que a sequéncia

de digitos que define cada Sjy; tende para zero, isto implica

o0
Qp = anp™ € Qp : {an}%o:_N C Dp,ap —+0p C Z) CQp.
n=—N

(ii) Seja x > 0. Pela Proposigao 4.4.3, existe um tnico N € Z e uma unica sequéncia
{an}o® n C Dp, tais que z = > 02 napp™™, a_y # 0eap /4 p— 1. Logo

T > pN e portanto

N
[op(2)]p = p7 <.
(iii) E imediata a partir da desigualdade triangular forte e do item (ii).

[

No préximo resultado vamos provar que a funcao ¢, é Borel mensuravel, e portanto,

gracas ao Teorema 2.3.2, teremos que ¢p ¢ um isomorfismo boreliano de R sobre Z,.
Proposicao 4.4.5. A funcao ¢p : Ry — Qp, € injetora e Borel mensurdvel.

Demonstragio. A fungao ¢ ¢ injetora por construcao. Para provar que ¢, ¢ Borel men-
suravel, observamos que as bolas formam uma base enumeravel para a topologia de
(Qp, | - Ip), logo, pela Proposicdo A.1.1, precisamos verificar que a imagem reciproca de
uma bola aberta em Q, mediante ¢, seja um subconjunto boreliano de R4.. Seja a € Qp,
a =y napp",com N € Z, a_ny # 0eh € Z. Se h > N, gragas ao item (ii)
da Proposicao 3.1.5, é facil verificar que B(a,ph) = B(O,ph), pois a € B(O,ph) ja que
lalp = pN < pl: e também temos

6,1 (B(0,p") = {z € Ry« ¢p(2)|p < p"}

0
n=—M

o).
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que é um subconjunto boreliano de R4. Suponha entdo h < N e defina o truncamento
de a até o fndice —h > —N por al=") = Zgi_]v app” € P, e a imagem de a(=h)
via gzﬁzjl por al=h) .= gzﬁ;l(a(_h)) = ZZE_N anp~ "™ € R4. Primeiro observamos que se
be B(a,ph), com h < N, temos

N
b —alp <Ph <p" =lalp = |b—alp # |alp,

logo, da Proposicao 3.1.4 inferimos que |b], = max{|b— alp, |a|p} = |alp, e assim, obtemos
que b € B(a,ph) necessariamente deve ser da forma b = Y >° n Bup™ com S_pn # 0.
Entao, para h < N, pelo fato observado acima e usando o item (iii) da Proposicao 4.1.1,

temos

(;52;1 (B(a,ph)> = {a: eRy :|pp(z) —alp < ph}

0.0}
= qzERy:gpz) = Z Wmp" s v-N # 0, |pp(z) —alp < p"!
n=—N

o0
= \*= Z mp " €ERy i m=an,n < —h,m Ap—1p,
n=—N

de onde vemos que se x € gb;l (B(a,ph)>, entdo 0 < x —al~M) = > e hg1np” ", com

Yo A p—1eassim(0<x— al=h) < ph, ou seja x € [d(_h), al=h —i—ph) e portanto
¢;1 (B(a,ph)) C [&(_h),d(_h) —i—ph> :

Por outro lado, se = € [&(*h),&(*h) +ph>, temos 0 < x — al—h < ph, entao pela

Proposicao 4.4.3, existe {7”}%0:—h+1 C Dp tal que 0 < = — al=h) = Z%o:_h+1 Ynp~ "

com yp # p — 1 (e y_p41 ndo necessariamente diferente de zero), logo

o0
T = Z Bnp_n75n:anan§ _haﬁn:anZ _h+17/8n 7L>p_]-
n=—N

Assim,

op(z) —alp=| > wp"— D anp”

n=—h+1 n=—h+1

p
o0 (0.8}
<max{ | > anp"| | D " <ol
n=—(h—1) p n=—(h—1) p

de onde vemos que ¢p(z) € B(a,ph) e portanto [&(*h),d(*h) +ph> C gbgl (B(a,ph)>,
obtendo assim

o5 (Blap) = [a=M,ah 4 ph), (13)

que ¢ um subconjunto boreliano de R. |
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Dos cursos basicos de Analise, sabemos que toda func¢ao continua entre espagos
mensuraveis borelianos ¢ também uma fun¢ao Borel mensuravel, porém, também sabemos
que nem toda funcao boreliana é continua. Com relacao a continuidade da funcao ¢,

temos a seguinte proposigao.

Proposigao 4.4.6. A fungao ¢p € continua no conjunto

(e.¢]

e nao € continua nos pontos do conjunto
(0.9]

Demonstragio. Primeiro vamos provar a continuidade de ¢, em a = 0 € R4. Como

¢p(0) = 0, da prova da Proposicao 4.4.5, temos que para cada h € Z
6 (B(6p(0),") = 0.0") = Br, (0,p"),

logo, para cada 0 < € = p", existe 0 < § = p, tal que ¢p(BRr, (0,6)) < B(qﬁp(O),ph),
provando a continuidade em a = 0, pois Im(| - |,) = {0} U {p": h ez}

Agora, considere a = Y 07y app™ " € €p, a_n # 0 e h € Z. Primeiro vamos
supor que h > N. Nesse caso, temos B(qbp(a),ph) = B(O,ph), pois |pp(a)lp = pN < ph,
logo

&y ' (B(op(a),p") = |0,p").

onde 0 < pV < a < pN*tl < pl assim, considerando 0 < § < (pNle — a), temos
ép(Br, (a,0)) C B(¢p(a),p").
Agora vamos supor que h < N, nesse caso
65 (B(op(a),p") = [aM,al=1) 1 pt).
onde a(~ Z Nanp "t =, (gbp( ) ) Como «ay, 4 0, p—1, temos que para todo

inteiroh < N, 0 < a( h) < a< a( )—i—ph, logo para passar no teste de continuidade basta
escolher 0 < § < min{a=") +p" —a,a— (=M}, para obter ¢p(BR, (a,6)) C B(¢p(a),p").

Finalmente provamos que ¢, nao ¢ continua nos ntmeros reais positivos cuja
expansao na base p satisfaz o, — 0. Seja a € A7, das Proposigoes 4.4.2 e 4.4.3, temos

que existem M, N € Z, com M < N, tais que a = Z_M_N

ne_n onp~ . Considere € = oM.
(—=M)

entao a =a,e

6y (B(dp(a),p™)) = [a,a + p™),
logo V0 > 0, qualquer z > 0 tal que a — § < z < a, satisfaz ¢p(x) ¢ B(gbp(a),pM), de
onde ¢p(BR_, (a,9)) )) € B(pp(a) ) completando a prova. |
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Observacao 4.4.2. A funcao ¢, definida acima nao ¢ a tinica maneira natural de associar

um real positivo com um nimero p-addico. A funcao ¢, envia
T=O0_NO_Ni] - - O_10( . A10203 . ..
na base p para o nimero p-adico

op(z) = .. .v0qap . 1 ...a_Ni1a_N-
Assim, por exemplo ¢,(1) =1 e ¢p(p) = p L

Paraz=3% " N app~ (1) = p=1 Yool _Nyanp Moupr=>° napp ", defina
o0
@Dp(x) = ¢p(px) = Z anp".
n=—N

Como a multiplicagdo por um elemento de Ry (z +— pz) é uma fungdo continua (e
em particular boreliana), entao 1, também é uma funcao Borel mensurdvel por ser a

composi¢ao de fungoes borelianas. A funcao 1y, envia

r=0_NO_Ny1-..-0_1.00010Q9...

na base p para
wp(:lf) =...ma1e) . a1 ... 0_N410_N,

isto é, envia a parte inteira de + € Ry para a parte fraciondria de ¢p(z) e a parte

fraciondria de  para a parte inteira de ¥p(x). Aqui, temos ¥y (1) = ¢p(p) = p L.

Finalmente, estendemos a funcao ¢, para uma funcao injetora e boreliana no espaco
d
R+-
Proposicao 4.4.7. A fungao ®y : Ri — Qg, definida por

q)p(‘xl?l?u s ,l’d) = (¢p(x1)7 ¢p($2)7 sy ¢p(xd))a
¢ injetora e Borel mensurdvel.

Demonstragio. Como a fungao ¢ ¢ injetora, a injetividade de ®;, segue imediatamente.
Considere as projecoes canonicas Wf : Qg — Qpem;: ]Ri — R4, para i € [d]. Pelo Coro-
lario A.1.0.1, como Ry e Qy sdo espacos métricos separaveis, temos @Ri = ®§l:1 BR, €
B = R, Zq,. logo, fazendo X = R, o7y = B, Yi=Qp, Y = Qf e oA = B
na Proposicao A.1.3, temos que @), ¢ Borel mensuravel, se e somente se, CI)f = ﬂf ody ¢

boreliana, Vi € [d]. Mas, para i € [d]

@f(:pl,xg,...,xd) = (Wfocbp)(xl,xg,...,xd)
= Wf(¢p(x1)7¢p(x2)w--a¢p($d))
= ¢p($z>

= (ppom)(r1,22,...,2q)
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para todo (z1,22,...,24) € ]R‘j_, logo (IJf = ¢p o m; é a composicao de uma funcao Borel
mensuravel, ¢,, e uma fungao continua, m;, portanto ela é Borel mensurével, Vi € [d], e

assim ®), ¢ uma funcao boreliana. |
Finalizamos o capitulo com algumas observacoes.

Observagao 4.4.3 (Como usar a regra de aprendizagem em [0, 1]%). Se dispomos de uma
amostra rotulada dp, = ((x1,91), (x2,12), ..., (@n,yn)) € ([0,1]% x {0,1})", para usar a
regra de aprendizagem dada pela Defini¢ao 2.3.1, como a composic¢ao da regra p-adica com a
aplicacao (I)p|[0,1]d (que por simplicidade denotaremos por ®p), primeiro obtemos a amostra,
rotulada p-adica ep = ((Pp(z1), 1), (Pp(22),y2), .., (Pp(zn), yn)) € (Zg x {0,1})"™ para
logo construir a arvore «45{1(671) de altura minimal H usando o Algoritmo 3. Uma vez
treinado o classificador, o rétulo predito para o vetor = € [0, 1]d, seré o rétulo do vetor @y (x)
predito pelo Algoritmo 4 com entradas Aﬁi(en) e H. Detalhes sobre esse procedimento

usando conjuntos de dados disponiveis na web, serao expostos no Capitulo 6.

Observagao 4.4.4 (Familia de regras em |0, 1]d baseadas na regra p-ddica). Uma férmula
simples para gerar novas regras de aprendizagem no cubo [0, 1]d, ¢ usar a estrutura linear
do espago normado (Qg, | - ||p) combinada com o isomorfismo boreliano ®p.

Com efeito, é claro que toda matriz quadrada de ordem d € IN com entradas em Q,
M € My(Qp), define uma aplicagcio linear, Ty : Qg — Qg, mediante o produto matriz-
vetor usual: Ty (x) :== Mz € Qg; aplicagdo que é continua (e portanto boreliana) pois é
uma aplicacdo linear entre dois Qp-espagcos vetoriais normados (com normas compativeis
com |- |p) cujo dominio é um espaco de dimensao finita (e portanto podemos definir || - ||,)
onde todas as normas sao equivalentes. Logo, como T); conecta dois espacos vetoriais
da mesma dimensao, a aplicagdo T serd injetora, se e somente se, T’y é sobrejetora, e
portanto, qualquer matriz M € Z := {M € My(Zy) : det(M) # 0}, define uma aplicacdo
Ty : Qg — Qg injetora e Borel mensurdvel, cuja restricdo Ty = TM|Zg : Zg — Zg
também serd uma injecao boreliana, gerando assim, as regras 55?29) em Zg e as regras

E?];Mpo)q)p no cubo |0, 1]d, para M € Z.

Nessa ultima observagao, vamos construir uma medida boreliana de probabilidade
sobre o conjunto Z, de matrizes inversiveis de inteiros p-adicos, medida que sera utilizada

B>

na hora de provar a consisténcia das florestas p-ddicas aleatorias da Segao 5.3

Observacao 4.4.5 (Uma medida de probabilidade boreliana sobre Z C My;(Zp)). Agora,
vamos construir uma medida de probabilidade boreliana, v, no espago métrico separavel
(Z,]l- lp), onde Z := {M € My(Zyp) : det(M) # 0} e a norma matricial é definida para
cada M = (Mij);%jzl € My(Qp), por [[M|lp = max; jc(q [Mijlp; obtendo assim, o espago
boreliano de probabilidade separdvel (Z,Bz,v).

8 Para uma matriz M € M4(K), onde K é um corpo qualquer, o determinante, det(M) e o trago, tr(M),

sao calculados da forma usual.
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Como primeiro passo, observamos que nao é dificil verificar que a aplicacao linear
UMy (Qp) — ng, definida para cada M = (Mij)zdj:1 € My(Qp), por:

2
W((M;)f 1) = (Mi1, Myg, ..., Myg, Moy, Mog,... . Myi,..., Myg) € Q

é um isomorfismo de espagos vetoriais normados, isto é, ¥ é uma aplicagao linear e bijetora
que preserva a norma: |V (M)||p = || M||p, VM € My(Qp), assim, os espagos (Mgz(Qp), ||-1Ip)
e (QgQ, | - |lp) sdo indistinguiveis como espagos vetoriais normados. Também observamos
que My(Zp) = \If_l(ZgQ) ¢ um subconjunto compacto de My(Qp), pois é a imagem
continua de um compacto.

O segundo passo sera definir uma medida de probabilidade boreliana no espaco
(Mg(Zp), || - |lp), usando uma medida em (ZgQ, | - |lp) combinada com o isomorfismo W.

Com efeito, é um exercicio rotineiro verificar que para m € IN qualquer, o grupo
aditivo (abeliano) formado por vetores de inteiros p-ddicos, (Z", +), ¢ um grupo topoldgico
compacto com a topologia induzida pela norma, I, € P(Zy'), isto &, (Zy', —|—,TH.||p> é
um grupo munido de uma topologia tal que as operagoes de grupo: + : Z' X Zy' — 7'
definida por (z,y) — z+ye —: Zy' — 7', definida por z — —x; sdo fungdes continuas,
logo, de um resultado cldssico da anélise (ver, [30, Alfred Haar], [28, Segao 11.1], [31,
Capitulo XI], [72, Secdo 1.2]), temos que existe a” medida de Haar em (2", +, 7'||,Hp), que
denotaremos por g, . A medida boreliana de probabilidade'” KH,, ,%’Z;n — [0, 1], possui

as seguintes propriedades:

Invariancia ante translacoes:
:U’Hm(a + B) - :uHm(B +a) - MHm(B)v Va € Z]T)n7 VB € %Zgﬂ
onde a+ B={a+beZy :be B}

Positividade nos conjuntos abertos:

pm, (0) >0, V0 € Tl O # 0.

Assim, (ZZ*, %Z;n, g, ) ¢ um espago boreliano de probabilidade completo e separavel.

9 Medida que é tnica, a menos de multiplicacdes por um nimero positivo.

10 Uma medida de Haar sobre um grupo topolégico compacto é finita e positiva, assim ao normalizar,
obtemos uma medida boreliana de probabilidade que continua sendo uma medida de Haar.
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Para pp , pela Proposicao 4.3.2, temos:

1= g, (Z,")

= > um, (Bullal)n.o™)
afpe(Dpym

= >, (el N+ Bu0.™)

afe(Dp)m

= Z HH,, (Bm((),p_h)>
afpe(Dpm

hm

=p""um, <Bm(0,p*h)> :

de onde:

[LH,, (Bm(&,p_h)> = lH,, (a + Bm(O,p_h)) = [H,, (Bm(O,p_h)> =phm,

para m,h € N e a € Z), arbitrarios. Quando m = 1, chamamos pp := ppy, a medida de
Haar normalizada sobre Zj, assim, da Proposicao 4.3.1 e como as o-algebras envolvidas sao
borelianas, inferimos que g = pf = @ pg. Em particular, para d € IN, temos p1 Hp =
,udH2 = ®;~iil fip e portanto a aplicacio W~ restrita a ZgQ, gl ZgQ — My(Zp), define
uma medida boreliana de probabilidade em Mg(Z;), que chamaremos jiy ,» mediante:
HNy = HH, © W, obtendo assim o espago boreliano de probabilidade completo e separavel,
(Ma(Zp), Br1y(z,) Faiy)-

Finalmente, o terceiro passo ¢ definir uma medida em Z a partir de pp,. Primeiro
observamos que Z = My(Z,) N GL4(Qp), onde GL;(Qp) = {M € My(Qp) : det(M) # 0}
¢ conhecido como o grupo linear geral de grau d sobre o corpo Qp. De maneira analoga a
como ¢é feito com GLg4(R), é possivel mostrar que o conjunto GL;(Qp) ¢ aberto em M;(Qp),
logo, Z é aberto em M;(Zy) e W(Z) # 0, é aberto em Zd2, assim, pela positividade nos

abertos da medida udHZ, temos:

0 < 1 (¥(2)) = py,(2) < 1.

Normalizando, obtemos a medida boreliana de probabilidade, v := m p,» € portanto,
d
(Z,%z,v) é um espago boreliano de probabilidade separavel.

Concluimos a observacao dedicando algumas linhas ao processo de amostragem de
uma matriz aleatoria, Z € My(Zyp), tal que Z ~ pyp,. Pelo fato de W ser um isomorfismo
de espagos vetoriais normados, temos que Z ~ ppp,, se e somente se, X = U (Z) ~ ude,

. &2 . d2 .
por isso vamos nos focar na amostragem de pontos X € Zi , tais que X ~ pir. Considere

a particao a altura h € IN de ZgZ:

7=\ Bae(laf)lo ™).

d2 2
agh))e(pg)d
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, .
Logo, um vetor X = (X1, Xo,...,Xp) € Zg , de variaveis aleatérias X; i1 g, vai

pertencer a qualquer uma das phd2 bolas da particao, com probabilidade p_th. Por outro
— 2 .
lado, se X € By <[|agi))|],p_h), entao os primeiros h digitos de X: D%(X), 0<j<h-—1,
(d?)

coincidem com os primeiros h digitos do vetor [|a (h) ] € ZgQ. Assim, como desde o ponto
de vista computacional podemos trabalhar apenas com ntimeros p-adicos cuja expansao
canonica seja finita, e se nao nos importam os digitos D]J;(X ), para j > h; entdao, podemos
fazer a amostragem de X considerando as variaveis aleatérias X e iy, sendo da forma
X; = Z;‘;& A;pj para i € [d?]. Nessas condicdes, fazer a amostragem de uma varidvel
X; ~ pg na altura h, é equivalente com escolher de forma aleatdéria e com distribuicao
uniforme, qualquer um dos ph numeros z; € Ny tal que 0 < z; < ph — 1 e assim, fazer a
amostragem de um vetor X ~ ude na altura h, é equivalente a escolher de forma aleatoria,
uniforme e independente, nimeros inteiros 0 < z; < ph —1, parai € [d2]. Finalmente, fazer
a amostragem de uma matriz Z = 01 (X) ~ ppp, naaltura b € N, é equivalente a escolher
de forma aleatoria, com distribuigao uniforme e de modo independente, nimeros z;; € Ny
tais que 0 < 2;; < pl — 1, para i, j € [d], obtendo assim, uma instincia z = (Zij)gl,jzl da
variavel aleatéria Z ~ pig,. Se somado ao anterior, temos que det(z) # 0, entdo z sera

uma instancia da variavel aleatoria Z ~ v.
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5 CONSISTENCIA DA REGRA DE APRENDIZAGEM p-ADICA E DA APREN-
DIZAGEM ENSEMBLE

Esse capitulo, é dedicado a consisténcia universal da regra de aprendizagem p-adica
e a de certa classe de regras de aprendizagem do tipo ensemble.

O primeiro passo, é obter uma expressao matematica da regra de aprendizagem
p-adica que faca possivel a andlise de consisténcia. Depois, enunciaremos e provaremos o
resultado principal do texto, resultado que implica que a regra de aprendizagem por tras
dos algoritmos 3 e 4, é uma regra universalmente consistente em certa classe de espagos
métricos, classe que tem o espaco ultramétrico (Zg, | - |lp) como um dos seus membros:
nos espagos métricos de dimensao o-finita no sentido de Nagata [1, 18, 19].

Depois de provar um resultado de consisténcia da familia de regras de aprendizagem
dada pelo voto majoritario entre um ntmero finito de membros de uma familia consistente
de regras; definimos uma familia aleatéria de regras de aprendizagem, todas universalmente
consistentes no espago ultramétrico (Zg, | - |lp), com as quais podemos obter familias de
regras de aprendizagem do tipo ensemble que terdo uma componente aleatéria e serao
universalmente consistentes em (Zg, | - |lp) (Teorema 2.3.3), “ao estilo” Random Forest
(ver [11]), ou seja, teremos uma espécie de Floresta p-ddica Aleatdria, ou p-adic Random

Forest, mas que serd universalmente consistente.

5.1 EXPRESSAO MATEMATICA DA REGRA DE APRENDIZAGEM p-ADICA

No Capitulo 4, definimos a regra de aprendizagem p-adica mediante os algoritmos 3 e
4. Para poder analisar a consisténcia dessa regra, precisamos de uma expressao matematica
que a represente e seja possivel de manipular usando a linguagem da teoria da medida.

Primeiro lembremos como faz a classificacao a regra ,C( kp) = ( ﬁf’p >)%O:1. Suponha
que temos uma amostra rotulada dy, = ((x1,91), (2,92),- -, (Tn,yn)) € (Zg x {0,1})™,
com ¢p, = (x1,x9,...,2y) € Q" e a drvore Agl(dn) de altura minimal construida usando o
Algoritmo 3. Para classificar o vetor z € Zd, primeiro tragamos o caminho dele na arvore

A;{l(dn) usando o Algoritmo 4, até chegar ao primeiro nivel de altura 0 < h¢(z) < H, tal

que o numero de elementos da amostra na bola Bd(x, p_hf (”3)), seja menor do que k, ou

seja, até que a variavel n,, satisfaca,

d . = _
molaly (o)) = £ (1 € )+ @ € By(w,p™7)}) <k, com
d . — _ _
moele) ) =1 ({0 € 1] 21 € By, pm M@ DY}) > 1,
para depois calcular o rétulo de x fazendo a votagao com os rétulos dos elementos da

amostra que pertencem a bola Bd(a:,p_h’“(z)), onde hy(x) = hy(z) — 1, isto é, o rétulo

predito pela regra p-adica para x serd y = 1, se a quantidade de elementos x; da amostra
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que pertencem a bola Bd(x,p_hk(x)) e que possuem réotulo y; = 1, é maior ou iguall que
a metade da quantidade total de elementos da amostra que pertencem a bola, e y = 0 no

caso contrario. Entao, podemos escrever

(@
1 80(Z (4 (x)))

Y

g (@) @) ={ T molaf )

0, caso contrario

1
>3

ou

L, ——— Yp.cBylap-k@ y'Z%
g,gﬁp)(dn)(x): nv(xgz)k(m)) x;€Bg(x,p~"k*)) T

0, caso contrério.
Por outro lado, lembrando que nao existe a € Zg, tal que

7hf(l’)+1 7hk((£)

p @) < all, < p =p

temos necessariamente

p @) —min {r >0 ({i € [n] : 25 € Bylw,r)}) >k}
= i (),

ou seja, a regra de aprendizagem p-adica pode se escrever como a regra do tipo plug-in
onde o rotulo predito para o vetor x € Zg ¢ o voto majoritario computado com os rétulos
dos elementos da amostra ¢,, que pertecem & bola By(z, (@)
Ainda, como
(d) _a (L v € B Sn
nv(x(hk(x))) = ({Z €[n]:z; € d(l‘,T‘k_NN(ZL‘))}) 5

Sn
k-NN

, por essa razao, vamos definir a nova regra de aprendizagem

vemos que a regra L, ¢ determinada pelo raio r (x), valor que pode ser definido em

qualquer espaco métrico?

supervisionada para esse nivel de generalidade.

Definic¢ao 5.1.1 (Regra de aprendizagem Tk-NN). Seja  um espago métrico. Para k € IN,
definimos em 2 a regra de aprendizagem *k-NN, que denotamos por L+, \y, COMO a regra
do tipo plug-in definida pela familia i\ = (Mk)nenN, onde para cada n € IN com
n >k, as fungoes

Mok - (2 x{0,1H)" x Q — [0, 1]

sao definidas para cada dp, = ((z1,y1), (2,92) - .., (Tn,yn)) € (2 x {0,1})" e x € Q, com
on = (x1,29,...,2p) € Q" por

1
Mk (dn, ) = No(2) > Yi,
k . B n
;€ (x,rk_NN(m))
No caso de empate, podemos retornar qualquer dos valores {0, 1}. Por simplicidade, no caso de empate,

a regra p-adica retornard o rétulo 1.
Independentemente das boas ou mas propriedades que a regra possa ter em alguns espagos métricos.
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onde

rt (@) i=min{r>0:4({in]: e B(z,r)}) > k}

Ny () =1 ({i € [n] : 7 € B(w,ri"(2))}) > k,
isto ¢, a regra L4y = (9nk)o; ¢ dada para cada n >k, d, € (2 x {0,1})" ez € Q,
por,

1 D, .
Gnk(dn)(z) = L N (x) inGB(x,rZ?NN(x)) Yi =

0, outro caso.

o=

Antes de continuar, dedicamos algumas linhas a relacao do raio Tk "o () com um
importante resultado na area de aprendizagem de maquina supervisionada, conhecido

como Lema de Cover-Hart.

5.1.1 O raio rk "wn(?) € o Lema de Cover-Hart

Num espago métrico (£, p), o valor 1", (z) é por defini¢io o menor raio de uma
bola fechada centrada em x € €2 que contém pelo menos k elementos da amostra ¢,. Assim,
3

podemos ordenar® os elementos da amostra em fun¢ao da sua distancia até o ponto z,

mediante:

p(x,x1)(x)) < p(x,29)(2)) < -+ < pla,zpy (@) < -+ < pla, 2, (2),

onde para k € [n], () (x) é o k-ésimo vizinho mais proximo de x na amostra gp:

p(&?, x(kj) (l’)) = TE;T_LNN(]’.)'

No ano 1967, Cover e Hart (ver paginas 23 e 26 de [22]), provaram que para k € IN
fizo, se p é uma medida de probabilidade boreliana sobre o espago métrico separdvel
(Q,p), e se modelamos ¢n mediante a amostra aleatéria, oy, = (X1, Xo,...,Xy) € Q" de
variaveis X o 1, entao, para X ~ p, variavel aleatoria independente de o, temos

p(X. X(y(X)) 5 0.

n—oo

O resultado acima, diz que para (u*° @ pu)-q.t (60, ) € Q% x ;0 k-ésimo vizinho
mais préximo de x no segmento inicial ¢,, do caminho amostral ¢, tende para x quando

n — 00, ou seja, para (u>° @ p)-q.t (Soo, ) € Q°° x Q, temos

Sn, n—oo
(@) —— 0.
No caso de empate nas distancias até x € €, o critério para ordenar os vizinhos pode ser qualquer,
por exemplo, utilizando o indice: se p(x,x;) = p(x, ;) com i < j, na sequéncia de desdigualdades
consideramos p(z, z;) < p(x,x;).

3
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O resultado acima ainda vale se consideramos uma sequéncia de valores de k,
{kn}new C N, tal que k,, < n para todon € N e

k
lim —* = 0. (14)
n—,oo n
Uma prova desse fato no caso euclidiano, pode ser encontrada no Lema 5.1 de [24], prova

que continua valendo para espacos métricos separaveis quaisquer.

Antes de continuar, precisamos da seguinte definigao.

Definigao 5.1.2 (Suporte de uma medida boreliana). Seja p uma medida boreliana sobre
um espaco métrico 2. Definimos o suporte de u, que denotaremos por supp(j), como o

conjunto formado pelos elementos x € ) satisfazendo:
Ve >0, u(B(x,e)) > 0.

O seguinte resultado, cuja demonstragao é mais ou menos padrao, ¢ uma parte do

Lema de Cover-Hart em [22] e serd enunciado sem prova.

Proposigao 5.1.1 (Cover e Hart [22]). Seja p uma medida boreliana de probabilidade

sobre um espaco métrico separavel. Entao

p(supp(p)) = 1.

A versao do Lema de Cover-Hart que sera apresentada aqui, é a versao para espacos
métricos separaveis considerando uma sequéncia de valores de k satisfazendo (14). Uma

prova do seguinte resultado pode ser consultada no Lema 3.2.2 de [10].

Teorema 5.1.1 (Lema de Cover-Hart [22, 10]). Sejam p uma medida de pmbabilidade
boreliana sobre o espaco métrico sepamvel (Q,p), on = (X1, Xo,...,Xp) € Q" uma
amostra aleatoria de varidveis X; iid weX ~ vamavel aleatoria independente de oy, .
Denotemos por X(k)(X) 0 k-éstmo vizinho mais prozimo de X na amostra aleatoria oy,
obtendo assim p(X, X()(X)) = ror o X). Se {kntpew C N € uma sequéncia de nimeros

kn < n satisfazendo limy o0 kp/n = 0, entao TZ:_NN(x) ;i—co? 0, Vx € supp(u) e

. q.c
rkn_NN(X) — 0.

Observacgao 5.1.1 (k-~N v/s Thk-nN). Nessa observagdo vamos dar um par de argumentos
que tentam justificar a semelhanca no nome da nova regra de aprendizagem, *k-NN, com
o da regra k-nN.

Primeiro observamos que ambas regras estao emparentadas pelo raio rk NN(a:),
pois utilizando o contexto e a notagao do Lema de Cover-Hart, vemos que ambas regras
determinam o rétulo predito de x € ), mediante o voto majoritario dos rétulos de
elementos da amostra ¢, € Q" que pertencem & bola B(z, rk " (), porém, elas tém uma
sutil diferenca nao trivial. Por um lado, a regra k-NN computa o voto majoritario com os
rétulos dos k elementos da amostra ¢, mais proximos de z, isto é, com os rotulos dos

elementos do conjunto
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mediante
1 1
L X ieNi(one) %i = 3

0, caso contrario,

In(k-NN) (dn)(z) =

e por outro, a regra Tk-NN, calcula o voto majoritdrio com os rétulos dos NZ" () > k
elementos da amostra ¢, mais proximos de x, ou seja, com os rotulos dos elementos do

conjunto

N"‘k—NN(gn?m) = {x(l),x@), o Ty ,:L'(ngn(m))} =g N B(:L‘,T?}NNCL‘)),

mediante

v

L 1
Ink(dn)(7) = L N () inEN-i-k_NN(%,x) Yi = 3

0, caso contrario,

onde claramente temos N (sn, ) C Ni g n(sn, ).

5.2 CONSISTENCIA DA REGRA DE APRENDIZAGEM *k-nn

Nessa secao vamos apresentar o resultado principal do texto, resultado que via o
Corolario 2.2.1.2 e o Teorema da Convergéncia Dominada, implica que a regra Thk-nN é
consistente em qualquer espaco métrico separavel que satisfaca a condicao de Lebesgue-
Besicovitch forte (LBF) para a distribuicdo dos dados nao rotulados (Definicao 2.5.7),

definicdo que vamos enunciar novamente.

Defini¢ao 5.2.1 (Condigao de Lebesgue-Besicovitch Forte (LBF) [0]). Dizemos que o
espago métrico € satisfaz a condigao de Lebesgue-Besicovitch Forte (LBF) para a medida

boreliana localmente finita pu, se para toda funcao p-integravel f € Ll(u), temos

lim _;/ |f(z) = f(x)|du(z) =0, para u-q.t = € Q.
r—0t p(B(x, 7)) JB(x2,r)

Antes de ir ao “prato” principal, vamos fazer algumas observacgoes sobre a prova
do resultado.

Na prova de consisténcia da regra Tk-NN, por um lado, sdo combinadas de maneira
nao trivial as ideias do Teorema 2.2 de [17, Cérou-Guyader| e do Teorema 2.1 de [23,
Devroye], ambos resultados referentes ao classificador k-NN, e por outro, também sao
incorporadas as ideias desenvolvidas na prova do Teorema 6.1 de [21, Devroye-Gyorfi-
Lugosi|, resultado que trata da consisténcia de regras de partigio, que é a classe de regras
de aprendizagem a qual pertencem a regra do histograma e as arvores de decisao no espago

euclidiano.
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Teorema 5.2.1 (Consisténcia da regra de aprendizagem Tk-NN). Seja (2, p) um espago
métrico separdvel, com i medida boreliana de probabilidade sobre Q x {0,1} caracterizada
pelo par (n, 1) e suponha que Q satisfaz a condi¢ao (LBF') para p.

Denotando uma amostra rotulada aleatdria de varidveis (X;,Y;) e i por Dy =
(X1, Y1), (X2,Y2),...,(Xpn,Yn)) € (2 x {0,1})", com o, = (X1,X2,...,Xpn), € se
{kn}new C IN é uma sequéncia de inteiros satisfazendo as condigoes: ¥Yn € N, k, < n e
quando n — 00, kyp — 00 e kp/n — 0; entdo, a familia de fungoes Frp_yy = (i, )
definidas para cada (dp,x) € (2 x {0,1})™ x Q por:

1
nnk‘n (dn7 x) = Ngn (.T) Z Yi»

e Blary (@)

00
n=1-

satisfaz

E Unnkn(Dn,x) — n(x)” n=oo, 0, para p-qt x € Q.

Demonstracao. Procurando dar énfase na dependéncia da variavel aleatéria o, vamos
chamar um par de quantidades j& conhecidas por seus novos nomes: r%(oy,) := rona () e
NE(op) = N[ ().
Para n € IN, defina a fungao auxiliar 7, : Q" x Q — [0, 1], no par (s,,z) € Q" x Q,
por:
iin(sn, @) = B [n(X) | X € B8 ()|

assim, pela desigualdade triangular, para x € supp(u) qualquer, obtemos:

Ellh, (Dn, ©) = n(@)|] < Ellngk, (Dn, ) = fin(on, 2)|] + Ellin(on, ) = n(z)]].

, J/
-~ -~

1) (II)

A tarefa agora serd provar que os termos (I) e (II) tendem para zero quando n — oo,

sobre um subconjunto do supp(x) com medida 1.

(D) E[|77nkn(Dna1') — Tin(on, 7)|]:
Denotemos por (c.s) o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, entao

1
I Unnkn(Dmx) - ﬁn(an?x)’] =E NT Z Y; — ﬁn(Umx)
| () y.eBlortn (o,))
_ g | [z2(Dn) = Na"(on)iin (0, )|
_ N (n)
c.S _ NFn > 2
(S) E |22:(Dn) NIZJ (on)fin(on, )| 7 (15)
Ny (op)?

onde

2z(Dp) == Z Y;.

X;eB(z,rkn (0,))
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Assim, condicionando sobre as varidveis aleatérias Ny"(oy,) e ry™(oy), obtemos

EHnnkn (Dm ZL‘) - ﬁn(an, {lf)H

|22(Dn) — N&™ (0 (0, ) |2

<. |E|E | NEn (o), r’;n(an)” .

Condicionalmente sobre r]qf”(on) e N!f"(an), a varidvel aleatéria z;(Dy) é o nimero de
rétulos Y; € {0,1} valendo Y; = 1 dentro dos Nzlf"(an) rétulos aleatérios dos elementos

X; € B(, 7“5"(0'”)), com probabilidade de sucesso p;:

pi =P [Yi = 1IX; € B(z, vk (on))]

P -Y; =1X; € B(m,rﬁ"(an))]

P [Xi e B(x,r’;n(an))]

(X;,Y;) € Bla, 7 (o)) x {1}]

isto é, condicionando sobre Nﬁ”(on) e ri"(on), a variavel z;(Dy,) é uma varidvel aleatéria
Binomial com pardmetros Ng]f"(an) e fn(on, ), logo, condicionalmente, z,(Dy,) tem valor
esperado

B |20(Dn) | N (o), 757 (o) | = NE* (o)t (0, )

e variancia

E | |z2(Dn) = N (0n)in(on, 2)* | N (o), 78 (o) | = N (0)in(on, 2)(1=7in(om, 7))
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Em consequéncia,

|22:(Dp) — N:?n (on)iin(om, $)|2

E k
an(Un)Q

‘Nﬁn(an)ﬂ”];"(‘fn)]

1 R : .
- Nglf”(O—n)2E [‘Zx(Dn) N N£n<0n)nn(0n,x)|2 | Nl’k (O'n>,7”§ (O-n>i|
1 ~ ~
N Nglpcn(gn)QNmkn(Un>nn(an’ l’)(l - 77n(<7n, .%'))

Tin(on, 2)(1 = n(on, ©))
NEn (o)

onde o passo marcado com (%), é porque a funcao real ¢t — ¢(1 — ¢) possui um maximo
global em ¢t = 1/2.

Finalmente, aplicando valor esperado, obtemos

(Dn) = Na"(on)in (o 2)* | _ 1

|2z
E S )
Néln (Un)Q 4]€n

desigualdade que combinada com (15), fornece:

1 noc

£ [|77nkn(Dna9U) - ﬁn(anvx)ﬂ < —— 0, Vo € supp(u).

= 2Vkn
(I1) E[fin(on, z) — n(z)]]:
Como 2 satisfaz a condicdo (LBF) para e n € L(1), temos

1

i ] Sy ) AN ) =0 e w0 ()

Seja Ap C €2 o conjunto de pontos onde (16) vale, entdo ji(A;) = 1, e como da Proposicao
5.1.1 temos p(supp(p)) = 1, finalmente inferimos p(A, Nsupp(p)) = 1.
Para x € S;) := Ay N supp(u), temos

1
El|nn(on, x) —n(x)|] < E - - z) —n(x)|du(z
R Py SN CREILTE

<K sup

1
<E| e /B(mmm n@)ldu()| . (1)

o . 1 _ _
Para simplificar a notagao, defina G(z,7) := B fB(%T) In(z) — n(x)| du(z).
Escolha e > 0 arbitrario, de (16), a condigdo (LBF) para 7, existe 6 > 0 tal que para

todo 0 < r <6, temos G(z,r) < €.
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Logo, para a expressao (17), temos

1
Bl s s [ ) -l )

0<T§T§"(0n) 'u< B(z,r)

=E I, &, sup Gz,r)| +E (I, r, sup G(z,r)
2" (0n)<d e (0n)>0
{ra"(on)< }0<r§rl§"(an) {ra"(on)> }0<r§rl§"(0n)

<e+E H{rﬁ"(an)>6} sup G(z,r)
0<r<rz™(oy)

<e+E _]I{r,’;"(an)>6} §1>118 G(z, 7")}

<e+P -r];"(an) > (5} ,

pois, como = € Sy C supp(j), necessariamente sup,~qgG(z,7) < 1le I []I rﬁ"(on)>6}} -
P [r’;n (0n) > 5].

Resumindo
Elliin(on,2) = n(@)]] < e + P [rhr (o) > o]

e pelo Teorema 5.1.1 (Lema de Cover-Hart), rhn (on) % 0, para qualquer = € supp(u),
n—oo

. P . — .
logo, necessariamente 7’];” (on) — 0 e em particular, P [7’9]}:” (on) > (5} 27790, assim

como € > 0 é arbitrario, concluimos:

Elliin(on, ) — n(x)]] "% 0, para z € .

Portanto, como a conclusao sobre o termo (I) vale para qualquer elemento x € supp(pu),

Sy C supp(u) e pu(Sy) = 1, finalmente obtemos
E [|77nk.n(Dn,x) - 77(:17)]] n=oo, 0, para u-q.t x € Q.
[

Observagao 5.2.1. A técnica da demonstracao do Teorema 5.2.1 nao serve para provar

a consisténcia do classificador k-NN, pois podem existir mais de k£ elementos de o, a uma
PN . . o .

distancia menor ou igual que " (z) do ponto x € 2 a ser classificado, e portanto, para

classificar x utilizando o k-NN precisamos fazer a escolha de k desses vizinhos, o que torna

a prova muito mais dificil que no caso do classificador *k-NN onde nao precisamos escolher.

Finalizamos essa se¢ao com trés simples corolarios, onde por padrao assumiremos

todas as hipoteses do Teorema 5.2.1.

Corolario 5.2.1.1. A regra de aprendizagem L+, yy € consistente em qualquer espaco
métrico separdvel satisfazendo a condi¢ao (LBF) para a lei de distribuicio dos dados nao

rotulados.
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Demonstracao. Como mencionado no preambulo, pelo Corolario 2.2.1.2, a regra de apren-

dizagem L+, serd consistente com a medida g para k = ky,, se

n—oo

E |k, (Dn, X) = 0(X) gy, ,(X)] < B [k, (Do, X) = n(X)[] =250,

mas pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e pelo Teorema 5.2.1, temos

BB [, (Dn, X) = (X)) = tim | B [, (Dn, ) = ()] dpz)

n—o0 S
n

:/s Jim B ([, (Dn, x) = n(2)|] du(x)

=0,
onde Sy C supp(u) é o conjunto com medida 4(S;;) = 1 na prova do Teorema 5.2.1. W

Corolario 5.2.1.2. A regra de aprendizagem L+, yy € universalmente consistente em
qualquer espaco métrico completo e separdvel que possua dimensao o-finita no sentido de

Nagata.

Demonstragio. Do Teorema 2.5.1 [5, Preiss|, vemos que num espago completo e separavel
de dimenséao o-finita no sentido de Nagata, a condi¢cao (LBF) vale para qualquer medida
boreliana localmente finita, e em particular, vale para qualquer medida boreliana de
probabilidade, assim do Corolério 5.2.1.1, inferimos que a regra Tk-NN serd universalmente
consistente em qualquer espago métrico completo e separavel com dimensao o-finita no
sentido de Nagata. ]

Corolario 5.2.1.3. As regras de aprendizagem p-ddicas, ,C(k,p), £@Mp) e as regras de

aprendizagem no cubo |0, 1]d, Ea”p), EﬁM;)@p onde a transformacao linear Ty : Zg —

Zg é definida por uma matriz* M € Z = {M € My(Zp) : det(M) # 0} como na
Observagao 4./.4, sdo universalmente consistentes no espago ultramétrico Zg e no cubo

[0, l]d, respectivamente, para qualquer d € IN.

Demonstracao. Como o espaco métrico completo e separavel, (Zg, |-[p), é ndo-arquimediano,

400
Nag

ele tem dimensao o-finita no sentido de Nagata, logo, pelo Corolario 5.2.1.2, a regra

da Proposicao 2.5.2 concluimos que ele tem dim (Zg) = 0, e em particular, que

k-~ aplicada no espago (Zg, |- llp) (a regra de aprendizagem p-ddica, Lz, ,)), € uni-

k.p
versalmente consistente. Por tultimo, gracas ao Teorema 2.3.3, as regras de aprendi-
zagem EﬁMp) também sao universalmente consistentes em (Zg, | - |lp) e as regras de

. P Thro® ~ . .
aprendizagem E(kpp) e E(éw po) P’ sa0 universalmente consistentes no cubo [0, 1]d, para

Ty Zg — Zg, transformacao linear (e portanto continua) definida pela matriz inversivel
M e 2 ={M e My(Z,) : det(M) # 0}. ]

4

A matriz M € My, x4, (K) de entradas no corpo K, define uma transformacio linear entre K-espagos
vetoriais Ty : K% — K% mediante o produto matriz-vetor usual, Ty (z) = Mx, para todo z € K.
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5.3 CONSISTENCIA DA APRENDIZAGEM ENSEMBLE

Finalizamos o capitulo com a prova da consisténcia da familia de regras de classifi-
cagao dada pelo voto majoritario entre membros de uma familia consistente de regras de
classificacao binaria, resultado que permitira definir classificadores dados pelo voto majo-
ritario entre classificadores p-ddicos aleatorios que definem uma familia universalmente
consistente de regras de classificacdo no espago ultramétrico (Zg, | - |lp), gerando assim
(inspirados no termo cunhado por Leo Breiman [14]) uma espécie de florestas de drvores

2 ou p-adic random forests que serdo universalmente consistentes em

p-ddicas aleatorias
(Zg, | - |lp), familias de regras que combinadas com a fungao ®,, geram novas familias
universalmente consistentes de regras de aprendizagem no cubo [0, 1]%.

No que segue, 2 é um espago boreliano padrao e 11 denota a lei dos dados rotulados
no espago €2 x {0, 1}. Comegamos definindo o conceito de familia consistente de regras de

aprendizagem.

Definicao 5.3.1 (Familia consistente de regras de aprendizagem). Seja F = {L(2)},cz,
uma familia de regras de aprendizagem sobre €2, inderada pelo espaco boreliano de pro-

babilidade separdvel® (Z,v), tal que para cada z € Z, temos L(2) = (gn(2))>>,, onde as

n=1
aplicagoes

Zx(Qx{0,1}H)"x Q> (2,dp,x) = gn(2)(dp)(x) € {0,1},
sao borelianas, e suponha que as variaveis aleatérias Dy, ~ u", (X,Y) ~pe Z ~ v, sao
independentes.

Dizemos que a familia F é consistente com a medida p, se
Plgn(Z)(Dn)(X) # Y] == £(),

onde a probabilidade é relativa & medida produto v ® " ® j1; e que F é universalmente
consistente sobre €2, se ela é consistente com qualquer medida boreliana de probabilidade
sobre Q x {0,1}.

Observacgao 5.3.1. Da defini¢do acima, observamos que uma familia F = {£(2)},cz =
{(gn(2));21}.ez € consistente com a medida fi, se a varidvel aleatéria no espago Z,

Plgn(Z)(Dn)(X) # Y| Z], converge para o erro de Bayes em probabilidade, ou seja,
P % p~
Plon(2)(Da)(X) # Y1 2] =2 ¢*()

Logo, se F é uma familia tal que as regras £(z) sdo consistentes com a medida i para

todo z € Z ou para v-q.t z € Z, entao F sera necessariamente consistente, pois nesses

5 No Capitulo 4, definimos a regra de aprendizagem p-addica mediante uma &rvore de decisdo .Afd (dn),

portanto, no contexto dos métodos ensemble, chamamos as regras de aprendizagem p-adicas simples-
mente de arvores p-adicas.

Para nossos propésitos, é suficiente que Z seja um espaco boreliano de probabilidade cuja topologia
possua uma base enumeravel de abertos, como por exemplo, um espaco métrico separdvel, mas nao
exigiremos que Z seja completo.
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casos, teremos que a varidvel aleatéria no espago Z, Plgn(Z)(Dn)(X) # Y| Z], converge
pontualmente ou converge quase certamente para o erro £*(j1), respectivamente, implicando

assim, a convergéncia em probabilidade para £*(1z).

Antes de ir ao resultado principal dessa secao, vamos escrever de uma forma

equivalente a defini¢do de consisténcia para uma familia de regras de aprendizagem.

Lema 5.3.1. Sejam (p,n), o par que caracteriza a medida 11 e (Z,v) um espago bore-
liano de probabilidade separdvel, com Z ~ v, Dy ~ u", X ~ pu, varidveis aleatorias
independentes. Entao, a familia de regras de aprendizagem sobre Q, F = {L(z)},cz, com

L(z) = (gn(2))52; € consistente com a medida i, se e somente se,

n—oo

E[(1 — 29(X)) Ly —13(Z. D, X)L,y oy (X)] =250 (18)
E[(2n(X) = 1) Ly gy (Z, D, X)Lge oy (X)] 725 0. (19)

Demonstragio. Seja * = £*(j1) o erro de Bayes para . Seguindo as ideias da prova do

Teorema 2.1.2 e condicionando sobre Z = z, D, = d,, e X = x, obtemos
Plgn(Z)(Dn)(X) #Y | Z = 2,Dp = dn, X = 2] = Plg"(X) # Y | X = 1]
= [2n(z) — 1|gn(2)(dn)(x) — " (2)Ljp21 2} (%)

logo, tomando valor esperado no espago Z x (2 x {0,1})" x Q, temos

Plgn(Z)(Da)(X) # Y] = % = E[[20(X) = Lllgn(Z)(Da)(X) = g*(X) [Ty 21 23 (X)),

onde o valor esperado acima pode se escrever como a soma de

E[(l - Qn(X))]I{gnzl}(Zv Dn7X)]I{77<1/2}(X)] >0

E[(2n(X) — 1)H{gn:0}(zﬂ Dn>X)]I{n>1/2}(X)] >0,
assim, a familia F é consistente com a medida fi, se e somente se,
B[(1 = 2n(X)) Iy, 1}(Z, D, X)Igy o1 /9 (X)] 2250
E[(2n(X) — 1) Iy, —01(Z, D, X)Lgn 0 (X)] 2525 0.
|

Agora vamos definir formalmente o classificador dado pelo voto majoritario de

classificadores bindrios sobre {).
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Definicao 5.3.2 (Voto majoritario). Seja m € IN. Sobre €2, definimos o classificador dado
pelo voto majoritario dos classificadores g(i), para i € [m] e que denotaremos por ¢

como o classificador do tipo plug-in definido para cada x € €2, mediante

1, ™) > g
9" (x) =
0, outro caso,

onde
1 &
" (@) = —3 " V().
m<
=1
¢ uma aproximacao da funcdo de regressao desconhecida, 7.
A seguir, o resultado principal da secao.

Proposicao 5.3.1. Sejam m, f : N = IN fungoes arbitrarias, F = {(gn(2))5"1}.c2, com
(Z,v) espago boreliano de probabilidade separdvel; uma familia de regras de classificagio
bindria sobre Q) que é consistente com a medida i e suponha que Z°° = (Z1,Z2,...,) €
Z%° € tal que as varidveis aleatorias Z°° ~ v™°, Dy ~ n'™ e X ~ u, sao independentes.
Considere a familia de regras de classificagio F™f = {(grrT’f<Zoo))%O:1}ZooEZoo, onde para
cada z*° = (z1,22,...) € 2% e para cada amostra dp € (2 x {0,1})", o classificador
g:ln’f(zoo)(dn) é dado pelo voto majoritdrio dos classificadores gn(z(;))(dn), i € [m(n)].

Entdo, a familia F™ ¢é consistente com a medida fi, isto é

n—oo

Plgn (2%°)(Dn)(X) # Y] 2225 (o).

Demonstracao. Pelo Lema 5.3.1, é suficiente provar que

P

(1 =20(X)) L s 13 (27, D X)lycq /2y (X) == 0
(§
(20(X) = 1) Ty s _gy (2% Dy X)L/ (X) —— 0.

As provas das condi¢Oes acima sao analogas, portanto aqui vamos escrever apenas a prova

da primeira condi¢ao. Seja € > 0. Pela desigualdade de Markov (M), temos

Ple < (1 =2n(X)) Ty s _13 (277, D, X)Ly <1 /2 (X))

.
=P > 15,(2%°,Dn, X) > 1/2
=1

m(n) =

(M) 9 m(n)

< E[]IB'(ZOOaDmX)]
mn) o l
m(n)
2
= ) P[B],

1=1
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onde os conjuntos B; C 2% x (2 x {0,1})" x Q, sdo definidos por

Bi ={(z%,dn,x) 1 e < (1 =2n(x)) Iy —11(m () (2™, dn, @)Ly <12y (2)},
com 7; 1 Z2°° — Z, (21,22,...) v zj, j € N, sendo as projegdes canénicas. Como por

hipotese Z; i1 v, temos que para todo’ i € N
P[Bj] = Ple < (1 = 29(X)) Ly, 1}(Z, D, X)lgyy <1 /23 (X))

assim, como a familia F é consistente com a medida 1, pelo Lema 5.3.1, F satisfaz as

condigoes (18) e (19), de onde inferimos

Ple < (1 - 2n(X)) ]I{gﬂ%le}(zooy D, X>]I{77<1/2} (X)]
< 2P[e < (1 —2n(X)) ]I{gnzl}(Z7 Dp, X)]I{n<1/2}(X)] LmasN}

Como € > 0 é arbitrario, temos que a regra J m.f satisfaz a condigao (18) e, procedendo
de forma analoga, também satisfaz a condicao (19), portanto, a familia F m.f & consistente

com a medida fi. ]

Finalmente, abordamos o caso da familia de regras de aprendizagem dada pelo

voto majoritario de classificadores definidos pelas regras da Observacao 4.4.4: ‘F(k,p)

Tu } o, _ { TMoq>p} . e .

{E(k,p) Vez ou ‘F(k,p) E(k,p) Mz familias indexadas pelo espaco boreliano

de probabilidade separdvel da Observagao 4.4.5, denotado por (Z,v), onde Z = {M €

My(Zp) : det(M) # 0} e v = m,uM ,» com g, medida boreliana de probabilidade
d

em Mg(Zyp). Do Corolério 5.2.1.3 e da Observacao 5.3.1, inferimos que as familias Fkp)

e ]—"((I;fp), sao uniwersalmente consistentes no espaco Zg e no cubo [0, 1]d, respectivamente,
assim, pela Proposicao 5.3.1, a familia dada pelo voto majoritario de um ntimero finito de
classificadores definidos pelas regras L’g‘fp) ou E?;é\g)q)p , serd universalmente consistente
em Zg ou no cubo [0, l]d, respectivamente. Resumimos esses fatos no tltimo resultado do

capitulo.

Corolario 5.3.1.1 (Consisténcia da Floresta p-adica Aleatéria). Sejam m, f : IN — NN,
fungoes arbitrarias, d,p € IN, p > 1 niamero primo e (Z,v), com Z = {M € My(Zyp) :

_ 1 - 0 - m.f _
det(M) #0} ev = o, Z) par,- Considere a familia de regras de aprendizagem ‘F(k,p) =

{ﬁﬁ:{))(Moo)}Mooegoo = {(g;n’f<Moo))%O:1}Moo€Zoo7 indexada pelo espago (Z2°°,0°°),
onde para cada M € Z°° e dy € (2 x {0,1})", o classificador g,T’f(MOO)(dn) ¢ dado
pelo voto magoritario dos classificadores definidos pelas regras ‘C(k7p)(Mi)? i € [m(n)],

na amostra dy,. Entdo, a familia F(TZ’]‘I) ¢ universalmente consistente no espago €1, onde
TM» 11]\/10(1>
Likp)(Mi) = L), 5¢ Q= 78 ou Ly ) (M;) = Loy se2=10, 17,

" Parai € N, a fungio G; : 2% x (2 x {0,1})" x Q — Z x (2 x {0,1})" x Q, definida mediante:
(2%, dn, ) = (750 (2%), dn, ), é boreliana (continua), satisfazendo (v>° ® " @ p) oGl =venteu
e B =G ({(2,dn,2) 1 € < (1 —2n(2)) Iy, —13 (2, dny 7)<t /0y (2) ).
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6 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo, vamos realizar testes numéricos com a regra de classificacdo desen-
volvida no Capitulo 4: a regra 5;1;)7” = LZIZ: p) Para k,p € IN, com p um ntimero primo.

Quando utilizamos um algoritmo de aprendizagem de méquina supervisionada para
que aprenda como rotular um determinado conjunto de dados, medimos a habilidade do
algoritmo para aprender esses dados mediante uma ou algumas métricas de avaliagdo cuja
escolha depende do problema que buscamos resolver, portanto, medir o desempenho de
um classificador de forma absoluta com relagao a alguma de essas métricas, nao faz sentido.
Assim, para ver em acdo a nova regra de classificacdo, consideraremos uma familia de
8 conjuntos de dados rotulados disponiveis de forma gratuita na web, onde para cada
um desses conjuntos, vamos medir a habilidade de Efp para rotular os dados utilizando
alguma métrica de avaliagdo adequada que serd sugerida pela natureza do problema que
deu origem ao conjunto de dados; e como ponto de comparacao, usaremos o desempenho
(sobre o mesmo conjunto de dados e sob as mesmas métricas de avaliagdo) de cinco regras
de classificagdo bem conhecidas e amplamente utilizadas, concluindo com um teste para
medir a significancia estatistica da diferenca, com relagao a principal métrica de avaliacao
escolhida, entre os modelos de classificagdo concorrentes.

Esse capitulo esta formado por uma se¢ao de assuntos preliminares e uma se¢ao
de resultados. Na secao de preliminares, além de definir a nossa estratégia de comparacao
de modelos de aprendizagem de maquina supervisionada, veremos todo o necessario para
poder fazer dita comparacao; e na secao de resultados, e para cada um dos conjuntos de
dados escolhidos, faremos uma pequena analise do problema que permita determinar as
métricas de avaliagao adequadas para a comparagao, seguida dos resultados e conclusoes

do caso.

6.1 PRELIMINARES

Agora vamos ver todo o necessario para poder realizar a comparagao dos modelos
de aprendizagem de maquina sobre um conjunto de dados rotulados.

Primeiro veremos a estratégia de comparagdo entre algoritmos de aprendizagem de
maquina supervisionada que adotaremos neste trabalho, seguida de um breve resumo das
métricas de avaliacao e dos algoritmos de classificacdo utilizados na comparacao; além
da estratégia utilizada para escolher a métrica de avaliacdo adequada em funcao das

exigéncias do problema que d& origem aos dados considerados.

6.1.1 Estratégia de comparacao

Vamos definir os passos que seguiremos para comparar o desempenho dos algoritmos

de classificacdo em um conjunto de dados.
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1. Pré-processamento de dados

Para cada um dos conjuntos de dados, primeiro é dada uma breve descricao da
origem do conjunto e do problema de classificagdo subjacente, para logo fazer um exame
preliminar com a intencéo de verificar se o conjunto possui dados ndo vdlidos'; seguido do
pré-processamento mais adequado para tratar essas eventuais dificuldades, obtendo assim
um conjunto de dados 1til para ser utilizado pelos algoritmos de classificagao.

Também é feita uma breve andlise sobre as classes presentes no conjunto de dados,
e no caso de existir mais de duas classes, o problema é transformado num problema de
classificacao bindria escolhendo uma das classes como alvo, a qual serd rotulada com 1, e
rotulando o restante das classes com 0. Além do anterior, e usando a informagao bésica
do conjunto de dados, determinamos a métrica de avaliacao mais adequada para medir o
desempenho dos classificadores, métricas que serao enunciadas na Secao 6.1.2.

Por tultimo, dividimos o conjunto de dados resultante do pré-processamento em
conjuntos de treinamento e teste, reservando o conjunto de teste para ser utilizado no

passo 3.

2. Otimizacao de hiperparametros

Suponha que cada modelo que sera utilizado na comparacao possui um conjunto
de hiperparametros. Em cada modelo, diferentes combinagoes dos hiperparametros geram
diferentes classificadores.

Para cada um dos modelos considerados, escolhemos um conjunto de valores pos-
siveis para cada um dos seus hiperparametros, formando o que chamaremos de grade de
hiperparametros; obtendo assim um conjunto de representantes do modelo, um por cada
combinag¢ao hiperparamétrica.

A continuacao, fazemos ¢, € IN divisdes do conjunto de treinamento obtido no
final do passo 1, em subconjuntos de treinamento e validagao, e treinamos/validamos
cada representante do modelo em cada uma de essas divisoes, registrando a sua pontuacao
média com relagdo a métrica de avaliacao definida no passo 1. Essa técnica é chamada de
validagdo cruzada, ou cross-validation [15].

Por ultimo, para cada modelo encontramos seu melhor representante na grade,
como sendo aquele representante que registra a maior pontuagao média ao longo das ¢,

validagoes cruzadas.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Uma vez que dispomos dos melhores representantes para cada modelo do passo 2,

treinamos/testamos cada um desses classificadores nos conjuntos de treinamento e teste

L Chamaremos dado ndo vdlido, a qualquer dado do tipo null, NaN ou qualquer formato que ndo possua

uma conversao clara para dados do tipo int ou float.
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obtidos no final do passo 1, e registramos as pontuacoes para varias métricas de avaliacao.

4. Andlise bayesiana de resultados experimentais

Normalmente, a anélise comparativa de modelos termina no passo 3. Os resultados
de saida da fun¢ao GridSearchCV da biblioteca sklearn de Python, nao fornecem infor-
macoes sobre a certeza das diferengas entre os modelos. Isto é, ndo diz se os resultados
anteriores sao estatisticamente significativos. Para avaliar isso, é necessario realizar um
teste estatistico. Especificamente, para contrastar o desempenho de dois modelos, deve-
mos comparar estatisticamente suas pontuagoes com relagdo a uma métrica de avaliacao
especifica.

Para cada modelo, realizamos ¢, x r validagoes cruzadas, isto €, ¢, € IN validagoes
cruzadas repetindo o processo r € IN vezes, onde cada vez as ¢, validagoes sao feitas com
um novo reordenamento aleatorio do conjunto original. Assim, obtemos ¢, - r amostras
(pontuagdes da métrica de avaliagdo) para cada modelo. No entanto, as pontuagoes dos
modelos nao sao independentes: todos os modelos sao avaliados nas mesmas ¢, - r divisoes
em conjuntos de treinamento/valida¢ao, aumentando a correlagdo entre o desempenho
dos modelos. Uma vez que algumas particoes dos dados podem tornar a distin¢ao das
classes particularmente facil ou dificil de encontrar para todos os modelos, as pontuacoes
deles irao co-variar e o seu desempenho dependerd muito da divisao do conjunto. Como
consequéncia, se é assumida a independéncia entre amostras estaremos subestimando a
variancia calculada em nossos testes estatisticos, aumentando o nimero de erros falsos
positivos, ou seja, detectando uma diferenca significativa entre modelos quando ela nao
existe [10]. Varios testes estatisticos com corregao de varincia foram desenvolvidos para
esses casos. Aqui consideramos o teste t corrigido de Nadeau e Bengio [5, 16] sob a estrutura
estatistica bayesiana.

Dados dois modelos a comparar, suponha que estamos interessados em saber se o
primeiro modelo é significativamente melhor que o segundo quando comparamos a média
de suas pontuagoes nas validacoes cruzadas. Uma forma de ter uma nocao da significancia
da diferenga na pontuagdo média de dois modelos, é usar uma estimativa bayesiana para
calcular a probabilidade de que o primeiro modelo seja melhor que o segundo. A estimativa
bayesiana produzira uma distribuicao sequida pela média p das diferencas no desempenho
de dois modelos.

A estimativa bayesiana pode ser realizada de varias formas para responder a nossa
questao, mas aqui serd usada a abordagem sugerida em [5].

Considere a variavel aleatoria ¢ de Student:

1
t~ St (,u;n -1z, (—+ M)62)
n Ntrain

onde 1 = Ngpgin +Ntests Nrain € Ntest S0 0 nimero de instancias usadas como treinamento

e teste nas validacoes cruzadas, T é a média das diferencas de pontuagoes observadas dos
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2 ¢ a variancia dessas diferencas nas pontuacoes.

modelos, e &

Podemos calcular a probabilidade de que o primeiro modelo seja melhor que o
segundo calculando a area abaixo da curva da funcao de distribuicao de probabilidade da
variavel ¢t desde zero até oco. E também o inverso: podemos calcular a probabilidade de
que o segundo modelo seja melhor que o primeiro calculando a area abaixo da curva desde

—00 até zero.
Regido de equivaléncia pratica: ROPE

As vezes podemos estar interessados em determinar as probabilidades de que nossos
modelos tenham um desempenho equivalente, onde “equivalente” é definido num sentido
pratico. Em [5], salvo que o problema indique outra coisa, sugerem usar como padrao, que
dois classificadores sdo praticamente equivalentes se a média de suas pontuagoes diferem
no maximo em 1%. Assim, nessa situagio a regiao de equivaléncia pratica (ROPE: Region
of Practical Equivalence) é o intervalo ROPE = [—0.01,0.01]. Aqui, salvo que o problema
indique o contrario, sera utilizada essa regiao de equivaléncia pratica. Assim, para calcular
a probabilidade de dois classificadores serem praticamente equivalentes, calculamos a
area abaixo da curva da funcao de densidade de probabilidade da variavel ¢ no intervalo
ROPE, e por exemplo, se essa probabilidade é maior do que 0.95, podemos considerar
que os modelos tem um desempenho praticamente equivalente no Dataset. Por ultimo, se
ROPE = [—a,a], com a > 0, podemos calcular a probabilidade de que o primeiro modelo
tenha melhor desempenho que o segundo, calculando a area abaixo da curva da funcao de
densidade de probabilidade da variavel ¢, desde a até oo, e calcular a probabilidade de que
o desempenho do primeiro modelo seja pior que o do segundo, calculando a area abaixo
da mesma curva desde —oo até —a. Portanto, dado um par de modelos de aprendizagem
e dada a regiao de equivaléncia pratica, ROPE, podemos obter trés probabilidades para
comparar o par de modelos: a probabilidade de que o modelo 1 seja pior do que o modelo
2, a probabilidade de que o modelo 1 seja melhor do que o modelo 2, e a probabilidade de
que os modelos 1 e 2 sejam praticamente equivalentes. Finalmente, o resultado do teste de
significancia estatistica, serdo essas trés probabilidades para cada par de modelos usados

na comparagao.

6.1.2 Classes de dados preditos e métricas de avaliacdo

No contexto do problema da classificacio bindria da Segdo 2.1, o conjunto de
rotulos, ), possui apenas dois elementos ou classes que, independentemente do nome com
qual sdo representadas, sempre podem ser codificadas de forma genérica pelos rétulos
Y = {0, 1}. Dependendo do problema concreto, uma das classes pode ser mais relevante

que a outra para o problema de classificacdo, nesse caso, a classe mais relevante sera
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codificada com o rétulo 1 e serda chamada de classe positiva e a classe com rotulo 0 serd
chamada de classe negativa.

Suponha que Yj,req = (41,92, - - - ¥n) € {0,1}" é o vetor de rétulos preditos por um
classificador para n observagoes ¢, = (x1,22,...,2n) € Q" € Yaiual = (W1,¥2,--.,yn) €
{0,1}™ é o vetor de rétulos verdadeiros ou atuais para os elementos de g,. Para avaliar as
predigoes feitas por um classificador, simplesmente comparamos os rétulos de Y4 com
os rotulos correspondentes de Yyi,a1, assim, em problemas de classificagdo binaria, um

rotulo ou valor predito por um classificador pode ser catalogado como:

(i) Verdadeiro positivo (VP): quando o classificador prediz a classe como positiva e o

valor atual é da classe positiva.

(ii) Verdadeiro negativo (VN): quando o classificador prediz a classe como negativa

e o valor atual é da classe negativa.

(iii) Falso positivo (FP): quando o classificador prediz a classe como positiva e o valor

atual ¢ da classe negativa.

(iv) Falso negativo (FN): quando o classificador prediz a classe como negativa e o valor

atual é da classe positiva.

Assim, dados os vetores de {0, 1}", Yj,req € Yatual, se contamos os membros de cada
categoria acima obtemos os seguintes nimeros, que chamaremos com o mesmo nome da

categoria que representam:

VP :=f{ien]:y=1ey;, =1})
VN:=t({i€n]:y;, =0ey; =0})
FP:=8{i€[n]:y; =1ey; =0})
FN:=g({i€n]: 9 =0ey; =1})

Para facilitar a analise do desempenho de um classificador e visualizar de melhor
maneira esses nimeros, podemos dispor eles numa matriz de (2 x 2), chamada matriz de
confusao:

Valores Preditos: y;

Negativo | Positivo
Negativo VN FP
Positivo FN VP

Valores Atuais: y;

Na pratica, ndo basta apenas contar a quantidade de acertos que o classificador

teve para decidir se ele é bom ou nao. Dependendo do problema estudado, métricas
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diferentes devem ser utilizadas para essa avaliagdo. Existem muitas métricas de avaliacao
para classificadores, mas aqui utilizaremos algumas que usam apenas os valores preditos
descritos na matriz de confusao.

Agora veremos de forma breve as métricas que serao utilizadas para avaliar a
qualidade dos classificadores que usaremos na comparac¢ao, e no caso do leitor precisar
de mais detalhes, uma analise sistematica para vinte e quatro métricas de avaliagao em

problemas de classificagdo pode ser encontrada em [55].

Acuracia
E considerada uma das métricas mais simples e importantes. Essa métrica simples-
mente avalia o percentual de acertos, ou seja, ¢ obtida pela razao entre a quantidade

de acertos e o total de instancias:

VP + VN
VP +FP 4+ FN + VN’

acuracia =

Precisao
Essa métrica é a proporcao de observacoes com rotulo predito igual a 1 cujo rétulo
atual seja 1, ou seja, é a proporcao de verdadeiros positivos sobre o niimero de valores

preditos como positivos pelo classificador:

VP

preciséo = VP—_|_FP .

Valores altos (préximos de 1) nessa métrica de avaliagdo indicam um baixo ntiimero

de falsos positivos com relacao ao nimero de verdadeiros positivos.

Sensibilidade (Recall) :
Essa métrica, também conhecida como recall, ¢ a proporcao de observagoes com
rotulo atual igual a 1 cujo rotulo predito seja 1, ou seja, é a proporcao de verdadeiros

positivos sobre o niimero de observagoes com rétulo atual positivo:

VP

recall = m

Valores altos (préximos de 1) nessa métrica de avaliagdo indicam um baixo nimero

de falsos negativos.

Fj - score
F - score ou simplesmente g, ¢ a média harmonica ponderada da precisao e do
recall usando o fator 5 > 0, fator que representa a importancia do recall por sobre
a precisao na hora da avaliagao do classificador, isto é, 3 é escolhido de tal maneira

que a importancia considerada para o recall seja [3 vezes a importancia da precisao:

precisao - recall

Fo—(1 A .
B (1+57) (32 - precisao + recall
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Para (3, um par de valores comuns sao 3 = 0.5, quando é mais importante a precisao
do que o recall, e § = 2, quando é mais importante o recall do que a precisao. No
caso em que ambas métricas de avaliacao sejam igual de importantes para avaliar o

desempenho do classificador, usamos 5 = 1.

Vejamos um pequeno exemplo.

Exemplo 6.1.1. Considere a matriz de confusao seguinte:
Valores Preditos: y;

Negativo | Positivo
Negativo | 966266 8974
Positivo 5386 82980

Valores Atuais: y;

Com base na matriz de confusao acima, temos:

, . 82980 + 966266 0.9%64
acuracia = ~ 0.
82980 + 8974 + 5386 + 966266 ’

82980

isdo = — 22+ 0.9024

PIECISA0 = 29980 + 8974 ’
82980

M=% £ 0.9390

Fee = 2980 + 5386 )

0.9024 - 0.9390

. ~ 0.9203.
0.9024 + 0.9390

=2

6.1.3 Regras de aprendizagem usadas na comparacao

Agora veremos um breve resumo de cada uma das regras de aprendizagem que

utilizaremos nos testes numéricos.

6.1.3.1 O classificador de k vizinhos mais préximos: k-NN

O classificador de k-vizinhos mais proximos, é um algoritmo de classificagao ba-
seado em distancias que funciona da seguinte forma: dada uma amostra rotulada d,,
que chamaremos de conjunto de treinamento e uma instancia de teste z, o algoritmo
primeiro encontra os k vizinhos mais préximos de x no conjunto de treinamento, para
logo determinar a classe de x pelo voto majoritario entre esses k vizinhos. Esse algoritmo
possui dois hiperparametros: o nimero de vizinhos mais préoximos k£ € IN, e a distancia
usada para encontrar esse k vizinhos, onde no caso de R"", a distancia mais amplamente
usada é a euclidiana. Uma diferenca do k-NN com os outros algoritmos de classificacao
que usaremos aqui, tais como a arvore de decisao, é que no k-NN a etapa de treinamento é

caracterizada apenas pelo armazenamento das instancias, ou seja, no final das contas nao
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existe treinamento. Assim, a funcdo que serd usada para gerar o rétulo é definida na hora
de avaliar a instancia de teste, por esse motivo, a regra de classificagao k-NN é um regra
de aprendizagem do tipo local.

Formalmente, seja (£2,p) um espago métrico e como antes, d, € (2 x {0,1})"
uma amostra rotulada que é uma instancia da variavel aleatéria Dy, ~ ' com g medida
boreliana de probabilidade em €2 x {0, 1}. Para z € Q, o classificador k-Nx ordena de forma

crescente os elementos de d,, em funcao da distancia até x, obtendo

{I(l),JZ(Q), PN ,Jf(k.), PN ,I(n)}

onde p(x, (1)) < p(x,2(9)) < -+ < p(@, 2(y)), logo considerando apenas a subamostra

a regra k-NN devolve o voto majoritario entre os correspondentes k£ rotulos

{va) vy -yt

O valor de k é tomado sendo um inteiro impar para evitar os empates. De forma mais
geral, a regra k-NN pertence a um tipo de regras plug-in que sao geradas por familias de
fungoes F = (nn)pen, definidas por n, : (2 x {0,1})" x Q — [0,1] e

M (dn)(x) = Z YiWni(dn, v)
=1

onde os nimeros 0 < Wy;(dp,x) < 1 satisfazendo Y ;' Wy;(dp,z) = 1,Vdy,x, sao
chamados pesos.

Logo, a regra k-NN é definida por

0, caso contrario,

gn(dn)(x) =

onde os pesos satisfazem
Wm(dn,x) = 1//{3 = T € {$(1),$(2), . ,?L‘(k)},

obtemos assim a forma usual da regra:

1k 1
L 22im1Y6) 2 2

0, caso contrério.

gn(dn)(z) =

6.1.3.2 Arvore de decisio

O classificador de Arvore de decisao, é uma regra de aprendizagem supervisionada

no espaco euclidiano que constréi uma arvore de busca bindria baseada no conjunto de



Capitulo 6. FEzperimentos numéricos 136

treinamento. Aqui vamos mostrar uma versao da arvore de decisdo que é a mais usada na
prética e é desenvolvida em [13].

Dada uma amostra rotulada, a ideia principal da arvore de decisao é dividir o
dominio em dois subconjuntos usando uma funcao (otimal) de decisdo binéria baseada no
conjunto de treinamento. Para dividir o dominio, é escolhida uma caracteristica (coorde-
nada) de acordo com uma condi¢ao de homogeneidade de classe baseada na amostra. Esse
processo ¢ repetido para cada um dos subconjutos de maneira recursiva e o algoritmo para
de rodar quando a subamostra contida em cada subconjunto contém apenas instancias
da mesma classe ou quando mais divisoes nao melhorem a condi¢ao de homegeneidade
de classes. Para cada subconjunto final, é associado um roétulo de classe baseado nos
rotulos das instancias da subamostra contida no subconjunto. Para classificar uma nova
observacao, ela ird “subindo” na arvore até chegar a um subconjunto final, obtendo como
predicao o rétulo associado a esse subconjunto.

Desde o ponto de vista geométrico, as divisdes feitas pela arvore particionam
o espago euclidiano em hiper-retangulos, (possivelmente finitos ou com lados de com-
primento infinito) paralelos aos eixos, baseados no conjunto de treinamento onde cada
hiper-retangulo tem associado um rétulo baseado na subamostra contida nele. Assim, a
arvore de decisao prediz o rétulo para uma nova instancia considerando o hiper-retangulo
onde a nova instancia pertence.

Agora vamos definir formalmente a regra de classificacdo dada pela arvore de
decisao. Primeiro definimos a no¢ao de homogeneidade de classe em termos da entropia,
e a otimalidade da decisao binaria para a divisao do dominio na coordenada escolhida é
definida em termos do ganho de informacao maximal.

Considere o espaco euclidiano (R%, || - ||2) e d € (R% x {0,1})"” uma amostra
rotulada que é uma instancia da varidvel aleatéria D, ~ " com g medida boreliana
de probabilidade em R? x {0,1}. Também, como os elementos da amostra d,, possuem

coordenadas, x; € Rd, vamos denotar esses pontos por:
O A ) )
r; = (x7,05,...,0y).

Definigdo 6.1.1. Dada uma amostra rotulada d,, € (R? x {0,1})", definimos a entropia
H de dj,, por

H(dp) := —(polog(po) + p1log(p1))

onde
() € dp iy = 0))
po = -
’ py = i) € i = 1)

A arvore de decisao, procura recursivamente dividir o conjunto de treinamento em

duas subamostras de tal maneira de que a entropia das duas subamostras seja minimizada
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com relacdo a entropia da amostra completa. O ganho de informag¢do mede a mudancga na

entropia.

Defini¢do 6.1.2. Seja d,, € (R x {0,1})" uma amostra rotulada. Para j € [d] e a € R,
defina as subamostras
dh'™ = {(x;,y;) € dy : x§ <a}

ot = {(z,y;) € dy, : x; > a}.

Definimos o ganho de informacio G, para dn na coordenada j com delimitador a, por

Gj,a(dn) = H(dp) — (WH(d%’a_) + MH(%J;@-F)) ‘

n n

Uma vez definidos os conceitos principais, podemos definir os passos dados pela

arvore de decisao para os conjuntos de treinamento e teste.

Para o conjunto de treinamento

(1) Fixe um valor limiar o > 0 sendo o ganho de informagao minimo aceitado.
(2) Calcule a entropia H para o conjunto de treinamento dy,.

(3) De forma exaustiva, determinar a melhor divisdo:

(4%,a*) = arg max Gj.a(dn)
(j,a)

(4) Divida dp = d, @ ~ud, @+

(5) Repetir os passos (2) até (4) para cada uma das subamostras d‘z:’at e dﬁf’“**

recursivamente até alguma das seguintes condigoes de parada ser satisfeita:
. ]* af— ]* a*+ R . R . L.
(i) Ambas subamostras dy, ™ e dy ™ ' contém apenas instancias de uma unica
classe.
ii) Os ganhos de informagiio satisfazem Gjq(dh " ") < a e Gjq(d) " 1) <
(ii) Os ganhos de informacio satisfazem G ,(dy, ) S ae Gjgldy ) < a,

para todo j € [d] e a € R.

pos finalizar, o conjunto de treinamento deve ser particionado em m € IN subcon-
6) Apés finali junto de trei to d ticionad NN sub
juntos

dp =d, Ud2U---Ud?

com as melhores divisoes

{1, a1), (2, a2), -, (m—1,am—1)}

e associamos a cada subconjunto d?, o rétulo dado pelo voto majoritario dos rétulos

de seus elementos.
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Para o conjunto de teste

Dada uma nova instancia, determine com qual subamostra d!, a instancia esta associ-

ada seguindo as decisoes dadas pelas melhores divisoes

{01, a1), (2, a2), - -, (m—1, am—1)}

calculadas no treinamento, retornando o rétulo associado & subamostra d?,.

Pela natureza recursiva da arvore de decisdao, o procedimento pode ser facilmente
visualizado e modelado por uma arvore de busca binaria, por isso o nome. O conjunto de
treinamento completo comeca no né raiz que é dividido em dois nés filhos, correspondentes
as subamostras do conjunto de treinamento obtidas pelas divisoes binarias 6timas. Cada
no filho, por sua vez, é dividido em dois nés e esse processo é feito de forma recursiva até
alguma das condigoes de parada ser satisfeita para todos os nds inferiores. Apos a parada,
cada no6 no nivel final torna-se uma folha correspondente ao rétulo da classe dominante.
Para predizer o rotulo de uma nova instancia a arvore de decisao passa a instancia através

da arvore e a classe predita é a classe associada a folha onde essa instancia pertence.

6.1.3.3 Random Forest

A regra de aprendizagem da Floresta Aleatoria, Random Forest, foi desenvolvida
por Leo Breiman [11], e generaliza a regra da arvore de decisdo. A primeira versio da
regra dada em [l1], primeiro usa o método de bootstrap aggregation ou bagging, para
tomar m subamostras de tamanho n, com substituicio?, do conjunto de treinamento

dp € (R? x {0,1})" e constroi uma arvore de decisio para cada subamostra:

ab = {(doh). ehad). ek}

& ={@ ) @3 d). . )}

d' = {1 91"), (3", 93"), - (2, )}

arvores que denotamos por Aj, As, ..., Am. Depois, para a construcao de cada arvore
de decisao, em cada né ou iteragao, utiliza apenas 1 < w < d coordenadas selecionadas
aleatoriamente, com w hiperpardmetro de entrada fixo, para encontrar a melhor divisao
do conjunto de treinamento do passo anterior. Em outras palavras, com relacao ao passo
(3) do processo de construcao de uma arvore de decisdo, um subconjunto C' C [d] com w
elementos escolhidos de forma aleatéria e a melhor divisao satisfaz 7 € C' e a € R. Para

uma nova instancia xr € ]Rd, cada arvore de decisdo faz a sua predigao, 4;(x), e a floresta

2 Versdes posteriores utilizam subamostras de tamanho diferente de n.
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aleatéria retorna o voto majoritario dos rétulos A;(z), i € [m]. Na etapa de treinamento,
a floresta aleatoéria depende de dois hiper-parametros fornecidos pelo usuério: m que é
o numero de estimadores ou de arvores na floresta e w, que é o nimero de coordenadas
que serao escolhidas aleatoriamente para construir cada arvore. Na pratica, a floresta
aleatoria tem um bom poder preditivo e em geral seu desempenho é bom em muitas
areas e aplicagoes. Por outro lado, desde o ponto de vista tedrico, o poder preditivo da
floresta aleatéria nao estd justificado. De fato, em [7] é mostrado que a floresta aleatéria
nao é universalmente consistente. Esse fato aparentemente contraditorio, ilustra uma
distingao comum entre teoria e pratica para regras de aprendizagem supervisionada. Com
frequéncia, uma regra de aprendizagem com propriedades tedricas comprovadas, como
ser universalmente consistente, pode nao produzir previsoes precisas no cotidiano ou sua
complexidade computacional pode ser muito alta na pratica. Por outro lado, uma regra
de aprendizagem simples e intuitiva, sem fatos tedricos que garantam sua confiabilidade,

pode ter excelente poder preditivo e pode ser computacionalmente eficiente.

6.1.3.4 Support Vector Machine: SVM

As mdquinas de vetores de suporte (Support Vector Machine ou SVM) sdo modelos
de aprendizagem de maquina supervisionada para problemas de classificagao e regressao,
desenvolvidos nos laboratorios AT T Bell por uma equipe liderada por Viadimir Vapnik
[21]. Para problemas de classificagdo bindria, um modelo SVM gera um classificador nao
probabilistico, utilizando a informacao contida em uma amostra rotulada, construindo um
hiperplano no espaco das instancias que pode ser usado para separar as classes. Intuitiva-
mente, se as classes podem ser separadas linearmente, uma boa separagao entre classes
é alcangada pelo hiperplano que possui a maior distincia até os pontos (de qualquer
classe) mais prozimos do conjunto de treinamento; pois em geral, quanto maior seja essa
distancia, menor serd o erro de generalizacao do classificador associado. A distancia de
separacio entre classes define a margem funcional. A Figura 5, mostra um exemplo em R?
de um problema linearmente separavel e o hiperplano que separa ambas classes, onde os
trés pontos nos limites da margem funcional, sao chamados de vetores de suporte. Nesse
caso, o classificador resultante, classifica uma nova amostra segundo o lado do hiperplano
separador ao qual ela pertence.

No caso em que as classes nao sejam linearmente separaveis, os modelos SVM

podem obter bons resultados usando Kernels nao lineares. Detalhes em [10].

6.1.3.4.1 Linear SVM e LSVC

Seja dn = ((£1,41), - . -, (0, yn)) € (RE x {=1,1})", uma amostra rotulada® que

usaremos como conjunto de treinamento. O objetivo aqui é encontrar o hiperplano de

3 Aqui por conveniéncia, as classes sdo codificadas por -1 e 1.
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Figura 5 — Exemplo dados linearmente separaveis e margem funcional

margem mazrima que separa o conjunto de pontos rotulados com y = 1 dos pontos
rotulados com y = —1, que é definido de tal maneira que a distancia entre o hiperplano e
o ponto x; mais préoximo de cada classe, seja maximizada.

Um hiperplano é um conjunto de pontos x € R? satisfazendo uma equagao do tipo:
w-r+b=0,

onde w € R? é o vetor normal ao hiperplano, b € R e - é o produto escalar entre vetores

de RY. Distinguimos dois casos.

Dados linearmente separaveis: LSVM

Nesse caso, podemos encontrar dois hiperplanos paralelos que separam as duas
classes de dados, tal que a distancia entre eles seja a maior possivel. A regiao limitada
por esses dois hiperplanos é chamada de margem e o hiperplano de margem mdxzima é
o hiperplano paralelo que fica a meio caminho entre eles. Esses hiperplanos podem ser

descritos pelo seguinte par de equacgoes:
w-r+b=lew-x+b=—1.

Desde o ponto de vista geométrico, a distancia entre esses hiperplanos paralelos é obtida

usando a distancia de um ponto a um hiperplano, e é igual a 2 logo, para maximizar
’ [[wll2? ’

a distancia entre os hiperplanos, devemos minimizar ||wl||2. Também, devemos evitar que

os dados caiam dentro da margem, para isso adicionamos as seguintes restri¢oes:
w-x;+b>1, sey; =1

ou

w-zr; +b< =1, sey; = —1,
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as quais garantem que cada instancia do conjunto de treinamento deve estar no lado

correto da margem e que podem ser reescritas como:
yi(w-x; +b) > 1,Vi € [n]. (20)

Assim, podemos reunir as condi¢des acima no seguinte problema de otimizacao:

R S
min - |wl|3
wh 2 (21)

sa. yj(w-x;+b)>1,Vi € [n].

As solugoes w € RYeb e R do problema acima, determinam um classificador
mediante a aplicagdo x — sgn(w - = + b), onde sgn, é a fun¢ao sinal, que devolve 1 se
o argumento é um nuimero real positivo, 0 se o argumento ¢ 0 e -1 caso o argumento ¢é
negativo; e esse classificador serda chamado LSVM.

Uma consequéncia da descricao geométrica é que o hiperplano de margem mdzima
¢ completamente determinado por aquelas instancias x; que estao mais préximos dele.

Essas instancias x;, sao chamados de vetores de suporte.

Dados ndo linearmente separaveis: LSVC

Para estender o modelo LSVM para os casos onde os dados ndo sdo linearmente

separaveis, considere a seguinte funcao:
max{0,1 — y;(w - x; + b)}. (22)

A funcdo acima é zero se as restrigoes (20) sao satisfeitas, isto é, se cada x; do
conjunto de treinamento esta do lado correto da margem; e para uma instancia que esta

do lado errado, o valor da funcao é estritamente positivo. O objetivo aqui é resolver:

1 -
min —HwH% + CZHI&X{O, 1 —yj(w-x; +b)},
wbh 2 ‘
=1
onde C' > 0, é o hiperparametro de reqularizacdo que permite abordar problemas de
classificagao que nao sao linearmente separaveis. Podemos escrever o problema de otimi-
zacao acima de forma similar ao problema (21), “abrindo” a fun¢ao (22), obtendo assim o

problema de otimizagao:

1 2 S
min Sllwlz +C ) &
iy A OLE

sa. yi(w-z;+0b)>1-¢, & >0,Vi€n].

(23)

Do mesmo modo que no caso anterior, as solugoes w € R?ebeR do problema
acima determinam um classificador bindrio mediante a aplicacdo x — sgn(w - x + b); e

esse classificador serd chamado LSVC.
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Assim, para valores grandes do hiperparametro de regularizacao C' > 0, o modelo
LSVC tem um comportamento similar ao modelo LSVM, no caso de ser possivel separar
linearmente as classes, e ainda classificard mesmo que a separacao linear nao seja possivel.

Mais informagoes em [10, 21].

6.1.3.5 Regressao Logistica

A Regressdo Logistica é uma extensao da Regressdao Linear Y = w - X + b, no
caso em que a varidvel Y € {0,1} possui uma distribui¢do Binomial/Bernoulli. Seja
dp = ((z1,91), (T2, 42), - . ., (0, yn)) € (REx{0,1})", uma amostra rotulada que usaremos
como conjunto de treinamento. O objetivo aqui é predizer a probabilidade da classe positiva
P[Y; = 1]X; = ;] mediante a estimativa

1
1+ 6—(w-xi+b) ’

p(xi) =

onde w e R e b € R sdo solucoes do problema de otimizagao

n

minC' » (—y;In(p(z;)) — (1 —y;) In(L = p(z;))) + r(w),

1=1

com 7(w) sendo o termo de regulariza¢ao, e a constante C' > 0 um hiperparametro de

regularizagao similar ao definido para o classificador LSVC. Na implementacao da Regres-

sao Logistica da biblioteca sklearn de Python, os termos de regularizacao disponiveis sao
1— . A

r(w) = |Jw|, r(w) = %HwH% e r(w) = pllw|y + a-p) Qp)HwH%, com p € [0,1] um hiperpara-

metro escolhido pelo usuario. Uma vez determinados os parametros w, b, o rotulo predito

pelo modelo de Regressao Logistica é dado por:

1, p(x)>3

0, outro caso.

g(z) =

6.1.4 Escolhendo a métrica adequada

Ao usar aprendizagem de maquina supervisionada na tomada de decisoes em proble-
mas da vida real, desejamos construir classificadores que acertem o maximo possivel. Uma
maneira simples de medir a qualidade do desempenho de um algoritmo de classificagao, é
usando a acurdcia. A acuracia pode ser considerada uma métrica que nos da uma visao
geral do desempenho, uma vez que ela mede o total de acertos considerando o total de
observagoes. Entretanto, outras métricas podem ser importantes dependendo de como o
problema foi modelado.

A métrica que utilizaremos para avaliar o desempenho, depende do comportamento
que desejamos que possua o classificador que vamos construir; isto é, depende do compor-
tamento do classificador que consideramos mais benéfico para nossos propdsitos ou que

gere menos prejuizos. llustramos essas ideias com um par de exemplos.
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Exemplo 6.1.2. Suponha que um algoritmo faz a deteccdo automatica de spam numa
conta de correio eletronico. Nesse caso, um falso positivo pode ser considerado um problema
mais critico (que uma mensagem importante seja considerada spam, pode causar prejuizos
ao usudrio da conta) do que um falso negativo. Logo, a melhor métrica para comparacao

entre diferentes métodos de deteccao de spam, além da acuracia, seria a precisao.

Exemplo 6.1.3. Considere um algoritmo que detecta falhas em um avidao comercial. Se
uma peca apresenta problemas mas o algoritmo indica que ela funciona corretamente,
estaremos em presenca de um falso negativo. Isso colocaria as vidas dos passageiros e da
tripulagao em perigo e nessa situagao um falso negativo seria um problema critico. Portanto,
na hora de construir um algoritmo para detectar falhas no avido devemos tentar minimizar
os falsos negativos. Uma métrica de avaliagdo que poderia ser utilizada para comparar
algoritmos diferentes seria o recall. Valores altos dessa métrica indicam altos valores de
verdadeiros positivos mesmo quando se leva em conta o total de falsos negativos. Nesse
caso, se na hora de treinar o algoritmo o conjunto de dados possui um nimero reduzido
de instancias da classe positiva, entao a acuracia nao é uma boa métrica de desempenho,
pois por exemplo, o classificador que a cada instancia associa a classe negativa tera uma
alta acuracia sem nenhum poder preditivo, assim, aqui é mais adequado o uso do recall

como métrica de avaliacdo do desempenho.

Na proxima se¢ao de resultados, vamos comparar um conjunto de algoritmos de
classificacao ao longo de varios conjuntos de dados. Para cada conjunto, é feita uma analise
bésica e a métrica utilizada para obter os melhores representantes de cada algoritmo
serda indicada pela natureza do proprio problema que pretende ser abordado utilizando
o conjunto de dados. Pelo visto nos exemplos acima, para poder escolher a métrica de
avaliacdo adequada, devemos identificar que tipo de erro cometido pelo classificador é
mais grave e também devemos levar em conta a propor¢do de classes na amostra rotulada.

Com relagdo a proporcao de classes, em um problema de classificagdo binaria,
dada uma amostra rotulada de tamanho n € N, dj,, defina N, € IN, como o niimero de
instancias da classe minoritaria na amostra e Ny; € IN, sendo o niimero de exemplos da
classe majoritaria, logo, Ny, + Njy = n. Se Ny, /Njs ~ 1, entdo dizemos que a amostra
rotulada é balanceada ou equilibrada, e serd uma amostra desbalanceada, no caso contrario.
Quando os classificadores se enfrentam a uma amostra desbalanceada, tendem a classificar
melhor a classe majoritaria, mas na pratica (ver [15, Capitulo 2|) esse efeito é mais
pronunciado para amostras onde Np,/Nj; < 0.1, ou dito de outro modo, onde a classe
minoritaria representa uma porcentagem inferior ao 10% da classe majoritaria.

Para melhorar o desempenho dos classificadores na hora de identificar a classe
minoritaria em amostras fortemente desbalanceadas (N, /Njs < 0.1), existem algumas
técnicas de balanceamento de classes (ver [15, Capitulo 4]), onde s@o repetidos alguns

exemplos da classe minoritaria para equilibrar a proporcao de classes, ou sao gerados
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novos exemplos mediante técnicas de interpolacao; assim, o uso de essas técnicas implica
manipular de maneira artificial o conjunto de treinamento para obter uma maior repre-
sentacao da classe minoritaria e elas nao resolvem o problema de fundo que é a escassa
disponibilidade de exemplos de uma das classes.

Portanto, na Segao 6.2 de resultados, para poupar esforco computacional e devido a
que o foco é o desempenho relativo entre os classificadores, s6 serd aplicada alguma técnica
de balanceamento de classes em amostras tais que Ny, /Njs < 0.1, quando o desempenho
da maioria dos classificadores utilizados na comparacao tenha uma “melhora significativa”
(superior ao 1%) na métrica de avaliagdo considerada; onde essa situagao serd analisada
caso a caso.

Finalmente, pelo exposto na Segao 6.1.2 e seguindo as ideias de [15, 27, 33], para
evitar casos patologicos na hora de determinar os hiperparametros 6timos, como por
exemplo, escolher classificadores com recall = 1 e precisao = 0; temos a seguinte guia para
definir a métrica de avaliacdo adequada na hora de encontrar os hiperparametros 6timos

para cada modelo:

’ Guia para definir a métrica adequada ‘

’ Classes de igual importancia H Classe positiva mais importante ‘
Nm/Nar > 0.1 | Ny /Nps < 0.1 || FP mais prejuizo | FP = FN | FN mais prejuizo
acuracia G-mean Fy 5 Fq Fy

Tabela 1 — Guia para determinar a melhor métrica de avaliagao [15].

onde, por exemplo, “FP mais prejuizo” significa que o prejuizo causado pelos falsos

positivos é maior que o prejuizo gerado pelos falsos negativos, e a métrica G-mean, ¢é a

média geométrica do recall e a especificidade: G-mean = \/recall - especificidade, com,
especificidade = % Nos conjuntos de dados considerados na seguinte secao, a classe
alvo ou classe positiva serd sempre mais importante que a negativa, portanto a métrica

de avaliacao G-mean nao sera utilizada aqui.

6.2 RESULTADOS

Nessa secao, vamos aplicar a estratégia de comparacao a familia formada pelos
modelos classicos mais a regra Ei” , a0 longo de 8 conjuntos de dados disponiveis de forma
gratuita na web.

A implementacao do classificador Lf” é feita na linguagem de programacao Python
3 e as implementagoes dos modelos classicos utilizados na comparacgao é a fornecida pela
biblioteca sklearn? do Python. Cada modelo possui um conjunto de hiperpardmetros,
alguns dos quais serao considerados para a otimizagao e os restantes serao utilizados com

seus valores padrao. Uma lista com as bibliotecas adicionais necessarias, com as fungoes

4 Para maiores informacdes, visite o site https://scikit-learn.org.
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especificas da biblioteca sklearn que implementam os algoritmos, junto com os conjuntos
de hiperparametros considerados por cada modelo em cada conjunto de dados, pode ser
encontrada no Apéndice A.2.

Lamentavelmente, no transcurso da pesquisa nao tivemos acesso a um computador
de boas caracteristicas técnicas, o modesto computador disponivel (veja as modestas
caracteristicas técnicas da maquina utilizada na Segao 6.2.9) foi utilizado principalmente
para desenvolver o protétipo do algoritmo £$p , portanto, todos os calculos mostrados
aqui (salvo a Segao 6.2.9), foram realizados na nuvem utilizando uma conta gratuita
na plataforma Kaggle5, utilizando ao maximo os recursos computacionais mediante a
ativacao das opcoes de céalculo paralelo nas implementacoes dos algoritmos da biblioteca
sklearn. Por outro lado, a implementacao do algoritmo Egp é apenas um prototipo
sem praticamente nenhum tipo de otimizacao no cédigo, por essa razao, na andlise feita
para cada conjunto de dados, nao sao considerados os tempos de célculo como ponto
de comparacgao. Uma breve analise comparativa com relacao aos tempos de calculo num
conjunto de dados fixo e em condigdes justas para todos os modelos (tempos de calculo
que foram obtidos utilizando o nosso fiel e modesto colaborador), é feita na Se¢ao 6.2.9.
No resto do capitulo, denotaremos abreviadamente o nome dos modelos utilizados na

compara¢ao como nha seguinte tabela.

Nomes abreviados
DT Arvore de Deciséo
LR Regressao Logistica
LSVC | Maquinas de Vectores de Suporte
RF Floresta Aleatéria

L 1 . ~ . d .
Os codigos da implementacao do classificador £,” e da estrutura que permite

executar a estratégia de comparacgao, podem ser encontradas no repositorio:

https://github.com/rmathdrum/p-adic-prototype

6.2.1 Dataset 1: Dry Bean

Um sistema de visao computacional foi desenvolvido para distinguir sete diferentes
variedades registradas de feijoes secos com caracteristicas semelhantes, a fim de obter
uma classificagdo uniforme das sementes. Para o modelo de classificacao, imagens de
13611 graos de 7 diferentes tipos de feijoes secos registrados foram tiradas com uma
camera de alta resolugao. Imagens de feijoes obtidas por sistema de visao computacional
foram submetidas as etapas de segmentacao e extracdo de caracteristicas, totalizando 16

caracteristicas; 12 dimensoes e 4 variaveis de forma, foram obtidas a partir dos graos.

Para mais informacdes, visite o site: https://www.kaggle.com.
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O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site UCT

Machine Learning Repository(i.

1. Pré-processamento de dados

A Tabela 2, resume as informagoes basicas do conjunto de dados, sem o vetor de
rotulos, que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados ndo vdlidos,

podemos utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos de limpeza.

’ Informacoes basicas ‘

N€¢ de instancias 13611
Dimensao dos dados 16
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 2 — Informacgoes béasicas do Dataset 1

Agora com relacao ao vetor de rétulos, as classes e suas porcentagens dentro da

amostra, sao mostrados na Tabela 3.

’ Classe \Porcentagem‘

DERMASON 26.05
SIRA 19.37
SEKER 14.89
HOROZ 14.17
CALI 11.98
BARBUNYA 9.71
BOMBAY 3.84

Tabela 3 — Multiclasses Dataset 1

Para reduzir o problema para um de classifica¢ao binaria, e para facilitar o trabalho
dos classificadores, vamos escolher uma das classes mais numerosas para identificar, assim
escolhendo SEKER como classe alvo, codificamos o vetor de rotulos associando o rétulo 1 a
classe SEKER e associando o rotulo 0 para as classes restantes. Dessa forma, o nosso novo
vetor de réotulos, possui a distribuicao de classes da Figura 6.

O numero de observacoes da classe minoritdria é aproximadamente o 17.5% do
nimero de observagoes da classe majoritaria (N, /Ny ~ 0.1749), portanto, segundo a
convencao da Secao 6.1.4, o conjunto de dados assim conformado é desbalanceado mas
nao é o suficiente para considerar o uso de alguma técnica de balance de classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a func¢ao train_test_split do
moédulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

6 O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C5034B.


https://doi.org/10.24432/C50S4B

Capitulo 6. FEzperimentos numéricos 147

Porcentagem de Classes

. 0
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Figura 6 — Classes Dataset 1

Niumero de instancias

Conjunto de treinamento | 9074
Conjunto de teste 4537

2. Otimizacdo de hiperparametros

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliacdo adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na
Secao 6.1.4, a métrica de avaliacdo adequada aqui é a métrica Fy, pois a classe positiva
¢ mais importante que a classe negativa; e como nao dispomos de informacao adicional
sobre qual tipo de erro provoca maior prejuizo, vamos supor que os falsos positivos e falsos
negativos geram prejuizos equivalentes.

Assim, fazendo 5 x 20 validacoes cruzadas da forma especificada na Secao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica
de avaliagdo F7) de cada modelo ao longo dessas validagoes, é apresentada no ranking da
Tabela 4.

‘ # ‘ Modelo ‘ hpy ‘ hp-o ‘ hps H Fy ‘ acuracia ‘ precisao ‘ recall ‘
1 LR C =103 lo liblinear | 0.9485 | 0.9849 0.9599 | 0.9379
2 RF entropy | H =12 | ne =100 || 0.9482 0.9848 0.9600 0.9371
3 k-NN k=38 - - 0.9441 0.9837 0.9645 | 0.9250
4 | LSVC C =10 lo 1s =1 0.9400 0.9824 0.9560 0.9245
5 DT entropy | H =28 best 0.9352 0.9809 0.9449 0.9263
6 Lf” p=2 k=1 H=1 0.9173 0.9756 0.9244 0.911

Tabela 4 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 1
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As pontuagoes médias, com relacdo a métrica F7, dos modelos mais promissores
no conjunto de treinamento; sugerem que os modelos LR, RF, k-x~, LSVC e DT, podem

ter desempenho equivalente e superior ao desempenho do modelo Ef” .

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos e testamos os melhores

representantes de cada modelo nos conjuntos de treinamento e teste obtidos no final do

passo 1, obtendo assim os resultados da Tabela 5.

’ # \ Modelo \ hpy hp-o hps Fy \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 LR C =103 Iy liblinear || 0.9568 | 0.9872 0.9626 | 0.9512
2 RF entropy | H =12 | n, = 100 || 0.9512 0.9855 0.9512 | 0.9512
3 k-NN k=8 - - 0.9451 0.9839 0.9617 0.9290
4 LSVC C=10 lo is =1 0.9443 0.9837 0.9617 0.9275
5 DT entropy | H =38 best 0.9383 0.9817 0.9432 0.9334
6 /jkq?p p=2 k=1 H=14 0.9381 0.9815 0.9340 0.9423

Tabela 5 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 1

Os resultados da Tabela 5, sugerem quase o mesmo comportamento, s6 que agora
P . s
o desempenho do modelo £, * dessa vez fica mais proximo do desempenho dos outros

modelos.

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 7 e a Tabela 6 com os resultados do teste de significincia para cada par de

modelos.

5. Conclusdes finais para o Dataset 1

Da Figura 7 e da Tabela 6, vemos que o modelo Egp tem uma alta probabilidade,
em qualquer dos casos é maior do que 0.93, de ter um desempenho pior do que os modelos
LR, RF, LSVC e k-nN, e uma probabilidade de 0.7076 de ter desempenho pior do que
o DT. Por outro lado, os modelos, RF e LR tem uma probabilidade superior a 0.98 de
ter desempenho equivalente, e os modelos LSVC e k-NN, possuem uma probabilidade de

equivaléncia pratica maior que 0.97.

6.2.2 Dataset 2: HTRU2

O conjunto de dados HTRU?2, descreve uma amostra de candidatos a pulsar co-

letados durante o High Time Resolution Universe Survey [11]. Os pulsares sdo um tipo
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Density
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DT, M&dia: 0.93683, 5td: 0.0104

Figura 7 — Distribuigdo CV Dataset 1

| Modelo 1 | Modelo 2 || 1 Pior que 2 | 1 Melhor que 2 | 1 Equivalente com 2.
P

Crv LSVC 0.9382 0.0 0.0618
Ly RF 0.9946 0.0 0.0054
L LR 0.9990 0.0 0.0010
Ly Je-NN 0.9872 0.0 0.0128
L DT 0.7076 0.0001 0.2923
LSVC RE 0.2112 0.0001 0.7887
LSVC LR 0.3154 0.0 0.6346
LSVC TN 0.0271 0.0006 0.97242
LSVC DT 0.0005 0.1651 0.8344
RF LR 0.0124 0.0005 0.9872
RF TN 0.0005 0.0684 0.9311
RF DT 0.0 0.6765 0.3235
LR NN 0.0 0.1230 0.8770
LR DT 0.0 0.8234 0.1766
TN DT 0.0001 0.3524 0.6475

Tabela 6 — Probabilidades Dataset 1

raro de estrela de néutrons que a medida que rotam produzem padroes de emissoes de
radio detectaveis aqui na Terra. Cada pulsar produz um padrao de emissao ligeiramente
diferente, que varia ligeiramente com cada rotagdo. Assim, uma deteccao de sinal potencial

conhecida como “candidato” é calculada em média ao longo de muitas rotagoes do pulsar,
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conforme determinado pelo comprimento de uma observagao. Na auséncia de informacoes
adicionais, cada candidato poderia descrever um pulsar real. No entanto, na pratica, quase
todas as detecgoes sdo causadas por interferéncia de radiofrequéncia (RFI) e ruido, difi-
cultando a localizacao de sinais legitimos. Aqui, os exemplos legitimos de pulsar sdo uma
classe positiva minoritaria, e os exemplos esptrios, a classe negativa majoritaria, onde
todos esses exemplos foram verificados por anotadores humanos.

O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site UCT
Machine Learning Repository’, e mais detalhes sobre o conjunto de dados podem ser

encontrados em [13, 14].

1. Pré-processamento de dados

A Tabela 7, resume as informagoes bésicas do conjunto de dados, sem o vetor de
rotulos, que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados nao validos,

podemos utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos de limpeza.

] Informacgoes basicas \

N€@ de instancias 17898
Dimensao dos dados 8
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 7 — Informacoes bésicas do Dataset 2

Agora com relacao ao vetor de rétulos, a classe positiva com rotulo 1 representa
um pulsar e a classe negativa com rétulo 0 representa ruido (RFI) onde a distribuigao de
classes é mostrada na Figura 8.

O ntmero de observacoes da classe minoritdria é aproximadamente o 10.08% do
nimero de observagoes da classe majoritaria (N, /Njs ~ 0.1008), portanto, segundo a
convencao da Sec¢ao 6.1.4, no conjunto de dados assim conformado nao serao aplicadas
técnicas de balance de classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a func¢ao train_test_split do
modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

Conjunto de treinamento | 11932
Conjunto de teste 5966

7 O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C5DK6R.
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Porcentagem de Classes
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Figura 8 — Classes Dataset 2

2. Otimizac3o de hiperparametros

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliacdo adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na
Secao 6.1.4, a métrica de avaliagdo adequada aqui é a métrica Fy 5, pois a classe positiva
é mais importante que a classe negativa; e o prejuizo gerado pelos falsos positivos é maior
que o prejuizo gerado pelos falsos negativos, pois uma instancia classificada como pulsar
deve passar por verificagoes posteriores que requerem de trabalho adicional para verificar
se realmente sdo, portanto classificar uma (RFI) como pulsar (falso positivo) gera mais
prejuizo que classificar um pulsar como (RFI) (falso negativo).

Assim, fazendo 5 x 20 validacoes cruzadas da forma especificada na Secao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica

de avaliagao Fp5) de cada modelo ao longo dessas validagoes, é apresentada no ranking
da Tabela 8.

| # | Modelo | hpy | hpa | hps | Fps | acuricia | precisio | recall |
1 RF gini H=5|ne=2>5001 09103 | 0.9783 0.9371 0.8177
2 k-NN k=30 - - 0.9102 0.9767 0.9460 0.7913
3 LR C =103 lo liblinear || 0.9085 0.9782 0.9340 0.8198
4 LSVC | C = 10? lo 15 =1 0.9077 0.9769 0.9402 0.7987
5) ,Cfp p=3 k=1 H=2 0.9049 0.9738 0.9544 0.7502
6 DT entropy | H =4 best 0.8993 0.9772 0.9213 | 0.8228

Tabela 8 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 2

As pontuacoes médias, com relacao a métrica Fj) 5, dos modelos mais promissores no

conjunto de treinamento; sugerem uma leve superioridade dos modelos RF e k-NN, os quais



Capitulo 6. FEzperimentos numéricos 152

podem ser de desempenho equivalente, sobre os restantes modelos. As pontuagoes médias
também sugerem que o desempenho dos modelos LR, LSVC e E?” pode ser equivalente e

levemente melhor do que o desempenho do modelo DT.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos e testamos os melhores
representantes de cada modelo nos conjuntos de treinamento e teste obtidos no final do

passo 1, obtendo assim os resultados da Tabela 9.

’ # \ Modelo \ hpy \ hps \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 LSVC | C =107 lo 1s =1 0.9227 | 0.9794 0.9548 0.8132
2 RF gini H =5 ]| ne=>500 | 0.9218 0.9797 0.9512 0.8205
3 LR C=1031| I liblinear || 0.9209 | 0.9801 0.9476 | 0.8278
4 L’;f” p=3 k=1 H=2 0.9150 0.9762 0.9591 | 0.7729
5 k-NN k=30 - 0.9128 0.9767 0.9512 0.7857
6 DT entropy | H =4 best 0.9109 0.9787 0.9356 0.8242

Tabela 9 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 2

Os resultados da Tabela 9, parecem discordar com os resultados médios no conjunto
de treinamento da Tabela 8, agora a situagao parece ser diferente: os dados sugerem que
o desempenho dos modelos LSVC, RF e LR, pode ser equivalente e levemente melhor do
que o desempenho dos modelos L'g” , k-nn e DT, modelos que por sua vez também podem

ter desempenho equivalente.

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 9 e a Tabela 10 com os resultados do teste de significancia para cada par de

modelos.

5. Conclusodes finais para o Dataset 2

Da Figura 9 e da Tabela 10, vemos que o comportamento aparentemente contradi-
tério dos passos 2 e 3 esta dentro da variabilidade nas pontuacoes que podemos esperar
em modelos que possuem uma alta probabilidade de ser praticamente equivalentes. Nesse
conjunto de dados, vemos que as maiores probabilidades de ser equivalentes sdo para
os modelos LSVC e LR com probabilidade 1.0, RF e k-NN com probabilidade 0.9835 e
o par RF, LR com probabilidade 0.9872. Por tdltimo, com relagdo ao novo modelo, Ei”
e 0 k-NN tem uma probabilidade 0.9661 de ser praticamente equivalentes e em geral, a
probabilidade de ser equivalente com o modelo E;fp ¢é superior a 0.92, salvo no caso do

modelo DT, pois ai a probabilidade chega apenas a 0.6490.
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DT, M&dia: 0.90498, 5td- 0.01932

Figura 9 — Distribuigdo CV Dataset 2

| Modelo 1 | Modelo 2 || 1 Pior que 2 | 1 Melhor que 2 | 1 Equivalente com 2.
P

Crv LSVC 0.0585 0.0002 0.9413
Ly RF 0.0367 0.0137 0.9497
L LR 0.0759 0.0004 0.9237
Lo N 0.0229 0.0109 0.9661
L DT 0.0418 0.3092 0.6490
LSVC RF 0.0002 0.0243 0.9750
LSVC LR 0.0 0.0 1.0
LSVC NN 0.0004 0.0404 0.9592
LSVC DT 0.0074 0.4759 0.5167
RF LR 0.0128 0.0 0.0872
RF TN 0.0064 0.0101 0.9835
RF DT 0.0139 0.3250 0.6611
LR TN 0.0001 0.0309 0.9690
LR DT 0.0052 0.4809 0.5139
NN DT 0.0224 0.3206 0.6570

Tabela 10 — Probabilidades Dataset 2

6.2.3 Dataset 3: MAGIC Gamma Telescope

O conjunto de dados MAGIC Gamma Telescope foi gerado mediante simulagoes de
Monte Carlo para simular o registro de particulas gamma de alta energia em um telescopio

gamma Cherenkov atmosférico baseado no solo usando técnicas de imagem.
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As classes do conjunto de dados sdo g, que representa os eventos gamma, e h
(hadron), que representa os eventos marcados como ruido atmosférico de fundo. Por razoes
técnicas, o numero de eventos do tipo h é subestimado, pois nos dados reais, a classe
h representa a maioria dos eventos. Também, a acuracia como métrica de avaliacao da
classificagao nao é significativa para esses dados, pois classificar um evento de ruido de
fundo (h) como sinal (g), é pior do que classificar um evento sinal como ruido de fundo.

O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site UCIT

Machine Learning RepositoryS.

1. Pré-processamento de dados

A Tabela 11, resume as informagoes basicas do conjunto de dados, sem o vetor de
rotulos, que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados ndo vdlidos,

podemos utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos de limpeza.

| Informacées basicas |

N€¢ de instancias 19020
Dimensao dos dados 10
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 11 — Informagoes bésicas do Dataset 3

Agora com relagao ao vetor de rotulos, a classe positiva é a classe g, que representa
o evento de interesse e que codificamos com o rétulo 1, e a classe negativa é h, codificada
com rétulo 0, representando o ruido de fundo. A distribuicao de classes é mostrada na

Figura 10.
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Figura 10 — Classes Dataset 3

O namero de observacoes da classe minoritaria, a classe 0, é aproximadamente o

54.23% do nimero de observagdes da classe majoritaria (N, /Ny ~ 0.5423), portanto,

8 O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C52C8B.
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segundo a convenc¢ao da Secao 6.1.4, o conjunto de dados assim conformado nao precisa
de técnicas de balanceamento de classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a fung¢ao train_test_split do
modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

12680
6340

Conjunto de treinamento

Conjunto de teste

2. Otimizac3o de hiperparametros

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliacao adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na
Secao 6.1.4, a métrica de avaliacao adequada aqui ¢ a métrica Fy_ 5, pois a classe positiva
¢ mais importante que a classe negativa; e como apontado no preambulo, classificar um
ruido de fundo (hadron) como sinal (falso positivo) gera mais prejuizo que classificar um
sinal como ruido de fundo (falso negativo).

Assim, fazendo 5 x 20 validagoes cruzadas da forma especificada na Secao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica
de avaliagao Fpy5) de cada modelo ao longo dessas validagoes, é apresentada no ranking
da Tabela 12.

\ # \ Modelo \ hpy \ hp-o \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall \
1 RF gini H =12 | n, =500 | 0.8830 | 0.8733 0.8678 | 0.9492
2 DT entropy | H=29 best 0.8638 0.8450 0.8499 0.9243
3 k-NN k=4 - - 0.8609 0.8222 0.8591 0.8682
4 LSVC |[C=107] Iy is=1 | 0.8223 | 0.7894 | 0.8079 | 0.8882
5 LR C = 10? lo liblinear || 0.8216 0.7926 0.8043 0.8989
6 /jg” p=2 k=1 H=6 0.8190 0.7899 0.8011 0.8993

Tabela 12 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 3

As pontuagoes médias, com relacdo a métrica Fj 5, dos modelos mais promissores
no conjunto de treinamento; sugerem uma clara superioridade do modelo RF por sobre os
modelos restantes. As pontuagoes também sugerem que o desempenho dos modelos DT e
k-NN pode ser equivalente e melhor que o desempenho dos modelos LSVC, LR e £Sp , 08

quais por sua vez também podem ter desempenho equivalente.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-

tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
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no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 13, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 12, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

’ # \ Modelo \ hpq \ hpo \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 RF gini H =12 | n, =500 || 0.8834 | 0.8730 0.8688 | 0.9472
2 DT entropy | H =9 best 0.8714 0.8536 0.8585 0.9270
3 k-NN k=4 - - 0.8642 0.8292 0.8606 0.8789
4 LS” p=2 k=1 H=6 0.8219 0.7923 0.8052 0.8966
5 LR C =107 lo liblinear || 0.8167 0.7863 0.7990 0.8956
6 LSVC | C =107 lo is =1 0.7969 0.7740 0.7692 0.9307

Tabela 13 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 3

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto

de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 11.
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Figura 11 — Distribuicao CV Dataset 3

Finalmente, na Tabela 14 temos os resultados do teste de significancia para cada
par de modelos.

5. Conclusoes finais para o Dataset 3

Da Figura 11 e da Tabela 14, vemos que o modelo RF possui uma alta probabili-

dade, maior que 0.999, de ter um desempenho melhor que o resto dos modelos. Também
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] Modelo 1 ‘ Modelo 2 H 1 Pior que 2 ‘ 1 Melhor que 2 ‘ 1 Equivalente com 2. ‘

c,” | Lsvc 0.0057 0.4425 0.5518
Ly RF 1.0 0.0 0.0
Ly LR 0.0 0.0433 0.9567
Ly N 1.0 0.0 0.0
Ly DT 1.0 0.0 0.0
LSVC RF 1.0 0.0 0.0
LSVC LR 0.1741 0.0307 0.7952
LSVC | kaw L0 0.0 0.0
LSVC | DT L0 0.0 0.0
RF LR 0.0 L0 0.0
RF k-NN 0.0 1.0 0.0
RF DT 0.0 0.9994 0.0006
LR o 1.0 0.0 0.0
LR DT 1.0 0.0 0.0
Fan DT 0.0005 0.0 0.9995

Tabela 14 — Probabilidades Dataset 3

vemos que os modelos E?” e LR, possuem uma alta probabilidade, igual a 0.9567, de ter
desempenho equivalente no Dataset, assim como também é o caso do par k-NxN e DT, que

possuem uma probablidade de ter desempenho equivalente igual a 0.9995.

6.2.4 Dataset 4: MiniBooNE particle identification

Este conjunto de dados ¢ tomado do experimento MiniBooNE e ¢ usado para
distinguir neutrinos de elétrons (sinal) de neutrinos de mions (ruido de fundo).

O conjunto de dados e a descrigdo acima, foram obtidos do site UCI Machine Lear-
ning Repositoryg e mais detalhes sobre o experimento MiniBooNE podem ser consultados

em [3].

1. Pré-processamento de dados

A Tabela 15, resume as informacoes basicas do conjunto de dados, sem o vetor de
rotulos, que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados ndo vdlidos,
podemos utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos de limpeza.

Agora com relagao ao vetor de rotulos, a classe positiva é a classe 1, que representa
o evento de interesse (sinal), e a classe negativa é 0, representando o ruido de fundo. A
distribuicao de classes ¢ mostrada na Figura 12.

O namero de observacoes da classe minoritaria, a classe 1, é aproximadamente o

39% do ntimero de observagoes da classe majoritéria (Ny, /Ny =~ 0.39), portanto, segundo

9 O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C5QC87.
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| Informacdes basicas |

N€ de instancias 130064
Dimensao dos dados 50
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 15 — Informacgoes basicas do Dataset 4
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Figura 12 — Classes Dataset 4

a convencao da Secao 6.1.4, o conjunto de dados assim conformado nao precisa receber
técnicas de balanceamento de classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a fung¢ao train_test_split do
modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

Conjunto de treinamento | 86709
Conjunto de teste 43355

2. Otimizac3o de hiperparametros

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliacdo adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na Secao
6.1.4, a métrica de avaliagao adequada aqui é a métrica Fy_ 5, pois a classe positiva é mais
importante que a classe negativa; e o prejuizo gerado pelos falsos positivos é maior que
o prejuizo gerado pelos falsos negativos, pois uma instancia classificada como sinal deve
passar por verificagoes posteriores que requerem de trabalho adicional, portanto classificar
um ruido de fundo como sinal (falso positivo) gera mais prejuizo que classificar um sinal

como ruido de fundo (falso negativo).
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Assim, fazendo 5 x 20 validagoes cruzadas da forma especificada na Se¢ao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica
de avaliagdo Fp5) de cada modelo ao longo dessas validagoes, é apresentada no ranking

da Tabela 16.

’ # \ Modelo \ hpy \ hp-o \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 RF entropy | H =11 | ne =500 || 0.8775 | 0.9298 0.8799 | 0.8683
2 DT gini H=9 best 0.8335 0.9074 0.8319 0.8398
3 LR C =103 lo liblinear || 0.8266 0.8919 0.8488 0.7482
4 k-NN k=8 - - 0.8027 0.8832 0.8159 0.7540
5 LSVC C =10 lo 1s=0.1 || 0.7975 0.8693 0.8427 0.6567
6 £$” p=2 k=5 H=9 0.7327 0.8469 0.7428 0.6951

Tabela 16 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 4

As pontuagoes médias, com relacdo a métrica Fj 5, dos modelos mais promissores
no conjunto de treinamento; sugerem uma clara superioridade do modelo RF por sobre os
modelos restantes. As pontuagoes também sugerem que o desempenho dos modelos DT
e LR pode ser equivalente e melhor que o desempenho dos modelos k-N~N e LSVC, os que
por sua vez podem ter desempenho equivalente e melhor do que o modelo Ei” , que é o

modelo com pior desempenho nesse dataset.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-
tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 17, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 16, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

’ # \ Modelo \ hpy \ hp-o \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 RF entropy | H =11 | ne =500 || 0.8733 | 0.9282 0.8745 | 0.8686
2 DT gini H=9 best 0.8309 0.907 0.8264 0.8494
3 LR C =103 lo liblinear || 0.8243 0.8918 0.8439 0.7539
4 k-NN k=8 - - 0.8018 0.8832 0.8139 0.7570
5 LSVC C =10 lo 1s = 0.1 || 0.7943 0.8677 0.8396 0.6534
6 £$” p=2 k=5 H=9 0.7297 0.8461 0.7370 0.7022

Tabela 17 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 4

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significAncia estatistica, vamos considerar o conjunto

de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias

da Figura 13.
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Figura 13 — Distribuicao CV Dataset 4

Finalmente, na Tabela 18 temos os resultados do teste de significancia para cada

par de modelos.

’ Modelo 1 \ Modelo 2 H 1 Pior que 2 \ 1 Melhor que 2 \ 1 Equivalente com 2. ‘

cr | Lsve 1.0 0.0 0.0
c RF 1.0 0.0 0.0
c LR 1.0 0.0 0.0
C fxn 1.0 0.0 0.0
. DT 1.0 0.0 0.0
ISVC | RF 10 0.0 0.0
LSVC | IR 10 0.0 0.0
LSVC | hw 0.0006 0.0 0.9994
LSVC | DT L0 0.0 0.0
RF LR 0.0 1.0 0.0
RF Fan 0.0 1.0 0.0
RF DT 0.0 1.0 0.0
LR k-NN 0.0 1.0 0.0
LR DT 0.1472 0.0 0.8528
k-NN DT 1.0 0.0 0.0

Tabela 18 — Probabilidades Dataset 4

5. Conclusoes finais para o Dataset 4

A informacao da Figura 13 e da Tabela 18, confirma a tendéncia vista inicialmente,

e com alta probabilidade, o modelo £gp possui um desempenho pior que o resto dos
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modelos para esse Dataset. Também os modelos LSVC e k-NN, tem uma probabilidade
igual a 0.9994 de terem desempenho equivalente, e os modelos LR e DT, mostram um
grau de proximidade na grafica mas com uma probabilidade de serem equivalentes no
Dataset igual a 0.8528.

6.2.5 Dataset 5: Higgs Boson Machine Learning Challenge

O seguinte Dataset, foi construido a partir de simulagoes oficiais do experimento
ATLAS. O simulador tem duas partes. Na primeira, colisoes proton-proton aleatérias sao
simuladas com base no conhecimento que acumulado em fisica de particulas. Ele reproduz
as explosoes microscopicas aleatorias resultantes das colisoes proton-préoton. Na segunda
parte, as particulas resultantes sao rastreadas através de um modelo virtual do detector.
O processo produz eventos simulados com propriedades que imitam as propriedades es-
tatisticas dos eventos reais com informacoes adicionais sobre o que aconteceu durante a
colisao, antes que as particulas sejam medidas no detector.

O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site Kaggle'",

e mais detalhes sobre o conjunto de dados podem ser encontrados em [2].

1. Pré-processamento de dados

Esse dataset possui dados com o valor -999.0, valor que segundo a informacao
dada com o proprio dataset, representa um dado que deve ser tratado como NaN.

O conjunto de dados, originalmente possui 30 features, das quais sete tém pouco
mais de 70% dos valores igual a -999.0, trés features com pouco mais de 39% desses
valores e uma feature com pouco mais de 15% de valores iguais a -999.0, logo vamos
eliminar as colunas com mais de 39% de valores -999.0, e na coluna com pouco mais de
15% desses valores, eles serao imputados pela média do resto dos valores na coluna.

Feito isso, a Tabela 19 resume as informacoes basicas do conjunto de dados, sem o

vetor de rétulos, que vamos utilizar no que segue.

’ Informacoes basicas ‘

N° de instancias 818238
Dimensao dos dados 20
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados int, float64

Tabela 19 — Informagoes basicas do Dataset 5

Com relagao ao vetor de rétulos, a classe alvo é s (sinal), que sera codificada por
1, e a classe negativa b (background), que serd codificada por 0. A Figura 14 mostra a

porcentagem de cada classe no dataset. O nimero de observagoes da classe minoritaria é

10°0 conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://www.kaggle.com/
competitions/higgs-boson/data.
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aproximadamente o 51,90% do ntimero de observagoes da classe majoritaria (Ny,/Nys ~
0.51897), portanto, segundo a convencao da Segao 6.1.4, o dataset nao tem problemas de

desbalance de classes.

Porcentagem de Classes
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o

Figura 14 — Classes Dataset 5

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a fungdo train_test_split do
modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Niumero de instancias

Conjunto de treinamento | 545492
Conjunto de teste 272746

2. Otimizacdo de hiperparametros

Antes de comecar, aclaramos que para esse conjunto de dados, o algoritmo k-NN
nao participara do processo de comparacao devido aos excessivos tempos de célculo do
modelo sobre conjuntos de dados de essa envergadura.

Agora precisamos determinar a métrica de avaliacdo adequada para determinar os
hiperparametros 6timos. Pelo discutido na Secao 6.1.4, a métrica de avaliagao adequada
aqui é a métrica Fy 5, pois a classe positiva é mais importante que a classe negativa, e
como é comum na detecao de particulas, cada evento classificado como sinal, deve passar
por verificagdes posteriores, logo, supomos que o prejuizo gerado pelos falsos positivos é
maior do que o gerado pelos falsos negativos.

Assim, fazendo 5 x 2 validagoes cruzadas da forma especificada na Secao 6.1.1; a

média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica de
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avaliacao Fp5) de cada modelo ao longo dessas validagoes, é apresentada no ranking da
Tabela 20, onde vemos uma clara diferenca no desempenho dos modelos, sendo o modelo
RF o de melhor métrica e desempenho geral, seguido do modelo DT e o algoritmo E;fp
é o pior colocado no ranking. Também vemos que os algoritmos LR e LSVC parecem ter

um desempenho muito proximo ou praticamente equivalente.

’ # \ Modelo \ hpq \ hpo \ hps H Fy s \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 RF gini H =10 | ne. =10° || 0.7606 | 0.8281 0.7798 | 0.6926
2 DT entropy | H =10 best 0.7459 0.8210 0.7591 | 0.6976
3 LR C =103 lo liblinear || 0.6192 0.7404 0.6482 0.5252
4 LSVC C =10 lo g =1 0.6142 0.7376 0.6475 0.5092
5 Likq,)p p=2 k=5 H=3 0.5831 0.7182 0.6012 0.5204

Tabela 20 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 5

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-
tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 21, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 20, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

\ # \ Modelo \ hpq \ hpo \ hps H Fy 5 \ acuracia \ precisao \ recall \
1 RF gini H=10]|n.=10% [ 0.7572 | 0.8262 0.7759 | 0.6906
2 DT entropy | H =10 best 0.7415 | 0.81978 0.7503 | 0.7081
3 LR C =103 lo liblinear || 0.6168 0.7390 0.6458 0.5230
4 | LSVC C =10 lo s =1 0.6114 0.7361 0.6446 0.5071
5 Ei" p=2 k=5 H=3 0.5829 0.7182 0.6015 0.5187

Tabela 21 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 5

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 15 e na Tabela 22 temos os resultados do teste de significancia para cada par

de modelos.

5. Conclusoes finais para o Dataset 5

Da Tabela 22 e da Figura 15, vemos que o comportamento observado desde o

inicio se mantém e o modelo com melhor desempenho no Dataset é o RF seguido do
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Figura 15 — Distribbuicao CV Dataset 5

’ Modelo 1 \ Modelo 2 H 1 Pior que 2 \ 1 Melhor que 2 \ 1 Equivalente com 2.

T,

c RF 1.0 0.0 0.0
c,r | Lsve 1.0 0.0 0.0
c LR 1.0 0.0 0.0
cy DT 1.0 0.0 0.0
LSVC RT 1.0 0.0 0.0
LSVC IR 0.0 0.0 1.0
LSVC DT 1.0 0.0 0.0
RF IR 0.0 1.0 0.0
RE DT 0.0 0.9988 0.0012
IR DT 1.0 0.0 0.0

Tabela 22 — Probabilidades Dataset 5

DT com uma probabilidade do RF ter melhor desempenho do que o DT igual a 0.9988.

, P . .
Também confirmamos que o modelo £,” possui o pior desempenho no Dataset, com

probabilidade 1.0, e que os modelos LSVC e LR sao de desempenho equivalente no

Dataset, com probabilidade 1.0.

6.2.6 Dataset 6: Human Activity Recognition from Continuous Ambient Sensor

Data

O seguinte dataset, representa dados coletados com sensores ambientais em resi-

déncias inteligentes com residentes voluntarios. Sensores de movimento PIR ambiente,
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sensores de porta/temperatura e sensores de interruptor de luz sdo colocados em aqueles
locais da casa do voluntario que estejam relacionados com atividades especificas da vida
didria que se deseja capturar, e onde os dados sao coletados continuamente enquanto os
residentes executam suas rotinas normais.

O problema de classificagao é prever a atividade que esta ocorrendo na casa inteli-
gente e sendo observada pelos sensores ambientais.

O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site UCT
Machine Learning Repository'!, e mais detalhes sobre o conjunto de dados podem ser

encontrados em [19, 20].

1. Pré-processamento de dados

O conjunto de dados é composto pelos registros coletados de trinta casas inteligentes,
casas que podem ser de varios modelos e que possuem diferentes configuracoes, portanto,
para os testes numéricos utilizaremos os dados de apenas uma das casas. A pasta cujos
arquivos possuem o maior numero de observagoes, é a pasta csh113, e portanto, vamos
extrair o nosso conjunto de dados desse diretério: o arquivo csh113.ann.features.csv.
A Figura 16, é uma imagem tomada diretamente do dataset, e mostra o modelo e a

distribuicao dos sensores da casa csh113.
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Figura 16 — Modelo da casa csh113. Imagem tomada do dataset.

A Tabela 23, resume as informacoes basicas do conjunto de dados, sem o vetor de
rotulos, que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados nao vdlidos nem
instancias duplicadas, podemos utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos
de limpeza.

Agora vamos fazer uma rapida andlise do vetor de rétulos, cujas classes sao as

atividades realizadas pelos residentes da casa. Em total, sao trinta e cinco atividades ou

11O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C5DE0P.
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’ Informacoes basicas

N€¢ de instancias 3190818
Dimensao dos dados 36
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 23 — Informagoes basicas do Dataset 6

classes que listamos na Tabela 24, junto com a porcentagem que cada classe representa
do total.

’ Classe e porcentagem H Classe e porcentagem ‘

Other_Activity 28.693% Watch_TV 0.906%
Personal_Hygiene 12.378% Work_At_Table 0.781%
Work_On_Computer 8.308% Enter_Home 0.779%
Cook Breakfast 7.779% Leave_ Home 0.757%
Entertain_Guests 6.932% || Bed Toilet Transition | 0.478%
Groom 5.793% Evening Meds 0.371%
Sleep 3.293% Morning Meds 0.346%
Toilet 3.156% Cook_Lunch 0.206%
Wash _Dishes 3.117% Work 0.158%
Bathe 2.614% Step_Out 0.094%
Wash Breakfast Dishes | 2.199% Wash_Lunch_Dishes 0.062%
Cook 2.183% Cook_Dinner 0.055%
Phone 1.981% Sleep Out_Of Bed 0.036%
Dress 1.695% Eat 0.017%
Drink 1.482% Eat_Lunch 0.012%
Relax 1.371% Wash_Dinner Dishes | 0.009%
Read 1.010% Eat Dinner 0.004%

Eat Breakfast 0.947% - -

Tabela 24 — Atividades ou classes do Dataset 6

Para reduzir o problema para um de classificagdo binaria, e para facilitar o trabalho
dos classificadores, vamos escolher uma das classes mais numerosas para identificar, assim
escolhendo Work_On_Computer como atividade alvo, codificamos o vetor de rétulos associ-
ando o rétulo 1 a atividade Work_On_Computer e associando o rétulo 0 para as atividades
restantes. Dessa forma, o nosso novo vetor de rétulos, possui a distribuicao de classes da
Figura 17.

O nimero de observacoes da classe minoritaria é aproximadamente o 9.06% do
nimero de observagoes da classe majoritaria (N, /Ny; = 0.0906), portanto, segundo a
convencao da Secao 6.1.4, é recomendado avaliar o uso de técnicas de balanceamento de
classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de

dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a funcao train_test_split do
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Figura 17 — Classes Dataset 6

modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

Conjunto de treinamento | 2127212
Conjunto de teste 1063606

2. Otimizac3o de hiperparametros

Antes de comecar, aclaramos que para esse conjunto de dados, o algoritmo k-NN
nao participard do processo de comparacao devido aos excessivos tempos de cédlculo do
modelo sobre conjuntos de dados de essa envergadura.

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliagdo adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na
Secao 6.1.4, a métrica de avaliagdo adequada aqui é a métrica Fj, pois a classe positiva é
mais importante que a classe negativa, e se nao dispomos de alguma restri¢ao adicional,
podemos supor que o prejuizo gerado pelos falsos positivos e falsos negativos é equivalente.

Provas preliminares feitas com os classificadores concorrentes na comparac¢ao, mos-
tram que técnicas de balance de classes nao melhoram a métrica Fy de forma significativa
(diferenca inferior ao 1%), assim, para poupar esfor¢co computacional, ndo faremos pré-
processamentos de balance de classes para esse conjunto de dados.

Assim, fazendo 5 x 2 validagoes cruzadas da forma especificada na Se¢ao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica
de avaliagdo F7) de cada modelo ao longo dessas validagdes, é apresentada no ranking da
Tabela 25.
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’ # ‘ Modelo ‘ hpq hpo hps Fq ‘ acuracia ‘ precisao ‘ recall ‘
1 ,qu?p p=2 k=1 H =10 || 0.9117 | 0.9850 0.8910 | 0.9334
2 RF gini H =10 | ne = 10% || 0.8646 0.9755 0.7987 | 0.9424
3 DT gini H =10 best 0.8640 0.9757 0.8066 0.9303
4 LR C =103 lo liblinear || 0.8432 0.9713 0.7718 0.9292
) LSVC C=10 lo 1s = 0.1 || 0.8429 0.9711 0.7677 0.9345

Tabela 25 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 6

As pontuagoes médias, com relagdo a métrica F7, dos modelos mais promissores no
conjunto de treinamento; mostram uma diferenga clara entre o modelo £$p e os modelos
restantes. Os resultados sugerem que para esse problema de classificagao binéria, o modelo
Eip ¢ melhor que os restantes, que os modelos DT e RF sao praticamente equivalentes e
com desempenho melhor do que o dos modelos LR e LSVC, os que por sua vez também

parecem ser praticamente equivalentes.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-
tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 26, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 25, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

’ # \ Modelo \ hpq \ hpo \ hps H Py \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 L’;f” p=2 k=1 H =10 || 0.9204 | 0.9865 0.9024 | 0.9390
2 RF gini H =10 | n. = 10% || 0.8642 0.9754 0.7984 | 0.9418
3 DT gini H =10 best 0.8628 0.9754 0.8050 0.9296
4 LR C =103 lo liblinear || 0.8434 0.9713 0.7723 0.9288
5 LSVC C =10 lo 1s = 0.1 || 0.8429 0.9711 0.7683 0.9337

Tabela 26 — Avaliacao final dos representantes de cada modelo no Dataset 6

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 18 e na Tabela 27 temos os resultados do teste de significancia para cada par

de modelos.

5. Conclusoes finais para o Dataset 6

Da Tabela 27 e da Figura 18, vemos que o modelo Eg” tem um desempenho

marcadamente superior ao resto de classificadores com probabilidade 1.0. Também os
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Figura 18 — Distribbuicdo CV Dataset 6

’ Modelo 1 \ Modelo 2 H 1 Pior que 2 \ 1 Melhor que 2 \ 1 Equivalente com 2.

cy RF 0.0 1.0 0.0
cr | wsve 0.0 1.0 0.0
c LR 0.0 1.0 0.0
cy DT 0.0 1.0 0.0
RF LSVC 0.0 1.0 0.0
RF LR 0.0 1.0 0.0
RF DT 0.0 0.0 1.0
LSVC LR 0.0 0.0 1.0
LSVC DT 1.0 0.0 0.0
LR DT 1.0 0.0 0.0

Tabela 27 — Probabilidades Dataset 6

resultados confirmam a tendéncia inicial de que os modelos RF e DT sao de desempenho
equivalente no Dataset com probabilidade 1.0, situacao que se repete com os modelos
LSVC e LR e com os modelos RF e DT.

6.2.7 Dataset 7: WISDM Parte I: Smartphone and Smartwatch Activity and Bio-

metrics Dataset

Esse Dataset estd composto por series temporais de leituras de sensores (aceler6-
metro e do giroscopio), coletados desde smartphones e smartwatches enquanto 51 sujeitos

de teste executam 18 atividades durante 3 minutos cada um.
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O problema de classificacao é prever a atividade que esta sendo executada pelo
usuario do aparelho usando as leituras do acelerémetro e/ou giroscépio.

O conjunto de dados completo e a descricao acima, foram obtidos do site UCT
Machine Learning Repository'?, e mais detalhes sobre o conjunto de dados podem ser

encontrados em [60].

1. Pré-processamento de dados

O conjunto de dados esta dividido em duas pastas, uma para os dados coletados
desde os smartphones e outra com os dados coletados desde os smartwatches. O Dataset
7 constard apenas dos dados do acelerometro do smartphone. O conjunto de dados é
composto de 51 arquivos, um por cada sujeito de teste, os quais possuem 5 colunas: a
primeira coluna indica o tempo no qual foi registrada a leitura, mais as trés componentes
da leitura do acelerometro e a ultima ¢é a atividade realizada ou classe. Para extraer
informacao da coluna temporal, existem diversos métodos que transformam o conjunto
de dados em conjuntos de dimensdo maior e com menor nimero de insténcias, [00]. Aqui
apenas serd retirada a coluna temporal, obtendo um Dataset com apenas 3 features. A
Tabela 28, resume as informagoes basicas do conjunto de dados, sem o vetor de rétulos,
que vamos utilizar no que segue. Como o dataset nao possui dados ndo vdlidos, podemos

utilizar ele sem a necessidade de fazer pré-processamentos de limpeza.

’ Informacoes basicas ‘

N¢ de instancias 4804403
Dimensao dos dados 3
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 28 — Informagoes béasicas do Dataset 7

Agora vamos fazer uma rapida andlise do vetor de rotulos, que possue 18 classes
ou atividades. Pela forma de obter as amostras, todas as classes tem aproximadamente a
mesma proporc¢ao, isto é, cada classe representa aproximadamente o 5.5% da amostra. A
Tabela 29, mostra a lista das atividades ou classes.

Para reduzir o problema para um de classificagao binaria, vamos escolher uma
das classes para identificar, assim escolhendo Typing como atividade alvo, codificamos o
vetor de rotulos associando o rétulo 1 a atividade Typing e associando o réotulo 0 para as
atividades restantes. Dessa forma, o nosso novo vetor de rétulos, possui a distribuicao de
classes da Figura 19.

O numero de observacoes da classe minoritaria é aproximadamente o 5.4% do

nimero de observagoes da classe majoritaria (N,,/Nj; = 0.054), portanto, segundo a

12O conjunto de dados pode ser baixado desde o seguinte link: https://doi.org/10.24432/C5HK59.
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Walking Jogging
Stairs Sitting
Standing Typing
Eating Soap Brushing Teeth
Eating Chips Eating Pasta

Drinking from Cup | Eating Sandwich
Kicking (Soccer Ball) | Playing Catch
Dribblinlg Writing
Clapping Folding Clothes

Tabela 29 — Multiclasses Dataset 7
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Figura 19 — Classes Dataset 7

convenc¢ao da Secao 6.1.4, é recomendado considerar o uso alguma técnica de balance de
classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de
dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a func¢ao train_test_split do
modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

Conjunto de treinamento | 3202935
Conjunto de teste 1601468

2. Otimizac3o de hiperparametros

Agora que temos nosso conjunto de dados pronto, precisamos determinar a métrica
de avaliacdo adequada para determinar os hiperparametros 6timos. Pelo discutido na

Secao 6.1.4, a métrica de avaliagdo adequada aqui é a métrica Fj, pois a classe positiva é
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mais importante que a classe negativa, e se nao dispomos de alguma restrigao adicional,
podemos supor que o prejuizo gerado pelos falsos positivos e falsos negativos é equivalente.

Provas preliminares feitas com os classificadores concorrentes na comparag¢ao, mos-
tram que técnicas de balance de classes nao melhoram a métrica Fy de forma significativa
(diferenga inferior ao 1%), assim, para poupar esfor¢o computacional, ndo faremos pré-
processamentos de balance de classes para esse conjunto de dados.

Assim, fazendo 5 x 2 validagoes cruzadas da forma especificada na Secao 6.1.1; a
média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica
de avaliagdo F7) de cada modelo ao longo dessas validagdes, é apresentada no ranking da
Tabela 30.

’ # \ Modelo \ hp \ hpo \ hps H Fy \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 k-NN k=17 - - 0.9063 | 0.9906 0.9228 | 0.8904
2 /jkq?p p=2 k=3 H =12 | 0.8945 0.9893 0.9048 0.8845
3 RF gini H=12|n. =102 | 0.7924 0.9820 0.9690 | 0.6702
4 DT gini H =12 best 0.7841 0.9795 0.8509 0.7277
5 LR C =0.01 lo liblinear 0.0 0.9487 0.0 0.0
6 LSVC | C=0.01 lo ig =1 0.0 0.9487 0.0 0.0

Tabela 30 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 7

As pontuagoes médias, com relacdo a métrica F7, dos modelos mais promissores
no conjunto de treinamento; mostram uma diferenca clara entre o par de modelos k-NN,
£§p e os modelos restantes. Os resultados também sugerem que os modelos RF e DT sao
praticamente equivalentes e com desempenho melhor do que o dos modelos LR e LSVC,
0S que por sua vez parecem ser praticamente equivalentes com o classificador que a cada
amostra associa o rétulo da classe majoritaria, classificador que nao possui nenhum poder

preditivo.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-
tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 31, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 30, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 20.
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’ # ‘ Modelo ‘ hpq hpo ‘ hps Fy ‘ acuracia | precisao ‘ recall ‘
1 k-NN k=17 - 0.9068 | 0.9906 0.9238 | 0.8904
2 E;f” p=2 k=3 | H=12 | 0.8970 0.9896 0.9071 0.8870
3 RF gini H =12 | ne =10% || 0.7902 0.9818 0.9684 | 0.6674
4 DT gini H =12 best 0.7912 0.9799 0.8449 0.7439
) LR C =0.01 lo liblinear 0.0 0.9487 0.0 0.0
6 LSVC | C=0.01 lo is =1 0.0 0.9487 0.0 0.0

Tabela 31 — Avaliacdo melhores representantes de cada modelo no Dataset 7
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Figura 20 — Distribbuicao CV Dataset 7

Finalmente, na Tabela 32 temos os resultados do teste de significancia para cada

par de modelos, onde os modelos LR e LSVC nao participam por nao possuir poder

preditivo.

’ Modelo 1 ‘ Modelo 2 H 1 Pior que 2 ‘ 1 Melhor que 2 | 1 Equivalente com 2. ‘

Ly RF 0.0 1.0 0.0
Cy o 0.0192 0.0 0.9808
cy DT 0.0 1.0 0.0
RF o L0 0.0 0.0
RF DT 0.2160 0.0887 0.6953
Faw DT 0.0 L0 0.0

Tabela 32 — Probabilidades Dataset 7
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5. Conclusdes finais para o Dataset 7

Da Tabela 32 e da Figura 20, vemos que os modelos k-NN e Ei’) possuem uma alta
probabilidade de ser praticamente equivalentes, igual a 0.9808, e eles tém um desempenho
marcadamente superior ao resto de classificadores com probabilidade 1.0. Também os
resultados confirmam a tendéncia inicial de que os modelos LR e LSVC nao possuem
poder preditivo para esse Dataset e com relagao aos modelos RF e DT, a probabilidade de
eles serem equivalente é apenas de 0.6953, baixa demais para poder assumir equivaléncia
no desempenho, veredito diferente ao obtido apenas com os passos anteriores sem o teste

de significancia.

6.2.8 Dataset 8: WISDM Parte Il: Smartphone and Smartwatch Activity and

Biometrics Dataset

Aqui vamos considerar o mesmo conjunto de dados do qual foi extraido o Dataset

7, mas dessa vez vamos considerar o conjunto de leituras do acelerometro do Smartwatch.

1. Pré-processamento de dados

As atividades ou classes sao as mesmas da Tabela 29 com o mesmo porcentagem
aproximado de 5.5% para cada classe. O formato e frequéncia de coleta de dados é o
mesmo tanto para o Smartphone como para o Smartwatch, portanto procederemos da
mesma forma como no Dataset 7 e aqui também serd extraida a primeira coluna com a

variavel temporal. A Tabela 33, resume as informagoes basicas do Dataset 8.

’ Informacoes basicas ‘

N¢ de instancias 3777046
Dimensao dos dados 3
Possui dados nao validos? Nao
Tipo de dados float64

Tabela 33 — Informagoes basicas do Dataset 8

Igual que antes, para reduzir o problema para um de classificagdo binaria, vamos
escolher uma das classes para identificar, assim escolhendo Sitting como atividade alvo,
codificamos o vetor de rotulos associando o rotulo 1 a atividade Sitting e associando o
rotulo 0 para as atividades restantes. Dessa forma, o nosso nowvo vetor de rétulos, possui
a distribuicao de classes da Figura 21.

O numero de observacoes da classe minoritiria é aproximadamente o 5.98% do
numero de observagoes da classe majoritaria (Ny,/Nps = 0.0598), portanto, segundo a
convencao da Secao 6.1.4, é recomendado avaliar o uso alguma técnica de balance de
classes.

Antes de ir na busca dos hiperparametros 6timos, vamos dividir o conjunto de

dados em conjuntos de treinamento e teste, utilizando a func¢ao train_test_split do
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Figura 21 — Classes Dataset 8

modulo sklearn. Mantendo a proporgao entre classes, reservamos 2/3 do dataset para o

conjunto de treinamento e o 1/3 restante para o conjunto de teste, obtendo:

Ntmero de instancias

2518030
1259016

Conjunto de treinamento

Conjunto de teste

2. Otimizac3o de hiperparametros

Procedendo de igual maneira que no Dataset 7, temos que a métrica de avaliagao

também serd Fj e depois de fazer provas preliminares, as técnicas de balance de classes

aplicadas nao melhoram a métrica F; de forma significativa (diferenca inferior ao 1%),

assim, nao faremos pré-processamentos de balance de classes para esse conjunto de dados.

Logo, fazendo 5 x 2 validagoes cruzadas da forma especificada na Segao 6.1.1; a

média para cada métrica de avaliagdo nos melhores representantes (respeito da métrica

de avaliagdo F1) de cada modelo ao longo dessas validagdes, é apresentada no ranking da

Tabela 34.

| # | Modelo | hpq hps hps Fy | acuracia | precisao | recall |
1 k-NN k=17 - - 0.7705 | 0.9764 0.8534 | 0.7022
2 ES’” p=2 k=5 | H=12 | 0.7574 0.9749 0.8316 0.6954
3 DT gini H =12 best 0.6920 0.9694 0.7993 0.6106
4 RF gini H =12 | ne =10% || 0.6711 0.9703 0.8920 | 0.5379
5| LSVC | C=10°| Iy is=1 | 0.0108 | 0.8560 0.0057 0.1
6 LR C=10 lo liblinear || 0.0001 0.9428 0.0021 0.0

Tabela 34 — Melhores representantes de cada modelo no Dataset 8
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As pontuagoes médias, com relacdo a métrica F7, dos modelos mais promissores
no conjunto de treinamento; mostram uma diferenca clara entre os modelos. Os primeiros
lugares sao para os modelos k-NN e Egp , seguidos pelos modelos DT e RF, todos melhores
do que os modelos LSVC e LR, que por sua vez parecem ser praticamente equivalentes
com o classificador que a cada amostra associa o rétulo da classe majoritaria, classificador

que nao possui nenhum poder preditivo.

3. Avaliacdo dos melhores representantes

Seguindo com a estratégia de comparacao, agora treinamos os melhores representan-
tes de cada modelo no conjunto de treinamento completo para logo avaliar o desempenho
no conjunto de teste, obtendo assim os resultados da Tabela 35, os quais concordam
com os resultados médios no conjunto de treinamento da Tabela 34, sugerindo o mesmo

comportamento relativo entre modelos descrito no passo 2.

’ # \ Modelo \ hpq \ hpo \ hps H Fy \ acuracia \ precisao \ recall ‘
1 k-NN k=17 - - 0.7694 | 0.9764 0.8554 | 0.6992
2 /jkq,)p p=2 k=5 | H=12 | 0.7586 0.9751 0.8360 0.6943
3 DT gini H =12 best 0.6872 0.9697 0.8209 0.5909
4 RF gini H =12 | ne =10% || 0.6697 0.9702 0.8912 | 0.5363
5 LSVC | C =103 lo s =1 0.0 0.9436 0.0 0.0
6 LR C =10 lo liblinear || 0.0001 0.9428 0.0020 0.0

Tabela 35 — Avaliagdo melhores representantes de cada modelo no Dataset 8

4. Teste de significancia estatistica

Agora, para realizar o teste de significancia estatistica, vamos considerar o conjunto
de dados completo para fazer 5 x 20 validagoes cruzadas, obtendo o grafico de frequéncias
da Figura 22 e na Tabela 36 temos os resultados do teste de significincia para cada par

de modelos, onde os modelos LR e LSVC nao participam por nao possuir poder preditivo.

‘ Modelo 1 ‘ Modelo 2 H 1 Pior que 2 ‘ 1 Melhor que 2 ‘ 1 Equivalente com 2. ‘

Ly RF 0.0 1.0 0.0
Ly e 0.2856 0.0 0.7144
Ly DT 0.0 1.0 0.0
RF kNN 1.0 0.0 0.0
RF DT L0 0.0 0.0
S DT 0.0 1.0 0.0

Tabela 36 — Probabilidades Dataset &
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Figura 22 — Distribuicao CV Dataset 8

5. Conclusdes finais para o Dataset 8

Da Tabela 36 e da Figura 22, vemos que os modelos k-NN e L'fp possuem uma
probabilidade de ser praticamente equivalentes igual a 0.7144, baixa demais para assumir
equivalencia pratica entre esses modelos, mas eles tém um desempenho marcadamente su-
perior ao resto de classificadores com probabilidade 1.0. Também os resultados confirmam
a tendéncia inicial de que os modelos LR e LSVC nao possuem poder preditivo para esse

Dataset.

6.2.9 Tempo versus tamanho da amostra

Finalizamos o capitulo com uma pequena analise do tempo de célculo do algoritmo
g” , comparado com o tempo de calculo dos modelos classicos. Para esse fim, vamos medir
o tempo de treinamento/teste de cada modelo em func¢do do tamanho da amostra sem
utilizar nenhuma técnica de aceleracao, como por exemplo as opgoes de calculo paralelo
nas implementagoes dos modelos classicos da biblioteca sklearn. Para detalhes sobre os
hiperparametros utilizados em cada modelo, consultar o Apéndice A.2.
O conjunto de dados utilizados sera uma amostra de 250000 instancias do Dataset
5, e para obter curvas mais suaves, para cada subamostra d, € (]R20 x {0,1}H)", com
n = 5000, 10000, . .., 250000, serao feitos 5 processos de treinamento/teste, considerando
2/3 da subamostra para treinamento e o 1/3 restante para teste; obtendo o tempo médio
para cada modelo, gerando assim a Figura 23, onde o novo classificador E;p ¢ denotado por

NC. Da Figura 23, vemos que para dados de dimensao d = 20, para amostras de tamanho
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a partir de n = 60000, o tempo relativo entre modelos se mantém estavel e marcando

uma clara diferenca entre o modelo k-NN e 0s demais. Também vemos, que mesmo sendo

. A P . ‘ .
um algortimo baseado em distancias, o modelo £ kp atinge tempos de calculo comparaveis

com os modelos mais rapidos, representando assim uma alternativa a ser considerada para

conjuntos de dados de porte médio/grande.

Curva Tempo train/test v/s Tamanho da amostra

5_ — NC
k-NN
— DT
41— RF
E | — R
4 — LSVC
i
<
©
5 21
o
€
@
1 -
0_
0 50000 100000 150000 200000 250000

Tamanho da amostra

Figura 23 — Tempos de execucao

Finalmente, na Tabela 37, temos uma lista das modestas caracteristicas do notebook

- . /s . ~ . d
utilizado no desenvolvimento do protétipo da implementagdo do algoritmo £,” e nos

tempos de célculo da Figura 23.

|

Caracteristicas técnicas ‘

Fabricante Samsung
Modelo RF411

Ano 2011
Processador Intel Core i5-2410
Memoria RAM 8 GB DDR3-SDRAM
Disco SSD 120 GB
Sistema Operacional | Windows 7 Professional

Tabela 37 — Caracteristicas técnicas do notebook utilizado para o prototipo
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesse tultimo capitulo, escrevemos algumas linhas sobre o fruto do presente trabalho
em funcao dos objetivos tragados inicialmente, e também sobre as limitagoes préprias da
pesquisa e as linhas de trabalho futuras.

Primeiro lembremos o objetivo principal dessa pesquisa:

“Desenvolver novos algoritmos de aprendizagem supervisionada nao paramétrica
no espaco euclidiano de dimensao finita, utilizando para tomar a decisao, a particular

estrutura métrica dos numeros p-ddicos em lugar da estrutura métrica dos nimeros reais”.

Os objetivos secundarios, que listamos a continuacdo, em seu conjunto procuram
concretizar o objetivo principal da pesquisa, portanto, é mediante eles que escreveremos
as conclusoes do trabalho.

Dado que aparentemente a area a qual pertence essa pesquisa é absolutamente nova,
as Unicas ferramentas disponiveis para abordar a situagao sao a teoria da aprendizagem
estatistica e a analise ndo-arquimediana junto com a andlise p-ddica. Assim, o primeiro
passo foi examinar de perto a teoria de aprendizagem estatistica em contextos mais gerais,
(espagos métricos), processo que gerou os contetidos do Capitulo 2, onde em particular foi
visto com detalhes o conceito de consisténcia universal e também o principal resultado que
permite transportar o problema de aprendizagem para outros espacos: a técnica de reducao
boreliana de dimensionalidade, obra de um dos orientadores [53]. J& no Capitulo 3, sdo
analisados em detalhe os principais conceitos e resultados da andlise nao-arquimediana e
da anélise p-adical, processo que permitiu compreender com clareza a particular estrutura
topolégica do espaco ultramétrico (Qp, |-|p), e em particular, a estrutura de arvore associada
ao subespaco (Zp, | - |p).

Gragas aos conhecimentos sobre a estrutura topologica dos inteiros p-adicos adqui-
ridos no estagio anterior, no seguinte estagio da investigacao, foi utilizada essa estrutura
para construir o primeiro algoritmo de classificagdo binaria ndo paramétrico que trabalha
com numeros p-adicos, algoritmo que logo é estendido de maneira natural ao espago ultra-
métrico d € IN dimensional (Zg .|| -1lp). No Capitulo 4, além de ser registrada com detalhes
dita construcao, é também feita a construcao de uma funcao injetora e boreliana, que
denotamos por @, : Rﬁ_ — Qg, que sera a responsavel de transportar nossos dados do do-
minio euclidiano para o mundo p-ddico, e assim poder usufruir das vantagens da estrutura
de arvore do classificador p-adico, que denotamos por E( kp)> gerando assim, mediante a
composi¢ao de uma aplicagdo com uma regra de aprendizagem; o classificador no espago

euclidiano que usa a estrutura métrica p-adica para fazer a classificacao: o classificador

1 Os tépicos sobre anélise ndo-arquimediana e nimeros p-adicos, em geral ndo sdo muito conhecidos

pela comunidade cientifica, e até mesmo pela comunidade matematica em geral.
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o P . . . .
L, = E(kp )" Utilizando mais uma vez a composicao de uma regra de aprendizagem

com uma aplicacao, podem ser definidos os algoritmos de classificagao p-adicos, 5%; »)

. . - 1. Tod ,
e os algortimos de classificacdo no espago euclidiano £ r ,onde T : 74 — 74 & uma
(k.p) p p

aplicacao linear (T continua = T boreliana) bijetora que de forma andloga ao caso real,
pode ser representada por uma matriz de inteiros p-adicos.

No seguinte estagio, que foi registrado no Capitulo 5, depois de obter uma ex-
pressao matematica para o algoritmo ,C( kp)» expressao que permite definir uma regra de
aprendizagem em qualquer espaco métrico e que denotamos por Tk-NN; é feito um estudo
de consisténcia de dita regra, obtendo como resultado que a nova regra é universalmente
consistente em uma classe de espagos métricos que contém o espago (Zg, |- |lp) como
um dos seus membros: a classe dos espagos métricos de dimensao o-finita no sentido de
Nagata. Esse resultado combinado com a técnica de redugao boreliana de dimensionali-

. . P . Tod _—
dade, implica a consisténcia universal das regras E( i p)p no espago euclidiano, e das regras

[,%;ﬂ’p) no espago p-adico, para T : Zg — Zg transformacgao linear bijetora. Somado ao
anterior, também obtemos um resultado sobre a consisténcia da regra de aprendizagem
dada pelo voto majoritario de classificadores binarios definidos por regras de aprendizagem
que pertencem a uma familia consistente, resultado que permite estabelecer a consisténcia
das Florestas p-ddicas Aleatorias.

Finalmente, constatada a consisténcia universal dos novos algoritmos desenvolvidos,

p , . ~ . . P
no Capitulo 6, testes numéricos sdo realizados com o novo classificador £, *. Em total,

foram realizados testes ao longo de 8 conjuntos de dados. O desempenho do modelo Ef”
varia de conjunto a conjunto, mas de modo geral, nos casos onde o desempenho do novo
classificador é fraco em comparacao ao resto, seu desempenho nao se afasta significativa-
mente do desempenho dos modelos concorrentes, e em outros casos, o desempenho do novo
modelo fica nos primeiros lugares do ranking, com performance comparavel a do modelo
k-NN, representando uma nova alternativa a ser considerada para resolver problemas de
classificacao binaria.

Para finalizar, vamos listar alguns trabalhos para serem realizados com os algoritmos

num futuro préximo.

. ~ . P
1.  Implementar de forma profissional a versao multiclasse do modelo £, *, comparando
seu desempenho em variados conjuntos de dados com o desempenho de modelos

classicos, incluindo as redes neurais.

2.  Implementacao das florestas p-ddicas aleatorias do Capitulo 5, para a qual é necessé-
ria a implementacao computacional das operagoes aritméticas dos nimeros p-adicos
e também experimentar com a escolha aleatéria das coordenadas ou variaveis do
conjunto de dados para construir as arvores, de maneira similar a como ¢ feito na

Floresta Aleatéria.
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3.

Abordar o procedimento de atualizacao dinamica ou dynamic update procedure, para
adicionar novos pontos de dados na arvore p-adica, e fazer a arvore crescer para

acomoda-los e assim evitar construir uma nova arvore para incluir os novos pontos.

. N . ~ . d
Estudar a influéncia da dimensdo dos dados no desempenho do classificador £, *

desde o ponto de vista tedrico e pratico.

No ambito da comparacao de modelos e considerando uma familia de conjuntos
de dados, para cada um desses conjuntos, determinar qual ¢ o subconjunto de
instancias onde cada modelo da comparacgao erra e determinar se existe correlacao
desses subconjuntos com as instancias onde erra o classificador 557’ . O caso de
uma baixa correlagao, sugere que o classificador EEP pode errar de uma maneira
diferente que os modelos classicos. Essa informacao pode ser muito valiosa na préatica,
em particular para construir classificadores do tipo ensemble cujo desempenho seja
melhor que o desempenho de cada classificador individualmente. Fazer a mesma
analise utilizando conjuntos de dados simulados com diferentes fronteiras entre as
classes (linear, nao linear, etc.), para tentar dilucidar os padroes que o classificador

d
L," consegue capturar melhor.

Ainda no ambito da comparacao de modelos, estudar quais sdo as caracteristicas
. . o, ,
dos conjuntos de dados onde o desempenho do classificador £, * ¢ melhor que o

desempenho dos outros modelos.

Estudar desde o ponto de vista tedrico como escolher o valor de k € IN para obter o
. d . .
melhor desempenho do classificador £, " para um determinado conjunto de dados.

Um estudo de caracteristicas similares no contexto do classificador k-nN, é feito em

[39].

Finalmente, esperamos converter esse trabalho num artigo cientifico no futuro préximo.
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APENDICE A - RESULTADOS AUXILIARES E DETALHES TECNICOS DA
IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A.1 RESULTADOS AUXILIARES

Proposigao A.1.1. Sejam (X, 7x) e (Y, Ty ), espacos topoldgicos e suponha que Ty possua
uma base enumerdvel U. Entio By = o(U) e f: X — Y € Borel mensurdvel, se e somente
se, f71(0) € Bx, para todo O € U.

Demonstra¢io. Como U é base enumerével de 7y, temos que 7y C o(U), de onde By C
o(U). A outra inclusao é imediata, logo By = o(U).

(=) E imediato, pois U C By

(<) Afamilial = {E CY : f~YE) € Zx} é uma sigma élgebra de subconjuntos
de Y que contem a base U, logo By = o(U) C I e assim, para todo E € By, f_l(E) €

Bx, i.¢, f é Borel mensuravel. [ |

Proposicao A.1.2. Sejam (X;,7;),1 € [n], espagos topoldgicos e considere X = []i X;
o espago produto, (X,Tx) com Tx a topologia produto, i.€é, Tx = 7(G), onde

G:= {71';1(01') :0; € 13,1 € [n]},

entao
®?:1'%Xi C %X .

Ainda, se cada X;,i € [n| possui uma base enumerdvel para T;, entdo
Qi1 Bx, = Bx.

Corolario A.1.0.1. Se (X, p;),t € [n] sao espagos métricos separdveis, entao
Qi1 Bx, = BX,

onde Bx, = o(;) e T; € a topologia induzida por p;, para todo i € [n].

Demonstra¢io. Por um resultado cldssico de andlise, temos que para i € [n], (X;,p;) é

separavel, se e somente se, 7; possui uma base enumeravel. O resultado segue da Proposigao

A.1.2. |

Proposicao A.1.3. Sejam (X,0x), (Ya,0a), @« € A e (Y, 0y), espagos mensurdveis, onde
Y =Jlpca Yo €0y = ®qca0a. Senq 1Y = Yy, a € A sao as projecoes canonicas, entdo
f: X =Y é(ox,0y)-mensurdvel, se e somente se, fo :=Tq o f € (0x,0q)-mensurdvel,

Vo € A.

Demonstracio. (=) Se f é (0x,0y)-mensurdvel, entdao f, é a composicao de fungoes

mensuraveis. (<=) A Proposigao A.1.1 também ¢é valida si trocamos Zx por ox e Ay por
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o(U) com U C 2¥, nesse caso, f ¢ (0 x,0(U))-mensuravel, se e somente se, f_l(E) Eoy,
para todo E € U. Logo, se toda f, é mensuravel, temos, para todo a € A e para todo
Eo € 0a, [ (mq (Ba)) = f5 1 (Ea) € 0x, onde 0y = @4e 400 = 0(C) e C = {r; ! (Eq) :
Eq € 04, € A}, logo, f é (0x, 0y )-mensuravel. [ |

A.2 DADOS TECNICOS SOBRE A IMPLEMENTACAO

Esse apéndice, contém uma lista com as bibliotecas de Python 3 utilizadas na
implementacao do algoritmo E;fp e uma lista de hiperparametros dos modelos classicos
utilizados na comparacao do Capitulo 6, assim como os valores dos hiperparametros usados
em cada modelo para comparar os tempos de execucao da Secao 6.2.9.

Na Tabela 38, temos os mdédulos ou bibliotecas utilizados na implementagao do

novo algortimo e para exibir resultados.

‘ Moédulo Python H Versao ‘

matplotlib 3.4.3
numba 0.53.1
numpy 1.21.1
pandas 1.3.1
pyarrow 8.0.0

scikit-learn 1.0.2

Tabela 38 — Modulos Python utilizados na implementacgao

Na Tabela 39, temos uma lista dos hiperparametros que foram considerados para
cada modelo no processo de otimizagao do Capitulo 6. Foram selecionados apenas os
hiperparametros mais relevantes, deixando os outros hiperparametros proprios da imple-
mentacao dos modelos em seus valores por defeito. Os valores possiveis considerados para
cada hiperparametro dependem do tamanho de cada Dataset e foram escolhidos de tal

forma de nao gerar tempos de célculo excessivos.

’ Modelo H Hiperparametros ‘
£$p k.p,H
k-NN k
LSVC (', intercept_scaling,penalty
LR C,solver, penalty
DT max_depth, criterion,splitter
RF max_depth, n_estimators,criterion

Tabela 39 — Hiperparametros dos modelos classicos

Finalmente, na Tabela 40, temos os valores dos hiperparametros utilizados em cada
modelo na medicao dos tempos de calculo sobre uma subamostra do Dataset 5 da Secao
6.2.9.
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’ Modelo H Hiperparametros ‘
Loy k=1p=2H=10
k-NN k=1
LSVC C =10, intercept_scaling=1,penalty=I[2
LR C' = 1000,solver = liblinear, penalty = (2
DT max_depth = 10, criterion=entropy,splitter = best
RF max_depth = 10, n_estimators = 100,criterion=gini

Tabela 40 — Valores dos hiperparametros para medir os tempos de calculo
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