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RESUMO

Esta tese estuda estruturas monoidais de certas categorias a partir de suas algebras. A
estrutura monoidal da categoria 4C4, sendo A uma algebra em €, permite que demons-
tremos que as categorias 4C e €4 sejam monoidalmente isomorfas. Também provamos
que as categorias 4Cp e 45 pC s@o isomorfas, apenas como categorias, baseando-nos no
conceito do centro de Miiger, o que assegura a comutatividade da algebra A ® B. A partir
desse ultimo isomorfismo, provamos que a categoria g 4C possui estrutura monoidal
induzida pela estrutura monoidal de 4C 4. Finalmente, estudamos o conceito de algebra
base, que sao dlgebras comutativas em Z(C), e estabelecemos que o produto tensorial de
duas algebras base resulta em outra algebra base. Além disso, discutimos as extensoes
dindmicas e fornecemos uma prova, independente da prova existente na literatura, sobre
a funtorialidade do tensor que garante que extensoes dinamicas sejam monoidais. Esta
pesquisa contribui para uma compreensao mais profunda das relagoes entre as estruturas
categoricas e suas aplicagoes na algebra classica.

Palavras-chave: Algebra, Algebra base, Categorias Monoidais, Categorias Trancadas,
Extensoes dindmicas, Isomorfismos Monoidais.



ABSTRACT

This thesis studies monoidal structures of certain categories based on their algebras.
The monoidal structure of the category 4C4, where A is an algebra in €, allows us to
demonstrate that the categories 4€ and €4 are monoidally isomorphic. We also prove that
the categories 4Cp and 45 pC are isomorphic, just as categories, based on the concept of
the center of Miiger, which guarantees the commutativity of the algebra A ® B. From this
last isomorphism, we show that the category 44€ has a monoidal structure induced by
the monoidal structure of 4C4. Finally, we study the concept of base algebra, which are
commutative algebras in Z(C), and establish that the tensor product of two base algebras
results in another base algebra. Additionally, we discuss dynamic extensions and provide
a proof, independent of existing proofs in the literature, regarding the functoriality of the
tensor that ensures dynamic extensions are monoidal. This research contributes to a deeper
understanding of the relationships between categorical structures and their applications
in classical algebra.

Keywords: Base Algebra, Monoidal Categories, Braided Categories, Dynamical Exten-
sions,Monoidal Isomorphisms.
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1 INTRODUCAO

A teoria de categorias introduzida por S. Eilenberg e S. Mac Lane em 1945, veja [15],
emerge como uma ferramenta poderosa para abstrair e descrever estruturas matematicas
em diversos campos. A proposta central dessa teoria é oferecer uma linguagem comum
que permita estudar propriedades gerais de conceitos matematicos como, por exemplo,
grupos e seus morfismos na algebra classica e espacos topologicos e fungdes continuas na
topologia, para estudar propriedades que possam ser obtidas de maneira independente
do contexto especifico em que se inserem. Este enfoque abstrato nao sé revela conexoes
intrinsecas entre diferentes dreas, mas também permite a generalizacao de resultados e

técnicas.

Em 1963, S. Mac Lane avangou ainda mais essa teoria ao definir as categorias
monoidais, que integram um funtor de tensoriza¢do ® e um objeto unidade 1, respeitando
axiomas fundamentais como o do pentagono e o do triangulo. Essas estruturas tém se
mostrado essenciais para o desenvolvimento de novas defini¢oes e conceitos dentro da teoria
de categorias, resultando em aplicagoes notaveis em areas como teoria da representacao,
grupos quanticos e algebra de operadores. Um dos desdobramentos mais significativos
dessa evolugao tedrica foi a introducao das categorias Tannakianas por Saavedra-Rivano
[26], que abordou a simetria e a estrutura monoidal em categorias abelianas, motivado
por questdes emergentes em geometria algébrica e teoria dos ntmeros. Desde entao, a
pesquisa em categorias tensoriais, que englobam tanto as categorias monoidais quanto as

abelianas, tem se mostrado um campo promissor e em expansao.

A presente tese é dedicada ao estudo do importante papel que as algebras e seus moé-
dulos desempenham no contexto das categorias monoidais. Estudamos fundamentalmente
categorias monoidais trancadas e suas algebras, importantes para estabelecer isomorfis-
mos, isomorfismos monoidais e a construgao de algebras base em uma categoria monoidal,

conforme apresentado em [4]. A seguir, detalhamos como esse trabalho esta organizado.

No Capitulo 2, sao estabelecidos as preliminares necessarias. Definimos algebras,
codlgebras, médulos e comddulos numa categoria monoidal. Recordamos o conceito de
categorias trancadas e o centro de Drinfel’d, ou simplesmente, centro de uma categoria
monoidal, temas necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. A neces-
sidade de considerar categorias monoidais trangadas - em particular, o centro de Drinfel’d
¢ uma categoria monoidal trancada - gira em torno de que necessitamos que as algebras
em questao sejam comutativas. Ainda no contexto de categorias monoidais, considerando
a categoria dos k-espagos vetoriais, ao final desse capitulo, fazemos uma recordacao rapida

sobre sobre bidlgebras e algebras de Hopf. Esses conceitos nos sao tteis para explicar um
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exemplo de algebra base do Capitulo 4.

No Capitulo 3, inicialmente nos dedicamos a apresentar a construgao da estru-
tura monoidal da categoria 4C4, conforme abordada em [5] e [17]. Neste contexto, é
demonstrado que as categorias 4C e C4 sao monoidalmente isomorfas, quando A é uma
algebra comutativa. Sabemos da algebra classica que, se R e 8§ sao algebras sobre um
anel comutativo R, entao a categoria dos (R, 8)-bimddulos, Mg ¢é isomorfa a categoria
Re8or M, dos R ® 8§°P-médulos a esquerda. Pensando nesse resultado, conseguimos provar
que as categorias 4Cp ¢ 4 pC sao isomorfas, onde A e B sao algebras comutativas. Para
realizar essa prova, é fundamental discutir o centro de Miiger (veja [19]), uma vez que
essa definicao nos permite garantir que A ® B seja uma algebra comutativa, assim como
garantir que outros calculos importantes sejam verdadeiros. Posteriormente, induzimos
uma estrutura monoidal para a categoria 4 4C, estrutura que se fundamenta no fato de

que 4Cp ¢ isomorfa a 45 pC e na monoidalidade de 4C4.

No Capitulo 4, abordamos o conceito de algebra base. Essas algebras sdo caracteri-
zadas como algebras comutativas em Z(C), centro de Drinfel’d de €. Sabendo que Z (M)
é equivalente a categoria de moédulos de Yetter-Drinfel’d g%@, no caso particular em
que a algebra de Hopf H seja de dimensao finita, veja [25], (e portanto tenha antipoda
bijetora). Assim, as algebras base em gM identificam-se com as algebras comutativas
em g‘g}@. A bijetividade da antipoda nos garante também que g‘d@ seja trancada. Em
seguida, demonstramos que o produto tensorial de duas algebras base também resulta
em outra algebra base, desde que sejam centralizadoras uma da outra (ou estejam no
centro de Miiger). Finalizamos, recordando o conceito de extensdao dindmica sobre uma
algebra base, onde é provado que extensoes dinamicas sao categorias monoidais. A nossa
contribuicao é fornecer uma prova independente de que o tensor definido é, de fato, um

funtor.

O leitor podera observar ao ler essa tese, a grande quantidade de contas longas,
em se tratando de “categorias, isso nao é de se assustar”, pois s6 podemos compor, ou
seja, comutar diagramas. Nossa ideia inicial, era trabalharmos com categorias monoidais
que nao fossem estritas, entretanto nossas contas comegaram a tornar-se inviaveis e quase
incompreensiveis. Assim, consideramos a condicao estrita, que é admitida por muitos
autores estudiosos do tema sobre categorias monoidais. Para justificar essa afirmacao,
apresentamos ao final da tese um Apéndice, onde escolhemos um dos nossos resultados,
o Teorema 4.6, no qual consta a sua prova, porém sem considerar a condicao estrita. O

leitor podera entao comparar as duas provas.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados béasicos acerca das
categorias que trabalhamos. Tais defini¢oes e resultados podem ser encontrados em [5],
[7], [15], [17] e [22]. Uma maneira razoavel de pensarmos sobre teoria de categoria é que
esta teoria seja uma “categorificagdo” da algebra cléssica no sentido de se estabelecer um
dicionario entre tais assuntos, de tal forma que estruturas algébricas sejam recuperadas
da correspondente estrutura categérica passando ao conjunto de classes de isomorfismos
de objetos. Por exemplo, a nogao de categoria é uma categorificacao da nogao de conjunto

e ja as categorias abelianas categorificam os grupos abelianos, veja ([7], Chapter 2).

2.1 CATEGORIAS

Definicao 2.1. Uma categoria € consiste de

(i) uma colegao de objetos, denotada por Obj(C),

(ii) para cada par de objetos (X,Y), X, Y em Obj(C), existe uma colegdo de morfismos
de X para Y em €, denotada por Home(X,Y),

(iii) para cada X em Obj(C), existe um morfismo idy : X — X, chamado morfismo
identidade,

(iv) para quaisquer XY, Z em Obj(C) é definida uma operagao, chamada composicao,

dada por
o: Home(Y,Z)x Home(X,Y) — Home(X,Z)

(9. f) = golf.
Esta operagao deve satisfazer, para quaisquer f em Home(X,Y), g em Home(Y, Z)

e h em Home(Z, W), as seguintes condigoes:
(a) (hog)of=hol(gof) (b) foidx = f =idy o f.

Denotamos um morfismo f em Home(X,Y) por f: X — Y ou X i) Y, sendo
X o dominio e Y o contradominio, de f. Também, escreveremos X € €, para qualquer

objeto X em Ce f € Home(X,Y), para qualquer morfismo f em Home(X,Y).

Os exemplos mais classicos de categorias sao aqueles em que os objetos sao conjuntos
que possuem uma estrutura adicional, e os morfismos sao fun¢oes que preservam essa

estrutura.

Exemplo 2.2. A categoria Grp é aquela cujos objetos sao grupos e os morfismos sao

morfismos de grupos.
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FExemplo 2.3. A categoria Ab é aquela cujos objetos s@o grupos abelianos e os morfismos

sao morfismos de grupos.

FExemplo 2.4. A categoria Ring é aquela cujos objetos sao anéis e os morfismos sdo morfis-

mos de anéis.

Ezemplo 2.5. Seja R um anel. A categoria pM (respectivamente Mp) é aquela cujos
objetos R-moédulos a esquerda (respectivamente & direita) e os morfismos sao morfismos
de R-médulos & esquerda (respectivamente a direita).

A categoria pMp ou R-bimoédulos é aquela cujos objetos sao R-bimédulos e os

morfismos sdo morfismos de R-bimddulos.

FExemplo 2.6. Seja k um corpo. A categoria Vecty é aquela cujos objetos sao k-espagos
vetoriais e cujos morfismos sao transformacoes k-lineares.
Define-se também a categoria vecty cujos objetos sao k-espagos vetoriais de dimen-

sao finita e os morfismos sao transformacgoes k-lineares.

Ezemplo 2.7. Sejam € e D categorias. A categoria € x D, chamada categoria produto,
é aquela cujos objetos sio pares (X, X’), em que X € Ce X' € D, e que dados
(X, X'), (Y, Y") € € x D,

Home,p((X, X'), (Y,Y")) = (Home(X,Y), Homp (X', Y)).
Nesta categoria, dados (X, X),(Y,Y"),(Z,Z") € Ex D e

<<g>g/)7 (fv f/>> EHomGXD<(Y7 Y/)v (Zv Zl)) X Hom(fxﬂ((Xv X,)> (Y7 Y/)) =
= (Home(Y, Z), Home(Y', Z")) x (Home(X,Y), Homqp (X', Y")),

temos que a composicao é dada por
o((9.9"), (£, 1)) = (9.9) o (f. f) = (g0 f.g" o f),

em que (go g, o f') € Homeyxp((X,X"),(Z, 7).

Observemos que id x xr) = (idx,idxs) € (Home(X, X), Homqp (X', X'). De fato,
para todo (f, ') € (Home(X,Y), Homp (X', Y")) temos que

(faf/) % (Zande/) = (fOidX,f/OidX/) = (faf/>7
e, para todo (g,¢’) € (Home(Z, X), Homgp(Z', X")), temos
(idx,idx) o (9,9") = (idx o g,idx 0 g') = (g, 9).

Assim, Zd(X,X’) = (’ldX,ZdX/)
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Os funtores podem ser entendidos como “funcoes” entre categorias e relacionam os
objetos e os morfismos entre duas categorias. Por sua vez, as transformagdes naturais sao

responsaveis por relacionar funtores.

Definigao 2.8. Sejam € e D categorias. Um funtor (covariante) F': € — D consiste de
duas aplicagoes
(i) uma aplicagao
F: 0bj(€) — Obj(D)
X —  F(X),
em que cada X € € estd associado ao objeto F/(X) em D,

(ii) uma aplicagao

F: Home(X,Y) — Homqp(F(X),F(Y))
f — F(f)
tal que, para qualquer f : X — Y um morfismo em C, estd associado ao morfismo
F(f) em D.
Além disso, para quaisquer morfismos f em Home(X,Y) e g em Home(Y, Z) sao satis-

feitas

(a) Flidx) =idpx)y  (b) F(go f) = F(g)o F(f).

Um funtor covariante F : € — D, além de associar morfismos identidade de
uma categoria aos morfismos identidade de outra categoria, quando aplicado em uma

composi¢ao de morfismos, preserva a ordem desta composi¢ao. Veja os diagramas

X / Y
© gof g 1dx
7 X
F
F) ™ ry)y R
Porgeri\ W |

F(Z)  F(X).

Analogamente conseguimos definir o funtor contravariante, em que a tinica diferenca

figura na condigao (b), que “inverte” a composi¢ao. Neste caso, para quaisquer morfismos
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f:X—=>Yeg:Y — ZemC, deve ocorrer F(go f) = F(f)o F(g). Os diagramas a seguir

ilustram a situacao

x—I .y X
e gof g idx
Z X
F
rx) 2D pyy R
D F(g) idp(x)

F(2) F(X).
Neste trabalho, toda vez que nos referirmos a um funtor ele sera covariante, salvo
quando algo for dito ao contrario.

Ezemplo 2.9. Seja € uma categoria. O funtor identidade Ide : C — € étal que Ide(X) = X
e Ide(f) = f, para qualquer objeto X em C e qualquer morfismo f: X — Y em C.

Ezemplo 2.10. Seja F': Ring — Ab dado por F(A) = Ae F(f) = f, para todo A em Ring
e todo f: A — B morfismo em Ring. Este funtor é chamado funtor esquecimento, pois
em F'(A) = A é desconsiderada a estrutura de anel e é preservada apenas a estrutura de
grupo abeliano. Ja em F(f) = f é esquecida a estrutura de morfismo de anéis e preserva-se
apenas f como morfismo de grupos abelianos.

Outros exemplos de funtores similares seriam F': pM — Ab e F : Ab — Grp.

Exemplo 2.11. Sejam € uma categoria e X um objeto em € fixado. Dado um morfismo

f:Y — Z em C, definimos (X, —) : € — € x € como sendo a aplica¢ao

(X, 2)Y) = (X, Y) e (X, -)(f) = (idx, f).

Afirmamos que (X, —) é um funtor.

De fato, dado um objeto Y em € temos que
(X, =)(idy) = (idx, idy) = id(x y) = id(x _)(v)
e portanto vale (a). Além disso, dados f:Y — Z e g: Z — W morfismos em €, temos
(X, =)(gof) = (idx, gof) = (idxoidx,gof) = (idx, g)o(idx, ) = (X, =)(g)o(X, =)(f),

e portanto, vale (b).



2.1. CATEGORIAS 15

Analogamente conseguimos definir o funtor (—,Y"). Estes funtores sdo importantes

para a definicdo de um determinado funtor ser exato a direita, como apontaremos adiante.

FExemplo 2.12. Consideremos X : Set x Set — Set definido por
X(X,)Y)=XxYe x(fg)=[xy,
emque f: X - X' eg:Y =>Y ecassim, fxg: XxY — X' xY'é definida por
(fxg)(x,y) = (f(z),9(y)), para quaisquer = € X e y € Y. Afirmamos que X é um funtor.
De fato, sejam f: X = X', f/: X' = X" g:Y =Y eq :Y' = Y". Entdo, para
quaisquer x € X e y € Y, temos que

X (idx,idy))(z,y)

(% (id(xyy)) (@ y) = (
= (idx X idy)(z,y)
(
(,

idx (), idy (y))
)
idxxy(z,9)

= idy(xy)(2,Y)

e assim, X (id(y y)) = idy x,y). Também,

(X((f', ") o (f,9))(@,y) = (X(f' o f,9" 0 9))(x,y)

(f' o f)x (¢' o g))(z,y)
(), (4 0 9)(v))

), 9'(9(v)))

% g)(f(x),9(y))

Fx g ((f % g)(z,y))

(f' x g')o (f x g))(z,y)

(

= ) X
=((f"of)
= (/"(f(x)
= ( )
=(f'x9g)
=

e portanto, X ((f',¢') o (f,9)) = (f' x g') o (f x g) = x(f",¢') o x([, 9).
Exemplo 2.13. Sejam €, €/, D e D’ categorias. Dados dois funtores F : ¢ — €' e G : D —
D’ definimos F x G : € x D — €’ x D’ como sendo a aplicacio

(F x G)(X,X) = (F(X),G(X") e (FxG)(f, )= (F(),G(f)),

emque f: X Y eg:Y — Zsaomorfismosem Ce f/: X' =Y eq :Y' = Z' sdo

morfismos em D.
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Afirmamos que F' x G é um funtor. De fato, observemos que
= (F(idx), G(idx))

= (idp(x) 1dg(x)
= (F(X),G(X"))
= 1d(pxGy(X,X7)

ou seja, é valida a condi¢ao (a) da definigdo de funtor. Dai, como

FxG)gof.gof)
F(go f),G(g o f))

(F x G)(g.9) o (£.1) =
= (
= (F(9) o F(£).Clg)) 0 G(1)
=
=

F(9).G(d") o (F(f),G(f))
FxG)(g,9') o (FxG)(f, [,

vale a condigdo (b) e, portanto, F' x G é um funtor.

Um resultado de facil demonstracao e que é bem utilizado nesse trabalho, diz que

a composicao de funtores é ainda um funtor.

Proposicao 2.14. Sejam C,D e € categorias e ': C — D e G : D — &€ funtores. Entdo
GoF :C — & definido por

(Go F)(X)=G(F(X)) e (GoF)(f) =G(F(f)),
para qualquer objeto X € C e qualquer morfismo f € €, é um funtor.
A seguir, definimos o importante conceito sobre transformacoées naturais.

Definigao 2.15. Sejam F,G : € — D funtores. Uma transformagao natural p: FF — G é

uma cole¢do de morfismos

p={px : F(X) = G(X)}xee

em D tal que o diagrama

¢ comutativo, para qualquer morfismo f: X — Y em C, isto é, uy o F'(f) = G(f) o ux.



2.1. CATEGORIAS 17

Se px @ F(X) — G(X) é um isomorfismo, para todo objeto X em €, diz-se que p
é um isomorfismo natural. Neste caso, dizemos que os funtores I’ e G sao equivalentes e

escrevemos F~@G.

FExemplo 2.16. Seja F' : € — D um funtor. A transformacdo natural identidade ID : F' — F
¢ definida pela cole¢ao de morfismos 1D = {IDy = idp(x : F(X) = F(X)}xee- Além
disso, I D é um isomorfismo natural, visto que IDx = id F(X) ¢ um isomorfismo, para

qualquer objeto X em C.

Definicao 2.17. Diz-se que as categorias C e D sao equivalentes se existem funtores
F:C—=DeG:D — Ctais que FoG~Ildp e Go F~Ide.

Em particular, dizem-se isomorfas se existem funtores F': € - De G : D — C
tais que F' o G = Idp e G o F' = Idp e notamos por C = D.

A seguir definimos os objetos zero, niicleo e conticleo de morfismos. Objetos esses im-
portantes para que possamos definir e estudarmos as chamadas categorias abelianas, como
veremos na proxima secao. Em especial, contcleos desempenham um papel importante

nesse trabalho como veremos mais adiante.

Definigao 2.18. Seja € uma categoria. Um objeto Z em € é dito objeto zero se, para
todo objeto X em C existem tnicos morfismos ¢y : X — Z e px : Z — X, ou seja,
Home(X, Z) ={¢x} e Home(Z, X) = {px}.

Proposicao 2.19. O objeto zero, se existir, € unico a menos de isomorfismo.

Definicao 2.20. Sejam € uma categoria com objeto zero Z. Para quaisquer objetos X
e Y em € definimos o morfismo nulo O{f : X = Y como sendo o morfismo que comuta o

seguinte diagrama
0
X

X
Y Y
NN

Z

Exemplo 2.21. Nas categorias Grp, Ab, M e pM o morfismo nulo é morfismo trivial.

Proposicao 2.22. Sejam C uma categoria em que Z é um objeto zero, X, Y, L, W objetos
quaisquer em C e f € Home(Y, L). Entdo f o 0{,( = Oi( e OII/JV of = O}I/;/'

Definigao 2.23. Sejam € uma categoria com objeto zero e f : X — Y um morfismo em

C.
(i) Um nicleo para f é um par (Ker(f),k), em que Ker(f) ¢ um objeto em € e
k: Ker(f) — X é um morfismo em € tal que fok = Oger(f). Além disso, dados

K’ um objeto em € e k’ : K/ — X um morfismo em € tal que fok' = OK/, entao
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existe um tinico morfismo u : K’ — Ker(f) em € tal que o diagrama abaixo seja

comutativo
Ker(f)—~x Loy,
~
N k'
,LL N
T K

ou seja, ko =k

(ii) Um contcleo para f é um par (Coker(f),q), em que Coker(f) ¢ um objeto em C

e q:Y — Coker(f) é um morfismo em € tal que go f = O)C’(oker(f)' Além disso,
dados Q' um objeto em C e ¢’ : Y — Q' um morfismo em € tal que ¢’ o f = 05,,

entdo existe um tnico morfismo v : Coker(f) — Q' tal que o diagrama abaixo seja

comutativo

X—f>Y—q>C’0ker(f) ,

q P
-y

Q"

ou seja, yoq=(.

Definicao 2.24. Seja C uma categoria.

(i) Dizemos que um morfismo f: X — Y em € é um monomorfismo se, para quaisquer

morfismos g, h : W — X tais que fog= foh, entdo g = h.

(ii) Dizemos que um morfismo f : X — Y em € é um epimorfismo se, para quaisquer

morfismos g,h : Y — W tais que go f = ho f, entdo g = h.

Notemos que dizer que f : X — Y é um monomorfismo significa que podemos o

cancelar a esquerda. Analogamente, dizer que f : X — Y é um epimorfismo significa que

podemos o cancelar a direita.

Proposigao 2.25. Se f: X — Y € um morfismo C, k : Ker(f) — X € um nicleo para

feq:Y — Coker(f) é um conicleo para f, entao k é um monomorfismo e q é um

epimorfismo.

Uma outra maneira de enxergarmos o nicleo e o conticleo de um morfismo f : X —

Y sera como um subobjeto de X e um quociente de Y, respectivamente. Apresentamos

as seguintes definigoes.

Definigao 2.26. Seja C uma categoria. Dois monomorfismos ¢1 : X1 — X e 19 : Xo =+ X

em C sao ditos equivalentes se existe um isomorfismo u : X7 — X» tal que o diagrama
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comuta,
Xi---%-->Xp
X

isto é, 19 ou = 17.

Um subobjeto de X é uma classe de equivaléncia de monomorfismos para X, ou seja,
o par (Y,¢) é dito um subobjeto de X se existe um monomorfismo ¢ : Y — X. Assim, dois

subobjetos (Y7,¢1) e (Y2,12) de X sdo iguais se ¢1 e to sdo monomorfismos equivalentes.

Proposigao 2.27 ([5], Proposi¢ao 1.3.14). Sejam C uma categoria com objeto zero e

f: X =Y um morfismo em C. O nicleo de f, se existir, é iinico, como subobjeto de X .

Definigao 2.28. Seja € uma categoria. Dois epimorfismos ¢q1 : X — X1 e ¢ : X — Xo

em € sao ditos equivalentes se existe um isomorfismo v : X7 — X» tal que o diagrama

comuta,
Xi---%-->Xp
N
X,

isto é, uoqr = qo.

Um quociente de X é uma classe de equivaléncia de epimorfismos de X, ou seja,
o par (Y, q) é dito um quociente de X se existe um epimorfismo ¢ : X — Y. Logo, dois

quocientes (Y1,q1) e (Y2,¢2) de X sdo iguais se q1 e g2 sdo epimorfismos equivalentes.

Proposigao 2.29 ([5], Proposicao 1.3.17). Sejam C uma categoria com objeto zero e
f: X =Y um morfismo em €. O conicleo de f, se existir, é inico, como quociente de

Y.

2.2 CATEGORIAS ABELIANAS

A existéncia de ntucleos e de conticleos para quaisquer morfismos nao é garantida
em qualquer categoria. Em nosso trabalho, é imprescindivel a existéncia dos mesmos,
principalmente, de conticleos. Por isso, as categorias consideradas ao longo desse trabalho,

quando nada for dito ao contrario, sao categorias abelianas.

Definicao 2.30. Uma categoria C é dita pré-aditiva se possui objeto zero, para quaisquer
X,Y € €, Home(X,Y) é um grupo (aditivo) abeliano e a composigdo de morfismos é

bilinear, isto ¢, para quaisquer f,f': X =Y e g, ¢ : Y — Z valem

go(f+f)=gof+gofelg+d)of=gof+gof.
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Dados uma categoria C e X,Y objetos em €, uma soma direta de X e Y é uma
quintupla (S, 7x, 7y, tx,ty),emque S € C, xS = X,y : S = Y,ux : X — S,y :

Y — S sdo morfismos em C tais que
Txoltxy =tdx, Ty oty =idy etxonmy +iLxonmyx =idg.

A soma direta de dois objetos (se existir) é tnica, a menos de isomorfismo. Os
morfismos 7y e my (projegoes) sdo epimorfismos e os morfismos ¢1 e 1o (inclusdes) sao

monomorfismos.

Definigao 2.31. Sejam C e D categorias pré-aditivas. Um funtor F': € — D diz-se aditivo
se, para todo par de objetos X,Y € C, vale F(f + g) = F(f) + F(g), para quaisquer
f.9 € Homg(X.Y).

Definicao 2.32. Uma categoria pré-aditiva € diz-se aditiva se todo par de objetos em C

possui soma direta.

Definicao 2.33. Uma categoria € diz-se abeliana se
(i) € é aditiva;
(ii) todo morfismo em € possui nicleo e conticleo;

(iii) todo monomorfismo é um nicleo e todo epimorfismo é um contcleo.

As categorias Ab, M e pM sao exemplos de categorias abelianas. Além disso, se
C e D sao categorias abelianas, entao a categoria produto € x D é abeliana também.

A préxima definicdo, coequalizador, desempenha um papel importante nesse traba-
lho, especificamente no Capitulo 3, onde vamos apresentar a monoidalidade de 4C4 que
ird induzir uma estrutura monoidal em gz 4C, uma das contribuigoes desse trabalho. O
objeto A é uma algebra definida numa categoria monoidal, assunto discutido mais adiante.
Em se tratando de categorias abelianas, a existéncia de coequalizadores é garantida, pois
€cOMoO veremos na proposicao a seguir, o coequalizador de um par qualquer de morfismos

(f,g) €, de fato, o conticleo de f — g que sempre existe em categorias abelianas.

Definigcao 2.34. Sejam € uma categoria e f,g : X — Y dois morfismos em €. Um
coequalizador para o par (f,g) é um par (Z,c), em que ¢: Y — Z é um morfismo em €

tal que
(i) cof=cog;
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(ii) Se h:Y — W é um morfismo tal que ho f = ho g, entdo existe um tnico morfismo

u: Z — W tal que uoc = h. O diagrama abaixo reflete essa situacao

X—=Y -7

g [
lu
kv

W.

Para simplificar a notacao, escreveremos em alguns momentos apenas o morfismo
¢ Y — Z para denotar o coequalizador (Z,c). Entende-se, neste caso, que o par é

constituido pelo contradominio do morfismo ¢ e pelo préprio morfismo.

Proposicao 2.35. Sejam C uma categoria abeliana, f,g: X — Y dois morfismos em C e

c:Y — Z o coequalizador de (f,g). Entao (Z,c) € o conicleo do morfismo f—g: X =Y.

Demonstragao: Temos que co (f —g) =co f—cog = O)Z( — O)Z( = O)Z( e suponhamos
h :Y — W um morfismo tal que ho (f —g) = 0:X,, mas isso nos diz que hof =hog.
Pela hipétese de (Z, ¢) ser um coequalizador para o par (f,g), existe um tnico morfismo

w: Z — W tal que uoc= h. Logo, (Z,c) é um conicleo para o morfismo f — g. ]
Colorario 2.36. Em uma categoria abeliana, todo coequalizador é um epimorfismo.

Demonstracgao: Segue da proposicao acima e da Proposigao 2.25. ]

Agora enunciamos, alguns resultados e definigbes envolvendo sequéncias exatas em uma
categoria abeliana e ao final dessa segdo, (re)lembramos a defini¢ao da exatidao a direita

de um funtor, importante e crucial para se garantir a monoidalidade da categoria 4C 4.

Definigao 2.37. Sejam f : X — Y um morfismo em €. A imagem de f, denotada por
Im(f), é dada por
Im(f):= Ker(coKer(f)).

Da definigao acima, Im(f) é um subobjeto de Y.

Definicao 2.38. Sejam f: X — Y e g:Y — Z morfismos em C. A sequéncia

f

xt.y 2.z

¢ uma sequéncia exata em Y se Im(f) = Ker(g), como subobjetos de Y.
Generalizando a definicao anterior, uma sequéncia

f2 fnfl fn

Xn

X9

Xn—|—1
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é dita exata se é exata em X, para todoi € {2,3,--- ,n—1,n}.

Finalmente, apresentamos defini¢bes para que um funtor seja exato a direita, se-

gundo [17] e [7]. Porém, em ([13], p. 24) é mostrado a equivaléncia entre ambas defini¢oes.

Definigao 2.39 ([17], Definicién 2.7.36). Sejam C e D categorias abelianas. Um
funtor aditivo F' : ¢ — D diz-se exato a direita se, para todo morfismo f : X — Y|
Coker(F(f)) = F(Coker(f)).

Definigao 2.40 ([7], Definition 1.6.1). Sejam C e D categorias abelianas. Um funtor

aditivo ' : € — D diz-se exato a direita se para toda sequéncia exata curta

em C, a sequéncia

é exata em D.

2.3 CATEGORIAS MONOIDAIS

Com a ideia que introduzimos esse capitulo, podemos pensar as categorias monoidais
como uma categorificacdo de um monoide M, que é um conjunto nao vazio com uma
operacao - associativa e um elemento unidade 1 tal que 1-m = m = m - 1, para todo
m € M. O dicionario traz, por exemplo, a correspondéncia do isomorfismo natural a com
a operagao associativa - e o objeto 1 e os isomorfismos naturais [ e » com o elemento 1 e as
duas respectivas igualdades acima. Mais especificamente, essas categorias desempenham
um papel crucial para o que estudamos nesse trabalho, uma vez que algebras e médulos
sao definidos nessas categorias e ao exigirmos a comutatividade das algebras, vamos lancar

mao das categorias monoidais trancadas.

Defini¢ao 2.41 ([7]). Uma categoria monoidal é uma séxtupla (€, ®,1,a,l,r) onde C é
uma categoria, ® : € x € — € é um bifuntor (funtor definido numa categoria produto)
chamado funtor produto tensorial, 1 é um objeto em € chamado unidade. A tripla a,r, [

sdo isomorfismos naturais tais que:
a:®o0(®xIdp) = ®o (Ide X ®)

l:l®——>lde

r:—®1—= Ide,
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em que, para quaisquer X,Y,Z em €, temos ayyyz : (X ®Y)® 7 — X ® (Y ® Z),
Ix ' 1®X - Xery: X®1— X sao isomorfismos em C. Além disso, para quaisquer
XY, Z,W em C,

axy,zew °©axey,zw = (idx @ ay,zw)oax yezw ° (axy,z ® idy) (2.1)

(idx ®@ly)oaxiy =rx ®idy, (2.2)

ou seja, os diagramas

(XeY)®2)®
W W\
(X® (Y ®2) (XeY)e (ZoW)
aX,Y@Z,WL laX,Y,Z@)W
idx ®
X(Y®Z) W) e EAll X®Y®(ZaW))
€
(X®1)Y Xy X®(1eY)
T'm MY
X®Y
comutam.

Na defini¢ao acima, a comutatividade do primeiro diagrama chama-se axioma do
pentdgono e do segundo chama-se axioma do triangulo. O isomorfismo natural a chama-se
associatividade da categoria monoidal €.

Notemos que para o isomorfismo natural a : ® o (® X Ide) = ® o (Ide X ®), 0s

funtores envolvidos sao

®O(®XICZ@) ®O(Id@><®)

QxIde ) Tdex® ®

CxExC Cx¢C C e ExExC—CxC——C

e para os isomorfismos naturais [ : 1 ® — — Idp e r: — ® 1 — Idp, temos que
1®—,—®1,Ide: C— C.

Descrevemos aqui como tais funtores “aplicam-se” aos morfismos. Sejam f : X —
Y,g: W — Zeh:L— K morfismos em C. Entao

(®@o(® x Ide))(f,9,h) = (f®g)©he @ollde x ®)(f,9,h) = f© (g h),
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1@ -)(f)=id1 @ fe(-®1)(f)=f®idy.

A seguir, descrevemos como o funtor ® aplica-se numa composicao e a identidade.
Os resultados produzidos por esse calculo sdo muito utilizados nao somente neste capitulo
como também no proximo. Iremos usa-los sem fazer qualquer mengao. Para f : X —
Y, f Y - W,g: X' =-Y" eqg :Y' — W morfismos em €, temos que

(9o (f.9)=a(f o f,dog)=(fof)®(doy)

Por outro lado, por ser ® um funtor, segue que

((f,9) o (f.9) =(f,d) o@(f.g) = (f'@d)o(f@g).
Logo,
(ff@g)o(feg) =(fof)o(dog).
Também,
®(idx,idy) = Q(id(x y)) = idg(x y) = idxgy
e, por defini¢ao, ®(idy,idy) = idx ® idy. Portanto,
idX@Y = ZdX X idy.

Nesse trabalho, muitas vezes vamos considerar ¢ uma categoria monoidal estrita,
isso ocorrerd para facilitar alguns calculos que faremos em capitulos posteriores. Inclusive
como ja dissemos, no capitulo Apéndice, apresentamos um calculo para o qual o leitor
podera observar a diferenga de nao admitirmos uma categoria estrita, essencialmente o

que alonga os calculos sao as varias vezes que usamos o axioma do pentagono.

Definicao 2.42. Uma categoria monoidal € diz-se estrita se, para quaisquer X,Y, 7 € €,
(X@Y)eZ=X(YY®Z2),13X=X=X®1
e os morfismos ax y 7z, lx e rx sdo morfismos identidade.

Observacao 2.43. Se € é uma categoria monoidal estrita, entao idy ® f = f = f ® idq,
para todo morfismo f € C. De fato, seja f : X — Y um morfismo em €. Como lyy =

idyy = idygw, para qualquer W em C e [ é uma transformacao natural, vale a igualdade
f=foidyx :idyo(id1®f) :id1®yo(id1®f) =idy ® f.

Analogamente, usando a transformacao natural r, mostramos que f = f ® idy.

A partir de agora, apresentamos alguns exemplos de categorias monoidais.
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Ezemplo 2.44. Seja R um anel com unidade. A categoria pMp é monoidal. Consideremos
®pr: RMp X pMp = pMp como sendo o produto tensorial sobre R, 1 = R. Para facilitar

a escrita escrevemos ®@p = ®. Sejam R-bimoédulos M, N e P. Entao

CLM,N,P: (M@N)@P — M@(N@P)
(men)®@p — menp),

IM: RM — M e TM - MR — M

reom  — rm mer +—  mr.

Com esta estrutura definida, afirmamos que (RMp, @R, R, a,l,r) é uma categoria monoi-
dal.

O fato de que ® g ¢ funtor e de que a, ! e r sdo isomorfismos naturais sao conhecidos
e podem ser consultados em ([11], Chapter V). Abaixo mostramos apenas as respectivas

naturalidades.
Sejam f : M — M', g : N - N e h : P — P’ morfismos de R-bimédulos.

Precisamos verificar que os diagramas

(Mo N)@P—2% M@ (N®P)
(f®g)®hl lf®(g®h)
/ / / / !/ /
(M"® N')® P v M & (N'"® P
RoM—D o M&R M M
idR®fl lf f®ide lf
R M M’ M @R M

ZM/ TM/

comutam. Sejam M, N e P R-bimoédulos, m € M,n € N, p € P er € R. Entao

(fe(geh))oaynp)((m@n)@p)=(f® (9@ h))(ap N p((m&n)®p))
=(f®(@®h)(me (nep)

= f(m)® ((g ® h)(n @ p))

= f(m) ® (g(n) ® h(p))

= app N pr((f(m) @ g(n)) ® h(p))

= app N, p(((f @ g) @ h)((m @ n) @p))

= (appr Nrpr o ((f®@9) @ 1)) ((men)®p),

(f olar)(r@m) = f(lapr(r @m)) = f(rm) =rf(m) = lap(r @ f(m))
=y ((idp © [)(r @ m)) = (lyp o (idgp © f))(r @ m)
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e analogamente, f ory; = rpp o (f ® idg) Logo, os trés diagramas comutam e portanto,
a, | e r sdo isomorfismos naturais.

Resta-nos garantir a comutatividade do pentagono e do triangulo. De fato, sejam
meMmneNpePeqge@,emque M,N,P e () sao R-bimddulos e r € R. Entao

(ap. N PegoaMeN,PQ)((M@n)®@p) ®q) =
= apm N, peQ(apmen, (M@ n) ®p)@q))
= apr,N,Pe((m@n) ® (p®q))
=m®n®(pq))
= (idy @ an pg)(m @ ((n®p) ®q))
(tdpr @ ay p@)(ap Nop((M® (n®p)) @ q))
(idy @ an po)ay,NerQ((ar NP ®idg)(m@n)®p) @q)))
((idpr ® an pg) © aprNeP,Q © (an,N,p ®idg))(((m @ n) @ p) ® q)

(ry ®idy)(mer)@n)=mr®n
=mErn
= (idy @ In)(m ® (r @ n))
= (idpy @ Iy )(ap,r,N (M@ 7T) @n))
= ((tdpy ®Iy) o ap g N) (M@ T) @n).
Ezemplo 2.45. Com base no exemplo anterior, fazendo R = k (k corpo), concluimos que

(Vecty, ®x, k,a,l,r) e (vecty, ®x,k,a,l,r)

sao categorias monoidais.

Os resultados apresentados na proxima proposi¢ao sao usados nos capitulos 3 e 4,

sem que facamos qualquer mencao aos mesmos.

Proposicao 2.46. Seja C uma categoria monoidal. Entdo sdo vdlidas as afirmacoes abaixo.
(i) Sejam f € Home(X,Y) e g € Home(W, Z). Entdo

f@g=(idy @g)o(f@idy) e f@g=(f@idz)o (idy @g).

(ii) Sejam f € Home(X,Y) e g € Home(W,Z). Se f e g sio isomorfismos entdo
(feg™t=r"eg"

A proposicao seguinte também apresenta resultados bem tteis em se tratando de

categorias monoidais.
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Proposicao 2.47. Seja € uma categoria monoidal. Entao sao vilidas as afirmagoes abaizo.
(i) heox =id1 ®lx erxgr =rx ®@idy.

(ii) Os diagramas

1eX)®Y Xy 19(XeY) (XeY)el— _xe(Yel)
Ix®idy Ixev rX®Y 1dx Ty
XY X
comutam.
(iii) I3 =rq.

Uma vez que tenhamos categorias monoidais, é natural que sejam definidos funtores
monoidais assim como categorias monoidais equivalentes ou, em particular, isomorfas.

Vamos usar essas defini¢oes no préoximo capitulo.

Definigao 2.48. Um funtor monoidal entre duas categorias monoidais € e D é uma tripla

(F,€,¢), em que
(i) F: € — D é um funtor;

(i) £ : ®o(FxF)— Fo® éum isomorfismo natural entre os funtores ®o(F x F), Fo® :
CxC—Distoé, { ={{xy : FX)@F(Y) = F(X®Y):(X,Y) € CxC} éuma

familia de isomorfismos em C;
(ii) ¢ :1p — F(1e) é um isomorfismo.

Além disso, sao satisfeitas as igualdades

Exyez o lidpx) ®8y,z) © apx) p(v) F(z) = Flaxyz) o Exav,z o Exy ®idp(z));

lpx)y=Fx)o& xo(¢®idpx)) erpx)=Flrx)olx o (idpx) ® 9).

Um funtor monoidal (F, &, ¢) diz-se estrito se F(1p) = 19, F(X)Q F(Y) = F(X®
Y'), para quaisquer X,Y € €, os isomorfismos {x y e ¢ sdo morfismos identidade, para

quaisquer X,Y € C.

Agora, sejam (F, ¢, ¢) e (F, £, ¢') funtores monoidais entre as categorias monoidais

C e D. Uma transformacao natural monoidal

0:(F¢¢)— (F¢¢)
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é uma transformacao natural 6 : F — F’ tal que, para quaisquer X,Y € G, sdo satisfeitos

rop=9¢" elxgy olxy =Exy o (Ox @0y).

Se 6 é uma transformagao natural monoidal e #x ¢é isomorfismo, para todo objeto

X € @, entao # é chamado isomorfismo natural monoidal.

Definicao 2.49. Uma equivaléncia monoidal entre as categorias monoidais € e D é um
funtor monoidal (F, ¢, ¢) : € — D tal que existe um outro funtor monoidal (F”, ¢, ¢') :
D — € e isomorfismos naturais monoidais 61 : F o F/ — Idgp e 0y : F' o F — Idp.

Um isomorfismo monoidal entre as categorias monoidais C e D ocorre quando
FoF' =1Idpe0; = 1D, e F'oF = Ide e 63 = IDpg,. Nesse caso, as categorias

dizem-se monoidalmente isomorfas.

A partir de agora, focalizamos as categorias monoidais trancadas. Seja (€, ®, 1, a, [, 1)
uma categoria monoidal. Consideremos o funtor twist 7 : € x € — € x €, em que
(X, Y)=(Y,X) e7(f,g9) = (g, f), para quaisquer objetos X, Y em € e quaisquer morfis-

mos f, g em C.

Definigao 2.50. Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Uma tranga para € é um

isomorfismo natural ¢ : ® = ® o 7, em que os funtores ®, @ o7 : € x € — C,
o:={oxy: XQY =Y ®X}xyeexe

tais que os diagramas comutam

Xoy —2" _yex
f®g g f
ZOW—5 =W Z
XoV)eZ -2 xe(Y ®2)
Z®(X®Y) X®(ZeY)
m /
X,2,Y
ZoX)2Y — (X®Z)QY
ox,z®idy

isto é,

-1 1 . -1 .
CLZ,X,Y °o0X®Y,Z © aX,Y,Z = (UX,Z X Zdy) e} aX,Z,Y o (ZdX X sz> (23)
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(§]
XoV)eZ—2Y . Xxo(Y ®2Z)
YoX)®Z Y®2Z) X
Yo (X®Z) T Y ®(Z®X)
isto é,
ay,zx ©0xygzoaxyz = (idy ®cx z)oay x zo (oxy ®idy), (2.4)

para quaisquer X,Y, Z W € € e quaisquer morfismos f : X - Zeg:Y — W emC. O
primeiro diagrama reflete o fato de o ser uma transformacao natural e os dois ultimos
refletem as igualdades necessarias para que tenhamos uma tranga. As equagoes (2.3) e

(2.4) sao chamadas equagdes da tranca.

Definigao 2.51. Uma categoria monoidal (C, o) diz-se trangada se o é uma tranca para

C.
No caso de € ser monoidal estrita, as equagoes (2.3) e (2.4) tornam-se
oxey,z = (0x,z ®idy)o (idx ®oy,z) (2.5)
e
oxyez = (idy ®ox 7)o (oxy ®idy), (2.6)

para quaisquer X,Y, Z € C.

Por exemplo, Vecty e vecty sdo categorias (monoidais) trangadas. Finalizamos essa
secao, apresentando resultados que nos interessam para o caso de categorias monoidais

estritas trangadas.
Proposicao 2.52. Seja C uma categoria monoidal trancada. Entao, para qualquer X em
C, os diagramas

01,X 0X,1

10X X®1 X®1 10X

P N

sao comutativos.

Colorario 2.53. Seja C uma categoria monoidal estrita trancada. Entao

o1, x =idx =0x1.
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Demonstracao: De fato, por ser monoidal estrita, segue que X ® 1 = X =1® X e
rx =idyx = ly, para todo X € C. Pela Proposi¢ao acima, temos que ry ooy x = lx.
Logo, idx o 01 x = idx e trivialmente, o1 x = idx e analogamente, ox 1 = idy. ]

2.4 O CENTRO DE DRINFEL'D

O centro de Drinfel’d de uma categoria monoidal desempenha um papel importante
nesse trabalho, pois em sendo uma categoria trancada, as algebras base definidas no
Capitulo 4, por exemplo, sdo exatamente as algebras comutativas nessa categoria trancgada.
O caso particular em que H é uma &lgebra de Hopf finito dimensional sobre k (corpo),
as algebras base na categoria de H-modulos a esquerda, isto é, em gM ou Rep(H), sdo
as algebras comutativas na categoria trancada g‘é@, que é a categoria cujos objetos sao
H-moédulos a esquerda e H-comdédulos a esquerda, isto porque o centro de M, isto é,
Z(gM), é isomorfo a categoria g‘gﬂ). Voltaremos a detalhar mais sobre isso no Capitulo 4,
quando efetivamente estudaremos algebras base. Na préxima secao, vamos discutir sobre
algebras, coalgebras, modulos e comdédulos numa categoria monoidal e, em particular,
recordar sobre k-bidlgebras e k-algebras de Hopf na categoria de k-espagos vetoriais.
Referéncias recomendadas para o estudo do centro de Drinfel’d sao [7], [12], [14], [17] e
[25].

Defini¢ao 2.54. Seja (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. O centro de Drinfeld a

esquerda de uma categoria monoidal € é uma categoria Z;(C) tal que

1. os objetos sdo pares (Z,07 _), em que Z é um objeto em € e oz _ ¢ um isomorfismo
natural, oz _ : Z®— — —® Z, ambos funtores de C em C tal que, para cada X € C,

temos um isomorﬁmo em G
ogx 20X 5 X®Z

que satisfaz a comutatividade do diagrama

(X02) oY —22 _Xx®((ZaY)
(ZoX)®Y XoY®Z2Z)
m %7
Z7®(X®Y) R (XeY)Z

para quaisquer X,Y € C, isto é,

axyz°0zXxXey Az Xy = (ZdX (%9 UZ,Y) ocax,zy © (UZ,X ®idy), (27)
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2. os morfismos f : (Z,047_) = (Z',07 _) sdo morfismos em € tal que para cada
X € €, vale a comutatividade do diagrama
70X xwz
f®idxl lidx®f

7' X —=X® 7,
z! X
isto é, (idx @ f)ooz x =0z xo(f®idy).

A categoria Z;(€) torna-se monoidal com o funtor produto tensorial definido como
segue. Sejam (Z,07 _) e (Z',0 _) objetos de Z;(C), entdo (Z,07_) ® (2,0 _) =
(Z® Z/,JZ®Z/’,), para todo X € Ce

ozerx: (Z@ZNV0X X0 (ZeZ)

¢ definida pela comutatividade do diagrama

Oze7 X

(ZeZ)e X X®(ZeZ)
V W
Z@(Z'eX) (XeZ)oZ
z‘m W;
Z@(X®Z')— (Ze X)o7
gy x,7/
isto é,
Ozez X = ax.z7 °(0zx ®idg)o G}}X,Z/ o(idg®oz x)oazg z x- (2.8)

O objeto unidade ¢ (1,09 _), onde

l ryt
19X =X~ X®1,
—
01,x

ou seja, o1 x = r)_(l oly.
A categoria Z;(€) é trancada e a tranga é dada por
8(Z,O'Z7_),(Z/,O'Z/7_) =077 Ze7 -7 ® Z,
para quaisquer (Z,0z_),(Z' 07 _) € Z;(C).

Aqui, ressaltamos que quando € é monoidal estrita, as igualdades (2.7) e (2.8)

tornam-se, respectivamente,

oz xey = (idx ®ozy)o (07 x ®idy), (2.9)
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para qualquer (Z,07 _) € Z;(€), quaisquer X,Y € Ce

oz07',x = (07x ®idg)o (idy ® oz x), (2.10)
para quaisquer (Z, 07 _),(Z', 07 _) € Z)(€) e X € C.

De modo anélogo, é definido Z,(€), o centro de Drinfel’d a direita. Os objetos sao
pares (Z, C—,Z)’ em que Z ¢ um objeto em C e ¢ é um isomorfismo natural c_ 7 : —®@ 2 —

Z @ — tal que (admitindo € monoidal estrita)

cxepy.z = (cx,z @idy) o (idx ® cy z),
para quaisquer X,Y € C. A estrutura monoidal de Z,(C)
(Zycoz2)®(Z e z)=(Z®Z e zez)
é dada por
cx,zez = (idz @ cx z1) o (cx,z ®idg),

para todo X € €. Finalmente, Z,(C) é (monoidal) trangada isomorfa a Z;(C), cuja tranga

-~

Ze (2 p) = €220 = 02,1’2, para quaisquer (Z,c_ z),(Z',c_ z1) € Z;(C).

Os centros Z;(C) e Z,(€) sao isomorfos como categrias trancadas, veja [14]. Devido
a esse isomorfismo, o centro de Drinfel’d (a direita, & esquerda) é simplesmente chamado
centro de uma categoria monoidal e denotamos por Z(€). Trabalhamos com o centro de

Drinfel’d a esquerda, seguindo os autores [4], [12] e [14].

2.5 ALGEBRAS E MODULOS EM CATEGORIAS MONOIDAIS

Nosso objetivo nessa segao é definir (co)dlgebras e (co)mddulos em categorias
monoidais. Objetos esses importantes para que considerando A e B &lgebras em uma
categoria monoidal €, possamos estudar sobre as categorias de A-moddulos (a direita, a
esquerda), A ® A-médulos a esquerda, A ® B-médulos a esquerda, A-bimédulos e (A, B)-
bimoédulos nos dois capitulos posteriores. No final da secdo, estudamos estes conceitos na
categoria Vecty, em particular k-bidlgebras e k-algebras de Hopf, que nos interessa para

o desenvolvimento do Capitulo 4. Sugerimos as referéncias [7], [17], [23]

Definigao 2.55. Uma élgebra em € é uma tripla (A, m,u), em que A é um objeto em C,
m:ARA—Aeu:1— A sdo morfismos em € tais que os diagramas comutam

A A A

(ARA) @A A0 (A0 A/ a0 4

meid 4 m

AR A A
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u®id o 1dAQu

1A

AR A A®1 A®A

la m TA m

isto é,

mo (idg @m)oagga=mo(m®idy), mo(u®idy) =14 emo(idy@u)=r4y
ou, se C é estrita

mo (idg @m) =mo (m®idy), mo(u®idy) =idg e mo (idg @u) =1idy. (2.11)
Os morfismos m e u sdo chamados, respectivamente, multiplicacao e unidade de A.

Definigao 2.56. Sejam (A, m4,uy), (B, mp,up) dlgebras em €. Um morfismo f : A — B

em C diz-se de algebras se os seguintes diagramas comutam

Ao Al®Lpop A— 1 .p
m"l LmB LX A
A———B 1
f )
isto é,
mpo(f®f)=fomy e ug= fouy. (2.12)

Um exemplo imediato de uma élgebra em € é a tripla (1,17,idy ), aqui mq = l1 e uy = idy.

Sabemos da Proposicao 2.47 que [ = r1 em qualquer categoria monoidal.

No que segue, (A, m,u) uma algebra em C.

Defini¢ao 2.57. Um médulo a esquerda sobre a dlgebra A (ou um A-moédulo a esquerda)
em C é um par (M, ), em que M é um objeto em Ce A\: A® M — M é um morfismo

em C tal que os diagramas comutam

A A M idA®N u®id g

(A®A) o M2 A g (Ao M) L L Ae M 10 M A® M
meidys A Lus A
A M M M

ou seja,
Ao (idA®)\)aA,A,M =)Ao (m®idyr) e Ao (u®idyr) =l (2.13)
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ou, se C é estrita
)\o(idA®)\):)\o(m®idM)er(u@idM):idM. (2.14)

Definigao 2.58. Sejam (M, A\yy), (IV, Ay) dois A-mddulos a esquerda em €. Um morfismo

f: M — N em C diz-se de A-mddulos a esquerda se o seguinte diagrama comuta

1da® f

AR M —A® N
AMj lAN
M N,
ou seja,
fo/\M:/\NO<idA®f). (215)

De maneira andloga sao definidos A-mddulos a direita e morfismos entre os mesmos.
O par (M,p) em que p: M ® A — M é um A-mdédulo a direita se sdo satisfeitas as
igualdades

po(p®idy) = po(idy @m)oapraaepo(idy @u)=ry (2.16)

ou, se C é estrita
po(p®idy) = po (idyy @ m) e po (idy @ u) =idyy, (2.17)

Sejam (M, ppr), (N, pn) dois A-moédulos a direita em €. Um morfismo f: M — N

em € diz-se de A-moddulos a direita se é satisfeita a igualdade
fopyv =pno(f@idy) (2.18)

Uma vez definidos mdédulos a direita e a esquerda e seus respectivos morfismos em
uma categoria monoidal €, denotamos por 4C a categoria dos A-mddulos a esquerda e
por C4 a categoria dos A-mddulos a direita. A fim de definirmos a categoria dos (A, B)-

bimédulos, denotada por 4€Cpg, procedemos a seguinte definicao.

Definigdao 2.59. Sejam A, B algebras em €. Um (A, B)-bimédulo em € é uma terna
(M, p, A), em que (M, p) é um B-moddulo a direita em C, (M, ) é um A-mddulo & esquerda

em C e o diagrama

QA,M,B

(Ao M)o B ag (Mo B) ' “Pae M

)\®id3l L/\

M ® B M
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comuta, ou seja,
Ao (idg®p)oagyp=po(A®idp) (2.19)
ou, se C é estrita

Ao (idg®p)=po(ARidp). (2.20)

Os morfismos de (A, B)-bimédulos sdo morfismos de A-mddulos & esquerda e de
B-modulos a direita.

O caso particular em que as algebras A e B sao iguais, temos a categoria dos
(A, A)-bimédulos ou apenas a categoria dos A-bimédulos que é denotada por 4C 4. Nesse

caso, a igualdade (2.19) torna-se
No(ida ® p) o aara = po (A idy) (221)
e (2.20) torna-se
Ao (idg ®p)=po(A®idy), (2.22)
se C ¢ estrita.

Ezemplo 2.60. Uma &lgebra (A, m,u) em € é um A-bimédulo em €. De fato, considerando
A = p =m, os diagramas comutativos da definicdo de uma &lgebra em C sdao exatamente

os mesmos das definicbes de A-moddulos a direita, a esquerda e de A-bimdédulos em €.

Embora apresentamos, a seguir, as defini¢ées de codlgebras e comédulos em uma
categoria monoidal qualquer, nosso interesse para o que faremos nesse trabalho, sdo essas

defini¢oes nas categorias monoidais Vecty e vecty,.

Defini¢ao 2.61. Uma codlgebra em € é uma tripla (C, A, ¢), em que C' é um objeto em

CLA:C—=>C®Cee:C — 1sao morfismos em C tais que os diagramas comutam

1do A

C—L .00 0w (C®0)
A GE,IC,C
CwC Ao C®0)eC
Cowc—24c 140 CoC—19% g1
A lo A rc
C C,

isto é, supondo C estrita

(A®idg)o A= (ido @ A)o A, (e®idp) o A =idoe (idg®e)o A =ido. (2.23)
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Os morfismos A e € sdo chamados, respectivamente, comultiplicacio e counidade de A.

Definicao 2.62. Scjam (C, Ac,e¢), (D, Ap,ep) codlgebras em €. Um morfismo f: C' —

D em C diz-se de coalgebras se os seguintes diagramas comutam

c—71 _p

c— I . p
Acl lAD EC\ A
1.

Um exemplo imediato de uma coédlgebra em € é a tripla (1, Ay = ll_l, g1 = idy).

Definigao 2.63. Um comddulo a esquerda sobre a codlgebra (C, A, &) (ou um A-comddulo
a esquerda) em € é um par (M, p), em que M é um objetoem Ce p: M — C® M é um

morfismo em € tal que os diagramas comutam

CoMEM o g0y oM CoM—EN  _19m
P ac,c,M p Lot
CoM , C®(CeoM) M,
ido®p
isto é, considerando € estrita
(idc®@p)op=(Aidy)ope (e®idy)op=idy. (2.24)

Definigao 2.64. Sejam (M, pyy), (N, py) dois C-comddulos a esquerda em €. Um mor-

fismo f: M — N em C diz-se de C-comddulos se o seguinte diagrama comuta

M f N
le le

De maneira analoga sao definidos C-comddulos a direita e morfismos entre os

mes1imos.

Defini¢ao 2.65. Seja (C,0) uma categoria monoidal trancada. Uma algebra A em C
diz-se comutativa se o seguinte diagrama comuta

0AA

AR A A® A
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isto é,

m o UA,A = m. (2.25)
O préximo resultado é conhecido, mas devido a sua grande utilidade para os

proximos capitulos, apresentamos sua prova. No que segue, para simplificar, composi¢oes

de morfismos serao escritas como fg ao invés de f o g.

Seja (€, o) uma categoria monoidal estrita trancada. Sejam (A, mg,uy) e (B,mp,up)

algebras em C. Definimos

MaeB = (Mg @mp)(idg ® op g4 @idp)

UAgB = Ugq QUp.
Proposicao 2.66. Sejam (C,0) uma categoria monoidal estrita trangada, (A,mg,uy) €
(B,mp,up) dlgebras em C. Entao (A® B,magp,uagp) € uma dlgebra em C.

Demonstragao: Tendo em mente o Corolario 2.53, verifiquemos que o seguinte diagrama

idAoB

1A®B A® B

UAeBRIidAgB MAgB
ARB®RAQB

comuta. De fato,

mAeB(UAeB ® tdagp) = (myg @mp)(idg ® op 4 @idp)(ug @ up ®idy ® idg)
t
P2 (g © mp)(idg ® (idg ® up) ® idp)(ug ® 01 4 @ idp)
COLZ5 (g @ mp)(ug @ idy ® up ® idp)(idy ® ids ® idp)
(2.11

~—

(ZA & lB)(idl ®1dy ®idB) = (idA ®id3) = lA@Ba

em que (nat) é devido a naturalidade da tranga o e usamos essa notagao ao longo desse
trabalho sempre que nos referirmos a naturalidade da tranca, sem fazermos qualquer
mencao a esse fato. As duas tltimas igualdades vem do fato de que € é estrita. O outro

diagrama da defini¢ao de algebra, semelhante a este, é provado de maneira analoga.
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Agora, mostremos que o seguinte diagrama comuta

1dA@B®MA0B

ARB®R®A®RBRXA®B ARB®A® B
MAgBRidAgB MARB
ARB® A® B AR B.

MmagB

De fato,

maAgB(idagp ® MAgB)
= (mA ®m3)(idA ®UB,A ®idB)(idA ®idp @ my ®mB)(idA®B ®1dy ®UB,A ®idB)

(nat)

=" (mg ®@mp)(idgy ®my @ idp ®idp)(idg ® o5 AeA ®mp)
(tdagp ®@id g ®@op A ®idpg)
= (mg@mp)(idg @ my ®idg @ mp)(idg ® 0p A4 ® idBeB)
(tdpgp ®id g Q0B AR UAGB = UA ® upgidpg)

2.6
(:) (mg@mp)(idg ®my ®idg @ mp)(idy @ idy ®opB A ®idpeR)
(idg @ op g ®idy ®idp ®idp)(idggp ®idy @ o g @idp)
=(mg@mp)(idg @ my @idg @mp)(idg ®idy @ o 4 @idpgp)
(idppa ®idp @ op g ®idp)(idg ® op 4 ®idp ®idy ®idp)

2.5
%D (g @ mp)(idy @ mg ®idg ® mp)(idy @ ids ® opep 4 ®idp)

(idg @ op A ®idp ®idy ®idpg)

2.11
CLD (4 @ mp)(ma @ ids ® mp @ idp)(ids ® ids ® opgp.4 ® idp)

(id 4 ®opB.A ®idp ®idy ®idR)

= (mg ®@mp)(my ® ((idg ®mp)opgp,a) ®idp)
(idg ® op A ®idg ®idy ®idp)

(

nat)

= (mg@mp)(mg®op A ®idg)(idy ®idy ®mp ®idy Qidp)
(idg @ op A ®idp ®idy ®idpg)
= (myg@mp)(idg ®op 4 ®idg)(my @mp @idy ®idp)
(id 4 ®UB’A®Z'dB ®idyg ®idp)
= maeB(MAeB ® idAgB)-

Seja k corpo. Vamos recordar sobre k-bidlgebras e k-algebras de Hopf, ou seja,
vamos estudar sobre esses objetos na categoria dos espagos vetoriais. Assim como relembrar
acoes e coacoes de algebras de Hopf, esses conceitos serao tteis para entendermos as
algebras base na categoria de H-mo6dulos a esquerda. As referéncias recomendadas sao [3]
e [23].
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Seja C' uma codlgebra em Vecty. A conhecida notagao de Sweedler é considerada
sabida: A(c) = > ¢1 ® ¢ ou A(c) = ¢1 ® g, e a propriedade da counidade é dada por
¢ = c1e(ca) = e(c1)e, para todo ¢ € C.

Definigao 2.67. Um k-espago vetorial H que possua uma estrutura de algebra (H,m,u)

e de codlgebra (H, A, ¢) tais que A e ¢ sejam morfismos de dlgebras é dito uma bidlgebra.

Sejam (C, A, ) uma coalgebra e (A, m,u) uma dlgebra. Entdao Homy ¢, (C, A) ou

Homy (C, A) possui uma estrutura de dlgebra em que a multiplicagdo é dada por

(f x9)(c) = f(e1)g(co)

para quaisquer f,g € Homy(C,A),c € C, chamado produto de convolugao. A unidade

dessa algebra é ue.

Seja H uma bidlgebra, denotamos H¢ a estrutura de codlgebra de H e H% a
estrutura de dlgebra de H. Nessas condigbes (como um caso particular), temos uma
estrutura de algebra em Homy (H¢, H%). E claro que a identidade idy : H — H pertence
a Homy (H®, H®).

Definigao 2.68. Seja H uma bidlgebra. Uma funcao k-linear S : H — H é chamada
antipoda de H se S for a inversa da fungao identidade idy : H — H com respeito ao

produto de convolucao da algebra Homy (H¢, H®), isto é, S xidy = ue = idg * S

O produto de convolugao acima é dado por S(h1)hg = e(h)lyg = h1S(h2), para
todo h € H.

Definicao 2.69. Uma bidlgebra H ¢ dita uma algebra de Hopf se H possui uma antipoda.

Proposicao 2.70. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao sao verdadeiras
as sequintes afirmagoes.

(i) S(hg) = S(9)S(h), para quaisquer g,h € H.

(i) S(1y) =1§x.
(i) A(S(h)) = S(h2) ® S(h1), para qualquer h € H.
(iv) e(S(h)) =e(h), para todo h € H.

As propriedades (i) e (ii) significam que S é um antimorfismo de dlgebras e (iii) e (iv)
significam que S é um antimorfismo de coalgebras.

Quando a antipoda .S de uma algebra de Hopf é bijetora é conhecido que a categoria
gHD ¢é trangada. No Capitulo 4, efetivamente vamos trabalhar com essa categoria e ja
aproveitamos para apresentar aqui um exemplo de categoria monoidal que sera util também

no Capitulo 4.



2.5. ALGEBRAS E MODULOS EM CATEGORIAS MONOIDAIS 40

Exemplo 2.71. Seja H uma k-bialgebra. Entao a categoria yM dos H-modulos a esquerda
¢ uma categoria monoidal. Basta considerar ® = ®y, 1 = k e podemos observar que k é

um H-moédulo a esquerda com h - o = e(h)a, para quaisquer o« € k e h € H.

Sejam (M, A\py), (N, Ay ) dois H-mddulos & esquerda. Entdo M ®@ N é um H-mddulo
a esquerda dessa forma: h - (m ® n) = hy - m ® ho - n. Nao é dificil verificar os demais

detalhes para que M seja monoidal.
A seguir, recordamos as (co)agdes de uma k-dlgebra de Hopf H numa k-algebra A.
Definigao 2.72. Diz-se que H age na algebra A ou que A é um H-moédulo dlgebra a

esquerda se sao satisfeitas

(i) A é um H-mdédulo a esquerda (com agao h € H sobre a € A denotada por h - a).
(ii) h-(ab) = > (h1-a)(ha-b), paratodo h € H e quaisquer a,b € A, onde A(h) = h1®hs.
(iii) h-14=¢€(h)1ly4.

Na verdade, dizer que H age numa algebra A é fazer com que A seja uma algebra

na categoria de H-mdédulos a esquerda, veja ([3], Proposition 6.1.4).

Proposicao 2.73. Seja A uma k-dlgebra que é também um H-mddulo a esquerda. Entao

A € um H-mddulo dlgebra a esquerda se, e somente se, A é uma dlgebra em M.

Definicao 2.74. Diz que A é um H-comoddulo algebra a esquerda se sao satisfeitas
(i) A é um H-comddulo a esquerda com estrutura

pA -H®A
a — Y a1y ®aq)

(i) >2(ab)(—1) ® (ab) (o) = >_a(—1)b(—1) ® a(gyb(o)-
(i) p(l1a) =1 ®14.

Interessante perceber que A é um H-comoddulo algebra a esquerda é o mesmo que

A ser uma algebra na categoria dos H-comédulos a esquerda, veja ([3], Proposition 6.2.2).

Proposicao 2.75. Seja A uma k-dlgebra que é também um H-comddulo a esquerda.
Entdo A é um H-comdédulo dlgebra a esquerda se, e somente se, A € uma dlgebra em H

(categoria de H-comddulos d esquerda).
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3 CATEGORIAS 4€p, 405C E A MONOIDALIDADE DA CATEGORIA 4 4C

Iniciamos este capitulo apresentando a construcao da monoidalidade da categoria
4C4, secao 3.1, que pode ser vista com detalhes em [5], mas é também apresentada de
maneira bem resumida em [7] e [17]. Ainda nessa se¢do, restringindo a monoidalidade de
4C 4 as categorias 4C e €4, sob certas hipoteses, mostramos que essas duas categorias
sao monoidalmente isomorfas. Nao sabemos se esse resultado é conhecido, uma vez que
nao o encontramos na literatura que acessamos até o momento.

Como um caso particular do que é desenvolvido na secao 3.1, a categoria gg4C
¢ monoidal como uma restricdo & monoidalidade de 44Cag4 (com o funtor ® g 4).
Todavia, apresentamos na secao 3.3 uma estrutura monoidal de 4g4C€ induzida pela
monoidalidade de 4€4 (com o funtor ® 4) e também pelo isomorfismo provado na segao
3.2 entre as categorias 4Cp e 2opC, no caso particular em que A = B.

Na prova do isomorfismo entre as categorias 4Cp e 4opC ¢ importante destacar
que para essa prova foi fundamental a comutatividade das algebras A e B, além de B ser
um objeto do centro de Miiger.

Nesse capitulo, C sera considerada uma categoria monoidal estrita trancada na
secdo 3.1, apenas onde explicamos como 4C4 torna-se monoidal, e nas secoes 3.2 e 3.3.

Lembrando que, para quaisquer dois morfismos, escrevemos fg invés de f o g.

3.1 A ESTRUTURA MONOIDAL DA CATEGORIA 4C4

Em [5], as categorias ndo sao estritas até porque para se obter a monoidalidade de
4€ 4, é necessario que € seja monoidal abeliana e que A seja uma algebra qualquer em C,
como o leitor poderd verificar. Como faremos varias referéncias ao trabalho de L. Dodl,
incluimos o link para esse trabalho na bibliografia desta tese.

Comecamos apresentando a estrutura monoidal para 4C4. Para isto, consideremos
C é uma categoria monoidal abeliana tal que o funtor tensor ® : € x € — € é um funtor

exato a direita em cada variavel, isto é, segundo a Defini¢ao 2.40, se

0o—-xJoyv 9. 7 0

é uma sequéncia exata curta em € entao, para cada L € € fixado e considerando F =
® o (—, L), a sequéncia

id id
X @ 1%y o 9% o g

¢ exata em C (exatidao a direita na primeira varidvel) e considerando F' = ® o (L, —), a
sequéncia

Lo XU oy e o
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¢ exata em € (exatiddo a direita na segunda varidvel). Além disso, consideremos (A, m, u)

uma algebra em C.
Primeiramente, é necessario definir o funtor ® 4 : 4C4 x 24€4 — 4C4. Sejam

(V,pv, A\v) e (W, pw, A\y) objetos em 4€C 4. Consideremos os morfismos

py Qidy :VOAQW = VoW

dy @Ay VRAQIW - Ve W.
Definimos myy : V@ W — V ®4 W como o coequalizador do par de morfismos
py Qidyy e idy @ Ay Isto quer dizer que
Ty.w(py ®idy) = myw (idy @ Awy) (3.1)

e se qualquer outro morfismo h : V@ W — Z é tal que h(py @ idy) = h(idy @ A\y),
entdo existe um tnico morfismo v : V@4 W — Z em C tal que vy = h. Podemos

ilustrar esta definicdo com o diagrama

idy @\
VodoW——--" s yveow Xy e, w
|

py idyy
v
h y

Z.

A Proposicao 2.35 nos diz que Ty, € o conticleo do morfismo idy @ Ay — py @ idyy .

Lema 3.1. Sejam f:V =W eg: V' — W' morfismos em 4C4. Entio sdo vdlidas as
afirmagoes:

(1) mww (f @ g)(py @ idyr) = mw e (f © g)(idy @ Ayr);

(i) existe um tnico morfismo f@49:V @4 V' =W @4 W em € tal que

(f®@a9) vy =mww (f ®9). (3.2)

A seguir, vejamos que V® 4 W é, de fato, um objeto em 4C€ 4. Para isso, é necessario
definirmos

pV®Awl(V®AW>®A—>V®AW

)\V®AW5A®(V®AW) —)V@AW
Consideremos ¢ : V@ W @ A — V ®4 W como sendo a composi¢ao

idy @pw TV, W
_—

P VWA Vew

VeaW,



3.1. A ESTRUTURA MONOIDAL DA CATEGORIA 4C4 43

isto é,
¢ =my,w(idy ® pw). (3.3)
Em ([5], veja (3.18)) é provado que a composigao
¢ (idy @ Ay ®idg — py Qidy ®idy) =0, (3.4)
ou seja, o diagrama

VOASIW ® A

idygagw @ida V®W®A—¢>V®AW

WZ@M N

VRARIW ® A

é comutativo.

O fato de ® ser exato a direita na primeira variavel nos diz, em particular, que o
funtor ® o (—, A) ¢ exato a direita. Chamando f = idy ® Ay — py ® idyy e sabendo que
(V@4 W,my ) é o conticleo de f, pela Definigao 2.39, temos que

(®o(—,A))(V &y VV,7TV7W) = (Ve W ® A, Ty w ®idy)
¢ o contcleo de f ®idy = idy @ Ay @ idg — py @ idy Q@ idy.
Por (3.4), ¢(f ®idy) = 0. Portanto, existe um tinico morfismo em €, py g, :
(VRaW)® A=V @4 W tal que pyg ,w(myw ®idg) = ¢, isto &,
pvew Ty ®ida) = myw (idy ® pw ). (3.5)
O diagrama abaixo resume o que acabamos de explanar acima

f®ida Ty, wQid A

VRARIW®A ValWWeA (Vo) A

Veqg W
Desta forma, a acao a direita estd bem definida e o préximo resultado foi provado

com detalhes em ([5], Lema 3.2.2.).
Lema 3.2. O morfismo pyg ,w define uma agao a direita sobre o objeto V@4 W.

De forma andloga, apresentamos a construcao da acio a esquerda Ay g , 7. Defini-

mos p: ARV W — V ®y, W como sendo a composi¢ao

Ay Ridw TV, W
—_—

0 ARV W Vew

Vg W,
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isto é,
Y= WV,W()‘V X idw). (3.6)
Segue por ([5], veja (3.29)) que a composta
o (idg ®idy @ Ay —idy ® py Qidyy) =0, (3.7)
entao temos que o diagrama

AQVRAQW
id s®@py Ridyy

idA®idy e AQVRW 2=V e, W

%ﬁiﬂ'd:@)\w

AQVRARW

é comutativo.

Seguindo ideia semelhante ao que foi feito anteriormente, sendo ® exato a direita
na segunda variavel e (V ®4 W,y yy7) o conticleo de f = idy ® Ay — py @ idyy, temos
que

®o (A, =) (Vs Wryw)= (A (Vey W) idy @ryw)
é o conucleo de idy ® f. De (3.7), p(id4 ® f) = 0 e portanto, existe um tnico morfismo
em C, Ay, AQ (Ve W) =V eys W tal que A\yg ,w(idg @ Ty ) = @, isto &,
/\V®AW(idA®7TV,W) :Wuw(kv(@idw). (3.8)
Veja o diagrama abaixo que resume a situacao acima

ida®f 1dAQTy, W

A® (Ve A)eWw) A®(VeW) A (Vs W)
o ////
l A’/j‘V®AW
V&g W.

Temos bem definida a acao a esquerda e o lema seguinte pode ser visto com detalhes
em ([5], Lema 3.2.3.).

Lema 3.3. O morfismo Ay g ,w define uma agio a esquerda sobre o objeto V@4 W.

Pelos lemas 3.2 e 3.3, V ® 4 W possui uma estrutura de A-modulo a direita e a
esquerda em @, respectivamente, e juntamente com a verificagdo da igualdade (2.22), ou
seja,

Ave w(ida ® pye,w) = pve,w(Ave ,w © idg)
nos garantem que V ® 4 W é um A-bimddulo. A prova do lema a seguir é apresentada em
([5], Lema 3.2.4.).
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Lema 3.4. (V@4 W, Ayg . w,pve,wv) € um A-bimddulo em C.

Agora, para quaisquer f:V — W e g: V' — W/ morfismos em 4C4, é mostrado
com detalhes em ([5], Lema 3.2.5.) que f®49: V@4 V' — W &4 W é um morfismo em

4€ 4. Enunciamos a seguir.
Lema 3.5. O morfismo f @4 9:V @4V — W @4 W' é um morfismo de A-bimédulos.

Uma vez bem definidos os objetos e morfismos sob a “aplicacao” de ® 4, prova-se

que ® 4 € um funtor, veja ([5], Lema 3.2.6.).

Ainda para que seja estabelecida a estrutura monoidal para 4C4 necessitamos

obter isomorfismos
a/U,V,W (URqV)RUW U4 (Ve W),
para quaisquer U,V e W objetos em 4C€ 4. Para isso, definimos o morfismo
agyw URVeW —-Uxg (VesW)

como sendo a composi¢ao

idy ® :
apyw UV WL 7@ (V oy W) ——AY o4 (Ve W),
isto é,
ayvw = 1o ve,widy @ Tyw). (3.9)
A comutatividade do diagrama abaixo é mostrada em ([5], (3.46))
URARV QW
pv @idy Qidw
idye asy @idw UaVeoW —2YY  Ue, (Ve W),
URARV QW
ou seja,
OzU71/7w(idU ® Ay @ idy — py @ idy & idyy) = 0. (3.10)

Considerando f = idyy ® Ay — pyy ®idy e sendo (U ® 4 V, 77 y7) o conticleo de f e
® exato a direita em cada varidvel, segue que (U ®4 V) ®@ W,y ® idyy) é o conticleo
de f ®idy. Por (3.10), ayy.w(f ®idy) = 0. Assim, existe um tinico morfismo em €,
Buyw (U@ V)W = U (Ve W) tal que By yw(myy ®idy) = ay,y,w, ou
seja,

Buvw(myy ®idw) =Ty ve,w(idy @ Ty,w). (3.11)
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Acompanhe o diagrama abaixo para melhor entendimento do que expomos acima

i d ®id
f®idw UV oW Ty, v @rdyw

OéU,V,Wl -
- -~ Buvw

URg(VeoyW).

URAQV W

U V)W

—
—
—

Para finalmente obtermos a’, consideremos o diagrama

UoaV)o AW

id(Ue  v)@ARW U@ V)W (U V)4 W

.
%U@AV(;)‘W d

URsV)@AQW .

7TU®AV,W

e pode-se mostrar que

Buvw (idyg,v @ A\w — pue v @ idy) = 0. (3.12)

Ocorrendo esta igualdade e sendo (U ®4 V) ®4 W, Ty, v,w) o contcleo de
idye v @ A\ — pue v @ idyy, segue que existe um unico morfismo em €,

alvayw (U@AW)@4 W U@y (Ve W)

tal que
/
v WwTU.V,W = Puy,w- (3.13)

Lema 3.6. A colegio o’ = {a/U,V,W (U@AV)RAW = Uy (VosaW)luvwe,e, €

um isomorfismo natural.

Um exemplo trivial, como ja dissemos no Capitulo 2, é a dlgebra A que possui uma
estrutura de A-bimédulo em € dada por Ay = pg =m: A® A — A, sendo portanto, a
unidade 1,0, = A.

. LA /.
Os isomorfismos naturais {lj, : A®4V = Viye,e, e {ry :U®a A= Ulpe,e,
sao construidos com a mesma ideia feita para os demais que foram apresentados aqui.

Podemos ver com detalhes em ([5], pags. 75 - 81) e podemos enunciar o seguinte teorema.
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Teorema 3.7. Seja € uma categoria monoidal abeliana tal que o produto tensorial
® : CxC — C ¢é exato a direita em cada varidvel. Se A é uma dlgebra em C, entao

(4C4, @4, A,d I',7") é uma categoria monoidal.

Uma vez definida a estrutura monoidal de 4C 4, podemos estabelecer uma estrutura
monoidal nas categorias 4C e € 4. No proximo teorema, demonstramos que as categorias

A€ e C4 sdo categorias monoidalmente isomorfas.

Teorema 3.8. Sejam (C, ) uma categoria monoidal tran¢ada e A uma dlgebra comutativa

em C. Entao ,C e C4 sao categorias monoidalmente isomorfas.

Demonstracao: Vamos dividir essa prova em duas partes. Na primeira parte, faremos
a prova de que 2C e C4 sdo categorias isomorfas e na segunda parte, iremos tratar da

monoidalidade.

Parte 1: Seja (M, pps) um objeto em €y, em que ppr : M ® A — M é o morfismo de

estrutura de A-moédulo a direita de M. Definimos o morfismo A\;; da seguinte maneira
Ay Ao M2 Mo A 2L,

isto é, Ay ® PMO A M- Mostremos que (M, Ayy) é um objeto em 4€. Para isso, verifique-

mos a comutatividade dos diagramas

aAAM i dARA N

(Ao A) oM A0 (A M2 A0 M

A M M
A]\/[
e .
1 ® M u®ldM A ® M
A
M.

Vejamos a comutatividade do segundo diagrama, temos

*
Av(u®idyr) = paroan(u®idyy)
nat) )

=" pp(idpy @ u)oy pr
(2.16)

—~
~—

—~

MO1,M
Prop.2.52
Y
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Para o primeiro diagrama, temos que

A (idg ® Apr)aa am ) proam(ida @ ppr)(ida ® o4 pr)aa am

Bt v (oar ® idp)oamealids @ o4 0)aa A M

(2.16) pa(idpr @ m)ans A, A 04 Mo A(idA @ 04 0)aA A M

) i lidas ® m)(idys ® oa,4)anr 4040 @ ida)ayly 4(ids ® o 0)

aAAM
(2.3) .
=" pym(idpr @ (Mo A))TA0AM
(2.25) ,
=" ppm(idyr @ M)o A A M

t+

(nat) .
=" pmoan(m @ idyy)

(x :

= /\M(m X ldM)

Portanto, (M, Ajs) é um objeto em 4C.

Seja f : M — N um morfismo em C,4. Mostremos que f é um morfismo em 4C.

Para isso temos que mostrar que o seguinte diagrama comuta

ida®f

A M A® N

A AN

De fato,
An(idg® f) = pyoan(ida @ f)
=" pn(f ®idg)oa
(2.18)
=" frmoam
(*)
= fAy-
A seguir, mostremos que as categorias 4C e €4 sdo isomorfas. Para isso, definimos
os funtores F' e GG abaixo:
F Cy — 4C
(fHOM7pN) — (fa/\M7>‘N)a

em que Ay = pxo4 x,para X = M,N e f: M — N ¢ um morfismo qualquer em C4.

Claramente F' é um funtor, pois dado g : W — M morfismo em €4, temos

F(fg)=fg=F(f)F(g) e Flidy) = idy = idp(pp)-
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Agora, definimos G de modo anélogo.

G: A€ — Ca
(M, App)  — (M, pyp)
(fv)‘Ma)‘N> — (faﬁM’ﬁN)u

em que py (*:*) Ax UIZIX, para X = M, N. A verificacao de que (M, pps) é um objeto em
C4 ¢é andloga ao que fizemos acima. Verifiquemos apenas a comutatividade do diagrama
abaixo. A verificagao da condigao pys(idys @u) = rps e também de que se f é um morfismo

em »2C entdo f é um morfismo em €4 procede de modo andlogo, como ja dissemos,

-1 -~ .
AprAA M Rid A

MeAA) (Mo A) o A e A
1dpr®@m M

M®A

Temos que

)

o~ . _ (% _ . _ . _
Par(vr @ida)an) 4 4 = Moy @ ida) (07 @ ida)ay) 4 4

—~

nat) . 1 - ) —
=" Ap(ida ® )‘M)UA,A@)M(UA}M ® ZdA)“Ml,A,A
(23)

(2.4) , _ . _ . _ _ :
=" Ay (m@idyp)(oly ®idar)agy y ida @ 0y aanraloghy ®ida)

: 1 ~1 |

Claramente, G é um funtor. Observemos que, para cada objeto M e cada morfismo
f em Cy, temos
G(F(M,ppr)) = G(M, App) = (M, pay)

Mas

~ -1 —1
PM = AMO 4 pp = PMOAMO 4 pp = PM-
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Assim, G o F' = Ide . Por outro lado, para cada objeto M e cada morfismo f em 4C,

temos
F(G(M,Ayp)) = F(M, pag) = (M, Xy)

F(G(f, A\, AN)) = F(f,ar pv) = (F, Xy, Ay)-
Como
Nyr = Prmoam = /\MC’Z}M‘TA,M =AM
e portanto, F'o G = Id ,e. Assim, 4C = €y, isto ¢, as categorias sao isomorfas.

Parte 2: Para garantirmos a monoidalidade dos funtores F' e GG, é necessario que as
categorias € e C4 sejam ambas monoidais e isso ocorre pela restricao a essas categorias
da estrutura monoidal de 4€4. Todavia para estabelecermos essa restricao é necessario

que um objeto em C4 (e em 4C) sejam objetos em 4C4.

De fato, suponhamos (M, pps) € C4. Sabemos que M possui uma estrutura de
A-médulo a esquerda dada por Apy = ppro 4 - Mostremos que Apr(idg @ ppr)ag pr,a =
papr( Ay ®idy). Temos

A (ida @ par)aa s = proan(ida @ par)aa A
(nat) Py (P @ idA)0 A Mo ACAM, A
(24) o (par ® idA)%T;’A’A(Z'dM ®oaa)an Al @ idy)

(2.16) parlidys ® m)aM,A,AaﬁA,A(idM ®oa.a)an, A0 N ®idy)

= pp(idpyr @ (mog a))anraaloay @idy)
(2.25)
(2.16) . . .

=" pym(pyr ®@idg)(oap @idy) = par(Ang @ idy).

par(idyr @ m)apr, A A(oa v @ idy)

De modo analogo, um objeto em 4C é também um objeto em 2C4.
Agora provaremos que os funtores F' e G sao monoidais. Sejam (M, pps) e (N, pn)
objetos em C4. A categoria C4 possui uma estrutura monoidal dada pela restrigio da

monoidalidade de 4€ 4 da seguinte forma, veja Lema 3.2,

(MapM) ®A (N7PN) - (M®AN7PM®AN>

Por outro lado, 4€ é também uma categoria monoidal (pela restri¢do), e assim
F(M ®A N7pM®AN) = (M ®A N7 )‘M®AN)7

em que Ay N = PM@ANOAM 4N -
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Sabemos da defini¢do de F' que F(M, pps) = (M, A\pyr) e F(N,pny) = (N, AN) e,
pelo Lema 3.3, temos que (M, Aps) ®4 (N, An) = (M ®4 N, Ayre ). Portanto,

F(M,ppr) @4 F(N,pn) = (M, A\pr) @4 (N, AN) = (M ®4 N, Aprg ,N)-

Mostremos que Apg , N = h) M® 4N - Por definicdo, Apse , v € 0 inico morfismo que
satisfaz
A N(idg @ T N) = @,
veja (3.8), em que ¢ = Ty N(Ay ® idN)azllMN, veja (3.6) ou ([5], (3.28)). Assim, se
mostrarmos que XM®AN(idA R TMN) = P tyere7mos que Apre N = /):M®AN- De fato,

M@ N(dA @ TN N) = PMoANTA M N (1dA © T N)
(nat) .

=" PMae N(TM,N ®1d4)oA MoN

3.5) ,

=" ma,N(idpr @ PN )aN, N, ATA,MoN

) | | o

= mar N (idy © AN)(idag ® 034"\ )an N, AT A Mo N

(24) , , 1

=" N (tdy @ An)anra N (a0 @ idN)ay yr

—~ —~
*

—
i
—

) : : _
=" mar NPy @ idy)(oan ® sz)aA’lM’N
() : _
=ty N(Ay @ sz)aA}MN
=¥
em que (x) é a igualdade Ay = pxoy x, isto é, py = )‘XazllX’ para X = M, N. As
igualdades (3.5) e (3.1) podem ser vistas, respectivamente, em ([5], (3.22) e (3.14)). Logo,

)‘M®AN :)\M®AN €
F(MapM)(X)AF(N)pN) = (M®AN7 )‘M®AN> = (M®AN7 >‘M®AN) = F(M®AN7PM®AN)7

ou seja,
E(M,pprr) @4 F(N,pn) = F(M @4 N, ppe N )-

O funtor F' é claramente um funtor monoidal estrito: {7 y = id( M®&aN Ao ,n) © o :

1,e = F(1g,), ouseja, ¢ =id 4, lembrando que 1 ¢ = (A,m) = 1¢,.

Prosseguimos mostrando a monoidalidade do funtor G, tendo em mente as monoi-

dalidades de 4C e de C4. Temos que

(Ma)‘M> ®A (Nv)‘N):(M®AN7>‘M®AN)

GM @4 N, Ao, N) = (M @4 N, Dvg N
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em que ﬁM@AN = AM@ANO-ZI,IA]W@AN' Também, G(M, /\M) = (M,pM) (S G(N, /\N) =
(N, pn), em que px = )\Xale para X = M, N e portanto, \x = pxo4 x. Sendo €y

monoidal, segue que

(M, ppr) @4 (N, pn) = (M @4 N, pprro  N)-

Portanto,

G(M, M) @4 GIN, Ay) = (M, ppr) @4 (N, pn) = (M @4 N, prre N )-

G((M, pr) @4 (N,AN)) = G(M @4 N, Ay ,N) = (M @4 N, prro ,N)-

Nosso objetivo ¢ mostrarmos que pyrq ,N = PMe,N- Sabemos que pprg N € 0 tnico

morfismo tal que

PMe N (TN ®@idg) = ¢ = mpr n(idy @ pN)an N A

veja (3.5) ou ([5], (3.22)). Se mostramos que pprg , N(Tar, N @ idy) = ¢, entdo ppre ,N =
PMe,N- De fato,

~ . -1 .
PMe N (TN @idA) =A@ N4 g, N (TMN ®ida)
(nat) . -1
= AN (ida @ T N)T 4 pron
(3.8) o
= TN (A ®1AN)ay v NT 4 N
-1

=myN(pym @ idy) (oA n @ idN)aZ}M,N“A,M@N
(2.4) , ~1 : —1
=" T (o @ idn)ays 4 lida @ 0y y)an N A
(3.1) , : ~1

= 7TM,N<ZdM®)\N)(ZdM®JA,N)CLM,N,A

=y N (idyr @ pN)ans N, A

= ¢.

As igualdades (3.8) e (3.1) podem ser vistas, respectivamente, em ([5], (3.33) e (3.14)).
Assim, ppre N = PMe 4N € da mesma forma que anteriormente, G é um funtor monoidal
estrito. Ja tendo mostrado que F o G = Id, e e que G o F' = Ide, e sendo 6bvio que
01 = [DIdAe e fy = [DIdGA, segue o resultado. |

Colorério 3.9. Sejam C uma categoria monoidal e A uma dlgebra comutativa em Z(C).

Entao 4Z(C) e Z(C) 4 sdo categorias monoidalmente isomorfas.

Terminamos essa se¢do mostrando um resultado em que retiramos a hipotese tran-
¢ada de uma categoria monoidal € e, por conseguinte, a comutatividade das algebras em

C. Com isso, as categorias 4C e €4 nao “herdam” a monoidalidade de 4C 4.
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Teorema 3.10. Sejam € uma categoria monoidal, (A, m,u) e (A',m’ ) digebras iso-

morfas em C. Entao 4C e 4/C sdo categorias isomorfas assim como o sao C4 e Cyr.

Demonstracdo: Como A e A’ sio isomorfas, existe um isomorfismo de algebras, 1 : A" —
A. Primeiramente, mostremos que a estrutura de A’-médulo & esquerda pode ser definida

a partir da estrutura de A-mddulo a esquerda via o isomorfismo ).

Seja (M, Apr) um objeto em 4C. Definimos XM = A\ (¢ ® idys) e mostremos que

(M, /):M) ¢ um objeto em 4/C. De fato, verifiquemos a comutatividade do diagrama

/oAl id 47 3\
(A @A) @ MY @ (A @ MYAZ2M @ M
m/Qidyy s
Al M - M.

Am

De fato,

Mr(ida @ Mp)aaarar = (v @idyr)(ida @ Ap)(id g ® (0 @ idyr))ay ar

W (¥ @ idag) (idgr @ Aap)ar an(idy @ ) @ idyy)

= Ay (idg @ M) (¥ @ id ggnr)anr v ((idy @ ¥) @idyy)

@ nrlida ® Myp)asa (@ idy) ® idyy)((idy © ) ® idyy)

L) s rlm @ idap) (6 © ida) © i) (i ® ) ® idyy)

= A\ (m @ idy) (Y © ¥) @ idyy)

— ar((m (@ ® ) ® idy)
1 () @ idyy)

= )\M(w X idM)(m' (059 idM)
= XM(m’ & idM),

—~~

em que (a) segue pela naturalidade de a. A seguir, verifiquemos a comutatividade do

diagrama
1o MM g
m , /XM
De fato,

(W @idyr) =My @ idyy) (W @ idyy)

= My ((pu') @ idyy)
(222) )\M(u (059 idM),
(2.13)

="lpy.
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Observamos que se f : M — N é um morfismo em 4C, isto é,

An(ida ® f) = fAur,
entdao f é também um morfismo em 4,C. De fato,
Py = P @idy)
= An(idg @ f)(¥ @idpy)
AN @ idy)(idg @ f)

~

= Ay(idg ® f).

ADa mesma forma, se (M, X ;) é um objeto em 4€ entdo (M, )T’M) é um objeto 4C
com Ny = )\f,\/_,(w_l ® idpr). O mesmo para os morfismos.
Assim, é claro que F' e GG definidos abaixo sao funtores. Sejam
F: 4C — 4C
(M. M) (M Xy)
(£ A0 AN) — (F A An),
em que XX =My o (Y ®idy), para X = M, N e
G: 4C o A€
(M, Ny))  — (M, Nyy)
(F Xy Ay) = (SN2, V),

em que )T’X = )\fx(w_l ®idy), para X = M, N. Temos que

G(F(M, M\yp)) = G(M, Ayp) = (M, Ayy)

-~
-~

F(G(M, Xyy)) = F(M, N ) = (M, X y).
Das defini¢oes de cada funtor, obtemos

s = (@ @ ida) = g0 @ idag) (0 @ idyg) = Ay

-~

Nap =Ny (@ @idyr) = Ny (01 @idpp) (v @ idyg) = Ny

Assim, Go F' = Ild,ce FoG = IdA,@ e portanto, as categorias 4C e 4/C sao

isomorfas. ]

Colorario 3.11. Sejam € uma categoria monoidal, A e A’ dlgebras em Z(C) isomorfas.
Entao
(i) 4Z(C) e 4Z(C) sdo categorias isomorfas.

(il) Z(C)4 e Z(C) 4 sdo categorias isomorfas.
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32 ISOMORFISMO ENTRE AS CATEGORIAS 4Cp E 405C

Nessa secao, (C, o) é uma categoria monoidal (estrita) trancada, A e B sdo algebras
comutativas em €. O objetivo dessa se¢ao é estabelecer um isomorfismo entre as categorias
ACB e 49pC. A fim de obtermos os funtores F' : 4Cp — 4opCe G : 4o5C — 4ACp ¢
necessario que A ® B seja uma algebra comutativa em €, além do fato de que B deve
pertencer ao chamado centro de Miiger de C. O isomorfismo supracitado é de fundamental
importancia para a construcao de nossa proxima secao, onde iremos discutir a monoidali-
dade da categoria g 4C. A primeira defini¢do a seguir é encontrada em [10], a mesma é
exigida na primeira proposicao dessa secao a fim de que A® B seja comutativa. A segunda
definigao é encontrada em [20] e é exigida no teorema em que provamos o isomorfismo

citado.

Defini¢ao 3.12. Dois objetos X,Y numa categoria monoidal trangada (C, o) sao ditos

centralizadores um do outro se ox yoy x = idygx-

Definicao 3.13. O centro de Miiger da categoria trancada (€, o) é definido como
Zg(e) = {X € C: Oy XOXY = idX@Yv VY € G}

A cerca da defini¢do acima observamos o fato seguinte.
Observagio 3.14. Seja X € Z9(€). Entdo oy xoxy = idxgy, VY € €. Mostremos que
OXYOYy,x = idY@X’ VY € C.

De fato, como ox y ¢ um isomorfismo, entao o X’yU)_(’IY =idygx € J)_(}Yaxy =

idx gy . Assim, para todo Y € €, temos
Iy XOXYOxy = WXeYOXy:

ou seja, oy, x = a)_(ly e isso implica que oy yoy x = idygx-

Proposigao 3.15. Seja (C,0) uma categoria monoidal trangada estrita. Se (A, m4,u4)
e (B,mp,up) sio dlgebras comutativas em C tais que o 404 p = idgppB, entio A® B

¢ uma dlgebra comutativa em C.

Demonstragao: Sabemos, de acordo com a Proposicao 2.66, que A ® B é uma algebra.

Portanto, precisamos mostrar apenas a comutatividade de A ® B, ou seja, a igualdade
MA®B = MA®B 9A®B,A®B-

Lembremos que mggp = (mg@mp)(idg ®op g ®idp) e uggp = ug @up. Além

disso, pelas equagoes da tranca (2.5) e (2.6), temos
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OA9B,A9B = (04 A9B ®1idR)(idg ® 0B AwB)
= (((idg ® 04.B)(04,4®idR)) ®idp)(idy ® ((idgy ® o p)(op A ®idp)))
= (idg ® oy p®idp)(og 4 ®@idg ®idp)(idy ®idy ® op p)
(idg ® og g4 ®1idpR).

Portanto,
MA%B O A2 B,A®B
= (ma@mp)(idg ®op g ®idp)(idg ® oy p®idg)(04 4 ®idp ®idp)
(1dg4 ® id g4 ®0B,B>(idA ®op.A ®idg)
= (my ®mp)(idg ® (0p,404,B) ®idp)(04.4 ®idp ®idp)(idg ®idy ® op p)
(id 4 ®op.A ®1dR)
= (mg@mp)(o4,4®idg ®idp)(idg ®idy ® op p)(idg ® o 4 ®idp)
= (ma®@mp)(oaa®@opp)idy ®op 4 @idp)
= ((maoaa)®(mpop p))(idg ®op 4 ®idp)
C2 (14 © mp)(idg ® 0 4 ® idp)
= MAnB-
Na 3% igualdade usamos a hipdtese de que o g04 g = idsgB- ]

Teorema 3.16. Seja (C, o) uma categoria monoidal estrita trancada. Sejam A, B dlgebras

comutativas em C tal que B € Zo(C). Entao 4Cp e 455C sao categorias isomorfas.

Demonstragao: Antes de iniciarmos a demonstragao, notemos que o fato de B € Z9(C),
nos diz pela Observagao 3.14 que og xox p = tdxgpR, para todo X € C. Em particular,
OB, ACAB = idggp € como A e B sio comutativas, segue que A ® B é uma dlgebra
comutativa em €. Vamos usar tal comutatividade nessa prova.

Seja (M, Apr, ppr) um objeto em 4Cp,em que A\py : AQM — Mepy: M®B —
M. Podemos definir Ay = ppr(Ay @ idg)(idy @ o M) Mostremos primeiramente que

(M, A M) € um A ® B-médulo a esquerda e para isso, devemos verificar que

A (idagp ® Ar) = A (magp @ idyr) e Ay(uaep @ idyy) = idyy.
Vamos a segunda igualdade.

Mi(uagp ®idy) = pp(Ay @ idp)(idg @ op pr)(ug @ up @ idyy)

nat)

—~

pr(Ay @idp)(ug @ idyr @ up)(idy © o1 6r)
(2.14) ,
=" pym(idy ® up)
= idyy,
em que na pentltima igualdade usamos também o Corolario 2.53. Agora, procedemos a

prova da primeira igualdade. Temos que
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Au(idagp @ M)
= pp( Ay ®idp)(idg @ op p)(idg ® idp @ ppy)(idy @ idp @ Ay ®idp)
(idA ®idp @ id g ®UB,M>

(2.20),(nat) ) ) ) i ) . )
= T Ay(idg @ ppp)(idg @ ppy @ idp)(idg @ 0B MeB)(ids @ idp @ Ay @ idp)

(Z'dA®Z'dB®Z'dA®O'BjM)

2.17
( = ) Ap(idg @ ppp)idg @ idpyr @ mp)(idg4 @ UB7M®B)<idA ®idp ® A\ ®idg)

(Z'dA®Z'dB®Z'dA®O'BjM)

2.20),(2.6 o . : : : ;
(2:20),( )pM()\M@;ZdB)(@dA@sz®m3)(sz®sz®OB,B)(ZdA®0'B,M®@dB)

(idg ®idp ® Ay ®idp)(idy ®idp ®idg ® op pr)

9.25),(nat , . . . . .
(225Lmat) | (o @ idp)(idg @ idyy ® mp)(idy ® Ay @ idg @ idg)

(idg ® 0B AoM @ idp)(idy ®idg ®idy ® UB7M)
= pp Ay ®idp)(idg @ Ay @ idp)(idgga ® idy @ mp)(idg ® op agm @ idp)

(idA®idB®idA®0'B,M>

(2.14) ) . . . . . .
=" pmu Ay ®idp)(ma ®idy ®idp)(idaga @ idy @ mp)(idg @ op Aoy ® idp)

(idA@)Z'dB@idA@O'B’M)

2.6
@) parOn @ idg)(ma @ idyr ® mp)(ida ® idy ® op 3 ® idp)

(idg ® op A ®idy ®idp)(idg ®idg ®idg @ op pr)
= pm(Ay ®idp)(mg @idy @ mp)(idg ®@idy @ op ) @ idp)
(idy ®idy ®idp ®037M)(idA ®opB.A ®idg ® idyy)

(2.5) . . .
=" pp(A\yr ®idp)(mg @idpyr @ mp)(idaga @ opeB M)

(idA®OB’A®Z'dB®Z'dM)

. |
"2 O ® idp)(ids © 0par)(ma © mp © idy)ids © 04 ® idp @ idayg)

= A(magp ®idyy).
Portanto, (M, A7) é um A ® B-médulo & esquerda.

Agora, seja (M, A\js) um objeto em 4 p5C. Assim, \jy : AQ B M — M e, dessa

forma, podemos definir os morfismos

A = XM(idA Rug Ridps) e pyp = XMO-M,A@)B(idM Ruy R idg).
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Para o que segue, lembremos que quando € ¢ estrita, segue que X®1 =X =1 X
e, por conseguinte, idygx = tdy = idx g1, para todo X € C. Assim como f ®idy = f =
1d1 ® f, para todo morfismo f em C, vide Observacao 2.43.

Mostremos que (M, A\ps, ppr) € um objeto na categoria 4Cp. Comecemos provando

que Ayr(idg @ par) = par(Ay @ idpg). De fato,

pr(Ay ®idp)
= XMUM,A(X)B(idM Qug & Z'dB)(XM & idB)(idA Kup & idM X idB)
t
(nat) M (ug ®idp @idyr)op p(Ay ® idp)(idg ® up @ idyy @ idp)
nat) — . . . - . . .
=" My(ug ®idg @ idpr)(idigp ® A)oaeBeM,Blidg @ up ® idy ®idp)
= Mylidagp @ Apr)(ug ®idp ® id A2 Bo M) A9 BoM,10B
(idy @ up ®idy; ®idp)

(2.14),(nat) — . . .
= A(magB ®idy)oaeBeM, AeB(idAgBoM @ ua Q idp)

(idg @ ug ®idys ®id1®B)

(2 5)
Mvr(magp @ idy)(0asB Ao @ idy)(idAsp @ 00 AxB)

(idapBoM @ ug ®idp)(idg @ up ®idy ® idigB)

(2.25) — , , ) . .
=" AMr(magp @idy)(idagp @ oprAeB)(idg @ up @ idy @ idggB)

(idA®id1®M®uA®idB)

(2.14)
My (idagp @ Ayp)(idg @ up ®idggp @ idyr)(idags © oy A0B)

(idg ®idpr @ ug ®idp)

= Ay (idg @ up ®idyy)(idyga @ Ayp)(idg @ opp Aep)(idg @ idy @ uy ®@idg)

= A (idg ® pag)-

A seguir mostremos que (M, Apr) é um A-médulo & esquerda. Procedemos verifi-

cando a igualdade \ps(uyg ®idyy) = idyy.
=My (idg ® up ®idyy)(ug ® idygay)
AMy(ug @upg @idyy)
Ay (ugeB ® idyy)
14)

/\M(UA X idM)

—~
Do

id M-
Agora, verificamos a 2% igualdade da definicdo de um modulo a esquerda, nesse

caso, sobre A. Temos que
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(idg ® Apr)

wmidg @up @idyr)(idg @ A\yy)(idy @ idg @ up @ idyy)

midg @ up ®idyy)(idggr @ Ayr)(idg ®idy @ up @ idyy)
z’dA®B @ M) (idg @ up @ id g o) (idg ®idg @ ug ® idyy)

>
<

[
>| ”HEM S| >«|

~—~
[N}
IS
N

M(Magp @idy)(idg @ up ® idgg B ) (idg @ idy @ up @ idyy)
m(myg@mp Ridy)(idg ® op A®idp ® idpr)(idg @ up @ id AeBo M)
®idg @up ®idyy)

I
/\ >/

A/-\
||9: Y
\_/IL

)\M(mA ®@mp Qidyr)(idgga @ up @idpg)(idg ® 01 4 @ idpg )

(idy ®idg @upg @ idyr)

Cor.2.53 As(ma ® mp ® idyr)(tdaga @up ®idp @ idyy)(idg ®idg ® idpgyr)

(tdg ®idy @ up @ idyy)

2.11) —
CAD S (ma @ idp @ idy)(idg @ idg @ ug @ idy)

= XM(ZdA Kup & sz)(mA & id1®M)
= /\M(mA X ZdM)

Por ultimo, mostremos que M é um B-mdédulo a direita, ou seja, devemos verificar

que

De fato,

pm(py ®idg) = pp(idpy @ mp) e pyy(idy ® up) = idyy.

pr(par @ idp)

= Mo, aeBidy @ ug @idg) Ay @ idg)(oaAeB @ idp)

(idpy ® uy ®idg ® idp)

= Mom,AeB(A @ id aeB)(idAgBon @ ug @ idp) (o), AxB @ idp)
(tdpy @ug ®idg @idp)

(nat)
M (idasp @ Mo asBom AoB(1dagBonm @ ug ® idp)(or AxB @ idp)

(tdpy @ug ®idg @idp)
(2.14),(nat) — . . . .

= Ay(magp ®idyr)(ug ®@idp @ idagBoM )T AeBoM,B(OM A2B ® idB)
(tdpy @ug ®idg @idp)

t) —
Mat) 3 (my ® mp @ idyy)(idg @ op.A®idg @ idy)(uy @idp ©idsgpen)
(idg ® oprA0B)TMeAB,Bid)y @ uy ®idp ®idp)

t
(nat) A(mg @mp ®idy)(ug ®idg @ idggp ® idy)(idy @ o A®idp ®idyy)
(idp @ opr,A0B)(idp ®@idy @ ug ®idR)oNwB,B

2.11) —
( ))\M(idA®mB®idM)(UB’A®idB®idM)(idB®O‘M7A®B)

(idp ®idy @ ug ®idB)oy AoB
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029 S0 (idy @ mp @ idyg)(op4 @ idp ® idyg)(idp ® ug ® idp ® idyy)
(idp ® opr,B)o M B, B
M%) S (id g ® mp @ idy )(ug @ idg @ idg ® idy)(opa ®idp @idyy)
(idp ® oprB)O M B, B

Cor2.53 X \flua @ idp @ idyy)(idy © mp @ idyy)(idg ® oy B)OM®B,B
(nat)

(2.5) ~ , . . . . .
=" A(ug ®@idg ®idpr)(mp ®idy)(op,p ®idy)(idp @ oy p)(on,p @ idp)
(2.6) . . . .
=" Ay(uyg ®@idg ®@idpr)(mp ®idy)(op,p @ idy)on, BB
)

My(ug ®idp ®idy)(mp ®idy)open,p(om,p @ idp)

2.25 —
( = ) )\ (UA®idB®idM (mB®idM)O-MB®B

(nst) M (ug ®idp ®@idyr)op plidy @ mp)
(nat) —
= AMUM AxBlidy @ ug ®idg)(idy @ mp)

M (idpy @ mp)

Mmlidyr @ up) = Ao aepidy @ ug @idp)(idygr @ up)

= XMUM,AQ@B(idM Rug@up)
(nat) — )
= Ap(ug ®up @ idyr)on 101

= Ay (uaep @ idyy)
(2.14) .
= ZdM.

Portanto, temos que (M, Az, pps) € um objeto na categoria 4Cpg. Uma vez estudada a

questao dos objetos, vamos agora abordar a questao dos morfismos.

Seja f: M — N um morfismo em 4Cp, isto ¢, valem as igualdades

wlida ® £) 2 faur e pn(f @idg) 2 four.

Entao f é também um morfismo em 4 pC. De fato,

AN (idagp ® f) = pn(Ay ®idp)(idg @ op N)(idy @ idp @ f)

= pN(AN ®idp)(idy ® f ®idp)(idg @ o )

W 5 (f @ idp) Ay @ idp)(idg © o5 1)

b
) fov(M ®idp)(idg ® o )

— .

Por outro lado, se f : M — N é um morfismo em 45 pC entao f é também um

morfismo em 4Cp. Mostremos (a) e (b). Para (a), temos



3.2. ISOMORFISMO ENTRE AS CATEGORIAS 4Cp E 4g5C 61

An(idg @ f) N(idg @ up ®idy)(idgg1 @ f)
N(idg ®idg ® f)(idg ® ug @ idyy)
(i

idpggp @ f)(idg ® up ®idyy)

f)\M(ZdA ®UB & ZdM)
AM

N
)

—~~
Do

=\
A
A
19

I
~

e, para (b), temos

pN(f ®idp) = ANON AeB(idy @ uy @ idp)(f ®idigp)

= ANON AwB(f ®idg @ idp)(idy @ ug @ idp)
) AN(idy ®idp @ f)on, aep(idy @ uyg @ idp)
= AN (idaeB @ o, aep(idy @ ug ©idp)

L) Ao AzB(idy © ug @ idp)

= frm-

O préximo passo ¢ mostrarmos que as categorias 4Cp e 45 pC sao isomorfas. Devido

ao que ja desenvolvemos nessa prova até o momento, podemos definir

F AGB — A®B€
(M7/\M7:0M) — (M7/\M)
f —> /s

em que Ay = px(Ax ®idg)(idy ® o x), para X = M,N e f: M — N é um morfismo

qualquer em 4Cp. Claramente F' é um funtor, por definigdo. Da mesma forma, definimos

o funtor G
G: AeBC — éGB
(M, XNyp) — (M, Apr, )
f — f

em que XX = My (idg ®up ®idx) e px = Nyox aeplidy ®uy ®@idg), para X = M, N
e f: M — N é um morfismo qualquer em 44 pC.

Temos que G(F (M, A\yr, par)) = G(M, A\yp) = (M, XM,ﬁM). Mostremos que A\y; =
/):M e que pps = py- De fato,

}:M = XM(Z'dA Qup ®idyr) = pypr( Ay ®idp)(idg ® UB,M)@dA ®up ®idyy)
(2.20),(nat) ) ) ) )
= Amlidg @ ppp)(idg ®idp @ up)(idg @ o1 pr)
o253 \ v (id 4 © pag)(idg ® idyy @ up)(idg @ idyy)
= Ay (idg @ ppr)(idg @ idpr @ up)
1
= 7 A (idA®idM) = /\M

O

—~
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P = Aon AeB(idy ® ug @ idp)
= pv (A ®1dB)(idg ® o ar)on, A (idy @ uy ®idp)
(nat) ) ) . .
=" pym(Ay ®idp)(idg @ op pp)(ug @idg ®idyr)oy B
= ppr(Ayr @ idp)(ug ®idyy ®idg)(idy @ op ar)onB
= pp (A ®idp)(ug ®idy ®@idp)op pow.B
Quy
= pu(idy ®idp)op pon,B
= PMOB,MOM,B
= PM,

em que na ultima igualdade usamos que B € Z2(C), isto é, o prop, p = idpep- Logo,
Por outro lado,

e devemos provar que )\5\/[ = \z. Vamos a verificacdo. Temos que

s = oy Oar ®@idp)(idg @ op o)

= Nyonaep(idy @ ug @idg)(Ny, @ idg)(idg @ up @ idyy ® idp)

(ida ®@op )

(nat) Ny (ug @idp @ idyg)ons p(Ny @ idp)(idg @ up @ idy @ idp)(ids @ o 1)
(nit) )\9\4(%4 ®idp ®idyr)(idigp @ )‘§\4>UA®B®M,B(MA Rup Qidy ®idpg)
(ida ®op )

= Ny (idagp @ Nyp)(ug ® idp @ id A Be M) A0 BoM,B

(idA Rup Qidy ® idB)(idA X UB,M)

= N\, (idagp ® Nyy)(ug ®idp ® idAgBoM )T Ao BoM 1B

(idy @ up ®idy ®idg)(idg @ o )

(2.14),(nat)

= Ny (magp ®idyr)oas e, AsB(idAgBon @ ug Qidp)
(idg @ ug ®idy; ®idg)(idg ® UB,M)
(2.5) . . .
=" Ny (magp ®idyr)(0agB AeB @ idy)(idagB @ 00 A2 B)
(idpgoBom @ua @ idp)(idy @ up @idy ® idyep)(ids @ o pr)
(2.25) , ) . . .

=" Nyy(magp ®@idy)(idggp ® oy Aep)(idg @ up @ idy @ uy @ idg)
(idga ® o ar)

t

(nat) Ny (maep ®idy)(idg @ up @ ug @ idp @idyr)(idpsy © oy B)

(ida @ o ar)
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=Ny (myg @mp ®idyr)(idg ® op 4 Qidp @ idpr)(idg @ up @ug ® idp @ idyy)
(idg @ opB)ida ® 0B ar)

(nat) Ny (mag @ mp @idyg)(idg @ uy @ upg @ idg @ idyy)

(idg ® 011 ®@idp ®idpr)(idg @ opr g)(ida @ 0B 1)

=Ny (mg @mp ®idy)(idg @ug @up @idg Qidyr)(idg @ (oar,BOB.M))
2.11
CLU Xt (idg ® idp ® idy)(idg © (03150 BAT))

_
— AM.
em que na tltima igualdade usamos que B € Z29(C), isto é, o)y pop pr = idpgp- Do

exposto acima, estd provado que 45pC e 2Cp sao categorias isomorfas. [ ]

3.3 A MONOIDALIDADE DA CATEGORIA 454C

Nosso proposito nessa secao é, usando o isomorfismo estabelecido na se¢ao anterior,
induzir em 4 4€ a monoidalidade j& conhecida de 4C4. Na segao anterior, fornecemos
condicoes necessarias para que as categorias 4Cp e 45 pC fossem isomorfas, uma delas
é que as algebras fossem comutativas e dai, a necessidade de considerarmos categorias
monoidais trancadas. Nessa se¢do, temos o caso particular em que A = B e preservamos
a comutatividade de A, dado que aplicaremos o Teorema 3.16 e iniciamos essa se¢do com

um corolario imediato desse teorema.

Colorario 3.17. Seja (C,0) uma categoria monoidal estrita trangada. Seja A uma dlgebra

comutativa em C tal que A € Zo(C). Entao 4C4 e 45 4C sao categorias isomorfas.

Demonstragao: A prova segue diretamente Teorema 3.16, sendo um caso particular.
Escrevemos os funtores F' e GG, pois ambos sao importantes para o desenvolvimento dos
nossos resultados a seguir. Temos que F' : 4€C4 — 424C e G : 44C — 2C4 sao

isomorfismos de categorias dados por
F(M,par, Aag) = (M, App), A = pyr(My @ id ) (idg @ 0 4,1)
e
G(M, ) = (M, A\pp, par)s PM = AN A0 Alidy @ uyg ®idy) e Ayp = AMidg @ ug @idyy).
Os morfismos, como ja mostramos no Teorema 3.16, ficam fixados. [

Teorema 3.18. Seja (C,0) uma categoria monoidal estrita trancada. Seja A wma dlgebra

comutativa em C tal que A € Zo(C). Entao a categoria 45 4C € monoidal.

Demonstragao: Definimos

— GxG ®a F
@ 40AC X 404C— 4C4 X 4Cy ACq A2AC
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por ® = Fo®y o (G x G) que é claramente um funtor, pois é a composi¢ao de funtores.

Por defini¢ao, temos nos objetos que

(M, N)B(N,X) =&((M,X), (N, X)) = F o@4(G(M,\), G(N, X))
= Fo®a((M,prrs Avr), (N, pv, AN))
=F(M®4 N, ppre N AM@4N)
= (M ®4 N, A\yg,N)s

em que

P = Ao aeAlidy @ug @idy), py = Non axAlidy @ ug ©idy),

My = Midyg @ uy @idyg), Ay = N(idg @ uy @ idy),

3.5

PMe N € o inico morfismo tal que pyre , N (Tar N ® idy) (35) TN (idy @ pN),

3.8
AMe 4N € o tinico morfismo tal que A\yse , N (idg ® Tar N) (3.8) Ty, N (A ®idy)

AM@aN = PMesN Ao N @ida)(idg ® 04y N)-

Por definicao, para f, g morfismos em 44 4C€, temos

f@g=&((f,9) = Fo®A(G(f),G(g)) =Fo®4(f,9) =F(f®4a9)=f®ag.

A boa definicdo do funtor ® segue da boa defini¢ao dos funtores F' e G provadas
no Teorema 3.16 e também da monoidalidade de 4€ 4. Apresentamos essa prova a fim
de que se possa verificar efetivamente onde entram as agoes acima e a monoidalidade de
4€ 4, demonstragoes essas nada diretas exatamente pela forma como é definida a estrutura

monoidal de 4C 4, vista na secao 3.1.

Vejamos que (M ® 4 N, XM®AN) é um A ® A-modulo a esquerda. De fato,

AN (idaza ® Ao, N)
= pMe N Ame, N @ida)(idg @ 04 Mo, N)(Idaga @ Pre,N)

(idaga @ A N @idg)(idaga ®idg @ 04 Mo ,N)
(2.22) , , . .
=" At Nida ® prre ,N)(idg @ 04 Mo ,N)(idg @idg @ prrg ,N)
(idaga @ Mg N @ idg)(idaga ®idg @ 04 Mo, N)
(nat) ) ) . )
=" A N(idg ® prre N (ida @ prrg N ®ida)(idg ® 04 (e ,N)oA)

(idaga @ Mg N @idg)(idaga ®idg @ 04 Mo ,N)
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= A N(ida @ (Pre N(PMe N @ idg)))(ida @ 04 (e, N A)

(idaga @ Mg N @idg)(idaga ®idg @ 04 Mo ,N)

(2.17),(2.6) . . . . .
= A nNida ® pryre ,N)(idg @idypg N @ mp)(idg @idyg N @04 A)

(idg @ 0p Me N @idg)(idaga @ Aye N @idA)(idaga @ idg @04 Me,N)

(2.25) . . . . .
= Mo N(ida ® prre ,N)(1dg Ridyrg N @ my)(idg @ 04 Mo ,N @ida)

(idg @idg @ Ay N @ ida)(idgga @idg @ oA Mo ,N)
=AM N(ida @ prprg N)idg @ idyg , N @M A)

(idg ® (04, Me,N(IdA @ Aye N)) @ida)(idaga @idg @ 04 Mo, N)

(nat) ) _ .
= Mrg Nida ® prrg N (idg @ idyrg N @ M g)

(id g ®)‘M®AN®idA®idA)<idA®UA,A®(M®AN) ®idy)

(idaga ®idA ® 0g Mo, N)

(2.6) , . .
=" MuaN(idg @ prre N)(idg @ Ayg N ®idy)

(idg ®idy ®idprg N @ma)(idg @idg @ 04 Mo, N @idy)

(idg ® 044 @idpre N @idg)(idgga ®idg @ oA Mg, N)

(2.22) . . . . . .
=" Mra Nids @ Ayg N)(idg ®idg @ prre N)(idg @idy @ idypg N @ my)

(idg ®idg @ 04 Mo, N @idg)(idg ® og 4 @ idyrg N @ idy)

(idpaga ®@idg ® oA Mo ,N)

(2.14) , . . . . .
=" Ay N(ma ®@idyg ,N)(idg ®idg @ prre N)(idg @ idg @ idpyrg N @ my)

(idg ®idg @ oA Mo, N @ida)(idg @ o4 4 Qidyg,N @idy)

(idagA ®idg ® oA M@, N)

= A N(ida @ prro N ) (Mg @ tdpye N @ idg)(idg @idy @ idpyg N © my)
(idg ®idg @ og pe N Qida)(idg @ op 4 @ idyrg , N Qidy)

(idagA ®idg ® 04 Mo N)

= A N(ida @ prre N)(ma @idyrg N @mg)(idg @idg @ 04 pme,N @ida)
(idg ®idg ®idg @ 0p Mo, N)(idg @04 4 @idy @idyrg,N)

= AN (1dg ® prro,N)(MA ®idye, N @ mA)

(idg ®idg @ (04 Me,N @ida)(idg @ oA M ,N)))

(idA®UA,A®idA®idM®AN)

(2.5) , ,
=" Mra N(ida ® pprrg N) (M @idyre , N @ mA)

(idg @idg ® 0agAMe,N)(idg @0 4 @idg Ridyre ,N)
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=AM N(ida @ prre,N)(Mma @ ((idyg N @ MA)T A0 A M@ AN))

(idA(X)UA’A@idA@idM@AN)

(nat) ) . .
= Mre, NidA ® pare ,N) (MA@ 04 Mo, N)(idaga @ My @idyrg ,N)

(idA®UA7A®idA®idM®AN)

(2.22) o .
=" P NAMe, N @idg)(idg @ 04 Mo, ,N) (MA@ mg @idyrg ,N)

(idg ® 04 ®idg @ idyrg,N) = Ae N (Maga ®@idyrg  N)-

Na tiltima igualdade usamos, além da definicdo de A/ AN aigualdade mgq 4 =
(mg ®@my)(idy Roa4® idy).

A seguir, mostremos que Ayse N (Uapa ® idyg,N) = idyg, N € aproveitamos
para lembrar que uggq = ug ® uyg. Temos

AMro N (Uaga ®idyre,N) = Mo N AN @ida)(ids @ 04 e, N)

(UA ®UA ®idM®AN>
(nat) . .
= pPMe N AN ®@idg)(ug @idyg, N @ ug)
(2.14) , (2.17) .
=" pue N(idye,NQua) = idyg,N-
Sejam f: M — N e g: M — N’ morfismos de A ® A-médulos a esquerda. Pela
equivaléncia, temos que f e g sao morfismos de A-bimédulos e, pelo Lema 3.5, f ®4 g é

um morfismo de A-bimodulos, ou seja,

(2.15)

(f ®4 9) Ao M ANe N (idg @ (f ®49))

2.18 .
(f @4 9)PMe M = )/)N®AN’((f ®49) ®idy)

e além disso, f ®49: M ®4 M' — N ®4 N’ é o tnico morfismo tal que
A A A

(f @4 9)70 M (22 NN (f @ g).

Mostremos que f ®49: M ®4 M — N ®4 N' é morfismo de A ® A-médulos & esquerda.
De fato,

ANe N (idaga @ (f ®4.9))(idaga @ Tar )

= XN@)AN’(idA@A R((f®a g)WM,M’))

3.2) —
(:) )\N®AN/(idA®A® (WN,N/<f®g)))

= PNe N (ANg, N ®idg)(idg ® 04 No ,N')
(idg ®idg @ TN N )(idgga @ f @ g)
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(nat) . . .
PNoAN' (ANg N ®@idy)(idg @ Ty Nt @ id )

(ida ® og NoN')(idg ®idg & f @ g)

(nat) . ] '
= pN@AN’()‘N@)AN’ X ldA)(sz & TN,N' X sz)

(1dg @ f@g@idy)(idg ® o4 pem)

(3.2) o .
=" PNo N (AN N ®idg)(idg @ (f @4 9) @idy)

(idg @ marpr @ idg)(idg @ 04 MM

(2.15) . |
=" pNa N ((f ®49) @ida)(Ayre v @ idy)

(idg @ marpr @ idg)(idg @ 04 MM

(2.18) ,
=" (fRa9) Mo M AMe,mr @idy)

(idg @ marpr @ idg)(idg @ 04 MM

(nat) .
= ([ ®A49)pMe M Ao, @idy)

(ida @ oA Mo M) (idg @idyg @ Tar )
= (f®4 9 Ao, (idaga @ T ar)-

Como idgga ® mprp ¢ um epimorfismo, segue que Ayg , N/ (idaga ® (f ®4 9)) =
(f®49)AMe - Com respeito ao epimorfismo anterior, esclarecemos: como dito na segao
3.1, idy @ mpr € o conticleo de idg @ f (f = idpy @ Ay — ppy @ idpyr) e portanto, um
epimorfismo e também pela exatidao a direita na segunda variavel do funtor ®, segue

idpgga @ Tar v = idyg @ (idy @ mpy pyr) € um epimorfismo.

Queremos definir uma transformagdo natural @ : ®o(® xId, _,e) = ®o(Id, e X

®) em que ambos os funtores estejam definidos de 45 4C X g0 4 € X 404 € para 454C.

Observamos que

®o (® X IdA®A€>((M7 )‘>’ (N7 )‘,)’ (Pv AH))

=®o((Fo®yo(GxG))xId, e)((MA),NN)(PN))
=®o((Fo®ao(GxG)((MN),(N,X),(P,N)
= B((F o @4)(G(M,\),G(N, X)), (P, X))

(F(®A((M: pM7)‘M)7 (N7 pNa)‘N)))a (P> )‘//))
®<F(M ®A NapM®AN7)\M®AN>7(P7 )‘”))
Fo®ao(GxG)F(M®4N,prre N Aan) (PA))

I
R



3.3. A MONOIDALIDADE DA CATEGORIA 44C 68

=Fo®4(G(F(M ®4 N, prre N+ AaaN)), G(PAT)

=Fo@s(GoF(M®aN,pye, N AMaaN): (Ppp, Ap))

(a)
= FO®A((M ® A NapM®AN7)‘M®AN)>(Pvppa)‘P))

= F((M®4N)®4 P, (110, N)04P AM@ 4 N)@AP)
= (M ®@AN)®A P, AN Me N)oaP):

a igualdade (a) ¢ devida ao fato de que G'o ' = Id ¢ ,. De modo anélogo, vemos que

®o (IdA®A€ X ®)<<Ma )‘)7 (NJ )‘/)7 (P7 Al,)) = (M ®A (N ®A P)7XM®A(N®AP)>‘

Dessa forma,
A (NN), P  (MOAN)RAP Ay, Ny@,p) = (MOAN@AP), Mg, (NaaP))-
Em ([5], Lema 3.2.7.), é provado que
dyyp (MOAN)©® P = M@y (N®yP)

é um isomorfismo de A-bimoédulos, quaisquer que sejam os bimédulos M, N, P. Em
particular, para os bimédulos que provém do isomorfismo dado pelo funtor G. Se mos-
trarmos que a’M7 N.P ¢ um morfismo de A ® A-mddulos a esquerda, poderemos definir
_ / ~N N ’
A(MN), (NN, (PAT) = (aM,N,P7 /\(M®AN)®AP’ )‘M®A(N®AP)>’ uma vez que este sera tam-
bém um isomorfismo de A ® A-mdodulos a esquerda.

A naturalidade de @, segue da naturalidade de o, via a equivaléncia (ja que a’M’ N.P
serd um morfismo de A ® A-mdédulos & esquerda, veja abaixo), isto é, o diagrama da

naturalidade de a’ ([5], p.70) comuta para médulos & esquerda sobre A ® A.

Mostremos que G{M N p ¢ um morfismo em 444€. De fato,

AMtea(NeaP) ([dawa ® dy v p)idaga ® Targ , NP (idasa ® Ty N ® idp)
= PMoa(NoaP) AMa s (Va4 P) @ 1da)(ida ® 04 v (NoaP) (A © dyp y p)

(idagsa ® Taro AN, P)(idAgA @ Ty N @ idp)

ze) PM& AN P) Ay (No o P) @ 1da)(idg © dyy y p @ ida)(ida @ 04 (Mg, N)oP)
(idg ®idg @ e, N,P)(idAagA @ Ty N @ idp)

() PMeA(N©AP) A4 (No4P) @ 1da)(ida ® a)y y p @ ida)(idg @ Tare,N.p @ ida)

(ida ® 04 (Mo, N)oP)(idaga ® Ty N ®idp)
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(313) . o
=" PMos(NoP) MA@ a(No P) ®ida)(idg @ By N p ®ida)(idg ® 04 (Ae ,N)oP)

(id4 ®idy Q LN ®idp)

(nat) . . .

= PMes(NosP) Ao (Vo p) @ ida)(idg ® By N p @ idy)

(idg @ mpr N ®idp @idg)(idg ® 04 (MeN)P)

(3.11) o .
=" PM@s(NoAP) MA@, (No P) ®ida)(idg @ Tar No P ®idg)

(idg ®idy @y p @idg)(idg ® 04 (MeN)P)

(3.8) . . .

= PM@s(NoP) TMNo P ®ida)( Ay @ idNg,p @idy)

(idg @ idpy @ Ty p @ idg)(idg @ 04 (MoN)eP)

(3.5) , . L . .

= Ty Ne, Pldy @ pNg, P) (A ®idNg ,p ®idg)(idy ®idy @ TN p @ idy)

(1dg ® 04 (MeN)P)

= TM No, PAM ®idNg ,p)(idg @idy @ pNg ,p)(idg @idy @ TN p ®@idg)

(ida ® 04 (MeN)2P)

(35) AM@a(NoaP)(ida ® Tar No, ) (ida @ idy @ prg ,p)(idg ®idy @ Ty p @ idy)
(1da ® 04 (MaN)2P)

(35) AM@ (N, P) (1A @ Ty N, P)(idg @ idyr @ T p)(idg @ idy ®idy @ pp)
(idg ® 04 (MeN)P)

(8.11) AM@a(Nw4P)(1da ® Bar N p)(ida @ N @ tdp)(idg ®idyy ®idy @ pp)

(idg ® 04 (MeN)2P)

(8.13) Miea(No,p) (ida @ dyy y p)idg @ Ty N, p)(idg @ Ty N @ idp)

(idg ® idpy ®@idy @ pp)(ida ® 04 (MeN)eP)

(2.15) g N PN Mo N)o,PIdA ® Tapg, NP (ida ® Ty N @ idp)(idg @ idy ® idy © pp)
(idg ® 04 (MeN)2P)

(3.13) ahr N PA (Mo N2 P(ida ® dy'y p)(ida © By p)(idg © Tprx © idp)

(idg ®idy @ idy ® pp)(idg ® 04 (MeN)2P)

(3.11) aM,N7P)\(M®AN)®AP(idA ® a?\},lN,P)(idA ® T Neo,P)idg @idy @ TN p)
(tdg ®idy @ idy ® pp)(idg ® 04 (MeN)2P)

) N PA e a0 Plida ® iy p)(ida © Ta N, p)(ida © idar © pys,p)

(1dg ®idy @y p @idg)(1ds ® 0y (MeN)P)
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(3.5) ) 1 . . .
=" dyp N, PA M) P(Ida © dypy p)(ida @ prre ,(Ne . P)) (1A @ T Ne P @ ida)

(1dg ®idy @y p @idg)(1dg ® 04 (MeN)P)

(2.18) . . -1 .
= a/zw,N,P)‘(Me@AN)@AP(ZdA ® P(M®AN)®AP)<ZdA ® a?w,J\LP ®idy)

(idg @ Ty Nw P ©id)(idg ® idy @ TN p @1id)(idg ® 04 (MeN)2P)

(2.22) , . ) .
= GM,N,PP(M@@AN)@AP(A(M®AN)®AP ®idy)(idg ® a?wvf ®idy)

(idg @ TpNw P ©id)(idg @ idy @ TN p @1id)(idg ® 04 (MeN)P)

(3.11) . . 1 .
= a?w,N,PP(M@aAN)@AP()\(M®AN)®AP ®idg)(idg @ a§\47N7P ®idy)

(ida ® Bar,N.p @ 1da)(idg @ Ty N ©idp ®id4)(idA ® 04 (MeN)2P)

(3.13),(nat) ) . 1 .
= Ay N PP(MeAN) 2 PAMaaN)@, P ©ida)(ids @ dyy 'y p @ ida)

(idg ® a?w,N,P ®id)(idg @ T, NP ®ida)(ida @ 04 (@, N)@P)

(idA®idA®7TM7N®idp)

(nat) . .
=" Ay N PP(M@aN)2 P AN Mo aN)2aP ®1dA) (1A @ 04 (Mo N)o.P)

(idg ®idy ® e, N,P)(idAgA @ Ty N @ idp)
= dyy N PN Mo N2, P1A0A @ Tare,N.P)(idaga @ Ty N @ idp).

Como idgpA @ Tare 4N, P € 1dag A @ T, N ®idp sao epimorfismos, por motivos analogos

aos ja explicados anteriormente, segue que
_ , , , _
)‘M®A(N®AP) (tdgga ® aM,N,P) = aM,N,P)\(M®AN)®AP'

Para as igualdades (2.15) e (2.18) usamos que a’y; 5 p ¢ morfismo de A-médulo & esquerda

e a direita, respectivamente. A igualdade (2.22) segue do fato de que (M ®4 N)®4 P é

um A-bimédulo.

A comutatividade do pentdgono segue imediatamente, uma vez que os morfismos

de A ® A-médulos a esquerda sao morfismos de A-bimdédulos. Observamos o diagrama

(M®gN)©4P)®4Q

/ ; = i A=
ayr, N, p@atdg=an,N,p®id AM® 4N,P,Q=CMEN,P,Q

(M®a(N®aP))®aQ (Mg N)®a (P®aQ)
aIM,N®AP,Ql:aM,N®P,Q al]\J,N,P(X)AQ:la'M,N,P@Q
M®@a(N®gP)oyQ) M@y (N®g(P®aQ)).

idy®aaly po=idv@an,pq
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O fatode que 1, ¢ = A segue diretamente do Teorema 3.16, pois sendo A um

A-bimoédulo com Ay = pyg = my, segue que A é um A ® A-mddulo a esquerda com a

estrutura
M =pa(Aa @idg)(idg @ og.4) =ma(mg @idg)(idg @ o4 4).

Finalmente, definimos uma transformagéo natural [ : @ o ((A,A4), =) — Id, 5AC

em que ambos os funtores sao definidos de 44 4€ para g5 4C.

Observamos que
@0 ((A,A0), =) (M, N) =B((A,A4), (M, N) = (A®4 M, Mg, 1),

em que A4 é como acima e g, \ = PAw M (Ao M ®ida)(idg ® TA AR M )-
Dessa forma,
Iy o (A®A M, Mg ar) — (M),

Além disso, sabemos que

Id M,\) = (FoG)(M,\) = F(M,py,A\yg) = (M, Xpp)

A®Ae(

e ja provamos anteriormente que A (i) A

Em ([5], Lema 3.2.8.), é provado que
By A®s M — M

é¢ um isomorfismo de A-bimoédulos, para qualquer bimédulo M. Em particular, para os
bimddulos que provém do isomorfismo dado pelo funtor GG. Se mostrarmos que ZEM é um
morfismo de A ® A-moédulos a esquerda, poderemos definir Z( M) = <l§\4v A A@M> ), uma

vez que este serd também um isomorfismo de A ® A-modulos a esquerda.

A naturalidade de [, segue da naturalidade de I, via a equivaléncia (ja que l?w
serd um morfismo de A ® A-mdédulos a esquerda, veja abaixo), isto é, o diagrama da

naturalidade de I’ ([5], p.77) comuta para médulos a esquerda sobre A ® A.

Tendo em vista a estrutura de A-bimédulo de A dada por (A, pg,A4q) com py =

Agq = my, mostremos que l?w ¢ um morfismo em 45 4C€. De fato,

UM o0 (id Az s @ T4 )

= U ae Mg ©ida)(idg ® 04 ag ) (idg @ idg @ 7o pr)

(nat) . . . .
= Uypas Mg @ida)(idg @ mgpy @ida)(idg @ 04 Aehr)
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(3.8) . . o
=" pas (A @idg) (Mg @idyg @idy)(idg @ op aenr)

—
w

ot
N2

=" Uymanm(idg @ par)(Aa @ idyy @ idy)(idg @ 04 Agnr)

(a) . . . .
= Ay(idg @ ppr)(ma @ idyr @idg)(idg @ 04 AeM)

(2.22) , . NN
= pu(A ®@idg)(my ®@idy @idg)(idg @ 04 A0M)

(2.14) o N
=" pp(Apr @idg)(idg @ Ay Qid ) (idg @ 04, AzM)

(nat) ) . . .
=" pm (A ®idg)(idg ® o4 pr)(idg ®idg @ App)
®) prr(Apg @idg)(idg @ o pp)(idg @idg @ Uyp)(idg @ idg @ ma )

= Ay (idaga ® Uyy)(idaga @ T pr)
(*) . .
= Midaga @ Uyy)(id gz @ TA M)

Como idgg 4 ® T4 pr € um epimorfismo, segue que ZMXA(@AM = Midgza ®1Uy;) que é o
desejado. A igualdade (a), dada em ([5], (3.76)), € I)) ;74 pr = Aps-

Analogamente, definimos a transformacao natural 7 : @ o (—, (4, X4)) — Id,, 254G

em que ambos os funtores estejam definidos de g 4C para 45 4C€. Assim,
Ty - (M @4 A g,4) = (M, N)

e definimos 7,7 \) = (P A 44, A), veja ([5], p.78).

A comutatividade do tridngulo segue imediatamente, uma vez que os morfismos de

A ® A-moédulos a esquerda sao morfismos de A-bimédulos. Observamos o diagrama

, _
apr1,N—AM,1,N

(M®1)® N M®(1®N)
TM@Aide mﬁv:idﬂ/ﬂ@h\z

M ® N.

Com isso, concluimos que 44€ ¢ monoidal. [ ]
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4 ALGEBRAS BASE E EXTENSOES DINAMICAS

Neste capitulo, consideramos que dada uma algebra de Hopf H, a mesma seja de
dimensao finita sobre um corpo k, o que implica sua antipoda ser bijetora. Comecgaremos
apresentando a definicao de algebra base numa categoria monoidal C, a qual pode ser
encontrada em [4], como sendo dlgebras comutativas em Z(C) . Por exemplo, considerando
a categoria monoidal M ja mencionada nas secoes 2.4 e 2.5, chamamos a atencao para o
fato de que os objetos e morfismos em M sao exatamente os H-modulos a esquerda e seus
morfismos em Vecty ou vecty, no caso em questao em vecty, pois dimy H < oo. Sabemos,
por [25], que Z(gM) é equivalente a categoria de mdédulos de Yetter-Drinfel’d g%ﬂ) e
devido a esse fato, as dlgebras base em M sao exatamente as algebras comutativas em
g‘é@, explicamos sobre isso com detalhes mais adiante.

Essa definicao é fundamental para a construgao de novas categorias, denominadas
extensoes dindmicas, que estudamos na segunda secao desse capitulo. Além disso, apresen-
tamos exemplos e discutimos algumas propriedades relevantes. Entre essas, como nossa
contribui¢ao, mostramos que o produto tensorial finito de algebras base é também uma
algebra base, desde que sejam centralizadoras uma da outra, isto é, obedegam a Definicao
3.12. Apresentamos também uma prova independente sobre a funtorialidade do tensor que

estabelece a monoidalidade das extensoes dinamicas, veja Teorema 4.8.

4.1 ALGEBRAS BASE E EXEMPLOS

Definigao 4.1. ([4], Definition 4.1) Seja (€, ®,a,l,r, 1) uma categoria monoidal. Uma,

algebra (£, m,u) em C é dita uma dlgebra base, se £ é uma algebra comutativa em Z(C).

Equivalentemente (nao é dificil ver essa equivaléncia), uma éalgebra base £ em € é
um par (£,0 _), em que £ é uma dlgebra em €, {og x : L ® X = X ® L}xce é uma

colegdo de isomorfismos em € e os seguintes diagramas comutam

LoX —2% . XoL (4.1)
ide®f f®idg
LY —5——=Y®L

Observemos que a colecao de isomorfismos acima aliada a comutatividade do dia-
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grama (4.1), é exatamente dizer que tal colegdo é um isomorfismo natural.
L LeXey) o (XeY)el (4.2)
LRX)®Y X®Y®lL)
UMX KMY
(XRL)QY —(——>X®(LRY)
(LRL) X 2% X g (Lol (4.3)
midx idx®@m
L®X e x X®L
Lol—25 Lol (4.4)
m m
L
1o X — 2% _x®1 (4.5)
u®idx idxQu
LOX—F——>X0L,
em que f € Home(X,Y) é um morfismo qualquer, o7 x = r)_(llX e
. -1 )
orel,x = ax,c.o(op x @idg)ag v (ide ®og x)ag g x- (4.6)

Ezemplo 4.2. Seja (C, ®,a,l,r,1) uma categoria monoidal. Entao o objeto (1,01 ) é uma

dlgebra base com 01 xy = T;(ll X, para todo X € €. Sabemos que 1 é uma algebra com

mq = l1 =11 e uy = idy. Mostremos a comutatividade dos diagramas. Comecemos com

a comutatividade do diagrama (4.4), temos

-1
m10'1’1 :llTl ll

= rlrflll
= ll =mi.
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Seja f € Home(X,Y). Entao

(f ®idq)o1 x

(%)

=Ty lY(idl ® f)
=01,y (id1 ® f),

(%) e (%*) seguem da naturalidade de r;(l e de [y, respectivamente, e temos que o diagrama

(4.1) comuta. Mostremos a comutatividade do diagrama (4.2). De fato,

—1
ax, Y1(@dX ®o1y)axay(or,x ®idy)ag xy

= aX Yl(ZdX X TY )(ZdX ® ly)aX’Ly(T;(l ® idy)(lX X idY)al_,}X,Y
(2.2) , . . _
- aXYl(@dX ® rY Nirx @idy)(ry' @idy)(lx ®idy)ay Y y

. -1
Prop.2.47 _4q -1
Prop.2.47 _1
= TX®YZX Y

=01,X3Y-

Para o diagrama (4.3), temos

(idx ® m)o1e1,x

= (idx ®l1)ax11(01,x ® idl)aiﬁg,l(idl ® 01,x)a1,1,X
= (ldx ® ll)aX’l,l(T)_(l ®idy)(lx ® idl)ail)(,l(idl & 7")_(1)
(idy ® Ix)a1 1, x

Prop.2.47 . o . 1l
PR (idy @ ly)ax .1 (ryt ®idy)lxer (idy @ 1) (idy © Ux)ay 1.x
(2.2

2 (v @ idy)(ryt @ iyl (idy @ rid)(ry @ idy)

= Ixg1(idy ® ) (r @idy)

(—) Txllx(T1 ®idy)

= 01,x(m@idx)

onde em (a), usamos a naturalidade de [ dada pela comutatividade do seguinte diagrama

10X — X X
id1®r;(1 r;(l
1 X®1 X®1.
X®1

Fazendo £ = 1, é trivial a comutatividade do diagrama (4.5).
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Ezemplo 4.3. Seja (C,0) uma categoria monoidal trancada. Entao, qualquer algebra co-

mutativa £ nesta categoria possui duas estruturas algébricas de algebra base.

Antes de procedermos a proxima defini¢ao, lembramos rapidamente a definicao da
categoria g‘é@. Os objetos sdo H-moédulos a esquerda e H-comodulos a esquerda, cuja
estrutura de H-modulo a esquerda é dada por h - m, de comddulo a esquerda é dada por
p(m) = m_1) ® m(q) (com p: M — H ® M) e vale a relagdo de compatibilidade, veja
([23], Section 11.6),

hlm(—l) ® hg - m() = (h1 . m)(_l)hg X (hl . m)(o)

Os morfismos nessa categoria sdo morfismos de H-mddulos a esquerda e de H-comddulos
a esquerda. Como estamos supondo que dimypH < oo, essa categoria é trancada, com

tranca
cyN:M®&N— N®M dada por cpy y(m®@n) = m(_1y - n & mq,

para quaisquer M, N Eg YD. Assim como dissemos na introducgao desse capitulo com
respeito a categoria M, os objetos e morfismos em g‘é@ sao exatamente os H-mddulos
e H-com6dulos (e seus morfismos) em vecty,.

Seja (A, m,u) uma k-algebra em gH@. Entao A é um H-modulo a esquerda e um
H-comdédulo a esquerda e os morfismos de k-espacos vetoriais m e v sao também morfismos
de H-médulos a esquerda e de H-comddulos a esquerda, pois A é um objeto em g%@.
Portanto, A é uma algebra na categoria dos H-moédulos a esquerda e dos H-comodulos
a esquerda. Pelas proposigoes 2.73 e 2.75, segue que A é H-moédulo algebra a esquerda e

um H-comodulo algebra a esquerda, respectivamente.

A definigao dada abaixo por ([4], Definition 3.1) é, naturalmente, um caso particular

da Definigao 4.1 quando € = gM, caso este, em que Z(C€) é a categoria gH’D.

Definigao 4.4. Uma k-algebra £ ¢ dita uma &algebra base sobre H se £ é um H-modulo

algebra a esquerda e H-comddulo algebra a esquerda que satisfaz

(h1 - 1)(—1yh2 @ (h1 - 1)(g) = hal(_1) ® ha - (g (4.7)

W= 1y - iy, (4.8)
para quaisquer h € H e [,I' € £, onde A(h) = h1 ® ho.

Notemos que a igualdade (4.7) é exatamente a igualdade da compatibilidade dita

acima e a igualdade (4.8) é a comutatividade da algebra (II' = m g (I®l') = mgcp o (I01) =
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mg(l_y) A Loy) = (-1 -l’)l(o)). Portanto, uma algebra base sobre H nada mais é do
que uma algebra comutativa na categoria g%}@. O exemplo seguinte mostra exatamente

1Ss0.

Exemplo 4.5. Consideremos € = gM, a categoria monoidal de H-moédulos a esquerda, com
® = ®k. Lembramos que a estrutura de H-modulo a esquerda de M ® N, para quaisquer
M,N € € édada por h-(m®n) = hy-m® hg-n, para quaisquer m € M,n € Neh € H.

Verifiquemos que toda élgebra base sobre H ¢ uma algebra base na categoria C. De

fato, seja (£, mg,uy) uma algebra base sobre H e, para cada M € gM, definimos

oo LOM - ML
l®m r—>l(_1)-m®l(0)

A estrutura de H-comédulo a esquerda de £ é dada por pg(l) = l(—l) ® l(0>, em que
p:L—H®L.

Mostremos primeiramente que og p7 € um morfismo de H-moédulos a esquerda.

Como £ é uma algebra base sobre H, entao é satisfeita a igualdade

4.7
(h1 . l)(_l)hQ & (hl . l)() (:) hll(_l) ® ho - Z(O)v

para quaisquer h € Hel € L.

Consideramos ¢ : H @ M — M a estrutura de H-mo6dulo a esquerda de M dada
por o(h@m) =h-m, A: H® L — £ a estrutura de H-médulo & esquerda de £ dada
por A(h®1) = h -1 e lembramos que o morfismo twist, tw: X @ Y - Y ® X, é dado por
tw(x®y) =y, para quaisquer z € X ey € Y, em que X e Y sdo quaisquer H-mddulos
a esquerda. Observe que podemos reescrever o lado direito da igualdade acima como a

seguinte composicao f de morfismos

f(hel)

(myg @ N)(idyg @ tw @idg)(A® p))(h1)

(mg ® \(idg @ tw @ idg))(h @ hy @ 1(_1) @)
((mg @A) (h1 ® l(—l) ® ho ® l(O))

hll(_l) ® ho - Z(O)'
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O lado esquerdo da igualdade é a seguinte composicao g de morfismos

(idy @ tw)(p @ idg) (A @ idg) (idg ® tw)(A @ idg))(h @ 1)
(mpg @ Zdz: (idpg @ tw)(p @ idg)(A ®@idy)(idg @ tw))(h1 @ hy ® 1)
(idg ® tw)(p @ idg )\ @ idg))(h @1 ® ho)
(idg @ tw)(p ®idpr))(h1 - 1 @ ho)
(mpy ®idg)(idg @ tw))((h1 - 1)(—1) ® (h1 - 1)(g) ® h2)

= ((mg ®idg))((h1 - 1)(—1) ® hg @ (k1 - 1) (g))

Agora notemos que, para qualquer m € M, temos

(e ®@idg)(idyg @ tw)(f ®idpg))(h @1 & m)

= ((p@idg)(idg @ tw))(hil_1) ® ha - Loy @ m)
((90 ®idg))(h1l—1) ® m ® ha - 1))
= (hy ) m @ ha -l

(p @ idg)(idg ® tw)(g @ idpr))(h @ L@ m)
= ((p®idg)(idg @ tw))((h1 - 1)(_1yh2 @ (h1 - 1) (o) ® m)
= ((p®@idg))((h1 - D) (—pyhe @ m® (h1 - 1))
= ((h1-1)(—pyh2) - m & (h1 - 1) (g)-
Como f(h®l) = g(h®!1) entao

(hl—1)) - m® hy - Lg) = ((h1 - 1)(—pyh2) - m @ (h1 - 1) ()
Por outro lado, temos

ogm(h-(l@m)) =ogp(hy-1®hy-m)

= (hy - l)( 1) (hg m) ® (hy - l)(o)
= ((h1 - 1)(—1yh2) -m @ (h1 - 1)o

= (hll(_l)) m & hg - l(o)

=hy - (l(—l) -m) ® ho - l(())

=h- (l(_l) m® l(0>)

=h-og py(l@m).

Logo, o4 pr € um morfismo de H-mddulos a esquerda. Também temos que o pr €

um isomorfismo, cujo isomorfismo inverso é dado por

ULM ML — LM
m®l 0—>l(0)®5 1([(_1))-771.
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Tendo isso em mente, temos

Yty 5 ly)y) - (), - m)
®) Loy ® (STH(=1))y) (((=1))) -m
(i—)l(o)®(a(l(_1))1H) m

As igualdades (a) e (b) seguem dos fatos de que £ é H-comédulo a esquerda e de que M
¢ um H-mdédulo a esquerda, respectivamente. A igualdade (c) é devida ao fato de que S -1
é a antipoda de HP (isto é, H possui a mesma estrutura de algebra de H e a estrutura
de codlgebra co-oposta de H). Ainda com respeito as igualdades acima, lembramos que o

fato de £ ser um H-comoddulo a esquerda, valem as igualdades

(A@idg)p(l) = (I—1)); © (—1))y @ Loy = L—1) @ (L)) (1) @ (L0))0) = (idr @ p)p(l)

e
(e@idg)p(l) = e(l 1)) = = idg (D),
para qualquer [ € L.

A seguir, verificamos a comutatividade do diagrama (4.4). Sejam [,I’ € £. Entao

(mgogc)l@l) =mg(qy-I' @)
= (l—1) - Do)
43

= mL(l X l,)
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Sejam M, N € gMe f € Hom (M, N). Entao, para quaisquer | € L e m € M,
temos
(f®@idg)og a)(l@m) = (f @idg)(l_1)-m® 1))
= [y -m) @1
= 1y - £(m) @)
=og NI ® f(m))
= (og n(idg @ f))(I @ m),

em que (x) segue do fato de que f é morfismo de H-mé6dulos & esquerda. Portanto, temos

—~
~—

a comutatividade do diagrama (4.1).

Agora mostremos a comutatividade do diagrama (4.2). Sejam [ € £, m € M e
n € N. Entao

(G&{N,L(WM ®og N)ay,oN(og @ idN)aZIM N (1@ (mmn))
(CLJT}NL(Z'CZM@?% Nan o N (og v ®idy))((L®m) ®@n)

(QMNL@dM@ULN)aMLN)((( 1) m®l ) n)

(aMNL<ZdM ®oy N))(l( 1y m (o )®n))

= (a MNL)( ® (o)) (1) - 7 ® (L0)) (0)))

= (- (l( ) ) 1) @ (L)) (o)

(( ) m @ (I )) -n) ® )

) l—1) - (m®@n)®lq)

=0z MeN(® (m®n)),

EL

em (#*) usamos que M ® N é um H-mddulo & esquerda. Seguimos mostrando a comuta-
tividade do diagrama (4.3). Sejam [,I’ € £ e m € M. Entao

((idpr @ mg)ogeev)((I@1) @m)
46) . o .
Lo ((idpr @ mg)an oo clog v ® Zd@)%lML(ZdL oz a)ag o) (@) @m)

idyr @ me)ang e (o @ide)agyy (ide @ og a)) (1@ (' @ m))
wdy @ myg an. L(UL M®ZdL)GL ML>(Z® (lz 1) m®lé0)))
(
)

/ !/

)

idyr @ myg)ang oo (0pn @ide)) (ST _yy-m) @)
)
(—

AAAA

idyr @ me)apg,0) (-1 - gy - m) @) @ L)
idyg @mg)(l-1y - (1_y) 'm) @ (I0) ® lg)))
~1)° <lE—1) m) ® l( )lz 0)

2 U1y -me (1))
= og (' ®@m)
= (o p(myg @idp)) (L@ 1) @ m),
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em que a igualdade (a) segue que do fato de que £ é um H-comddulo algebra a esquerda,
veja Definigao 2.74. Portanto, o diagrama (4.3) comuta. Resta mostrar que o diagrama

(4.5) comuta. De fato,

(oo m(ug ®@idpr))(lx @m) =og py(lg ®@m)
=gy - m® (1g)o)
Def.2.74 1y -mlg

=mQ®l1g

= (idpy ® ug)(m @ 1)

((idpr ® ug)ry, )( )

((idar @ ug)ryflar) (L @ m)

((idpr ® ug)ok ar)(1x @ m).

M
M
Ok, M
Assim, £ é uma algebra base na categoria gM.

A partir de agora, (€,®,1) é uma categoria monoidal estrita e se £ uma algebra
base em € com og x : L ® X — X ® L uma colegao de isomorfismos, entao os diagramas

da definicao de algebra base tornam-se mais “simplificados”

oL.x

LoX X®L (4.9)
ide®f f®idg
LRY —F—F—Y®L,
ou seja,
ogylidg ® f)=(f®@idg)og x (4.10)
LoXQY TexEY XY ®L (4.11)
0% /@Q@,Y
X®LRY,

isto é, vale a igualdade

o xey = (idx ®ogy)(og x ®idy) (4.12)
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tote X% e xS g Lo (4.13)
meidx idx®m
L®X — X®L,
o x(m®idy) = (idx @m) (o x ® idg)(idg @ o x) (4.14)
LolL—2 Lol (4.15)
m m
Iy
1o PR T ey oy (4.16)
u®idx idxQu

LOX———=XBL,

idy ®u=og x(u®idy). (4.17)

Sabemos que o produto tensorial de duas édlgebras (comutativas) numa categoria
monoidal trangada é uma algebra (comutativa) (veja Proposi¢ao 2.66 e Proposi¢ao 3.15).
Como o centro de uma categoria monoidal é uma categoria trancada, nos perguntamos
se o produto tensorial de duas algebras base poderia ser novamente uma algebra base.
Mostramos que sim, desde que as algebras em questao satisfacam Definicao 3.12, e esse
é o enunciado do teorema abaixo. Essencialmente, é fundamental verificarmos que os
morfismos multiplicacao e unidade do produto tensorial de duas algebras base voltam a

ser morfismos em Z(C).

Teorema 4.6. Seja (C,®,1) uma categoria monoidal estrita. Sejam (L,0p _,m,u) e
(L’,UL/7_,m’,u’) duas dlgebras base na categoria C tais que ogr pog oo = tdgger- Entao

L ® L' ¢ uma dlgebra base em C.

Demonstracgao: O fato de que £ e £’ sdo algebras base, implica que as mesmas sao

objetos em Z(C) e portanto, vale a igualdade (2.10). A Proposicio 2.66 nos da que £ ® £’
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¢ um objeto em Z(C), em que ogg s ¢ definida pela igualdade (2.10) mencionada ha

pouco e com morfismos multiplicacao e unidade dados por
m=(mem)(id; ® ogr g ®idgr) eu=u® u’

que satisfazem as comutatividades dos diagramas da definicdo de dlgebra. Comecamos

mostrando a comutatividade do diagrama (4.9)

Orec! X

Lol X Xolel
id@@ﬁ/@f f®idﬁ®£/

para qualquer morfismo f : X — Y em C. Temos

(2.10) ‘ , o

=" (f®idg ®idg)(og x ®idg)(idg @ ogr x)
(4.10) o o

=" (ogy ®idg)(idg @ f @idg)(idg ® ogr x)
(4.10) o . .

=" (ogy ®idg)(idg ® o y)(idg @ idg @ f)

= ooesyidegs @ f).

(f ®idg ®@idg)ogee x

As igualdades dadas por (4.10) ocorrem, pois £ e £’ sdo &lgebras base. Agora, a verificacio

da comutatividade do diagrama (4.11), temos que

Lo/ XY

LRLRIXRY XYL/l

Opgo xQidy dx®0 ey

XLL Y

(idx ® orer y)(0rec x @ idy)
2.10
( = ) (idX (%9 oLy (%9 Z'dL/)(Z'dX ® Z'dL X UL’,Y)(ULJ( & idL/ X idy)(’idL X oL X &® idy)

= (idx ® oLy ® idﬁ/)(UL’X ®idy ®idg)(idy Q@ idxy & UL/’y)(idL Qog x @ idy)
(4.12) . .

=" (0g,xpy ®idg)(idg ® 0 xey)
(2.10)

= 0oL XoY.
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Com a comutatividade do diagrama (4.16), estaremos mostrando que o morfismo u é um

morfismo no centro de C

O’l’X:’L.dX

1®X X®1

u®idx idx®u

L@L’@XTX@@L@L’.

L X

De fato, para todo X € €, temos que

o 2.10 o .
ores x(U®idy) 220 (g, x ®idg)(idg @ o x)(u@u' @idyx)
4.17
( = ) (O-L,X ®id5/)(u ®idX X u')
4.17
(417) (idy @u®idg)(idy @idy ®@u')

=idy @u®u
=idx ®u.

Nosso objetivo agora é mostrar que o morfismo m é também um morfismo no centro

da categoria €, ou seja, mostrar que o diagrama (4.13) comuta, veja abaixo
id Q0 ’ o 1 x®id /
Lol ol o X 20T t/oXxelel X LY gLel/ oLl

meidx idx®m

LRL X XL L.

OreL! X

Para todo X € C, temos que

ore x(M®idy)

CL) (50 x @ idg)(idg ® o x)(m @ m! @ idx )idg ® 05 ¢ ® idg ® idx)

= (0p x @idg)(idg @ ogr x)(m @idggx)(idpgr @m' @idy)(idg @ og ¢ @ idpigx)

= (0p x ®@idg)(m Qidyge ) (idpgr @ o x)(idpge @m' @idy)(idg @ o £ @idprgx)
UL (50 x @idg)(m @ idy ® idg) (idgy ® idx ® m)idgeg ® 0g x ® idg)

(idpge ®idg @ogr x)(idg ® g @idgigx)

= (0g,x ®idg)(idegx @m')(m@idyx @idgg)(idgge ® ogr x ®idgy)

(idper ®idy @ ogr x)(idg @ ogr @ idgrgx)

= (idxee ®@m)(0g x @idgige)(m @ idy @idgge)(idggs ® ogr x @ idg)

(dpor ®idy @og x)(idg ®ogr @ idgrgx)
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(4.14) . , . . . . .
(idxee @m')(idx @m® idgge)(og x ®idg @idgge)(idg ® og x @idgrgr)

(idpge ®@ o x ®idg)(idggg ®idg @ opr x)(idg ® ogr g @idgrgx)
= (idX@)L X m’)(z’dX ®mE idL’@L’)(JL,X ®idg ® idﬁ/@ﬁl)(idﬁ ®op x @ idL’@L’)

(idy ®idy ® o x ® idgs)(idg ® op L@ 1dxy ® idﬁ/)(id@ & id[/®5 &® UL’,X)
4.12
( = ) (tdxor ®m’)(z’dX ®XmE idL’@L’)(UL,X Ridg Qidgig ) (idg ® oL, X ®idg @ idgr)

(idg ® ogr pox ®idg)(idg ®idgrgr ® ogr x)
4.10) . . . . . . . .
( = ) (ZdX ®idy ® m/)(de XdmE ZdL’@L’)(UL,X ®idy ® ZdL’@L’)(ZdL ® 0L XL &® Zdﬁ/)

(idL (29 Z'dL/ (29 Ji'e X id@/)(idﬁ (024 id@/@w (29 UL’7X)
(4.12)

= (idX Xm m/)(JL,X & idL X idﬁ/®5/)(idﬁ®X X oL X idL/)(idL ® oL X ® idﬁ@ﬁ’)

(dppr ®og x @ide)(idper ®idy ® ogr x)
=(ldy @m® m')(idX@)L Qogr @ idL’)(UL,X ®idpr @ idL®L/)(idL Qo x @ idﬁ@ﬁ’)
(tdper ®og x @ide)(idpgg @idy @ o x)
(2.10) . N . :
= (ZdX X m)(aL@)L/’X (2 Zdﬁ@ﬁ’)(Zd,C@L’ X UL@L’,X)'
A comutatividade do diagrama (4.15) decorre da Proposicao 3.15 e o leitor pode
observar que naquela prova ¢é usada a hipotese de que as algebras cumpram a condicao de

centralizadoras uma da outra. Assim, concluimos a demonstracao. [ ]

Colorario 4.7. Sejam Ly1,L9,- -+, Ly dlgebras base na categoria €. Se op ¢ op o, =
idg o, parar,s € {1,2,-+- ,n}, entdo L1R@Lo®---RLy, € uma dlgebra base na categoria
C.

4.2 CATEGORIA DINAMICA SOBRE UMA ALGEBRA BASE

Essa tltima segao do trabalho ¢ desenvolvida com base em ([4], section 4.). Sejam
C uma categoria monoidal e B uma subcategoria monoidal de €. Dada uma algebra base

(L,05 —,m,u) em €, é construida uma nova categoria monoidal € como segue.

Os objetos em € sdao os mesmos de B e os morfismos em € sio tais que
Homg (X,Y)=Home(X,Y ® L).

Sejam f: A — Be f' : B— C morfismos em €, isto é, f: A= B® L, f': B —
C ® £ morfismos em €. A composicio f'of € HoméL (A, C) = Home(A,C ® L), isto é,

flof : A— C ® L é definida como a composicio de morfismos em €, assim

f'of = (idg @ m)(f @ idg)f.
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Considerando f”: C' — F ® £ outro morfismo em €, e sabendo que f’of : B —
F ® L, é definida a composicao

(f"sf)of = (idp @ m)(idp @ m @idg)(f" ®@idg @idg)(f @idg)f. (4.18)
Escrevemos também a composta
7'5(/51) = (idp @ m)(f" @ idg)(idg © m)(f @ idg)f. (4.19)

Além disso, podemos introduzir em @L uma estrutura monoidal dada a seguir. Para

g: D — E morfismo em €, isto é, §: D — E ® £ morfismo em €, define-se
f®§:A®9D—>BRFE®L

por
f®@g = (idpgg @ m)(idp ® og p ®@idg)(f ® g). (4.20)
Nossa contribuicao para a demonstragao do proximo teorema reside onde efetivamente é

mostrado que ® é um funtor, oferecemos uma prova independente da apresentada em [4].

Teorema 4.8. Sejam (C,®,1) uma categoria monoidal estrita e (£,0p _,m,u) uma
Cg,

dlgebra base em C. Entdio (Cp,®) é uma categoria monoidal.

Demonstracgao: Inicialmente mostremos a associatividade da composic¢ao o, considerando

os morfismos f, f' e f” j4 definidos acima e sabendo que f’6f’: B — F ® £, segue que

(4.18 (f" @idg @idg)(f' @idg)f
2.11) (idp @ m)(idp ® idg @ m)(f" @ idg @idg)(f @idg)f
dp ©m)(f" ©m)(f' ©idg)f

= (i
(idp @ m)(f" @idg)(ide @ m)(f @idg)f
2 s fraf).

Antes de provarmos os axiomas do triangulo e do pentagono, observamos que

(757sF Y (idp @ m)(idp ©m @ idy)

—~

—
;J;

dy =lx ="y : X®1=-X0L (1 X=X=X®1)
é definido poridy =lx =7y =idy @u e
axyz: XQY®Z—->XQY®Z®L édefinido por axy 7z =idxgygz @ u.
Além disso,

WdyRly : X®10Y 2 XR10YLery®idy : X®10Y - X®10Y L
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sao definidos como

rx®idy = idy®ly = (idxg1gy @ m)(idy ® oy ®idg)(idy ® u®idy ®u).

Procedemos com a prova do axioma do triangulo, ou seja, verifiquemos que

(idx®ly)oaxyy = rx®idy.

b

(idx®ly)oax 1y = (idxgiey @ m)((idx®ly) ®idg)ax 1y
= (idxg1ey ® m)(idxg1ey ® m®idg)(idx ®ogy ®idgy ® idg)

(idX Ruidy @u® idﬁ)(id}(@)l@y (%9 u)

2.11
( = ) (ldxe1ey ® m)(idxy ®@idy @ idg @ m)(idy ® opy ®udg ®idyg)

(idx @u®idy @ u®idg)(idxgiey ® )

= (idxg1ey @ m)(idx ® oLy ® idp)(idy ®idg ® idy @ m)

(idx @u®idy ®u®idg)(idxg1ey ® )

= (ldxg1oy @ m)(idx ® ogy ®@idg)(idy ® u®idy @ (m(u®idg)))
(idxz10y © u)

CLY (idyo10y ® m)(idy ® 05y ® idg)(idx ® u® idy ® idy)

(idx 10y @ u)

= (idx g1y ® m)(idx ® oy ®idg)(idx ® u® idy @ u)
=TrxQidy.

A seguir, prosseguimos com o axioma do pentagono. Para isso, devemos mostrar

que
((idx®ay,zw)oax yeozw)olaxy,z@idy) = ax y,zeW © GXeY.Z,W-
Temos que
axyzewolixeyzw = (ldxgyezew @ m)(axy zew ®idg)ixey,zw
= (idxgyozew @ m)(idxeygzew @ u®idg)
(idxgyezew @ u).
Por outro lado, chamando
H = ((idx®ay zw)oax yezw)olax y zQidy),
segue que
(4.18) . , . — . .
H =" (idxgyezew @ m)(idxgygzew @ m @ idg)((idx®ay,zw) @ idg @ idyg)

(ax yozw @idg)(axy zQidy)
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= (ldxgyezew @ m)(idxeyezew ©m Qidg)(idxgyezew © m @ idg ®idyg)
(idx ® 0g yezew ®idg ®idg @ idg)(idx ®u® idygzew @ u® idg @idg)
(ldxgyezew ®u®idg)(idxgyozew @ m)(idxeygz ® g w © idg)
(ldxoyez @ u® idy @ u)

= (ldxeyozew @ m)(ldxeygzew @ m®idg)(ldxeyezew @ m® idg @ idg)
idy @op yozew Qidg ®idg ® idg)(idy @ u®idygzew @ u®idg ®idg)

(
(idxoyezew @uidg)(idxgyozew @ m)(idxeyez @ (0gw(u®idy)) @ u)
(4.17) . . . . . .

=" (ldxgyezew @ m)(idxegyezew @ m®ids)(idxgygzew @ m ®idg @idy)

(idx ® TLYRZeW @ idp @idy @idg)(idy @ u® idygzew @u®idy @ idyg)
(idxeygzew ®u®idy)(idxeygzew ® m)(ldxgy gz ® (idy ® u) ® u)

= (idxgyezew @ m)(idxgyezew ® m®idg)(idxeygzew ® m® idg ®idg)
(idx ® TLYRZW @ idp @idy @idg)(idy @ u® idygzew @u®idy @ idyg)
(idxeyozew ®u®idy)(idxeygzew ® m)(ldxgyezew @ u @ u)

= (idxgyezew @ M)(idxgyezew ® m®idg)(idxeygzew ® m @ idg ®idg)
1dxy ® oLYRZeW @ idp ®@idy @idg)(idy @ u® idygzew @u®idy @ idyg)

(
(ldxeyezew @ u®idg)(idxgygzew © (m(u®w))) note: u @ u = (u®idg)(idy @ u)]
2.11) . , o . .

=" (ldxoyezew @ m)(idxegyezew @ m®ids)(idxgygzew @ m ®idg @idy)

(idx ® oL yezew Qidg ®idg ® idg)(idy ®u®idygzew @ u® idg ®idg)
(ldxoyezew ®u®idg)(idxgyezew @ id1 ® u)

= (ldxeyezew @ m)(idxgyozew @ m®idg)(idxegyezew @ m ®idg ®idg)
idx ® 0 yezew @ idy ®idy ®idg)(idx @ u®idygzew ®u®idy ®idg)

(
(ldxsyezew ©®u®ids)(idxgyszew ® u) [lembre que W ® 1 = W]
(2.11) . , o . .

=" (idxgyezew @ m)(idxegyezew ® mQidg)(ldxgygzew ® idg @ m ®idg)

(idx ® OLYRZW @ idg ®@idg ®@idg)(idxy @u idygzew @ u®idg @ idg)
(idxoyezew @u®ide)(idxgyozew ® u)
= (ldxeyozew @ m)(idxeygzew @ m®idg)(idx @ idygzewes @ m @ idg)
(idx ® 0g yezew ®idg ®idg @ idg)(idy ®u® idygzew @ u®idg ®idg)
(idxeygzew ®u®ide)(idxeygzew ® u)
= (idxgyezew @ m)(idxegyezew ® m®idg)(idx @ op ygzew @ m®idg)
(idx ®u®idygzew @u®idy ®idg)(idxgygzew @ u®idg)(idxeyozew @ )
= (idxgyezew @ m)(idxgyezew ® m ®idg)

idy ®0g yeozew U ®idygzew) @ m(u®idg) ® idg)(idx gy gzew @ u® idg)

(
(idxoyezew @ u)
(4.17),(2.11) . . .

= (idxgyezew @ m)(idxgyozew @ m ®idg)

(idx ®@idygzew @ u®idg ®idg)(idxeyozew @ u®idg)(idx gy gzew © u)
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= (ldxgyezew @ m)(idxeyezew © m(u®@idg) ®ids)(idygyozew @ u® idg)

(ldxeyozew ® u)
(2.11) . ‘ ‘ . :
=" (idxeyezew @ m)(idxgyezew ® idg @idg)(idxeygzew @ u® idg)

(ldxgyezew ® u)
= (idxgyezew @ m)(idxeyezew © u®ids)(idxgyozew @ u)
= axXy,ZoW CUXRQY,Z,W-
Provemos que ® ¢ de fato um funtor. Seja g’ : E — F ® £ e os demais morfismos

como definidos acima. E necessério mostrarmos que
(f'®9)a(f®g) = (f'of)@(g'o9)-

Temos que f'of : A - C® L, 5§05 : D - FL, fRg: A9D - B® E® L,
/8¢ BOE—-C®F®Le

(f'5f)®(g'5g) = (idogpom)(ido®oy, poidy)(ide@m@idpom)(f ©id,®g idg)(fRg).
Por outro lado,

(f'®3")a(f2g)

= (idegr @ m)(idogp @ m @ idg)(ide @ op p @ idg @idg)(f @ §' @ idg)
(idper @ m)(idp ® o g @ idg)(f ® g)

= (ldogr @ m)(idogr @ m ®idg)(ido ® og p @idg @idg)(idogroras ® M)
Feg @idy®idg)(idp @ og g @idg)(f @ 7)

(idogor @ m)(idogr @ m ®idg)(ide @ og p ®idg ®idg)(idogroras @ M)

'@ (¢ ®@idg)og ) @idg)(f © g)
10) . . . . . .
= (idogr @m)(idogr @ m @ idg)(ide @ og p @ idg @ idg)(idegrerer ©m)

(f' @ (04 peglidy ® §) ®idg)(f @ )
= (idogr @ m)(idogr ® m ®idg)(ido ® og p ®idg @idg)(idogroras @ M)

(idogg ® 0g pes ®idg)(f/ @idy ® § @ idg)(f ® g)
(4.12) . , . . . . .
= (idecgr @ m)(idcgr @ m®idg)(ide @ og p @idg @ idg)(idogroras @ m)

(idc®5 ® (idp ® U@L) & idﬁ)(l‘dC@L & (UL7F ®idg) ® idL)(f_l ®idg @ 7 ® idy)
(f®g)
(2.11),(4.15) . , _ , . . .

= (idoor @ m)(ide @ idp ®idg @ m)(idc ® og p @ idg @ idyg)
(idogreres @ (mog o)) (idoge ®idp @ og ¢ @idg)(idogg ® og p @idg ®idg)
(ff @idg®§ @idg)(f®39)
= (idogr ® m)(ido ® oL F® idg)(ido ®idg @ idp @ m)(idoger @ idg @ m)
(idogrer ®idg @ og o)idogy ®idp @ og ¢ @ idg)(idogg ® og Fp ®idg @idg)
(f'®@idg@g @idg)(f ®3g)

—~

—~~
ol
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2.11
211) (idogr ® m)(ido ® oL F® idg)(ido ®idg @ idp @ m)(ldogcor @ m®idg)

(ldogror ®idg @ og o)(idogg ®idp @ og g ®idg)(idogy ® og p @ idg ®idg)
(f'@idg@g @idg)(f ®7)
(4.15) . . . . . . —1
=" (idogr @m)(idc ® og F ®idg)(ido ® idg @ idp @ moL,L)
(idegror ® m@idg)(idogror ®idy @ og o)(idoge ® idp @ og g ®idg)
(idogg ® op p®idg @idg)(f' ®@idg ® g’ @idg)(f ® g)
= (idogr @ m)(idec ® 0p F ®idg)(ide ® idg @ idp @ m)(ide ® idg ® idp & az}ﬂ)
(idogror @ m@idg)(idogror ®idg @ og g)(idoge ® tdp @ og g ®idg)
(idoge ® op p®idg @idg)(f' ®@idg ® g’ @idg)(f © g)

(idC®F @m)(idg ®idp @ idg @ m)(ido ® o F® idy ®idy)
(ido ®idy ®idp ® oc L)(’ldC@)L@F ®m K idg)
(ido ®idg ®@idp @ ((idg @ 0g ) (0g £ @idg))(idogg @ op.F®idg ® idyg)
(
(2

f@idg® g @idg)(f ©g)
A1
= ) (tdogr @ m)(ido @ idp @ m ® idg)(ido & op,FQidg ® idyg)

(tdo ®@idg ®zdF®JLL)(de®L®F®m®ZdL)

(ch ®ide @ idp ® ((idg @ 0575) (UL,L ®idg))(tdogs Qog p@idg ®idy)
(f@idy ® § @idg)(f ©g)

(4.1

22 (idpgr ® m)(ide ® idp ® m ® idg)ide ® 0 p ® idg, ® idg)

(ide @ idg ®idp @ o Nidogror @ m®idg)(ide ©idg @ idp @ o £e0)
(idewe ® opp ®idg @idg)(f ©idg © § ©idg)(f © g)
= (idogr @ m)(ide @ idp @ m @ idg)(ide ® o5 F @ idg @idg)
(ide ®idy ®idp @ (UZ}L (m@idg) g por))idogs ® op p @ idg @idy)
(f@idg@g ®@idg)(f ®g)
(4.10) . ) , . . :
=" (idogr ®@m)(ido ®idp @ m @ idg)(idc @ og p ®idg ®idg)
(ide ® idg @ idp @ (idg @ m))(idogg ® 0g p ®idg ®idg)(f ®idg ® §' ®idy)
(f®g)
= (idogr @ m)(ide @ idp @ m @ idg)(ide ® o5 p @ idg @ idg)
(ide ®idg ®og p@m) @ (f ®idg @ § ®idg)(f® g)
= (idogp @ m)(ide @ ((idp @ m) (o4 p ®idg)(idg @ op p)) @m)(f' @idy @ §' @idg)
(f®g)
"I (oo @ m)(ido ® (o0 1 (m @ idp) @ m)(F @idg © 7' ©idg)(F @ 9)
= (i dC®F @m)(ide @ og p @idg)(idg @ m@idp @m)(f' ©idg © § ®@idg)(f © g)
= (['sf)@(g'>9).
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APENDICE A - SOBRE ALGEBRAS BASE

O objetivo desse apéndice ¢ apresentar o prova do Teorema 4.6 admitindo que €
nao seja estrita. O leitor pode observar o quao longo tornam-se os calculos uma vez que
aplicamos numerosas vezes o axioma do pentadgono. Enquanto que com a condicao estrita,

o pentagono trivializa-se, pois os morfismos tornam-se identidades.

Inicialmente queriamos desenvolver todo o Capitulo 4 sem admitir € estrita e de
fato, provamos alguns resultados seguindo essa ideia. Inclusive este, que escolhemos para
apresentar aqui no apéndice. Entretanto quando estdvamos fazendo a prova de que ®
¢ um funtor, de forma independente daquela apresentada em [4], como pode ser visto
no Teorema 4.8, percebemos a inviabilidade de nao considerar € estrita. Na realidade, a
prova tornava-se inviavel e partimos entao para a condicao estrita. Como dissemos, a ideia
de fazer o apéndice foi com o intuito de se comparar as duas provas, mostrando como o

emprego dessa condicdo pode viabilizar algumas demonstragoes.

Teorema A.l. Sejam (£,0,m,u) e (L', o0,m/,u') duas dlgebras bases na categoria C, se

ogcog = tdgger, entio L ® L' é uma dlgebra base na categoria C.

Demonstragao: Sabemos que og y : £ ® X — X ® £ para cada objeto X em €. Seja
Orepox: (L@L)®X - X @ (L®L'), definido como

~ ) 1 .
Oree,x =ax oo x @idp)ag v o (idg @ ogr x)ag o x (A1)

para qualquer objeto X em €. Sabemos que £ ® £’ é uma algebra em € com multiplicacio

definida por

fl\l = (m®m’)aL®L7L/7L/(aZ}L’L, ®Zd5/)((ld5 ®U,C’,L) ®id5/)(aL,L/,L ®id5/)az(§§£,7£’£,.

Vamos comecgar mostrando que o diagrama a seguir comuta

(LRL)®(X®Y) Ozt xoy (X®Y)® (Lol
QZ;M’,X,Y a;(,lY,LQM/
(LeLlHheX)eY XY o Lol

G raot x®idy idx®0 g0y

(XLl ))eY Xo(Lelhey),

x Loy



92

para quaisquer X,Y € C.

Pela defini¢io de g0 x € de ggy, temos

ax'y oo idx ©@Foee y)ax cooy @ree x ©idy)ashe xy

= @}}yg@g(idx ®ay o)idy @ (ogy ®idg))(idxy @ @Z}y,y)(idx ® (idg @ ogry))
(idx ® ag o y)ax cocy(ax,c0 ®idy)(0g x @ idg) @idy)(agly o @ idy)

((idg ® o1 x) @idy)(ag o, x ©idy)ags e xy-

Aplicando o diagrama do pentdgono no morfismo (ag ¢/ x ® idY)aZé@ LXY

= a;(}Y,L@L’@dX X aY,L,L’)(idX & (O’L’Y @ ZdL/))(ZdX (9 GZ,IY,L’)(ZCZX ® (ZdL &® UL’,Y))
. . . : 1 )

(idx ®ag g y)ax cocy(oxg o @idy)((og x @idy) @idy)(ay v o @idy)
. . -1 : —1

((ZdL X UL’,X) X ZdY)aL,L’@X,Y(ZdL X aL,’X’Y)aL,L/’X(gy.

. -1
Pela naturalidade de a LLGXY

_ . . . ) -1 . .

= GX}yL@U(ZdX ® ay,g o )idx ® (ogy @idge))(idy @ agy o) (idy @ (idg © ogry))
. ) . : 1 .

(idx @ ag g y)ax cocy(oxg o @idy)((og x @idg) @idy)(ay v o @idy)
] . . . 1

CLL’X@g/,y(@dL ® (‘7L’,X ® idy))(idg ® aL/,X,Y)a&L’,X@Y-

. . , -1 . 1
Aplicando o diagrama do pentdgono ao morfismo (a LX.L ® idy)a LX®LY

-1 ) . . . -1 . .

= axy poulidx ®@ay g o)idy © (ogy @idg))(idx ©@agy ) (idx © (idg @ ogry))
. . . . 1

(tdx @ ag g y)ax coy(ox o @idy)((og x @idg) @idy)agy oy
_1 . ) . . 1

gy x ooy lide @ax o y)(idg © (0g x @idy))(idg @ ag, v y)ag o Xy

Utilizando o diagrama do pentédgono ao morfismo (idx ®ag ¢ y)ax oo y(ax ¢ 0 ®idy)

1 . . . : -1 . .

=ayy oo lidx ®ay g o)idx © (opy @idg))(idx @ agy o )(idx © (idg @ ogry))
. ) 1 1 .

ax c oeyoxesey (g x @idy) @idy)agey ryas x peylide ®ax oy)

(idg ® (g x ®idy))(idg @ GZ/%X,Y)GL,L',Xc@Y-

. -1
Pela naturalidade de ax ¢ croy € de AroX Ly

= a}}y@@g(idx ®ay g o)idx @ (ogy @idg))(idx @ aZ}KU)aX,L,Y@Lf
(idxor ® UL/,Y)GX®L,L/,YG;}1®L7L/,Y(UL,X ® idL’@Y)aZ’lX’U@y

(idg ®ax g y)(idg @ (0gr x @ idy))(idg @ aZ/{Xy)aL,L’,X@Y

= a;(}Y,LQgL/(idX ®ay g o) idx @ (ogy @idg))(idx @ aZ}KL/)aX,L,Y@w
(idxgr ®og y)(og x ® idL/@Y)aZ}X,L@y(Z’dL ®ax g y)

(idg ® (o x ®idy))(idg @ CLZ},X,y)aL,L’,XQ@Y-
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Como

(idxgr ®@ogy)og x Qidpgy) = (0g x Qidyge)(idegx @ ogry)
entao
1 ) . . . -1
=y ycoolidx ®@ay g o)lidx @ (opy @idg))(idx @ agy p)ax oy
) ) 1 )
(00, x @idyge)ideex @ogy)ag x gy (ide @ ax ory)

. . . 1
(idg @ (ogr x @idy))(idg @ ag; v y)ag o xey-

Aplicando o diagrama do pentdgono ao morfismo (idx ® az’ly’ )X LYeL

1 . . . .
= ayy coulidx ®ay g o)idx © (opy @idg))ax ceyc(ax )y @idg)
-1 . . -1 .
Uxory.o(oex @idyg)idegx @ o y)ag y pgy(ide ©ax gry)
. . . -1
(idg @ (o x @idy))(idg @ ag, xy)ag o Xoy-

: —1 -1
Pela naturalidade de Uxory.o © de ar X /ey

-1 . . . .
= ayycoulidx ®ay g o)idx © (opy Qidg))ax ceye(axcy ®ide)
i ) 1 1 ) .
((UL,X ®idy) ® Zdﬁ’)“g(@X’}/’L/aL’X’y@L/(Zdil ® (idx ® ULQY))
. ) . ) 1
(idg @ ax o y)ide © (o0 x @idy))(idg @ ag, v )ag o Xy
O diagrama do pentiagono aplicado ao morfismo aZég XY, L’GZ,IX,Y oL
-1 . . . .
=y ypoulidx ®ay g o)lidy @ (opy @idg))ax cey.e(ax,cy ®ide)
i . 1 . 1 . 1
((og x ®idy) ® zdL/)(aL,Xy ® Zdﬁ’)aL7X®Y7L'<ZdL ® aX,Y,L’)

(idg @ (idx ® ogr y))idg ® ax g y)(idg @ (og x ®idy))(idg ® GZI{XA/)@L,L’,X@Y'

Como £’ é uma 4lgebra base, e pelo diagrama (4.3) da definicdo temos

-1 . . ) .
=y y coulidx ®ay g o)idx © (opy Qidg))ax ceye(ax gy @ide)
i . -1 . -1 .
(o x @idy) @idg)(ay vy Qidgr)ag oy o (ide ® 0 xoy)ag o xey
e assim, pela naturalidade de ax sgy ¢/, segue que

-1 . . . .

=ayyoulidx ®ay g c)axyero((idy ®@ogy) @idg)(ax ¢y @idgr)
i . 1 . _1 .

(o x @idy) ®idg)(ay vy @idg)ag oy p(ide © o xey)ag o xey-

- . , -1 .
Utilizando o diagrama do pentadgono ao morfismo aX7Y,L®L’(ZdX ®ay.£ )X YeLl,Ll

_1 . . ) .
= axey.cc(ayy  @idg)((idy @ opy) @idg)(ax gy ®idgs)

) . 1 ) 1 )
(o x ®idy) @idg)(ay vy Qidg)ag oy plide @ op xay)ag L Xy
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Sendo £ uma &lgebra base, segue pelo diagrama (4.3) da definigdo que

) 1 )
= axey,,(0s xay ®idp)ag oy plide ® op xoy)ag £ xoy
= 0LeL XOY -
Do exposto, podemos concluir que
~ -1 . ~ ~ . 1
OLal Lot =g o peo(ide @0cer o)ag son (0o o @ide)ags e oo (A2)

e por (A.1) temos que

~ ) 1 .
Orer L =ax,co(op e ®@ide)ag o (idg @ogr g)ag rc (A.3)

8@@5’,[/ = aL’,L,L’(UL,L’ ® id@’mZ}L’,L’(idﬁ X UL’,L’)GL,L’,L" (A4)

As ultimas equagoes acima sao tteis para demonstrar a comutatividade do ultimo

diagrama desse teorema. A seguir, mostramos que o seguinte diagrama comuta

OreLs! X

Leol)eX X® Lol
idggor@f f@idgg
Lol — Y ® (Lol
OreL!y

em que f: X — Y é um morfismo em C. De fato,

(f ®ideor)ooes x
= (f®idgge)ax co(op x @ idﬁ’)aZ}X,L/(idL ®ogrx)ag orx

@ ay g o((f@idg) @idg)(og x @ idL/)aZ};m/(idL ®og x)ag o x
=ay ¢ o(((f®@idg)og x) ® idL’)aZ}X,L/(idL ® o x)ag o x

O ay, g o/ ((ogy(idg @ f)) ® idﬂ)aZ}X,y(idL ® o x)ag o x

=ay g ooy ®idg)((idg ® f) ® idz/)aZ}X,L/(idL ®ogx)ag o x
@ ay g o(ogy @ idu)az,ly,y(idz ® (f ®idg))(idg ® ogr x)ag o x
=ay g ol(opy ® Z'dL/)aZ,ly,L/(idL ® ((f ®idg)og x))ag o x

© ay,co(opy @ idﬁ’)gz’l}/’y(idﬁ ® (ogry(idg @ f)))ag o x
=aygolopy ® idL')aZ}KL/(idL ®og y)idg @ (idg @ f)ag ¢ x
@ ay g o(ogy @ idL’>aZ,1y)L/(idL ®ogy)ag oy (idege @ f)

=0ree y(idegr ® f)
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(a) se tem pela naturalidade de a, (b) e (c) sdo dados por £ e £’ serem 4lgebras base.
Agora, vamos definir o morfismo unidade para £ ® £’. Sejam u e v/ os morfismos
unidade de £ e L respectivamente, assim definimo 4 = (u @ v/ ) 1 Dessa forma, o

proximo passo sera demonstrar que o diagrama abaixo é comutativo

01,X

10X ’ X®1
uRidx idxQu
Lel)e X — X® (Lol
Oreo!,x

em que 01 x = r)}llX. Assim,

Orec,x (U®idy)

=ax(op x @ idﬁ’)aZ}Xyg(idﬁ ®og x)ag o x(ueu)h) @idy)
=axo(op x ® idL')aZ})m/(idL ®og x)ag o x((u@u) @idy)

(I{ ®idy)

2 axe(ogx @ide)agly o (ide @ op x)(we (uf @idy))

ay1,x (7 ®idy)

= ax c0(0px @idgagly plidg @op x)(ide @ (v @idx))(u @ idyex)
a1 x (17" ®idy)

=ax(op x @ ’idL/)aZ}X,g(idL @ (o x (v ®@idyx)))(u®idigx)

a1 x(ly ' ®idy)

(4.5) o .
= axco(0gx ® Zdy)%}x,y@da @ ((idx @ u')oq x))

(u®@idygx)ar x (' @idy)

=axo(op x ® idL')aZ})m/(idL ® (idx @ u'))(idg ® 01 x)
(u®@idygx)ar x (' @idy)

=axo(op x ® idL')aZ’lX’L/(idL ® (idx @ u))(idg ® (ry'ly))(u® idigx)
a11,x (7! ®idy)

= ax,c0(0px ®idgagly plidg © (idx ©u))(ide © ry')(idg ® Ix)

(u @ idygx)ar 1 x(ly ' @idy)
Dy (o0 x ®ideagly plidg ® (idx ©u))(idg ® 1)
(u®idx)(idy ® lx)ay 1 x(Iy ' ®idx)

@ axo(0gx ®ide)(idgpx ®u)agly (ide @ ry)(w@idy)

(idy ® Ix)ay 1 x(I] ' ®@idyx)



96

(©) . : - : _ :
= aygo(idyge ®@u)(og x @ Zd1>a[,’1X,1(ldL ® TXl)(u ®idy)
(idy @ lX)aLlyx(ll_l ®idx)

(d) : N ,

— aX,L,L’(ZdX®L ®u/)<O'L7X ®Zd1)TLé)X(u ®idx)

(r1 ®@idx) (7' @ idy)

. 1 .

- aX,L,UOdX@L & u/)(UL,X ® Zdl)rL®X(u ®idx)

(f) . 1 .

= GX,L,L’(“ZXQQL ® U/)TL®XUL,X(U ®idy)

(4.5) . 1 .
ax o (idxes @u)rsg (idx @ u)oy x

s
at

—~

(idx ® (idg ® ul))aX,L,ﬂ“ZéX(idX & u)al’X
(idx ® (idg ® u')(idy @11 (idy ® u)oy x
= (idy ® ((idg ® u')r; 'u))oy x.

Observamos que

—
¢)
~

1 1

(uweu)l]" =@wed)r]
(idg ® o) (u @ idy)ry "

= (idg ® u’)rglu.

Assim, temos que

(idy ® ((idg ® u')rytu))oq x
= (idx @ (v@ )l ))oy x

= (idx ®u)oq x-

as igualdades (a) se tem pela naturalidade de a, (b) e (c¢) se tem, pois (idy; ® Ix)(u ®

idpgx) = (u@idx)(idy ®1y) e (op x @idg)(idggx ®@u') = (idxge @u')(0g x @idy),

(d) e (e) pelo diagrama do tridngulo e (f) pela naturalidade de 1.

Vamos demonstrar que o diagrama a seguir comuta

T(LeLHhe(LRL’),x

(Lolhe(Lel)) X X (Lol (Lal))

meidx idx®m

Lol)e X X® (Lol

OreL! X
em que

-~

T(Lal)a(Lol!)X
~ ) -1 . ~
= ax el Lot (0cas x @ideer)iss n x pon oo © 0o X)ocel Lot X-
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Para comecar, observemos que
Orec x(M®idy)
. 1 ) .

=ay g o(og x ®idgag o (idg @ ogr x)ag o x(m@m) @idy)

. -1 . . ) . )
(aL®L7L/7L/ ® ZdX>(<aL,L,L’ ® ZdL/) ® ZdX)(((ZdL &® OL’,L) & ZdL/) ® ZdX)

. . 1 .

((ag g0 ®idg) ® de)(aL®L,7L’L, ®idx).

Pela naturalidaade do morfismo ag ¢/ x

=axo(op x @ idL’)aZ’lX’L/(idL @og x)(m@ (m @idx))ages oo, x
(agoc,o e @idx)((agly o @ide) @idx)((ide @ 0 ) @idgr) @ idy)
((ag,0re ®ide) ©idx)(ags e o o ©idx)
=ax g (o x @ idL')aZ’lX’L/(idL ®op x)(m@idggx)(idgge @ (m' @idyx))
agel o X (Aoes oo @ idX)((GZ};;’L/ ®idg) @idx)(((idg @ ogr g) ®idg) ®idy)
((ag g o ®idg) ® idX)(aE(lgw,’L’L, ®idy).
Assim,
=axo(opx @ idy)aZ}X,y(m ®idxge)(idege ® ogr x)
(idgoe ® (m' @idx))agee vo x(aceeos @idx)((agly o @idy) @ idy)
(((idg ® ogr ) ®idgr) @idx)((ag g 0 @idgr) @ idX)(aZéw,L,g ®idy)
e como £’ é uma 4lgebra base, (veja diagrama (4.4)), temos
=axo(op x ® idL/)GZ};gy(W ®idxge)(idege ® (idy @m'))(idpgr @ ax oo o)
(idgge ® (0gr x @idgr))(idpge @ aZ}’X,L/)(ZdL@L ® (idgr ® ogr x))
(ideoe @ ag o x)aces oo, x (e oo @ idX)((aZ,lQL/ ®idg) ®idy)
((idg @ ogr ) @idg) @idx)((ag g 0 @idgr) @ idX)(aZ;@L/7L7L/ ®idx).

. -1
Pela naturalidade do morfismo a L.XL

=ax g o(og x ®idg)(m@idy) @ idL/)aZé@L,X,L/

(idgpg @ (idx @ m))(idegs ® ax o) (idege @ (04 x @idgr))

(tdggs ® GZ},X,L/)WL@L ® (idg @ o1 x))

(ideoe ® ag o x)acos oo x (s oo ©idx)(ag)y o ®idy) @ idyx)
((idg @ o) ®idg) @idx)((ag 0 ©idg) @idx)agh e g g @ idx):

. —1
Pela naturalidaade do morfismo a LRL.X.L

=ax g(0gx ®ide)((m@idy) ®@idg)(id gep)ex ® m’)aZé@@Xw@U
(ideoe ® ax g o)idege @ (0 x @idg))(idgge ® GZ},X,L/)

(ZdL®L ® (idg @ o x))idees @ agr o x)aces oo, x(@ces oo @ idy)
((ag} oo @idg) @idx)(((idg @ op p) @idgr) @idx)((ag g ®idgr) @idx)
(050 g0 @ idx).
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Notemos que

(m®idx) ® idL/)(id(L@L)@X @m') = (idpox ® m)(m@idx) ® idgiog)
e dessa forma, obtemos

=ax g (00 x ®idg)(idggx @m')(m @idx) ® idL/@L')GZ}@L,X,L@L/
(idpee ® ax g o) idege @ (0 x @idg))(idpge @ aZ/l,X,L')

(@dmg ® (idg @ o x))ideoe ® agr o x)ages oo x (o oo ®idx)
((ag)y o ®@ide) @idx)((idg ® o ) ©idgr) @idx)((ag g0 @ idgr) @ idx)
(0560 5 00 ®idx)-

Notemos novamente que

(UL,X ®Zd£/)(id£®x ®m/) = (idX®L ®m’)(0’L7X ®id£/®5/)

e assim,

=ax g o(idxes @m')(og x ®idgge)((m®idx) ®idggg)

aL;@L XL/@@/(ZdL@)L ® aX,L’,L’)<idL®L ® (CTL’,X ®idgr))

(idgse ® %/,X,L/)(idz;@w ® (idg @ ogr x ) idggr @ agr o x)

ares. ool X (Aope o @ idx)((aZ}L,y ®idg) ®idy)(((idg ® ogr ) ®idgr) ®idy)

. . _1 .
((aL’L/,L X ZdL/) (%9 ZdX)(aL@L’,,C,L’ X de)

Pelo diagrama (4.4) para a algebra base £, temos

=ax g o(idxge @m!)((idy @m) @ idgge)(ax oo Qidege)

((og x ®idg) ® idL’@L’)(aZ}X’L ®idgige)((idg ®og x) @idgiggr)

(agcx ® idﬂ@ﬂ)aZéL’X@/@w(idw@z ®ax o o)idege @ (0g x ®idgr))

(idgge ® aZ/l,X,L/)(idLQQL ® (idgr @ ogr x))idggr @ agr o x)

ageL ool X e oo ® idX)((GZ};;’L/ ®idg) @idx)(((idg @ ogr o) ®idg) ®idx)
((ag g o ®idg) ® idX)(aEéQU,L’L/ ®idy).

Pela naturalidaade do morfismo a X,L.00

= (idx(m@m'))ax cor cecax oo @idoge)((0g x @idg) @idgige)
(azlx £ ®idpg)((idg ®@og x) @idgiger)(ag o, x ®idgrggr)

a[é@@ X L/@@/(“M@L ® aX,L’,L’)(idLQ@L ® (UL’,X ®idgr))

(ldgge ® %/7)(75/)(2'61@@@ ® (idgr @ ogr x))idger @ agr o x)

ares. ol X (Aoee oo @ idx)((aZ}L,L/ ®idg) ®idy)

(((idg ® ogr ) ®@idgr) ®idx)((ag g o @idgr) @ idX)(aEé@g’L,y ®idx).
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Utilizando o diagrama do pentdgono aplicado ao morfismo (aZé} £LL ®idx)

= (idx(m®@m'))ax cos cec(ax oo @idyge)((0g x ®@idg) @idgige)

(GZ}X,[, ®idgrge)((idg @ og x) @idgige)(ag o, x ®idgrggr)

aZéQL’X’L/@L/(Z.dL@L ® aX,L’,L’)(idL(@L ® (UL’,X ®idgr))

(idgoe ® afyl,x,g)(idmz ® (idg @ ogr x))idggr @ agr o x)

ares. ool X (Aope o @ idX)((aZ}L,g ®idg) ®idy)(((idg ® ogr ) ®idgr) ®idy)
((ag g o ®idg) @ idX)a(}l@y)@&y,x%é@yﬁ7L/®X(id&gw ®ag r x)

ALl LRL X

Pela naturalidade de a(_£1® LNSLL X

= (idx(m @ m'))ax coc,ceaxoe ®idpeo) (0 x @idg) @idgrgg)
(GZ}X’L ®idgge)((idg ®og x) Qidgge)ag g, x ®idgrger)
@Zéwx,g@g/(idc@@ ®ax o o) idege ® (g x ®idgr))

(idgoe ® GZ},X,L/)(ML@L ® (idg @ ogr x))idgge @ agr g x)

apel Lo X (Aces oo @ idx)((aZ}L’L/ ®idg) ®@idx)(((idg @ ogr o) ®idg) @ idx)
GZ;@(L@L)’L/’XW&L’,L ® idL/@X)@Zé,LgL,L/@X(idaew ®ag £ X)Ll Lol X
= (idx(m®m'))ax cocoeaxee ®idpee) (0 x @idg) ®idggg)
(aZ}X,L ® idgrge)((idg @ og x) @idgige)(ag o, x ®idgrggr)
aZéQL,X,L/@L/(idL@L ®ax o o) idege @ (0g x ®idgr))

(idgge ® aZ/l,X,L/)(idL(@L ® (idg @ ogr x ) idggr @ agr o x)
aL@L,L’@LﬂX(aL@)L,L’,L’ ® Z'dX)((aZ}L’L/ ®idg) ® idXMZé@(L@L/)’L/’X
((idg ®ogr ) @idggx)(ag oo ® idL’@X)aZ@l@LQL’L/@X(idL(X)L’ ®ag o x)
ALRL LRLX

= (idx(m @ m'))ax coc,ceaxoe ®idpee) (0 x @idg) @idgrgg)
(‘LZ}X,L ®idgge)((idg ®og x) Qidgge)ag g, x ®idgrge)
aZéL’X’L/(@L/(idL@L ®ax o o) idegr @ (0g x ®idgr))

(idgee ® GZ/{X@/)(ML@L ® (idg @ ogr x))idege @ agr g x)

apes oo X (Aoe oo @ idx)a(f@@)@g’u)((CLZ}L,L/ ®idgrgx)

((idg @ ogr ) @idggx)(ag o ® id@f@X)&Zé@LgL,g@X(idmgw ®ag . x)
ALRL LRL X -

Utilizando o diagrama do pentdgono aplicado ao morfismo

(idgee ®agr o x)aces oo x (e oo @ idx)
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Obtemos que

= (idx(m@m'))ax sos oo (ax oo ®idpgy)(0p x ®idg) @idgige)
(gl e ®idpee)((idy @ op x) @idpge)(ag e x @idggg)

Ut x.con ideae @ ax o) idege ® (00 x @idg))

(ldgsg @ aZ/{X,L/)(ZdL@@L ® (idgr ® o1 X))o, o'oX

(gl o @idpax)((idg ® g 0) @idpex)(ag e @ideex)

-1 .
Upsn oooxdeee ®ag £ x)0re Lol X-

Em seguida, pela naturalidade de aggc o crox

= (idx(m@m'))ax soc e (axe.c ®idggo) (g x ®idg) ®idggg)
(GZ}X,L ®idgige)((idg ®og x) @idgge)(ag o x @idgggr)
aZéL,X,L@L/(idL@L ®ax o o) (ideog ® (0g x @idgr))

(idgge ® CLZ/{XW)CLL@L,L',X@L/(id(zm)@y ®ogr x)

(gl o @idpgx)((idg ®opr g) @idpgx)(ag e @idegx)

-1 .
Upop o ooxideer ®ap o x)oce coL X

Observemos que

Assim,

. _1 . . .
(idpor)ype @ og x)ag o o @idpex)((idg @ ogr ) @idygx)
-1 . .
= (ag g o @idxe)((idg @og ) ®ogs x)-

= (idx(m®@m'))ax cocoec(ax.cc ®idpee)((og x ®idg) @idgger)
(GE}X,L ® idgrge)((idg ®og x) @idgge)(ag o, x @ idgrger)
CLZ;@L,)(,L@L/(ML@L ®ax o o) idpgg @ (0g x @idgr))

(ideoe ® ag) x c)cwee xoo(ag e o ®idxee)(ide @ op ) ® o x)

. -1 .
(ag,0r 0 ®idpex)ags e o pex (oo ®ag o x)ice Lol X

Além disso, temos que

((idg ®@ogr o) ®ogr x)ag o 0 ®idgrgx)
= ((Zd@ X UL/,L) &® ’L'dX®L/)(OJL’L/’L X idX@L’)<id(L®L’)®L X UL',X>'

Portanto,

= (idx(m@m'))ax cor oo ax oo @idyge)((0g x @idg) @idgigrr)
(“Z,lx,z ® idgrge)((idg @ og x) @idgige)(ag o x ®idgrsgr)
aZéQL,KL/@L/(idL@L ®ay o o)idege @ (g x ®idgr))

(idgog @ aZ/{X,g)aLm,y,X@L/(GE}LW ®idxge)((idg ®ogr o) @idxger)
(ag 00 ®idxe)(id coo)oe ® UL’,X)CLZ;;L/’L,L/@)X(ML@L’ ®ag g x)

ALl Lol X-



101

. -1
Pela naturalidade de QLo L.L0X

= (idxy(m@m'))ax cor coc(oxor @idyg)((op x @idg) @ idgigr)
(GZ}M ®idgge)((idg @ og x) @idgge)(ag o x @ idgrgg)
aZé@L’Xﬁ/@y(idL@L ®ax g o) idpge @ (0g x @idgr))

(ideoe ®ag) x o)acor xeo (gl o ®@idxee)(idg © o 0) @idxee)
(agcro® idX@L’)aZQIg)L/’L,X@L/(idL®L’ ® (idg ® ogr x))

(idgee @ ag o xX)acos Lo X-

Utilizando o diagrama do pentdgono aplicado ao morfismo (id e ®a£,17 X, £)ALRL L XL

= (idx(m@m'))ax soc oo (ax.co ®idygy)(0p x ®idg) @idgige)
(gl ¢ @idpee)(ide @ op x) @idpge)(ag e x @idggg)

Ut x.conideae ® ax o) idege ® (0 x @idg))

EIWLS FATEI IO idﬁ’)a(_;@g)@y,xpWZ}L,L' ®idxesgr)

((idg @ ogr ) ®idxge)ag oo ® idX@L’)aZégL/’L’X@)L/

(idgge ® (idg @ o x ) idpeo ® ag o x)acoe Lot X -

-1

Pela naturalidade de aggr crox o € de U L@L)@L! X L0

= (idx(m@m'))ax soc e (ax oo ®idygy)(0p x ®idg) @idgige)
(GZ}X,L ®idgge)((idg ®og x) Qidgge)ag g x ®idgger)

oo x.oooideas ®ax o e)acor xoo o (idgps © oy x) @ide)
(agee.crx ® idm)((az,ﬂ;,g ®idx) ® idy)aZé)(L@L/),X,U

((idg ® g g) ®idxer)(ag oo ® idX@L’)aZégL/’L’X@)L/

(idgge ® (idg @ o x))idego ® ag o x)acor coo, X

= (idx(m@m))ax sos oo (ax.co ®idygy)(0g x ®idg) @idgige)
(gl e @idpee)((ide @ op x) @idpge)(ag e x @idggg)

Gt x.oooideas @ ax o e)agor xoo o (idgps © oy x) @idg)
(acwe.0x ©@idg)((agly o @idx) ©idg)((idg @ 0 ¢) ©idx) @ idy)
az(gw/@m,x,y(%,y,a ® idX@L')aZéL%’X@L/(idmw ® (1dg ® o0 x))

(idgeo ®ag o X)L Lot X-
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. [ -1
Pelo diagrama do pentagono para ALl £ XoL!

= (idx(m®@m'))ax cocoec(ax.cc ®idpee) (o x ®idg) @idgger)
(GE}X,L ® idgrge)((idg ® og x) @idgige)(ag o, x @ idgrger)
aZé@L,X,L@L/(idL@L ®ax o o)aces, xoo o ((dege @ o x) @idgr)
(agee o x @ idL’)((aZ’lL,L/ ®idx) ®idg)(((idg @ ogr g) ®idx) ®idgr)
aZé@(L/@L),X,L/(%,L/,L ® idX®L’)a(L®L')®LaX7L'(aZ}@L’,L,X ®idg)
CLZ;@L/’LQ;X’L/(ML@L’ ® aZ}X,L/>(idL®L’ ® (idg ® ogr x))

(idgeo ®ag o X)Ll Lot X

. -1 . ,
Pela naturalidade de a Le(LBL),X L © pelo diagrama do pentidgono para o morfismo

; -1 . .
(asee0r,x @ide)((agly o @idx) @idg)

= (idx(m®m'))ax sos oo (axce ®idggs) (0 x ®idg) @ idggg)
(gl o @idpee)((ide @ op x) @idpge)(ag e x @idgg)

oo x.oooideas @ ax o e)agor xoo o (idgps © oy x) @idg)
(g oy @ide)((idg @ ag g x) ®ide)(ag coy x ©idg)

((idg @ o ) ®idx) ®ides)(ag g, ©@idx) ®ide)(agh e o x @ide)
aZéL/’L®X’L/(idﬁ®L’ ® GZ}X,L/>(ML®L’ ® (idg ® UL’,X))

(idpgg ® ag o X)agos Lo X-

Pela naturalidade de (aL’L@)U,X X Z'dL/) e de (CLZIL L'0X X idL/)

= (idx(m®m'))ax cocoeaxoe ®idpee) (0 x @idg) @idgrgg)

(agly g @ idpeg)(idg ©og x) @idpge)(ag e x @idgg)
aZéQL’X’L/@L/(idL@L ® aX,L/,L/)%@L,X@L/,L/(az}w@y ® idg)

(idg @ (idg ® ogr x)) @ 1dgr)((idg @ ag g x) @idg)((idg @ (0gr 0 @ idx)) @ idgr)
(ag croo,x ®@idg)((ag g o ®@idyx) @ idz')(aZéL%’X ® idy)aZé@y,L@XW
(idgor @ CLZ}X,L/)(’ML@L/ ® (idg @ ogr x))idepe @ ag o X))ol Lo, X

Pelo diagrama (4.3) para a 4lebra base £’ aplicado o morfismo

(idﬁ X (idL X UL’,X)) X idﬁ/)((id@ ® a57£/7X) X Z'd[/)((idﬁ X (0'5175 X idx)) X idﬁ/)
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obtemos

= (idx(m@m'))ax sos e (ax.co ®idpgy)(0p x ®idg) @idgige)
(GZ}X,L ®idgige)((idg ®og x) @idgge)(ag o x ®idgger)
azég,x,y@[,/(idL@L ® aX,L’,L’)aL(@L,X@L/,L’(GZ}L‘J’X@L/ ®idg)
((idg @ ag x o) @idg)((idg @ ogr pox) ®@ide)((idg ® agr g x) @ idgr)
(ag,crme,x @ide)(ag o ®idyx) ®ide)(agh e o x @idg)
aZéL/’L®X’L/(idL®L’ ® aZ}X,[/)(idL@L’ ® (idg ® UL’,X))
(tdgge @ ag g X)ager Lol X-
Aplicando o diagrama do pentagono ao morfismo ((idg ® agr ¢ x) ®idgr)(ag proo, x @
idg)((ag g0 @idx) @idg)agh o oy @idgr)

= (idx(m@m'))ax sos e (ax.co ®idygy)(0p x ®idg) @idgige)
(“Z,lx,z ®idgrge)((idg ®og x) @idgge)(ag £ x @idgggr)
aZ;@L,X,L/@)L/(Z'dL@L ® aX,L’,L’>aL®L,X®L’,L’(aZ}L7X®L/ ®idgr)

((idg ®@ ag x ) @idg)((idg @ ogr pox) @ider)(ag o cox @ idgr)
az;@L/7L®X’L/(idﬁ®L’ ® GZ}X@/)@CZL@L’ ® (idg ® UL’,X))

(idgoe ®ag o x)acel Lol X-

Utilizando o diagrama do pentagono para ao morfismo
Ao, X, 000 \MLal © aX L L)0LL, XL L

= (idx(m@m'))ax sos e (ax oo ®idygy)(0p x ®idg) @idgige)
(GZ}X,L ®idgge)((idg ®og x) Qidgge)(ag g x ®idgrger)
(a(ﬁ®ﬁ)®X,L’,L’>(aZé;L,X,L/ ® idﬁ')(aZ}L’X(gL/ ®idgr)

((idg @ ag x,0) @idg)((idg @ ogr pox) @ider)(ag o cox @ idgr)
CLZ;@L/@@X’L/(M[L@)L’ ® aZ}x)g)(idL@L’ ® (idg ® ogr x))

(idgoe ®ag o x)aces Lol X-

Pelo diagrama do pentagono para
-1 . -1 . . .
(C%@g,x’y ® @dﬁ’)(a5757)(®5/ ®idgr)((idg ® ag x ) @idg)
temos
= (idx(m®@m'))ax coo cec(axc ®@idygy)(0g x @idg) @idgiggr)
1 . . ) .
(ag x o @idpee)((idg ®og x) idpge)(ag o x @idegr)
-1 . . -1 . . .
a(L@L)@X,L’,L’((aL,L,X & Zdﬁ')ZdL/)(aL,LQQX,[/ & ZdL/)«ZdL & UL’,L(X)X) & Zdﬁl)
. -1 . -1 . .
(g, pox @ide)ager pox olideee @agy v o) idege ® (idg @ ogr x)
(idpge ®@ag o X)acos Lot X-
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Pela naturalidade de (a(gg0)e0x 0 00)

= (idx(m@m'))ax soc pec(ax.co ®idygy)(0g x ®idg) ® idgige)
(agly ¢ @idpe)(idg ®@op x) @idpg)(age x @idpgy)

(gl x ®idpee)acscex) e o0 cox.e ©ide)((ide ® og gox) @idg)
(ag.crcox ® idﬁ/mzég’[@x,y(idL@L’ ® GZ}X,L/)(idL@oL/ ® (idg ® ogr x))
(idgeor ® ag g X)L Lot X

= (idx(m@m'))ax sos e (ax.co ®idpgy)(0g x ®idg) @ idgige)
<a1_3,1X,L ®idgrge)((idg ®og x) Qidger)agscox),o o

(GZ}L®X7L/ ®idg)((idg @ ogr peox) @idg)(ag o pox @ider)
aZéLQL@X,L/(ZdL@L’ ® azvl)(vy)(idﬁ@)ﬁ’ ® (1dg @ UL’,X))

(idgeo ®@ag o X))o Lot X-

Pela naturalidade de agq oo x) o7 00

= (idx(m@m'))ax sos esixece)e e ((ax oo ®idg) ®idg)
((op,x @idg) @idg) @ide)((agly o ®ide) @idg)

((idg ® 0 x) @ idgr) ®idg)(ag gy g @ ide)(idg © 01 pox) @ idg)
(agcroox @ idL/)GZé@L/,L@@X,L/(idL@L/ ® az’l)gy)(idL@L’ ® (idg @ ogr x))
(dpor ®ag g X)aLes Lo X-

Aplicando o diagrama do pentagono ao morfismo OX LRLLDLAXD(LDL),L L

= (idx(m@m)(idx ® ager o 0)ax (coo)oo,o(0X oo ® idg)
((ax o0 ®idg) @ide)(((0g x ®idg) @idgr) @ idL/)((aZ}X,L ®idgr) ®idgr)
(((idg ®@og x) @idgr) ® idm)(az,lg@)(,g ®idg)((idg @ ogr px) @ idgr)
(agcroox @ idL/)aZéL/’L®X75I(idL®L/ ® CLE}X,L/)(ML@L’ ® (idg @ ogr x))
(idgeo ®ag o X))o Lot X-

Pela naturalidade de (aZ}L ox .o ®id )

= (idx(m@m)(idx ® ages o 0)ax (coo)oo,o(0X oo ® idg)
((ax,0.0 @ider) ©@idg) (g x ®ide) ®ider) @idg)((agy o @ide) @idg)
(g x oo @ide)((idg @ (0g x) @idg)) @ide)((ide @ 07 gx) @ idg)
(agcroox @ idL/)aZég’g®X7g(idL®L/ ® CLE}X,L/)(ML@L’ ® (idg @ ogr x))
(idgeo ®ag o X))o Lot X-

Sabemos que

(0g x ®idg)og cox = o xecolidy ®@og x)
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e assim,

= (idx(m®m'))(idx ® agee o 0)ax (coo)os,o(0x co0e @ idg)
((ax g0 @idg) @idg)(((og x ®idg) @idgr) @ idm)((az}x,@ ®idgr) @ idgr)
(a;*t Xooy Qide)((idg © o xeor) © idL')((idL ® (idg @og x)) ®idgr)
(ag.crcox @ Zda/)%@)g cox.oidogs © a;t xe\idger @ (idg ® ogr x))
(idggor @ ag o X)L Lot X-

. . -1
Pela naturalidade de (ag ¢/ cox ®idgs) e de Upor LoX.Ll

= (idx(m®m))(idy ® ager o 0)ax (coo)oso (X co0,e @ idg)

((ax g0 ®@idg) @ide)(((0g x ®idg) @idg) ® idL')((aZ,lX,L ®idgr) ®idg)
(a; Xooy Qide)(idg © o o) @ide)(ag o xor @ idL/)CLZéw,X@L,U
(idgoe @ (0g,x ®idgr))(idpge ® CLZ’IX,L/)(MLQ@L/ ® (idg @ ogr x))

(idgeor ®ag o X)L Lo X-

. . ‘ -1
Aplicando o diagrama do pentagono ao morfismo a DL XRL L

= (idx(m®m'))(idy ® ager o 0)ax (coo)os,o(0x co0,e © idg)
(aX,L,L ® idL/) &® idL’)(((UL,X ® Zdﬁ) ® idL/) ® ZdL/>((aZ’1X,L ® ’idL/) ® Z'dL/)
1 . . . .
ap xap.o @ide)((ide @ ogr xer) @idy)(ag o xor © idgr)

(
(
(g0, x,6 @) Lo o x o o0os x oo (oo ©ax o)
(idgse @ (0g,x ®idg))(idgge ® CLZ’IX7L/)(ML®L’ ® (idg @ ogr x))
(idgeor @ ag o X)L Lot X-

Dado que

-1 . . -1
o xeL =ty g plidy ®op glax orplog x @idglag, o
entao

= (idx(m@m'))(idx ® ageg o 0)ox (coo)ee o (X coo,c ®idg)

((ax 0.0 ®ide) ©idg)((0g x ®idg) ®idg) @idg)((agy o @ide) ®idy)
(g xor @ide)((idg ®ayy o) @idg)((idg @ (idx ® o g)) @ idgr)
((idg @ ax g ) @idgr)((idg ® (04 x @ z’dL)) @idg)((ide ® ag) o) @idg)
(aL,LﬁX@L ® idﬂ)(“ﬁ@ﬁ/,X,L ® idﬁ’) (L®L’)®XL L/agégl X, LoL
(idpge ®ax g o) idpge @ (0, x ®@idgr))(idgger @ %,X,M
(idggor ® (idg @ o x ) idgeo ® ag o x)asos LoL X -

Aplicando o diagrama do pentdgono aos morfismos

(a5l ¢ @ide) @idge)ag o o @ide)((idg @ ay'y o) @idg)
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((idg ® GZ/{X,L) ®idg)(ag o xeo ®idg)(agesr x 0 @idgr)

obtemos

= (idx(m @ m'))(idx ® aggg o ,0)ax (Lo, (0x o0, ® idgr)

((ax g c®@idy)@idg)(((0g x ®idg) ®idg) @ idz:f)(af;é;)x,&g ®idg)

(CLZ}X,L@)L/ ®idg)((idg @ (idx @ ogr ) @idg)((idg @ ax g1 o) @ idg)

((idg ® (ogr x ®@idg)) ®idgr)(ag crox,c @ide)((ag o x @idg) ®idgr)
“(_L1®L')®X,L,L/%éggx,g@y(idw@z' ®ax g o) idgge @ (0, x ®idgr))
(ldgor @ GZ}X,L/)(idzz@Lf ® (idg @ ogr x))idgoe @ ag o X )ALeL Lo, X -

Pela naturalidade de (aZé@X,L,L' ®idgr) e <aZ}X7L®L’ ®idgr)

= (idx(m @ m'))(idx ® aggg o 0)ox (Lo, (0x co0,e ® idgr)
((ax o0 ®@idg) @ idz:')(a}(}g@,@,g ®idg)((og x ®idgggr) @ idgr)

((idgox ® ogr,0) @idg)agly pee ®ide)((idg © ax g1 g) ©idg)

((idg @ (ogr x ®idg)) @idg)(ag rex o @idg)((ag o x ®@idg) ®idg)
a(_L1®£’)®X,L,L'QZ;@L',X,L@L/(id£®£’ ®ax g o) idego @ (0, x ®idgr))
(ldgor @ GZ}X,L/)(Z’CZL@U ® (idg @ ogr x))idgpe @ ag o X)Ll Lo, X

Como

(00 x ®idggo)idegx ®ogr o) = (idxgr ®ogr g)(og x ®idgrgg)

entao

= (idx(m @ m'))(idx ® aggg o ,0)ax (o), (0x co0,e ® idgr)

((ax .0 ®@idg) @ide)(ayye oo @ide)(idxee © o g) @ idg)

(o, x ®idgrgr) ® idm)(aZ}X’g@L ®idg)((idg @ ax grg) @idgr)

((idg ® (g x ®@idg)) ®idgr)(ag prox,c @ide)((ag o x @idg) ®idgr)
a(_L1®L')®X,L,L/aZé@L/,X,L@y(idmgw ®ax g o) idgge @ (0, x @idgr))

(dgor @ GZ}X7L/)(idL®L’ ® (idg @ ogr x))idgee @ ag o X )eL Lo, X
Observamos que, de acordo com o diagrama do pentdgono para o morfismo (ax sec g/ ®

idg)(ax 0.0 @idg) @ide)(axy e o o ®idg)

= (idx(m@m"))(idx ® ager o 0)ox (coc)os o ((idx @ GZ}L,L/) ® idg)
(ax.c oo @ide)((idxge @ ogr o) @ide)((0g x @idgig) @ idgr)(
GZ}X,L@L ®idg)((idg ® ax ¢ ) ®idg)((idg @ (04 x ®idg)) ®idgr)
(ag crox,c ®ide)((ag o x ®idg) @ idL')a(_E@L/)@M7@/%(%@/7;(75@5/
(idege ®ax g o) idege @ (0, x @idgr))(idgger @ “Z}X,M

(idggo ® (idg @ o x ) idgeo ® ag o x)acoe Lo X-
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Pela naturalidade de ax (co0)pe o € (Ax 0000 © idg)

= (idx(m @m'))(idy ® agge g o) (idx @ (QZ}L,L/ ®idg))ax co(Lo),o
(ZdX ® (idg @ oy g)) ®idg)ax o oree ®@ide)((0g, x @idgige) @idgr)
(a; " Xorwp @ide)((idg ® ax g ) ®idg)((idg ® (0g x ®idg)) @ idg)
(ag crox,c ®@ide)((ag o x ®idg) ® idL')a(f@L/)@X?L751%(%)5,7)(75@5,
(s @ ax g o)idege @ (0g x @ide))(idgger @ GZ}XW)

(idgge ® (idg @ o x ) idgeo ® ag o x)0coe Lol X-

Pela naturalidade de ay soco0),0r

= (idx(m @ m'))(idx ® aggg o) (idxy @ (CLZ}M/ ®idgr))

(idx ® ((idg ® ogr ) @idgr))ax peen),c(0X.0000 @idg)

(o, x ®idgrgg) ® idﬁ’)(ag}x,y(g)@ ®idg)((1dg @ ax grg) @idgr)
((idg ® (ogr x ®@idg)) ®idgr)(ag crox,c @ide)((ag o x @idg) ®idgr)
a(_£1®£’)®X,L,L'QZ;@L',X,L@L/(id£®£’ ®ax g o) idgge @ (0, x ®idgr))

. 1 ) ) )
(ideoe ®@ag x o) ideg @ (idg @ o x))(ideer @ ag g x)aLer Lol X-

Aplicando o diagrama do pentdgono aos morfismos

aXaL@(L/(@L),L’(aX,L,L'@L X idL,)

~1 , . ,
(aL,X,L'@)L ® idgr)((idg ® CLX7L/7L) ®idgr)

segue que

= (idx(m @ m"))(idy ® aggg ) (idx @ (GZ}L,L/ ®idgr))
(idx @ ((idg @ ogr g) @idgr))(idx @ aZ}L@L’L/)aX,L,(L’®L)®L’

axec ool (0o x ®idgge) ®@ide)(agex o0 @ idgr)

(aply o ®@ide) @ide)ag o o © z'dL/)((z'dL ® (0 x ®idg)) ®idg)
(ag proxe ®ide)((ag o x @idg) @idg)a, (L®L/)®XL L/%éw X.L0L
(idese @ ax o o)idege ® (0g x ®idg))(idgggr @ %7;(75/)
(idggor ® (idg @ o x))idgso ® ag o X)asoe Lot X-
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Pela naturalidade de (aggx o/ ¢ ® idg) e de (ale®L, r ®idgr)

= (idx(m@m'))(idy ® agge o o) (idx @ (@Z}L,L/ ®idgr))

(idx ® ((idg ® ogr o) ®idg))(idx @ CLZ}L/@L75/)aX,L,(L’@L)@L'CLXG@L,L’@L,L’
(axgc,cre ®@ide)(((og x ®idgr) ®@idg) ® idz')((aZ}X’g ®idg) @ idgr)
(((idg @ ogr x) ®idg) ® idL’)(azlg/(g)XL ®idg)(ag crox,c @idgr)

((W),LQX ®idg) ®@idgr)a, (L@L’)@XL L/CLL;@L/ XL®L/<ZdL®L’ ® CLX,L,L’)
(idpge ® (0g x ®idg))(idgge ® %,X’L/)(de@y ® (idg ® ogr x))
(ldgor ®ag o x)ages Lot X

Pelo diagrama do pentdgono para o morfismo ax g /oo c/(@xec o0 ® idg)

= (idx(m@m!))(idy ® agge o o) (idx ® (GZ}L,L/ ®idgr))

(idx @ ((idg ® ogr o) @idgr))(idx @ GZE@L L)X L (0Ll

(idxes ® ag £.0)0X 0L Lot Xel)as oo (00 x @idy) @idg) @ idg)
((ag” Yo @idg) @idg)(((idg ® o x) @idg) @ z‘dﬁ,)(ag’lﬂ@X’L ®idg/)

(ag crox.c ®ide)((ag o x ®idg) ® id@/)a(f@g)@X’L’L,agégx’@@@,
(idese @ ax o o)(idege @ (0g x ®ide))(idgger @ GZ}X,L/)

(idger @ (idg ® o x))idees ® ag o x)aces coo, X

Pela naturalidade de a X,L,(L'0L)0L" € aplicando repetidas vezes a naturalidade de U XDL)DL! L4

= (idx(m@m))(idx ® agge o) idy @ (agy o @ider)

(idx @ ((idg ® o1, 0) @ idg))(idx @ ag pg e o) idx ® (idg ®ag s 1)
ax oo ix0s o (00 x ®ide) @idgge)(ag'y o ®idege)
((idg ® o1 x) @ idpee)acswex)c.o (0 pex.o ©ide)

(ag pox e @ide)((ag g x @idg) ® idm)a(_;@m@x’@,gCLE%@L/,X@@)L/
(idgse @ ax o o)idege @ (0g x ®idgr))(idggpr @ CLZ}X,L/)

(idgge ® (idg @ o x ) idgeo ® ag o X)asoe LoL X -

Pelo diagrama do pentdgono para o morfismo (idx ® azlﬁ,@)ﬁ o)idx @ (idg ® aZ}L o)

= (idx(m@m))(idx ® agge o) idy @ (ag'y o @ider)

(tdx ® ((idL ©op ) @idg))(idx ® (ag,0g ©idg))(idx ® agh e o p)
(idx @ ap L Les) X L LeLel)iXel,c e (0 x @idy) ®@ideg)
(agly o ®@ideae)((idg ©@ o x) @ideae)agecex) o0 pox.e ©ide)
(ag crox,c ®@ide)((ag o x ®idg) ® idL’)a(_;@L/)@X’L7[/@2(1@5/’)(,5@5/
(idege ®ax g o) idpge @ (0, x ®@idgr))(idpger @ GZ}XW)
(tdggg @ (idg @ og x))idpoy @ ag o x)aces Lol X
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Aplicando novamente o diagrama do pentagono para

. -1
(idx ® g o1 pop)0X 0L (L0L)EXRLL LRL
podemos escrever

= (idx(m@m")(idy @ aggg ) (idx @ (GZ}L,L/ ®idgr))
(idx @ ((idg @ ogr g) @idgr))(idx @ (ag g7 0 @idgr))(idy ® @ZQM/,L,L/)
ax con cou(x.cp ®idoge) (0 x @ide) ® idL@L/)(GZ}X,L/ ®idgge)
((idg ®ogr x) ® idﬁ@ﬁ’)aL@)(L’@X),L,L'(QZ}L/®X7£ ®idg)(ag grox,c @ider)
((ag,orx ®idg) ®idgr)a (L®L/)®X7575/(12;95/7)(75@5/(idL®L’ ®ax g o)
(idgge ® (0g x ®idg))(idgge ® GZ}XW)(ML@L' ® (idg ® ogr x))
(tdgor ®ag o x)agel Lol X
= (idx(m@m')(idy @ aggg ) (idx @ (GZ}L,L/ ®idgr))
(idx ® ((idg @ ogr g) @idgr))(idx @ (ag 7 0 @idgr))(idy ® @Zég,g’y)
ax co o ax oo ®idgge)((og x ®idg) @ idL@L’)(aZ})QU ®idgger)
((idg ® g x) ®idees)asecrax)c,o((ag o x ®idg) @ idaf)a(}l@m@X’L,L,
aZé@LQX’L@L/(idL@L’ ® aX,L7L’)<idL®L’ ® (UL,X ® idg))(idgge ® CLZ}X7L/)
(idggor ® (idg @ o x )idgeo ® ag o x)asoe LoL X -

Aplicando a naturalidade de QLo (L'0X),L,L

= (idx(m @ m’))(idx ® agge o) (idxy @ (GE}LW ®idgr))

(idx @ ((idg @ ogr g) @idgr))(idx @ (ag 0 0 @idgr))(idy & a[;éw,g,y)
ax po coc(ax o ®idgey) (o x ®idg) ® ida(g@L')(aZ,lX,g ®idgggr)
((idg @ ogr x) ®idpge)(ag o x @ idﬁ@ﬁ’)a(L®L’)®X,L,L’a(_g@g)@)(’@7L/
aZé@L/’XL@L/(idL@L’ ®ax g o)idege ® (0g x ®idg))(idgge © aZ}X,L’)
(tdgge @ (idg @ og x))(idpge @ ag o X)ager Lol X

= (idx(m@m)(idx @ agge o) idy @ (agly o @idg))

(idx @ ((idg @ ogr o) @idg))(idx @ (ag g g ®idgr))(idx @ asz/,L,L/)
ax ol cocax g o @idege)(og x @idg) @ idL@L’)(aZ}X,L/ ®idgge)
((idg ® o x) @idgger)(ag o x @ idL@L’)aZé@LQX,L@L/(idL®L’ ®ax g0
(idgge @ (0g x ®idg))(idgge ® GZ}X,L/)(ML@L’ ® (idg ® ogr x))
(idege ® ag o X))o Lol X-

Pela defini¢io de m e og g0/ x temos
. ~ ~ . -1 . ~
= (ldX X m)aX,L®L/,L®L'(UL®L/,X X ZdL@L’)a[J@L/,x’L@L/(Zd£®5' X Uﬁ@ﬁ',X)

ALRL LRL X
= (idx @ M)F (L0 o(Lot)X-
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Por ultimo, vamos mostrar que o diagrama a seguir comuta

(Lol e LeL) —2L | (teo)e Lol
m m
L®L

Como £ e £’ sdo algebras base, entdo temos que m = moyg r, € m = m'a[/’L/, em que m

e m' sdo os morfismos de multiplicacdo de £ e £’ respectivamente. Assim,

m=(memagee o olagy o @idy)((ide ®og g) @idg)

(ag,0re ®idg)agh o o

= ((mog 0) ® Moy g))ageecelagy o @ide)((ide ® og g) @ idg)
(ag,cre @idg)agt e o o

= (mam)(ogc ® o c)ageeolagy o @ide)((ide ® o o) @idgr)
(ag,cre @idg)ass e o o

= (m@m)(idgor ® o )00 @idpgr)aces e olagy o ®ide)
((idg ® o1, 0) @ idg)ag e @idg)ags e ;o

Pela naturalidade do morfismo age o/ ¢/
) . . 1 .
=(mem')idggr @ o )ages oo ((0g ®idg) @idg)(ag o o ®idgr)
. . . -1
((tdg @ ogr ) @idgr)ag g Qidg)ags e pop

e aplicando a comutatividade do diagrama do pentagono ao morfismo agg g o/ o/, temos

) 1 . .
= (mem)(idee @ 0pr £)ag o s ide ® ag g o)ag cor olag o g @ idg)

. . -1 . . . . -1
(0,0 ®idg) @idg)(ag ;o @ide)((idg @ ogr ) @idg)ag g0 Qidg)age e oo

. -1
Pela naturalidade do morfismo a LLLSL

1 . . . .

=(mem)ag o pgelide ® (idg ® g £))(idg @ ag g1 p)ag poo olag o @ idgr)
. . -1 . . . . -1

(0,0 ®idg) @idg)(ag o o @ide)((idg @ ogr ) @ide)ag 0 Qidg)age e g

e aplicando a comutatividade do diagrama do pentadgono ao morfismo azlﬁ Lo
/ -1 . -1 . -1 . .
=(m®m )‘%@&L’,L’(CLQL’L/ ® ZdL’>aL,L®L/,L/(2dL ® a@gg@/)(“& ® (idg ® o1 1))

. . . ) 1 .
(idg @ ag o )ag corolag g @ide)((og 0 @ider) @idg)ag ;o Qidgy)

. . . -1
((tdg ®@ogr g) @idgr)ag o1 @idg)ags e popre
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Por hipétese, temos que o/ pog o = idggr, desta forma

=(m® m')%m,y,y(%}@’y ®idg)((idg @ idgge) ® idL’)aZ}L(@L/,L/

(ide @ ag'es o) ide @ (idg @ o0 0))idg ® ag 1 o)ag poprolag oo @ idg)
(05,0 ®@idgr) @idg)agy o @idg)((idg ® o1 0) @ idg)ag g @idg)ags e o g
=(m® m')%@L,L/,L/(aZ}L’g ®idgr)((idg @ (0gr gog gr)) ®idgr)

0t eoe olide ©agly, (idg © (idg ©@og o) idg © ag g 0)ag co o

(ag 000 ®ide) (g0 ®ide) @ide)(agly o @ide)((idg © og ) @idg)
(ag,cre @idg)ags e o o

= (memagaroolagy o @ide)(ide ® o g) @idg)((ide ® og ) ©idg)
0z o oide @ agly, )idg @ (idg @ o e)idg @ ag g 0)ag co o

(ag g0 @ide)((0g ¢ @idg) @ idﬁ’)(az’lg,y ®idg)((idg @ ogr g) @ idgr)
(ag o ® id’C)aZ(l@L/,L,L/'

. —1
Pela naturalidade do morfismo a LLOL L

=(m® ml)@L®L,L’,L’(aZ}L,U ®idg)((idg @ ogr o) ® ’idL/)@Z}L/@L,L/

(idg ® (05,0 ®idg))(idg ® GZ}L/7L/)(idL ® (idg ® ogr o)) (idg @ ag g1 )
agcoe i e @ide)(og 0 @ide) ®idg)(agly o ®idg)

((idg ® ogr.0) @ide)ag e @ide)ag e oo

. . . -1
e aplicando o do diagrama do pentagono ao morfismo a LLRL.L

-1 . . .
=(m® m’)%@L crelag o ®ide)((idg @ opr ) @ider)(ag g0 @idgr)
-1 . . -1
oo 0.0 cop (1 ® agr g o) (idg © (0g 0 @ide))(idg @ agly, 1)
(idg @ (idg @ ogr ) idg ® ag gr pr)ag oo orlag oo @ide)((og 0 @idgr) @ idgr)
)

-1 . . .
(agly oo ®ide)((ide ® o1 1) @ider)(ag o0 ©idg)agh e oo

de (A.2),(A.3) e (A.4), temos
= T?L&L@L/’L@L/.
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