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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a estrutura monoidal da categoria de representações parciais
de um grupo finito G, que corresponde à categoria de módulos sobre a álgebra kpar(G),
denotada como kpar(G)M. Mostramos que esta categoria tem uma estrutura monoidal, pois
a álgebra kpar(G) tem estrutura de Hopf algebroide. Além disso, utilizamos o isomorfismo
entre a álgebra kpar(G) e a álgebra do grupóide Γ(G), denotada por kΓ(G), para descrever
para descrever de maneira explícita os objetos simples nesta categoria. Como resultados
relevantes, mostramos o Teorema da Árvore de Natal, que diz que, dados um grupo finito
G e um subgrupo H ≤ G, existe um funtor aditivo, monoidal, fiel e injetivo nos objetos
entre a categoria dos módulos sobre kH e a categoria dos módulos sobre kpar(G). Também
mostramos o Teorema da Matryoshka, que diz que, dado um grupo abeliano finito G e
um subgrupo H ≤ G existe um funtor aditivo, monoidal, fiel e injetivo nos objetos entre
a categoria dos módulos sobre kpar(H) e a categoria dos módulos sobre kpar(G).

Palavras-chave: representações parciais; álgebras de Hopf fracas; Hopf algebróides; álge-
bra de Hopf parcial; álgebra de grupóide.



ABSTRACT

In this work we study the monoidal structure of the category of partial representations of
a finite group G, that it is the same category of modules over the algebra kpar(G), denoted
by kpar(G)M. We show that this category has a monoidal structure, because the algebra
kpar(G) has a structure of Hopf algebroid. We use the isomorphism between the algebra
kpar(G) and the groupoid algebra of Γ(G), denoted by kΓ(G), to describe explicitelly the
simple objects in this category. Our most relevant results are the “Christmas tree”, than,
for every finite group G and each subgroup H of G, there exists an additive, monoidal,
faithful and injective-on-objects functor between the category of modules over kH and
the category of modules over kpar(G). And finally, the “Matryoshka’s Theorem”, than, for
every finite abelian group G and each subgroup H of G, there exists an additive, monoidal,
faithful and injective-on-objects functor between the category of modules over kpar(H)
and the category of modules over kpar(G).

Keywords: partial representations; weak Hopf algebras; Hopf algebroids; partial Hopf
algebra; groupoid algebra.
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INTRODUÇÃO

O estudo de ações parciais (de grupos) tem sido explorado desde a década dos anos
90 em vários contextos. Por exemplo, em [21] é construída uma relação biunívoca entre
as ações parciais do grupo G e as ações de certo semigrupo inverso S(G) (construído a
partir do próprio grupo G),

{ações parciais de G} 66{ações de S(G)}
vv

.

Sendo assim, o estudo de ações parciais teve avanços importantes no estudo de
C∗-álgebras, mas é em [14], [15], e [17] que se concentrou mais no aspecto algébrico, pois
são definidas as ações e representações parciais de grupos sobre álgebras e, em especial, é
apresentada uma correspondência um-a-um entre as representações parciais de grupos e
certa “álgebra de grupo parcial” chamada kpar(G) (construída a partir do próprio G),

{representações parciais de G} 66{representações de kpar(G)}
ww

.

Neste sentido, faz-se uma analogia à correspondência bem conhecida que existe
entre o estudo das representações de um grupo G sobre k-espaços vetoriais e a teoria de
representações da álgebra kG.

Todavia, em [15] (com uma pequena correção para grupos não abelianos realizada
depois em [17]) é feita uma construção alternativa através de grupóides para estudar e
entender melhor a álgebra kpar(G). Assim, é construído um grupóide associado ao grupo
G, denominado Γ(G), e a álgebra gerada como k-espaço vetorial pelos elementos desse
grupóide, denominada kΓ(G), que resulta isomorfa a kpar(G) quando G é finito, ver
Teorema 1.13,

kpar(G) ∼= kΓ(G),

onde
kΓ(G) =

∑
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Mm(kH),

ver página 35. Neste sentido, é interessante estudar a álgebra kpar(G) através da álgebra
kΓ(G), com o intuito de entender como as representações parciais podem ser “decompostas”
em componentes mais simples. Tal decomposição pode motivar outros estudos sobre a
estrutura do grupo mesmo e a sua teoria de representação parcial.

Quando o grupo G não é finito, este isomorfismo não é válido. No entanto, em
[18] é mostrado que é possível obter uma correspondência entre as representações parciais
irredutíveis de grau finito do grupo G e as representações irredutíveis de certos ideais
da álgebra de grupóide kΓ(G), que tem a ver com as componentes conexas de Γ(G), ver
Teoremas 3.2 e 3.4.
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E se continuarmos nesse caminho, poderíamos enunciar muitos outros avanços que
foram realizados no contexto de ações e representações parciais, que continuam sendo de
grande interesse mesmo depois de mais de duas décadas, veja outras abordagens em [1],
[2] e [12].

As representações parciais de uma álgebra de Hopf foram introduzidas em [4]. É
explorada a sua relação com as ações parciais e são apresentados alguns exemplos, tudo
no contexto de álgebras de Hopf. Em particular, para cada álgebra de Hopf, é associada
a álgebra Hpar que tem a propriedade universal de fatorar toda representação parcial da
álgebra H por um morfismo de álgebras de Hpar, ver Teorema 2.38,

{representações parciais da álgebra de Hopf H} 44{representações da álgebra de Hopf parcial Hpar}
tt

.

Isto é de grande interesse, pois a categoria dos módulos parciais sobre uma álgebra
de Hopf H resulta ser a mesma categoria de módulos sobre Hpar, veja Proposição 2.40.
Mas a estrutura de Hpar visto como um Hopf algebróide permite melhorar a estrutura da
categoria de H-módulos parciais, munindo a mesma de uma estrutura monoidal. Estas no-
vas técnicas de estudos sobre Hopf algebróides são exploradas em [7], [8] e bem detalhadas
em [24], o que nos permite estudar a estrutura monoidal de Hpar como Hopf algebróide,
sendo que, quando H = kG e G finito, temos que

Hpar = (kG)par = kpar(G) ∼= kΓ(G).

Este último isomorfismo de Hopf algebróides é resultado de estudar a estrutura de
álgebra Hopf fraca de kΓ(G), o que a mune de uma estrutura de Hopf algebróide, [9], [10],
[26] e [28].

Nos próximos parágrafos, descrevemos, de forma geral, a estrutura da tese e seus
objetivos, destacando as contribuições e resultados principais.

No primeiro capítulo apresentamos os conceitos básicos de representações parciais
no contexto de grupos, bem como algumas definições e notações que são usuais dentro do
estudos das mesmas. Notações estas que serão usadas no percurso desse trabalho. Alguns
exemplos particulares são descritos, que evidenciam a importância de representações
parciais, pois toda ação parcial induz uma representação parcial. Além disso, no capítulo
é apresentado o isomorfismo que existe entre a álgebra kpar(G) e a álgebra kΓ(G), quando
G finito, lembrando que em [15] e [17], a estrutura de kΓ(G) é descrita em detalhe,
decompondo-a de tal forma que fica mais “simples” de estudá-la. Temos então que a teoria
de representações parciais de um grupo G é a mesma teoria de representações das álgebras
kΓ(G) e kpar(G). Terminamos este capítulo fornecendo alguns exemplos que visam dar
uma ideia do nosso resultado principal.

No segundo capítulo, inicialmente introduzimos a definição de álgebra de Hopf
fraca e mostramos que a álgebra do grupóide Γ(G), associado ao grupo G, é também uma
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álgebra de Hopf fraca. É importante destacar que a subálgebra AΓ desempenha um papel
importante no decorrer dos seguintes passos. Em particular, apresentamos o isomorfismo
Teorema 2.18 que nos revela técnicas para trabalhar com o produto tensorial quando
balanceado sobre a álgebra base AΓ.

Depois disto, ainda no capítulo segundo, introduzimos a definição de Hopf alge-
bróide, destacamos que toda álgebra de Hopf fraca é um Hopf algebróide e, portanto,
kΓ(G) tem uma estrutura de Hopf algebróide. Em seguida, introduzimos a definição de
representação parcial no contexto de álgebras de Hopf, [4] e estudamos dois exemplos
importantes: uma representação parcial gerada a partir de uma ação parcial; e uma outra
representação parcial relacionada ao produto smash parcial e, similar ao feito em represen-
tações de grupos, nos dedicamos a descrever a “álgebra de Hopf” parcial Hpar (construída
a partir de uma álgebra de Hopf H), e a propriedade universal que faz com que o seguinte
diagrama comute para qualquer representação parcial de álgebra de Hopf π : H −→ B:

H
π //

[ ]
!!

B

Hpar

π̃

== .

Definimos módulos parciais sobre uma álgebra de Hopf H e destacamos que esta
categoria é isomorfa à categoria dos módulos sobre Hpar, HMpar ∼= Hpar

M. Mostramos
que a álgebra parcial de Hopf é um Hopf algebróide e em particular, quando H = kG,
(kG)par = kpar(G), logo, encerramos este capítulo descrevendo a estrutura da álgebra
kpar(G) como Hopf algebróide.

No terceiro capítulo nos dedicamos a provar que o isomorfismo apresentado no
Teorema 1.13 preserva as estruturas de Hopf algebróides das álgebras kpar(G) e kΓ(G), o
que nos garante a seguinte equivalência de categorias monoidais:(

kpar(G)M,⊗Apar
,Apar

)
∼=
(
kΓ(G)M,⊠,AΓ

)
Em seguida, descrevemos os módulos simples da categoria dos módulos parciais.

Destacamos dois teoremas importantes: o Teorema 3.2, que diz basicamente que toda
representação parcial irredutível de grau finito de um grupo finito G está em correspondên-
cia com uma única componente conexa Σ de Γ(G) e uma única representação irredutível
de kΣ; e o Teorema 3.4, que diz que se π : G −→ End(V) é uma representação parcial
de G irredutível e de grau finito, então o kΣ ∼= kΣW ⊗kH U , onde H ≤ G é o grupo
estabilizador de um vértice de Σ, e Σ é a componente conexa de Γ(G) associada a π, U é
um kH-módulo irredutível e W é um kΣ-kH-bimódulo (que corresponde a certa represen-
tação parcial monomial sobre H de G). É importante também destacar que, neste ponto,
apresentamos detalhadamente uma construção alternativa para caracterizar os módulos
simples sobre a álgebra kpar(G) e finalizamos este capítulo com alguns exemplos com o
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A imagem acima é de novo apenas ilustrativa, mas ela é significativa e representa em
parte como o grupóide no Exemplo 1.15 é visualizado dentro do grupóide no Exemplo 1.17.
Nesta imagem em particular, temos à esquerda o grupóide associado ao grupo Z3, que são
essas três componentes conexas (grafos orientados) que se veem facilmente. Já na imagem
à direita, temos algumas das componentes conexas do grupóide associado ao grupo Z27.
Observe que, há três componentes conexas visivelmente notórias, e estas coincidentemente
possuem a mesma “geometria” das três componentes conexas mencionadas anteriormente.
Veremos que isto é um forte indicativo de que a categoria das representações parciais do
grupo Z3 está de fato “bem mergulhada” (relação funtorial) na categoria das representações
parciais do grupo Z27.

Mostramos que esta relação define um funtor que é injetivo nos objetos, fiel, aditivo
e monoidal entre a categoria de representações de kpar(H) e a categoria de representações
de kpar(G).

Primeiro, esta construção é feita para um grupo de ordem pn, onde p é um número
primo, e depois generalizamos para um grupo abeliano finito G, nos apoiando no Teorema
de estrutura de grupos abelianos finitos, conhecido na literatura como Teorema dos diviso-
res elementares, enunciado no Apêndice A.1. Segundo este Teorema, todo grupo abeliano
finito pode ser escrito na forma

G = Zpα1
1

× · · · × Zpαn
n
,

onde pi são números primos não necessariamente distintos.
Ao longo deste trabalho, k denota um corpo algebricamente fechado de caracterís-

tica zero, e G um grupo finito com elemento neutro e. O anel de matrizes de tamanho
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m×m com entradas em A será denotado por Mm(A), onde m é um inteiro positivo.
Para simplificar a notação, adotamos a notação de Sweedler, omitindo o somatório

sempre que conveniente. Iremos mencionar isto novamente no Capítulo 2.
Optamos por incluir a maioria das demonstrações para tornar o texto o mais

autocontido possível.
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1 REPRESENTAÇÕES PARCIAIS DE GRUPOS E A ÁLGEBRA DE GRUPOIDE

Neste capítulo, introduzimos alguns conceitos básicos sobre representações parciais
de um grupo G, a álgebra kpar(G) e a sua estrutura como álgebra de grupóide, além
de apresentar alguns exemplos. A maioria desses conceitos são bastante conhecidos na
literatura, e podem ser consultados em [14], [15], [16], [17] e [18], entre outros.

1.1 REPRESENTAÇÕES PARCIAIS DE GRUPOS

Definição 1.1. Seja G um grupo. Uma k-representação parcial de G sobre a k-álgebra
A é uma aplicação π : G −→ A tal que:

(i) π(e) = 1A;

(ii) π(g)π(h)π(h−1) = π(gh)π(h−1);

(iii) π(g−1)π(g)π(h) = π(g−1)π(gh),

para todo g, h ∈ G. Quando A = Endk(V), sendo V um k-espaço vetorial, dizemos que π
é uma k-representação parcial de G sobre o espaço vetorial V. Nesse caso, devemos ter
presente que 1A denota a unidade de Endk(V), que é a identidade do espaço vetorial V,
denotada por IdV. A partir de agora, escreveremos simplesmente 1A, salvo quando for
necessário contextualizar e especificar a unidade da álgebra.

Observe que toda k-representação de G sobre V, no sentido clássico, também
conhecida como k-representação global de G, é uma k-representação parcial de G. A
recíproca dessa afirmação não é sempre verdadeira. Daqui em diante, escrevemos apenas
“representação de G” e “representação parcial de G”, omitindo a referência ao corpo k.
Além disso, sempre que não especificarmos que a representação é parcial, estaremos nos
referindo a uma representação global no sentido clássico.

Segue diretamente da definição de representação parcial de G que

π(g)π(g−1)π(g) = π(g) e π(g−1)π(g)π(g−1) = π(g−1), (1.1)

para todo g ∈ G. O exemplo a seguir apresenta representações parciais de G que podem
ser obtidas a partir de uma representação de G, ver [1] e [3].

Exemplo 1.2. Seja ρ : G −→ GL(V) uma representação de G. Considere uma aplicação
linear T : V −→ V, tal que T 2 = T . Se T comuta com a aplicação

Tg = ρ(g) ◦ T ◦ ρ(g−1),

para todo g em G, então a aplicação

ρ̃ : G −→ Endk(T (V)),

definida por ρ̃(g) = T ◦ ρ(g) é uma representação parcial de G sobre T (V).
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De fato, seja w ∈ T (V), logo w = T (v) para algum v ∈ V, então

ρ̃(e)(w) = T
(
ρ(e)(w)

)
= T

(
ρ(e)(T (v))

)
= T

(
T (v)

)
= T (v) = w,

pois ρ é uma representação de G e T 2 = T . Como w é arbitrário então ρ̃(e) = IdT (V), que
é a unidade de Endk(T (V)).

Sejam g, h ∈ G, então

ρ̃(g) ◦ ρ̃(h) ◦ ρ̃(h−1)(w) = ρ̃(g) ◦ ρ̃(h)
(
T
(
ρ(h−1)(w)

))
= ρ̃(g)

(
T

(
ρ(h)

(
T
(
ρ(h−1)(w)

))))
= ρ̃(g)

(
T
(
Th(w)

))
= ρ̃(g)

(
Th
(
T (w)

))
= ρ̃(g)

(
Th
(
T (T (v))

))
= ρ̃(g)

(
Th
(
T (v)

))
= ρ̃(g)

(
Th(w)

)
= T

(
ρ(g)

(
Th(w)

))
= T

(
ρ(g)

(
ρ(h)Tρ(h−1)(w)

))
= T

(
ρ(gh)Tρ(h−1)(w)

)
.

Por outro lado,

ρ̃(gh) ◦ ρ̃(h−1)(w) = ρ̃(gh)
(
Tρ(h−1)(w)

)
= T

(
ρ(gh)T

(
ρ(h−1)(w)

))
.

Como w foi tomado arbitrariamente, segue que

ρ̃(g) ◦ ρ̃(h) ◦ ρ̃(h−1) = ρ̃(gh) ◦ ρ̃(h−1).

Analogamente,

ρ̃(g−1) ◦ ρ̃(g) ◦ ρ̃(h) = T ◦ ρ(g−1) ◦ T ◦ ρ(g) ◦ T ◦ ρ(h)
= T ◦ Tg−1 ◦ T ◦ ρ(h)
= Tg−1 ◦ T ◦ T ◦ ρ(h)
= Tg−1 ◦ T ◦ ρ(h).

Por outro lado,

ρ̃(g−1) ◦ ρ̃(gh) = T ◦ ρ(g−1) ◦ T ◦ ρ(gh)
= T ◦ ρ(g−1) ◦ T ◦ ρ(g)ρ(h)
= T ◦ Tg−1 ◦ ρ(h)
= Tg−1 ◦ T ◦ ρ(h).
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Dessa forma, temos
ρ̃(g−1) ◦ ρ̃(gh) = ρ̃(g−1) ◦ ρ̃(gh).

Portanto, ρ̃ é representação parcial de G sobre T (V). Observe que, em geral, ρ̃ não é uma
representação global.

A seguir, um exemplo mostrando que também é possível obter representações
parciais a partir de ações parciais de grupos sobre álgebras, mais detalhes podem ser
consultados em [4] e [14].

Exemplo 1.3. Seja G um grupo e A uma álgebra unital. Uma ação parcial α de G em
A, que denotaremos por G ↷p A, é um par

(
{Ag}g∈G, {αg}g∈G

)
que consiste de uma

coleção {Ag}g∈G de ideais de A e de uma coleção {αg : Ag−1 −→ Ag}g∈G de isomorfismos
de álgebras, que satisfaz as seguintes condições:
i) Ae = A, e αe = 1A;

ii) αg(Ag−1 ∩ Ah) = Ag ∩ Agh;

iii) αg(αh(a)) = αgh(a), para todo a em Ah−1 ∩ A(gh)−1 .
Seja {1g}g∈G uma família de idempotentes centrais em A. Suponha Ag = 1gA para todo
g ∈ G, logo cada Ag é uma álgebra unital com unidade 1g. Assumimos que αg é um
isomorfismo de álgebras, isto é, αg(1g−1) = 1g, para todo g ∈ G. Esse tipo de ação parcial
é conhecida como ação parcial unital.

Observe que, para qualquer g, h ∈ G, o elemento 1g1h é a unidade da álgebra
Ag ∩ Ah. Logo, pelo fato de αh−1 ser isomorfismo de álgebras e de

αh−1(Ah ∩ Ag−1) ii)= Ah−1 ∩ A(gh)−1 ,

segue que
αh−1(1h1g−1) = 1h−11(gh)−1 . (1.2)

Sob estas condições, a aplicação

π : G −→ Endk(A),

definida por π(g)(a) = αg(a1g−1) para todo a ∈ A é uma representação parcial de G.
De fato, seja a ∈ A, então

π(e)(a) = αe(a1e) = a1e = a,

e, para todo g, h ∈ G,

π(g)π(h)π(h−1)(a) = αg

(
αh

(
αh−1(a1h)1h−1

)
1g−1

)
= αg

(
αh

(
αh−1(a1h)αh−1(1h)

)
1g−1

)
= αg

(
αh

(
αh−1(a1h1h)

)
1g−1

)
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= αg

(
αh

(
αh−1(a1h)

)
1g−1

)
= αg

(
a1h1g−1

)
.

Esta última igualdade é uma consequência de a1h ∈ Ah ∩ Ae e 1h ∈ Ah ∩ Ae.
Por outro lado,

π(gh)π(h−1)(a) = αgh
(
αh−1(a1h)1(gh)−1

)
,

e pelo fato de que αh−1(a1h) está em Ah−1 = 1h−1A e 1h−1 é idempotente central, obtemos

= αgh
(
αh−1(a1h)1h−11(gh)−1

)
(1.2)= αgh

(
αh−1(a1h)αh−1

(
1h1g−1

))
= αgh

(
αh−1(a1h1h1g−1)

)
= αgh

(
αh−1(a1h1g−1)

)
iii)= αg(a1h1g−1),

pois a1h1g−1 ∈ Ah ∩ Ag−1 = Ah ∩ A((gh)h−1)−1 . Portanto,

π(g)π(h)π(h−1) = π(gh)π(h−1).

Analogamente,
π(g−1)π(g)π(h) = π(g−1)π(gh).

Portanto, π : G −→ Endk(A) assim definida é uma representação parcial de G em A.

Observação 1.4. Não é difícil verificar que, se φ : G −→ G′ é um homomorfismo de
grupos e π : G′ −→ A é uma representação parcial de G′, então π ◦ φ : G −→ A é uma
representação parcial de G. De fato, sejam e o elemento neutro de G e e′ é o elemento
neutro de G′. Então, temos que

π ◦ φ(e) = π(φ(e)) = π(e′) = 1A.

Agora, veja que,

π(φ(g−1))(π(φ(g))(π(φ(h)) = π(φ(g−1))π
(
φ(g)φ(h)

)
= π(φ(g−1))(π(φ(gh)).

Logo,
(π ◦ φ)(g−1)(π ◦ φ)(g)(π ◦ φ)(h) = (π ◦ φ)(g−1)(π ◦ φ)(gh).

Analogamente, provamos que

(π ◦ φ)(g)(π ◦ φ)(h)(π ◦ φ)(h−1) = (π ◦ φ)(gh)(π ◦ φ)(h−1).

Portanto, temos que π ◦ φ é uma representação parcial de G.
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A seguir, definimos a álgebra parcial de grupo, ou álgebra das representações
parciais do grupo G. Como G é um grupo finito, as representações dessa álgebra estão em
correspondência biunívoca com as representações parciais do grupo G, ver [14], [15] e [18].

Definição 1.5. Seja G um grupo. A k-álgebra parcial de grupo kpar(G), é definida
como sendo a álgebra universal gerada pelo conjunto {[g] : g ∈ G}, que satisfaz as seguintes
relações:

• [e] = 1, a unidade de kpar(G);

• [g][h][h−1] = [gh][h−1];

• [g−1][g][h] = [g−1][gh];
para cada g, h ∈ G.

A aplicação [ ] : G −→ kpar(G), definida por [ ](g) := [g], com as propriedades
acima descritas é uma representação parcial de G. Todavia, se π : G −→ A é uma outra
representação parcial de G, então pela propriedade universal da álgebra kpar(G) existe
um único morfismo de k-álgebras unitais φ : kpar(G) −→ A tal que φ ◦ [ ] = π , isto é, o
seguinte diagrama comuta

G
π //

[ ] ��

A.

kpar(G)
φ

@@

Reciprocamente, se φ : kpar(G) −→ A é um morfismo de k-álgebras unitais, então
φ ◦ [ ] é uma representação parcial de G.

Assim, temos a correspondência biunívoca entre representações parciais de G e as
representações de kpar(G), ver [15].

Definimos ϵg = [g][g−1] para cada g ∈ G. O espaço vetorial gerado por esses símbo-
los ϵg’s define a subálgebra de kpar(G), denotada por Apar(G). Por enquanto, estudamos
algumas propriedades já conhecidas desses símbolos, e mais adiante provaremos proprie-
dades importantes dessa subálgebra, em particular, veremos a propriedade universal da
Apar(G). A seguir apresentamos alguns resultados e propriedades bem conhecidas na
literatura, ver [12], entre outros.

Lema 1.6. As seguintes propriedades valem para cada g, h ∈ G:
a) ϵe = 1;

b) ϵgϵg = ϵg;

c) ϵgϵh = ϵhϵg;

d) [g][h] = ϵg[gh];

e) [g]ϵh = ϵgh[g], logo ϵg[h] = [h]ϵh−1g.

Demonstração. Para cada g, h ∈ G, temos
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a) e b) seguem diretamente da definição;

c)

ϵgϵh = [g][g−1][h][h−1]
= [g][g−1h][h−1]
= [(hh−1)g][g−1h][h−1]
= [h(g−1h)−1][g−1h][h−1]
= [h][(g−1h)−1][g−1h][h−1]
= [h][(g−1h)−1][(g−1h)h−1]
= [h][h−1g][g−1]
= [h−1][h][g][g−1]
= ϵhϵg.

d)

ϵg[gh] = [g][g−1][gh]
= [g][g−1gh]
= [g][h].

e)

ϵgh[g] = [gh][(gh)−1][g]
= [gh][(gh)−1g]
= [gh][h−1]
= [g][h][h−1]
= [g]ϵh.

Com isso, podemos definir as “projeções” sobre cada subconjunto X de G, como
segue:

PX =
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh).

Essas projeções PX ’s ficam bem definidas, pois G é finito, e satisfazem as propriedades
no seguinte lema, ver [4], [12], [18], entre outros.

Lema 1.7. Para quaisquer X, Y ⊆ G vale,
(a) Se e /∈ X então PX = 0;

(b) Se t /∈ X então PX [t] = 0, e se t−1 /∈ X então [t]PX = 0;

(c) PXPY =

PX , se X = Y,

0, se X ̸= Y ;
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(d) [t]PX = PtX [t].

Demonstração. (a) Se e /∈ X, então 1−ϵe = 1−1 = 0 é uma das parcelas de
∏
h/∈X

(1−ϵh).

Logo,
PX =

∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh) = 0.

(b) Se t /∈ X, então

(1 − ϵt)[t] =
(
1 − ([t][t−1]

)
[t] = [t] − [t][t−1][t] (1.1)= [t] − [t] = 0

é uma das parcelas de
∏
h/∈X

(1 − ϵh)[t]. Logo,

PX [t] =
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)[t] = 0.

E se t−1 /∈ X, então

[t]PX = [t]
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)

=
∏
g∈X

ϵtg[t]
∏
h/∈X
h̸=t−1

(1 − ϵh)(1 − ϵt−1) (Lema 1.6, item (d))

=
∏
g∈X

ϵtg
∏
h/∈X
h̸=t−1

(1 − ϵth)[t](1 − [t−1][t]) (Lema 1.6, item (d))

=
∏
g∈X

ϵtg
∏
h/∈X
h̸=t−1

(1 − ϵth)([t] − [t][t−1[t])

=
∏
g∈X

ϵtg
∏
h/∈X
h̸=t−1

(1 − ϵth)([t] − [t]) = 0.

(c) Se X = Y , como ϵgϵg = ϵg e ϵgϵh = ϵhϵg, então PXPX = PX .
Por outro lado, se X ̸= Y , suponha que existe por exemplo t ∈ X e t /∈ Y , então

PXPY =
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y

(1 − ϵs)

=
∏
g∈X

ϵgϵt
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)(1 − ϵt)

=
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)ϵt
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)(1 − ϵt)

=
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵrϵt
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)(1 − ϵt)
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=
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)ϵt(1 − ϵt)

=
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)(ϵt − ϵtϵt)

=
∏
g∈X

ϵg
∏
h/∈X

(1 − ϵh)
∏
r∈Y

ϵr
∏
s/∈Y
s̸=t

(1 − ϵs)(ϵt − ϵt) = 0.

Analogamente, se supormos que existe s ∈ Y e s /∈ X, então PXPY = 0.

(d) Segue diretamente de [t]ϵg = ϵtg[t], (Lema 1.6) .

A notação Pg1,g2,...,gn denota a coleção {X ⊆ G : g1, g2, . . . , gn ∈ X}. Em particu-
lar, Pe é a coleção de subconjuntos de G que contém o elemento neutro do grupo. Mais
adiante precisaremos especificar o grupo, nesse caso escrevemos Pe(G).

Observação 1.8. Segue da propriedade (c) do Lema 1.7 que a coleção {PX : X ∈ Pe} é
uma família de idempotentes ortogonais em kpar(G).

No seguinte lema descrevemos a unidade da álgebra kpar(G) em função dessas
projeções, ver [15], [18], entre outros.

Lema 1.9. As seguintes igualdades valem:

1 =
∑
X⊆G

PX =
∑
X∈Pe

PX ,

em que 1 é a unidade de kpar(G).

Demonstração. De fato, veja que

1 =
∏
g∈G

(1)

=
∏
g∈G

((1 − ϵg) + ϵg)

=
∑
X⊆G

( ∏
g∈X

ϵg
∏
g /∈X

(1 − ϵg)
)

=
∑
X⊆G

PX .

Por outro lado, segue do Lema 1.7 item (a) que, PX = 0 para todo X que não contém e,
logo

1 =
∑
X⊆G

PX =
∑
X∈Pe

PX .
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Observação 1.10. As propriedades descritas anteriormente sobre os ϵg’s e os PX ’s se
estendem para qualquer k-representação parcial π : G −→ A, definindo

ϵπg = π(g)π(g−1) e PπX =
∏
g∈X

ϵπg
∏
h/∈X

(1 − ϵπh).

1.2 Kpar(G) COMO ÁLGEBRA DE GRUPOIDE

Nesta seção introduzimos a álgebra de grupóide kΓ(G), cuja estrutura foi estudada
em [15] para descrever a álgebra kpar(G). Esta álgebra, quando G finito, resulta isomorfa
à álgebra kpar(G). Mesmo para grupos não finitos, existe uma correspondência biunívoca
entre as representações irredutíveis de dimensão finita de kpar(G) e as representações
irredutíveis de dimensão finita de kΓ(G), ver [4], [12], [15], [17], [18], [21].

1.2.1 Álgebra de Grupóide

Um grupóide é uma categoria pequena Γ em que todo morfismo é um isomorfismo.
Logo, para cada morfismo γ : X → Y em Γ, com X, Y objetos de Γ, existe um morfismo
γ−1 : Y → X em Γ tal que γ−1 ◦ γ = IdX e γ ◦ γ−1 = IdY .

Seja Γ um grupóide. O conjunto dos objetos de Γ é usualmente denotado por
Γ(0) e é chamado de conjunto de vértices do grupóide Γ. O conjunto dos morfismos de
Γ é usualmente denotado por Γ(1). Observe que, se X ∈ Γ(0), então existe o morfismo
identidade IdX : X → X. Logo, podemos definir uma aplicação

Γ(0) ∋ X 7−→ IdX ∈ Γ(1).

Iremos nos referir às unidades do grupóide Γ como sendo a aplicação que leva cada objeto
no seu morfismo identidade. Sendo assim, é possível identificar os elementos do conjunto
Γ(0) como elementos de Γ na forma de morfismos identidade.

Seja Γ um grupóide. São definidas as funções source e target, que associam a cada
morfismo o “objeto de partida” e o “objeto de chegada”, respectivamente. Isto é,

s : Γ(1) // Γ(0),

γ � // X

t : Γ(1) // Γ(0)

γ � // Y
,

onde γ : X −→ Y . O produto de dois elementos em Γ(1) é definido pela lei de composição
de morfismos, ou seja, só é possível quando componíveis. Quando o produto é definido,
ele é associativo.

Sejam Γ um grupóide qualquer e A um vértice de Γ. O grupo de isotropia GA de
A é definido por

GA := {γ ∈ Γ(1) : s(γ) = t(γ) = A}.

A partir de um grupóide, é possível definir uma álgebra da seguinte forma. Seja Γ
um grupóide qualquer. A álgebra do grupóide Γ, denotada por kΓ, é definida como o
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espaço vetorial sobre o corpo k gerado pela base Γ, isto é, kΓ = spanΓ, em que o produto
é dado pela regra

γ1 · γ2 =

γ1γ2, se s(γ1) = t(γ2),

0, caso contrário,
(1.3)

para todo γ1, γ2 ∈ Γ, e estendida linearmente sobre kΓ.

Apresentamos a seguir o grupóide que nos interessa estudar, cuja álgebra está
relacionada à álgebra kpar(G). Lembramos que, ao longo deste trabalho G denota um
grupo finito com elemento neutro e.

Considere Γ(G) como sendo o grupóide cujos morfismos são os pares (g, A) tais
que g ∈ G e A é um subconjunto de G contendo e e g−1, isto é, A ∈ Pe,g−1 .

Os objetos de Γ(G) são a coleção de subconjuntos de G que contém o elemento
neutro e, ou seja, Γ(G)(0) = Pe. Quando dizermos que A é um vértice de Γ(G), entenda-se
A ∈ Pe.

As funções source, target e o inverso de (g, A) são dadas por

s(g, A) = A, t(g, A) = gA, e (g, A)−1 = (g−1, gA),

respectivamente. Uma unidade de Γ(G) é a aplicação que leva A ∈ Pe em (e, A).
O produto em Γ(G) é definido como segue. Para cada (g, A), (h,B) em Γ(G),

(g, A) · (h,B) = (gh,B),

se A = hB, ou seja, se s(g, A) = t(h,B).
Por exemplo, o grupóide associado ao grupo cíclico Z2 =

〈
g : g2 = e

〉
, é o conjunto

Γ(Z2) = {(e, {e}), (e, {e, g}), (g, {e, g})}, e pode ser representado por

·
{e}

(e,{e})

·
Z2

(e,Z2) (g,Z2)

Mais adiante, iremos simplificar a notação usada para realizar o grupóide associado Γ(G).
Similarmente, o grupóide associado ao grupo cíclico Z3 =

〈
g : g3 = e

〉
, denotado

por Γ(Z3), pode ser representado da seguinte forma:

·
{e}

(e,{e})

·
Z3

(e,Z3)

(g,Z3)

(g2,Z3)
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·
{e,g}

·
{e,g2}

(g2,{e,g})
(e,{e,g}) (e,{e,g2})

(g,{e,g2})

Definimos a álgebra do grupóide Γ(G) como feito na Seção 1.2.1 e, em diante,
quando escrevermos a álgebra de grupóide, fica subentendido que estamos nos referindo à
álgebra kΓ(G) em menção. Destacamos que o produto em (1.3) é dado pela regra

(g, A) · (h,B) =

(gh,B), se A = hB,

0, caso contrário,
(1.4)

para todo (g, A) ∈ Γ(G), (h,B) ∈ Γ(G), estendida linearmente sobre kΓ(G).
Para facilitar a escrita, usamos o valor booleano para escrever o produto em (1.4),

ou seja,
(g, A) · (h,B) = [[A = hB]](gh,B).

Em geral, [[Afirmação]] = 1 se “Afirmação” é verdadeira e [[Afirmação]] = 0 se “Afirmação”
é falsa. Este valor booleano será usado em varias ocasiões no decorrer do presente trabalho.

Como G é finito, Γ(G) é finito e, portanto, a álgebra KΓ(G) é unital com unidade

1KΓ(G) =
∑
A∈Pe

(e, A).

Uma conta rápida mostra que a cardinalidade de Γ(G), isto é, o número de pares
(g, A) é 2|G|−2(|G| + 1), que é exatamente a dimensão de kΓ(G).

O grupo de isotropia de um grupóide qualquer é formado pelos morfismos γ tais
que s(γ) = t(γ), isto é, aqueles cujo objeto de partida e de chegada coincidem. Logo, se
A é um vértice do grupóide Γ(G), podemos escrever

GA = {(h,A) : h−1 ∈ A, hA = A},

isto é,
GA = {h ∈ G : hA = A},

que é o grupo estabilizador de A. Algumas vezes, iremos omitir a palavra “grupo” e
escrevemos apenas isotropia ou estabilizador de A.

Por exemplo, se G é um grupo de ordem prima, então GA = {e} para todo A ∈ Pe,
com A ̸= G. Se A = G, o seu grupo de isotropia é o grupo G.

Em geral, seja Γ um grupóide qualquer. Um subgrupóide Σ de Γ é uma subcategoria
de Γ tal que, para qualquer morfismo em Σ, o seu inverso permanece em Σ. Dizemos que
um subgrupóide Σ de Γ é maximal se não existe nenhum outro subgrupóide Σ′ ̸= Γ tal
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que Σ ⊂ Σ′ e Σ ̸= Σ′. Dizemos que um subgrupóide Σ é conexo se, para qualquer par de
objetos x e y em Σ, existe um morfismo entre x e y que está em Σ.

Uma componente conexa é definida como sendo um subgrupóide maximal conexo.
Por exemplo, Γ(Z2) tem duas componentes conexas, uma com isotropia trivial {e} e a
outra com grupo de isotropia isotropia Z2; enquanto Γ(Z3) tem três componentes conexas,
duas com isotropia {e} e uma com isotropia Z3.

Observe que, qualquer grupóide finito é a união disjunta das suas componentes
conexas.

Lema 1.11. Seja G um grupo finito. A aplicação

λ : G −→ kΓ(G)

definida por λ(g) =
∑

A∈Pe,g−1

(g, A), para todo g ∈ G, é uma representação parcial de G.

Demonstração. Precisamos provar que as três condições na Definição 1.1 de representação
parcial de grupos são válidas. Primeiro, observe que

λ(e) =
∑
A∈Pe

(e, A) = 1.

Ou seja, a primeira condição é satisfeita.
Para provar a segunda condição, isto é, o item (ii) da Definição 1.1, sejam g, h em

G. Então, temos

λ(g)λ(h)λ(h−1) =
∑

A∈Pe,g−1

(g, A)
∑

B∈Pe,h−1

(h,B)
∑

C∈Pe,h

(h−1, C)

=
∑

A∈Pe,g−1

B∈Pe,h−1

(gh,B)[[A = hB]]
∑

C∈Pe,h

(h−1, C),

(g−1 ∈ A = hB se, e só se, h−1g−1 ∈ h−1A = B)

=
∑

B∈Pe,h−1,h−1g−1

(gh,B)
∑

A∈Pe,h

(h−1, C)

=
∑

B∈Pe,h−1,h−1g−1

C∈Pe,h

(g, C)[[B = h−1C]]

(h−1 ∈ B = h−1C se, e só se, e ∈ C e, h−1g−1 ∈ B = h−1C se e só se, g−1 ∈ C),

=
∑

C∈Pe,h,g−1

(g, C).
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Por outro lado,

λ(gh)λ(h−1) =
∑

B∈Pe,(gh)−1

(gh,B)
∑

C∈Pe,h

(h−1, C)

=
∑

B∈Pe,h−1g−1

C∈Pe,h

(g, C)[[B = h−1C]],

e como h−1g−1 ∈ B = h−1C se e só se, g−1 ∈ C,

=
∑

C∈Pe,h,g−1

(g, C)

=
∑

C∈Pe,h,g−1

(g, C),

e como h−1g−1 ∈ B = h−1C se e só se, g−1 ∈ C,

=
∑

C∈Pe,h,g−1

(g, C).

Ou seja,
λ(g)λ(h)λ(h−1) =

∑
C∈Pe,h,g−1

(g, C) = λ(gh)λ(h−1).

Do mesmo modo provamos que λ(g−1)λ(g)λ(h) = λ(g−1)λ(gh).
Portanto, λ é uma representação parcial de G.

A representação parcial no lema anterior nos fornece ferramentas suficientes para
provar que existe uma correspondência biunívoca entre as representações parciais de G
e as representações da álgebra unital kΓ(G). Todavia, veremos que as álgebras kΓ(G) e
kpar(G) são isomorfas. Estes e outros resultados podem ser consultados em [15] e [17].

Teorema 1.12. Existe uma correspondência biunívoca entre as representações parciais de
G e as representações de kΓ(G).

Demonstração. Suponha primeiro que π : kΓ(G) −→ A é um morfismo de álgebras
unital. Como λ : G −→ kΓ(G) é uma representação parcial (ver Lema 1.11), então
π := π ◦ λ : G −→ A é uma representação parcial de G em A, pois

π(e) = π(λ(e)) = π

( ∑
A∈Pe

(e, A)
)

= π(1kpar(G)) = 1A,

e,

π(g−1)π(g)π(h) = π(λ(g−1))π(λ(g))π(λ(h))
= π

(
λ(g−1)λ(g)λ(h)

)
= π(λ(g−1)λ(gh))
= π(λ(g−1))π(λ(gh))
= π(g−1)π(gh).
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Logo,

π(g−1)π(g)π(h) = π(g−1)π(gh).

Do mesmo modo verificamos que

π(g)π(h)π(h−1) = π(gh)π(h−1).

Reciprocamente, se π : G −→ A é uma representação parcial de G em A. Queremos
mostrar que existe um único morfismo de álgebras π : kΓ(G) −→ A, que faz o seguinte
diagrama comutar

G π //

λ ��

A.

kΓ(G)
π

AA

Defina π : kΓ(G) −→ A por
π
(
(g, A)

)
= π(g)PπA,

para todo (g, A) em Γ e estenda por linearidade. Lembre-se que

PπA =
∏
g∈A

ϵπg
∏
h/∈A

(1 − ϵπh),

onde ϵπg = π(g)π(g−1), ver Observação 1.10. Dessa mesma observação podemos afirmar
que os Lemas 1.6, 1.7 e 1.9 são válidos para qualquer representação parcial π. Assim, o
Lema 1.9 garante a seguinte igualdade,

1A =
∑
A⊆G

PπA =
∑
A∈Pe

PπA,

e segue da linearidade de π e de π ser representação parcial que,

π
( ∑
A∈Pe

(e, A)
)

=
∑
A∈Pe

π
(
(e, A)

)
=
∑
A∈Pe

π(e)PπA = 1A.

Provemos que é multiplicativo, isto é, para todo (g, A), (h,B) ∈ kΓ(G),

π
(
(g, A)

)
π
(
(h,B)

)
= π

(
(g, A)(h,B)

)
.

De fato,

π
(
(g, A)

)
π
(
(h,B)

)
= π(g)PπAπ(h)PπB
= π(g)π(h)Pπh−1AP

π
B

= π(g)π(h)
π∏

x∈h−1A

ϵπx

π∏
y/∈h−1A

(1 − ϵπy )PπB
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= π(g)π(h)ϵπh−1

∏
x∈h−1A

x ̸=h−1

ϵπx
∏

y/∈h−1A

(1 − ϵπy )PπB

= π(gh)ϵπh−1

∏
x∈h−1A

x ̸=h−1

ϵπx
∏

y/∈h−1A

(1 − ϵπy )PπB

= π(gh)
∏

x∈h−1A

ϵπx
∏

y/∈h−1A

(1 − ϵπy )PπB

= π(gh)Pπh−1AP
π
B .

∗) Se h−1A = B, então Pπh−1AP
π
B = PπB donde

π
(
(g, A)

)
π
(
(h,B)

)
. = π(gh)PπB .

Além disso, h−1A = B implica A = hB donde (g, A) · (h,B) = (gh,B) e portanto
π
(
(g, A) · (h,B)

)
= π(gh)PπB , ou seja,

π(g, A)π(h,B) = π
(
(g, A) · (h,B)

)
.

∗ ) Se h−1A ≠ B, existe um elemento s em h−1A que não está B ou um elemento s

em B que não está em h−1A. Em ambos os casos, o produto Pπh−1AP
π
B contém o fator

ϵπs (1 − ϵπs ) = 0 e portanto o produto π(g, A)π(h,B) será nulo.
Além disso, h−1A ̸= B, implica (g, A) · (h,B) = 0. Logo

π
(
(g, A) · (h,B)

)
= 0,

e portanto
π(g, A)π(h,B) = π

(
(g, A) · (h,B)

)
.

Assim, π é um morfismo de álgebras. Para sermos mais exatos, mostramos que π é
multiplicativo sobre Γ(G), e o resultado desejado segue pela extensão linear a kΓ(G).
Observe ainda que,

π(λ(g)) = π
( ∑
A∈Pe,g−1

(g, A)
)

=
∑

A∈Pe,g−1

π
(
(g, A)

)
=

∑
A∈Pe,g−1

π(g)
∏
x∈A

ϵπxP
π
A

=
∑

A∈Pe,g−1

π(g)
∏
x∈A

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

∏
x∈A

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

ϵπg−1

∏
x∈A
x̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)
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= π(g)ϵπg−1

∑
A∈Pe,g−1

∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)π(g−1)π(g)
∑

A∈Pe,g−1

∏
x∈A
x̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

(
1 − ϵπg−1 + ϵπg−1

) ∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

(
(1 − ϵπg−1)

∏
x∈A
x̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)
)

+
(
ϵπg−1

∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)
)

= π(g)
∑

A∈Pe,g−1

( ∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A
y ̸=g−1

(1 − ϵπx)
)

+
( ∏
x∈A

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)
)

= π(g)
( ∑
A∈Pe,g−1

( ∏
x∈A
x ̸=g−1

ϵπx
∏
y/∈A
y ̸=g−1

(1 − ϵπx)
)

+
∑

A∈Pe,g−1

( ∏
x∈A

ϵπx
∏
y/∈A

(1 − ϵπx)
))

= π(g)
∑
A∈Pe

PA = π(g),

ou seja, para todo g ∈ G,
π(λ(g)) = π(g).

Donde segue que
π ◦ λ = π,

isto é, o seguinte diagrama comuta

G
π //

λ ��

A

kΓ(G)
π

AA .

Nas últimas igualdades usamos que é possível reescrever Pe como a união das coleções
P{e,g−1} e {X \ {g−1} ⊆ G : X ∈ Pe,g−1}.

Para provar a unicidade de π, vamos provar que a imagem de λ é toda kΓ(G), isto
é, kΓ(G) é gerada pelos λ’s, lembrando que kΓ(G) é gerada pelos elementos do grupoide
Γ(G), que são pares (g, A) com g ∈ G e e, g−1 ∈ A.

Denote por B a álgebra gerada pelo conjunto Im(λ). Seja (g, A) ∈ kΓ(G). Nosso
objetivo é mostrar que (g, A) está em B. Fixemos algumas notações primeiro. Escreva

A = {b−1
1 , b−1

2 , b−1
3 , . . . , b−1

k−1, g
−1},

e escolha gi como segue
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g1 = b1,

g2g1 = b2,

g3g2g1 = b3,
...

gk−1gk−2 · · · g2g1 = bk−1,

gkgk−1gk−2 · · · g2g1 = g.

Observe que,
g1 = b1 ⇒ g−1

1 = b−1
1

g2 = b2g
−1
1 ⇒ g−1

1 g−1
2 = b−1

2
g3 = b3g

−1
1 g−1

2 ⇒ g−1
1 g−1

2 g−1
3 = b−1

3
... ... ...

gk−1 = bk−1g
−1
1 g−1

2 . . . g−1
k−2 ⇒ g−1

1 g−1
2 g−1

3 . . . g−1
k−1 = b−1

k−1

e,
g−1 = g−1

1 g−1
2 g−1

3 . . . g−1
k−1g

−1
k .

Assim,

λ(gk)λ(gk−1)λ(gk−2) . . . λ(g2)λ(g1) =
∑

Ak∈P
e,g−1

k

(gk, Ak)
∑

Ak−1∈P
e,g−1

k−1

(gk−1, Ak−1) . . .

· · ·
∑

A2∈P
e,g−1

2

(g2, A2)
∑

A1∈P
e,g−1

1

(g1, A1)

=
∑

Ak∈P
e,g−1

k

(gk, Ak) . . .

· · ·
∑

A3∈P
e,g−1

3

(g3, A3)
∑

A2∈P
e,g−1

1 g−1
2

(g2g1, A1)[[A2 = g1A1]]

(pois, A2 ∈ Pe,g−1
2

⇔ g−1
2 ∈ A2 = g1A1 ⇔ g−1

1 g−1
2 ∈ A1)

=
∑

Ak∈P
e,g−1

k

(gk, Ak) . . .

· · ·
∑

A2∈P
e,g−1

1 g−1
2 g−1

3

(g3g2g1, A1)[[A2 = g1A1]][[A3 = g2A2]]

(pois, A3 ∈ Pe,g−1
3

⇔ g−1
3 ∈ A3 = g2A2 = g2g1A1 ⇔ g−1

1 g−1
2 g−1

2 ∈ A1)

...

=
∑

A1∈P
e,g−1

1 g−1
2 ...g−1

k

(gkgk−1 . . . g2g1, A1)[[A2 = g1A1]] . . .

. . . [[Ak = gk−1Ak−1]].
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Segue da construção anterior que {g−1
1 , g−1

1 g−1
2 , . . . , g−1

1 g−1
2 . . . g−1

k } = {b−1
1 , b−1

2 , . . . , b−1
k−1, g

−1} =
A está contido em A1, ou seja,

=
∑

A1∈Pe
A1⊇A

(g,A1).

Portanto,
λ(gk)λ(gk−1)λ(gk−2) . . . λ(g2)λ(g1) =

∑
A1⊇A

(g, A1).

Como B é a subálgebra gerada por Im(λ), então
∑
A1⊇A

(g, A1) ∈ B. Isto acontece para

qualquer (g, A) ∈ kΓ(G). Falta mostrar que (g, A) ∈ B. Considere x1, x2, . . . , xN tais que,

G \ {x1, x2, . . . , xN},

então

A ∪ {x1} ∈ Pe,g−1

A ∪ {x1, x2} ∈ Pe,g−1

...
G = A ∪ {x1, x2, . . . , xN} ∈ Pe,g−1 .

Como
∑
A1⊇A

(g, A1) ∈ B, para qualquer (g, A), então

∑
A1⊇A

(g, A1) −
∑

A1⊇A∪{x1}⊇A
(g, A1) =

∑
A1⊇A
x1 /∈A1

(g, A1) ∈ B.

Isto implica que,∑
A1⊇A
x1 /∈A1

(g, A1) ∈ B −
∑

A1⊇A∪{x1,x2}⊇A
x1 /∈A1

(g, A1) =
∑
A1⊇A

x1,x2 /∈A1

(g, A1) ∈ B.

Seguindo esse raciocínio, obtemos

(g, A) =
∑
A1⊇A

x1,x2,...,xN /∈A1

(g, A1) ∈ B,

para qualquer elemento (g, A) de kΓ(G) e portanto kΓ(G) ⊆ B = ⟨Im(λ)⟩, ou seja, kΓ(G)
é gerada pelo conjunto B, como queriamos mostrar.

De fato, provando que Im(λ) gera kΓ(G), temos que qualquer elemento de kΓ(G)
é da forma λ(g), para algum g ∈ G e, se π : G −→ A é uma representação parcial e
π̂ : kΓ(G) −→ A é um outro morfismo de álgebras tal que π̂(λ(g)) = π(g) para todo
g ∈ G, então

π̂(λ(g)) = π(g) = π(λ(g)),

para todo g ∈ G, ou seja, π̂ e π coincidem em todo elemento de Im(λ), logo, π̂ = π, e
portanto, π é único.
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Com o teorema anterior, prova-se que a álgebra kΓ(G) possui a propriedade uni-
versal de que toda representação parcial π de G é fatorada por uma (única) representação
π da álgebra kΓ(G). Com esta correspondência temos que a teoria de representações
parciais de G e a teoria de representações de kΓ(G) são a mesma. Veremos agora que
kΓ(G) e kpar(G) são isomorfas como álgebras e, no capítulo seguinte, provaremos que este
isomorfismo é um isomorfismo de Hopf-algebróides. Esses resultados (e outros) podem ser
consultados em [14] e [15].

Teorema 1.13. Seja G um grupo finito. A álgebra kΓ(G) é isomorfa à álgebra parcial de
grupo kpar(G).

Demonstração. Primeiro, observe que, como λ : G −→ kΓ(G) é uma representação parcial
de G, segue da definição de kpar(G) que existe um único morfismo de álgebras

λ : kpar(G) −→ kΓ(G),

tal que
λ([g]) = λ(g) =

∑
A∈Pe,g−1

(g, A), (1.5)

para todo g ∈ G, isto é, o seguinte diagrama comuta

G
λ //

[ ] ��

kΓ(G)

kpar(G)
λ

==
.

Por outro lado, como [ ] : G −→ kpar(G) é uma representação parcial, a correspondência
vista anteriormente (Teorema 1.12), nos fornece um único morfismo de álgebras

π : kΓ(G) −→ kpar(G),

tal que,
π(λ(g)) = [g] (1.6)

para todo g ∈ G, isto é, o seguinte diagrama comuta

G
[ ]

//

λ ��

kpar(G)

kΓ(G)
π

==
.

Assim,

π(λ([g])) (1.5)= π(λ(g))
(1.6)= [g].
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Ou seja,
π ◦ λ = Idkpar(G).

Observe que, para mostrarmos que λ(π(g, A)) = (g, A), para todo (g, A) em kΓ(G), é
suficiente provar para os elementos na imagem de λ, pois Im(λ) gera a álgebra toda. Segue
então que, para qualquer g ∈ G,

λ(π(λ(g))) (1.6)= λ([g])
(1.5)= λ(g).

Donde,
λ ◦ π = IdkΓ(G).

Em resumo, os morfismos de álgebras unitais

π : kΓ(G) −→ kpar(G), λ : kpar(G) −→ kΓ(G)
(g, A) 7−→ [g]PA [g] 7−→

∑
A∈Pe,g−1

(g, A),

são um inverso do outro, e os únicos (a menos de isomorfismo) que fazem os seguintes
diagramas comutar

G
[ ]

//

λ ��

kpar(G)

kΓ(G)
π

==
e G λ //

[ ] ��

kΓ(G)

kpar(G)
λ

==
.

Portanto,
kΓ(G) ∼= kpar(G).

Observe que, pelo resultado anterior, é imediata a seguinte igualdade

1 =
∑
A∈Pe

(e, A) =
∑
A∈Pe

PA.

Em [15], é estudada a estrutura da álgebra kΓ(G) e é provado que

kΓ(G) =
⊕
H≤G

1≤m≤[G:H]

cm(H)Mm(kH), (1.7)

onde cm(H)Mm(kH) que dizer cm(H) cópias de Mm(kH).
O número cm(H) é dado pela seguinte fórmula recursiva

cm(H) = 1
m

[G : NG(H)]
((

[G : H] − 1
m− 1

)
−

∑
H<B≤G
[B:H]|m

m

[B : H]
c m

[B:H]
(B)

[G : NG(B)]

)
.
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Observação 1.14. O artigo em menção [15] tem um erro no cálculo do número cm(H),
pois os termos [G : NG(H)] e [G : NG(B)] não foram considerados. Já em 2004, Dokuchaev
e Polcino corrigiram tal erro em [17].
No entanto, se o grupo G é abeliano, temos [G : NG(H)] = 1 e [G : NG(B)] = 1, logo

cm(H) = 1
m

((
[G : H] − 1
m− 1

)
−m

∑
H<B≤G
[B:H]|m

c m
[B:H]

(B)
[B : H]

)
. (1.8)

Como mencionado anteriormente, não é difícil mostrar que que a cardinalidade de Γ(G) é
exatamente 2|G|−2(|G| + 1), que é exatamente a dimensão de kpar(G).

Por outro lado, se G não for finito, kpar(G) ≇ kΓ(G). No entanto, é possível mostrar
que cada representação parcial de G de grau finito irredutível (indecomponível), pode ser
considerada como uma representação irredutível (indecomponível) de kΣ, onde Σ é uma
componente conexa de Γ(G), ver [18]. Este resultado será discutido na Seção 3.1.

1.2.2 Exemplos de KΓ(G)

Veremos a seguir exemplos para ilustrar algumas das definições apresentadas neste
capítulo e, como dito anteriormente, iremos explicar a notação usada para desenhar o
grupóide associado Γ(G) de forma mais simplificada.

Exemplo 1.15. Vimos anteriormente os grupóides associados aos grupos Z2 e Z3, no
caso Γ(Z2) e Γ(Z3), ver página 25. Resumindo, o grupóide associado a Z2, é:

Γ(Z2) : ·
{e}

(e,{e})

·
Z2

(e,Z2) (g,Z2)

E a álgebra kΓ(Z2) pode ser decomposta na soma direta

k ⊕ kZ2.

O grupóide anterior pode ser “re-desenhado” de forma mais simples como segue

·
{e}

e

·
Z2

e g
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onde, estas duas últimas componentes conexas nos sugerem que, o elemento e que identifica
a flecha em

·
{e}

e

refere-se ao elemento (e, {e}) que tem source (origem) {e} e target (destino) {e}. Este
elemento e é diferente do que aparece em

·
Z2

e g

pois neste caso refere-se ao elemento (e, {G}) que tem source G e target G.
Antes de ver o próximo exemplo, repare que, a componente conexa

·
A

·
B

(x,A)

(e,A) (e,B)

está sendo redesenhada por

·
A

·
B

x

e e

em que,



Capítulo 1. REPRESENTAÇÕES PARCIAIS DE GRUPOS E A ÁLGEBRA DE GRUPOIDE 38

·
A

e

Indica o elemento (e, A)
que tem origem A e destino A,
ou seja, s(e, A) = t(e, A) = A.

·
A

·
B

x

Indica o elemento (x,A)
que tem origem A e destino B,

ou seja, s(x,A) = A e t(x,A) = xA = B.

Vejamos o caso G = Z3. O seu grupóide associado é

Γ(Z3) : ·
{e}

(e,{e})

·
Z3

(e,Z3)

(g,Z3)

(g2,Z3)

·
{e,g}

·
{e,g2}

(g2,{e,g})
(e,{e,g}) (e,{e,g2})

(g,{e,g2})

que está sendo redesenhado por

·
{e}

e

·
Z3

e

g

g2

·
{e,g}

·
{e,g2}

g2
e e

g

Devemos ter cuidado aqui na leitura em si, pois g indicando origem G e destino
G é o elemento (g,G), já que s(g,G) = t(g,G) = G enquanto g com origem {e, g2} e
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destino {e, g} se refere ao elemento (g, {e, g2}), pois s(g, {e, g2}) = {e, g2} e t(g, {e, g2}) =
g{e, g2} = {e, g}. Do mesmo modo, deve ficar subentendido que g e g2 que iniciam e
terminam em G indicam elementos distintos. Elementos como estes últimos terão um
papel importante, pois serão “elementos com mesma isotropia”.

A álgebra kΓ(Z3) possui a seguinte decomposição em soma direta

kΓ(Z3) = k ⊕M2(k) ⊕ kZ3.

A partir de agora, representamos o grupóide associado ao grupo G, Γ(G), utilizando
a forma simplificada mencionada anteriormente.

Exemplo 1.16. Considere o grupo G = Z4. Aqui temos um grupo com subgrupos não
triviais, e estes, por sua vez terão uma incidência relevante na álgebra e no grupóide. O
grupóide associado a Z4 tem as seguintes 5 componentes conexas.

·
{e}

e

·
{e,g2}

e g2

·
{e,g}

·
{e,g3}

g3e e

g

{e, g, g2} {e, g, g3}

{e, g2, g3}

g3

g2

e

g

g3

e

g2 g

e

·
Z4

e

g g2

g3
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A álgebra kΓ(Z4) possui a seguinte decomposição em soma direta

k ⊕M2(k) ⊕M3(k) ⊕ kZ2 ⊕ kZ4.

Repare que, a componente conexa associada ao vértice A = {e, g2} tem grupo de
isotropia GA = {e, g2}, que é isomorfo a Z2, e, as duas componentes conexas de Γ(Z2)

·
{e}

e

·
Z2

e g

“aparecem” no grupóide de Γ(Z4). A primeira componente de Γ(Z2) está configu-
rada na segunda componente de Γ(Z4) e a segunda componente de Γ(Z2) está configurada
na quinta componente de Γ(Z4).

Veremos que esta relação não é uma situação excepcional, e que é uma forte
indicação de que existe uma relação entre as representações parciais dos grupos e dos
seus subgrupos, o que motivou a formular o Teorema da Matryoshka 4.4. Isto se torna
mais evidente quando analisamos grupóides associados a grupos com um número maior
de elementos, ou com subgrupos não triviais. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.17. Para o grupo G = Z27 = ⟨g : g27 = e⟩, o grupóide associado Γ(Z27)
teria 227−1 vértices e (227−2)(27 + 1) flechas, sendo este último o número de elementos
do grupóide, isto é, a dimensão da álgebra kΓ(Z27). Assim, seria exaustivo descrever o
grupóide todo. Contudo, veja que os vértices

A = {e, g3, g6, g9, g12, g15, g18, g21, g24} ∼= Z9,

B = {e, g, g3, g4, g6, g7, g9, g10, g12, g13, g15, g16, g18, g19, g21, g22, g24, g25} ∼= Z9 ∪ gZ9 e,
C = {e, g2, g3, g5, g6, g8, g9, g11, g12, g14, g15, g17, g18, g20, g21, g23, g24, g26} ∼= Z9 ∪ g2Z9

têm grupo de isotropia {g3t : 0 ≤ t < 9} ∼= Z9. Observe que, o vértice A acima tem a
seguinte componente conexa associada

·
A

Z9



Capítulo 1. REPRESENTAÇÕES PARCIAIS DE GRUPOS E A ÁLGEBRA DE GRUPOIDE 41

enquanto os vértices B e C estão na mesma componente conexa do grupóide, a saber,

·
B

·
C

Z9 g2Z9 Z9

gZ9

Se acrescentarmos a componente conexa associada ao grupo todo,

·
Z27

Z9

gZ9

g2Z9

Com isto, podemos perceber que, a geometria do subgrupóide formado pelos vértices A,
B, C e Z27 é a mesma do grupóide associado a Z3, Γ(Z3), exceto por algumas flechas a
mais, a saber, temos exatamente [Z27 : Z3] flechas por causa do grupo de isotropia de A,
B e C. Cabe destacar aqui que, quando escrevemos Z9, estamos nos referindo ao subgrupo
de Z27, {g3t : 0 ≤ t < 9} = A.
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2 ÁLGEBRAS DE HOPF FRACAS E HOPF ALGEBRÓIDES

Neste capítulo introduzimos novas definições, isto com o propósito de mostrar que
o isomorfismo no Teorema 1.13 preserva não só a estrutura de álgebra, como também
é um isomorfismo de Hopf-algebróides. No decorrer do trabalho e para simplificar a
escrita, usamos a notação de Sweedler e omitimos o somatório, isto é, se (H,∆, ϵ) é uma
k-coálgebra, escrevemos ∆(x) = x(1) ⊗ x(2), para todo x ∈ H.

Mais detalhes podem ser consultados em [4], [7], [9], [24], [26], [28], entre outros.

2.1 ÁLGEBRAS DE HOPF FRACAS

A teoria de álgebras de Hopf fracas generaliza, em certo sentido, a teoria de álgebras
de Hopf. Nesta seção introduzimos algumas novas definições e mostramos que a álgebra do
grupóide kΓ(G) estudada na Seção 1.2.1 é uma álgebra de Hopf fraca que, em particular,
não é uma álgebra de Hopf no sentido clássico.

Definição 2.1. Uma biálgebra fraca é uma quíntupla (H,µ, u,∆, ϵ) tal que:
(1) (H,µ, u) é uma álgebra.

(2) (H,∆, ϵ) é uma coálgebra.

(3) ∆(xy) = ∆(x)∆(y), para todo x, y em H.

(4) ϵ(xyz) = ϵ(xy(1))ϵ(y(2)z) = ϵ(xy(2))ϵ(y(1)z), para todo x, y, z em H.

(5) (∆(1) ⊗ 1)(1 ⊗ ∆(1)) = 1(1) ⊗ 1(2) ⊗ 1(3) = (1 ⊗ ∆(1))(∆(1) ⊗ 1) que, usando a
notação de Sweedler e omitindo o somátorio, fica

1(1) ⊗ 1(2)1(1′) ⊗ 1(2′) = 1(1) ⊗ 1(2) ⊗ 1(3) = 1(1) ⊗ 1(1′)1(2) ⊗ 1(2′).

Observe que uma biálgebra definida no sentido clássico satisfaz a definição anterior,
isto é, toda biálgebra é uma biálgebra fraca. Contudo, a recíproca não é verdadeira,
pois aqui ∆ e ϵ não precisam ser homomorfismos de álgebras, condição necessária para
ser uma biálgebra. De fato, apesar de ∆ ser um morfismo multiplicativo, ∆(1) não é
necessariamente 1 ⊗ 1, o que equivale a afirmar que, como veremos no seguinte lema, ϵ
não é multiplicativo.

Lema 2.2. Seja H uma biálgebra fraca com unidade 1. Então,

∆(1) = 1 ⊗ 1 ⇔ ϵ(xy) = ϵ(x)ϵ(y).

Demonstração. Se ∆(1) = 1 ⊗ 1, então é direto que

ϵ(xy) = ϵ(x1y) = ϵ(x1(1))ϵ(1(2)y) = ϵ(x)ϵ(y)

Reciprocamente, se ϵ(xy) = ϵ(x)ϵ(y), então

∆(1) = 1(1) ⊗ 1(2) = 1(1) ⊗ ϵ(1(2)(1)
)1(2)(2)
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= 1(1) ⊗ ϵ(1(2))1(3)

= 1(1) ⊗ ϵ(1(2)1(1′))1(2′) (item (4) da Definição 2.1)

= 1(1) ⊗ ϵ(1(2))ϵ(1(1′))1(2′) (por hipótese)

= 1(1)ϵ(1(2)) ⊗ ϵ(1(1′))1(2′)

= 1 ⊗ 1.

Temos assim que uma biálgebra fraca é biálgebra no sentido clássico se, e somente
se, ∆(1) = 1 ⊗ 1, isto é, se e somente se, ϵ(xy) = ϵ(x)ϵ(y).

Todavia, segue de ∆ ser um morfismo multiplicativo a igualdade

x(1)1(1) ⊗ x(2)1(2) = x(1) ⊗ x(2) = 1(1)x(1) ⊗ 1(2)x(2).

De fato, observemos que

x(1)1(1) ⊗ x(2)1(2) = ∆(x)∆(1) = ∆(x1) = ∆(x)

= ∆(1x) = ∆(1)∆(x) = 1(1)x(1) ⊗ 1(2)x(2).

Exemplo 2.3. Se H é uma biálgebra fraca, o seu dual H∗ também é uma biálgebra fraca.
De fato, podemos definir as aplicações δ : H∗ −→ H∗ ⊗H∗ e E : H∗ −→ k como sendo
δ(f) = f1 ⊗ f2 para todo f ∈ H∗ tal que f(ab) = f1(a)f2(b) e E(f) = f(1H). Com estas
aplicações obtemos uma estrutura de biálgebra fraca para H∗.

Exemplo 2.4. Se H é uma álgebra de dimensão finita, então H e H∗ são biálgebras
fracas. De fato, se {ei | 1 ≤ i ≤ n} é uma base de H, com eiej = 0 se i ̸= j e, eiei = ei,
podemos definir ∆ : H −→ H ⊗H e ϵ : H −→ k como sendo ∆(ei) = ei ⊗ ei e ϵ(ei) = 1,
que dão a estrutura de biálgebra fraca para H. Em particular, pelo exercício anterior, isso
implica que H∗ também é uma biálgebra fraca.

Exemplo 2.5. Se Γ é um grupóide finito, então a álgebra de grupóide kΓ, definida na
Seção 1.2.1, é uma biálgebra fraca. De fato, as aplicações ∆ : kΓ −→ kΓ⊗kΓ e ϵ : kΓ −→ k
dadas por ∆(γ) = γ ⊗ γ e ϵ(γ) = 1k, para todo γ ∈ Γ e estendida por linearidade, assim
como o produto (1.3) e a unidade definidos na Seção 1.2.1, satisfazem a definição de
biálgebra fraca.

O nosso interesse é explorar com mais detalhes este último exemplo afim de mostrar
que kΓ é uma álgebra de Hopf fraca. Mas ainda, detalharemos a estrutura de álgebra de
Hopf fraca para a álgebra do grupóide associado a um grupo finito G, kΓ(G), apresentado
na Seção 1.2.1. Antes disso, veremos algumas propriedades e resultados que envolvem
biálgebras fracas, e introduzimos o conceito de álgebra de Hopf fraca. Mais detalhes
podem ser consultados em [8] e [26].
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Definição 2.6. Seja H uma biálgebra fraca. Definimos as duas seguintes aplicações
k-lineares,

ϵs : H −→ H ϵt : H −→ H

x 7−→ 1(1)ϵ(x1(2)), x 7−→ ϵ(1(1)x)1(2),

chamadas de source e target, respectivamente.

As aplicações ϵs e ϵt definem dois subespaços de H, a saber, Hs := Im(ϵs) e
Ht := Im(ϵt).

Proposição 2.7. Sejam H uma biálgebra fraca e x, y em H. Então:
1. ϵs, ϵt são idempotentes em End(H) com a composição;

2. ϵ(xy) = ϵ(ϵs(x)y) = ϵ(xϵt(y));

3. ϵs(xy) = ϵs(ϵs(x)y) e, ϵt(xy) = ϵt(xϵt(y));

4. ∆(xϵs(y)) = x(1) ⊗ x(2)ϵs(y) e, ∆(ϵs(x)y) = y(1) ⊗ ϵs(x)y(2);

5. ∆(xϵt(y)) = x(1)ϵt(y) ⊗ x(2) e, ∆(ϵt(x)y) = ϵt(x)y(1) ⊗ y(2).

Demonstração. Serão feitas apenas as propriedades que se referem à aplicação ϵs, pois
para ϵt são análogas.

1.

ϵs(ϵs(x)) = ϵs(1(1)ϵ(x1(2)))

= ϵs(1(1))ϵ(x1(2))

= 1(1′)ϵ(1(1)1(2′))ϵ(x1(2))

= 1(1′)ϵ(x1(2))ϵ(1(1)1(2′))

= 1(1′)ϵ(x1(2′)) (Definição 2.1)

= ϵs(x).

2.

ϵ(ϵs(x)y) = ϵ(1(1)ϵ(x1(2))y)

= ϵ(x1(2))ϵ(1(1)y)

= ϵ(xy).

Segue que, ϵ(x) = ϵ(ϵs(x)) = ϵ(ϵt(x)).

3.

ϵs(ϵs(x)y) = ϵs(1(1)ϵ(x1(2))y)

= ϵ(x1(2))ϵs(1(1)y)

= ϵ(x1(2))1(1′)ϵ(1(1)y1(2′))
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= 1(1′)ϵ(x1(2))ϵ(1(1)y1(2′))

= 1(1′)ϵ(xy(2′))

= ϵs(xy).

4.

∆(xϵs(y)) = ∆(x)∆(ϵs(y))
=
(
x(1) ⊗ x(2)

)
∆
(
1(1)ϵ(y1(2))

)
=
(
x(1) ⊗ x(2)

)
∆(1(1))ϵ(y1(2))

=
(
x(1) ⊗ x(2)

)(
1(1) ⊗ 1(2)

)
ϵ(y1(3))

=
(
x(1) ⊗ x(2)

)(
1(1) ⊗ 1(2)1(1′)ϵ(y1(2′))

)
(Definição 2.1)

=
(
x(1) ⊗ x(2)

)(
1(1) ⊗ 1(2)ϵs(y)

)
= x(1)1(1) ⊗ x(2)1(2)ϵs(y)

= x(1) ⊗ x(2)ϵs(y).

Análogamente ∆(ϵs(x)y) = y(1) ⊗ ϵs(x)y(2).

5. Similar ao item anterior.

Seguem dos itens 4. e 5. as seguintes igualdades que serão usadas com frequência
nos cálculos de algumas igualdades. Para todo x em Hs, e y em Ht,

∆(x) = 1(1) ⊗ 1(2)x = 1(1) ⊗ x1(2), (2.1)

∆(y) = 1(1)y ⊗ 1(2) = y1(1) ⊗ 1(2). (2.2)

Teorema 2.8. Os subespaços Hs e Ht são subálgebras de H que contém a unidade 1H de
H. Além disso, os elementos de Hs comutam com os elementos de Ht.

Demonstração. Veja primeiro que ϵs(1H) = 1(1)ϵ(1H 1(2)) = 1(1)ϵ(1(2)) = 1H , logo
1H ∈ Hs.

Sejam ϵs(x), ϵs(y) ∈ Hs. Então

ϵs(x)ϵs(y) ∼=
(
ϵs(x)ϵs(y)

)
(1)ϵ
(
ϵs(x)ϵs(y)

)
(2)

= (ϵs(x))(1)ϵ
(
(ϵs(x))(2)ϵs(y)

)
(Proposição 2.7, item 4.)

(2.1)= 1(1)ϵ
(
1(2)ϵs(x)ϵs(y)

)
= ϵs(ϵs(x)ϵs(y)) = ϵs(xϵs(y)) ∈ Hs.

Então Hs e Ht são subálgebras de H que contêm 1H .
Para provar que os elementos de Hs comutam com os elementos de Ht, considere

x = ϵs(x) em Hs e y = ϵt(y) em Ht. Então,

xy = ϵs(x)ϵt(y)



Capítulo 2. Álgebras de Hopf Fracas e Hopf Algebróides 46

= 1(1)ϵ(x1(2))ϵ(1(1′)y)1(2′)

= ϵ(1(1′)y)1(1)1(2′)ϵ(x1(2))

= ϵ(1(1′)y)1(2′)1(1)ϵ(x1(2))

= ϵt(y)ϵs(x)
= yx.

Na demonstração do Teorema anterior é usada a comutatividade da counidade,

k ⊗H H ⊗H
ϵ⊗Ioo I⊗ϵ // H ⊗ k.

H

∆

OO

φ

∼=

ff

ψ

∼=

88

Observação 2.9. Valem as seguintes propriedades:
a) ∆(1) ∈ Hs ⊗Ht

b) ϵs(xϵs(y)) = ϵs(x)ϵs(y), ou seja, ϵs é morfismo de Hs-módulos à direita;

c) ϵt(ϵt(x)y) = ϵt(x)ϵt(y), ou seja, ϵt é morfismo de Ht-módulos à esquerda.

Demonstração. a)

∆(1) = 1(1) ⊗ 1(2)

= 1(1)(1)
ϵ(1(1)(2)

) ⊗ 1(2)

= 1(1)ϵ(1(2)) ⊗ 1(3)

= 1(1)ϵ(1(1′)1(2)) ⊗ 1(2′)

= ϵs(1(1′)) ⊗ 1(2′) ∈ Hs ⊗H.

Por outro lado,

∆(1) = 1(1) ⊗ 1(2)

= 1(1) ⊗ ϵ(1(2)(1)
)1(2)(2)

= 1(1) ⊗ ϵ(1(1′)1(2))1(2′)

= 1(1) ⊗ ϵt(1(2)) ∈ H ⊗Ht.

Então ∆(1) ∈ (Hs ⊗H) ∩ (H ⊗Ht) = Hs ⊗Ht.

Os itens b) e c) já foram provados no Teorema 2.8, ao escrevermos que o produto
em Hs e Ht é fechado, pois foram usadas as igualdades

ϵs(xϵs(y)) = ϵs(x)ϵs(y) e ϵt(ϵt(x)y) = ϵt(x)ϵt(y).

Proposição 2.10. Seja H uma biálgebra fraca e x em H. Então
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(i) ϵs(x(1)) ⊗ x(2) = 1(1) ⊗ x1(2);

(ii) x(1) ⊗ ϵt(x(2)) = 1(1)x⊗ 1(2);

(iii) ϵs(x)y = y(1)ϵ(xy(2));

(iv) xϵt(y) = ϵ(x(1)y)x(2).

Demonstração. (i)

ϵs(x(1)) ⊗ x(2) = 1(1)ϵ(x(1)1(2)) ⊗ x(2)

= 1(1) ⊗ ϵ(x(1)1(2))x(2)

= 1(1) ⊗ ϵ(x(1)1(1′)1(2))x(2)1(2′)

= 1(1) ⊗ ϵ(x(1)1(2)(1)
)x(2)1(2)(2)

= 1(1) ⊗ ϵ((x1(2))(1))(x1(2))(2)

= 1(1) ⊗ x1(2).

(ii) Análogo a (i)

(iii)

ϵs(x)y = 1(1)ϵ(x1(2))y

= 1(1)yϵ(x1(2))
∼= ψ(I ⊗ ϵ)(1(1)y ⊗ x1(2))

= ψ(I ⊗ ϵ)
(
(1 ⊗ x)(1(1)y ⊗ 1(2))

)
(ii)= ψ(I ⊗ ϵ)

(
(1 ⊗ x)(y(1) ⊗ ϵt(y(2)))

)
= ψ(I ⊗ ϵ)(y(1) ⊗ xϵt(y(2)))

= y(1)ϵ(xϵt(y(2)))

= y(1)ϵ(xy(2)).

(iv) Análogo a (iii).

Podemos definir também as seguintes aplicações k-lineares,

ϵ′s : H −→ H ϵ′t : H −→ H

x 7−→ 1(1)ϵ(1(2)x), x 7−→ ϵ(x1(1))1(2).

Elas também são idempotentes com respeito à composição em End(H) e, ϵ′s(1H) =
ϵ′t(1H) = 1H . Todavia, Hs = Im(ϵ′s) e Ht = Im(ϵ′t). Vamos ver algumas propriedades que
as relacionam com ϵs e ϵt.

Proposição 2.11. Sejam H biálgebra fraca e x, y ∈ H. Então valem as seguintes igual-
dades,
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1′) ϵ′s(ϵs(x)) = ϵs(x) e, ϵs(ϵ′s(x)) = ϵ′s(x);

2′) ϵ′t(ϵt(x)) = ϵt(x) e, ϵt(ϵ′t(x)) = ϵ′t(x);

3′) ϵ′s(ϵt(x)) = ϵ′s(x) e, ϵs(ϵ′t(x)) = ϵs(x);

4′) ϵ′t(ϵs(x)) = ϵ′t(x) e, ϵt(ϵ′s(x)) = ϵt(x);

5′) ϵ′s(xy) = ϵ′s(xϵ′s(y)) e, ϵ′t(xy) = ϵ′t(ϵ′t(x)y);

6′) ϵ(xy) = ϵ(ϵ′t(x)y) = ϵ(xϵ′s(y)).

Demonstração. Seguem da definição.

Observe que para todo x ∈ Hs, ϵ′s(ϵt(x)) = x e para todo y ∈ Ht, ϵt(ϵ′s(y)) = y.
Ou seja, ϵt e ϵ′s são inversas uma da outra (domínios adequados). Similarmente, ϵs e ϵ′t
são inversas uma da outra (nos domínios adequados).

Hs

ϵt
,,
Ht ;

ϵ′s

kk Hs

ϵ′t
++ Ht

ϵs
kk .

Veja também que para todo x, y in H, temos

ϵt(ϵs(x)ϵs(y)) = ϵt(ϵs(x)ϵt(ϵs(y))) = ϵt(ϵt(ϵs(y))ϵs(x)) = ϵt(ϵs(y))ϵt(ϵs(x)).

Do mesmo modo, ϵs(ϵt(x)ϵt(y)) = ϵs(ϵt(y))ϵs(ϵt(x)) para todo x, y ∈ H, donde
afirmamos que ϵt e ϵs são anti-multiplicativas quando restritas a Hs e Ht, respectivamente.
Similarmente ϵ′t e ϵ′s são anti-multiplicativas quando restritas a Hs e Ht, respectivamente.

A seguir, as álgebras de Hopf fracas que na literatura também são conhecidas como
grupóides quânticos.

Definição 2.12. Seja (H,µ, u,∆, ϵ) uma biálgebra fraca. Dizemos que H é uma álgebra
de Hopf fraca se existir uma função k-linear S : H −→ H, chamada antípoda, tal que
i) ϵs(x) = S(x(1))x(2);

ii) ϵt(x) = x(1)S(x(2));

iii) S(x) = S(x(1))x(2)S(x(3)).

Observe que toda álgebra de Hopf é uma álgebra de Hopf fraca. Pode-se verificar
que a antípoda, quando existe, é única.

Exemplo 2.13. Seja H uma álgebra de Hopf fraca com antípoda S. Então, H∗ também
é uma álgebra de Hopf fraca. Já mencionamos que H∗ é uma biálgebra fraca. A antípoda
é dada pela aplicação S∗ : H∗ −→ H∗, definida por S∗(f)(x) = f(S(x)), para todo x em
H, e todo f em H∗. Vale destacar aqui as igualdades na definição de Hopf fraca neste
contexto.

ϵ∗s(f) = S∗(f(1)) ∗ f(2)
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ϵ∗t (f) = f(1) ∗ S∗(f(2))

S∗(f) = S∗(f(1)) ∗ f(2) ∗ S∗(f(3)).

Não é o nosso objetivo detalhar este exemplo, para tal consulte [9] e [26], assim como
algumas propriedades e igualdades de H∗ como Hopf fraca.

No seguinte exemplo veremos em detalhe a estrutura de kΓ(G) como álgebra de
Hopf fraca.

Exemplo 2.14. (Álgebra kΓ(G)) Seja G um grupo finito. A álgebra do grupóide Γ(G),
kΓ(G), é, como afirmado no Exemplo 2.5, uma biálgebra fraca. De fato, o produto foi
definido em (1.4). A unidade, sendo G finito, é

1 = 1KΓ(G) =
∑
A∈Pe

(e, A).

O coproduto e a counidade são definidos como segue:

∆(g, A) = (g, A) ⊗ (g, A); ϵ(g, A) = 1k,

para todo (g, A) ∈ Γ(G) e estendido por linearidade. Assim,

∆(1) = ∆
( ∑
A∈Pe

(e, A)
)

=
∑
A∈Pe

∆
(
(e, A)

)
=
∑
A∈Pe

(
(e, A) ⊗ (e, A)

)
, (2.3)

que, em termos das projeções PA’s, fica

∆(1) =
∑
A∈Pe

(PA ⊗ PA). (2.4)

Vejamos que de fato a aplicação ∆ é um homomorfismo de álgebras. Sejam (g, A)
e (h,B) em Γ(G), então

∆(g, A)∆(h,B) =
(
(g, A) ⊗ (g, A)

)(
(h,B) ⊗ (h,B)

)
=
(
(gh,B) ⊗ (gh,B)

)
[[A = hB]]

= ∆
(
(gh,B)[[A = hB]]

)
= ∆

(
(g, A)(h,B)

)
.

Por outro lado, a aplicação ϵ não é um homomorfismo de álgebras, pois se (g, A) e
(h,B) são elementos de Γ(G) tais que A ̸= hB, então ϵ((g, A)(h,B)) = 0, enquanto
ϵ(g, A)ϵ(h,B) = (1)(1) = 1. Logo, kΓ(G) não é uma biálgebra.

Para provar que kΓ(G) é biálgebra fraca, falta verificarmos as condições referentes
à counidade ϵ e à unidade na Definição 2.1.

Provemos a condição referente à counidade ϵ na Definição 2.1. Sejam (g, A), (h,B)
e (t, C) em H, então

ϵ
(
(g, A)(h,B)(t, C)

)
=

1, se A = hB e B = tC,

0, caso contrário.
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Por outro lado,

ϵ
(
(g, A)(h,B)

)
=

1, se A = hB,

0, caso contrário,
e,

ϵ
(
(h,B)(t, C)

)
=

1, se B = tC,

0, caso contrário.

Ou seja, ϵ
(
(g, A)(h,B)(t, C)

)
= ϵ
(
(g, A)(h,B)

)
ϵ
(
(h,B)(t, C)

)
.

Para provar a condição referente à unidade na Definição 2.1, veja que,(
∆ ⊗ I

)
∆(1) =

(
∆ ⊗ I

)
∆
( ∑
A∈Pe

(e, A)
)

=
(
∆ ⊗ I

)( ∑
A∈Pe

(e, A) ⊗ (e, A)
)

=
∑
A∈Pe

(e, A) ⊗ (e, A) ⊗ (e, A)

Por outro lado,

(1 ⊗ ∆(1))(∆(1) ⊗ 1) =
(

1 ⊗
∑
A′∈Pe

(e, A′) ⊗ (e, A′)
)( ∑

B∈Pe

(e, B) ⊗ (e, B) ⊗ 1
)

=
( ∑
A,A′∈Pe

(e, A) ⊗ (e, A′) ⊗ (e, A′)
)( ∑

A,B∈Pe

(e, B) ⊗ (e, B) ⊗ (e, A)
)

=
∑

A,A′,B∈Pe

(e, A) ⊗ (e, A) ⊗ (e, A)[[A = B = A′]]

=
∑
A∈Pe

(e, A) ⊗ (e, A) ⊗ (e, A).

Logo, ∆2(1) =
(
∆ ⊗ I

)
∆(1) = (1 ⊗ ∆(1))(∆(1) ⊗ 1). Analogamente,

∆2(1) =
(
I ⊗ ∆

)
∆(1) = (∆(1) ⊗ 1)(1 ⊗ ∆(1)),

e assim, (
(1 ⊗ ∆(1))(∆(1) ⊗ 1) = ∆2(1) = (∆(1) ⊗ 1)(1 ⊗ ∆(1)).

Portanto, kΓ(G) é uma biálgebra fraca (que não é biálgebra, no sentido clássico).
Para provarmos que kΓ(G) é uma álgebra de Hopf fraca, devemos verificar que a aplicação
S : kΓ(G) −→ kΓ(G) definida por

S(g, A) = (g, A)−1 = (g−1, gA),

para todo (g, A) ∈ Γ(G) e estendida por linearidade satisfaz a Definição 2.12. De fato,

ϵs(g, A)) = (e, A) = (g−1, gA)(g, A) = S(g, A)(g, A),
ϵt(g, A) = (e, gA) = (g, A)(g−1, gA) = (g, A)S(g, A),
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e,

S(g, A)(g, A)S(g, A) = (g−1, gA)(g, A)(g−1, gA)
= (e, A)(g−1, gA)
= (g−1, gA)
= S(g, A).

Assim, provamos que kΓ(G) é uma álgebra de Hopf fraca.

Observação 2.15. Para todo (g, A) em Γ(G)

ϵs(g, A) = (e, A) e, ϵt(g, A) = (e, gA).

Segue-se que
Hs = Ht = span{(e, A) : A ∈ Pe} =: AΓ. (2.5)

Temos então que AΓ é uma subálgebra comutativa, com antimorfismos ϵ′s, ϵt, um inverso
do outro quando restritos a AΓ, ver [18] .

Vejamos algumas propriedades que relacionam as aplicações ϵs, ϵt e S, ver [4], [8],
[9], [24], entre outros.

Proposição 2.16. Seja H uma álgebra de Hopf fraca com antípoda S. Temos as seguintes
igualdades.
a) ϵs = ϵ′sS = Sϵ′t;

b) ϵt = ϵ′tS = Sϵ′s;

c) ϵtS = ϵtϵs = Sϵs;

d) ϵsS = ϵsϵt = Sϵt.

Demonstração. a) A igualdade ϵs = ϵ′sS segue

ϵs(x) = 1(1)ϵ(x1(2))

= 1(1)ϵ(ϵs(x)1(2)) (pois ϵ(xy) = ϵ(ϵs(x)y))

= 1(1)ϵ
(
1(2)ϵs(x)

)
(pois 1(2) ∈ Ht e ϵs(x) ∈ Hs)

= 1(1)ϵ
(
1(2)S(x(1))x(2)

)
= 1(1)ϵ

(
1(2)S(x(1))ϵt(x(2))

)
(pois ϵ(xy) = ϵ(xϵt(y)))

= 1(1)ϵ
(
1(2)S(x(1))x(2)S(x(3))

)
= 1(1)ϵ

(
1(2)S(x)

)
= ϵ′s(S(x)).
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b) A igualdade ϵt = ϵ′t segue

ϵt(x) = ϵ(1(1)x)1(2)

= ϵ
(
1(1)ϵt(x)

)
1(2) (pois ϵ(xy) = ϵ(xϵt(y)))

= ϵ
(
ϵt(x)1(1)

)
1(2) (pois 1(1) ∈ Hs e ϵt(x) ∈ Ht)

= ϵ
(
x(1)S(x(2))1(1)

)
1(2)

= ϵ
(
ϵs(x(1))S(x(2))1(1)

)
1(2)

= ϵ
(
S(x(1))x(2)S(x(3))1(1)

)
1(2)

= ϵ(S(x)1(1))1(2)

= ϵ′t(S(x)).

c) A igualdade ϵtS = ϵtϵs segue

ϵt(S(x)) = ϵ
(
1(1)S(x)

)
1(2)

= ϵ
(
1(1)S(x(1))x(2)S(x(3))

)
1(2)

= ϵ
(
1(1)S(x(1))ϵt(x(2))

)
1(2)

= ϵ
(
1(1)S(x(1))x(2)

)
1(2) (pois ϵ(xy) = ϵ(xϵt(y)))

= ϵ
(
1(1)ϵs(x)

)
1(2)

= ϵt(ϵs(x)).

d) A igualdade ϵsS = ϵsϵt segue

ϵs(S(x)) = 1(1)
(
S(x)1(2)

)
= 1(1)

(
S(x(1))x(2)S(x(3))1(2)

)
= 1(1)

(
ϵs(x(1))S(x(2))1(2)

)
= 1(1)

(
x(1)S(x(2))1(2)

)
(pois ϵ(xy) = ϵ(ϵs(x)y))

= 1(1)
(
ϵt(x)1(2)

)
= ϵs(ϵt(x)).

As outras igualdades seguem do fato de H∗ ser Hopf fraca quando H é Hopf fraca,
ver Exemplo 2.13.

Do seguinte Teorema, a antípoda é anti-homomorfismo de álgebras e de coálgebras,
e é unital.

Teorema 2.17. H álgebra de Hopf fraca com antípoda S. Valem as seguintes propriedades:
1. S(xy) = S(y)S(x);

2. S(x)(1) ⊗ S(x)(2) = S(x(2)) ⊗ S(x(1));
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3. S(1) = 1;

4. ϵ(S(x)) = ϵ(x).

Demonstração. 1.

S(xy) = S((xy)(1))ϵt((xy)(2))

= S(x(1)y(1))ϵt(x(2)y(2))

= S(x(1)y(1))ϵt(x(2)ϵt(y(2)))

= S(x(1)y(1))(x(2)ϵt(y(2)))(1)S((x(2)ϵt(y(2)))(2))

= S(x(1)y(1))x(2)(1)
ϵt(y(2))(1)S(x(2)(2)

ϵt(y(2))(2))

= S(x(1)y(1))x(2)(1)
ϵt(y(2))S(x(2)(2)

)

= S(x(1)y(1))x(2)(1)
y(2)(1)

S(y(2)(2)
)S(x(2)(2)

)

= S(x(1)(1)
y(1)(1)

)x(1)(2)
y(1)(2)

S(y(2))S(x(2))

= S((x(1)y(1))(1))(x(1)y(1))(2)S(y(2))S(x(2))

= ϵs(x(1)y(1))S(y(2))S(x(2))

= ϵs(ϵs(x(1))y(1))S(y(2))S(x(2))

= S(y)ϵs(x(1))S(x(2))
(
S(h)g = ϵs(gh(1))S(h(2))

)
= S(y)S(x).

2.

S(x)(1) ⊗ S(x)(2) = ∆(S(x))

= ∆
(
ϵs(x(1))S(x(2))

)
= ∆

(
ϵs(x(1))

)
∆
(
S(x(2))

)
=
(
1(1) ⊗ ϵs(x(1))1(2)

)
∆
(
S(x(2))

)
= 1(1)S(x(2))(1) ⊗ ϵs(x(1))1(2)S(x(2))(2)

= 1(1)S(x(2))(1) ⊗ S(x(1)(1)
)x(1)(2)

1(2)S(x(2))(2)

= 1(1)S(x(3))(1) ⊗ S(x(1))x(2)1(2)S(x(3))(2)

= ϵs(x(2)(1)
)S(x(3))(1) ⊗ S(x(1))x(2)(2)

S(x(3))(2)

= ϵs(x(2))S(x(4))(1) ⊗ S(x(1))x(3)S(x(4))(2)

= S(x(2)(1)
)x(2)(2)

S(x(4))(1) ⊗ S(x(1))x(3)S(x(4))(2)

= S(x(2))x(3)(1)
S(x(4))(1) ⊗ S(x(1))x(3)(2)

S(x(4))(2)

= S(x(2))
(
x(3)S(x(4))

)
(1) ⊗ S(x(1))

(
x(3)S(x(4))

)
(2)

= S(x(2))
(
ϵt(x(3))

)
(1) ⊗ S(x(1))

(
ϵt(x(3))

)
(2)
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= S(x(2))ϵt(x(3))1(1) ⊗ S(x(1))1(2)

= S(x(2))x(3)S(x(4))1(1) ⊗ S(x(1))1(2)

= S(x(2))1(1) ⊗ S(x(1))1(2)

= S(x(2))ϵs(1(1)) ⊗ S(x(1))1(2)

= S(x(2))S(ϵ′t(1(1))) ⊗ S(x(1))1(2) (Prop. 2.16)

= S(x(2))S
(
ϵ(1(1)1(1′))1(2′)

)
⊗ S(x(1))1(2)

= S(x(2))S(1(2′)) ⊗ S(x(1))ϵ(1(1)1(1′))1(2)

= S(x(2))S(1(2′)) ⊗ S(x(1))ϵt(1(1′))

= S(x(2))S(1(2′)) ⊗ S(x(1))ϵt(ϵs(1(1′)))

= S(x(2))S(1(2′)) ⊗ S(x(1))S(ϵs(1(1′))) (Prop. 2.16)

= S(x(2))S(1(2′)) ⊗ S(x(1))S(1(1′))

= S(1(2′)x(2)) ⊗ S(1(1′)x(1))

= S(x(2)) ⊗ S(x(1)).

3. S(1) = S(1(1))1(2)S(1(3)) = S(1(1))1(2)1(1′)S(1(2′)) = ϵs(1)ϵt(1) = 1.

4. ϵ(S(x)) = ϵ(ϵs(x(1))S(x(2))) = ϵ(x(1)S(x(2))) = ϵ(ϵt(x)) = ϵ(x).

Os dois resultados anteriores nos garantem algumas igualdades e relações que
serão úteis na demonstração do teorema a seguir, o qual nos fornece uma ferramenta para
determinar quando as biálgebras fracas são Hopf fracas, ver [7] e [28]. Devemos ter presente
o Exemplo 2.13 que, em particular, afirma que o dual H∗ de uma biálgebra (álgebra de
Hopf) fraca H, é uma biálgebra (álgebra de Hopf) fraca também.

Teorema 2.18 (Schauenburg). Seja H uma biálgebra fraca. Então, H é uma álgebra de
Hopf fraca se, e somente se, a aplicação

can : H ⊗Hs
H −→ H ⊗H

x⊗ y 7−→ x(1) ⊗ x(2)y,

induz o isomorfismo H ⊗Hs
H ∼= ∆(1)(H ⊗H) = H ⊠H.

Demonstração. (⇒) Seja H uma álgebra de Hopf fraca com antípoda S : H → H.
Considere a aplicação

∼
ρ : H ⊗H −→ H ⊗Hs

H,

definida como sendo ∼
ρ(x⊗ y) = x(1) ⊗ S(x(2))y, para todo x⊗ y em H ⊗H. Então,

(∼
ρ ◦ can)(x⊗ y) = ∼

ρ(x(1) ⊗ x(2)y)

= x(1)(1)
⊗ S(x(1)(2)

)x(2)y
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= x(1) ⊗ S(x(2)(1)
)x(2)(2)

y

= x(1) ⊗ ϵs(x(2))y

= x(1)ϵs(x(2)) ⊗ y
(
pois ⊗ aqui é balanceado sobre Hs

)
= x⊗ y,

ou seja, ∼
ρ ◦ can = IdH⊗H . Por outro lado,

(can ◦ ∼
ρ)(x⊗ y) = can

(
x(1) ⊗ S(x(2))y

)
= x(1)(1)

⊗ x(1)(2)
S(x(2))y

= x(1) ⊗ x(2)(2)
S(x(2)(2)

)y

= x(1) ⊗ ϵt(x(2))y

= 1(1)x(1) ⊗ ϵt(1(2)x(2))y

= 1(1)x(1) ⊗ ϵ(1(1′)1(2)x(2))1(2′)y

= 1(1)x(1) ⊗ ϵ(1(2)x(2))1(3)y

= 1(1)x(1)ϵ(1(2)x(2)) ⊗ 1(3)y

= 1(1)(1)
x(1)ϵ(1(1)(2)

x(2)) ⊗ 1(2)y

= (1(1)x)(1)ϵ((1(1)x)(2)) ⊗ 1(2)y

= 1(1)x⊗ 1(2)y,

isto é, can ◦ ρ = IdH⊗HsH
, em que ρ := ∼

ρ |∆(1)(H⊗H)
.

(⇐) Suponha agora que ρ : H ⊗Hs
H −→ ∆(1)(H ⊗ H) é um isomorfismo com

inversa ρ−1 : ∆(1)(H ⊗H) −→ H ⊗Hs
H. Defina a aplicação

π : H ⊗Hs
H −→ H

por π(g ⊗ h) = ϵs(g)h, e a aplicação

S : H −→ H

por S(h) = π(ρ−1(1(1)h⊗1(2))). Como H é uma biálgebra fraca, falta apenas mostrarmos
que é Hopf fraca. Mostraremos então que S definida acima é a antípoda de H, isto é,
satisfaz as igualdades na Definição 2.12. Primeiro, veja que

S(h(1))h(2) = π
(
ρ−1(1(1)h(1) ⊗ 1(2))

)
h(2)

= π
(
ρ−1(1(1)h(1) ⊗ 1(2))(1 ⊗ h(2))

) (
pois h(2) = ϵs(1)h(2) = π(1 ⊗ h(2))

)
= π

(
ρ−1(1(1)h(1) ⊗ 1(2)h(2))

)
= π

(
h(1) ⊗ h(2)

)
= π(h⊗ 1)
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= ϵs(h)1 = ϵs(h),

como queríamos mostrar. Para provar que h(1)S(h(2)) = ϵt(h), afirmamos que ρ−1 é a
restrição da aplicação

δ : H ⊗H −→ H ⊗Hs
H

definida por δ(g ⊗ h) = g(1) ⊗ S(g(2))h. De fato,

(δ ◦ can)(g ⊗ h) = δ(g(1) ⊗ g(2)h)

= g(1) ⊗ S(g(2))g(3)h

= g(1) ⊗ ϵs(g(2))h

= g(1)ϵs(g(2)) ⊗ h

= g ⊗ h.

Observemos agora que, para todo y ∈ Hs, temos

S(yh) = π
(
ρ−1(1(1)yh⊗ 1(2))

)
= π

(
ρ−1(1(1)h⊗ 1(2)ϵt(y))

)
= π

(
ρ−1(1(1)h⊗ 1(2))

)
ϵt(y)

= S(h)ϵt(y),

e como ∆(1) = 1(1) ⊗ 1(2) ∈ Hs ⊗Ht, podemos fazer a seguinte conta:

1(1)h⊗ 1(2) = ρρ−1(1(1)h⊗ 1(2))

= ρ(h(1) ⊗ S(1(1)h(2))1(2))

= ρ
(
h(1) ⊗ S(h(2))1(1)ϵt(1(1))1(2)

)
= ρ(h(1) ⊗ S(h(2)))

= h(1) ⊗ h(2)S(h(3)),

donde, aplicando µ ◦ (ϵ⊗ idH) obtemos

ϵt(1(1)h)1(2) = ϵ(1(1)h)1(2)

= ϵ(h(1))h(2)S(h(3))

= h(1)S(h(2)),

como queríamos mostrar. Falta provarmos que S(h(1))h(2)S(h(3)). De fato,

S(h(1))h(2)S(h(3)) = S(h(1))ϵt(h(2))

= S(h(1))ϵtϵt(h(2))

= S(h(1))ϵt(S(ϵ′s(h(2)))) (Proposição 2.16, item b))
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= S(h(1))ϵt(ϵs(ϵ′s(h(2)))) (Proposição 2.16, item c))

= S(h(1))ϵt(ϵ′s(h(2))) (pois ϵsϵ′s = ϵ′s)

= S(ϵ′s(h(2))h(1)) (pois ϵ′s(h(2)) ∈ Hs)

= S(h).

2.2 HOPF ALGEBRÓIDES

Nesta seção veremos a definição formal de Hopf algebróides, [7], [8], e em particular
veremos que toda álgebra de Hopf fraca é um Hopf algebróide. Com isto, obtendo que a
álgebra do grupóide Γ(G), kΓ(G), também é um Hopf algebróide. Ver [24] e [28].

Lembramos que (C,∆, ϵ) é dito ser um A-coanel, se é um objeto coálgebra (ou
comonóide) na categoria monoidal (AMA,⊗A, A), ver [11].

Definição 2.19. Dada uma k-álgebra A, um bialgebróide à esquerda (à direita) sobre
A é dado pela sextupla (H, A, s, t,∆l, ϵl) (respect. (H, A, s̃, t̃,∆r, ϵr)) tal que:

(1) H é uma k-álgebra.

(2) A aplicação s (respectivamente, s̃) é um morfismo de álgebras de A em H, e a
aplicação t (respectivamente, t̃) é um anti-morfismo de álgebras de A em H. O
conjunto das suas imagens comutam, isto é, para todo a, b ∈ A temos que

s(a)t(b) = t(b)s(a) (respectivamente, s̃(a)t̃(b) = t̃(b)s̃(a)).

Pelas aplicações s, t (respectivamente, s̃, t̃), a álgebra H herda uma estrutura de A
bimódulo dada pela regra:

a ▷ h ◁ b = s(a)t(b)h (respect. a ▷ h ◁ b = hs̃(b)t̃(a)).

As aplicações s e t usualmente são chamadas de “source” e “target”, respectivamente.

(3) A tripla (H,∆l, ϵl) (respect. (H,∆r, ϵr)) é um A-coanel relativo à estrutura de A
bimódulo definida pela s e t (respect. s̃ e t̃).

(4) A counidade ∆l (respect. ∆r) tem imagem na subálgebra de Takeuchi

H×A H =
{∑

i

hi ⊗ ki ∈ H ⊗A H :
∑
i

hit(a) ⊗ ki =
∑
i

hi ⊗ kis(a) ∀a ∈ A
}

(respectivamente,

H A × H =
{∑

i

hi ⊗ ki ∈ H ⊗A H :
∑
i

s̃(a)hi ⊗ ki =
∑
i

hi ⊗ t̃(a)ki ∀a ∈ A
}

),

e é um morfismo de álgebras.
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(5) Para todo h, k ∈ H, temos

ϵl(hk) = ϵl(hs(ϵl(k))) = ϵl(ht(ϵl(k)))(
respectivamente,

ϵr(hk) = ϵr(s̃(ϵr(h))k) = ϵr(t̃(ϵr(h))k)
)
.

Exemplo 2.20. As k-biálgebras são k-bialgebróides à esquerda.

Definição 2.21. Sejam Hl = (H, A, s, t,∆l, ϵl) e H′
l = (H′, A′, s′, t′,∆′

l, ϵ
′
l) dois A-

bialgebróides à esquerda. Um homomorfismo de A-bialgebróides

Φ : Hl −→ H′
l

é um par de homomorfismos

Φ : H −→ H′, ϕ : A −→ A′

tais que,

s′ ◦ ϕ = Φ ◦ s

t′ ◦ ϕ = Φ ◦ t

ϵ′l ◦ Φ = ϕ ◦ ϵl
∆′
l ◦ Φ = (Φ⊗ Φ) ◦ ∆l.

As igualdades anteriores se referem à comutatividade dos seguintes diagramas

A

ϕ

��

s //H

Φ

��
A′

s′
//H′

s′ ◦ ϕ = Φ ◦ s,

A

ϕ

��

t //H

Φ

��
A′

t′
//H′

t′ ◦ ϕ = Φ ◦ t,

H

Φ

��

ϵl // A

ϕ

��
H′

ϵ′l

// A′

ϵ′l ◦ Φ = ϕ ◦ ϵl,

H

Φ

��

∆l //H ⊗ H

Φ⊗Φ

��
H′

∆′
l

//H′ ⊗ H′

∆′
l ◦ Φ = (Φ⊗ Φ) ◦ ∆l.

Analogamente podemos definir morfismos de A-bialgebróides à direita. Dizemos
que o par (Φ, ϕ) descrito anteriormente é um isomorfismo de bialgebróides à esquerda
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se Φ e ϕ são bijetivas. Repare que, de forma geral, um homomorfismo Φ : H −→ H′ de
bialgebróides à direita (isomorfismo), isto é, um par (Φ : H → H′, ϕ : A → A′), é um
homomorfismo (isomorfismo) de bialgebróides à esquerda Hop −→ H′op.

A seguir apresentamos a definição de Hopf Algebróide. Cabe ressaltar que iremos
estudar este assunto sem muitos detalhes pois o nosso interesse é apenas mostrar que Hpar
e kΓ(G) são isomorfas como Hopf algebróides. Este assunto é amplo e quem se interessar
pode consultar as referências já mencionadas anteriormente, em particular sugerimos os
livros [7] e [9], e o trabalho de dissertação de mestrado [24].

Definição 2.22. Dadas duas álgebras anti-isomorfas A e Ã, isto é, A ∼= Ãop, um A-
bialgebróide à esquerda Hl := (H, A, s, t,∆l, ϵr) e um A-bialgebróide à direita Hr :=
(H, Ã, s̃, t̃,∆r, ϵr). Dizemos que a tripla (Hl,Hr,S) é um Hopf algebróide sobre H se
S : H −→ H é um anti-homomorfismo de álgebras tal que,

(i) s ◦ ϵl ◦ t̃ = t̃, t ◦ ϵl ◦ s̃ = s̃, s̃ ◦ ϵr ◦ t = t, t̃ ◦ ϵr ◦ s = s;

(ii) (∆l ⊗Ã I) ◦ ∆r = (I ⊗A ∆r) ◦ ∆l, (I ⊗Ã ∆l) ◦ ∆r = (∆r ⊗A I) ◦ ∆l;

(iii) S(t(a)ht̃(b′)) = s̃(b′)S(h)s(a), para todo a ∈ A, b′ ∈ Ã e h ∈ H;

(iv) µH ◦ (S ⊗ I) ◦ ∆l = s̃ ◦ ϵr, e µH ◦ (I ⊗ S) ◦ ∆r = s ◦ ϵl.

Exemplo 2.23. Seja A é uma álgebra. Podemos munir a álgebra A⊗Aop com a estrutura
de Hopf algebróide (A⊗ Aop, A, s, t,∆, ϵ,S) em que

• s : A −→ A⊗ Aop é definida por s(b) = b⊗ 1;

• t : A −→ A⊗ Aop é definida por t(b) = 1 ⊗ b;

• ∆ : A⊗ Aop −→ (A⊗ Aop) ⊗a (A⊗ Aop) é definida por ∆(a⊗ b) = (a⊗ 1)(1 ⊗ b);

• ϵ : A⊗ Aop ⊗ a é definida por ϵ(a⊗ b) = ab;

• S : A⊗ Aop −→ A⊗ Aop é definida por S(a⊗ b) = b⊗ a.

Definição 2.24. Um homomorfismo de Hopf algebróides Φ : (Hl,Hr,S) −→ (H′
l,H

′
r,S ′)

é um homomorfismo de bialgebróides à esquerda (Φ, ϕ) : Hl −→ H′
l.

Se na definição anterior Φ e ϕ são bijetivas, dizemos que Φ é um isomorfismo de
Hopf algebróides.

Estamos usando o fato de que, a antípoda S é bijetiva. Neste caso, é suficiente
verificar o isomorfismo de bialgebróides à esquerda, ver [6].

Proposição 2.25. Toda álgebra de Hopf fraca é um Hopf algebróide.

Demonstração. Considere (H,∆, ϵ, S) uma álgebra de Hopf fraca. Primeiro, vejamos que
(H,Ht, ι, ϵ′s,∆l, ϵl) é um Ht-bialgebróide à esquerda, sendo

Ht = Im(ϵt),
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com ϵt(h) = ϵ(1(1)h)1(2) para todo h ∈ H, ver Definição 2.6; a aplicação source

ι : Ht −→ H,

é o morfismo inclusão, isto é, ι(h) = h, para todo h = ϵt(h) ∈ Ht; a aplicação target

ϵ′s : Ht −→ H,

em que ϵ′s(h) = 1(1)ϵ(1(2)h) para todo h = ϵt(h) ∈ Ht;

∆l := π ◦ ∆ : H −→ H ⊗Ht
H,

em que π : H ⊗H −→ H ⊗Ht
H é a projeção canônica e;

ϵl : H −→ Ht

em que ϵl(h) := ϵt(h) = ϵ(1(1)h)1(2). Temos que,
1. H é uma k-álgebra;

2. • ι é um morfismo de álgebras, pois é a inclusão.
• ϵ′s(hk) é um anti-morfismo de álgebras, ver página 48.
• ϵ′s(h)ι(k) = ι(k)ϵ′s(h), pois Im(ϵ′s) = Im(ϵs) = Hs, e os elementos de Hs

comutam com os elementos de Ht.

3. H é um Ht-coanel com a estrutura de Ht-bimódulo induzida pelos morfismos ι e ϵ′s,
isto é,

x ▷ h ◁ y := xϵ′s(y)h,

para todo h ∈ H, x, y ∈ Ht. Repare que, não é difícil mostrar esta estrutura dado
que ϵ′s é um antimorfismo quando restrito a Ht, ver página 48.

Para mostrarmos que ∆l é um morfismo de Ht-bimódulos, veja que, para todo
x ∈ Ht e todo h ∈ H temos

∆l(x ▷ h) = ∆l(xh)
= ∆l(x)∆l(h)
= ∆l(ϵ(1(1)x)1(2))(h(1) ⊗Ht

h(2))
(
x = ϵt(x)

)
= ϵ(1(1)x)∆l(1(2))(h(1) ⊗Ht

h(2))

= ϵ(1(1)x)(1(2) ⊗Ht
1(3))(h(1) ⊗Ht

h(2))

= (ϵ(1(1)x)1(2) ⊗Ht
1(3))(h(1) ⊗Ht

h(2))

= ϵ(1(1)x)1(2)h(1) ⊗Ht
1(3)h(2)

= ϵ(1(1)x)1(2)1(1′)h(1) ⊗Ht
1(2′)h(2)

= ϵ(1(1)x)1(2)h(1) ⊗Ht
h(2)

= ϵt(x)h(1) ⊗Ht
h(2)
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= ϵt(x)∆(h)
= ϵt(x) ▷∆(h) = x ▷∆(h).

Por outro lado,

∆l(h ◁ x) = ∆l(ϵ′s(x)h)
= ∆l

(
1(1)ϵ(1(2)x)h

)
= ∆l(1(1)h)ϵ(1(2)x)

=
(
1(1)h(1) ⊗Ht

1(2)h(2)
)
ϵ(1(3)x)

=
(
1(1)h(1) ⊗Ht

1(1′)1(2)h(2)
)
ϵ(1(2′)x)

= 1(1)h(1) ⊗Ht
1(1′)ϵ(1(2′)x)1(2)h(2)

= h(1) ⊗Ht
1(1′)ϵ(1(2′)x)h(2)

= h(1) ⊗Ht
ϵ′s(x)h(2)

= h(1) ⊗Ht
h(2) ◁ ϵ

′
s(x) = ∆l(h) ◁ x.

Para provar que ϵl é Ht-bilinear, veja que na Observação 2.9 provamos que ϵt é
morfismo de Ht-módulo à esquerda, logo, para todo x ∈ Ht e todo h ∈ H temos,

ϵl(x ▷ h) = ϵt(xh)
= ϵt(x)ϵt(h)
= xϵt(h) = xϵl(h)

(
x = ϵt(x)

)
.

Por outro lado,

ϵl(h ◁ x) = ϵt(ϵ′s(x)h)
= ϵt(ϵ′s(x)ϵt(h))
= ϵt(ϵt(h)ϵ′s(x))
= ϵt(h)ϵt(ϵ′s(x))
= ϵt(h)ϵt(x)
= ϵl(h)ϵt(x) = ϵl(h)x.

A coassociatividade segue da propria definição de ∆l e ϵl.

4. (Produto Takeuchi) Precisamos provar que a imagem de ∆l se encontra na subálgebra
de Takeuchi

H×Ht
H =

{∑
i

hi ⊗ ki ∈ H ⊗Ht
H :

∑
i

hiϵ
′
s(a) ⊗ ki =

∑
i

hi ⊗ kiι(a) ∀a ∈ Ht

}
,

Para provarmos que a afirmação acima é verdadeira, vamos a usar o fato de que a
álgebra Ht é uma álgebra Frobenius Separável. Para isto, lembremos que Ht será
Frobenius separável se existirem

e =
∑

xi ⊗ yi ∈ Ht ⊗Ht,
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e uma aplicação
E : Ht −→ k

tais que, ∑
xiyi = 1,

b =
∑
i

E(bxi)yi =
∑
i

xiE(yib),

para todo b ∈ Ht.

De fato, se definirmos
e = ϵt(1(1)) ⊗ 1(2), E = ϵ,

lembrando que, ∆(1) = 1(1) ⊗ 1(2) ∈ Hs ⊗Ht, obtemos∑
ϵt(1(1))1(2) = ϵt(1(1))1(2) = 1,

e, se x ∈ Ht, ∑
ϵ(x1(1))1(2) =

∑
ϵ′t(x) = ϵ′t(ϵt(x)) = ϵt(x) = x,

que é exatamente o que queríamos, pois me garante que a imagem de ∆l está contida
na subálgebra de Takeuchi acima.

5. Por último, precisamos provar que, para todo h, k ∈ H, temos

ϵl(hk) = ϵl(hι(ϵl(k))) = ϵl(hϵ′s(ϵl(k))).

Mas isto decorre de ι ser a inclusão e usando as propriedades na Proposição 2.11,
pois

ϵt(hk) = ϵt(hϵt(k))
= ϵt(hι(ϵt(k))),

e,

ϵt(hk) = ϵ(1(1′)hk)1(2′)

= ϵ(1(1′)h1(1))ϵ(1(2)k)1(2′)

= ϵt(h1(1))ϵ(1(2)k)

= ϵt(h1(1)ϵ(1(2)k))

= ϵt(hϵ′s(k))
= ϵt(hϵ′s(ϵt(k))).

Analogamente, podemos ver que H é um Hs-bialgebróide à direita com a estrutura
(H,Hs, ι′, ϵ′t,∆r, ϵs), sendo,

Hs = Im(ϵs),
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com ϵs(h) = 1(1)ϵ(h1(2)) para todo h ∈ H; a aplicação source

ι′ : Hs −→ H,

em que ι′(h) = h para todo h = ϵs(h) ∈ Hs; a aplicação target

ϵ′t : Hs −→ H,

em que ϵ′t(h) = ϵ(h1(1))1(2) para todo h = ϵs(h) ∈ Hs;

∆r := π′ ◦ ∆ : H −→ H ⊗Hs
H,

em que π′ : H ⊗H −→ H ⊗Hs
H é a projeção canônica e;

ϵr : H −→ Hs,

em que ϵr := ϵs(h) = 1(1)ϵ(h1(2)). A estrutura de Hs-bimódulo induzida pelos morfismos
ι′ e ϵ′t é dada por

h ▶ a ◀ k := akϵ′t(h).

Até agora temos o seguinte,
(I) (H,Ht, ι, ϵ′s,∆l, ϵl) um Ht-bialgebróide à esquerda;

(II) (H,Hs, ι′, ϵ′t,∆r, ϵr) um Hs-bialgebróide à direita;
No que segue, mostraremos que as igualdades (i), (ii), (iii) e (iv) na Definição 2.22

são satisfeitas, lembrando que queremos provar que (H,Ht, Hs, ι, ι′, ϵ′s, ϵ′t,∆l, ϵl,∆r, ϵr, S)
é um Hopf algebróide em que (H,∆, ϵ, S) é uma álgebra de Hopf fraca.

(i) Seguindo as propriedades vistas na Proposição 2.11, e tomando cuidado com os
respectivos domínios, obtemos as seguintes quatro igualdades,

ι ◦ ϵt ◦ ϵt = ϵt

ϵ′s
(
ϵt(ι′(ϵs(h)))

)
= ϵ′s(ϵs(h)) = ϵs(h)

ι′
(
ϵs(ϵ′s(ϵs(h)))

)
= ϵ′s(ϵs(h))

ϵ′t
(
ϵs(ϵt(h))

)
= ϵ′t

(
ϵt(h)

)
= ϵt(h),

para todo h ∈ H.

(ii) É direto, levando em consideração que as seguintes igualdades são satisfeitas:

(∆l ⊗Hs
I)(∆r(h)) = (I ⊗Ht

∆r)(∆l(h)),
(I ⊗Hs

∆l)(∆r(h)) = (∆r ⊗Ht
I)(∆l(h)).

(iii) Seguindo as propriedades vistas nas Proposições 2.11 e 2.16, obtemos que

S
(
ϵ′s(ϵt(a))hϵ′t(ϵs(b′))

)
= S

(
ϵ′s(a)hϵ′t(b′)

)
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= S(ϵ′t(b′))S(h)S(ϵ′s(a))
= ϵs(b′)S(h)ϵt(a)
= ι′(ϵs(b′))S(h)ι(ϵt(b′)).

para todo ϵt(a) ∈ Ht e todo ϵs(b′) ∈ Hs.

(iv) Estas igualdades são diretas também, usando as propriedades da antípoda de uma
álgebra de Hopf fraca, ver Definição 2.12, e considerando a propriedade universal de
π e π′ como projeções canônicas:

µH
(
(S ⊗ I)(∆l(h))

)
= µH

(
S(h(1)) ⊗Ht

h(2)
)

= S(h(1))h(2) = ϵs(h) = ι′(ϵs(h))

e,

µH
(
(I ⊗ S)(∆r(h))

)
= µH

(
h(1) ⊗HS

S(h(2))
)

= h(1)S(h(2)) = ϵt(h) = ι(ϵt(h)).

Portanto, toda álgebra de Hopf fraca é um Hopf algebróide.

Em particular, como kΓ(G) é uma álgebra de Hopf fraca, ver Exemplo 2.14, então
é um Hopf algebróide com a seguinte estrutura:(
H,Ht, Hs, ι, ι

′, ϵ′s, ϵ
′
t,∆l, ϵl,∆r, ϵr, S

)
=
(
kΓ(G),AΓ,AΓ, ι, ι, ϵ

′
s, ϵ

′
t,∆AΓ , ϵt,∆AΓ , ϵs, S

)
,

ou seja,
(
kΓ(G),AΓ, ι, ϵ

′
s, ϵ

′
t,∆AΓ , ϵt, ϵs, S

)
com ι : AΓ −→ kΓ(G) a inclusão, e as outras

aplicações já foram definidas. Repare em particular que,

ϵs((g, A)) = ϵ′t((g, A)) = (e, A),

ϵt((g, A)) = ϵ′s((g, A)) = (e, gA).

Segue que, ϵs, ϵt, ϵ′s e ϵ′t, quando restritas a AΓ coincidem e se comportam igual à inclusão.
Aqui vale observar o seguinte. O Teorema 2.18 nos diz que, por kΓ(G) ser uma

álgebra fraca, então kΓ(G) ⊗AΓ kΓ(G) ∼= ∆(1)(kΓ(G) ⊗ kΓ(G)). Ou seja, se denotarmos
o produto tensorial balanceado sobre AΓ por ⊠, então

M ⊠N ∼= ∆(1)(M ⊗N) =
∑
A∈Pe

(e, A)(M ⊗N).

Repare que, esta última expressão à direita poderia ser escrita como
∑
A∈Pe

PA(M ⊗ N)

graças ao isomorfismo do Teorema 3.1, isto será útil quando definirmos os objetos simples
de kpar(G) na Seção 3.1, e graças à idempotência de PA.

Para o próximo exemplo de Hopf algebróides precisaremos de mais informações e
algumas definições adicionais. Devido a isto, estudamos na seção a seguir as representações
parciais de uma álgebra de Hopf e, no fim, definimos a álgebra Hpar que é o Hopf algebróide
que nos interessa.
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2.3 REPRESENTAÇÕES PARCIAIS DE ÁLGEBRAS DE HOPF

Aos poucos, iremos conectando cada uma das definições até aqui apresentadas, que
estão todas elas relacionadas às álgebras kpar(G) e kΓ(G). Vamos definir a álgebra Hpar,
que em particular é um Hopf algebróide, sendo que quando H = kG, a álgebra (kG)par é
exatamente a álgebra kpar(G). Assim, quando G finito

kΓ(G) ∼= kpar(G) = (kG)par.

O primeiro isomorfismo já foi provado, pelo menos como álgebras. Além disso provamos
que a kΓ(G) é um Hopf algebróide. Nosso objetivo nesta seção é mostrar que do lado
direito deste isomorfismo, a kpar(G) também é um Hopf algebróide e que, este isomorfismo
preserva tais estruturas.

Iremos considerar uma álgebra de Hopf H, e definir e estudar as suas representações
parciais sobre álgebras unitais. Logo, iremos associar a H o Hopf Algebróide Hpar, que
tem a propriedade universal de que toda representação parcial de H pode ser fatorada por
um morfismo de álgebras de Hpar. Mais detalhes podem ser encontrados em [4]. Iniciamos
definindo representações parciais de álgebras de Hopf sobre álgebras unitais.

Definição 2.26. Seja H uma álgebra de Hopf e B uma álgebra unital. Dizemos que
a aplicação linear π : H −→ B é uma representação parcial de H em B se satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) π(1H) = 1B ;

(ii) π(x)π(y(1))π(S(y(2))) = π(xy(1))π(S(y(2)));

(iii) π(x(1))π(S(x(2)))π(y) = π(x(1))π(S(x(2))y).

Se a antípoda S for invertível, podemos re-escrever a propriedade (iii) como

(iii)∗ π(S−1(x(2)))π(x(1))π(y) = π(S−1(x(2)))π(x(1)y).

Observação 2.27. Em [4], são descritas 5 propriedades que toda representação parcial
de uma álgebra de Hopf deve satisfazer. No entanto, o pesquisador Paolo Saracco em
conversas com os autores do artigo citado, sustentou que são suficientes as condições (i),
(ii) e (iii) mencionadas anteriormente. Vejamos as outras duas condições,
(iv) π(S(x(1)))π(x(2))π(y) = π(S(x(1)))π(x(2)y). De fato,

π(S(x(1)))π(x(2))π(y) = π(S(x(1)))π(x(2)ϵ(x(3)))π(y)

= π(S(x(1)))π(x(2))π(ϵ(x(3))y)

= π(S(x(1)))π(x(2))π(S(x(3))x(4)y)
(iii)= π(S(x(1)))π(x(2))π(S(x(3)))π(x(4)y)
(ii)= π(S(x(1))x(2))π(S(x(3)))π(x(4)y)
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= π(ϵ(x(1))1H)π(S(x(2)))π(x(3)y)

= π(1H)π(S(ϵ(x(1))x(2)))π(x(3)y)
(i)= 1Bπ(S(x(1)))π(x(2)y) = π(S(x(1)))π(x(2)y).

(v) π(x)π(S(y(1)))π(y(2)) = π(xS(y(1)))π(y(2)). De fato,

π(x)π(S(y(1)))π(y(2)) = π(x)π(S(ϵ(y(1))y(2)))π(y(3))

= π(xϵ(y(1)))π(S(y(2)))π(y(3))

= π(xS(y(1))y(2))π(S(y(3)))π(y(4))
(ii)= π(xS(y(1)))π(y(2))π(S(y(3)))π(y(4))
(iii)= π(xS(y(1)))π(y(2))π(S(y(3))y(4))

= π(xS(y(1)))π(y2)π(ϵ(y(3))1H)

= π(xS(y(1)))π(y(2)ϵ(y(3)))π(1H)
(i)= π(xS(y(1)))π(y(2))1B = π(xS(y(1)))π(y(2)).

Do mesmo modo, quando S invertível, podemos re-escrever (v):

(v)∗ π(x)π(y(2))π(S−1(y(1))) = π(xy(2))π(S−1(y(1))).

Escrevemos (B, π) para denotar a representação parcial de H sobre B. Se (B, π) e (B′, π′)
são duas representações parciais de H em B e B′, respectivamente, dizemos que um
morfismo de álgebras f : B −→ B′ é um morfismo de representações parciais se π′ = π ◦f ,
isto é, o seguinte diagrama comuta:

H

π

��

π′

  
B

f
// B′.

Observação 2.28. Poderiamos definir representações parciais como sendo as aplicações
lineares que satisfazem (i), (iv) e (v), e ter provado os axiomas (ii) e (iii).

Observe que representações de H em B no sentido “usual”, ou seja, morfismos de
álgebras, são, em particular, representações parciais. A recíproca não é verdadeira. No
entanto, se π : H −→ B é uma representação parcial e satisfaz a seguinte condição:

π(S(x(1)))π(x(2)) = ϵ(x)1B ,

para todo x em H, então π é um morfismo de álgebras. De fato, sejam x, y ∈ H, então

π(x)π(y) = π(x)π(y(1)ϵ(y(2)))
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= π(x)π(y(1))ϵ(y(2))
(∗)= π(x)π(y(1))π(S(y(2)))π(y(3))
(ii)= π(xy(1))π(S(y(2)))π(y(3))
(∗)= π(xy(1))ϵ(y(2))

= π(xy(1)ϵ(y(2))) = π(xy).

Analogamente, se a igualdade

π(x(1))π(S(x(2))) = ϵ(x)1B

é satisfeita, é possível provar que representações parciais são, de fato, representações no
sentido usual, isto é, vale também a recíproca.

Proposição 2.29. Sejam H uma álgebra de Hopf, B uma álgebra unital e π : H −→ B

uma representação parcial de H em B. Sejam x, y ∈ H, então valem as igualdades

π(S(x(1)))π(x(2))π(S(x(3))) = π(S(x)) (2.6)

π(x(1))π(S(x(2)))π(x(3)) = π(x). (2.7)

Se a antípoda S de H é invertível, temos também as seguintes igualdades

π(x(3))π(S−1(x(2)))π(x(1)) = π(x) (2.8)

π(S−1(x(3)))π(x(2))π(S−1(x(1))) = π(S−1(x)). (2.9)

Demonstração. Seja x ∈ H, então

π(S(x(1)))π(x(2))π(S(x(3)))
(ii)= π(S(x(1))x(2))π(S(x(3)))

= π(ϵ(x(1))1H)π(S(x(2)))

= π(1H)π(S(ϵ(x(1))x(2))) = π(S(x)).

Analogamente,

π(x(1))π(S(x(2)))π(x(3))
(iii)= π(x(1))π(S(x(2))π(x(3)))

= π(x(1))π(ϵ(x(2))1H)

= π(x(1)ϵ(x(2)))π(1H) = π(x).

Por outro lado, se a antípoda S for invertível, então

π(x(3))π(S−1(x(2)))π(x(1)) = π(S(S−1(x(3))))π(S−1(x(2)))π(S(S−1(x(1))))

= π(S((S−1(x))(1)))π((S−1(x))(2))π(S((S−1(x))(3)))
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= π(S((x′)(1)))π((x′)(2))π(S((x′)(3)))
(2.6)= π(S(x′)) = π(S(S−1(x))) = S(x),

e,

π(S−1(x(3)))π(x(2))π(S−1(x(1))) = π(S−1(x(3)))π(S(S−1(x(2))))π(S−1(x(1)))

= π((S−1(x))(1))π(S(S−1(x))(2))π((S−1(x))(3))

= π((x′)(1))π(S((x′)(2)))π((x′)(3))
(2.7)= π(x′) = π(S−1(x)).

No artigo [4], é definida a ação parcial de H uma algebra de Hopf sobre uma algebra
unital A. Estas ações nos oferecem dois exemplos de representações parciais de álgebras
de Hopf.

Definição 2.30. Seja H uma álgebra de Hopf e A uma álgebra unital. Uma ação parcial
à esquerda simétrica de H sobre A é uma aplicação linear:

· : H ⊗ A −→ A

h⊗ a 7→ h · a

tal que
AP1) 1H · a = a;

AP2) h · (ab) = (h(1) · a)(h(2) · b);

AP3) (h · (k · a)) = (h(1) · 1A)(h(2)k · a);

AP4) (h · (k · a)) = (h(1)k · a)(h(2) · 1A),
para todo h, k ∈ H e todo a, b ∈ A.

Quando a condição AP4) não for satisfeita, dizemos apenas que, é uma ação parcial
à esquerda. Em diante, nos limitaremos a escrever H ↷p A para denotar a ação parcial à
esquerda simétrica, ou apenas dizer que H age parcialmente em A. Alguns textos também
usam a notação (A, ·).

Ações parciais motivam um primeiro exemplo de representações parciais de álgebras
de Hopf.

Exemplo 2.31. Toda ação parcial de uma álgebra de Hopf H sobre uma álgebra unital
A produz uma representação parcial de H sobre Endk(A), dada por π : H −→ Endk(A) a
aplicação linear definida por π(h)(a) = h ·a. Provemos que, de fato, π é uma representação
parcial de H sobre Endk(A):

(i) π(1H)(a) = 1H · a
(AP1)= a, para todo a em A, então π(1H) = idB ;
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(ii) Sejam h, k ∈ H, então

π(h)π(k(1))π(S(k(2)))(a) = h · (k(1) · (S(k(2)) · a))
(AP3)= h · (k(1) · 1A)((k(2)S(k(3)) · a))

= h · (k(1) · 1A)((ϵ(k(2))1H · a))

= h · (k(1)ϵ(k(2)) · 1A)(1H · a)
(AP1)= h · ((k · 1A)a).

Por outro lado,

π(hk(1))π(S(k(2)))(a) = (hk(1)) · (S(k(2)) · a))
(AP3)= (h(1)k(1) · 1A)((h(2)k(2)S(k(3)) · a))

= (h(1)k(1) · 1A)(h(2)ϵ(k(2))1A · a)

= (h(1)k(1)ϵ(k(2)) · 1A)(h(2)1A · a)

= ((h(1)k) · 1A)(h(2) · a)

= ((h(1)k) · 1A)(h(2) · 1Aa)
(AP2)= ((h(1)k) · 1A)(h(2) · 1A)(h(3) · a)
(AP4)= (h(1) · (k · 1A))(h(2) · a)
(AP2)= h · ((k · 1A)a)

para todo a ∈ A. Logo,

π(h)π(k(1))π(S(k(2))) = π(hk(1))π(S(k(2))).

(iii) Sejam h, k ∈ H, então

π(h(1))π(S(h(2)))π(k)(a) = h(1) · (S(h(2)) · (k · a))
(AP3)= (h(1) · 1A)(h(2)S(h3) · (k · a))

= (h(1) · 1A)(ϵ(h(2))1H · (k · a))

= (h(1)ϵ(h(2)) · 1A)(1H · (k · a))
(AP1)= (h · 1A)(k · a).

Por outro lado,

π(h(1))π(S(h(2))k)(a) = h(1) · (S(h(2))k · a)
(AP3)= (h(1) · 1A)(h(2)S(h(3))k · a)
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= (h(1) · 1A)(ϵ(h(2))1Hk · a)

= (h(1)ϵ(h(2)) · 1A)(1Hk · a)

= (h · 1A)(k · a)

para todo a ∈ A. Logo,

π(h(1))π(S(h(2)))π(k) = π(h(1))π(S(h(2))k).

Com isto, provamos os itens (i), (ii) e (iii) na Definição 2.26, que são suficientes
para dizer que π é uma representação parcial de H em Endk(A). Ou seja,

H ↷p A︸ ︷︷ ︸
ação parcial +3

π : H → Endk(A)︸ ︷︷ ︸
representação parcial

Para um segundo exemplo de representação parcial, dada uma ação parcial, precisamos
primeiro definir a álgebra A#H. Seja H ↷p A, podemos definir um produto associativo
sobre A⊗H dado pela regra:

(a⊗ h)(b⊗ k) := a(h(1) · b) ⊗ h(2)k,

com a, b ∈ A e h, k ∈ H. Este produto produz uma nova álgebra unital construída como
segue

A#H := (A⊗H)(1A ⊗ 1H),

chamada de produto smash parcial (ou álgebra smash parcial). Os elementos geradores
da dita álgebra são da forma a#h = a(h(1) · 1A) ⊗ h(2). Não é o nosso principal objetivo
o estudo de dita álgebra, para mais detalhes veja [4].

Algumas das principais propriedades são enunciadas no seguinte lema.

Lema 2.32. Seja H uma álgebra de Hopf e A uma álgebra unital tal que H ↷p A. Então
• (a#h)(b#k) = a(h(1) · b)#h(2)k;

• a#h = a(h(1) · 1A)#h(2);

• A aplicação ϕ0 : A −→ A#H dada por ϕ0(a) = a#1H é um morfismo de álgebras,
para todo a, b ∈ A e todo h, k ∈ H.

Demonstração. As duas primeiras seguem da propria definição. Por outro lado, veja que,
ϕ0(ab) = ab#1H = a(1H · b)#1H = (a#1H)(b#1H) = ϕ0(a)ϕ0(b), para todo a, b ∈ A, ou
seja, ϕ0 é um morfismo de álgebras.

Assim, a álgebra produto smash parcial nos proporciona o seguinte exemplo de
representação parcial de álgebras de Hopf.
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Exemplo 2.33. Dada uma ação parcial de uma álgebra de Hopf sobre uma álgebra unital
A, a aplicação linear

π0 : H −→ A#H

dada por π0(h) = 1A#h é uma representação parcial de H. De fato, π0(1H) = 1A#1H é
a unidade em A#H e,

π0(h)π0(k(1))π0(S(k(2))) = (1A#h)(1A#k(1))(1A#S(k(2)))

= (1A#h)
(
1A(k(1) · 1A)#k(2)S(k(3))

)
= (1A#h)

(
k(1) · 1A#ϵ(k(2))1H

)
= (1A#h)

(
k(1)ϵ(k(2)) · 1A#1H

)
= (1A#h)

(
k · 1A#1H

)
= 1A(h(1) · (k · 1A))#h(2)1H
= h(1) · (k · 1A)#h(2)

= (h(1)k · 1A)(h(2) · 1A)#h(3)

= h(1)k · 1A#h(2).

Por outro lado,

π0(hk(1))π0(S(k(2))) = (1A#hk(1))(1A#S(k(2)))

= (1A(h(1)k(1) · 1A))#h(2)k(2)S(k(3))

= h(1)k(1) · 1A#h(2)ϵ(k(2))

= h(1)k(1)ϵ(k(2)) · 1A#h(2)

= h(1)k · 1A#h(2),

segue então que

π0(h)π0(k(1))π0(S(k(2))) = π0(hk(1))π0(S(k(2))).

Por último,

π0(h(1))π0(S(h(2)))π(k) = (1A#h(1))(1A#S(h(2)))(1A#k)

=
(
1A(h(1) · 1A)#h(2)S(h(3))

)
(1A#k)

=
(
h(1) · 1A#ϵ(h(2))1H

)
(1A#k)

=
(
h(1)ϵ(h(2)) · 1A#1H

)
(1A#k)

= (h · 1A#1H)(1A#k)
= (h · 1A(1H · 1A))#1Hk
= h · 1A#k.



Capítulo 2. Álgebras de Hopf Fracas e Hopf Algebróides 72

Por outro lado,

π0(h(1))π0(S(h(2))k) = (1A#h(1))(1A#S(h(2))k)

= 1A(h(1) · 1A)#h(2)S(h(3))k

= h(1) · 1A#ϵ(h(2))k

= h(1)ϵ(h(2)) · 1A#k

= h · 1A#k.

Logo
π0(h(1))π0(S(h(2)))π(k) = π0(h(1))π0(S(h(2))k).

Portanto, quando H ↷p A, a aplicação π0 : H −→ A#H dada por π0(a) = 1A#h
é uma representação parcial de H. Ou seja,

H ↷p A︸ ︷︷ ︸
ação parcial +3

π0 : H → A#H︸ ︷︷ ︸
representação parcial

Todavia, se f : A −→ Endk(A) for um morfismo de álgebras, podemos definir a
aplicação Ψ : A#H −→ Endk(A) por Ψ(a#h)(x) = f(a)π(h)(x), para todo x ∈ A, que é
o único morfismo de álgebras que faz o seguinte diagrama comutar

H

π0

��

π

$$
A#H Ψ // Endk(A),

A

ϕ0

OO

f

::

em que π0, π são as representações parciais de H e ϕ0, f são os morfismos de álgebras de
álgebras definidos anteriormente.

Na verdade, esta configuração nos permite provar que a álgebra produto smash
parcial tem a seguinte propriedade universal.

Teorema 2.34. Sejam A, B álgebras unitais e H uma álgebra de Hopf com uma ação
parcial simétrica sobre A. Sejam f : A −→ B um morfismo de álgebras e π : H −→ B

uma representação parcial tais que,
C1) f(h · a) = π(h(1))f(a)π(S(h(2)));

C2) f(a)π(S(h(1)))π(h(2)) = π(S(h(1)))π(h(2))f(a),
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para todo h ∈ H e todo a ∈ A. Então existe um único morfismo de álgebras

Ψ : A#H −→ B

tal que f = Ψ ◦ ϕ0 e π = Ψ ◦ π0.

Demonstração. Defina a aplicação linear

Ψ : A#H −→ B

como sendo Ψ(a#b) = f(a)π(h). Veja que Ψ(1A#1H) = f(1A)π(1H) = (1B)(1B) = 1B , e

Ψ
(
(a#h)(b#k)

)
= Ψ

(
a(h(1) · b)#h(2)k

)
= f(a(h(1) · b))π(h(2)k)

= f(a)f(h(1) · b)π(h(2)k)
(C1)= f(a)π(h(1))f(b)π(S(h(2)))π(h(3)k)

= f(a)π(h(1))f(b)π(S(h(2)))π(h(3))π(k)
(C2)= f(a)π(h(1))π(S(h(2)))π(h(3))f(b)π(k)
(2.7)= f(a)π(h)f(b)π(k)

= Ψ(a#h)Ψ(b#k).

Logo, Ψ é um morfismo de álgebras. Para provar que tal morfismo é único, suponha que
existe um outro morfismo de álgebras Ψ ′ : A#H −→ B tal que π = Ψ ′ ◦ π0 e f = Ψ ′ ◦ Φ0.
Então, seja a#h um elemento qualquer em A#H, temos

Ψ ′(a#h) = Ψ ′((a#1H)(1A#b)
)

= Ψ ′(a#1H)Ψ ′(1A#b)
= Ψ ′(Φ0(a))Ψ ′(π0(b))
= f(a)π(b)
= Ψ(a#b).

Portanto, dito Ψ existe, é único, e satisfaz f = Ψ ◦ ϕ0, π = Ψ ◦ π0.

O par (π, f) que satisfaz as condições C1) e C2) é chamado de par covariante
associado a A, B e H. A existência do morfismo Ψ garante a comutatividade do seguinte
diagrama

H

π0

��

π

""
A#H Ψ // B.

A

ϕ0

OO

f

<<
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Note que para a álgebra B = Endk(A), o morfismo de álgebras f : A −→ B dado
por f(a)(x) = ax, para todo a, x ∈ A, satisfaz

π(h(1))
(
f(a)

(
π(S(h(2))(x))

))
= h(1) ·

(
a
(
S(h(2)) · x

))
=
(
h(1) · a

)(
h(2) · (S(h(3)) · x)

)
=
(
h(1) · a

)(
h(2) · 1A

)(
h(3)S(h(4)) · x

)
=
(
h(1) · a

)(
h(2) · 1A

)(
ϵ(h(3))1H · x

)
=
(
h(1) · a

)(
h(2) · 1A

)(
1H · x

)
=
(
h(1) · a

)(
h(2) · 1A

)
(x)

= (h · a)(x)
= f(h · a)(x),

para todo x ∈ A; e também

π(S(h(1)))π(h(2))f(a)(x) = S(h(1)) ·
(
h(2) · (ax)

)
= S(h(1)) ·

(
(h(2) · a)(h(3) · x)

)
=
(
S(h(2)) · (h(3) · a)

)(
S(h(1)) · (h(4) · x)

)
=
(
S(h(3))h(4) · a)(S(h(2)) · 1A)

)(
S(h(1)) · (h(5) · x)

)
=
(
ϵ(h(3))1H · a)(S(h(2)) · 1A)

)(
S(h(1)) · (h(4) · x)

)
=
(
1H · a)(S(1H) · 1A)

)(
S(h(1)) · (h(2) · x)

)
= (a)(1H · 1A)

(
S(h(1)) · (h(2) · x)

)
= a(S(h(1)) · (h(2) · x))

= f(a)π(S(h(1)))π(h(2)(x)),

para todo x ∈ A, logo as condições C1) e C2) são satisfeitas.
As representações parciais sobre álgebras de Hopf nos permite definir os módulos

parciais como segue.

Definição 2.35. Seja H uma álgebra de Hopf. Dizemos que o espaço vetorial M é um
H-módulo parcial se existir uma representação parcial π : H −→ Endk(M).

Escrevemos (M,π) para denotar os H-módulos parciais. Naturalmente, se (M,π) e
(N, π′) são dois H-módulos parciais, então um morfismo entre eles é uma aplicação linear
f : M −→ N tal que, para cada h ∈ H, f ◦ π(h) = π′(h) ◦ f, ou seja, o seguinte diagrama
comuta para cada h ∈ H

M
π(h)

//

f
��

M

f
��

N
π′(h)

// N.
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A categoria de H-módulos parciais é denotada por HMpar. Veremos na seguinte seção
que esta categoria é equivalente à categoria dos módulos sobre certa álgebra.

A partir das representações parciais de álgebras de Hopf sobre álgebras unitais,
vamos definir uma álgebra muito importante para o nosso trabalho e objeto de estudo
chamada Hpar. Veremos que dita álgebra tem um parentesco com a álgebra produto smash
parcial definida anteriormente.

2.3.1 A “álgebra de Hopf” parcial

Para o caso de representações parciais de grupos, podemos obter a álgebra kpar(G),
Definição 1.5, que cumpre com várias propriedades, entre elas, a propriedade universal
que fatora qualquer representação parcial do grupo G por um morfismo de álgebras. No
caso de representações parciais de álgebras de Hopf, também podemos definir uma álgebra
especial associada a H, Hpar, que no caso fatora as representações parciais de H por
morfismos de álgebras. Vejamos a seguir. Ver [4].

Observamos aqui que a álgebra Hpar não é uma álgebra de Hopf, mas um Hopf-
algebróide, embora o título da seção possa dar falsas impressões.

Definição 2.36 (Álgebra Tensorial). Seja H um espaço vetorial, a álgebra tensorial T (H)
é construída como segue:

T (H) :=
∞⊕
n=0

H⊗n,

em que

H⊗0 = k

H⊗1 = H

H⊗2 = H ⊗H

...
H⊗n = H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸

n

.

Esta álgebra satisfaz a seguinte propriedade universal. Seja B um outro espaço
vetorial e f : H −→ B uma transformação linear, então existe uma (única) transformação
linear f : T (H) −→ B tal que f = f ◦ ι, isto é, o seguinte diagrama comuta

T (H)

f

��
H

ι

==

f
// B

em que ι : H −→ T (H) é dado por ι(h) = h ∈ H⊗1.
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Definição 2.37. Seja H uma álgebra de Hopf e seja T (H) a álgebra tensorial do espaço
vetorial H. A álgebra de Hopf parcial, denotada por Hpar, é definida como o quociente
da álgebra T (H) pelo ideal J gerado pelos elementos da forma

(1) 1H − 1T (H);

(2) h⊗ k(1) ⊗ S(k(2)) − hk(1) ⊗ S(k(2));

(3) h(1) ⊗ S(h(2)) ⊗ k − h(1) ⊗ S(h(2))k;

(4) h⊗ S(k(1)) ⊗ k(2) − hS(k(1)) ⊗ k(2);

(5) S(h(1)) ⊗ h(2) ⊗ k − S(h(1)) ⊗ h(2)k,
para todo h, k ∈ H.

Denotando a classe de h ∈ H em Hpar pelo símbolo [h], é fácil ver que a aplicação

[ ] : H −→ Hpar

h 7→ [h]

satisfaz as seguintes relações
(HP1) [αh+ βk] = α[h] + β[k],

(HP2) [1H ] = 1Hpar
,

(HP3) [h][k(1)][S(k(2))] = [hk(1)][S(k(2))],

(HP4) [h(1)][S(h(2))][k] = [h(1)][S(h(2))k],

(HP5) [h][S(k(1))][k(2)] = [hS(k(1))][k(2)],

(HP6) [S(h(1))][h(2)][k] = [S(h(1))][h(2)k],
para qualquer α, β ∈ k e todo h, k ∈ H.

Segue então que a aplicação linear [ ] é uma representação parcial da álgebra de
Hopf H sobre a álgebra unital Hpar. Vejamos a propriedade universal de Hpar, mencionada
anteriormente.

Teorema 2.38. Para toda representação parcial π : H −→ B, existe um único morfismo
de álgebras π̃ : Hpar −→ B tal que π = π̃ ◦ [ ], isto é, o seguinte diagrama comuta

H
π //

[ ]
!!

B.

Hpar

π̃

==

Recíprocamente, dado um morfismo de álgebras Φ : Hpar −→ B, existe uma única
representação parcial πΦ : H −→ B tal que Φ = π̃Φ.

A demonstração do teorema anterior não é muito difícil. Veja no seguinte diagrama
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T (H)

∃π′

��

j

&&
H

ι

>>

π
// B T (H)/J =: Hpar∃π
oo

que a existência de π′ é garantida pela propriedade universal de T (H) enquanto a existência
de π é garantida pelo fato de J ⊆ ker(π′), pois π′ ◦ i = π, e π é uma representação parcial.

Com isto, podemos afirmar que existe um isomorfismo entre a categoria de H-
módulos parciais e a categoria de Hpar-módulos, Proposição 2.40. Da definição de módulo
parcial, Definição 2.35, e pela propriedade universal da Hpar, Teorema 2.38, temos a
seguinte observação.

Observação 2.39. Seja (M,π) um H-módulo parcial, existe um morfismo de álgebras
π̄ : Hpar −→ End(M) tal que o seguinte diagrama comuta:

H π //

[ ] !!

End(M).

Hpar

π̄

::

onde π é uma representação parcial, ver Definição 2.35. Logo, M é um Hpar-módulo via
a ação

[h] ▷ m := π̄([h])(m) = π(h)(m).

Reciprocamente, se M é um Hpar-módulo, podemos definir um H-módulo parcial. Isto
induz o seguinte resultado.

Proposição 2.40. Seja H uma álgebra de Hopf, então existe um isormofismo de categorias

HMpar ∼= Hpar
M.

Demonstração. Ver [4].

Observação 2.41. Em particular, a aplicação identidade id : H −→ H é um morfismo
de álgebras, logo, uma representação parcial de H sobre H. Pela propriedade universal de
Hpar, Teorema 2.38, temos o seguinte morfismo de álgebras

Ψ : Hpar −→ H

tal que Ψ ◦ [ ] = idH , ou seja, Ψ([h1][h2] . . . [hn]) = h1h2 . . . hn.

Exemplo 2.42. Seja H = kG, lembrando que

∆(g) = g ⊗ g, ϵ(g) = 1k,

S(g) = g−1,

para todo g ∈ G. Segue da definição de kpar(G), Definição 1.5, que (kG)par = kpar(G).
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Exemplo 2.43. Seja H = U(g) a álgebra universal envolvente de uma álgebra de Lie g.
Nesse caso, Hpar ∼= H. Ver Exemplo 4.4 em [4].

Considere agora os elementos

εx = [x(1)][S(x(2))],

ε̃x = [S(x(1))][x(2)].

Vejamos algumas propriedades desses elementos para depois descrever a álgebra
que eles geram, fundamental para o nosso objeto de estudo, ver [4].

Lema 2.44. Seja H uma álgebra de Hopf com antípoda invertível S. Então para todo
x, y ∈ H temos

1. εx[y] = [y(2)]εS−1(y(1))x;

2. [x]εy = εx(1)y[x(2)];

3. εx(1)εx(2) = εx;

4. ε̃x[y] = [y(1)]ε̃xy(2);

5. [x]ε̃y = ε̃yS−1(x(2))[x(1)];

6. ε̃x(1) ε̃x(2) = ε̃x;

7. ε̃xεy = εy ε̃x.
E quando x(1) ⊗ x(2) = x(2) ⊗ x(1) para todo x ∈ H obtemos εxεy = εyεx, para todo
x, y ∈ H.

Demonstração. Vejamos.
1.

εx[y] = [x(1)][S(x(2))][y]

= [x(1)][S(x(2))y]

= [x(1)][S(x(2))(3)y(3)][S−1(S(x(2))(2)y(2))][S(x(2))(1)y(1)]

= [x(1)S(x(2))(3)y(3)][S−1(S(x(2))(2)y(2))][S(x(2))(1)y(1)]

= [x(1)S(x(2))y(3)][S−1(S(x(3))y(2))][S(x(4))y(1)]

= [y(3)][S−1(S(x(1))y(2))][S(x(2))y(1)]

= [y(3)][S−1(y(2))x(1)][S(S−1(y(1))x(2))]

= [y(2)]εS−1(y(1))x.

2.

[x]εy = [x][y(1)][S(y(2))]

= [xy(1)][S(y(2))]
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= [x(1)y(1)][S(x(2)y(2))][x(3)y(3)][S(y(4))]

= [x(1)y(1)][S(x(2)y(2))][x(3)y(3)S(y(4))]

= [x(1)y(1)][S(x(2)y(2))][x(3)]

= εx(1)y[x(2)].

3.

εx(1)εx(2) = [x(1)][S(x(2))][x(3)][S(x(4))]

= [x(1)][S(x(2))x(3)][S(x(4))]

= [x(1)][ϵ(x(2))1H ][S(x(3))]

= [x(1)][S(x(2))]

= εx.

4.

[y(1)]ε̃xy(2) = [y(1)][S(x(1)y(2))][x(2)y(3)]

= [y(1)S(x(1)y(2))][x(2)y(3)]

= [y(1)S(y(2))S(x(1))][x(2)y(3)]

= [ϵ(y(1))S(x(1))][x(2)y(2)]

= [S(x(1))][x(2)y]

= [S(x(1))][x(2)][y]

= ε̃x[y].

5. [x]ε̃y = ε̃yS−1(x(2))[x(1)],

ε̃yS−1(x(2))[x(1)] = [S
(
y(1)S

−1(x(3))
)
][y(2)S

−1(x(2))][x(1)]

= [x(3)S(y(1))][y(2)S
−1(x(2))x(1)]

= [x(2)S(y(1))][y(2)ϵ(x(1))]

= [xS(y(1))][y(2)]

= [x][S(y(1))][y(2)]

= [x]ε̃y.

6. Análogo ao caso εx(1)εx(2) = εx.

7.

ε̃xεy = [S(x(1))][x(2)]εy



Capítulo 2. Álgebras de Hopf Fracas e Hopf Algebróides 80

= [S(x(1))]εx(2)y[x(3)]

= εS(x(2))x(3)y
[S(x(1))][x(4)]

= εϵ(x(2))y[S(x(1))][x(3)]

= εy[S(x(1)ϵ(x(2)))][x(3)]

= εy[S(x(1))][x(2)]

= εy ε̃x.

Por último, se x(1) ⊗ x(2) = x(2) ⊗ x(1), então

εxεy = [x(1)][S(x(2))]εy
= [x(1)]εS(x(3))y[S(x(2))]

= [x(1)]εS(x(2))y[S(x(3))]

= εx(1)S(x(3))y[x(2)][S(x(4))]

= εx(1)S(x(2))y[x(3)][S(x(4))]

= εy[x(1)][S(x(2))]

= εyεx.

Veja também que, se S é tal que S2 = Id, então εh = ε̃S(h), ε̃h = εS(h). No caso
do Exemplo 2.42, veja que εg = [g][g−1] e ε̃g = [g−1][g].
Definimos então as seguintes subálgebras unitais de Hpar,

A := span{εh : h ∈ H}, Ã := span{ε̃h : h ∈ H}.

Pelo Lema 2.44, os elementos de A comutam com os elementos de Ã. Veja que
1A = [1H ] = 1Ã. Em particular, quando S2 = Id, essas duas subálgebras coincidem e
obtemos uma subálgebra comutativa.

O seguinte resultado mostra que H age parcialmente em A parcialmente.

Teorema 2.45. Sejam H uma álgebra de Hopf e A a subálgebra de Hpar definida anteri-
ormente. Então a aplicação

· : H ⊗ A −→ A

definida por x · a = [x(1)]a[S(x(2))], para todo x ∈ H e todo a ∈ A, é uma ação parcial
simétrica.

Demonstração. Veja primeiro que, sejam x ∈ H e a ∈ A, então a = εh1εh2 . . . εhn , usando
o Lema 2.44 reiteradamente obtemos

x · a = [x(1)]εh1εh2 . . . εhn [S(x(2))]

= εx(1)h1 [x(2)]εh2 . . . εhn [S(x(3))]
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= εx(1)h1εx(2)h2 [x(3)] . . . εhn [S(x(4))]
...
= εx(1)h1εx(2)h2 . . . εx(n)hn [x(n+1)][S(x(n+2))]

= εx(1)h1εx(2)h2 . . . εx(n)hnεx(n+1) ∈ A.

Verifiquemos que é, de fato, uma ação parcial.
AP1) Seja a ∈ H, então 1H · a = [1H ]a[S(1H)] = a[1H ] = a;

AP2) Sejam a, b ∈ A e x ∈ H, então

x · (ab) = [x(1)]ab[S(x(2))]
(2.7)= [x(1)][S(x(2))][x(3)]ab[S(x(4))]

= [x(1)]ε̃x(2)ab[S(x(3))]

= [x(1)]aε̃x(2)b[S(x(3))]

= [x(1)]a[S(x(2))][x(3)]b[S(x(4))]

= (x(1) · a)(x(2) · b).

AP3) Sejam x, y ∈ H e a ∈ A, então(
x(1) · 1A

)(
x(2)y · a

)
= [x(1)][1H ]

(
[S(x(2))][x(3)y(1)]

)
a[S(x(4)y(2))]

=
(
[x(1)][S(x(2))][x(3)]

)
[y(1)]a[S(y(2))S(x(4))]

(2.7)= [x(1)][y(1)]a[S(y(2))S(x(2))]
(2.7)= [x(1)][y(1)][S(y(2))][y(3)]a[S(y(4))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]ε̃y(2)a[S(y(3))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]aε̃y(2) [S(y(3))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]a[S(y(2))][y(3)][S(y(4))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]a[S(y(2))][y(3)S(y(4))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]a[S(y(2))][ϵ(y(3))S(x(2))]

= [x(1)][y(1)]a[S(y(2))][S(x(2))]

= x ·
(
y · a

)
.

AP4) Provar x ·
(
y · a

)
=
(
x(1)y · a

)(
x(2) · 1A

)
é análogo ao item anterior.

Portanto, a ação x · a = [x(1)]a[S(x(2))] é uma ação parcial simétrica à esquerda
de H sobre A.

Em particular,
h · [1H ] = [h1][1H ][S(h(2))] = εh.
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Assim, temos a álgebra unital produto smash parcial A#H, e como [ ] : H −→ Hpar é
uma representação parcial de H, segue da propriedade universal de A#H que existe um
único morfismo de álgebras Ψ : A#H −→ Hpar definido por

Ψ(a#h) = i(a)[ ](h) = a[h],

para todo a ∈ A e todo h ∈ H, tal que o seguinte diagrama comuta

H

π0

��

[ ]

##
A#H Ψ // Hpar,

A

Φ0

OO

i

;;

ou seja, [h] = Ψ(π0(h)) para todo h ∈ H, e i(a) = Ψ(Φ0(a)), para todo a ∈ A, sendo que
i : A −→ Hpar é o morfismo inclusão.

Observação 2.46. Para o morfismo Ψ existir, o par ([ ], i) deve satisfazer as propriedades
C1) e C2) no Teorema 2.34 (par covariante). De fato,

i(h · a) = h · a = [h(1)]a[S(h(2))],

e
i(a)[S(h(1))][h(2)] = aε̃h = ε̃ha = [S(h(1))][h(2)]i(a).

Por outro lado, sendo π0 : H −→ A#H e [ ] : H −→ Hpar representações
parciais, segue da propriedade universal de Hpar que existe um único morfismo de álgebras
Φ : Hpar −→ A#H tal que o seguinte diagrama comuta,

H

[ ]
��

π0

##
Hpar

Φ // A#H,

ou seja, Φ([h]) = [1H ]#h. Logo, para todo [h1][h2] . . . [hn] ∈ Hpar, temos

Φ([h1][h2] . . . [hn]) = Φ([h1])Φ([h2])Φ([h3]) . . . Φ([hn])
= ([1H ]#h1)([1H ]#h2)([1H ]#h3) . . . ([1H ]#hn)
=
(
[1H ](h1

(1) · [1H ])#h1
(2)h

2)([1H ]#h3) . . . ([1H ]#hn)

=
(
[h1

(1)][1H ][S(h1
(2))]#h

1
(3)h

2)([1H ]#h3) . . . ([1H ]#hn)

=
(
εh1

(1)
#h1

(2)h
2)([1H ]#h3) . . . ([1H ]#hn)
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=
(
εh1

(1)
(h1

(2)h
2
(1) · [1H ])#h1

(3)h
2
(2)h

3) . . . ([1H ]#hn)

=
(
εh1

(1)
([h1

(2)h
2
(1)][S(h1

(3)h
2
(2)]))#h

1
(4)h

2
(3)h

3) . . . ([1H ]#hn)

=
(
εh1

(1)
εh1

(2)h
2
(1)

#h1
(3)h

2
(2)h

3) . . . ([1H ]#hn)
...
= εh1

(1)
εh1

(2)h
2
(1)
. . . εh1

(n−1)h
2
(n−2)...h

n−1
(1)

#h1
(n)h

2
(n−1) . . . h

n−1
(2) hn.

Em particular, para qualquer g, h ∈ H

Φ(εg[h]) = Φ([g(1)][S(g(2))][h])

= εg(1)εg(2)S(g(5))#g(3)S(g(4))h

= εg(1)εg(2)#h
= εg#h.

Ou seja, Φ(εg) = εg#1H e Φ([h]) = [1H ]#h.

Observação 2.47. Perceba que em geral, todo x = [h1][h2] . . . [hn] em Hpar pode ser
escrito como

x = εh1
(1)
εh1

(2)h
2
(1)
. . . εh1

(n−1)h
2
(n−2)...h

n−1
(1)

[h1
(n)h

2
(n−1) . . . h

n−1
(2) hn].

Teorema 2.48. H uma álgebra de Hopf, então Hpar ∼= A#H.

Demonstração. Sejam Ψ e Φ como antes. Vamos mostrar que são uma inversa da outra.
Seja [h] ∈ Hpar. Logo,

(Ψ ◦ Φ)([h]) = Ψ(Φ([h]))
= Ψ([1H ]#h)
= [1H ][h] = [h].

Assim, de Φ e Ψ morfismos de álgebras, se tomarmos um elemento x = [h1][h2] . . . [hn] de
Hpar obtemos

Ψ(Φ(x)) = Ψ(Φ([h1][h2] . . . [hn])) = Ψ(Φ[h1])Ψ(Φ[h2]) . . . Ψ(Φ[hn]) = [h1][h2] . . . [hn] = x.

Ou seja, Ψ ◦ Φ = IdHpar
. Por outro lado, veja que

Φ(Ψ(a#h)) = Φ(a[h])
= Φ(a)Φ([h])
= Φ(εh1εh2 . . . εhn)([1H ]#h)
= Φ(εh1)Φ(εh2) . . . Φ(εhn)([1H ]#h)
= (εh1#1H)(εh2#1H) . . . (εhn#1H)([1H ]#h)
= εh1εh2 . . . εhn#h
= a#h.
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Observação 2.49. Vimos que se H é uma álgebra de Hopf, então Hpar ∼= A#H, sendo
A a subálgebra de Hpar gerada pelos elementos εh’s e H agindo parcialmente em A. Logo,
conhecendo A podemos determinar Hpar via o produto smash parcial. Contudo, A foi de-
terminada conhecendo Hpar. Veremos que é possível determiná-la de forma independente.

Sejam H uma álgebra de Hopf e T (H) a álgebra tensorial de H. Considere I o
ideal gerado pelos elementos da forma

i) 1H − 1T (H),

ii) h− h(1) ⊗ h(2), para todo h ∈ H e,

iii) h(1) ⊗ h(2)k − h(1)k ⊗ h(2), para todo h, k ∈ H.

Definimos Apar(H) como sendo o quociente T (H)/I. Então Apar(H) tem a seguinte
propriedade universal.

Seja B uma álgebra unital junto de uma aplicação linear eB : H −→ B tal que

eB(h) = eB(h(1))eB(h(2)), (2.10)

eB(h(1))eB(h(2)k) = eB(h(1)k)eB(h(2)), (2.11)

para todo h, k ∈ H, então existe um único morfismo de álgebras u : Apar(H) −→ B tal
que o seguinte diagrama comuta

Apar(H)

u

��
H

σ

<<

eB

// B.

Observação 2.50. • Apar(H) é a única álgebra que satisfaz dita propriedade, a
menos de isomorfismo.

• σ = p ◦ ι, em que H ι−→ T (H) p−→ T (H)/I =: Apar(H).

Provaremos agora que a álgebra A é isomorfa a Apar(H). Primeiro, defina a apli-
cação eA : H −→ A como sendo eA(h) = εh. Veja que

eA(1H) = 1A;
eA(h) = εh

= εh(1)εh(2)

= eA(h(1))eA(h(2));

eA(h(1)k)eA(h(2)) = εh(1)kεh(2)

= [h(1)k(1)][S(h(2)k(2))][h3][S(h(4))]
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= [h(1)k(1)][S(k(2))S(h(2))h(3)][S(h(4))]

= [h(1)k(1)][S(k(2))][S(h(2))]

= [h(1)][k(1)][S(k(2))][S(h(2))]
(2.7)= [h(1)][S(h(2))][h(3)][k(1)][S(k(2))S(h(4))]

= [h(1)][S(h(2))][h(3)k(1)][S(h(4)k(2))]

= εh(1)εh(2)k

= eA(h(1))eA(h(2)k).

Ou seja, eA satisfaz as Equações (2.10) e (2.11). Logo, pela propriedade universal de
Apar(H), existe um único morfismo de álgebras u : Apar(H) −→ A tal que u ◦ σ = eA,
ou seja, o seguinte diagrama comuta

Apar(H)

u

��
H

σ

<<

eA
// A.

Por outro lado, vamos construir um morfismo de álgebras η : A −→ Apar(H) talque o
seguinte diagrama comuta

Hpar //

π̄

��

A

η

��
H

[ ]

<<

π
// End(B) // B,

onde B = Apar(H).
Ação de H em Apar: Vamos definir uma ação parcial de H em Apar para obter a
representação parcial π como no Exemplo 2.31, logo, um morfismo de álgebras π̄ que segue
da propriedade universal de Hpar.

Para começar, denote a classe de h ∈ H em Apar(H) por E(h). Logo, a aplicação

E : H −→ Apar(H)

h 7−→ E(h)

satisfaz as seguintes propriedades:
• E(αh+ βk) = αE(h) + βE(k), para todo h, k ∈ H;

• E(1H) = 1Hpar
;

• E(h) = E(h(1))E(h(2)), para todo h ∈ H e;
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• E(h(1)k)E(h(2)) = E(h(1))E(h(2)k),
isto é, a aplicação E é linear e satisfaz as Equações (2.10) e (2.11). Agora, observe que a
aplicação

• : H −→ Apar(H),

definida por
x • a = E(x(1)h

1)E(x(2)h
2) . . . E(x(n)h

n)E(x(n+1)),

para todo a = E(h1)E(h2) . . . E(hn) ∈ Apar(H) define uma ação parcial à esquerda
simétrica de H em Apar(H). Assim, devemos provar AP1), AP2), AP3) e AP4) da
Definição 2.30. De fato,

AP1) Para todo a = E(h1)E(h2) . . . E(hn) ∈ Apar(H) ∈ Apar(H) temos

1H • a = E(1Hh1)E(1Hh2) . . . E(1Hhn)E(1H) = a.

AP2) Sejam a = E(h1)E(h2) . . . E(hn), b = E(k1)E(k2) . . . E(km) ∈ Apar(H), e seja
x ∈ H. Então(
x(1) • a

)(
x(2) • b

)
=
(
E(x(1)(1)h

1)E(x(1)(2)h
2) . . . E(x(1)(n)h

n)E(x(1)(n+1))
)

(
E(x(2)(1)k

1)E(x(2)(2)k
2) . . . E(x(2)(m)k

m)E(x(2)(m+1))
)

=
(
E(x(1)h

1)E(x(2)h
2) . . . E(x(n)h

n)E(x(n+1))
)(

E(x(n+2)k
1)E(x(n+3)k

2) . . . E(x(n+m+1)k
m)E(x(n+m+2))

)
(2.11)= E(x(1)h

1)E(x(2)h
2) . . . E(x(n)h

n)E(x(n+1)k
1)

E(x(n+2)k
2)E(x(n+3)k

3) . . . E(x(n+m+1))E(x(n+m+2))
(2.10)= E(x(1)h

1)E(x(2)h
2) . . . E(x(n)h

n)E(x(n+1)k
1)

E(x(n+2)k
2)E(x(n+3)k

3) . . . E(x(n+m)k
m)E(x(n+m+1))

= x • E(h1)E(h2) . . . E(hn)E(k1)E(k2) . . . E(km)

= x • (ab).

AP3) Sejam x, y ∈ H e a = E(h1)E(h2) . . . E(hn) ∈ Apar(H). Então,

(x(1) • E(1H))(x(2)y • a) =
(
E(x(1)(1))E(x(1)(2))

)(
E(x(2)(1)y(1)h

1) . . .

. . . E(x(2)(n)y(n)h
n)E(x(2)(n+1)y(n+1))

)
(2.10)= E(x(1))E(x(2)(1)y(1)h

1) . . .

. . . E(x(2)(n)y(n)h
n)E(x(2)(n+1)y(n+1))

= E(x(1))E(x(2)y(1)h
1) . . .

. . . E(x(n)y(n−1)h
n−1)E(x(n+1)y(n)h

n)E(x(n+2)y(n+1))
(2.11)= E(x(1)y(1)h

1)E(x(2)y(2)h
2) . . .

. . . E(x(n)y(n)h
n)E(x(n+1)y(n+1))E(x(n+2))

= x • (y • a).
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AP4) x • (y • a) = (x(1)y • a)(x(2) • E(1H)) é análogo ao item anterior.
Com isso, H ↷p Apar(H), e pelo Exemplo 2.31 obtemos a representação parcial

π : H −→ End(B),

definida por π(h)(b) = h • b, para todo b ∈ B = Apar(H). Pela propriedade universal de
Hpar, existe um único morfismo de álgebras π̄ : Hpar −→ End(B) tal que π̄ ◦ [ ] = π. Ou
seja,

Hpar

π̄

��
H

[ ]

<<

π
// End(B).

Considere agora as funções
ev1 : End(B) −→ B,

definida por ev1(f) = f(1B) para todo f de End(B) e,

ϵl : Hpar −→ A,

definida por ϵl(x) = εh1
(1)
εh1

(2)h
2
(1)
. . . εh1

(n)h
2
(n−1)...h

n−1
(2) h

n , para todo x = [h1][h2] . . . [hn] em
Hpar.

Observação 2.51. A função ϵl : Hpar −→ A é propositalmente denotada assim, pois
será usada a mesma quando descrevermos a estrutura de Hpar como Hopf Algebróide no
Exemplo 2.52.

Seja π̄A : A −→ End(B) a restrição de π̄ a A. Defina η : A −→ B = Apar como
sendo ev1 ◦ π̄A. Então para todo h ∈ H, εh ∈ A temos

η(εh) =
(
ev1 ◦ π̄A

)
(εh)

= π̄A(εh)(1B)
= π(h(1))(π(S(h(2)))(1B))

= h(1) •
(
S(h(2)) • 1B

)
= h • 1B
= E(h).

Por outro lado, lembrando que u : Apar −→ A foi obtido tal que u ◦ σ = eA, em que
σ(h) = p ◦ ι(h) = E(h), temos u(E(h)) = u(p(ι(E(h))) = u(σ(h)) = eA(h) = εh.

Lembremos que a categoria de módulos parciais e de Hpar-módulos são isomorfas,
Proposição 2.40. Além disso, observe que todo módulo M ∈ Hpar

M possui automa-
ticamente uma estrutura de bimódulo sobre A, ou seja, M ∈ AMA via as seguintes
ações

εh ▶ m := [h(1)][S(h(2))] ▷ m,
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m ◀ εh := [h(2)][S−1(h(1))] ▷ m.

Em particular, Hpar é um A-bimódulo.
Veremos agora que a álgebra Hpar é um Hopf-algebróide e com isto, a categoria

dos seus módulos à esquerda é monoidal fechada. O fato de Hpar ser um Hopf algebróide
também implicará que o funtor “esquecimento”

U : Hpar
M −→ AMA

é monoidal estrito.
No que segue, nos dedicamos a descrever a estrutura de Hpar como Hopf algebróide.

É importante lembrar que se H = kG, então Hpar = (kG)par é exatamente kpar(G), que
é isomorfa (por enquanto como álgebras) a kΓ(G), quando G finito.

Exemplo 2.52. Para toda álgebra de Hopf H, vejamos a estrutura de Hpar como Hopf
algebróide. Primeiro, seja H uma álgebra de Hopf com antípoda invertível S. Temos,

1) Hpar é uma k-álgebra.

2) Considere a subálgebra

A = span{εh = [h(1)][S(h(2))] : h ∈ H}.

Defina
s : A −→ Hpar

como sendo a inclusão, isto é, seja a = εh1εh2 . . . εhn ∈ A,

s(a) = [h1
(1)][S(h1

(2))][h
2
(1)][S(h2

(2))] · · · [hn(1)][S(hn(2))],

logo, é fácil ver que s é um morfismo de álgebras. Defina,

t : A −→ Hpar

como segue. Para cada a = εh1εh2 . . . εhn ∈ A,

t(a) = [hn(2)][S
−1(hn(1))] · · · [h2

(2)][S
−1(h2

(1))][h
1
(2)][S

−1(h1
(1))]

= ε̃S−1(hn)ε̃S−1(hn−1) . . . ε̃S−1(h2)ε̃S−1(h1).

Ou seja, t(εh) = [h(2)][S−1(h(1))]. Observe também que

t(εhεk) = [k(2)][S−1(k(1))][h(2)][S−1(h(1))] = t(εk)t(εh).

Segue desta última igualdade que, em geral, para todo a = εh1εh2 . . . εhn e todo
b = εk1εk2 . . . εkm em A,

t(ab) = t(b)t(a),

ou seja, t : A −→ Hpar é um antimorfismo de álgebras.
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Vejamos que as imagens de s e t comutam. Observe que,

s(εh)t(εk) = εh[k(2)][S−1(k(1))]

= εhε̃S−1(k)

= ε̃S−1(k)εh (Lema 2.44)

= t(εk)s(εh).

Logo, para todo a = εh1εh2 . . . εhn , b = εk1εk2 . . . εkm em A temos

s(a)t(b) = s(εh1εh2 . . . εhn)t(εk1εk2 . . . εkm)
= εh1 . . . εhn ε̃S−1(km) . . . ε̃S−1(k2)ε̃S−1(k1)

= ε̃S−1(km) . . . ε̃S−1(k2)ε̃S−1(k1)εh1 . . . εhn (εhi ε̃S−1(kj) = ε̃S−1(kj)εhi ,∀i, j)

= t(εk1εk2 . . . εkm)s(εh1εh2 . . . εhn)
= t(b)s(a).

Essas aplicações fazem de Hpar um A-bimódulo:

∗) A estrutura de A-módulo à esquerda está dada pela aplicação s,

a ▷ [h] = s(a)[h] = a[h],

para todo a ∈ A e todo h ∈ H.
∗∗) A estrutura de A-módulo à direita está dada pela aplicação t,

[h] ◁ a = t(a)[h],

para todo a ∈ A e todo h ∈ H. De fato, veja que

[h] ◁ ab = t(ab)[h]
= t(b)t(a)[h]
= ([h] ◁ a) ◁ b.

3) Considere a tripla (Hpar,∆l, ϵl) como segue.

i) Hpar como A-bimódulo definido por s e t;
ii) O morfismo ∆l : Hpar −→ Hpar ⊗A Hpar definido por

∆l(a) = [h1
(1)][h

2
(1)] . . . [h

n
(1)] ⊗A [h1

(2)][h
2
(2)] . . . [h

n
(2)],

para todo a = [h1][h2] . . . [hn] ∈ Hpar. Procedemos a provar que ∆l é um
morfismo de A-bimódulos.
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iii) O morfismo ϵl : Hpar −→ A definido por

ϵl(x) = εh1
(1)
εh1

(2)h
2
(1)
εh1

(3)h
2
(2)h

3
(1)
. . . εh1

(n)h
2
(n−1)...h

n−1
(2) h

n ,

para todo x = [h1][h2] . . . [hn] ∈ Hpar. Observe que a própria definição de
ϵl nos garante que é morfismo de A-módulos à esquerda. Para provar que
é morfismo de A-módulos à direita, veja que, sejam [h] ∈ Hpar e εk ∈ A
então

ϵl
(
[h] ◁ εk

)
= ϵl

(
t(ε̃k)[h]

)
= ϵl

(
[k(2)][S−1(k(1))][h]

)
= ϵl

(
[k(2)][S−1(k(1))h]

)
= ϵl

(
εk(2) [k(3)S

−1(k(1))h]
)

= εk(2)εk(3)S−1(k(1))h

= [k(3)][S(k(4))][k(5)S
−1(k(2))h(1)][S(k(6)S

−1(k(1))h(2))]

= [k(3)][S−1(k(2))h(1)][S(S−1(k(1))h(2))S(k(4))]

= [k(3)][S−1(k(2))h(1)][S(S−1(k(1))h(2))][S(k(4))]

= [h(1)][S(h(2)k(1))][S(k(2))]

= εhεk

= ϵl([h])εk.

Logo, (Hpar,∆l, ϵl) é um A-coanel.

4) Devemos provar agora que a imagem de ∆l está contida na subálgebra de Takeuchi
Hpar ×A Hpar. Para isto, primeiro devemos provar

[h(1)]t(εk) ⊗A [h(2)] = [h(1)] ⊗A [h(2)]s(εk).

Uma vez provado isto, podemos mostrar que a aplicação

π ◦ ([ ] ⊗ [ ]) ◦ ∆ : H −→ Hpar ⊗Apar
Hpar

é uma representação parcial da álgebra de Hopf H. Logo, a propriedade universal da
Hpar, garante que ∆l é um morfismo de álgebras, pois teríamos o seguinte diagrama
comutativo:

H
π◦([ ]⊗[ ])◦∆

//

[ ]
!!

Hpar ⊗A Hpar.

Hpar

∆l

88
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5) Para provar a igualdade

ϵl(hk) = ϵl(hs(ϵl(k))) = ϵl(ht(ϵl(k))),

para todo h, k ∈ Hpar. Veja que, do isomorfismo apresentado no Teorema 2.48
obtemos,

ϵl([h]s(a)) = ϵl
(
(h(1) · a)[h(2)]

)
= (h(1) · a)ε(2) = h · a,

o que nos garante que a igualdade desejada é verdadeira.
Assim, a sextupla (Hpar,A, s, t,∆l, ϵl) é um A-bialgebróide à esquerda. Analogamente é
possível provar que (Hpar, Ã, s̃, t̃,∆r, ϵr) é um Ã-bialgebróide à direita, em que,

Ã = span{ε̃h : h ∈ H}.

As aplicações
s̃ : Ã −→ Hpar , t̃ : Ã −→ Hpar

são definidas de forma análoga. Por exemplo, se ã = ε̃h1 ε̃h2 . . . ε̃hn ∈ Ã, s̃(ã) = ã.
As aplicações

∆r : Hpar −→ Hpar ⊗Ã Hpar , ϵr : Hpar −→ Ã

são definidas por

∆r(a) = [h1
(1)][h

2
(1)] . . . [h

n
(1)] ⊗Ã [h1

(2)][h
2
(2)] . . . [h

n
(2)],

ϵr(a) = ε̃h1
(n)h

2
(n−1)...h

n−1
(2) h

n ε̃h1
(n)h

2
(n−1)...h

n−1
(2) h

n · · · ε̃hn
(n)
,

para todo [h1][h2] . . . [hn] ∈ Hpar.
A antípoda da Hpar é dada pela aplicação

S : Hpar −→ Hpar

definida por S([h1][h2] . . . [hn]) = [S(hn)] . . . [S(h2)][S(h1)].
Todos os detalhes da demonstração encontram-se no artigo [4].
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3 ESTRUTURA MONOIDAL

Veremos agora a estrutura monoidal da categorias de módulos parciais. Antes disso,
mostraremos que o morfismo λ no Teorema 1.13 é um isomorfismo de Hopf algebróides.
As estruturas de kΓ(G) e Hpar são descritas nos Proposição 2.25 e Exemplo 2.52.

Teorema 3.1. kΓ(G) e kpar(G) são isomorfas como Hopf algebróides.

Demonstração. Considere os morfismos de álgebras unitais definidos no Teorema 1.13:

π : kΓ(G) −→ kpar(G), λ : kpar(G) −→ kΓ(G)
(g, A) 7−→ [g]PA [g] 7−→

∑
A∈Pe,g−1

(g, A),

em que PA =
∏
x∈A

ϵx
∏
y/∈A

(1 − ϵy). Mostramos que são um inverso do outro, e que são os

únicos (a menos de isomorfismo) que fazem os seguintes diagramas comutar

G
[ ]

//

λ ��

kpar(G)

kΓ(G)
π

==
, G λ //

[ ] ��

kΓ(G)

kpar(G)
λ

==

Ou seja, kΓ(G) e kpar(G) são isomorfas como k-álgebras, logo, λ é bijetiva.
Considere a aplicação ϕ : AΓ −→ Apar definida por ϕ

(
(e, A)

)
= PA e estenda

por linearidade. Nosso objetivo agora é provar que o par (λ, ϕ) define um isomorfismo de
Hopf algebróides, Definição 2.21. Basicamente devemos provar que os seguintes diagramas
comutam:

AΓ

(1)ϕ

��

ι // kΓ(G)

π

��
Apar

ι′
// kpar(G)

ι′ ◦ ϕ = π ◦ ι,

AΓ

(2)ϕ

��

ϵ′s // kΓ(G)

π

��
Apar

t′
// kpar(G)

t′ ◦ ϕ = π ◦ ϵ′s,

kΓ(G)

(3)π

��

ϵl // AΓ

ϕ

��
kpar(G)

ϵ′l

// Apar

ϵ′l ◦ π = ϕ ◦ ϵl,

kΓ(G)

(4)π

��

∆l // kΓ(G) ⊗AΓ kΓ(G)

π⊗π

��
kpar(G)

∆′
l

// kpar(G) ⊗Apar
kpar(G)

∆′
l ◦ π = (π ⊗ π) ◦ ∆l.

O diagrama (1) sai direto da definição de ϕ e π.
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Para fazer comutar o diagrama (2), observe primeiro que, como lembrado anterior-
mente, ϵ′s(e, A) = (e, A), isto é, atua como uma inclusão, ou seja, π(ϵ′s(e, A)) = PA. Além
disso, t(PA) = PA, logo,

t′
(
ϕ(e, A)

)
= t′(PA) = PA,

donde temos a comutatividade.
A comutatividade do diagrama (3), sai pelas seguintes duas igualdades. Primeiro,

ϕ
(
ϵl(g, A)

)
= ϕ(e, gA) = PgA,

por outro lado,

ϵ′l
(
π(g, A)

)
= ϵ′l

(
[g]PA

)
= [g] ▷ ϵ′l(PA) = [g] ▷ PA = PgA.

Para provar a comutatividade do diagrama (4), também devemos ter presente que ∆′
l é

um morfismo de Apar-bimódulos, donde

∆′
l

(
π(g, A)

)
= ∆′

l

(
[g]PA

)
= [g]PA ⊗Apar

[g]PA,

pois PA =
∏
x∈A

ϵx
∏
y/∈A

(1 − ϵy) e ϵx = [x][x−1], ϵx = [x][x−1].

Por outro lado,

(π ⊗ π)
(
∆l(g, A)

)
= (π ⊗ π)

(
(g, A) ⊗AΓ (g, A)

)
= π(g, A) ⊗Apar

π(g, A)

= [g]PA ⊗Apar
[g]PA

Cabe destacar que estamos usando o fato de ∆′
l e ϵ′l serem morfismos de Apar-bimodulos.

Pela própria construção, obtemos que λ e ϕ são bijetivas.
Por último, observe que, a antípoda de kΓ(G) como Hopf algebróide é a própria

antípoda como álgebra de Hopf fraca, isto é

S : kΓ(G) −→ kΓ(G),

tal que S(g, A) = (g−1, gA). E a antípoda de kpar(G) como Hopf algebróide é definida no
Exemplo 2.52 por

S([h1][h2] . . . [hn]) = [S(hn)] . . . [S(h2)][S(h1)].

Assim, S([g]) = [g−1], S([g][g−1]) = [g][g−1] e S([g]PA) = PA[g−1], donde

S(π(g, A)) = S([g]PA)
= PA[g−1].
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Por outro lado,

π(S(g, A)) = π(g−1, gA)
= [g−1]PgA
= PA[g−1].

As outras igualdades seguem direto da definição de kpar(G) e kΓ(G).
Portanto, kΓ(G) e kpar(G) são isomorfas como Hopf algebróides.

O Teorema 3.1, junto com o Teorema 2.18, nos garante a seguinte equivalência,(
kpar(G)M,⊗Apar

,Apar

)
∼=
(
kΓ(G)M,⊠,AΓ

)
em que,

M ⊗AΓ N
∼= M ⊠N = ∆(1)(M ⊗N).

No que segue, vamos detalhar os módulos simples e dar alguns exemplos. Quando
não houver confusão, iremos usar A para denotar a álgebra base, seja Apar ou AΓ. Também
iremos detalhar como se comporta o produto tensorial ⊠ acima definido. Isto é importante,
pois até aqui, o fato de provar que as álgebra kΓ(G) e kpar(G) são isomorfas como Hopf
algebróides é o que nos garante que a equivalência anterior seja verdadeira.

3.1 OBJETOS SIMPLES

Para começar, apresentamos algumas definições adicionais. Seja π : G −→ Endk(V)
uma representação parcial, então V pode ser considerado como um G-espaço parcial.
Dizemos que π é:

• redutível, se V contém umG-subespaço parcial próprio invariante. Caso contrário
π é dita de irredutível.

• decomponível, se V pode ser escrito como soma direta de dois G-subespaços
parciais próprios. Caso contrário é chamada de indecomponível.

• completamente redutível, se o seu G-espaço parcial pode ser escrito como uma
soma direta de G-subespaços parciais irredutíveis.

Antes de enunciar os próximos resultados, observe que, dada uma componente
conexa Σ de Γ(G), a aplicação

λΣ : G −→ kΣ,

definida por

λΣ(g) =


∑
A∈Σ

A∈Pe,g−1

(g, A), se g−1 ∈ A ∈ Σ, para algum A,

0, caso contrário,
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é uma representação parcial, Teorema 2.2 em [18]. A expressão “A ∈ Σ” significa que A é
uma unidade (vértice) do grupóide Σ.

Além disso, se m é o número de vértices de Σ, então kΣ ∼= Mm(kGA), onde A é
algum vértice de Σ, veja a Proposição 3.1 em [15].

Teorema 3.2. Seja G um grupo finito e Σ uma componente conexa de Γ(G). Então
para cada k-representação irredutível de grau finito φ : kΣ −→ End(V ), φ ◦ λΣ é uma
representação parcial irredutível de G. Reciprocamente, para toda k-representação parcial
irredutível de grau finito π : G −→ End(V ), existe uma única componente conexa Σ de
Γ(G) e uma única representação irredutível π̃ : kΣ −→ End(V ) tal que π̃ ◦ λΣ = π.

Demonstração. A demonstração foi feita no Teorema 2.2 em[18] e depois completada na
Proposição 2.2 em e [16].

Segue do Teorema anterior que, se V for um G-espaço parcial irredutível de dimen-
são finita, ele pode ser considerado como um kΣ-módulo à esquerda simples, para certa
(única) componente conexa Σ de Γ(G), com um número finito de vértices.

Observação 3.3. O teorema anterior e algumas afirmações feitas aqui continuam sendo
válidas se substituirmos a palavra “irredutível” por “indecomponível”.

Para um grupo qualquer G e uma aplicação φ : G −→ End(VkH), dizemos que φ
é monomial sobre H, se existe uma base kH-livre de V tal que para todo g ∈ G, cada
linha e cada coluna da matriz φ(g) contém no máximo uma entrada não-zero, a qual é
um elemento de H, sendo que poderiam ser todas as filas e colunas zero. O Teorema a
seguir e a sua demonstração pode ser consultado em [18].

Teorema 3.4. Seja π : G −→ End(V ) uma k-representação parcial irredutível de grau
finito de G, Σ a componente conexa de Γ(G) relacionada a π e kΣV o kΣ-módulo cor-
respondente a π. Então kΣV ∼= kΣW ⊗kH U , onde H ≤ G é o grupo de isotropia de
um vértice de Σ, U é um kH-módulo irredutível à esquerda e W é o kΣ − kH-bimódulo
correspondente a uma representação parcial monomial sobre H de G.

A seguir, apresentamos uma alternativa para caracterizar os objetos simples da
categoria kpar(G). Esta apresentação será útil para o estudo das representações parciais
irredutíveis de um grupo G e para o Teorema principal 4.4 que queremos provar.

Seja A ∈ Pe(G), isto é, um subconjunto de G que contém o elemento neutro, e seja

GA = {h ∈ G | hA = A}

o grupo de isotropia de A, então GA ≤ G e

G = GA ∪ a1GA ∪ a2GA ∪ · · · ∪ atGA,

com ai ∈ G, i ∈ {1, . . . , t}.
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Considere uma representação irredutível Vα de GA, isto é, um homomorfismo de
grupos

α : GA −→ GL(V(α)).

Defina o k-espaço vetorial

MA := spank{PxA : x ∈ G, x−1 ∈ A}.

Observe que MA é não vazio, pois PA ∈ MA. Além disso, veja que PxA = 0 quando
x−1 /∈ A, logo é suficiente pedir x−1 ∈ A.

Nosso objetivo agora é mostrar que

M(A,α) := MA ⊗ V(α)

é um kpar(G)-módulo simples à esquerda.
Antes disso, o seguinte lema afirma que, se A e B estão na mesma componente

conexa, isto é, se existe g ∈ G tal que A = gB, vamos denotar por A ∼ B esta relação,
então MA = MB , e a recíproca também é verdadeira. Devemos notar que a relação ∼
é uma relação de equivalência. Isto será importante ao identificarmos M(A,α) com a sua
respectiva componente conexa e fazermos produto com outras componentes.

Lema 3.5. Sejam A, B ∈ Pe. Então, MA = MB se, e somente se, existe g ∈ G tal que
A = gB.

Demonstração. (⇒) Como PA ∈ MA e por hipótesesMA = MB , então PA =
∑

h−1∈B
αhPhB

e dai,
0 ̸= PA = PAPA = PA

∑
h−1∈B

αhPhB =
∑

h−1∈B
αhPA[[A = hB]],

donde segue que existe h−1 ∈ B tal que A = hB, e como e ∈ B então h ∈ hB = A, ou
seja, h ∈ A tal que A = hB, como queríamos mostrar.

(⇐) Seja g ∈ A tal que A = gB. Se x ∈ MA, então

x =
∑

h−1∈A
αhPhA =

∑
h−1∈gB

αhPhgB =
∑

g−1h−1∈B
αhPhgB ∈ MB ,

dai MA ⊆ MB . Analogamente MB ⊆ MA e portanto MA = MB .

Provemos agora que M(A,α) = MA ⊗ V(α) definem uma representação parcial
irredutível de G. Podemos ver também que todas as representações parciais irredutíveis
de G são dessa forma.

Proposição 3.6. Sejam A, B ∈ Pe. Então M(A,α) é um kpar(G)-módulo simples à
esquerda com a ação definida como segue.
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Para todo [g] ∈ kpar(G) e PxA ⊗ v ∈ M(A,α),

[g] ▷
(
PxA ⊗ v

)
:=
{
PyA ⊗ α(h)(v), se y−1 ∈ A,

0, caso contrário,

onde gx = yh para algum h ∈ GA, e y ∈ G.

Demonstração. Para mostrar que se A ∈ Pe, M(A,α) = MA⊗Vα é simples, basta fixar um
elemento PgA ⊗ v de M(A,α) e provar que ele gera qualquer elemento de MA ⊗ Vα. Para
isto, considere

∑
PgiA ⊗ vi um elemento arbitrário em MA ⊗Vα. Como Vα é irredutível,

para cada vi existe um si ∈ GA tal que α(si)(v) = vi. Com isto, veja que

[gisig−1] ▷
(
PgA⊗ v

)
=PgiA ⊗ α(si)(v)
=PgiA ⊗ vi.

Como
∑

[gisig−1] ∈ kpar(G), segue do anterior que∑
PgiA ⊗ vi =

∑
[gisig−1] ▷

(
PgA ⊗ v

)
.

Observe que, se M(A,α) = MA ⊗ Vα e M(B,β) = MB ⊗ Vβ são módulos simples,
em que α : GA −→ GL(Vα) e β : GB −→ GL(Vβ) são representações irredutíveis de GA e
GB , respectivamente. Então,(

MA ⊗ Vα
)
⊠
(
MB ⊗ Vβ

)
= [[A ∼ B]]MA ⊗ (Vα ⊗ Vβ)
∼= [[A ∼ B]]MA ⊗

(⊕
n
αβ
σ Vσ

)
=
⊕

n
αβ
σ [[A ∼ B]]MA ⊗ Vσ

Como o nosso objeto de estudo é G, um grupo finito, então

kΓ(G) ∼= kpar(G),

logo todo kpar(G)-módulo à esquerda irredutível (indecomponível) é isomorfo a

kpar(G)W ⊗kH U , onde U é algum kH-módulo à esquerda irredutível (indecomponível) e

kpar(G)WkH é o bimódulo correspondente a uma representação parcial elementar, sendo
H o grupo de isotropia de algum vértice.

Note que, os Teoremas 3.2 e 3.4 garantem que todo módulo simples é da forma
M(A,α).

Podemos observar a seguinte decomposição em módulos simples

AΓ =
⊕
A∈Pe

MA ⊆ kpar(G),

onde AΓ é a sub-álgebra comutativa gerada pelos vértices de Γ(G) definida em (2.5)
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Com a notação anterior, MΣ⊠MΣ′ = 0, para Σ e Σ′ componentes conexas distintas.
No entanto, se elas são iguais, o produto tensorial será determinado pelas representações
do grupo de isotropia.

Observemos os próximos dois exemplos. É importante destacar que quando não
houver confusão, iremos escrever apenas MA querendo dizer M(A,π0) = MA ⊗ k, sabendo
que A tem grupo de isotropia trivial {e} e que π0 é a representação trivial.

Exemplo 3.7. Seja G = C3 = {gt : g3 = e}. Vimos que

kpar(G) ∼= k ⊕M2(k) ⊕ kG,

e, Pe = {{e}, {e, g}, {e, g2}, G}.
Aqui temos uma componente conexa não trivial com dois vértices X1 e X2, a saber

Σ = {{e, g}, {e, g2}}. O vértice base de Σ é X1 = {e, g} e o segundo vértice é X2 = {e, g2}.
Temos que MX1 = MX2 .

No caso, poderíamos dizer que MX1 é a classe de módulos relacionados com X1.
Como espaços vetoriais temos as seguintes igualdades,

M{e} = kP{e},

MX1 = kP{e,g} ⊕ kP{e,g2},

MG = kPG.

Por outro lado, temos as representações parciais irredutíveis
• M({e},π0) = M{e} ⊗k k;

• M(X1,π0) = MX1 ⊗k k = MX2 ⊗k k = M(X2,π0);

• M(G,ρi) = MG ⊗kG Vρi , para i ∈ {1, 2, 3} determinada por

ρ1 : G // k∗ , ρ2 : G // k∗ , ρ3 : G // k∗,

e � // 1 e � // 1 e � // 1
g � // 1 g � // ω g � // ω2

g2 � // 1 g2 � // ω2 g2 � // ω

em que ωk = e
2kπi

3 . Como M(G,ρi) := MG ⊗kG Vρi , então

⊠ M{e} MX1 M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3)
M{e} M{e} 0 0 0 0
MX1 0 MX1 0 0 0

M(G,ρ1) 0 0 M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3)
M(G,ρ2) 0 0 M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ1)
M(G,ρ3) 0 0 M(G,ρ3) M(G,ρ1) M(G,ρ2)
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Aqui, vejamos o produto
M(G,ρi) ⊠M(G,ρj) ∼= M(G,ρk),

em que ρk(gt) = ρi(gt) · ρj(gt). Este produto, pode ser identificado com a multiplicação
em G:

∗ e g g2

e e g g2

g g g2 e

g2 g2 e g

≡

⊠ M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3)
M(G,ρ1) M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3)
M(G,ρ2) M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ1)
M(G,ρ3) M(G,ρ3) M(G,ρ1) M(G,ρ2)

Mais exemplos e construções que auxiliaram para a construção e entendimento do
nosso principal resultado são explorados no Apêndice B.
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4 TEOREMA DA ÁRVORE DE NATAL E DA MATRYOSHKA

Reiteramos que, ao longo deste trabalho, k denota um corpo algebricamente fechado
de característica zero, e G um grupo finito de ordem |G|, com elemento neutro e. Para
simplificar a escrita, escrevemos apenas representação para nos referir às representações
globais no sentido clássico.

Teorema 4.1 (Árvore de Natal). Se H ≤ G, e G um grupo finito. Existe um funtor

F : kHM −→ kpar(G)M,

que é aditivo, monoidal, injetivo nos objetos e fiel.

Demonstração. Definamos o funtor F : kHM −→ kpar(G)M que associa cada kH-módulo
à esquerda Vα o kpar(G)-módulo à esquerda

M(H,α) = MH ⊗ Vα.

De fato, M(H,α) é um kpar(G)-módulo. Lembremos que a ação é dada pela seguinte regra

[g] ▷
(
PH ⊗ v

){ PH ⊗ α(g)(v), se g ∈ H,

0, caso contrário,

para todo [g] ∈ kpar(G), onde α : H −→ GL(Vα) é a representação de H que faz de Vα

um kH-módulo.
Se f : V −→ W é um morfismo de kH-módulos à esquerda, então

F(f) : MH ⊗ V −→ MH ⊗ W

definido por
F(f)(PH ⊗ v) = PH ⊗ f(v)

é um morfismo de kpar(G)-módulos à esquerda. Não é difícil provar que
F(f)

(
[g] ▷ (PH ⊗ v)

)
= [g] ▷ F(f)

(
PH ⊗ v

)
, pois f é morfismo de kH-módulos.

Geometricamente falando, o subgrupo H é associado ao vértice H e as suas repre-
sentações irredutíveis (globais no sentido clássico) são associadas às flechas da seguinte
componente conexa em Γ(G):

·
He

h1

h2

. . .

hm−1
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Provemos que F é aditivo. Seja
⊕

iVi ∈ kHM com Vi ∈ kHM para todo i, então

F
(⊕

i

Vi
)

= MH ⊗
(⊕

i

Vi
)

=
⊕
i

(
MH ⊗ Vi

)
=
⊕
i

(
F(Vi)

)
.

A aditividade de F nos dá também a monoidalidade de F . Para mostrar que F é um
funtor monoidal, considere primeiro o conjunto das classes de isomorfismos de kH-módulos
simples {Vi}Ni . Assim, todos os kH-módulos podem ser escritos como soma direta desses
Vi.

Sejam V =
N⊕
i

niVi e W =
N⊕
j

mjVj dois kH-módulos, temos

F
(
V ⊗ W

)
= F

( N⊕
i

niVi ⊗
N⊕
j

mjVj
)

= F
( N⊕
i,j

nimj
(
Vi ⊗ Vj

))

=
N⊕
i,j

nimjF
(
Vi ⊗ Vj

)
=

N⊕
i,j

nimjF
(⊕

k

λijkVk
)
,

em que Vk é irredutível, para todo k,

=
N⊕
i,j,k

nimjλijkF(Vk)

=
N⊕
i,j,k

nimjλijk
(
MH ⊗ Vk

)
=

N⊕
i,j

nimj
(
MH ⊗

⊕
k

nijkVk
)

=
N⊕
i,j

nimj
(
MH ⊗ (Vi ⊗ Vj)

)
∼=

N⊕
i,j

nimj
(
(MH ⊗ Vi) ⊗ (MH ⊗ Vj)

)
=
(
MH ⊗

N⊕
i

niVi)
)

⊗
(
MH ⊗

N⊕
j

mjVj)
)
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= (MH ⊗ V) ⊗ (MH ⊗ W)
= F(V) ⊗ F(W).

Portanto,
F(V ⊗ W) = F(V) ⊗ F(W).

Para provarmos que F é injetivo nos objetos, lembremos que

MH = spank{PH} ∼= k.

Segue então que para qualquer kH-módulo V, MH ⊗ V ∼= V como espaço vetorial.

Assim, sejam V =
N⊕
i

niVi e W =
N⊕
i

miVj dois kH-módulos tais que

F(V) ∼= F(W)

como kpar(G)-módulos. Logo, a própria estrutura de kpar(G)-módulos definida sobre
MH ⊗ V e MH ⊗ W obtemos que V e W são isomorfos como kH-módulos. Daqui o
Teorema de Krull-Schmidt nos garante que as multiplicidades ni e mi são iguais para todo
i ∈ {1, . . . , N}.

Para mostrar a fidelidade de F procedemos a seguir. Lembramos novamente que

se V é um kH-módulo, da semissimplicidade da categoria kHM, V ∼=
N⊕
i=1

niVi, com Vi

simples para todo i e, qualquer morfismo f : V −→ W pode ser decomposto em uma soma
direta como segue

f =
⊕

nif |Vi
: V ∼=

N⊕
i=1

niVi −→ W,

em que f |Vi
ou é injetivo ou é nulo, pois Vi é simples.

Considere f, g : V −→ W dois morfismos de kH-módulos diferentes. Então existe
um somando simples Vi em que f |Vi

é injetivo ou é nulo. Por outro lado, se

F(f) = F(g),

então
MH ⊗ f = MH ⊗ g : MH ⊗ V −→ MH ⊗ W.

Restringindo a cada somando simples de V, é fácil ver que

MH ⊗ f |Vi
= MH ⊗ g|Vi

implica f |Vi
= g|Vi

,

donde obtemos que f = g. Portanto, F é de fato fiel.

Para provarmos o nosso último resultado precisamos do seguinte lema.
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Lema 4.2. Seja ψ : A −→ B um morfismo de álgebras. Então ψ induz um funtor

( _ )ψ : BM −→ AM

tal que, para todo B-módulo à esquerda N , com a ação ▷ de B em N , então a ▶ n :=
ψ(a) ▷ n define uma ação de A sobre N .

Observe que, no lema anterior, se f : N −→ N ′ é um morfismo de B-módulos
então f(a ▶ n) = f(ψ(a) ▷ n) = ψ(a) ▷ (f(n)) = a ▶ f(n), ou seja, f é um morfismo de
A-módulos.

Observação 4.3. Como iremos tratar com duas estruturas diferentes, kpar(H) e kpar(G),
com H ≤ G, devemos fazer uma distinção entre os elementos de cada um deles. Ao longo
deste trabalho, os elementos de kpar(G) serão denotados com colchetes sem índices, por
exemplo, [a], para a ∈ G, descreve um elemento de kpar(G). No entanto, se a ∈ H e
quisermos nos referir a [a] como um elemento de kpar(H), denotaremos [a]H à classe de
a ∈ H em kpar(H) e [a] à classe de a ∈ H ≤ G em kpar(G), respectivamente.

Teorema 4.4 (Matryoshka). Sejam k um corpo algebricamente fechado de característica
zero, G um grupo abeliano finito e H ≤ G. Então existe um funtor

M : kpar(H)M −→ kpar(G)M.

Demonstração. Considere primeiro um grupo cíclico G de ordem pn, com p primo e n ≥ 2.
Veja que, podemos escrever

G = Zpn =
〈
a | ap

n
= e
〉
.

Seja H ≤ G, então |H| = pm, para algum m ≤ n. Considere n ̸= m. Escrevemos

H =
〈
ap

n−m〉 ∼= Zpm .

Sendo apn−m o gerador de H como subgrupo de G, definimos a aplicação

φ : G −→ H,

por φ(at) = atp
n−m , para todo at ∈ G. Não é difícil ver que φ é um homomorfismo de

grupos, pois

φ(aiaj) = φ(ai+j) = a(i+j)pn−m
= aip

n−m+jpn−m
= aip

n−m
ajp

n−m
= φ(ai)φ(aj).

Lembrando que, a composição de uma representação parcial com um homomorfismo
de grupos também resulta em uma representação parcial, veja Observação 1.4, temos que,

π := [ ]H ◦ φ : G −→ kpar(H)
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é uma representação parcial (pois [ ]H : H −→ kpar(H) já é uma respresentação parcial)
que faz o seguinte diagrama comutar

G
φ //

π

""

H

[ ]
H

��
kpar(H)

Assim, pela propriedade universal de kpar(G), existe um único morfismo de álgebras
π : kpar(G) −→ kpar(H) tal que π ◦ [ ] = π = [ ]H ◦ φ, isto é, para todo at ∈ G,

π([at]) = [φ(at)]H = [atp
n−m

]H ,

ou seja, o seguinte diagrama comuta

G
φ //

π

$$

[ ]

��

H

[ ]
H

��
kpar(G)

π
// kpar(H).

Segue do Lema 4.2, que o morfismo de álgebras π induz o funtor

M =: ( _ )π : kpar(H)M −→ kpar(G)M,

tal que, a ação parcial de G sobre M , sendo M um kpar(H)-módulo, é a ação induzida
vista anteriormente no Lema 4.2.

Em outras palavras, se ξ ∈ kparH e m ∈ M com

▷ : kpar(H) ⊗M −→ M,

ξ ⊗m 7−→ ξ ▷ m

a estrutura de kpar(H)-módulo, então

▶ : kpar(G) ⊗M −→ M

é definida como sendo ζ ▶ m = π(ζ) ▷ m.
Concretamente, suponha at ∈ G e m ∈ M . Então [at] ∈ kpar(G). A afirmação

acima nos diz que [at] ▶ m = [atpn−m ]H ▷ m define a ação de kpar(G) sobre M , se ▷ é a
ação de kpar(H) sobre M .

Consideremos X ∈ Pe(H). Seja HX = K o grupo de isotropia de X em H, então
K ≤ H, digamos K =

〈
ap

n−l〉 ∼= Zpl , com l ≤ m ≤ n (podemos supor s.p.g., l < m < n).
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Veja que, se atpn−l é um elemento de K, então atpn−l = (atpn−m)pm−l ∈ H. Assim,

K =
〈
ap

n−l〉
=
〈(
ap

n−m)pm−l〉
⊆ H.

Além disso, sendo K o grupo de isotropia de X, então

X = K ∪
( ⋃
i∈J

aip
n−m

K
)
,

em que J ⊆ {1, . . . , pm−l − 1}.
Considere ω como sendo uma pl-ésima raiz da unidade,

ωp
l
− 1 = 0,

com ω ∈ k = k.
Seja MX = spank{PhX | h ∈ H, h−1 ∈ X}, então

M = MX ⊗ kω

é um kpar(H)-módulo simples via a seguinte ação.
Seja

[
atp

n−m
]

H

∈ kpar(H) e P
aspn−mX

⊗ 1 ∈ M , então

[
atp

n−m
]

H

▷ (P
aspn−mX

⊗ 1) =

 P
arpn−mX

⊗ ωq, se a−rpn−m ∈ X,

0, caso contrário,
(4.1)

em que t + s = qpm−l + r, 0 ≤ r < pm−l. Repare que se J tem v elementos, então a
componente conexa associada ao módulo M = MX ⊗ k tem v + 1 vértices.

Segue de Lema 4.2, que para qualquer [at] ∈ kpar(G), e todo P
aspn−mX

⊗ 1 ∈ M ,
a aplicação

[at] ▶
(
P
aspn−mX ⊗ 1

)
= [atp

n−m
]H ▷

(
P
aspn−m ⊗ 1

)
(4.2)

faz de M um kpar(G)-módulo (▷ definido em (4.1)).
Queremos mostrar agora que o kpar(H)-módulo simples M = MX ⊗ kω, que é

um kpar(G)-módulo via o morfismo π (que induz o funtor M), é isomorfo a um módulo
simples N = MY ⊗ kω̂, com Y ∈ Pe(G).

kpar(H)M
M // kpar(G)M

M = MX ⊗ kω � // M(M) ∼= MY ⊗ kω̂

De fato, se X é como anteriormente, isto é, X ∈ Pe(H) e HX = K ∼= Zpl , então

φ−1(K) = ⟨ap
m−l

⟩ = ⟨ap
n−(n−m+l)

⟩ ∼= Zpn−m+l .

Para provar a igualdade φ−1(K) = ⟨apm−l⟩, veja que
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⊆
)

Se ax ∈ φ−1(K), então φ(ax) = axp
n−m ∈ K, isto é,

axp
n−m

= ayp
n−l
,

para algum y tal que 0 ≤ y ≤ pl − 1. Donde,

ax =
(
axp

n−m)p−(n−m)
=
(
ayp

n−l)p−(n−m)
= ayp

m−l
∈ ⟨ap

m−l
⟩,

ou seja, φ−1(K) ⊆ ⟨apm−l⟩.

⊇
)

Reciprocamente, se axpm−l ∈ ⟨apm−l⟩ então

φ(axp
m−l

) = (axp
m−l

)p
n−m

= axp
n−m+m−l

= axp
n−l

∈ K,

ou seja, ⟨apm−l⟩ ⊆ φ−1(K).
Escreva, L := φ−1(K) = Zpn−m+l . Se

X = K ∪
( ⋃
i∈J

aip
n−m

K
)
,

em que J ⊆ {1, . . . , pm−l − 1}, defina Y como sendo

Y = L ∪
( ⋃
i∈J

aiL
)
.

(Observe que pm−l = pn−(n−m+l)). Então Y ∈ Pe(G) e o grupo de isotropia de Y em G,
GY , é exatamente L.

Precisamos agora fixar uma raiz pn−m+l-ésima da unidade ω̂. Observe que se
ωp

l = 1 então
ωp−m+l = (ωp

l
)p

n−m
= 1.

Então ω definida anteriormente como a raiz pl-ésima da unidade que definia o objeto

M(H,ω) = MH ⊗ kω ∈ kparHM

é também uma pn−m+l-ésima raiz da unidade e, por isso, escolhemos ω̂ = ω.
Seja MY = spank{PgY | g ∈ G, g−1 ∈ Y }, então

N = MY ⊗ kω

é um kpar(G)-módulo simples via a seguinte ação.
Seja [at] ∈ kpar(G) e PasY ⊗ 1 ∈ N , então

[at] · PasY ⊗ 1 =

 ParY ⊗ ωq, se a−r ∈ Y,

0, caso contrário,

em que t+ s = qpm−l + r, 0 ≤ r < pm−l.
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Considere a aplicação

f : MX ⊗ kω −→ MY ⊗ kω

como sendo
P
atpn−m ⊗ 1 7−→ PatY ⊗ 1.

Devemos provar agora que esta aplicação é um isomorfismo. De fato, observe primeiro que
para qualquer at ∈ G, e P

aspn−mX
⊗ 1 ∈ MX ⊗ kω então

f
(
[at] ▶ P

aspn−mX
⊗ 1
)

= f
(
[atp

n−m
]H ▷ P

aspn−mX
⊗ 1
)

= f
(
P
arpn−mX

⊗ ωq
)

=

 f
(
P
arpn−mX

⊗ ωq
)
, se a−rpn−m ∈ X,

0, caso contrário,

com t+ s = qpm−l + r,

=

 ParY ⊗ ωq, se a−rpn−m ∈ X,

0, caso contrário.

Por outro lado

[at] · f(P
aspn−mX

⊗ 1) = [at] · PasY ⊗ 1

=

 ParY ⊗ ωq, se a−r ∈ Y ,

0, caso contrário,

pois t+ s = qpm−l + r. Aqui, temos o seguinte,

a−rpn−m
∈ X ⇐⇒ a−r ∈ Y,

pois se a−rpn−m ∈ X então a−rpn−m ∈ K ∪
( ⋃
i∈J

aip
n−m

K
)
.

No caso de a−rpn−m ∈ K, então φ(a−r) ∈ K, logo a−r ∈ φ−1(K) = L ⊆ Y . No caso de
a−rpn−m ∈

⋃
i∈J

aip
n−m

K, então existe um i ∈ J tal que a−rpn−m ∈ aip
n−m

K, donde

a−rpn−m
a−ipn−m

= a(−r−i)pn−m
= φ(a−r−i) ∈ K,

logo
a−r−i ∈ φ−1(K) = L

a−r ∈ aiL,

para algum i ∈ J, ou seja a−r ∈ Y . Portanto, f é um morfismo de kpar(G)-módulos.
Escreva M = MX ⊗ kω e N = MY ⊗ kω. Para mostrar que f é um isomorfismo,

basta mostrar que M é simples como kpar(G)-módulo. Como M é um kpar(H)-módulo
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simples, então qualquer elemento de M gera ele como kpar(H)-módulo. Assim, tome um
elemento qualquer m0 = P

aspn−mX
⊗ 1 em M , então

M = {[atp
n−m

]H ▷ m0 | [atp
n−m

]H ∈ kpar(H)}

= {φ([at]) ▷ m0 | [atp
n−m

]H ∈ kpar(H)}
= {[at] ▶ m0 | [at] ∈ kpar(G)}.

A última igualdade segue de φ ser sobrejetiva, pois os elementos de kpar(G) agindo sobre
M são exatamente os elementos da imagem de φ. Como m0 foi tomado arbitrariamente
segue que M é gerado por qualquer elemento como kpar(G)-módulo, então é simples.
Assim, o Lema de Schur garante que f é um isomorfismo de kpar(G)-módulos, pois f é
não nulo, sendo que PY ⊗1 = f(PX ⊗1) é em particular um elemento não nulo na imagem
de f .

Para o caso mais geral, considere o grupo abeliano finito G tal que

G = Zpn1
1

× · · · × Zpnk
k

= {at11 . . . atkk | 0 ≤ ti ≤ pni
i − 1, i ∈ {1, . . . , k}}.

Seja H um subgrupo de G, então

H = {as1p
n1−m1

1 . . . a
skp

nk−mk

k | 0 ≤ si ≤ pmi
i − 1, i ∈ {1, . . . , k}} ∼= Zpm1

1
× · · · × Zpmk

k
,

com mi ≤ ni, para todo i. Considere X ∈ Pe(H) com grupo de isotropia K. Como K é
um subgrupo de H, então

K = {ax1p
n1−l1

1 . . . a
xkp

nk−lk

k | 0 ≤ xi ≤ plii − 1, i ∈ {1, . . . , k}} ∼= Z
p

l1
1

× · · · × Z
p

lk
k

,

com li ≤ mi ≤ ni. Seja ωi ∈ k tal que ω
p

li
i
i − 1 = 0, com i ∈ {0, 1, . . . , k}. Então

MX = spank{PhX | h ∈ H, h−1 ∈ X} é um kpar-módulo simples via

[at1p
n1−m1
1

1 . . . a
tkp

nk−mk
k

k ]H ▷

(
P
a

s1p
n1−m1
1

1 ... a
skp

nk−mk
k

k X
⊗ 1
)

= P
a

r1p
n1−m1
1

1 ... a
rkp

nk−mk
k

k X
⊗ ω

q1
1 . . . ω

qk

k ,

onde ti + si = qip
mi−li
i + ri.

Escreva

X = K ∪

(⋃
i∈J

a
s1ip

n1−m1
1

1 . . . a
s1kp

nk−mk
k

k K

)
,

onde 0 ≤ sji ≤ pmi−li
i − 1. Considere o morfismo φ : G −→ H como sendo

φ(at11 . . . atkk ) = a
tkp

nk−mk
k

1 .

Assim, L = φ−1(K) = Z
p

n1−m1+l1
1

× . . . Z
p

nk−mk+lk
k

. Logo, temos o seguinte morfismo

f : MX ⊗ kω1,..., ωk −→ MY ⊗ kω1,..., ωk
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definido por
P
a

s1pn1−m1
1 ... a

skp
nk−mk
k

k

⊗ 1 7→ Pas1
1 ... a

sk
k Y ⊗ 1,

que resulta ser um isomorfismo de kpar(G)-módulos. Com isto, terminamos de descrever
o funtor M. Que M(ϕ) : MY ⊗ V −→ M ′

Y ⊗ W seja um morfismo de kpar(G)-módulos
sai direto da definição de M, para qualquer ϕ : MX ⊗ V −→ M ′

X ⊗ W morfismo de
kpar(H)-módulos. Ou seja, temos o seguinte diagrama comutando:

MX ⊗ V

ϕ

��

M //MY ⊗ V

M(ϕ)

��
MX ′ ⊗ W

M
//MY ′ ⊗ W.

Nas condições do teorema anterior, temos o seguinte colorário.

Colorário 4.5. O funtor da Matryoshka M : kpar(H)M −→ kpar(G)M é injetivo nos
objetos, fiel, aditivo e monoidal.

Demonstração. A aditividade do funtor segue direto, pois da semissimplicidade da cate-
goria, se M ∈ kpar(H) então podemos escrever

M =
⊕

(Xi,ωi)
niMXi

⊗ kπi ,

em que πi = (ω1 . . . ωn). Portanto, da definição de M temos que

M(M) =
⊕

niMYi
⊗ kω̂i

∼=
⊕

(Xi,ωi)
niMXi

⊗ kπi = M,

como kpar(G)-módulos.
Vamos ver agora a monoidalidade. Sejam MX ⊗ kπ e MX ′ ⊗ kσ dois kpar(H)-

módulos, em que π : H −→ GL(kπ) e σ : H −→ GL(kσ) são representações irredutíveis
de H (módulos simples sobre grupos abelianos são unidimensionais pelo Lema de Schur).
Então, temos

M(MX ⊗ kπ) = MY ⊗ kπ

e,
M(MX ′ ⊗ kσ) = MY ′ ⊗ kσ,

definidos como anteriormente. Logo,

M
(
(MX ⊗ kπ) ⊠ (MX ′ ⊗ kσ)

)
= M

(
[[X ∼ X ′]]MX ⊗ kπσ

)
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Por outro lado,

M
(
MX ⊗ V

)
⊠M

(
MX ′ ⊗ W

)
=
(
MY ⊗ V

)
⊙
(
MY ′ ⊗ W

)
= [[Y ∼ Y ′]]MY ⊗ kπσ

Resta provar que
[[X ∼ X ′]] ⇔ [[Y ∼ Y ′]].

Mas isto segue de duas sentenças, a primeira é a definição da relaçãoX ∼ X ′ ⇐⇒ hX = X ′

para algum h ∈ H, ver página 98. A segunda é, se HX é o grupo de isotropia de X em
H, então X = HX ∪

(
∪ atip

n−m
HX

)
.

Portanto, M é monoidal.
A injetividade nos objetos também segue direto. Suponha M e N tais que

M(M) ∼= N,

como kpar(G)-módulos. Então M ∼= N como kpar(G) e portanto, são isomorfos como
kpar(H)-módulos.

Para provar que M é fiel. Considere f : M −→ N um morfismo de kpar(H)-módulos.
Então,

f :
⊕

MXi
⊗ kπi −→ N,

assim, f =
⊕

f |MXi
⊗kπ

. Suponha g : M −→ N em kpar(H)M tal que f ̸= g como
morfismos de kpar(H)-módulos. Então existe MXi

⊗ kπ uma componente simples tal que

f |MXi
⊗kπ

é injetiva e, g|MXi
⊗kπ

é nula.

Mas, se
M(f) = M(g) : M −→ M(N)

para toda componente simples, ou seja,

M(f)|MYi
⊗kπ̂

= M(g)|MYi
⊗kπ̂

,

para todo i. Mas isto implica que

f ||MXi
⊗kπ̂

= g||MXi
⊗kπ̂

.

E disto, temos a injetividade do funtor M.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Desde o início, este trabalho teve como objetivo estudar a categoria de represen-
tações parciais de um grupo finito G. Uma das questões iniciais, levantada já no projeto
de qualificação, era como relacionar as representações parciais de um grupo com as re-
presentações parciais do seus subgrupos, e se seria possível generalizar essa relação. Mais
especificamente, investigamos a existência um funtor não trivial que mapeasse a categoria
dos kpar(H)-módulos na categoria dos kpar(G)-módulos, e se tal construção poderia ser
feita para qualquer grupo. No intuito de resolver e comprovar esses questionamentos, co-
meçamos estudar as representações parciais para grupos finitos e a estrutura monoidal de
módulos sobre a álgebra kpar(G). Essa foi a primeira aproximação para abordar a questão,
o que também nos levou a estudar a seguinte equivalência categórica(

kpar(G)M,⊗Apar
,Apar

)
∼=
(
kΓ(G)M,⊠,AΓ

)
Neste ponto, surgiu um dos maiores desafios, pois estudar essa equivalência exigiu

estudar diferentes estruturas que, embora conhecidas, muitas vezes são tratadas de forma
independente. Por exemplo, é conhecido o fato de que kpar(G) ∼= kΓ(G) como álgebras
quando G é um grupo finito, (1.5), mas esse isomorfismo também é um isomorfismo de
Hopf algebróides, Teorema 3.1, e, com isto, pensarmos na categoria dos módulos sobre um
Hopf algebróide trouxe consigo estudar em detalhe a sua estrutura monoidal, e entender
os produtos tensoriais.

A heurística deste assunto todo foi desenvolvida estudando caso por caso e exemplos
específicos. Durante essa investigação, percebemos que a álgebra kpar(G), quando vista
por meio da álgebra do grupóide associado kΓ(G), contém todas as representações do
tipo global (no sentido clássico) dos seus subgrupos, o que pôde ser visualizado nos
vértices do grupóide. Neste sentido, foi o que motivou o nome de Árvore de Natal, pois
geometricamente as representações desses subgrupos pareciam estar “penduradas” quando
feito o grupóide do grupo.

Logo, surge o teorema da Matryoshka, que conseguimos fazer graças a decomposição
do grupo abeliano finito G, A.1, pois podemos descrever de forma geral os elementos de
um grupo, os seus subgrupos e os quocientes, tudo em função dos geradores do próprio
grupo G. Este teorema da Matryoshka é visualizado não só na forma geométrica, pois
podem haver várias componentes conexas “geometricamente” parecidas. Aqui o estudo das
representações parciais é muito importante, sendo que para grupos abelianos conseguimos
enxergar que as isotropias que aparecem no grupóide associado a G são as representações
irredutíveis dos subgrupos, que também são abelianos, logo, são todas unidimensionais e
portanto, todas são isomorfas ao corpo como espaço vetorial.

Ainda em relação ao Teorema da Matryoshka, destacamos que a hipótese de que
o corpo seja algebricamente fechado é necessário para garantir que todas as raízes da
unidade estejam em k. Essas raízes correspondem às representações irredutíveis do grupo
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de isotropia de cada vértice. Isto de fato é importante para provarmos que o funtor é
fiel, pois caso contrário, teríamos álgebras de divisão sobre o corpo base. A hipótese
da característica zero também nos garante que a álgebra seja semissimples, um fato
fundamental utilizado na demonstração do Teorema da Matryoshka.

Mas, se o grupo não for abeliano, por exemplo, poderíamos obter uma representação
irredutível de tamanho maior, logo o produto tensorial ficaria muito difícil de fazer. Mesmo
assim, é interessante e desafiador pensarmos o que aconteceria com grupos abelianos finitos
conhecidos e já muito explorados, como por exemplos o grupo S3 ou S4.

Conseguiríamos mapear a categoria dos kpar(S3)-módulos na categoria kpar(S4)-
módulos através de uma relação funtorial?

Outra pergunta que foi inicialmente levantada é se ao estudarmos a categoria dos
kpar(G)-módulos, e analisarmos a 2-categoria das categorias módulo sobre a mesma, como
seria a sua estrutura e quais propriedades poderíamos extrair dela?

Como matemático e como algebrista, estudar diferentes estruturas e as suas relações
com outras é um grande desafio. Mergulhar por diferentes cenários, como no caso indo
de grupos para categorias, de representações globais para representações parciais, fez com
que enriquecesse e amadurecesse as ideias. Muitas questões ainda ficaram em aberto e
espero que, este trabalho, seja apenas o começo dessa longa jornada como pesquisador.
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APÊNDICE A – TEOREMA DOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS

É de conhecimento geral o seguinte resultado, e pode ser consultado em qualquer
livro que trate estruturas algébricas, teoria de grupos ou classificação de grupos abelianos
finitos. Em particular, pode consultar [19].

Teorema A.1. Seja G um grupo abeliano de ordem n > 1. Considere a fatoração única
de n em potências de primos distintos como segue

n = pα1
1 pα

2
2 · · · pαk

k .

Então,
a) G ∼= A1 × A2 × · · · × Ak, onde |Ai| = pαi

i .

b) Para cada A ∈ {A1, A2, . . . , Ak} com |A| = pα

A ∼= Zpβ1 × Zpβ2 × · · ·Zpβt ,

com β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βt ≥ 1 e β1 + · · · + βt = α, onde t e β1, β2, . . . , βt dependem
de i.

c) A decomposição em a) e b) é única, isto é, se

G ∼= B1 ×B2 × · · ·Bm,

com |Bi| = pαi
i para todo i então Bi ∼= Ai e Bi e Ai têm os mesmos fatores

invariantes.
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APÊNDICE B – EXEMPLOS

No que segue, apresento de forma mais detalhada como foi desenvolvida na prática
a construção de alguns grupóides para grupos finitos. Devo avisar que as notações contidas
aqui podem diferir com as notações ao longo do trabalho, pois este apêndice busca apenas
mostrar uma pequena parte do laboratório experimental de um matemático.

Em particular, começo com grupos de ordem prima, pois não vamos ter subgru-
pos não triviais. E depois realizo para grupos de ordem pn e pq com p e q primos não
necessariamente diferentes. As contas realizadas neste apêndice foram feitas muito antes
de chegar de fato nos resultados que procurávamos e foram provados na tese, por isso,
pretende ser um apoio para quem se interessar em tentar entender como foi encontrado o
“padrão” entre a categoria de representações parciais de um grupo finito G e a da categoria
de representações parciais dos seus subgrupos o que motivou o Teorema da Árvore de
Natal e o Teorema da Matryoshka.

Alguns algoritmos também foram implementados baseados nestes exemplos, e é por
isso que algumas notações são usadas exclusivamente aqui. Comecemos então considerando
o grupo G = Zp, com p primo.

O caso G = Zp com p um número primo

Se A é um vértice de uma componente conexa Σm, com A ̸= G, então GA = {e},
pois G não possui subgrupos não triviais. Obtemos assim 1

m

(|G|−1
m−1

)
=: km componentes

conexas diferentes com m-vértices. Portanto temos,

1 : Uma representação parcial irredutível associada à componente conexa com um vértice
A = {e} que denotamos por M{e}. Segue do Teorema 3.4 que M{e} = M{e} ⊗ k.
Portanto,

M{e} ⊠MA =

M{e} ; se A = {e}

0 ; caso contrário

2 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com 2-vértices.
Cada representação será denotada por

MXi
,

em que Xi denota o vértice {e, gi}, e k2 = 1
2
(|G|−1

2−1
)

= |G|−1
2 denota o número de

componentes conexas distintas com 2-vértices. Pelo visto anteriormente,

MXi
= MXp−i

,

pois Xi ∼ Xp−i sendo que Xi = giXp−i. Logo,

MXi
⊗ k ∼= MXi

= MXp−i
∼= MXp−i

⊗ k.
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Onde MXi
é dado pela aplicação

πXi
: Zp //M2(k),

e � // I2

gi � //

[
0 1
0 0

]

gp−i � //

[
0 0
1 0

]
gt � // 0

com t ∈ {1, . . . , p− 1} \ {i, p− i}.

A representação πXi
refere-se à seguinte componente conexa

Xi Xp−i

e

gp−i

e

gi

Ou seja, gi 7→

[
0 1
0 0

]
não zera a “primeira fila” e “segunda coluna”, logo nos indica

que o elemento gi está no vértice base (primeiro vértice-primeira fila não nula), e há

uma flecha no sentido “
segunda coluna︷ ︸︸ ︷

segundo vértice 7→
primeira fila︷ ︸︸ ︷

vértice base”.

Note que as representações πXi
e πXp−i

“são a mesma”. Por exemplo, a aplicação πX3

em Z7 é a representação parcial

πX3 : Z7 //M2(k),
e � // I2

g3 � //

[
0 1
0 0

]

g4 � //

[
0 0
1 0

]
gt � // 0

com t ∈ {1, 2, 5, 6}. Essa representação refere-se à componente conexa

{e, g3} {e, g4}

e

g4

e

g3
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Por outro lado, a representação associada a X4 seria dada por,

πX4 : Z7 //M2(k),
e � // I2

g4 � //

[
0 1
0 0

]

g3 � //

[
0 0
1 0

]
gt � // 0

com t ∈ {1, 2, 5, 6}, que se refere à mesma componente conexa. Logo MX3 = MX4 , pois
carregam a mesma informação.

Segue que,

MXi
⊠MXj

= [[Xi ∼ Xj ]]MXi
=

MXi
, se j = p− i;

0, caso contrário.

3 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com 3-vértices.
Cada representação será denotada por

MXi,j
,

com i < j, em que Xi,j denota o vértice {e, gi, gj}, e k3 = 1
3
(|G|−1

3−1
)

denota o número de
componentes conexas distintas com 3-vértices. Considere spg Xi,j “lexicográficamente”
o menor vértice da componente conexa que o contém. Tal vértice será o nosso “vértice
base”. Veja que,

MXi,j
= MXp−i,j−i

= MXi−j,p−j

pois Xi,j ∼ Xp−i,j−i ∼ Xi−j,p−j (aqui i− j = p− (j − i)), sendo que

Xi,j = giXp−i,j−i

= gjXi−j,p−j .

Logo,

MXi,j
⊗ k ∼= MXi,j

= MXp−i,j−i
∼= MXp−i,j−i

⊗ k

= MXi−j,p−j

∼= MXi−j,p−j
⊗ k.

A componente conexa que contém os 3-vértices é
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Xi,j Xp−i,j−i

Xi−j,p−j

gi

gj
gj−i

Se i ̸= j ̸= p− i ̸= j − i ̸= p− j ̸= i− j, então MXi,j
é dado pela aplicação

πXi,j
: Zp //M3(k),

e � // I3

gi � //

0 1 0
0 0 0
0 0 0



gj � //

0 0 1
0 0 0
0 0 0



gp−i � //

0 0 0
1 0 0
0 0 0



gj−i � //

0 0 0
0 0 1
0 0 0



gi−j � //

0 0 0
0 0 0
0 1 0



gp−j � //

0 0 0
0 0 0
1 0 0


e gt 7−→ 0 para o resto. Mas pode acontecer que nem todos sejam diferentes, nesse caso
temos mais de uma fila ou coluna não nulas. Ilustremos isto com um exemplo.

Considere o grupo G = Z31 e os vértices X1,2 e X2,15. Uma conta rápida nos permite
ver que não existe k, 1 ≤ k ≤ 30, tal que X1,2 = gkX2,15, ou X2,15 = gkX1,2, logo,
são vértices de duas componentes conexas distintas, cada uma com 3 vértices. Note
também que esses vértices já foram considerados sendo vértices bases, e as componentes
conexas que os contém são respectivamente



APÊNDICE B. EXEMPLOS 121

X1,2 X1,30

X29,30

g30

g29

g

g30

g2 g

e,

X2,15 X13,29

X16,18

g29

g16

g2

g18

g15
g13

• Para a componente conexa ΣX1,2 = {X1,2, X30,1, X30,29}, a representação parcial é
dada por

πX1,2 : Z31 //M3(k),
e � // I3

g � //

0 1 0
0 0 1
0 0 0



g2 � //

0 0 1
0 0 0
0 0 0



g29 � //

0 0 0
0 0 0
1 0 0



g30 � //

0 0 0
1 0 0
0 1 0


• Para a componente conexa ΣX2,15 = {X2,15, X29,13, X18,16}, a representação parcial
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é dada por
πX2,15 : Z31 //M3(k),

e � // I3

g2 � //

0 1 0
0 0 0
0 0 0



g15 � //

0 0 1
0 0 0
0 0 0



g29 � //

0 0 0
1 0 0
0 0 0



g13 � //

0 0 0
0 0 1
0 0 0



g18 � //

0 0 0
0 0 0
0 1 0



g16 � //

0 0 0
0 0 0
1 0 0


Assim, as filas nos indicam os vértices do grupóide associado à representação, e as
colunas nos indicam os vértices donde provêm as flechas. Por exemplo, os elementos
que pertencem ao vértice base são aqueles que na representação matricial, não zeram

a primeira fila, ou seja, Xi1,j1 = {e, gi1 , gj1} é o vértice base se gi1 7→

0 1 0
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

 e

gj1 7→

0 0 1
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

; Xi2,j2 é o segundo vértice se gi2 7→

0 ∗ ∗
1 0 0
∗ ∗ 0

 e gj2 7→

0 ∗ ∗
0 0 1
∗ ∗ 0

;

Xi3,j3 é o terceiro vértice se gi3 7→

0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
1 0 0

 e gj3 7→

0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
0 1 0

.

Se temos gi 7→

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, quer dizer que o elemento gi apenas aparece no vértice base
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desta componente conexa com 3-vértices. Porém, se gi 7→

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 então o elemento

gi aparece no vértice base e no “segundo vértice”.

Por outro lado, as colunas nos indicam de qual vértice vêm as flechas, por exemplo,

gi 7→

0 1 0
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

 além de indicar que gi está no vértice base (primeiro vértice), também

nos indica que há uma flecha no sentido “
segunda coluna︷ ︸︸ ︷

segundo vértice 7→
primeira fila︷ ︸︸ ︷

vértice base”, se tivermos

gi 7→

0 0 1
∗ 0 ∗
∗ ∗ 0

, temos a flecha no sentido “
terceira coluna︷ ︸︸ ︷

terceiro vértice 7→
primeira fila︷ ︸︸ ︷

vértice base”.

Se por exemplo tivermos gi 7→

0 1 0
0 0 1
0 0 0

, isto nos indica que gi está no vértice

base e também no segundo vértice, e que têm flechas no sentido “
segunda coluna︷ ︸︸ ︷

segundo vértice 7→
primeira fila︷ ︸︸ ︷

vértice base” e “
terceira coluna︷ ︸︸ ︷

terceiro vértice 7→
segunda fila︷ ︸︸ ︷

segundo vértice”

Por último, temos que,

MXi,j
⊠MXi′,j′ = [[Xi,j ∼ Xi′,j′ ]]MXi,j

O que significa que, o produto é diferente de zero quando, i′ = p − i e j′ = j − i, ou
i′ = p− (j − i) e j′ = p− j.

...

n+ 1 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com até p− 1
vértices. Seja Xi1,i2,...,in = {e, gi1 , gi2 , . . . , gin} um vértice com n + 1 elementos, com
n ∈ {1, . . . , p− 2} e ir < ir+1, para todo r. Então

Xi1,i2,...,in ∼ Xp−i1,i2−i1,...,in−i1 ∼ Xi1−i2,p−i2,...,in−i2 ∼ Xi1−in,i2−in,...,p−in ,

pois,

Xi1,i2,...,in = gi1Xp−i1,i2−i1,...,in−i1
= gi2Xi1−i2,p−i2,...,in−i2
...
= ginXi1−in,i2−in,...,p−in ,
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Sem perda de generalidade consideramos o vértice base (primeiro vértice) Xi1,i2,...,in ,
sendo lexicográficamente o menor de todos os vértices da componente conexa que o
contém. Veja que temos (p−1

n )
n+1 módulos simples diferentes não isomorfos associados

a vértices com n + 1 elementos, ou (p−1
n )

n+1 componentes conexas diferentes com n + 1
vértices.

A representação associada ao vértice Xi1,i2,...,in será denotada por

MXi1,i2,...,in
.

Segue-se que

MXi1,i2,...,in
= MXp−i1,i2−i1,...,in−i1

= · · · = MXi1−in,i2−in,...,p−in
.

Portanto,

MXi1,i2,...,in
⊗ k ∼= MXi1,i2,...,in

= MXp−i1,i2−i1,...,in−i1
∼= MXp−i1,i2−i1,...,in−i1

⊗ k
...
= MXi1−in,i2−in,...,p−in

∼= MXi1−in,i2−in,...,p−in
⊗ k.

A componente conexa que contém o nosso vértice base fica do tipo

Xi1,i2...,in Xp−i1,i2−i1,...,in−i1

Xi1−i2,p−i2,...,in−i2

...

Xi1−in,i2−in,...,p−in

gi1

gi2

gin

.

Como o segundo vértice é Xp−i1,i2−i1,...,in−i1 , depende da escolha do vértice base. Caso
o vértice base seja escolhido de forma diferente, a obtenção dos outros vértices continua
similar, mas deve-se tomar cuidado ao fazer as substrações, que são módulo p em todo
momento.

No entanto, a representação independe da escolha da ordem dos vértices, seja qual for
o vértice base ou o resto, pois como falado anteriormente, as representação resultam
ser “as mesmas”.
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Pela construção, MXi1,i2,...,in
é dado pela aplicação

πXi1,i2,...,in
: Zp −→ Mn+1(k),

em que πXi1,i2,...,in
(gt) não zerar a célula (r × s) nos indica que gt está no r-ésimo

vértice, e há uma flecha no sentido “vértice s︸ ︷︷ ︸
coluna s

−→ vértice r︸ ︷︷ ︸
fila r

”.

Segue então que,

MXi1,i2,...,in
⊠MXi′1,i′2,...,i′n

= [[Xi1,i2,...,in ∼ Xi′1,i
′
2,...,i

′
n
]]MXi1,i2,...,in

p : As representações associadas à componente conexa

Ge

g

g2

. . .

gp−1

Logo, quando o vértice é o próprio grupo G = Zp, temos MG := MG ⊗kG Vρi , ver 3.4,
que denotaremos por M(G,ρi) em que os ρi’s identificam a representação irredutível
Vρi , que tem a ver com as representações irredutíveis de kG, associadas às raízes da
unidade.

Lembrando aqui que as representações associadas a Zp são determinadas pelas raízes
p-éssimas da unidade, ou seja,

ρ1 : Zp
// k∗ , ρ2 : Zp

// k∗ , · · · ρp−1 : Zp
// k∗ , ρp : Zp

// k∗ ,

e � // 1 e � // 1 · · · e � // 1 e � // 1
g � // 1 g � // ω · · · g � // ωp−2 g � // ωp−1

g2 � // 1 g2 � // ω2 · · · g2 � // ωp−4 g2 � // ωp−2

...
...

...
... . . . ...

...
...

...

gp−2 � // 1 gp−2 � // ωp−2 · · · gp−2 � // ω4 gp−2 � // ω2

gp−1 � // 1 gp−1 � // ωp−1 · · · gp−1 � // ω2 gp−1 � // ω

onde ω = e
2πi
p .

Por último, temos então que se A é um vértice de Γ(G),

M(G,ρi) ⊠MA =

M(G,ρk) se A = G,

0 caso contrário,

em que MA = M(G,ρj), e ρk(gt) = ρi(gt) · ρj(gt), i, j, k ∈ {1, . . . , p − 1}. Neste caso
temos que este produto se identifica com o produto em Zp.
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Lembramos que nos referimos como “componentes conexas triviais” àquelas que se referem
aos vértices {e} e G.

Exemplo B.1. Seja G = Z5 = {e, g : g5 = e}. Vimos que

kpar(G) ∼= k ⊕ 2M2(k) ⊕ 2M3(k) ⊕M4(k) ⊕ kG,

e, Pe = {{e}, {e, g}, {e, g2}, {e, g3}, {e, g4}, {e, g, g2}, {e, g, g3}, {e, g, g4}, {e, g2, g3},
{e, g2, g4}, {e, g3, g4}, {e, g, g2, g3}, {e, g, g2, g4}, {e, g, g3, g4}, {e, g2, g3, g4}, G}, neste caso
temos 5 componentes conexas não triviais:

• ΣX1 = {{e, g}, {e, g4}};

• ΣX2 = {{e, g2}, {e, g3}};

• ΣX1,2 = {{e, g, g2}, {e, g, g4}, {e, g3, g4}};

• ΣX1,3 = {{e, g, g3}, {e, g2, g3}, {e, g2, g4}};

• ΣX1,2,3,4 = {{e, g, g2, g3}, {e, g, g2, g4}, {e, g, g3, g4}, {e, g2, g3, g4}}.
Como espaços vetoriais temos as seguintes igualdades,

M{e} = kP{e}

MX1 = kP{e,g} ⊕ kP{e,g4}

MX2 = kP{e,g2} ⊕ kP{e,g3}

MX1,2 = kP{e,g,g2} ⊕ kP{e,g,g4} ⊕ kP{e,g3,g4}

MX1,3 = kP{e,g,g3} ⊕ kP{e,g2,g3} ⊕ kP{e,g2,g4}

MX1,2,3 = kP{e,g,g2,g3} ⊕ kP{e,g,g2,g4} ⊕ kP{e,g,g3,g4} ⊕ kP{e,g2,g3,g4}

MG = kPG.

Por outro lado, temos as representações parciais irredutíveis
• M{e} := M{e} ⊗ k, logo M{e} ⊠MA

∼= [[A = {e}]]M{e};

• MXi
:= MXi

⊗ k, com i ∈ {1, 2}. Então,

MXi
⊠MXj

∼= [[Xi ∼ Xj ]]MXi
= δi,jMXi

.

• MX1,j
∼= MX1,j

⊗ k, com j ∈ {2, 3}. Então,

MX1,j
⊠MX1,j′

∼= [[X1,j ∼ X1,j′ ]]MX1,j
= δj,j′MX1,j

.

• MX1,2,3
∼= MX1,2,3 ⊗ k. Pois vimos que apenas há uma componente com 4 vértices.

Então,
MX1,2,3 ⊠MX1,2,3

∼= MX1,2,3 .

• MG
∼= M(G,ρi) = MG ⊗kG Vρi
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Em resumo, temos as seguinte tabela de multiplicação:

⊠ M{e} MX1 MX2 MX1,2 MX1,3 MX1,2,3 M(G,ρj)
M{e} M{e} 0 0 0 0 0 0
MX1 0 MX1 0 0 0 0 0
MX2 0 0 MX2 0 0 0 0
MX1,2 0 0 0 MX1,2 0 0 0
MX1,3 0 0 0 0 MX1,3 0 0
MX1,2,3 0 0 0 0 0 MX1,2,3 0
M(G,ρi) 0 0 0 0 0 0 M(G,ρk)

Onde

ρ1 : G // k∗ , ρ2 : G // k∗ , ρ3 : G // k∗ , ρ4 : G // k∗ , ρ5 : G // k∗.

e � // 1 e � // 1 e � // 1 e � // 1 e � // 1
g � // 1 g � // ω g � // ω2 g � // ω3 g � // ω4

g2 � // 1 g2 � // ω2 g2 � // ω4 g2 � // ω g2 � // ω3

g3 � // 1 g3 � // ω3 g3 � // ω g3 � // ω4 g3 � // ω2

g4 � // 1 g4 � // ω4 g4 � // ω3 g4 � // ω2 g4 � // ω

Veja que para a componente conexa trivial {e}, temos o produto M{e} ⊠MA = MA só se
A = {e}, e para o resto é zero. Já para a componente conexa trivial G fica

M(G,ρi) ⊠M(G,ρj) ∼= M(G,ρk),

em que ρk(gt) = ρi(gt) · ρj(gt), logo, o que temos é a tabela de multiplicação de G:

∗ e g g2 g3 g4

e e g g2 g3 g4

g g g2 g3 g4 e

g2 g2 g3 g4 e g

g3 g3 g4 e g g2

g4 g4 e g g2 g3

≡

⊠ M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ4) M(G,ρ5)

M(G,ρ1) M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ4) M(G,ρ5)

M(G,ρ2) M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ4) M(G,ρ5) M(G,ρ1)

M(G,ρ3) M(G,ρ3) M(G,ρ4) M(G,ρ5) M(G,ρ1) M(G,ρ2)

M(G,ρ4) M(G,ρ4) M(G,ρ5) M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3)

M(G,ρ5) M(G,ρ5) M(G,ρ1) M(G,ρ2) M(G,ρ3) M(G,ρ4)

Lembremos a decomposição da álgebra kΓ(G), ver (1.7),

kΓ(G) =
∑
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Mm(kH).

Para grupos que tem subgrupos não triviais, a decomposição acima pode ter “somandos
não triviais”, isto é, somandos em que devem ser considerados os subgrupos H, tal que
{e} ≨ H ≨ G. Para o grupóide, é natural pensar que algumas componentes conexas
poderiam ter grupo de isotropia não trivial.
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Como visto anteriormente, se G = Zp, com p primo, o subíndice m acima varia no
conjunto {1, · · · , |G|}, e o cálculo do coeficiente cm(H) não se faz necessário.

Porém, se por exemplo G = Zpq, devemos considerar os subgrupos Zp e Zq, e o
m varia nos seguintes conjuntos {1, . . . , pq}, {1, . . . , p} e {1, . . . , q}, assim como deve ser
considerado na hora de calcular os coeficientes cm(H).

Vejamos primeiro o caso p = q, G = Zp2 .

O caso G = Zp2 com p um número primo

Quando G = Zp2 , Zp é o único subgrupo não trivial de G. Se A é um vértice de
uma componente conexa Σm, com A ̸= G, então GA = {e}, ou GA = Zp. Temos então,

i) A representação parcial irredutível M{e} associada à componente conexa com um vértice
A = {e}. Temos M{e}

∼= M{e} ⊗ k e portanto,

M{e} ⊠MA =

M{e} se A = {e},

0 caso contrário.

ii) As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com isotropia
não trivial Zp. Aqui, cm(Zp) = 1

m

( p−1
m−1

)
denota o número de componentes conexas

distintas com m-vértices, sendo 1 ≤ m ≤ p− 1, pois c1(Zp) = 1 implica em cp(Zp) = 0,
(1.8).

Por tanto, temos

1 : A representação associada à componente conexa com um vértice

Zp
e

gp

g2p

. . .

g(p−1)p

em que Zp ∼= {e, gp, g2p, . . . , g(p−1)p}, isto é, Zp como subgrupo de Zp2 .
Para MZp

⊗kZp
Vνi , denotamos tais representações por

M(Zp,νi),

em que os νi’s identificam a representação irredutível Vνi , i ∈ {1, . . . , p}, que tem a
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ver com as representações irredutíves de kZp associadas às raízes da unidade.

ν1 : Zp2 // k , ν2 : Zp2 // k , · · · νp−1 : Zp2 // k , νp : Zp2 // k ,

e � // 1 e � // 1 · · · e � // 1 e � // 1
gp � // 1 gp � // ω · · · gp � // ωp−2 gp � // ωp−1

g2p � // 1 g2p � // ω2 · · · g2p � // ωp−4 g2p � // ωp−2

...
...

...
... . . . ...

...
...

...

g(p−2)p � // 1 g(p−2)p � // ωp−2 · · · g(p−2)p � // ω4 g(p−2)p � // ω2

g(p−1)p � // 1 g(p−1)p � // ωp−1 · · · g(p−1)p � // ω2 g(p−1)p � // ω

gt � // 0 gt � // 0 · · · gt � // 0 gt � // 0

onde ω = e
2πi

p , e t não é múltiplo de p. Por último, temos então que se A é um vértice
de Γ(G),

M(Zp,νi) ⊠MA =

M(Zp,νk) se A = Zp,

0 caso contrário,

em que MA = M(Zp,νj), e νk(gt) = νi(gt) · νj(gt). Neste caso temos que este produto
se identifica com o produto em Zp.

2 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com 2-
vértices. Cada representação será denotada por

MXp
i

em que X
p
i = {e, gp, g2p, . . . , g(p−1)p, gi, gp+i, g2p+i, . . . , g(p−1)p+i} ∼= Zp ∪ giZp

com i ∈ {1, . . . , p− 1}, e c2(Zp) = 1
2
(p−1
2−1
)

= p−1
2 denota o número de componentes

conexas distintas com 2-vértices e isotropia Zp. Veja também que

MXp
i

= MXp
p−i

pois Xp
i ∼ X

p
p−i, sendo que Xp

i = giX
p
p−i. Dito de outra forma, temos uma reunião

de classes laterais em Zp2 dois a dois.
As componentes conexas são da forma

Xp
i Xp

p−i
e

gp g2p

. . .

g(p−1)p

gp−iZp

giZp

e

gp

g2p
. . .

g(p−1)p

Observe que, aqui, não há apenas um morfismo de Xp
p−i em X

p
i , na verdade quando

se escreve o morfismo giZp (note-se o formato diferente), quer dizer p morfismos,
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esses são os morfismos gi, gp+i, . . . , g(p−1)p+i : Xp
p−i → X

p
i . Analogamente quando

escrevo o morfismo gp−iZp, quero dizer que são vários morfismos.
Por outro lado, como estamos no caso em que possui grupo de isotropia Zp, segue

MXp
i

= MXp
i

⊗kZp
Vνr ,

que denotaremos por
M(Xp

i ,νr).

onde νr’s são associadas as raízes r-éssimas da unidade, r ∈ {1, . . . , p− 1}.
Por último, para A vértice de Γ(G),

M(Xp
i ,νr) ⊠MA =

[[Xp
i ∼ X

p
j ]]M(Xp

i ,νk) se A = X
p
j ,

0 caso contrário,

em que A = M(Xp
j ,νs), e νk(gt) = νr(gt) · νs(gt). Aqui fazemos especial menção em

que, além de terem o mesmo grupo de isotropia, devem estar na mesma componente
conexa.

3 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com 3-
vértices. Cada representação será denotada por

MXp
i,j

em que

X
p
i,j = {e, gp, g2p, . . . , g(p−1)p, gi,gp+i, g2p+i, . . . , g(p−1)p+i,

gj , gp+j , g2p+j , . . . , g(p−1)p+j}
∼= Zp ∪ giZp ∪ gjZp

com i, j ∈ {1, . . . , p− 1}, i < j e c3(Zp) = 1
3
(p−1
3−1
)

denota o número de componentes
conexas distintas com 3-vértices e grupo de isotropia Zp.
Análogo ao caso de grupo simples, podemos considerar Xp

i,j lexicográficamente o
menor vértice da componente conexa que o contém. De novo será chamado de
primeiro vértice, ou vértice base. Aqui comparamos apenas os subíndices i, j.
Veja também que

MXp
i,j

= MXp
p−i,j−i

= MXp

i−j,p−j

pois Xp
i,j ∼ X

p
p−i,j−i ∼ X

p
i−j,p−j , (i− j = p− (j − i)), sendo que

X
p
i,j = giX

p
p−i,j−i.

= gjX
p
i−j,p−j .

A componente conexa que contém os 3-vértices é do tipo
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Xp
i,j Xp

p−i,j−i

Xp

i−j,p−j

gp−iZp

gp−jZp

e

gp

g2p . . .
g(p−1)p

giZp

gi−jZp

e gp

g2p

···
·

g(p−1)p

gjZp gj−iZp

e

gp

g2p

···
·

g(p−1)p

em que gkZp ⊂ Zp2 indica os elementos {gk, gp+k, g2p+k, . . . , g(p−1)p+k}, para qual-
quer k ∈ {1, . . . , p− 1}. Logo, as flechas diferenciadas querem dizer que são p flechas.
Por outro lado, como estamos no caso de grupo de isotropia Zp, segue que

MXp
i,j

∼= MXp
i,j

⊗kZp
Vνr ,

que denotaremos por
M(Xp

i,j ,νr).

em que νr são como acima, associado às raízes da unidade, r ∈ {1, . . . , p− 1}.
Por último, para A vértice de Γ(G),

M(Xp
i,j ,νr) ⊠MA =

[[Xp
i,j ∼ X

p
i′,j′ ]]M(Xp

i,j ,νk) se A = X
p
i′,j′ ,

0 caso contrário
,

em que MA = M(Xp

i′,j′ ,νs), e νk(gt) = νr(gt) · νs(gt).
...

n+ 1 : As representações parciais irredutíveis associadas a componentes conexas com até
p− 1-vértices.
Seja

X
p
i1,i2,...,in

:= Zp ∪ gi1Zp ∪ gi2Zp ∪ · · · ∪ ginZp

um vértice com (n+ 1)p elementos, com n ∈ {1, 2, . . . , p− 2}, e ir < ir+1. Então tal
vértice pertence à componente conexa com n+ 1 vértices. Logo,

X
p
i1,i2,...,in

∼ X
p
p−i1,i2−i1,...,in−i1 ∼ X

p
i1−i2,p−i2,...,in−i2

∼ X
p
i1−in,i2−in,...,p−in

,
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pois,

X
p
i1,i2,...,in

= gi1X
p
p−i1,i2−i1,...,in−i1

= gi2X
p
i1−i2,p−i2,...,in−i2

...
= ginX

p
i1−in,i2−in,...,p−in

,

Sem perda de generalidade consideramos como no caso de grupos simples, o vértice
base (primeiro vértice) Xp

i1,i2,...,in
, sendo lexicográficamente o menor de todos os

vértices da componente conexa que o contém. Veja que temos (p−1
n )

n+1 módulos simples
diferentes não isomorfos associados a vértices com (n+ 1)p elementos e isotropia não
trivial Zp, ou (p−1

n )
n+1 componentes conexas diferentes com n + 1 vértices e isotropia

Zp.
A representação associada ao vértice Xp

i1,i2,...,in
será denotada por

M
p
Xi1,i2,...,in

.

E a componente conexa que contém o nosso vértice base fica do tipo

Xp
i1,i2...,in

Xp
p−i1,i2−i1,...,in−i1

Xp

i1−i2,p−i2,...,in−i2

...

Xp

i1−in,i2−in,...,p−in

e

gp

g2p

...
g(p−1)p

gi1Zp

e
gp

g2p
...

g(p−1)p

gi2Zp

e

gpg2p···
g(p−1)p

ginZp

e

gp

g2p

···
·

g(p−1)p

.

Vale a mesma observação sobre as p flechas quando escrevo gkZp. Veja também que,
como o segundo vértice é Xp

p−i1,i2−i1,...,in−i1 , depende da escolha do vértice base,
construção semelhante ao caso do grupo simples no primeiro caso.
Porém, tal representação independe da escolha da ordem dos vértices, seja qual for
o vértice base ou o resto, pois como falado anteriormente, as representação resultam
ser “as mesmas”.
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Por outro lado, como estamos no caso de grupo de isotropia Zp, segue que

MXp
i1,i2,...,in

= MXp
i1,i2,...,in

⊗kZp
Vνr ,

que denotaremos por
M(Xp

i1,i2,...,in
,νr),

em que νr, como mencionado anteriormente, estão associadas às raízes da unidade,
com r ∈ {1, . . . , p− 1}.
Por último, para A vértice de Γ(G), o produto M(Xp

i1,i2,...,in
,νr) ⊠MA é diferente de

zero se A é da forma X
p
j1,j2,...,jn

e Xp
i1,i2,...,in

∼ X
p
j1,j2,...,jn

, ou seja, se A está na
mesma componente. Logo,

M(Xp
i1,i2,...,in

,νr) ⊠M(Xp
j1,j2,...,jn

,νs) = M(Xp
i1,i2,...,in

,νk)

em que νk(gt) = νr(gt) · νs(gt).

iii) Componentes conexas não triviais com grupo de isotropia H = {e}. Como (G : H) = p2,
cp2({e}) = 0 e c1({e}) = 1 (esta última se refere à única componente conexa trivial
com 1-vértice e grupo de isotropia {e}, considerada em i)), então basta considerar
m ∈ {2, · · · , p2 − 1}.

A quantidade dessas componentes fica determinada pela regra

cm({e}) = 1
m

((
p2 − 1
m− 1

)
−m

(∑
p|m

cm
p

(Zp)
p

))
,

Repare que nem sempre p | m, logo temos dois casos a ser considerados:

∗) Quando m não é múltiplo de p, isto é, p ∤ m, temos

cm({e}) = 1
m

((
p2 − 1
m− 1

))
.

∗∗) Quando m é um múltiplo de p, isto é m = tp, com 1 ≤ t ≤ p− 1 um inteiro positivo,
então temos

cm({e}) = 1
m

((
p2 − 1
m− 1

)
− tct(Zp)

)
.

Em quaisquer desses dois casos, procedemos como no caso de grupos simples e
denotamos o módulo simples associado a cada uma dessas componentes por MXi

se
tem 2-vértices, MXi,j

se tem 3-vértices, . . . , MXi1,i2,...,in
, se tem n+ 1-vértices. Note

que nenhum desses vértices vai ser uma reunião de classes laterais do subgrupo Zp,
pois tais vértices têm grupo de isotropia Zp.

iv) As representações associadas à componente conexa
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Zp2e

gp
g2p

. . .

g(p−1)p

Temos M(Zp2 ,ρi) = MZp2 ⊗kZp2 Uρi , com i ∈ {1, . . . , p2}, as representações associadas a
Zp2 .

Exemplo B.2. Seja G = Z9, aqui temos o subgrupo não trivial Z3. Lembrando da
decomposição

kΓ(G) =
∑
H≤G

1≤m≤(G:H)

cm(H)Mm(kH),

os coeficientes cm(H) são dados por: cm(H) = 1
m ·
(((G:H)−1

m−1
)
−m

∑
H<B≤G
(B:H)|m

c m
(B:H)

(B)
(B:H)

)
. Com

esta fórmula, não é dificil provar que c1({e}) = 1 e c1(Z9) = 1, que se referem às (únicas)
componentes conexas com 1-vértice e grupos de isotropia {e} e Z9, respectivamente. Assim,

• Quando H = {e}, 1 ≤ m ≤ 9, e c1({e}) = 1,

• Quando H = Z3, 1 ≤ m ≨ 3, pois se m = 3,

c3(Z3) = 1
3 ·
((3 − 1

3 − 1

)
− 3
(c1(Z9)

3
))

= 0 ⇒ c3(Z3) = 0.

• Quando H = Z9, m = 1 e c1(Z9) = 1.

Temos então,

• As componentes conexas triviais, logo os módulos simples associados a elas, a saber,
M{e} e M(Z9,ρi), com 1 ≤ i ≤ 9;

M{e}
∼= M{e} ⊗ k, M(Z9,ρi) = MZ9 ⊗kZ9 Vρi ,

em que os Vρi ’s tem a ver com as representações irredutíveis de Z9, determinadas por
aquelas ρi : Z9 −→ k∗. Assim, os únicos produtos possíveis são da forma

M{e} ⊠M{e} = M{e}, M(Z9,ρi) ⊠M(Z9,ρj) = M(Z9,ρk).

em que ρk(gt) = ρi(gt)ρj(gt). O produto M(Z9,ρi) ⊠M(Z9,ρj) pode ser identificado com
a operação em Z9.
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• As componentes conexas não triviais com grupo de isotropia Z3. São cm(Z3)-componentes
conexas com m-vértices e 1 ≤ m ≤ 2:

1) Quando m = 1,

c1(Z3) = 1
1

(
3 − 1
1 − 1

)
=
(

2
0

)
= 1

ou seja, 1 componente conexa com 1-vértice e grupo de isotropia Z3. A saber,

·
{e,g3,g6}

e g3 g6

em que {e, g3, g6} ∼= Z3 e,

MZ3
∼= MZ3 ⊗kZ3 Uνi = M(Z3,νi),

onde Uνi ’s tem a ver com as representações irredutíveis de kZ3. Logo,

π(Z3.ν1) : G // End(k ⊗ k), π(Z3.ν2) : G // End(k ⊗ k),
e � // 1 e � // 1

g, g2 � // 0 g, g2 � // 0

g3 � // 1 g3 � // ω

g4, g5 � // 0 g4, g5 � // 0

g6 � // 1 g6 � // ω2

g7, g8 � // 0 g7, g8 � // 0

π(Z3.ν3) : G // End(k ⊗ k),
e � // 1

g, g2 � // 0

g3 � // ω2

g4, g5 � // 0

g6 � // ω

g7, g8 � // 0

em que ω = e
2kπi

3 . Portanto, o produto

M(Z3,νi) ⊠M(Z3,νj) = M(Z3,νk),
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se identifica com a operação em Z3, assim como feito no Exemplo 3.7,

∗ e g g2

e e g g2

g g g2 e

g2 g2 e g

≡

⊠ M(Z3,ν1) M(Z3,ν2) M(Z3,ν3)
M(Z3,ν1) M(Z3,ν1) M(Z3,ν2) M(Z3,ν3)
M(Z3,ν2) M(Z3,ν2) M(Z3,ν3) M(Z3,ν1)
M(Z3,ν3) M(Z3,ν3) M(Z3,ν1) M(Z3,ν2)

Observe que, tal componente e tal produto parece uma “cópia” da componente do
grupo inteiro no Exemplo 3.7.

2) Quando m = 2,

c2(Z3) = 1
2

(
3 − 1
2 − 1

)
= 1

2

(
2
1

)
= 1

ou seja, temos apenas 1 componente conexa com 2-vértices e grupo de isotropia Z3.
A saber,

·
X3

1

·
X3

2

e

g3

g6

g2

g5

g8

e

g3

g6

g7

g4

g

sendoX3
1 = Z3∪gZ3 = {e, g, g3, g4, g6, g7}, eX3

2 = Z3∪g2Z3 = {e, g2, g3, g5, g6, g8}.
Temos também,

MX3
1

∼= MX3
1

⊗kZ3 Uνi = MX3
2

⊗kZ3 Uνi
∼= MX3

2
,

M(X3
1 ,νi) = M(X3

2 ,νi)

em que os Uνi ’s tem a ver com as representações irredutíveis de kZ3 mencionadas
anteriormente, com i ∈ {1, 2, 3}.
Portanto,

M(X3
1 ,νi) ⊠M(X3

1 ,νj) = M(X3
1 ,νk),

em que os νi’s tem a ver com as representações irredutíveis de Z3, e νk resulta da
regra já mencionada em várias ocasiões.
Aqui também podemos observar que tal componente X3

1 parece uma “cópia” da
componente conexa X1 no Exemplo 3.7, salvo grupo de isotropia. De fato, o módulo
M(X3

1 ,ν1) em kpar(Z9)M pode ser identificado com o módulo MX1 em kpar(Z3)M.

• As componentes conexas não triviais com grupo de isotropia neutro {e}. São cm({e})-
componentes conexas com m-vértices e 1 ≨ m ≨ 9, pois c1({e}) = 1, e c9({e}) = 0.
Assim, temos que
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2) São c2({e}) = 1
2
(9−1
2−1
)

= (1
2)(8

1) = 4 componentes conexas com 2-vértices.
Logo, MX1 , MX2 , MX3 , MX4 , são os módulos simples associados às componentes
conexas com 2 vértices. Similar ao caso de grupos simples, MX1 por exemplo, é dado
pela aplicação

πX1 : Z9 //M2(k),
e � // I2

g � //

[
0 1
0 0

]

g8 � //

[
0 0
1 0

]
gt � // 0

com t ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7}. Aqui temos MX1 = MX8 . Segue então que

MXi
⊠MXj

= δi,jMXi
,

com i, j ∈ {1, 2, 3, 4}. Lembrando que ao tomar os vértices base, são considerados
os “lexicograficamente menor”.

3) Como 3 é múltiplo de p = 3, caímos no caso c3({e}) = 1
3
((9−1

3−1
)

− 1c1(Z3)
)

=
(1

3)(28 − 1) = 9 componentes conexas com 3-vértices. Aqui, as componentes conexas
não podem ser reunião de classes laterais de Z3, pois essas componentes tem grupo
de isotropia Z3.
Seja por exemplo X1,2 = {e, g, g2} o vértice de uma componente conexa, os seus
outros dois vértices são obtidos igual foi feito no caso de grupos simples, temos então
X8,1 e X8,7. Logo, como dito anteriormente, essa componente ΣX1,2 tem por vértice
base X1,2 (lexicograficamente menor). Ainda, a aplicação que define o módulo MX1,2
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é dada por
πX1,2 : Z9 //M3(k),

e � // I3

g � //

0 1 0
0 0 1
0 0 0



g2 � //

0 0 1
0 0 0
0 0 0



g7 � //

0 0 0
0 0 0
1 0 0



g8 � //

0 0 0
1 0 0
0 1 0


gt � // 0

para t ∈ {3, 4, 5, 6}. Aqui temos MX1,2 = MX8,1 = MX8,7 , logo

MX1,2 ⊠MA = 0

para qualquer outro vértice que não for nem X8,1 ou X8,7.

4) São c4({e}) = 1
4
(8
3
)

= (1
4)(56

1 ) = 14 componentes conexas com 4-vértices.

5) São c5({e}) = 1
5
(8
4
)

= 14 componentes conexas com 5-vértices.

6) Como 6 é múltiplo de p = 3, temos c6({e}) = 1
6
((8

5
)

− 2c2(Z3)
)

= 1
6(56 − 2) = 9

componentes conexas com 6-vértices.

7) São c7({e}) = 1
7
(8
6
)

= 4 componentes conexas com 7-vértices.

8) São c8({e}) = 1
8
(8
7
)

= 1 componente conexa com 8-vértices.

Observe então que, o produto tensorial no exemplo anterior fica semelhante com a
seguinte tabela

⊠ M{e} MXj1,j2,...,jm
M(Z3,νj) M(X3

1 ,νj) M(G,ρj)

M{e} M{e} 0 0 0 0

MXi1,i2,...,in
0 MX...

0 0 0

M(Z3,νi) 0 0 M(Z3,νk) 0 0

M(X3
1 ,νi) 0 0 0 M(X3

1 ,νk) 0

M(G,ρi) 0 0 0 0 M(G,ρk)
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onde X... = [[m = n,Xi1,i2,...,in ∼ Xj1,j2,...,jm
]]MXi1,i2,...,in

. Em particular, observe as
componentes conexas com grupo de isotropia Z3, e os seus módulos associados a ν1, isto
é, M(Z3,ν1) e M(X3

1 ,ν1), que foi mencionado anteriormente. Com isto, é possível ver que
a categoria dos módulos sobre kpar(Z3) está inmersa na categoria dos módulos sobre
kpar(Z9).
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