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RESUMO

Neste trabalho apresentamos a estrutura monoidal da categoria de representagoes parciais
de um grupo finito G, que corresponde a categoria de médulos sobre a algebra kpqr(G),
denotada como ]kpm«(G)M' Mostramos que esta categoria tem uma estrutura monoidal, pois
a algebra kyqr(G) tem estrutura de Hopf algebroide. Além disso, utilizamos o isomorfismo
entre a dlgebra kyqr(G) e a dlgebra do grupdide I'(G), denotada por kI'(G), para descrever
para descrever de maneira explicita os objetos simples nesta categoria. Como resultados
relevantes, mostramos o Teorema da Arvore de Natal, que diz que, dados um grupo finito
G e um subgrupo H < G, existe um funtor aditivo, monoidal, fiel e injetivo nos objetos
entre a categoria dos médulos sobre kH e a categoria dos médulos sobre kpqr(G). Também
mostramos o Teorema da Matryoshka, que diz que, dado um grupo abeliano finito G e
um subgrupo H < G existe um funtor aditivo, monoidal, fiel e injetivo nos objetos entre
a categoria dos médulos sobre kyqr(H) e a categoria dos médulos sobre kyar(G).

Palavras-chave: representagoes parciais; algebras de Hopf fracas; Hopf algebréides; alge-
bra de Hopf parcial; algebra de grupdide.



ABSTRACT

In this work we study the monoidal structure of the category of partial representations of
a finite group G, that it is the same category of modules over the algebra kyq(G), denoted
by Kpar (G)M' We show that this category has a monoidal structure, because the algebra
kpar(G) has a structure of Hopf algebroid. We use the isomorphism between the algebra
kpar(G) and the groupoid algebra of I'(G), denoted by kI'(G), to describe explicitelly the
simple objects in this category. Our most relevant results are the “Christmas tree”, than,
for every finite group G and each subgroup H of GG, there exists an additive, monoidal,
faithful and injective-on-objects functor between the category of modules over kH and
the category of modules over kpq(G). And finally, the “Matryoshka’s Theorem”, than, for
every finite abelian group G and each subgroup H of GG, there exists an additive, monoidal,
faithful and injective-on-objects functor between the category of modules over kpq,(H)
and the category of modules over kyq(G).

Keywords: partial representations; weak Hopf algebras; Hopf algebroids; partial Hopf
algebra; groupoid algebra.
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INTRODUCAO

O estudo de agoes parciais (de grupos) tem sido explorado desde a década dos anos
90 em varios contextos. Por exemplo, em [21] é construida uma relagdo biunivoca entre
as agoes parciais do grupo G e as agdes de certo semigrupo inverso S(G) (construido a

partir do préprio grupo G),

— T

{agdes parciais de G} {agdes de S(G)} .

\_/

Sendo assim, o estudo de agOes parciais teve avangos importantes no estudo de
C*-algebras, mas é em [14], [15], e [17] que se concentrou mais no aspecto algébrico, pois
sao definidas as agoes e representacoes parciais de grupos sobre algebras e, em especial, é
apresentada uma correspondéncia um-a-um entre as representagoes parciais de grupos e

certa “algebra de grupo parcial” chamada kyq-(G) (construida a partir do préprio G),

T

{representacdes parciais de G} {representagdes de kpar (G)} .

\_/’

Neste sentido, faz-se uma analogia a correspondéncia bem conhecida que existe
entre o estudo das representagoes de um grupo G sobre k-espagos vetoriais e a teoria de
representacoes da algebra kG.

Todavia, em [15] (com uma pequena corre¢ao para grupos nao abelianos realizada
depois em [17]) é feita uma construcdo alternativa através de grupdides para estudar e
entender melhor a algebra kpq-(G). Assim, é construido um grupdide associado ao grupo
G, denominado I'(G), e a édlgebra gerada como k-espago vetorial pelos elementos desse
grupoide, denominada kI'(G), que resulta isomorfa a kyqr(G) quando G ¢ finito, ver

Teorema 1.13,

Kpar (G) = KT (G),

onde

kI'(G) = Z cm (H) My (kH),
H<G
1<m<(G:H)

ver pagina 35. Neste sentido, ¢ interessante estudar a algebra kyq(G) através da algebra
kI'(G), com o intuito de entender como as representagoes parciais podem ser “decompostas”
em componentes mais simples. Tal decomposicao pode motivar outros estudos sobre a
estrutura do grupo mesmo e a sua teoria de representacao parcial.

Quando o grupo G nao é finito, este isomorfismo nao é valido. No entanto, em
[18] é mostrado que é possivel obter uma correspondéncia entre as representagoes parciais
irredutiveis de grau finito do grupo G e as representacoes irredutiveis de certos ideais
da algebra de grupdide kI'(G), que tem a ver com as componentes conexas de I'(G), ver

Teoremas 3.2 e 3.4.
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E se continuarmos nesse caminho, poderiamos enunciar muitos outros avangos que
foram realizados no contexto de ac¢oes e representagoes parciais, que continuam sendo de
grande interesse mesmo depois de mais de duas décadas, veja outras abordagens em [1],
2] e [12].

As representagoes parciais de uma algebra de Hopf foram introduzidas em [4]. E
explorada a sua relagao com as acoes parciais e sao apresentados alguns exemplos, tudo
no contexto de algebras de Hopf. Em particular, para cada algebra de Hopf, é associada
a algebra Hpqr que tem a propriedade universal de fatorar toda representacao parcial da
algebra H por um morfismo de algebras de Hpqy, ver Teorema 2.38,

A

{representagdes parciais da dlgebra de Hopf H} {representacées da 4lgebra de Hopf parcial Hpar} .

\//’

Isto é de grande interesse, pois a categoria dos modulos parciais sobre uma algebra
de Hopf H resulta ser a mesma categoria de médulos sobre Hpq, veja Proposicao 2.40.
Mas a estrutura de Hpqr visto como um Hopf algebréide permite melhorar a estrutura da
categoria de H-modulos parciais, munindo a mesma de uma estrutura monoidal. Estas no-
vas técnicas de estudos sobre Hopf algebréides sdo exploradas em [7], [8] e bem detalhadas
em [24], o que nos permite estudar a estrutura monoidal de Hpqr como Hopf algebréide,

sendo que, quando H = kG e G finito, temos que
Hpar = (kG>pa7“ = kpaT(G) = kF(G)'

Este ultimo isomorfismo de Hopf algebroides é resultado de estudar a estrutura de
algebra Hopf fraca de kI'(G), o que a mune de uma estrutura de Hopf algebrdide, [9], [10],
[26] e [28].

Nos préximos paragrafos, descrevemos, de forma geral, a estrutura da tese e seus
objetivos, destacando as contribuigoes e resultados principais.

No primeiro capitulo apresentamos os conceitos béasicos de representagoes parciais
no contexto de grupos, bem como algumas defini¢oes e notagoes que sao usuais dentro do
estudos das mesmas. Notagoes estas que serao usadas no percurso desse trabalho. Alguns
exemplos particulares sao descritos, que evidenciam a importancia de representacoes
parciais, pois toda acao parcial induz uma representacao parcial. Além disso, no capitulo
é apresentado o isomorfismo que existe entre a algebra kyq,(G) e a dlgebra kI'(G), quando
G finito, lembrando que em [15] e [17], a estrutura de kI'(G) é descrita em detalhe,
decompondo-a de tal forma que fica mais “simples” de estuda-la. Temos entao que a teoria
de representacoes parciais de um grupo G ¢é a mesma teoria de representagoes das dlgebras
kI'(G) e kpar(G). Terminamos este capitulo fornecendo alguns exemplos que visam dar
uma ideia do nosso resultado principal.

No segundo capitulo, inicialmente introduzimos a definicao de algebra de Hopf

fraca e mostramos que a algebra do grupdide I'(G), associado ao grupo G, é também uma
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4lgebra de Hopf fraca. E importante destacar que a subalgebra Ar desempenha um papel
importante no decorrer dos seguintes passos. Em particular, apresentamos o isomorfismo
Teorema 2.18 que nos revela técnicas para trabalhar com o produto tensorial quando
balanceado sobre a algebra base Ap.

Depois disto, ainda no capitulo segundo, introduzimos a definicao de Hopf alge-
bréide, destacamos que toda algebra de Hopf fraca é um Hopf algebroéide e, portanto,
kI['(G) tem uma estrutura de Hopf algebréide. Em seguida, introduzimos a defini¢ao de
representacao parcial no contexto de dlgebras de Hopf, [4] e estudamos dois exemplos
importantes: uma representacao parcial gerada a partir de uma agdo parcial; e uma outra
representacao parcial relacionada ao produto smash parcial e, similar ao feito em represen-
tagoes de grupos, nos dedicamos a descrever a “algebra de Hopf” parcial Hyq; (construida
a partir de uma algebra de Hopf H), e a propriedade universal que faz com que o seguinte

diagrama comute para qualquer representacao parcial de algebra de Hopf 7 : H — B:

Hpar

Definimos médulos parciais sobre uma algebra de Hopf H e destacamos que esta
categoria é isomorfa & categoria dos médulos sobre Hpgpr, g MPY = H,,, M. Mostramos
que a algebra parcial de Hopf é um Hopf algebréide e em particular, quando H = kG,
(kG)par = kpar(G), logo, encerramos este capitulo descrevendo a estrutura da dlgebra
kpar(G) como Hopf algebréide.

No terceiro capitulo nos dedicamos a provar que o isomorfismo apresentado no
Teorema 1.13 preserva as estruturas de Hopf algebréides das dlgebras kyqr(G) e kI'(G), o

que nos garante a seguinte equivaléncia de categorias monoidais:

<kpar(G)M7 ® Apar Apar) = (kF(G)Ma >, AF)

Em seguida, descrevemos os médulos simples da categoria dos médulos parciais.
Destacamos dois teoremas importantes: o Teorema 3.2, que diz basicamente que toda
representacao parcial irredutivel de grau finito de um grupo finito G estd em correspondén-
cia com uma tunica componente coneza Y. de I'(G) e uma inica representagdo irredutivel
de kX; e o Teorema 3.4, que diz que se m : G — End(V) é uma representacao parcial
de G irredutivel e de grau finito, entio o k¥ = 1 xW Qg U, onde H < G € o grupo
estabilizador de um vértice de 2, e ¥ € a componente coneza de I'(G) associada a 7w, U é
um kH-mddulo irredutivel e W é um kX-kH -bimédulo (que corresponde a certa represen-
tagdo parcial monomial sobre H de G). E importante também destacar que, neste ponto,
apresentamos detalhadamente uma construgao alternativa para caracterizar os modulos

simples sobre a dlgebra kyq(G) e finalizamos este capitulo com alguns exemplos com o
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intuito de visualizar melhor esta caracterizacao alternativa das representacoes parciais
irredutiveis de um grupo finito G.

No quarto e ultimo capitulo, apresentamos os dois teoremas principais desta tese:
“Arvore de Natal” e “Matryoshka”. A esséncia ou “filosofia” por tras dos nomes surge de que,
essencialmente, o primeiro teorema, O Teorema 4.1, valido para grupos finitos, estabelece
que as representacoes dos subgrupos de G estdo na categoria de kpqr(G)-moédulos, isto
através de um funtor que ¢ aditivo, monoidal, injetivo nos objetos e fiel. Com isto, se H ¢é
um subgrupo de G, as representacoes de H (no sentido cldssico), podem ser vistas dentro
da categoria dos kpqr(G)-moédulos, como vértices com tantas flechas quantos elementos
do subgrupo H, quando visto o grupoide associado a I'(G),

{Representagoes de H} {Representagoes parciais G}

A relagao anterior é demonstrada e definida mediante um funtor monoidal da categoria
dos kH-mddulos na categoria dos kg (G)-médulos parciais. Se fizermos isto para cada

subgrupo de forma independente teremos algo do tipo,

kpar(G)M

;JkKjM
em que, H, H;, Hj, K;, K estao representando subgrupos de G (imagem anterior é mera-
mente ilustrativa).

Por outro lado, o Teorema 4.4 chamado de Teorema da Matryoshka, carrega as

representacgoes parciais de cada subgrupo H de um grupo G abeliano e finito, e ¢ chamado

desse jeito porque de fato visualizamos esta relagao de “carregar”, como algo do tipo
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A imagem acima é de novo apenas ilustrativa, mas ela é significativa e representa em
parte como o grupoide no Exemplo 1.15 é visualizado dentro do grupdide no Exemplo 1.17.
Nesta imagem em particular, temos a esquerda o grupoide associado ao grupo Zs, que sao
essas trés componentes conexas (grafos orientados) que se veem facilmente. J4 na imagem
a direita, temos algumas das componentes conexas do grupdide associado ao grupo Zo7.
Observe que, hé trés componentes conexas visivelmente notoérias, e estas coincidentemente
possuem a mesma “geometria” das trés componentes conexas mencionadas anteriormente.
Veremos que isto é um forte indicativo de que a categoria das representagoes parciais do
grupo Zs esta de fato “bem mergulhada” (relagao funtorial) na categoria das representagoes
parciais do grupo Zo7.

Mostramos que esta relagao define um funtor que é injetivo nos objetos, fiel, aditivo
e monoidal entre a categoria de representagoes de kyqr(H) e a categoria de representacoes
de kpar(G).

Primeiro, esta construcao é feita para um grupo de ordem p”, onde p é um nimero
primo, e depois generalizamos para um grupo abeliano finito G, nos apoiando no Teorema
de estrutura de grupos abelianos finitos, conhecido na literatura como Teorema dos diviso-
res elementares, enunciado no Apéndice A.1. Segundo este Teorema, todo grupo abeliano

finito pode ser escrito na forma
G:Zpllll X e XZp%n7

onde p; sdo nlimeros primos nao necessariamente distintos.
Ao longo deste trabalho, k denota um corpo algebricamente fechado de caracteris-

tica zero, e G um grupo finito com elemento neutro e. O anel de matrizes de tamanho
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m X m com entradas em A serd denotado por M, (A), onde m é um inteiro positivo.
Para simplificar a notacao, adotamos a notagao de Sweedler, omitindo o somatdério
sempre que conveniente. Iremos mencionar isto novamente no Capitulo 2.
Optamos por incluir a maioria das demonstracdes para tornar o texto o mais

autocontido possivel.
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1 REPRESENTACOES PARCIAIS DE GRUPOS E A ALGEBRA DE GRUPOIDE

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos sobre representagoes parciais
de um grupo G, a algebra kyqr(G) e a sua estrutura como dlgebra de grupédide, além
de apresentar alguns exemplos. A maioria desses conceitos sao bastante conhecidos na

literatura, e podem ser consultados em [14], [15], [16], [17] e [18], entre outros.

1.1 REPRESENTACOES PARCIAIS DE GRUPOS

Definicao 1.1. Seja G um grupo. Uma k-representacao parcial de GG sobre a k-algebra

A é uma aplicacao 7 : G — A tal que:
(1) m(e) = 1a;
(it) m(g)n(h)m(h~") = m(gh)m(h~1);
(iii) m(g~")m(g)m(h) = m(g~")m(gh),

para todo g, h € G. Quando A = Endy(V), sendo V um k-espago vetorial, dizemos que m
é uma k-representacao parcial de G sobre o espaco vetorial V. Nesse caso, devemos ter
presente que 14 denota a unidade de Endy(V), que é a identidade do espago vetorial V,
denotada por Idy. A partir de agora, escreveremos simplesmente 14, salvo quando for
necessario contextualizar e especificar a unidade da algebra.

Observe que toda k-representacdo de G sobre V, no sentido classico, também
conhecida como k-representacao global de G, é uma k-representacao parcial de G. A
reciproca dessa afirmacao nao é sempre verdadeira. Daqui em diante, escrevemos apenas
“representacao de G’ e “representacao parcial de GG”, omitindo a referéncia ao corpo k.
Além disso, sempre que nao especificarmos que a representacao é parcial, estaremos nos
referindo a uma representacao global no sentido classico.

Segue diretamente da definicao de representacao parcial de G que

m(g9)n(g )mlg) = 7(9) e w(g” Hm(g)n(g~t) =n(g 1), (1.1)

para todo g € G. O exemplo a seguir apresenta representagoes parciais de G que podem

ser obtidas a partir de uma representagao de G, ver [1] e [3].

Exemplo 1.2. Seja p: G — GL(V) uma representacao de GG. Considere uma aplicagao
linear T : V — V, tal que T2 = T. Se T comuta com a aplicagao

Ty=plg) o Toplg™),
para todo g em G, entao a aplicagao
p: G — Endi(T(V)),

definida por p(g) = T o p(g) é uma representagao parcial de G sobre T'(V).
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De fato, seja w € T'(V), logo w = T'(v) para algum v € V, entao

ple)(w) =T (ple)(w)) = T(p(e)(T(v))) = T(T(v)) = T(v) = w,
pois p é uma representacao de G e T' 2 — T. Como w ¢é arbitrario entdo ple) = IdT(V), que
¢ a unidade de Endy (7'(V)).
Sejam g, h € G, entao

p(9) 0 (k) o p(h~1)(w) = plg) o p(h) (T (p(h ™) (w))

Por outro lado,

Como w foi tomado arbitrariamente, segue que
plg) o p(h) o p(h™") = plgh) o H(h).
Analogamente,
plg~ ) o plg)op(h) =Toplg~")oTop(g)oTop(h)
=ToTy-10Top(h)
=T, 10T oTop(h)
=T,-10Top(h).

Por outro lado,

plg~") o plgh) =T op(g™") o T o p(gh)
=Top(g—")oTop(g)p(h)
= T0 T, 0 p(h)
=Ty10To p(h).
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Dessa forma, temos
plg~) o plgh) = alg ") o plgh).
Portanto, p é representagao parcial de G sobre T'(V). Observe que, em geral, p ndo é uma
representacao global.
A seguir, um exemplo mostrando que também é possivel obter representagoes

parciais a partir de acoes parciais de grupos sobre dlgebras, mais detalhes podem ser

consultados em [4] e [14].

Exemplo 1.3. Seja G um grupo e A uma &lgebra unital. Uma acao parcial o de G em
A, que denotaremos por G~y A, é um par ({Ag}lseq {agtgeq) que consiste de uma

colegao {Ag} e de ideais de A e de uma colegao {ay : Aj-1 — Ag}yeq de isomorfismos

g
de algebras, que satisfaz as seguintes condic¢oes:

i) Ae = A, e ap = 1y;
i) aglap(a)) = agp(a), para todo a em Ayp—1 N A(gp)-1.

Seja {1g}geG uma familia de idempotentes centrais em A. Suponha Ay = 14A para todo
g € G, logo cada Ay ¢ uma dlgebra unital com unidade 15. Assumimos que oy é um
isomorfismo de algebras, isto é, Oég(].g—l) = 1y, para todo g € G. Esse tipo de acdo parcial
¢é conhecida como ac¢ao parcial unital.

Observe que, para qualquer g,h € G, o elemento 141; ¢ a unidade da algebra
Ag N Ap. Logo, pelo fato de aj-1 ser isomorfismo de dlgebras e de

O./h—1<Ah N Ag—l) ,L:Z) Ah—l N A(gh)*h

segue que
Ozhfl(lhlgq) = 1h*11(gh)—1' (1.2)

Sob estas condicoes, a aplicacao
7m: G — Endi(A),

definida por 7(g)(a) = ag(al,-1) para todo a € A é uma representacio parcial de G.

De fato, seja a € A, entao
m(e)(a) = aelale) = ale = a,

e, para todo g,h € G,
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=y (ah (O‘h—l (alh)> 1g—1>
= ag<a1hlg_1>.

Esta ultima igualdade ¢ uma consequéncia de aly € Ay, N Ag e 1} € Ap N Ae.

Por outro lado,

(gh)m(h™")(a) = agp (ap-1(aly)1(gh)-1),

e pelo fato de que ay,-1(aly) estd em Ay—1 = 1;,-1A e 1;-1 é idempotente central, obtemos

= agp (a1 (alp)lp-11ign)-1)

2 o (o1 (a1 (15141))
= agp (ah—l(alhlhlg—1)>

= agp (Oéhfl(alhlgfl))

iid)

= ag(alply,),

pois alply—1r € Ay M A -1 = Ap N A((gp)p-1)-1. Portanto,

m(g)m(h)r(h~") = w(gh)m(h ™).

Analogamente,
(g~ )n(g)m(h) = w(g~)m(gh).

Portanto, 7 : G — Endy (A) assim definida é uma representagao parcial de G em A.

Observacao 1.4. Niao é dificil verificar que, se ¢ : G — G’ é um homomorfismo de
grupos e m : G/ —s A é uma representacio parcial de G/, entdo 7o : G — A é uma,
representacdo parcial de G. De fato, sejam e o elemento neutro de G e €’ é o elemento

neutro de G’. Entao, temos que

mop(e) = m(p(e)) = m(e') = 14.

Agora, veja que,

= m(p(g~ ")) (m(p(gh)).
Logo,
(mop)(g " )(mop)(g)(mop)(h) = (mop)(g)(mop)(gh).
Analogamente, provamos que

(1o @)(g)(mo@)(h)(mo)(h ™) = (mop)(gh)(mop)(ht).

Portanto, temos que 7 o ¢ é uma representacao parcial de G.
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A seguir, definimos a algebra parcial de grupo, ou algebra das representagoes
parciais do grupo GG. Como G é um grupo finito, as representacoes dessa dlgebra estdo em

correspondéncia biunivoca com as representagoes parciais do grupo G, ver [14], [15] e [18].

Definigao 1.5. Seja G um grupo. A k-algebra parcial de grupo ky.(G), é definida
como sendo a dlgebra universal gerada pelo conjunto {[g] : ¢ € G}, que satisfaz as seguintes
relagoes:

+ [e] =1, a unidade de kyur(G);

o [g[R)[h"] = [gh][P™);

o [olglln] = [g~lgh];
para cada g,h € G.

A aplicacdo | | : G — kpar(G), definida por [ |(g) := [g], com as propriedades
acima descritas é uma representacao parcial de GG. Todavia, se 7 : G —> A é uma outra

representacao parcial de G, entao pela propriedade universal da algebra kpq(G) existe

um tnico morfismo de k-dlgebras unitais ¢ : kper(G) — A tal que po[] =7 ,isto é, o
seguinte diagrama comuta
G u A.
N\ 4
kpar (G)

Reciprocamente, se ¢ : kpqr(G) — A é um morfismo de k-algebras unitais, entao
o[ ] é uma representacao parcial de G.

Assim, temos a correspondéncia biunivoca entre representagoes parciais de G e as
representacoes de kyqr(G), ver [15].

Definimos €4 = [g] [g71] para cada g € G. O espaco vetorial gerado por esses simbo-
los €4's define a subdlgebra de kyq,(G), denotada por Aypq-(G). Por enquanto, estudamos
algumas propriedades ja conhecidas desses simbolos, e mais adiante provaremos proprie-
dades importantes dessa subdlgebra, em particular, veremos a propriedade universal da
Apar(G). A seguir apresentamos alguns resultados e propriedades bem conhecidas na

literatura, ver [12], entre outros.

Lema 1.6. As sequintes propriedades valem para cada g,h € G:

a) €e = ]_;'

Demonstracao. Para cada g, h € GG, temos
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a) e b) seguem diretamente da defini¢ao;
c)

€g€h

lg *lh][ )

]

Com isso, podemos definir as “projecoes” sobre cada subconjunto X de G, como

segue:

Px=11e TI@-en:

geX  h¢X

Essas projegdes Px’s ficam bem definidas, pois G é finito, e satisfazem as propriedades

no seguinte lema, ver [4], [12], [18], entre outros.

Lema 1.7. Para quaisquer X, Y C G vale,

(a) See¢ X entao Px =0;

(b) Set ¢ X entdo Px[t] =0, e set™ ' ¢ X entio [t|Px = 0;
Py, se X =Y,

(c) PxPy =
0, se X #Y;
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(d) [t]Px = Pixlt].
Demonstragio. (a) See ¢ X, entdo 1—e, = 1—1 = 0 é uma das parcelas de H (1—€p,).

Logo e
PX: H Eg H(l—eh):().
geX h¢X
(b) Set ¢ X, entao
- el = (1— (D =1 - W = -1 =0
¢ uma das parcelas de H (1 — €p)[t]. Logo,
h¢ X
Pxlt]= [l & [T @ —en)itl =0.
geX h¢X
Eset™! ¢ X, entdo
Px =[] [] e [T (1 —en)
geX h¢X
= I etolt) J] 01— en)@ = ¢1) (Lema 1.6, item (d))
geX h¢ X
h#t1
= I ets I @ —en)itl@ =t ") (Lema 1.6, item (d))
geX h¢X
h#t—1
= 11 eto TI (0= en) (W = (11" 12))
geX h¢X
h#t=1
= [T e [] @—em)(@—0) =0
geX  h¢X
h#t—1

(c) Se X =Y, como €465 = €4 € €€}, = €p€4, entao Px Py = Px.
Por outro lado, se X # Y, suponha que existe por exemplo t € X et ¢ Y, entao

Px Py = Heg H(l—eh)Her H(l—es)

geEX  h¢X reY  s¢Y
= H €g€t H (1 —€p) H ETH(]- —€5)(1— &)
geX h¢X reY  s¢Y
s#t
= H €g H (1 — Eh)ﬁt H ETH(l - Es)(l - Et)
geX  h¢X reY  s¢Y
s#t
e Ta-aaell0-aa-a
geEX  h¢X rey s¢Y

s#t
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= H €g H (]_ —Gh) H ETH(]- —63)615(1 _Gt)

geX  h¢X reY  s¢Y
Ss#t
= H €g H (1 — Eh) H GTH (1 - Es)(et - etet)
geX  h¢X reY  sgy
st
= H €g H(l—eh) H ETH(].—ES)(Et—Et) = 0.
geX  h¢X reY  s¢Y
Ss#t

Analogamente, se supormos que existe s € Y e s ¢ X, entao Px Py = 0.
(d) Segue diretamente de [t]e; = €4[t], (Lema 1.6) . O
A notacao Py, gs,....5, denota a colecio {X C G :g1,92,...,9n € X}. Em particu-

lar, Pe € a colecao de subconjuntos de G que contém o elemento neutro do grupo. Mais

adiante precisaremos especificar o grupo, nesse caso escrevemos Pe(G).

Observacao 1.8. Segue da propriedade (¢) do Lema 1.7 que a colecao {Px : X € P} é

uma familia de idempotentes ortogonais em kyqr(G).

No seguinte lema descrevemos a unidade da &dlgebra kyq-(G) em funcao dessas

projegoes, ver [15], [18], entre outros.

Lema 1.9. As sequintes igualdades valem:

1=) Py= )Y Px,

XC@G XePp,

em que 1 € a unidade de Kpar(G).

Demonstracao. De fato, veja que

1= [T

geG

= H((l — €g) +€g)

geG

= > (HEQ H(l—‘fg))

XCG geX g¢X

= ) Px.

XCG

Por outro lado, segue do Lema 1.7 item (a) que, Py = 0 para todo X que nao contém e,

1:ZPX:ZPX' 0

XCGE XePpP,

logo
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Observacao 1.10. As propriedades descritas anteriormente sobre os €4's e os Px’s se

estendem para qualquer k-representacao parcial 7 : G — A, definindo

€g = m(g)m(g™h e Py = H €q H (1—e7).

geX  h¢X
1.2 Kpar(G) COMO ALGEBRA DE GRUPOIDE

Nesta se¢ao introduzimos a algebra de grupdide kI'(G), cuja estrutura foi estudada
em [15] para descrever a dlgebra kpq(G). Esta dlgebra, quando G finito, resulta isomorfa
a algebra kpqr(G). Mesmo para grupos nao finitos, existe uma correspondéncia biunivoca
entre as representagoes irredutiveis de dimensao finita de kpq(G) e as representacoes
irredutiveis de dimensao finita de kI'(G), ver [4], [12], [15], [17], [18], [21].

1.2.1 Algebra de Grupéide

Um grupéide ¢é uma categoria pequena I' em que todo morfismo é um isomorfismo.
Logo, para cada morfismo v: X — Y em I', com X,Y objetos de I', existe um morfismo
107: Idx 6707_1
Seja I' um grupdide. O conjunto dos objetos de I" é usualmente denotado por

7 1Y = X em I tal que y~ = Idy.
0 ¢ ¢ chamado de conjunto de vértices do grupdide I'. O conjunto dos morfismos de
I é usualmente denotado por (M), Observe que, se X € F(O), entao existe o morfismo

identidade Idyx : X — X. Logo, podemos definir uma aplicagao
r0s x—1dy e,

Iremos nos referir as unidades do grupéide I' como sendo a aplicacdao que leva cada objeto
no seu morfismo identidade. Sendo assim, é possivel identificar os elementos do conjunto
I'® como elementos de I' na forma de morfismos identidade.

Seja I' um grupdide. Sao definidas as fungoes source e target, que associam a cada

morfismo o “objeto de partida” e o “objeto de chegada”, respectivamente. Isto é,

S : F(l)  —— F(O) t: F(l) - F(O)

O X Y — Y 7
onde v : X — Y. O produto de dois elementos em T'(1) ¢ definido pela lei de composigao
de morfismos, ou seja, s6 é possivel quando componiveis. Quando o produto é definido,
ele é associativo.
Sejam I" um grupdide qualquer e A um vértice de I'. O grupo de isotropia G 4 de
A é definido por

Ga={yerW:s(y) =t(y) = A}.
A partir de um grupdide, é possivel definir uma algebra da seguinte forma. Seja I'

um grupdide qualquer. A algebra do grupdide I', denotada por kI, é definida como o
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espaco vetorial sobre o corpo k gerado pela base I, isto é, kI' = spanl’, em que o produto

¢ dado pela regra

T2, se s(y) =t(12),
"2 = , (1.3)
0, caso contrario,

para todo 71, 72 € I', e estendida linearmente sobre kI'.

Apresentamos a seguir o grupdide que nos interessa estudar, cuja algebra esta
relacionada a élgebra kpq(G). Lembramos que, ao longo deste trabalho G denota um
grupo finito com elemento neutro e.

Considere I'(G) como sendo o grupdide cujos morfismos sao os pares (g, A) tais
que g € G e A é um subconjunto de G contendo e e g~ 1, isto é, A € Pe g-1-

Os objetos de I'(G) s@o a colegao de subconjuntos de G que contém o elemento

neutro e, ou seja, F(G)(O) = Pe. Quando dizermos que A é um vértice de I'(G), entenda-se
A € Pe.

As fungoes source, target e o inverso de (g, A) sdo dadas por
s(g, ) = A, g, A)=gA, e (347" = (37" 94),

respectivamente. Uma unidade de I'(G) é a aplicacao que leva A € P em (e, A).

O produto em I'(G) ¢é definido como segue. Para cada (g, A), (h, B) em I'(G),
(gvA) ’ (h7 B) = (gha B)v

se A = hB, ou seja, se s(g, A) = t(h, B).
Por exemplo, o grupéide associado ao grupo ciclico Zo = < qg: 92 = e>, ¢ o conjunto
['(Zg) = {(e. {e}), (e, {e, g}). (9. {e. g})}, e pode ser representado por

(67{6}) (6722) (9722)
{e} L2
Mais adiante, iremos simplificar a nota¢ao usada para realizar o grupdide associado I'(G).

Similarmente, o grupéide associado ao grupo ciclico Zg = <g LgP = e>, denotado

por I'(Zs3), pode ser representado da seguinte forma:

(9,Z3)

Q (E’Zs)Q (9°,Z3)

{e} &
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(e.{e,g}) ) (efe.g®})
(9" {e.g})

—

. K_/ .
{e,g} (g7{e,92}) {8792}

Definimos a algebra do grupdide I'(G) como feito na Segao 1.2.1 e, em diante,
quando escrevermos a dlgebra de grupoide, fica subentendido que estamos nos referindo a

algebra kI'(G) em mengao. Destacamos que o produto em (1.3) é dado pela regra

(0.4)- (1. B) = (gh,B), se A= hB, (1.4)

0, caso contrario,
para todo (g, A) € I'(G), (h, B) € I'(G), estendida linearmente sobre kI'(G).
Para facilitar a escrita, usamos o wvalor booleano para escrever o produto em (1.4),
ou seja,
(9, A) - (h, B) = [A = hB](gh, B).

Y

Em geral, [Afirmacao] = 1 se “Afirmagao” é verdadeira e [Afirmacao] = 0 se “Afirmagao’
é falsa. Este valor booleano serd usado em varias ocasides no decorrer do presente trabalho.

Como G ¢ finito, I'(G) ¢ finito e, portanto, a algebra KI'(G) ¢é unital com unidade

lkra) = »_ (6 4).

AeP,

Uma conta rapida mostra que a cardinalidade de I'(G), isto é, o ntiimero de pares
(9,A) 6 21G1=2(|G| + 1), que ¢ exatamente a dimensio de kI'(G).

O grupo de isotropia de um grupdide qualquer é formado pelos morfismos v tais
que s(y) = t(y), isto é, aqueles cujo objeto de partida e de chegada coincidem. Logo, se

A é um vértice do grupdide I'(G), podemos escrever
Gy={(h,A):h 1 e A hA= A},

isto é,
Gp={heG:hA=A}

que é o grupo estabilizador de A. Algumas vezes, iremos omitir a palavra “grupo” e
escrevemos apenas isotropia ou estabilizador de A.

Por exemplo, se G é um grupo de ordem prima, entdo Gy = {e} para todo A € P,
com A # G. Se A = (G, o seu grupo de isotropia é o grupo G.

Em geral, seja I' um grupdide qualquer. Um subgrupodide > de I é uma subcategoria
de I' tal que, para qualquer morfismo em X, o seu inverso permanece em Y. Dizemos que

um subgrupéide ¥ de I' é mazimal se ndo existe nenhum outro subgrupéide ¥/ # T' tal
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que ¥ C Y e ¥ # Y. Dizemos que um subgrupéide X é conexo se, para qualquer par de
objetos x e y em X, existe um morfismo entre x e y que esta em .

Uma componente conera é definida como sendo um subgrupoéide maximal conexo.
Por exemplo, I'(Z2) tem duas componentes conexas, uma com isotropia trivial {e} e a
outra com grupo de isotropia isotropia Zso; enquanto I'(Z3) tem trés componentes conexas,
duas com isotropia {e} e uma com isotropia Zs.

Observe que, qualquer grupdide finito é a uniao disjunta das suas componentes

conexas.

Lema 1.11. Seja G um grupo finito. A aplicacao
A G — KkI(G)

definida por \(g) = Z (g, A), para todo g € G, é uma representag¢ao parcial de G.
AeP, 1
e!g

Demonstracao. Precisamos provar que as trés condi¢oes na Defini¢ao 1.1 de representacao

parcial de grupos sao validas. Primeiro, observe que

Ae)= D (e, A)=1.

AeP,

Ou seja, a primeira condicao é satisfeita.
Para provar a segunda condicao, isto é, o item (ii) da Defini¢ao 1.1, sejam ¢, h em

G. Entao, temos

APQABAR ) = 3" (9,4 Y (hB) > (A710)

A€P, ;1 BeP, -1 Ce€Pe,n

= > (@hBIA=RB] ) (h71.0),
AEPe}g_1 Oepe,h
BeP, -1

(g7t € A=hB se, esése, h g7l e h~1A = B)
= Y (@B Y o)
BEP, -1 -14-1 AEPe,n

= > (9.C)[B=h"'C]
Belpeﬁhfl,hflgfl
CE'Pe,h

(hleB=h"1Cse esése,ecCe hlgole B=h"1Cseesdse, g7l ),

= > (9,0).

CEP, g1
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Por outro lado,

AghA™ ) = > (gh,B) D (h1.0)

Bepe,(gh)_l Cepe,h
= Z (9.0)[B = h_lc]]7
BG’Pe’h—lg—l
CGPeﬂh

ecomo h lg7le B=h"1Cseesése g7t e,

= Z (97 C)

CEP, p g1

= Y (9:0),

ceP

e,h,gil
ecomo h lgle B=h"1Cseesdse g1 e,

- Y (3.0).

CceP

e,h,g_l
Ou seja,
MOAMWABT Y = 3 (9.C) = Agh)A(h™).
CEPe’h,gq

Do mesmo modo provamos que A(g~HA(g)A(h) = Mg~ )A(gh).

Portanto, A é uma representagao parcial de G. [

A representacao parcial no lema anterior nos fornece ferramentas suficientes para
provar que existe uma correspondéncia biunivoca entre as representagoes parciais de G
e as representagoes da dlgebra unital kI'(G). Todavia, veremos que as algebras kI'(G) e

kpar(G) sdo isomorfas. Estes e outros resultados podem ser consultados em [15] e [17].

Teorema 1.12. Existe uma correspondéncia biunivoca entre as representacoes parciais de

G e as representagoes de kI'(G).

Demonstra¢io. Suponha primeiro que 7 : kI'(G) — A é um morfismo de &lgebras
unital. Como A : G — kI'(G) é uma representacdo parcial (ver Lema 1.11), entdo

m:=mo\: G — A é uma representacao parcial de G em A, pois

7(e) = TA(©)) = ﬁ( 3 <e,A>) ) =



Capitulo 1. REPRESENTACOES PARCIAIS DE GRUPOS E A ALGEBRA DE GRUPOIDE 29

Logo,

Do mesmo modo verificamos que

m(g)(h)m(h™") = m(gh)m(h ™).

Reciprocamente, se 7 : G — A é uma representacao parcial de G em A. Queremos
mostrar que existe um tnico morfismo de algebras 7 : kI'(G) — A, que faz o seguinte

diagrama comutar

Defina 7 : kI'(G) — A por
7((9.4)) = 7(9) P,
para todo (g, A) em I' e estenda por linearidade. Lembre-se que
Pi=11e T
geA  h¢A

onde €j = m(g)m(g~ 1), ver Observacio 1.10. Dessa mesma observacio podemos afirmar
que os Lemas 1.6, 1.7 e 1.9 sdo validos para qualquer representacao parcial 7. Assim, o

Lema 1.9 garante a seguinte igualdade,

1= ZPZ: ij;,

ACG AeP,

e segue da linearidade de 7 e de 7 ser representacao parcial que,

ﬁ(Z:@AD::EZﬁ«@A»::Z:w@ﬂﬂzlA

AePp, AePp, AeP,
Provemos que é multiplicativo, isto é, para todo (g, A), (h, B) € kI'(G),
7((9,A))7((h, B)) =7((9, A)(h, B)).
De fato,
7((g, A))7((h, B)) = m(g) Pim(h)Pf
— rlg)e(h) P 4P

—x(gxt) I & [ (—e)Ps

xeh~ 1A  y¢h—lA
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= W(g)ﬂ(h)ez,l | | en | | (1— EZ)PE
xeh™1A  yé¢h—1A
xz#h—1

=ngh)eg [ & J] -¢)PE
meh*llA y¢h—1A
r#h—

=x(gh) | <& ] -¢)Pg
xeh~1A  y¢h—1A
= n(gh)P]_, 4 Pg.

%) Se h~1A = B, entdo P;Lr_lAPg = Pf donde

7((9. 4))7((h. B)). = n(gh) P,

Além disso, h"1A = B implica A = hB donde (g, A) - (h, B) = (gh, B) e portanto
7((9, A) - (h, B)) = m(gh) P, ou seja,

7(g, A)m(h, B) =7((g, A) - (h, B)).

x ) Se h=1A # B, existe um elemento s em h~LA que nao estd B ou um elemento s
em B que nao estd em h~1A. Em ambos os casos, o produto P;;_l 4 Pp contém o fator
€7 (1 —€5) = 0 e portanto o produto 7(g, A)7(h, B) serd nulo.

Além disso, h~1A # B, implica (g, A) - (h, B) = 0. Logo

7((9.4) - (. B)) =0,

e portanto
7(g, A)w(h, B) = 7((g, A) - (h, B)).

Assim, T é um morfismo de &lgebras. Para sermos mais exatos, mostramos que 7 é
multiplicativo sobre I'(G), e o resultado desejado segue pela extensao linear a kI'(G).

Observe ainda que,

@) =7( > (0.4)

= > g la-

AcP 1 z€A y¢A

€.g9

=nlg) >, [l ]Ja—eD

AP, ,1a2€A y¢A

o) Y g I ala-a

AeP. 4 €A y¢ A

e,g -
' x#g—1
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9)6571 Z H

FIIa

AeP, 1 z€A ygA
’ z£g—1
—1
=n(g)m(g Hm(g) D I & 1]a-€)
AePe’g_l xeAl y¢A
T#EGT

> Il €lla-<)

A€P, ;1 xeA

zEgT
=(g) Y.

AeP. 4

€9

ygA

(1 — 6971 + 67911) H

a[a-e

r€A y¢ A
z#g—1

—r) > (a-qgo [T alla-@)+ (g IT aIla-)

A€P, ;1 zeA yg A r€A y¢A
’ w#tg—1 atg 1
> (T & Ia-a)+(ITalla-o)
A€P, ;1 xeA yg¢ A €A  ygA
7 atg ™! y#g ™!
o X (T4 e-a) ¥ (Il0-9))
A€P69_1 T€EA y¢A AGPeg—1 z€A yg A
7 etg! y#g 1 ,

9) Y Pa=rl(g)

AeP,

ou seja, para todo g € G,
Donde segue que

isto é, o seguinte diagrama comuta

G Y
N
kI(Q)

Nas tultimas igualdades usamos que é possivel reescrever P, como a uniao das colegoes
P{e,g_l} e {X \ {g_l} CG:Xe Pe’gfl}.

Para provar a unicidade de 7, vamos provar que a imagem de A é toda kI'(G), isto
é, kI'(G) é gerada pelos \’s, lembrando que kI'(G) é gerada pelos elementos do grupoide
I'(G), que sdo pares (g, A) com g€ Gee,g ! € A

Denote por B a élgebra gerada pelo conjunto I'm(A). Seja (g, A) € kI'(G). Nosso

objetivo é mostrar que (g, A) estd em B. Fixemos algumas notagoes primeiro. Escreva
=11 -1 -1
A={b;",by b3, .. bk 9k

e escolha g; como segue
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g1 = by,
9291 = ba,
939291 = b3,

9k—19k—2 "+ 9291 = b1,
9k9k—19k—2 """ 9291 = g

Observe que,

91 ="b1 = g =0t
-1 -1 -1 -1
g2 = bag; = 97 gyt = by
-1 -1 -1 -1 -1 -1
93 = b391 "9y = 917997935 =03
-1 -1 -1 1 -1 -1 -1 ~1
Jk—1=brk—191 92~ -9 = 91 99 93 -G =br_4
e’
1 111 1 -1
9 =9 99 93 ---9p_ 19 -
Assim,
AgRMGr-DMgr—2) - Mg Ag) = D (g Ar) D (gr-1,Ar-1) -
AkE'Pe’glzl Akilelpe’g]zfll
ST (g A) Y (91.41)
AQGPe’gQ—I A1€Pe’g1—1
= > (g A
Akepe’f]];l
Yo (o4 > (9eg1,A)[A2 = 1 Al]
A3€P67g§1 A2€Pe,g;1g51

(pois, Ag € 73679271 & g2_1 €Ay =gA & gflggl € A)

= Y (4.

AeP 4
€9

> (939291, A1)[A2 = g1 A1][A3 = g2 A2

A2€P 1 1 1
e.91 95 93

(pois, A3 € P, ;-1 & 95" € A3 =g As = gog1 A1 & g7 g5 gyt € Ay)

= Z (9rkgr—1--- 9291, A1)[A2 = g1 A4] - ..

A1€’P 1

—1 —1 —
€91 9y -9y

NN [[Ak = gkflAkflﬂ.
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Segue da construgdo anterior que {gfl,gflggl, e ,gflggl .. .g,;l} = {bfl, b;l, cel b,;_ll,g_l} =
A esta contido em A1, ou seja,

= Z (97“41)‘

A1€7’e
A1DA

Portanto,

Mg M ge—1D)Agr—2) - Mg2)Ag1) = D (9, A1)
ADA

Como B é a subdlgebra gerada por Im(\), entao Z (9, A1) € B. Isto acontece para
A1DA
qualquer (g, A) € kI'(G). Falta mostrar que (g, A) € B. Considere x1,x2,...,x tais que,

G\ {z1,22,..., 2N},

entao

Au{r} € P, g
AU{xy, 29} € Pe,g—l

GZAU{:El,IQ,...,:EN} € Pe,g—l.

Como Z (9, A1) € B, para qualquer (g, A), entao

ADA
> (9. 41) - > (9.A1) = > _ (9.41) € B.

A1DA A1 DAU{z}DA A1DA
T1¢A]

Isto implica que,

Y (9. A)eB- > (9.A1)= > (g9,41) € B.

AIQA Alz_)AU{l‘17.’E2}2A A1:_>A
z1 A 1 ¢A] xy,m¢A)

Seguindo esse raciocinio, obtemos

(9.4)= >, (9,4)€B

para qualquer elemento (g, A) de kI'(G) e portanto kI'(G) C B = (Im(\)), ou seja, kI'(G)
¢é gerada pelo conjunto B, como queriamos mostrar.

De fato, provando que Im(\) gera kI'(G), temos que qualquer elemento de kI'(G)
é da forma A(g), para algum g € G e, se 7 : G — A é uma representagao parcial e
7 kI'(G) — A é um outro morfismo de dlgebras tal que 7(A(g)) = m(g) para todo
g € G, entao

T(Ag)) = m(g) = 7(A(9)),

para todo g € G, ou seja, # e T coincidem em todo elemento de I'm()\), logo, & = 7,

e
portanto, 7 é unico. O
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Com o teorema anterior, prova-se que a algebra kI'(G) possui a propriedade uni-
versal de que toda representacao parcial T de G é fatorada por uma (tnica) representagao
7 da &lgebra kI'(G). Com esta correspondéncia temos que a teoria de representagoes
parciais de G e a teoria de representacoes de kI'(G) sdo a mesma. Veremos agora que
kI'(G) e kpar(G) sao isomorfas como algebras e, no capitulo seguinte, provaremos que este
isomorfismo é um isomorfismo de Hopf-algebrdides. Esses resultados (e outros) podem ser

consultados em [14] e [15].

Teorema 1.13. Seja G um grupo finito. A dlgebra KU'(G) € isomorfa a dlgebra parcial de
grupo kpar(G).

Demonstragio. Primeiro, observe que, como A : G — kI'(G) é uma representacao parcial

de G, segue da definicao de kyqr(G) que existe um tnico morfismo de dlgebras
tal que
AEPa g1

para todo g € G, isto é, o seguinte diagrama comuta

A KI(G).

N

kpar (G

G

Por outro lado, como [ | : G — kper(G) é uma representagao parcial, a correspondéncia

vista anteriormente (Teorema 1.12), nos fornece um tnico morfismo de algebras
7 kING) — kpar (G),

tal que,
7(A(9)) = [g] (1.6)

para todo g € G, isto é, o seguinte diagrama comuta

a_ |

L e
NA
KT(G)

).

Assim,
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Ou seja,
T o )\ = Idkpar (G)

Observe que, para mostrarmos que A(7(g, A)) = (g, A), para todo (g, A) em kI'(G), é

suficiente provar para os elementos na imagem de A, pois I'm(\) gera a algebra toda. Segue

entdo que, para qualquer g € G,

Donde,

Em resumo, os morfismos de algebras unitais

(9. 4) — [g]Pa g = D> (9.4,
A6P6,9_1

sdo um inverso do outro, e os Unicos (a menos de isomorfismo) que fazem os seguintes

diagramas comutar

G— (@ ¢ G—2 k1 @)
NA N A
kI'(G) kpar (G)
Portanto,
kI'(G) = kpar(G). O

Observe que, pelo resultado anterior, é imediata a seguinte igualdade

1= > (e,4)= > Py

AEPe Aepe

Em [15], é estudada a estrutura da algebra kI'(G) e é provado que

kI'(G) = @ cm (H) My (kH), (1.7)
H<G
1<m<[G:H|
onde ¢y (H)Mp(kH) que dizer ¢, (H) copias de My, (kH).

O ntmero ¢, (H) é dado pela seguinte férmula recursiva

¢ n (B)

L (G- H] -1 L2
cm(H):E[G.NG(HH(( m— 1 )_H<§<G[B:HHG[:‘N]G(B)]).

[B:H]|m
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Observagao 1.14. O artigo em mengao [15] tem um erro no calculo do nimero ¢, (H),
pois os termos [G : Ng(H)] e [G : Ng(B)] nao foram considerados. J& em 2004, Dokuchaev
e Polcino corrigiram tal erro em [17].

No entanto, se o grupo G é abeliano, temos [G : No(H)| =1 e [G: Ng(B)| =1, logo

w3 () 2 ) o
[B:H]|m

Como mencionado anteriormente, nao ¢ dificil mostrar que que a cardinalidade de I'(G) ¢é

exatamente 2/G172(|G| 4 1), que é exatamente a dimensio de kpar (G).

Por outro lado, se G nao for finito, kyqr(G) 2 kI'(G). No entanto, é possivel mostrar
que cada representagao parcial de G de grau finito irredutivel (indecomponivel), pode ser
considerada como uma representagao irredutivel (indecomponivel) de kX, onde ¥ é uma

componente conexa de I'(G), ver [18]. Este resultado seré discutido na Segao 3.1.

1.2.2 Exemplos de KI'(G)

Veremos a seguir exemplos para ilustrar algumas das defini¢goes apresentadas neste
capitulo e, como dito anteriormente, iremos explicar a notacao usada para desenhar o

grupdide associado I'(G) de forma mais simplificada.

Exemplo 1.15. Vimos anteriormente os grupoides associados aos grupos Zso e Z3, no

caso ['(Z9) e I'(Z3), ver pagina 25. Resumindo, o grupoide associado a Zg, é:
(e.{e})
Q (e,Z2) (9:Z2)
[(Zs) : QO
{e} Lo
E a élgebra kI'(Z2) pode ser decomposta na soma direta

k & kZs.

O grupdide anterior pode ser “re-desenhado” de forma mais simples como segue

SN QP

{e}
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onde, estas duas ultimas componentes conexas nos sugerem que, o elemento e que identifica

a flecha em

e

()
{e}

refere-se ao elemento (e, {e}) que tem source (origem) {e} e target (destino) {e}. Este

elemento e ¢ diferente do que aparece em
e@ Qg
L

pois neste caso refere-se ao elemento (e, {G}) que tem source G e target G.

Antes de ver o préoximo exemplo, repare que, a componente conexa

(e,A) (e,B)
(z,A)

—

esta sendo redesenhada por

em que,
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Indica o elemento (e, A)

que tem origem A e destino A,
ou seja, s(e, A) = t(e, A) = A.
. Indica o elemento (z, A)
A B

que tem origem A e destino B,
ou seja, s(z,A) = Aet(x,A) =rA=B.

Vejamos o caso G = Zsg. O seu grupdide associado é

(9723)
(efe})

['(Z3) : Q (5’23)®QQ (075

{e} 73
(e.{e.g}) . (e.fe.g?})

(9°.{e,9})
/N
T
{e.g} (9:(e:) {e.g®}

que esté sendo redesenhado por
e

Ol

(e} Zs

e

{eag} K9_/ {6792}

Devemos ter cuidado aqui na leitura em si, pois ¢ indicando origem G e destino

G é o elemento (g,G), ja que s(g,G) = t(g,G) = G enquanto g com origem {e, g} e
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destino {e, g} se refere ao elemento (g, {e, 92}), pois s(g, {e, 92}> = {e, g2} e t(g,{e, 92}) =
g{e,g*} = {e, g}. Do mesmo modo, deve ficar subentendido que g e ¢ que iniciam e

terminam em G indicam elementos distintos. Elementos como estes tltimos terdo um
papel importante, pois serao “elementos com mesma isotropia”.

A algebra kI'(Zs3) possui a seguinte decomposi¢ao em soma direta
kI'(Z3) =k & Ma(k) & kZs.

A partir de agora, representamos o grupéide associado ao grupo G, I'(G), utilizando

a forma simplificada mencionada anteriormente.

Exemplo 1.16. Considere o grupo G = Z4. Aqui temos um grupo com subgrupos nao
triviais, e estes, por sua vez terao uma incidéncia relevante na algebra e no grupéide. O

grupdide associado a Z4 tem as seguintes 5 componentes conexas.

2
e e g

Q) V70

(e} {e.?)
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A Algebra kI'(Z4) possui a seguinte decomposi¢ao em soma direta
k@ Ma(k) ® M3(k) ® kZa & kZy.

Repare que, a componente conexa associada ao vértice A = {e, 92} tem grupo de

isotropia G4 = {e, g?}, que é isomorfo a Zs, e, as duas componentes conexas de I'(Zo)

SR P

{e}

“aparecem” no grupdide de I'(Z4). A primeira componente de I'(Zg) esta configu-
rada na segunda componente de I'(Z4) e a segunda componente de I'(Z2) esta configurada
na quinta componente de I'(Zy).

Veremos que esta relacdo nao é uma situacdo excepcional, e que é uma forte
indicacao de que existe uma relagao entre as representacoes parciais dos grupos e dos
seus subgrupos, o que motivou a formular o Teorema da Matryoshka 4.4. Isto se torna
mais evidente quando analisamos grupéides associados a grupos com um nimero maior

de elementos, ou com subgrupos nao triviais. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.17. Para o grupo G = Zao7 = (g : ¢ = e), o grupoide associado I'(Zo7)
teria 22771 vértices e (22772)(27 4 1) flechas, sendo este wltimo o nimero de elementos
do grupdide, isto é, a dimensao da algebra kI'(Zo7). Assim, seria exaustivo descrever o

grupdide todo. Contudo, veja que os vértices

1 21 24

A={e.¢’ ¢ ¢% 9" g 798 ,g } Zg,
4 1 1 21 22 24 2
B={e,9,9° 9% ¢% 9", 9" ¢' ,g 29", 9",9%, "%, g1, g7, g%, g%, g7} = Zy U gZg e,
12 14 1 1 1 2 2 24 2 2

C={e. g% 9% 9° 9% % g% g™ o', g", g%, g1, ¢, g%, g% g 3,g ,9%0} 2 Zy U g*Zyg
tém grupo de isotropia {g3 : 0 <t < 9} = Zg. Observe que, o vértice A acima tem a
seguinte componente conexa associada

Zg
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enquanto os vértices B e C' estdo na mesma componente conexa do grupdide, a saber,

Zgy @ 9*Zy i Zgy
B C

9Zg

Se acrescentarmos a componente conexa associada ao grupo todo,

92y

Zg 92Z9

Liom

Com isto, podemos perceber que, a geometria do subgrupdide formado pelos vértices A,
B, C e Zo7 é a mesma do grupdide associado a Zg, I'(Z3), exceto por algumas flechas a
mais, a saber, temos exatamente [Za7 : Zg| flechas por causa do grupo de isotropia de A,
B e C. Cabe destacar aqui que, quando escrevemos Zg, estamos nos referindo ao subgrupo
de Zoy, {g3t: 0<t<9}=A
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2 ALGEBRAS DE HOPF FRACAS E HOPF ALGEBROIDES

Neste capitulo introduzimos novas defini¢oes, isto com o propédsito de mostrar que
o isomorfismo no Teorema 1.13 preserva nao sé a estrutura de dlgebra, como também
¢ um isomorfismo de Hopf-algebréides. No decorrer do trabalho e para simplificar a
escrita, usamos a notagao de Sweedler e omitimos o somatério, isto é, se (H, A, €) é uma
k-codlgebra, escrevemos A(x) = (1) ® % (9), para todo z € H.

Mais detalhes podem ser consultados em [4], [7], [9], [24], [26], [28], entre outros.

2.1 ALGEBRAS DE HOPF FRACAS

A teoria de algebras de Hopf fracas generaliza, em certo sentido, a teoria de algebras
de Hopf. Nesta secao introduzimos algumas novas definigoes e mostramos que a algebra do
grupoide kI'(G) estudada na Segao 1.2.1 é uma algebra de Hopf fraca que, em particular,

nao é uma algebra de Hopf no sentido classico.

Definigao 2.1. Uma bidlgebra fraca é uma quintupla (H, u, u, A, €) tal que:
(1) (H,p,u) é uma algebra.

(H, A, €) é uma codlgebra.

notagao de Sweedler e omitindo o somatorio, fica
1(1) X 1(2)1(1/) ® 1(2/) = 1(1) & 1(2) X 1(3) = 1(1) ® 1(1/)1(2) ® 1(2/).

Observe que uma bidlgebra definida no sentido cléssico satisfaz a defini¢ao anterior,
isto é, toda bialgebra é uma bialgebra fraca. Contudo, a reciproca nao é verdadeira,
pois aqui A e € nao precisam ser homomorfismos de algebras, condi¢ao necessaria para
ser uma bidlgebra. De fato, apesar de A ser um morfismo multiplicativo, A(1) nao é
necessariamente 1 ® 1, o que equivale a afirmar que, como veremos no seguinte lema, €

nao é multiplicativo.
Lema 2.2. Seja H uma bidlgebra fraca com unidade 1. Entdo,
Al) =101 < e(zy) = e(z)e(y).
Demonstragio. Se A(1) =1® 1, entdo é direto que
e(zy) = e(xly) = e(xl))e(l(g)y) = e(x)e(y)

Reciprocamente, se e(xy) = €(x)e(y), entao

A1) =1q) @ Lg) = 11) ® (1), )1(2),
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= 1) @ e(l(g))1(3)

=1y ®e(l)l1n) (2 (item (4) da Defini¢ao 2.1)
=11y ®e(L(2))e(L1n) (2 (por hipdtese)

= lmell) ®layle)

=1®1. ]

Temos assim que uma bialgebra fraca é bialgebra no sentido classico se, e somente
se, A(l) = 1® 1, isto é, se e somente se, €(zy) = €(z)e(y).

Todavia, segue de A ser um morfismo multiplicativo a igualdade

)l ®r@)le) =20) @) =11)T0) ®1@2)7(2).
De fato, observemos que

[17(1)1(1) & ZB(2)1(2) = A(J})A(l) = A(xl) = A({E)
= A(lx) = A(l)A(l‘) = 1(1).%'(1) X 1(2)1'(2).

Exemplo 2.3. Se H é uma bialgebra fraca, o seu dual H* também é uma bidlgebra fraca.
De fato, podemos definir as aplicagoes 6 : H* — H* ®@ H* e E : H* — k como sendo
I(f) = f1 ® fa para todo f € H* tal que f(ab) = f1(a)f2(b) e E(f) = f(1g). Com estas

aplicacoes obtemos uma estrutura de bidlgebra fraca para H*.

Exemplo 2.4. Se H é uma &lgebra de dimensao finita, entdao H e H* sao bidlgebras
fracas. De fato, se {e; | 1 <i < n} é uma base de H, com e;e; = 0sei # j e, eje; = e;,
podemos definir A: H — H ® H e ¢ : H — k como sendo A(e;) = ¢; ®e¢; e e(e;) =1,
que dao a estrutura de bidlgebra fraca para H. Em particular, pelo exercicio anterior, isso

implica que H* também ¢é uma bidlgebra fraca.

Exemplo 2.5. Se I' é um grupdide finito, entdao a dlgebra de grupdide kI', definida na
Segao 1.2.1, é uma bidlgebra fraca. De fato, as aplicagoes A : kI' — kI'®@k[ e € : kI' — k
dadas por A(y) =7 ® 7y e () = 1, para todo v € T' e estendida por linearidade, assim
como o produto (1.3) e a unidade definidos na Secao 1.2.1, satisfazem a definigdo de

bidlgebra fraca.

O nosso interesse é explorar com mais detalhes este tltimo exemplo afim de mostrar
que kI' é uma algebra de Hopf fraca. Mas ainda, detalharemos a estrutura de algebra de
Hopf fraca para a dlgebra do grupéide associado a um grupo finito G, kI'(G), apresentado
na Secao 1.2.1. Antes disso, veremos algumas propriedades e resultados que envolvem
biadlgebras fracas, e introduzimos o conceito de algebra de Hopf fraca. Mais detalhes

podem ser consultados em [8] e [26].
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Definigao 2.6. Seja H uma bidlgebra fraca. Definimos as duas seguintes aplicac¢oes

k-lineares,
€s' H — H € H — H
X — 1(1)6(1’1(2)), x — 6(1(1)ZE)1(2),
chamadas de source e target, respectivamente.

As aplicagoes €5 e ¢ definem dois subespagos de H, a saber, Hy := Im(es) e
Hy = Im(e).

Proposicao 2.7. Sejam H uma bidlgebra fraca e x,y em H. Entdo:

1. €s, € sao idempotentes em End(H) com a composi¢ao;
2. e(ry) = e(es(r)y) = e(ver(y));
3. es(xy) = es(es(v)y) e, er(wy) = er(ver(y));
4. Alzes(y)) = (1) @ z(g)es(y) e Ales()y) = y(1) @ es(2)y(a);
. Alwer(y)) = zryee(y) @ 2(9) e Aler(2)y) = er(2)y1) @ y(2)-
Demonstracao. Serao feitas apenas as propriedades que se referem a aplicacdo ez, pois

para €; sao analogas.
1.

es(es(x)) = es(1(1)e(xl(g)))

= es(1(1))e(zl())
Je(zl(9))

rlig))e(t)l(z))

1) (Definicdo 2.1)

—_
—~
—_
~
~—
()
~—~~ o~

== ].(1/)6

= es(x).

Segue que, €(z) = €(es(x)) = €(er(x)).

es(es(@)y) = 68(1(1)6@1(2))9)
= e(x1(9))es(1(1yy)
= e(@1(9))11ye(lyylz)
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= 1(1/)6(1’1(2))6(1(1)y1(2/))
= 1(1/)€(£L'y(2/)>
= es(zy).

(
(1(1) ® 1(2)1(1/)6@1(2/))) (Definicao 2.1)
(

Anélogamente A(es(2)y) = y(1) ® €s(x)y(9)-

5. Similar ao item anterior. ]

Seguem dos itens 4. e 5. as seguintes igualdades que serao usadas com frequéncia

nos calculos de algumas igualdades. Para todo x em Hg, e y em Hy,
A(:C) = 1(1) X 1(2):6 = 1(1) X :Cl(Q), (2.1)
A(y) = 1(1)y ® 1(2) = yl(l) ® 1(2). (2.2)

Teorema 2.8. Os subespacos Hs e Hy sao subdlgebras de H que contém a unidade 1g5 de

H. Além disso, os elementos de Hs comutam com os elementos de Hy.

Demonstragdo. Veja primeiro que es(1y) = 1ye(ly 1)) = 1(e(lp)) = 1g, logo
Sejam €g(x), e5(y) € Hs. Entao

12

es(r)es(y) = (es(@)es(v)) qye(es(@)es(v)) o)

(65(33))(1)6((65(1‘))(2)63<y)) (Proposicao 2.7, item 4.)
(2.1) 1

me(Lyes(@)es(y))
= es(es(w)es(y)) = es(wes(y)) € Hs.

Entao Hg e Hy sao subalgebras de H que contém 1.
Para provar que os elementos de Hg comutam com os elementos de Hy, considere

x = es(x) em Hgs e y = ¢(y) em Hy. Entao,

xy = €s(x)et(y)
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= 1ye(zl(g))e(lny)l(a)

= e(Lany)la)leerl)

= e(Lany)lanlayelrl)

= er(y)es(x)

= yx. 0O

Na demonstracao do Teorema anterior é usada a comutatividade da counidade,

eI I®e

ko H

H®H

H®k.

Observacao 2.9. Valem as seguintes propriedades:

b) es(wes(y)) = es(z)es(y), ou seja, €5 6 morfismo de Hy-médulos a direita;
¢) erler(x)y) = er(x)er(y), ou seja, e é morfismo de Hy-médulos & esquerda.
Demonstragio.  a)
Al =10 ®1e)
=101y, ¢()e) @ 1)
= La)e(le) ® 1
= Lye(lanle) ® L)
= es(1(11)) ® 1(9) € Hs ® H.
Por outro lado,
A1) =1y ® 1y
=10) @ ellg) ) l@),
=1m @ <lanle)le)
=11y ®ei(lie) € H® Hy.
Entao A(1) € (Hs ® H)N (H ® Hy) = Hy ® Hy.

Os itens b) e ¢) ja foram provados no Teorema 2.8, ao escrevermos que o produto

em Hg e Hy é fechado, pois foram usadas as igualdades

es(zes(y)) = es(@)es(y) e erler(w)y) = er(@)er(y). O

Proposicao 2.10. Seja H uma bidlgebra fraca e x em H. Entdo
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(i) es()) @) = 1) @ xl(g);
(1) (1) ® etz (9)) = L)z ® 1(9);
(112) es(@)y = y1)ye(zy(2));

() zer(y) = elzqyy)z (o).

Demonstragio. (i)

es(2(1)) @ 2(2) = Lye(z () L2) @ 7(2)
= 1(1) X € x<1)1(2))x(2)

= 1) @ elr@)2))%(2) L2)

(#1(2)) (1)) (#L(2))(2)

= 1q) ®zl(y).

(

= 1) @ elzylanlz)re)l@2)
(
(

= 1(1) R €

(73) Andlogo a (7)

(i)
es(x)y = 1(pye(zlig))y
= 1(pyye(zl(g))
=PI @)1y @alg)
=l @e)(1@x)(11)y® 1))
Dy @ (1@ 2)(ya) ® )
= (I ®€)(y(1) ® ver(y(2)))
= ya)e(@e(ya)))
= y1)c(@y2))
(iv) Anélogo a (iii). O

Podemos definir também as seguintes aplica¢oes k-lineares,

e H — H 62 H — H
z o Lpe(lg)z), z o e(zlg)l).
Elas também sio idempotentes com respeito a composicio em End(H) e, ey(lpy) =

e;(1g) = 1. Todavia, Hy = I'm(e};) e Hy = Im(e}). Vamos ver algumas propriedades que

as relacionam com €5 e €.

Proposicao 2.11. Sejam H bidlgebra fraca e x,y € H. Entdao valem as sequintes igual-
dades,
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Demonstracao. Seguem da definicao. m

Observe que para todo x € Hg, €,(e;(x)) = x e para todo y € Hy, ¢(cs(y)) = y.
Ou seja, € e € sdo inversas uma da outra (dominios adequados). Similarmente, €5 e €]

sao inversas uma da outra (nos dominios adequados).

!/

€t €t
— =
€ €s

S

Veja também que para todo z,y in H, temos

er(es(v)es(y)) = erles(r)er(es(y))) = erler(es(y))es(x)) = erles(y))er(es(@)).

Do mesmo modo, es(er(z)er(y)) = es(er(y))es(e¢(x)) para todo z,y € H, donde
afirmamos que € e €5 sao anti-multiplicativas quando restritas a Hg e Hy, respectivamente.
Similarmente eé e €, sdo anti-multiplicativas quando restritas a Hg e Hy, respectivamente.

A seguir, as dlgebras de Hopf fracas que na literatura também sao conhecidas como

grupoides quanticos.

Definicao 2.12. Seja (H, u, u, A, €) uma bidlgebra fraca. Dizemos que H é uma algebra
de Hopf fraca se existir uma fungao k-linear S : H — H, chamada antipoda, tal que
i) es(x) = Sz (1)) (2);
i) e(x) = x(1)S(z(2));
i) S(x) = S(x))w(9)5(7(3))-

Observe que toda algebra de Hopf é uma algebra de Hopf fraca. Pode-se verificar

que a antipoda, quando existe, é inica.

Exemplo 2.13. Seja H uma &lgebra de Hopf fraca com antipoda S. Entao, H* também
¢ uma algebra de Hopf fraca. J4 mencionamos que H* é uma bidlgebra fraca. A antipoda
é dada pela aplicacdo S* : H* — H*, definida por S*(f)(x) = f(S(x)), para todo = em
H, e todo f em H*. Vale destacar aqui as igualdades na definicao de Hopf fraca neste

contexto.

es(f) =S (fa)) * fi2)
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et (f) = fay=S*(fi2)
S(f) = S"(f)) * fray * S*(f(3))-

Nao é o nosso objetivo detalhar este exemplo, para tal consulte [9] e [26], assim como

algumas propriedades e igualdades de H* como Hopf fraca.

No seguinte exemplo veremos em detalhe a estrutura de kI'(G) como édlgebra de

Hopf fraca.

Exemplo 2.14. (Algebra kI'(G)) Seja G' um grupo finito. A algebra do grupéide I'(G),
k['(G), é, como afirmado no Exemplo 2.5, uma bidlgebra fraca. De fato, o produto foi
definido em (1.4). A unidade, sendo G finito, é

1=1gp) = 2 (6A)
AeP,

O coproduto e a counidade sdo definidos como segue:

A(Q)‘A): (97"4)@(9’*’4)’ e(gvA):]-]l@
para todo (g, A) € I'(G) e estendido por linearidade. Assim,
AN =A( Y (@)= > Alea) = X (eA)e(ea), (23
AeP. AeP, AeP,
que, em termos das projecoes P4’s, fica
A(l)= D> (Pa® Py). (2.4)
AeP,

Vejamos que de fato a aplicagdo A é um homomorfismo de algebras. Sejam (g, A)

e (h, B) em I'(G), entao

A(g,A)A(h, B) = ((9. A) ® (g, A)) ((h, B) @ (h, B))
((gh, B) @ (gh, B))[A = hB]
((gh B)[A = hB]])

A((g, A)(h. B)).

Por outro lado, a aplicagdo € ndo é um homomorfismo de &lgebras, pois se (g, A) e
(h, B) sao elementos de I'(G) tais que A # hB, entao €((g,A)(h,B)) = 0, enquanto
(g, A)e(h, B) = (1)(1) = 1. Logo, kI'(G) ndo é uma bidlgebra.

Para provar que kI'(G) é bialgebra fraca, falta verificarmos as condigoes referentes
a counidade € e a unidade na Definicao 2.1.

Provemos a condicao referente a counidade € na Defini¢ao 2.1. Sejam (g, A), (h, B)
e (t,C) em H, entao

1, seA=hBeB=1tC,
e((g,A)(h, B)(t,C)) =

0, caso contrario.
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Por outro lado,
1, se A=hB,

0, caso contrario,

e((g. A)(h, B)) = {

1, se B=tC,
e((h, B)(t,C)) = {

0, caso contrario.

Ou seja, €((g, A)(h, B)(t,C)) = €((g, A)(h, B))e((h, B)(t, C)).

Para provar a condicao referente a unidade na Defini¢ao 2.1, veja que,

(A@D)AQ) = (A ])A( S <e,A)) =(A® 1)( Y (@A) (e,A))

AeP. AeP,

= ) (e, A) @ (e, A) @ (e, A)

AeP,

Por outro lado,

1o A1) (A1) ©1) = (1 @ Y (e A) @ A')) ( Y (e.B)® (e, B)® 1)

A'eP, BeP,

(Y eaeEee))( Y @BeEB) )
A A eP,

A,BeP,
= Y (@A) (eA)® (e, AA=B=A]

Logo, A%(1) = (A® I)A(1) = (1® A(1))(A(1) ® 1). Analogamente,

e assim,

(ToA@)(AM) ©1)=A%1) = (A1) © 1)(1 @ A(1)).

Portanto, kI'(G) é uma bidlgebra fraca (que nao é bidlgebra, no sentido cldssico).
Para provarmos que kI'(G) é uma élgebra de Hopf fraca, devemos verificar que a aplicagao
S : kI'(G) — kI'(G) definida por

S(9,4) = (9, 4) " = (97", 94),
para todo (g, A) € I'(G) e estendida por linearidade satisfaz a Definigao 2.12. De fato,

es(g,A)) = (e, A) = (g7, gA) (g, A) = S(g, A) (g, A),
et(g, A) = (e, gA) = (9, A) (g1, gA) = (9, A)S(g. A),
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¢,

L gA) (g, A)(g ! gA)
e, A)(gt gA)
= (g7, 94)
= S5(g,A).

S(g, A)(g, A)S(g,A) = (9~
= (

Assim, provamos que kI'(G) é uma algebra de Hopf fraca.

Observagao 2.15. Para todo (g, A) em I'(G)

Es(gvA) = (67"4) ¢, Et(g7A) = (eagA)
Segue-se que
Hg = Hy = span{(e, A) : A € Pe} =: Ap. (2.5)

Temos entdo que Ap ¢ uma subalgebra comutativa, com antimorfismos €, €;, um inverso

do outro quando restritos a Arp, ver [18] .

Vejamos algumas propriedades que relacionam as aplicacoes €, €; e S, ver [4], [§],
9], [24], entre outros.

Proposicao 2.16. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca com antipoda S. Temos as sequintes
tqualdades.
a) €5 = €,8 = Se};

b et—etS Sel.;

d

)
c) €S = eres = Seg;
) €sS = eser = Sey.

Demonstragio.  a) A igualdade €5 = €S segue

= Lie(es(@) 1)) (pois e(xy) = €(es(x)y))

= Lpye(L(gyes(@)) (pois 1(g) € Hy e es(x) € Hy)
=1l SkEa)r)

= 1ye(lg)S(zaye(z)) (pois €(xy) = e(xet(y)))

= Lye(Lia)S(z 1))z (2)S(2(3)))

= Lye(Lip)S(@))
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b) A igualdade e = €} segue

Lig) (pois e(xy) = €(xer(y)))
113 (pois 1) € Hs e e(x) € Hy)

I
(@)

Il
M

I
)

2(1))%(2)) L(2) (pois e(xy) = e(xer(y)))

d) A igualdade €4S = es€; segue

es(S(2)) = 1(1)(S(=)1(2)

r(1)S(2(2))2) (pois €(xy) = e(es(x)y))

As outras igualdades seguem do fato de H* ser Hopf fraca quando H é Hopf fraca,

ver Exemplo 2.13. O

Do seguinte Teorema, a antipoda é anti-homomorfismo de algebras e de codlgebras,

e é unital.

Teorema 2.17. H dlgebra de Hopf fraca com antipoda S. Valem as sequintes propriedades:
L S(zy) = S(y)S(x);

2. 5(x)(1) ® S(2)(2) = S(x(2)) ® S(x(1));
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1.

4. €(S(z)) = e(x).

3. S(1) =1;

Capitulo 2. Algebras de Hopf Fracas e Hopf Algebrdides

Demonstracao.

(S(h)g = es(gh))S(h(2)))
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(Prop. 2.16)

z(1))S(es(1(1r))) (Prop. 2.16)

I
N »» »nn »nn »n »n »n »n »n »» Ly U»n W

3..5(1) = S(Lq))1(9)S(L3)) = Syl LS (L(2n)) = es(Der(1) = 1.
4. e(S(z)) = e(es(z(1))S(z(2))) = e(z(1)S(2(2))) = e(er(@)) = €(x). O

Os dois resultados anteriores nos garantem algumas igualdades e relagoes que
serdao uteis na demonstragao do teorema a seguir, o qual nos fornece uma ferramenta para
determinar quando as bidlgebras fracas sao Hopf fracas, ver [7] e [28]. Devemos ter presente
o Exemplo 2.13 que, em particular, afirma que o dual H* de uma bidlgebra (algebra de

Hopf) fraca H, é uma bidlgebra (dlgebra de Hopf) fraca também.

Teorema 2.18 (Schauenburg). Seja H uma bidlgebra fraca. Entao, H é uma dlgebra de

Hopf fraca se, e somente se, a aplicacao

can: H@py H — H®H
TRy — 37(1) ®x(2)y,

induz o isomorfismo H @y, H = A(1)(H® H) = HX H.

Demonstragio. (=) Seja H uma &algebra de Hopf fraca com antipoda S : H — H.
Considere a aplicacao
p:HoH— Hoy H,

definida como sendo p(z @ y) = (1) @ S(x(2))y, para todo z @ y em H @ H. Entao,

(p o can)(x © y) = p(x(1) ® T(9)Y)
=)y ® S(m(l)(2))m(2)y
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=2(1) @ 5(T@)) )02 0 Y

= x(1) @ es(z(2))y

= x(l)es(x(2)) ®y (pois ® aqui é balanceado sobre Hy)
=rQy,

ou seja, ; ocan = Idggp. Por outro lado,

(can o p)(z ®@y) = can (1) ® S(z(9))y)
= (1)) @ T(1)) 5 (#(2)Y
= 2(1) ®2(2) S (%(2) )Y
= )®6t( (2 ))y
= 1( ) ® et(l )
= 1<1>ff’<1> ® €<1<1'>1<2>ff’<2>>1<2f>y
=1z ® c(l)z)le)y
=1lmra)eteze) @ ey
= L)) ? e 1), %@) @ Loy
= (@) e((11)z)(2) @ L2)y
lyr®ley

isto é, cano p = ldggy, m, em que p := ;|A(1)(H®H).
(<) Suponha agora que p : H @y H — A(1)(H ® H) é um isomorfismo com
inversa p~1 1 A(1)(H ® H) — H ®p, H. Defina a aplicagio

m:Heoy H—H
por m(g ® h) = €s(g)h, e a aplicacao
S:H—H

por S(h) = 7r(,0_1(1(1)h® 1(2))). Como H ¢é uma bidlgebra fraca, falta apenas mostrarmos
que é Hopf fraca. Mostraremos entao que S definida acima é a antipoda de H, isto é,

satisfaz as igualdades na Definicao 2.12. Primeiro, veja que

P (b © 12))he)
p (1(1)h(1) X 1(2))(1 (029 h(2))) (pOiS h(2) = Es(l)h(Q) = 7T(1 &® h(2)))
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como queriamos mostrar. Para provar que h(l)S (h(2)) = ¢(h), afirmamos que p~1 é a

restricao da aplicacao
0:H®H— Hep, H

definida por 0(g ® h) = g1y ® S(g(2))h- De fato,

(0 0can)(g @ h) = d(g(1) ® g2)h)
= 9(1) ® S(9(2))9(3)
= 9(1) @ es(g(2))h
= g(1)es(g(2)) @ h
=g® h.

Observemos agora que, para todo y € Hg, temos
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= S(h1y)et(es(es(h(2)))) (Proposicao 2.16, item c))

= S(h(1))et(cs(hz))) (pois eses = €;)

= S(es(hiz))h)) (pois €(h9)) € Hy)

— S(h). 0

2.2 HOPF ALGEBROIDES

Nesta se¢ao veremos a defini¢ao formal de Hopf algebrdides, [7], [8], e em particular

veremos que toda algebra de Hopf fraca ¢ um Hopf algebréide. Com isto, obtendo que a
algebra do grupéide I'(G), kI'(G), também é um Hopf algebrdide. Ver [24] e [28].

Lembramos que (C, A, ¢€) é dito ser um A-coanel, se é um objeto codlgebra (ou

comonoide) na categoria monoidal (4 M 4, ® 4, A), ver [11].

Definigao 2.19. Dada uma k-algebra A, um bialgebréide a esquerda (a direita) sobre
A é dado pela sextupla (H, A, s,t,4;,¢) (respect. (H,A,5,t,A,,¢,)) tal que:

(1)
(2)

(3)

(4)

‘H é uma k-algebra.

A aplicagao s (respectivamente, §) é um morfismo de dlgebras de A em H, e a
aplicacdo t (respectivamente, ) é um anti-morfismo de algebras de A em H. O

conjunto das suas imagens comutam, isto é, para todo a,b € A temos que

s(a)t(b) = t(b)s(a) (respectivamente, 3(a)t(b) = (b)3(a)).

Pelas aplicagoes s, t (respectivamente, s,t), a algebra H herda uma estrutura de A

bimédulo dada pela regra:
av>h<b=s(a)t(b)h (respect. a>h<b= hi(b)t(a)).

As aplicagoes s e t usualmente sdo chamadas de “source” e “target”, respectivamente.

A tripla (H, A, ¢) (respect. (H,A,,€.)) é um A-coanel relativo a estrutura de A

bimédulo definida pela s e t (respect. § e ).

A counidade A (respect. A,) tem imagem na subdalgebra de Takeuchi
Hx g H={> hi@kecHoaMH:> hit(a) @k =Y hi®@k;s(a) Va € A}
(respectivamente,

HaxH={D h®kecHosH:Y sa)h;@k=> h@ta)k Yae A}),

e ¢ um morfismo de algebras.
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(5) Para todo h,k € H, temos

1(hk) = g (hs(g(k))) = ¢ (ht(g/(k)))

(respectivamente,
er(hk) = €.(3(e.(h))k) = ET(E(Er(h))k) )

Exemplo 2.20. As k-bidlgebras sao k-bialgebréides a esquerda.

Definigdo 2.21. Sejam H; = (H,A,s,t,A;,¢) e ”Hg = ("H’,A/,s/,tﬂég,gg) dois A-

bialgebréides a esquerda. Um homomorfismo de A-bialgebréides
P . Hl — 7‘[?
¢ um par de homomorfismos

O H—H, ¢:A—A

tais que,
sop=Pos
top=dot
qod=¢og

Alod = (DR d)o /.

As igualdades anteriores se referem a comutatividade dos seguintes diagramas

A—H A—L
¢ Ids ¢ Iqs
Al Hl A/ Hl
s t

sop=20dos, top=dot,

Ay
N L H — HRH
qﬁl ¢ P PP

/ /

# ¢ A H' —H @ H
dod=dogq, B

Alod=(Pad)oA.

Analogamente podemos definir morfismos de A-bialgebréides a direita. Dizemos

que o par (@, ¢) descrito anteriormente é um isomorfismo de bialgebréides a esquerda
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se @ e ¢ sao bijetivas. Repare que, de forma geral, um homomorfismo ® : H — H’ de
bialgebréides & direita (isomorfismo), isto é, um par (# : H — H', ¢ : A — A’), é um
homomorfismo (isomorfismo) de bialgebréides a esquerda H%P — H'OP.

A seguir apresentamos a definicdo de Hopf Algebroéide. Cabe ressaltar que iremos
estudar este assunto sem muitos detalhes pois o nosso interesse ¢ apenas mostrar que Hyqr
e kI'(G) sdo isomorfas como Hopf algebréides. Este assunto é amplo e quem se interessar
pode consultar as referéncias ja mencionadas anteriormente, em particular sugerimos os

livros [7] e [9], e o trabalho de dissertacao de mestrado [24].

Definicdo 2.22. Dadas duas dlgebras anti-isomorfas A e A, isto é, A = A%, um A-
bialgebréide a esquerda H; := (H, A, s,t, A, ¢,.) e um A-bialgebréide a direita H, :=
(H,A,5,t,A, €. Dizemos que a tripla (H;, H,S) é um Hopf algebréide sobre H se
S : H — H é um anti-homomorfismo de algebras tal que,

(i) sogot=1t,togosd=35 50¢.0t=t toe. 05=s;
(i) (A @g1)0A, = (I®Aér) oA, I®541)0A, =(A, @41)0A;
(ii7) S(t(a)ht(V')) = 5(b')S(h)s(a), para todo a € A,V € Ae h € H;
(iv) ppo(S@I)oAj=50g, ¢ pyo(I®S)oA, =sog.
Exemplo 2.23. Seja A é uma édlgebra. Podemos munir a dlgebra A ® A°P com a estrutura

de Hopf algebréide (A ® AP A, s,t, A e, S) em que
e s: A— A® A é definida por s(b) = b ® 1;

t:A— A® A ¢ definida por t(b) = 1 ® b;
A: AR AP — (A® AP) ®, (A ® A°) é definida por Ala ®b) = (a ® 1)(1 ® b);

€: A® A ® a é definida por €(a ® b) = ab;
S:A® AP — A® A% ¢ definida por S(a®b) =b® a.

Definigao 2.24. Um homomorfismo de Hopf algebréides @ : (Hy, Hr, S) — (H}, 1., S')
¢ um homomorfismo de bialgebroides a esquerda (P, ¢) : H; — H.

Se na definicdo anterior @ e ¢ sao bijetivas, dizemos que ® é um isomorfismo de
Hopf algebroides.
Estamos usando o fato de que, a antipoda § ¢é bijetiva. Neste caso, ¢é suficiente

verificar o isomorfismo de bialgebréides a esquerda, ver [6].
Proposicao 2.25. Toda dlgebra de Hopf fraca é um Hopf algebroide.

Demonstragio. Considere (H, A, €, S) uma algebra de Hopf fraca. Primeiro, vejamos que

(H, Hy, 1, €, A1, ;) é um Hy-bialgebréide a esquerda, sendo

Ht = Im(et),
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com €(h) = 6(1(1)h)1(2) para todo h € H, ver Definicao 2.6; a aplicacio source

t: Hy — H,

é o morfismo inclusdo, isto é, t(h) = h, para todo h = e;(h) € Hy; a aplicacao target

€ Hy — H,

em que €,(h) = 1(1)€(1(2)h) para todo h = et(h) € Hy;

Aji=moA:H-— H®y, H,

emquen: H®H — H®p, H¢a projegao candnica e;

¢ H— Hy

em que €(h) := e¢(h) = €(1(1)h)1(9). Temos que,

1.
2.

3.

H ¢é uma k-algebra;
e ¢ ¢ um morfismo de algebras, pois é a inclusao.
o ¢, (hk) é um anti-morfismo de dlgebras, ver pagina 48.
o e (h)u(k) = 1(k)e,(h), pois Im(el) = Im(es) = Hg, e os elementos de Hg

comutam com os elementos de Hy.

H é um Hy-coanel com a estrutura de Hy-bimédulo induzida pelos morfismos ¢ e €,
isto é,

> hay = xes(y)h,
para todo h € H, x,y € Hy. Repare que, nao ¢ dificil mostrar esta estrutura dado

que €, é um antimorfismo quando restrito a Hy, ver pagina 48.

Para mostrarmos que A; é um morfismo de Hi-bimddulos, veja que, para todo
x € Hy e todo h € H temos

= et(x)h1) ®m, h)
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=e(x)A

—~
>
~—

Por outro lado,

Ay(Ipe(le

= A (1 h) ( )Z)

(Lwyha) ©m, 1<2>h<2>)€(1<3>$>

= (lha) @m, Ly Le)he)el@)?)
1

mh) @8, 1aye(l2)2)12)h)

h(l) ®Ht 1(1/)6(1(2/)$)h(2)
hay @, €s()h)
hy @, hg) < €5(x) = Ay(h) <z

Para provar que ¢; ¢ H-bilinear, veja que na Observacao 2.9 provamos que € €

morfismo de Hy-moddulo a esquerda, logo, para todo x € Hy e todo h € H temos,

gl(iL' > h) = et(xh)

= et(z)er(h)
= zer(h) = x¢(h) (z = e&(x)).
Por outro lado,
e(haz) = e(e(z)h)

= ei(es(2)er(h))
= cla(m)e(x)
= er(h)er(eg(x))
= et(h)er(x)
= q(h)er(r) = g(h)z

A coassociatividade segue da propria definicado de A; e ¢;.

4. (Produto Takeuchi) Precisamos provar que a imagem de A; se encontra na subélgebra
de Takeuchi

Hxpg H {Zh ®k € H®y, H : Zhe ®k—2h ®ka()Va€Ht},

)
Para provarmos que a afirmacgao acima é verdadeira, vamos a usar o fato de que a
algebra H; é uma algebra Frobenius Separavel. Para isto, lembremos que H; sera

Frobenius separavel se existirem

ezzlfi@yiEHt@Ht,
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e uma aplicacao
E: H — k

tais que,

Z%‘yz’ =1,
b=> Elbz)y =Y zE(yb),
7 )

para todo b € Hy.

De fato, se definirmos
e:€t(1(1))®1(2), E=c¢,

lembrando que, A(1) = 1(1) ® L9y € Hs ® Hy, obtemos

> el = ella)lg) =1,

e, se v € Hy,

D @)ty =Y e(x) = e(er(r)) = er(x) = =,

que ¢é exatamente o que queriamos, pois me garante que a imagem de 4A; esta contida

na subalgebra de Takeuchi acima.

5. Por ultimo, precisamos provar que, para todo h, k € H, temos

ei(hk) = g (he(g(k))) = g (heg(g(k))).

Mas isto decorre de ¢ ser a inclusao e usando as propriedades na Proposicao 2.11,

pois

et(hk) = e (hey(k))
= et(he(er(K))),

Analogamente, podemos ver que H é um Hg-bialgebrdide a direita com a estrutura
(H7 HS7 L/J 627 éra ES)J Send07
HS - [m(65>,
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com €s(h) = 1(1ye(hl(g)) para todo h € H; a aplicagao source
J:Hy — H,
em que ¢/(h) = h para todo h = e5(h) € Hg; a aplicagao target
¢ Hy — H,
em que €(h) = e(hl(1))1(o) para todo h = €s(h) € Hs;
A, =m"oA:H-— H®y H,
emquen' : H®Q H — H ®p, H ¢ a projecao candnica e;
€ H — Hg,

em que €. := €5(h) = 1(1)e(hl(g)). A estrutura de Hs-bimédulo induzida pelos morfismos
/e e; ¢ dada por
hw a <k :=ake(h).
Até agora temos o seguinte,
(I) (H, Hy, 1, €, A;, ;) um Hy-bialgebréide & esquerda;
(II) (H,Hs,! €, A, €.) um Hg-bialgebréide a direita;
No que segue, mostraremos que as igualdades (i), (i7), (¢it) e (iv) na Defini¢ao 2.22
sao satisfeitas, lembrando que queremos provar que (H, Hy, Hg, 1,1t €, eg, Apne, A e, S)
¢ um Hopf algebréide em que (H, A, ¢, S) é uma algebra de Hopf fraca.
(1) Seguindo as propriedades vistas na Proposi¢ao 2.11, e tomando cuidado com os

respectivos dominios, obtemos as seguintes quatro igualdades,

LO€ELOEL =€t
es(et(t(es(h)))) = €s(es(h)) = es(h)
! (es(es(es(h))) = esles(h))

ct(es(et(h)) = ep(et(h)) = ex(h),

I
@)

para todo h € H.

(17) E direto, levando em consideracio que as seguintes igualdades sao satisfeitas:

(A& @, I)(Ap(h) = (I @, Ar)(A(h)),
(I ®HS él)(ér(h)) = (ér ®Ht I)(él(h))

(77i) Seguindo as propriedades vistas nas Proposigdes 2.11 e 2.16, obtemos que

S (euler(@)hep(es(t)))) = S(eu(a)hey (1))
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= S(et (b)) S(h)S(e5(a))
= es(V))S(h)er(a)
= (es(t)) S (h)e(er (V).

para todo e (a) € Hy e todo es(V') € Hs.

(iv) Estas igualdades sao diretas também, usando as propriedades da antipoda de uma
algebra de Hopf fraca, ver Defini¢do 2.12, e considerando a propriedade universal de

7 e 7 como projecdes candnicas:

pi (S © 1)(Ay(h)) = nr (S(hay) @@, hz)) = S(hay)h) = es(h) = (es(h))

(1@ S)(Ar(h) = pa(hy @Hg S(h2)) = h1)S(h) = e(h) = we(h)).

Portanto, toda algebra de Hopf fraca é um Hopf algebroide. n

Em particular, como kI'(G) é uma algebra de Hopf fraca, ver Exemplo 2.14, entao

¢ um Hopf algebroide com a seguinte estrutura:
(Ha Hta HSa La Lla 6{97 €£7éla§laér7§r7 S) = (kF(G)a Ara AF? La La E{sa 6%7 A_Apa Et7 A_Apa ESa S)7

ou seja, (kF(G),AF, L, €y, €], A €t €s, S) com ¢ : Ap — kI'(G) a inclusao, e as outras

aplicagoes ja foram definidas. Repare em particular que,
es((9,4)) = €4((9: A)) = (e, A),

et((9,4)) = €s((g,4)) = (e, gA).

Segue que, €, €1, €5 e eé, quando restritas a Ap coincidem e se comportam igual a inclusao.
Aqui vale observar o seguinte. O Teorema 2.18 nos diz que, por kI'(G) ser uma
algebra fraca, entao kI'(G) ® 4, kI'(G) = A(1)(kI['(G) ® kI'(G)). Ou seja, se denotarmos

o produto tensorial balanceado sobre Ar por X, entao

MRN=ALMeN)= Y (e, A)(M®N).
AeP,

Repare que, esta tultima expressao a direita poderia ser escrita como Z Py(M ® N)

AeP,
gragas ao isomorfismo do Teorema 3.1, isto serd 1til quando definirmos os objetos simples

de kpar(G) na Secao 3.1, e gracas a idempoténcia de Py.

Para o préoximo exemplo de Hopf algebroides precisaremos de mais informacoes e
algumas defini¢oes adicionais. Devido a isto, estudamos na se¢ao a seguir as representacoes
parciais de uma algebra de Hopf e, no fim, definimos a dlgebra Hyqr que ¢ o Hopf algebréide

que nos interessa.
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2.3 REPRESENTACOES PARCIAIS DE ALGEBRAS DE HOPF

Aos poucos, iremos conectando cada uma das defini¢oes até aqui apresentadas, que
estao todas elas relacionadas as algebras kyqr(G) e kI'(G). Vamos definir a algebra Hpqy,
que em particular é um Hopf algebrdide, sendo que quando H = kG, a élgebra (kG)pqr é

exatamente a algebra kg, (G). Assim, quando G finito
kI'(G) = kpar(G) = (kG)par~

O primeiro isomorfismo ja foi provado, pelo menos como algebras. Além disso provamos
que a kI'(G) é um Hopf algebréide. Nosso objetivo nesta segdo é mostrar que do lado
direito deste isomorfismo, a kyqr(G) também ¢ um Hopf algebréide e que, este isomorfismo
preserva tais estruturas.

Iremos considerar uma algebra de Hopf H, e definir e estudar as suas representacoes
parciais sobre algebras unitais. Logo, iremos associar a H o Hopf Algebréide Hpqr, que
tem a propriedade universal de que toda representacao parcial de H pode ser fatorada por
um morfismo de algebras de Hpqr. Mais detalhes podem ser encontrados em [4]. Iniciamos

definindo representacoes parciais de algebras de Hopf sobre dlgebras unitais.

Definigao 2.26. Seja H uma algebra de Hopf e B uma algebra unital. Dizemos que
a aplicacao linear m : H — B é uma representacao parcial de H em B se satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) 7(1g) = 1p;

(12) m(@)m(y1))m(S(y(2)) = 7(@y(1))m(S(y2)));
(#i1) m(q))m(S(z2)))m(y) = 72 1)) 7(S(z(2))y)-

Se a antipoda S for invertivel, podemos re-escrever a propriedade (iii) como

(iti)* 7(S™ w@))m(ra)m(y) = 7(S (2 9))7 (3 (1))

Observagao 2.27. Em [4], sdo descritas 5 propriedades que toda representagao parcial
de uma algebra de Hopf deve satisfazer. No entanto, o pesquisador Paolo Saracco em
conversas com os autores do artigo citado, sustentou que sdo suficientes as condigdes (7),

(i7) e (i7i) mencionadas anteriormente. Vejamos as outras duas condigoes,

(i) 7(S(xp))m(@(2))7(y) = 7(S(x(1)))7(2(2)y). De fato,
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Do mesmo modo, quando § invertivel, podemos re-escrever (v):

()" w(@)m(y2)m (S ) = 7(aye)m(S ya))):

Escrevemos (B, ) para denotar a representacio parcial de H sobre B. Se (B, 7) e (B, ')
sdo duas representacoes parciais de H em B e B’, respectivamente, dizemos que um
morfismo de algebras f : B — B’ é um morfismo de representacdes parciais se 7’ = 7o f,

isto é, o seguinte diagrama comuta:

H

B B

f

Observagao 2.28. Poderiamos definir representacdes parciais como sendo as aplicacgoes

lineares que satisfazem (i), (iv) e (v), e ter provado os axiomas (i7) e (iii).

Observe que representacoes de H em B no sentido “usual”, ou seja, morfismos de
algebras, sdo, em particular, representagoes parciais. A reciproca nao é verdadeira. No

entanto, se m : H — B é uma representacgao parcial e satisfaz a seguinte condicao:
m(S(zq)))m(2(9)) = e(z)1p,
para todo x em H, entao m é um morfismo de dlgebras. De fato, sejam x, y € H, entao

m(@)r(y) = m(2)7(ya)e(y2))
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Analogamente, se a igualdade

¢ satisfeita, é possivel provar que representagoes parciais sao, de fato, representagoes no

sentido usual, isto é, vale também a reciproca.

Proposicao 2.29. Sejam H uma dlgebra de Hopf, B uma dlgebra unital e m : H — B

uma representacao parcial de H em B. Sejam z, y € H, entao valem as igualdades

m(S(zy))m(r2)m(S(z(3))) = 7(S(z))

m(2(1))7(S(29))) (e (3) = 7).

Se a antipoda S de H ¢é invertivel, temos também as sequintes igualdades

(2 (g)m(S N ggy))m(eqy) = ()
(8 gy (@) ewy) = 7(S ().

Demonstracao. Seja x € H, entao

Analogamente,
) (S(ap)mle) 2 wleq)m(S(am)nle)
= m(zq))m(e(z9)ln)
= m(z(ye(zg)))m(ly) = 7(z)
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7(SHag))m(z@)m(S Heqy) = (S ag))m(SES ze)))m (S za))
ST @) )T (S(S () 2))m((S @) 3))

:7r(

=’ () = (8 Ha)). O

No artigo [4], é definida a ac¢ao parcial de H uma algebra de Hopf sobre uma algebra
unital A. Estas agoes nos oferecem dois exemplos de representacoes parciais de algebras

de Hopf.

Definicao 2.30. Seja H uma algebra de Hopf e A uma algebra unital. Uma ag¢do parcial

a esquerda simétrica de H sobre A é uma aplicacao linear:
T H®A— A

h®a— h-a

tal que

AP1) 1g-a = q;

AP2) h-(ab) = (h(y) - a) () - b):
AP3) (h-(k-a)) = (hq)-14)(ho)k - a);
AP4) (h-(k-a)) = (hqyk - a)(he) - 14),

para todo h,k € H e todo a,b € A.

=
=

Quando a condigdo AP4) nao for satisfeita, dizemos apenas que, é uma agao parcial
a esquerda. Em diante, nos limitaremos a escrever H ~;, A para denotar a acao parcial a
esquerda simétrica, ou apenas dizer que H age parcialmente em A. Alguns textos também
usam a notagao (A4, ).

Acoes parciais motivam um primeiro exemplo de representacoes parciais de algebras
de Hopf.

Exemplo 2.31. Toda agao parcial de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra unital
A produz uma representagao parcial de H sobre Endy(A), dada por 7 : H — Endy(A) a
aplicacao linear definida por 7(h)(a) = h-a. Provemos que, de fato, 7 é uma representagao

parcial de H sobre Endy (A):

AP1
(1) 7(1g)(a) =1 - a (AED) a, para todo a em A, entdo 7(1p) = idp;
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(74) Sejam h, k € H, entao

Por outro lado,

m(hk1))m(S(k2)))(a) = (hkq)) - (S(k(g)) - a))

=
'~
)

YEY hyy - (k1) gy - 0)
U (k- 14)0)
para todo a € A. Logo,
() (k)7(Slhey)) =  m(hk)m(S(ke)).

(73i) Sejam h, k € H, entao

m(h()m(S(hig)))m(k)(a) = hq)- (S(hg)) - (k-a))
Y2 ity 1) (i S(h3) - (k- a)
= (hq1y - 1a)(elhio))lm - (k- a))
= (hyelhey) - 14)(1g - (k- a))

YEY 14 a),

Por outro lado,

m(h))m(S(h(g))k)(a) = hy- (S(ho))k - a)
ES) (h(1) - La)(h(2)S(h(3))k - a)
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= (hq) - 1a)(e(h(2) gk - a)

para todo a € A. Logo,

Com isto, provamos os itens (i), (i7) e (i74) na Defini¢do 2.26, que sdo suficientes

para dizer que 7 é uma representagao parcial de H em Endy(A). Ou seja,

HnpA 7 H — Endy(A)
N ) ~~ i
agdo parcial — representacao parcial

Para um segundo exemplo de representacao parcial, dada uma agao parcial, precisamos
primeiro definir a algebra A#H. Seja H v A, podemos definir um produto associativo

sobre A ® H dado pela regra:
(a X h)(b & k) = a(h(l) . b) & h(2)k3,

com a,b € Ae h, k€ H. Este produto produz uma nova algebra unital construida como
segue

A#H = (A® H)(14 ® 1p),
chamada de produto smash parcial (ou dlgebra smash parcial). Os elementos geradores
da dita algebra sao da forma a#h = a(h(l) 1y ® h(2). Nao é o nosso principal objetivo
o estudo de dita dlgebra, para mais detalhes veja [4].

Algumas das principais propriedades sao enunciadas no seguinte lema.

Lema 2.32. Seja H uma dlgebra de Hopf e A uma dlgebra unital tal que H ~p A. Entdo
o (a#th)(b#k) = alh(y) - b)#ho)k;
e afth = a(h(l) . 1A)#h(2);
e A aplicacio ¢g: A — A#H dada por ¢g(a) = a#ly é um morfismo de dlgebras,
para todo a,b € A e todo h,k € H.

Demonstracio. As duas primeiras seguem da propria definicdo. Por outro lado, veja que,

¢o(ab) = ab#ly = a(ly - )#1y = (a#1y)(b#1y) = ¢o(a)do(b), para todo a,b € A, ou
seja, ¢p € um morfismo de algebras. O

Assim, a algebra produto smash parcial nos proporciona o seguinte exemplo de

representacao parcial de algebras de Hopf.
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Exemplo 2.33. Dada uma acao parcial de uma élgebra de Hopf sobre uma algebra unital
A, a aplicacao linear

mo: H — A#H

dada por my(h) = 1 4#h é uma representagao parcial de H. De fato, mo(1g) = 14#1y é
a unidade em A#H e,

70 (h)mo(k(1))m0(S(k(2))) = (La#h)(La#tk 1)) (La#S (k)

= (La#h) (La(kqry - 1a)#hk)S(k(s)))
= (1a#h) (kq) 1A#6 1g)
= (La#h) (ke 1A#1H)
= (La#h) (k- 1A#1H)

=1a(h(1y - (k- 14))#ho) g

= h(y) - (k- La)#h
= (hyk - 1a)(h(a) - La)#h3)

= hyyk - La#h()-

Por outro lado,

mo(hk(1))m0(S (k) = (La#hk(1))(La#S(k(g)))
= (Lalh(yky - 1a))#ho)k2)S(ke3))
k) - Lat#hg)elh(z)

segue entao que

Por ultimo,
70 (h1))m0(S(h(2)))m(k) = (La#th(1))(La#S(ha))) (1a#k)
= (Lalh(ry - 1A)#h(2)S(h3))) (La#k)
= (hq) 1A#6 @) 1) (La#k)
= (hye 1A#1H)(1A#k)

=(h-1 #1H)(1A#k)
= (h- 141y - 14))#1gyk
— b1 44k,
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Por outro lado,

70(h1))m0(S(h(2))k) = (La#thq))(La#S(h(g))k)
= 14(h(1y - 1a)#h(o)S(h3))k
= hqy - Lagtelh)k
= h(pye(hg)) - 147tk
= h - 14#k.

Logo
70(h(1))m0(S(h9)))m (k) = To(h(1))m0(S(h(2))K).

Portanto, quando H my A, a aplicacdo mg : H — A#H dada por my(a) = 1 4#h

é uma representacao parcial de H. Ou seja,

Hny A mo: H — A#H
N N ~— .
agao parcial — representacao parcial

Todavia, se f : A — Endy(A) for um morfismo de algebras, podemos definir a
aplicacdo ¥ : A#H — Endy(A) por ¥(a#h)(x) = f(a)m(h)(x), para todo = € A, que é
plicag k(A4) p f ) P , d

o unico morfismo de algebras que faz o seguinte diagrama comutar

H

™
0

v

ApH — - T - = Endy(A),
¢()

f

A

em que g, 7 Sao0 as representagoes parciais de H e ¢q, f sao os morfismos de algebras de
algebras definidos anteriormente.
Na verdade, esta configuragao nos permite provar que a algebra produto smash

parcial tem a seguinte propriedade universal.

Teorema 2.34. Sejam A, B dlgebras unitais e H uma dlgebra de Hopf com uma a¢ao
parcial simétrica sobre A. Sejam f : A — B um morfismo de dlgebras e m : H — B

uma representacao parcial tais que,
C1) f(h-a) =w(hp))f(a)m(S(he))):
C2) fla)m(S(hip))w(he)) = m(S(h1)))m(h(g) f(a),
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para todo h € H e todo a € A. Entdo ewiste um tnico morfismo de dlgebras
v A#_H — B

tal que f =W oy em =Wony.

Demonstracio. Defina a aplicacio linear
v A#_H — B

como sendo W(a#b) = f(a)r(h). Veja que W(La#1g) = FLa)m(1g) = (1p)(1p) = 1p, ¢

W ((ath)(b#k)) =W (a(hqyy - b)#hak)
h(1y - b))m(h(2)k)
f(hqy - b)m(h(g)k)
L fayn (b)) FOR(S (o)) (k)
— F@)m(h) fO)R(S(hay)(hs))m(k)

=" f(a)m(h) f(b)m (k)
= U(a#h)V (b#k).
Logo, ¥ é um morfismo de algebras. Para provar que tal morfismo é tnico, suponha que

existe um outro morfismo de algebras ¥/ : A#H — Btalque m =¥ omg e f =¥ o d.

Entao, seja a#h um elemento qualquer em A#H, temos

U (a#th) = W' ((a#t1y)(14#D))
= U'(a#117) P (14%0)
=0 (®o(a))¥'(mo(b))
= f(a)m(b)
= U (a#b).
Portanto, dito ¥ existe, é Unico, e satisfaz f =¥ o ¢g, 7 = ¥ o 7. n
O par (m, f) que satisfaz as condi¢oes C'1) e C2) é chamado de par covariante

associado a A, B e H. A existéncia do morfismo ¥ garante a comutatividade do seguinte

diagrama

H

WO\

A#H-Y_ - p.

bo
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Note que para a élgebra B = Endi(A), o morfismo de algebras f : A — B dado
por f(a)(x) = ax, para todo a,z € A, satisfaz

para todo x € A, logo as condigoes C'1) e C'2) sao satisfeitas.
As representacoes parciais sobre algebras de Hopf nos permite definir os moédulos

parciais como segue.

Definicao 2.35. Seja H uma algebra de Hopf. Dizemos que o espago vetorial M é um

H-médulo parcial se existir uma representagao parcial 7 : H — Endy(M).

Escrevemos (M, 7) para denotar os H-mo6dulos parciais. Naturalmente, se (M, ) e
(N, 7") sdo dois H-médulos parciais, entdo um morfismo entre eles é uma aplicacio linear
f: M — N tal que, para cada h € H, fonr(h) =n'(h) o f, ou seja, o seguinte diagrama

comuta para cada h € H

M 7(h) v
f Lf
N N.

' (h)
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A categoria de H-modulos parciais é denotada por g MP". Veremos na seguinte se¢ao
que esta categoria é equivalente a categoria dos médulos sobre certa algebra.

A partir das representacoes parciais de algebras de Hopf sobre algebras unitais,
vamos definir uma algebra muito importante para o nosso trabalho e objeto de estudo
chamada Hpqr. Veremos que dita dlgebra tem um parentesco com a algebra produto smash

parcial definida anteriormente.

2.3.1 A “algebra de Hopf” parcial

Para o caso de representacoes parciais de grupos, podemos obter a algebra kyq-(G),
Definicao 1.5, que cumpre com varias propriedades, entre elas, a propriedade universal
que fatora qualquer representagdo parcial do grupo G por um morfismo de dlgebras. No
caso de representagoes parciais de algebras de Hopf, também podemos definir uma algebra
especial associada a H, Hpqr, que no caso fatora as representacoes parciais de H por
morfismos de algebras. Vejamos a seguir. Ver [4].

Observamos aqui que a algebra Hpgr nao ¢ uma algebra de Hopf, mas um Hopf-

algebroide, embora o titulo da secdo possa dar falsas impressoes.

Definigéo 2.36 (Algebra Tensorial). Seja H um espaco vetorial, a algebra tensorial T'(H )

é construida como segue:
o0

T(H) := P H"",
n=0
em que
o0 _
H® = H
H®? =H®oH

H®" = He.---@ H .
~—_———
n

Esta algebra satisfaz a seguinte propriedade universal. Seja B um outro espago
vetorial e f : H — B uma transformacao linear, entao existe uma (tinica) transformagao

linear f: T(H) — B tal que f = f o, isto é, o seguinte diagrama comuta

T(H)

f

!
y
B

H

em que ¢ : H — T(H) é dado por «(h) = h € H®!,



Capitulo 2. Algebras de Hopf Fracas e Hopf Algebrdides 76

Definigao 2.37. Seja H uma algebra de Hopf e seja T'(H) a algebra tensorial do espago
vetorial H. A 4lgebra de Hopf parcial, denotada por Hjq, ¢ definida como o quociente

da algebra T'(H) pelo ideal J gerado pelos elementos da forma
(1) 1g = 1y
(2) h® k)@ S(k(g)) — hkq)y © S(k));
(3) h(1y @ S(ha)) @k — by @ S(hg))k;
(4) h®S(kq)) ® k) — hS(k1)) ® ka);
(5) S(h(1)) ® higy @ k — S(h(1)) ® hg)k,
para todo h,k € H.

Denotando a classe de h € H em Hpqr pelo simbolo [h], é facil ver que a aplicagao
[ _ ] : H — Hpar

h +— [h]

satisfaz as seguintes relagoes
(HP1) |[ah + Bk] = alh] + B[k,

(HP2) (1] = 1g,,,.
(HP3) [B)[k1))iS (ko)) = [k IS (k)
(HPA) [hg)llS(ha)] k] = [hp)) S (ha)R)
(HP5) (RS (ky)llk) = (1S (ka)ke).

(HP6) [S(hq))llh)llk] = [S(h)llho)k],
para qualquer o, 3 € k e todo h, k € H.
Segue entao que a aplicacao linear [ _ | é uma representagao parcial da élgebra de
Hopf H sobre a dlgebra unital Hpg. Vejamos a propriedade universal de Hyqy, mencionada

anteriormente.

Teorema 2.38. Para toda representacdo parcial m : H — B, existe um tinico morfismo

de dlgebras @ : Hpqr — B tal que m = 7o [ ], isto €, o sequinte diagrama comuta

Hpar

Reciprocamente, dado um morfismo de dlgebras @ : Hpqr — B, existe uma tinica

representagao parcial 7g 1 H — B tal que @ = 7.

A demonstragao do teorema anterior nao é muito dificil. Veja no seguinte diagrama
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T(H)
|
I .
) :Elﬂ’ !
|

H

B<—————- T(H)/J =: Hpar

que a existéncia de 7’ é garantida pela propriedade universal de T'(H) enquanto a existéncia
de 7 é garantida pelo fato de J C ker(n’), pois 7’ oi = 7, e 7 é uma representacao parcial.

Com isto, podemos afirmar que existe um isomorfismo entre a categoria de H-
modulos parciais e a categoria de Hpgr-modulos, Proposigao 2.40. Da defini¢ao de médulo
parcial, Definicao 2.35, e pela propriedade universal da Hyqr, Teorema 2.38, temos a

seguinte observacao.

Observagao 2.39. Seja (M, ) um H-mdédulo parcial, existe um morfismo de algebras

7 : Hpgr — End(M) tal que o seguinte diagrama comuta:

H u End(M).
o A
Hpar
onde 7 é uma representacao parcial, ver Definigao 2.35. Logo, M é um Hjqr-mdédulo via
a agao
[h] > m = w([h])(m) = x(h)(m).
Reciprocamente, se M ¢ um Hpg-moédulo, podemos definir um H-mdédulo parcial. Isto

induz o seguinte resultado.

Proposicao 2.40. Seja H uma dlgebra de Hopf, entdo existe um isormofismo de categorias
HMpa/I" g HparM.

Demonstragdo. Ver [4]. O

Observacgao 2.41. Em particular, a aplicagao identidade id : H — H é um morfismo
de algebras, logo, uma representacao parcial de H sobre H. Pela propriedade universal de

Hpqr, Teorema 2.38, temos o seguinte morfismo de algebras
V: Hpgr — H
tal que ¥ o [ | = idg, ou seja, ¥([Al][R?]...[A™]) = h1A2 .. K™
Exemplo 2.42. Seja H = kG, lembrando que
Alg)=g®g, e(g) =1,

Slg)=g",
para todo g € G. Segue da definicdo de kyqr(G), Definicao 1.5, que (KG)par = kpar(G).
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Exemplo 2.43. Seja H = U(g) a algebra universal envolvente de uma &lgebra de Lie g.

Nesse caso, Hpqr = H. Ver Exemplo 4.4 em [4].

Considere agora os elementos

Vejamos algumas propriedades desses elementos para depois descrever a algebra

que eles geram, fundamental para o nosso objeto de estudo, ver [4].

Lema 2.44. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda invertivel S. Entdo para todo
x,y € H temos

1‘ 5x[y] - [y(2)]8871(y(1))x;
['T]gy = 53:(1)3;[95(2)]{
frwyfre) T Eu

Exlyl = [y)leayey s

[z]éy = &ys-1(2)lr )]s

%W‘“%l\ﬁ

Cx)agy) = E/

7. €xey = €yéy.
E quando T(1) @ T(g) = T(9) @ T(q) para todo x € H obtemos ezey = eyey, para todo
x,y € H.

Demonstracao. Vejamos.
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= [S(z))lepylr)]

= €8 () )raylS @ )][T ()]
= Ee(a )y STz )]

= gy[S(z(1)e(z(2)))][7(3)]

= ey[S(z)]lz(2)]

Por ltimo, se (1) ® #(9) = (9) ® 2(7), entao

= [21)]eS (200w [S ((3))]

= €3 S(z)yT @S (2 (4))]

= €2 S(z@)ylT3)[S (@ (4))]

= eylz)][S(z(2))]

— eyz. 0
Veja também que, se S é tal que S2 = Id, entdo ¢, = ES(h) En = £8(n)- No caso

do Exemplo 2.42, veja que g4 = [g][g7 1] e &5 = [g71][g].

Definimos entao as seguintes subalgebras unitais de Hyqr,

A:=span{ey, :h€ H}, A:=span{é, :hc H}.
Pelo Lema 2.44, os elementos de A comutam com os elementos de A. Veja que
lg=[1g] =1 bt Em particular, quando 8?2 = Id, essas duas subalgebras coincidem e
obtemos uma subalgebra comutativa.

O seguinte resultado mostra que H age parcialmente em A parcialmente.

Teorema 2.45. Sejam H uma dlgebra de Hopf e A a subdlgebra de Hpqyr definida anteri-
ormente. Entao a aplicacao
T HRA— A

definida por x - a = [z(1)]a[S(x(9))], para todo x € H e todo a € A, é uma agdo parcial

stmétrica.

Demonstragdo. Veja primeiro que, sejam x € H e a € A, entdo a = €162 . .. €pn, usando

o Lema 2.44 reiteradamente obtemos

TrT-q = [[L’(l)]é‘hléth .. €hn[8<x(2)>]

= f‘:x(l)hl [x(Q)]€h2 < Epn [S(:E(3))]
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= Exyh1€x o h2T(3)] - - Epn[S(2(4))]

€$(1)h1€x(2)h2 .. '533(”)]1” [x(n+1)][8(x(n+2))]

a0y hAExyh? * + Ea oy Wiy € A.
Verifiquemos que é, de fato, uma acao parcial.

AP1) Sejaa € H,entdo 1y -a = [1glalS(1g)] = a[lg]| = a;
AP2) Sejam a,b € Aex € H, entdo

AP4) Provar x - (y . a) = (x(l)y . a) (x(2) . 1A) ¢ analogo ao item anterior.
Portanto, a acao x - a = [z(1)]a[S(x(9))] ¢ uma agdo parcial simétrica a esquerda
de H sobre A. O

Em particular,
h-[Lg] = [M][1gllS(heo))] = en.
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Assim, temos a dlgebra unital produto smash parcial A#H, e como [ | : H — Hpqr é
uma representacao parcial de H, segue da propriedade universal de A#H que existe um

tnico morfismo de dlgebras ¥ : A#H — Hpqp definido por

U(a#h) = i(a)[ [(h) = alh],
para todo a € A e todo h € H, tal que o seguinte diagrama comuta

H
[]

0
'
A#H - — - >Hpar7

(I)o /

A

ou seja, [h] = ¥(mg(h)) para todo h € H, e i(a) = ¥(Pg(a)), para todo a € A, sendo que

i : A — Hpgqr ¢ o morfismo inclusao.

Observagao 2.46. Para o morfismo ¥ existir, o par ([ ], ¢) deve satisfazer as propriedades

C1) e C2) no Teorema 2.34 (par covariante). De fato,

i(h-a)=h-a=[hq)lalS(hay))],

i(a)[S(h)lhig)] = agp, = epa = [S(h(1))][h()li(a).

Por outro lado, sendo mg : H — A#H e [ | : H — Hpqr representacoes
parciais, segue da propriedade universal de Hjq, que existe um tnico morfismo de algebras

& : Hyqr — A#H tal que o seguinte diagrama comuta,

H
H| \
Hpar -2 - A#H,

ou seja, O([h]) = [Lg|#h. Logo, para todo [h][h?]. .. [h"] € Hpar, temos

o([Y)[h3]. .. [n"]) = ([W)B([R*)D([h7)) ... &([h")
(Ll #pY) (L l#02) (L) #h3) .. <[1H]#h">
Wiy

[Lal(h{yy - (L)) #higyh?) (Lel#0%) - ([Lerl#h")
(b LIS (hfy #hl VB ([La#h?) - ([Lgl#h")
#hiy h2)<[1H]#h3> - ([Lal#R™)

(
(
(
<5hb
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= (ep1 (higyhlyy - (L)) #highig h%) - (Lel#h™)

1)

= (e, (o) ) S (i) iy D) gy iy 27 - (L")

B (6%)6%)%)#hé)h%z)h?’) - ([Lal#h")

1 2 -1

= &1 €31 12 ..
B hiyh (n—1)"(n—2)""""(1)

1 @)
Em particular, para qualquer g,h € H
P(eglh]) = P([g(1)]1S(9(2))][h])
= S0 g Sloe) 9B S 9 )R
= 59(1)59(2)#h
Ou seja, P(eg) = eg#1p e P([h]) = [1g]#h.
Observagdo 2.47. Perceba que em geral, todo = = [h!][h?]...[h"] em Hpq, pode ser

escrito como

1 2 n—1;n
T =¢€;1 € ... E n-1lh; \h ...h h'l.
h%l) h%2)h(21) h%nq)h%nfz)mhu)l[ (n)"(n—1) (2) ]

Teorema 2.48. H uma dlgebra de Hopf, entdo Hpqr = AF#H.
Demonstracao. Sejam ¥ e @ como antes. Vamos mostrar que sao uma inversa da outra.
Seja [h] € Hpar. Logo,
(Wo®)([h]) =¥ (P([h]))
= U([1gl#h)
= [Lg][h] = [n].

Assim, de @ e ¥ morfismos de lgebras, se tomarmos um elemento x = [h!][R?]...[A"] de

Hpqr obtemos
w(@(x)) = w(D(['][B?] ... [1™) = T(BR)E(@[h7) ... w(@[h"]) = [W1][h%)... ") = z.

Ou seja, Vo @ = IdeM. Por outro lado, veja que

P(¥(at#th)) = D(alh))

(a)®([A])
(epiepz - - epn)([Ll#h)
(ep1)Plepz) - - Plepn ) ([(1m]#h)
= (e #ly)(Ep2#ly) - - Epn#ly)([Lg]#h)
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Observacgao 2.49. Vimos que se H ¢ uma édlgebra de Hopf, entdo Hpqr = A#H, sendo
A a subélgebra de Hyq gerada pelos elementos €;,’s e H agindo parcialmente em A. Logo,
conhecendo A podemos determinar Hyq, via o produto smash parcial. Contudo, A foi de-

terminada conhecendo Hpgr. Veremos que ¢ possivel determind-la de forma independente.

Sejam H uma algebra de Hopf e T'(H) a algebra tensorial de H. Considere Z o

ideal gerado pelos elementos da forma
i) 1 = lpim,
ii) h — h(1) @ h(2), para todo h € H e,
111) h(l) ® h(2)k: — h(l)k ® h(2), para todo h,k € H.

Definimos Apqr(H) como sendo o quociente T'(H)/Z. Entao Apqr(H) tem a seguinte
propriedade universal.

Seja B uma algebra unital junto de uma aplicagao linear eg : H — B tal que

ep(h) = ep(hr))ep(h(z)), (2.10)
ep(h())ep(ho)k) = ep(hyk)ep(h()), (2.11)

para todo h,k € H, entao existe um tnico morfismo de algebras u : Apqr(H) — B tal

que o seguinte diagrama comuta

Apavl" (H)

|
lu

|
¥
H B.

€B

Observacao 2.50. o Apar(H) é a tnica dlgebra que satisfaz dita propriedade, a

menos de isomorfismo.

« 0=pou,emque H— T(H) 2 T(H)/T = Apar(H).

Provaremos agora que a algebra A é isomorfa a Apq-(H). Primeiro, defina a apli-

cagdo e : H — A como sendo e 4(h) = €5,. Veja que

eally) =14
ealh) =ep
= Fha)Chey
= eA(h(1))€A(h(2));

ealhayk)ealh(a)) = eng keng,
= [h)k)[S(h2)k(2)][h3][S (hy))]
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= Cha)Fhek
= eAlh(1))ealhg)k).
Ou seja, e 4 satisfaz as Equagoes (2.10) e (2.11). Logo, pela propriedade universal de

Apar(H), existe um tnico morfismo de algebras u : Apgr(H) — A tal que uoo = ey,

ou seja, o seguinte diagrama comuta

Apml“ (H)

|
|

|
¥
H A.

€A

Por outro lado, vamos construir um morfismo de algebras 7 : A — Apqr(H) talque o

seguinte diagrama comuta

|
s :

|

A
H——— End(B) B,

onde B = Apqr(H).

Acao de H em Apgr: Vamos definir uma agdo parcial de H em Ay para obter a
representagao parcial 7 como no Exemplo 2.31, logo, um morfismo de algebras 7 que segue
da propriedade universal de Hyqy.

Para comecar, denote a classe de h € H em Aypq-(H) por E(h). Logo, a aplicagao
E:H — Apr(H)

h— E(h)

satisfaz as seguintes propriedades:

« E(ah+ pk) = aE(h) + BE(k), para todo h,k € H;

« E(lg) =1p,,:
« E(h) = E(h1))E(h(2)), para todo h € H ¢;
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o E(hqyk)E(h)) = E(h1))E(h@)k),
isto é, a aplicagao E ¢ linear e satisfaz as Equagdes (2.10) e (2.11). Agora, observe que a
aplicagao

o H— Apar(H),

definida por

vea=E(xq)h")E(x@gh?) ... Ex)h")E(z 1),

para todo a = E(RY)E(h?)... E(h"™) € Apar(H) define uma acio parcial a esquerda
simétrica de H em Apqr(H). Assim, devemos provar AP1), AP2), AP3) e AP4) da
Definicao 2.30. De fato,

AP1) Para todo a = E(h))E(h?)... E(h") € Apar(H) € Apar(H) temos

lge a=E(1gh )YEQgh?) .. . EQgh™E(ly) = a.

AP2) Sejam a = E(hN)E(h?) ..
xr € H. Entéo

LE(h"),b= E(KY)E(K?) ... E(k™) € Aper(H), e seja
(E(l‘( )(1>h1)E($( )(2)h2) ..
( <1)k (m@)(z) ) E<m(2)( )

= (Be@yh") E(z@)h?) ... B(emh") E(zg)))

" E(x(2)

(z(1) 0 a) (z(z) 9 ) =

<m+1>>)

(2.11) E(rqy
1

WY E(z)h?) ..
E(x (n+2)k) (Jf(n+3
(2.10)

= E(l’(l)hl)E(w(g)hg)

(
(E(:L’ n+2) k! ) (x(n—i-?» )
(

CE(z n+m+1)k ) (x(n+m+2)))
(:L‘(n hn E(SL‘(,H_l)k‘ )
)' CE(x n+m+1)) ( (n+m+2))

E(2(m)h") E(2(mi1)k")

)
(
)
(
)
E(

E(x(n+2)k2)E(x(n+3 ) xn+m)k ) ( (n—i—m-‘rl))
= zeEMHYEM?)...E(MEKHYEK?) ... E(K™)
= xe(ab).

AP3) Sejam 2,y € H e a = BE(h)E(h?) ... E(h") € Apar(H). Entio,

(z(1) ¢ B(Lm))(z(2yy @ a) = (E(x (1)) ) E(x (1)) (B(2(2) 0, yyh') - -

Bz, ymh") B2 @), Y1)
E(zq))E(z

(2.10) )
-~ E(

1>y(1)h ) e
T2) Y P" ) E(@(2) 1) Y(nt1))
E(zq)E(z@yah') ..

BT () Y1) 71)E('r(n+l)y(n)hn)E(‘r(n+2)y(n+l))

(2.11)
= E(zaymh" ) E(z@yeh?) ...

E@myym) " )V E(Z 1) Ynt 1) (T (n12))
=ze(yea).
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AP4) z e (yea)= (z)yea)(zp) e E(ly)) é andlogo ao item anterior.

Com isso, H ny Apaer(H), e pelo Exemplo 2.31 obtemos a representagao parcial
7 : H — End(B),

definida por 7(h)(b) = h e b, para todo b € B = Apqr(H). Pela propriedade universal de

Hypqr, existe um tnico morfismo de algebras 7 : Hypqr — End(B) tal que mo [ | = 7. Ou
seja,
Hpar
|
7
|
¥
H — End(B)

Considere agora as fung¢oes
evy : End(B) — B,

definida por evy(f) = f(1g) para todo f de End(B) e,
El . Hpar — A,

definida por €(x) =¢;1 € ...E w1, n, para todo x = [R][A?]...[h"] em
por €(x) = ept Ept, p2 BL B2yl T P [h7][A7] ... [h"]
Hpar-

Observacao 2.51. A funcao ¢ : Hpsr — A é propositalmente denotada assim, pois
serd usada a mesma quando descrevermos a estrutura de Hpqr como Hopf Algebréide no

Exemplo 2.52.

Seja T4 : A — End(B) a restricao de 7 a A. Defina n: A — B = Apqr como
sendo evy o T 4. Entao para todo h € H, ¢}, € A temos

Por outro lado, lembrando que u : Apqr — A foi obtido tal que v oo = ey, em que
o(h) = pou(h) = E(h), temos u(E(h)) = u(p(e(E(h))) = u(o(h)) = e 4(h) = e,
Lembremos que a categoria de médulos parciais e de Hpgr-médulos sao isomorfas,
Proposicao 2.40. Além disso, observe que todo médulo M € pr/\/l possui automa-
ticamente uma estrutura de bimédulo sobre A, ou seja, M € 4M 4 via as seguintes
acoes
ep » m = [h)][S(h))]>m,
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m ey = (g[S~ (b))l > m.

Em particular, Hpgr ¢ um A-bimédulo.
Veremos agora que a dlgebra Hjpq,r ¢ um Hopf-algebréide e com isto, a categoria
dos seus modulos a esquerda ¢ monoidal fechada. O fato de Hpgqyr ser um Hopf algebroide

também implicara que o funtor “esquecimento”

U:H M—>.AM.A

par

¢ monoidal estrito.
No que segue, nos dedicamos a descrever a estrutura de Hpqr como Hopf algebroide.
E importante lembrar que se H = kG, entdo Hpar = (kG)par é exatamente kpq (G), que

é isomorfa (por enquanto como algebras) a kI'(G), quando G finito.

Exemplo 2.52. Para toda dlgebra de Hopf H, vejamos a estrutura de Hyq, como Hopf
algebréide. Primeiro, seja H uma &algebra de Hopf com antipoda invertivel S. Temos,

1) Hpar é uma k-algebra.
2) Considere a subélgebra
A= span{eh = [h(l)][S(h(Q))] che H}

Defina
S . .A —> Hpar

como sendo a inclusdo, isto é, seja a = ep16p2...6pn € A,

logo, é facil ver que s é um morfismo de algebras. Defina,
t . A H Hpar

como segue. Para cada a = gj16p2...epn € A,

t(a) = [Aiy)[S™ (W] -+ gyl (S~ (G 1S~ (hfyy)]

= 55_1(hn>65_1<hn—1) .. 'éS—l(hQ)éS—l(hl)'

Ou seja, t(ep,) = [h(2)][5_1(h(1))]. Observe também que

tener) = k)5~ (ka)Ih@)lS™ (b)) = teg)t(en)-

Segue desta tultima igualdade que, em geral, para todo a = €p1€p2...epn € todo
b=cpicp2...cpm em A,
t(ab) = t(b)t(a),

ou seja, t : A — Hyqr ¢ um antimorfismo de algebras.
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Vejamos que as imagens de s e t comutam. Observe que,

s(en)ter) = enlk())[S™ (k)]
= 5h5~S*1(k)
= éS_l(k)gh (Lema 2.44)

Logo, para todo a = €162 ... €pn, b = €p1€p2 ... epm em A temos

s(a)t(b) = s(epiepe .- epn)t(epicpe ... epm)

= Epl - EpnEG-1(km) - - - E5-1(k2)E5-1(k1)

gsfl(km) .. '55*1(1@2)55*1%1)5}11 .. Epn (6hi5571(k]‘) = gsfl(kj)ehi,\v%.,j)
=t(ep1ep2 ... €pm)s(eprep2 .. . Epn)
=t(b)s(a).

Essas aplicacoes fazem de Hjpqr um A-bimdédulo:

%) A estrutura de A-mddulo & esquerda estd dada pela aplicagao s,

para todo a € A e todo h € H.

x%) A estrutura de A-mddulo a direita estd dada pela aplicacao t,

3) Considere a tripla (Hpqr, A, €) como segue.

i) Hpar como A-bimédulo definido por s e t;

it) O morfismo A; : Hpar — Hpar ® g4 Hpar definido por

Ala) = [fylidy) - (0] © 4 [y 0Ty 1)

para todo a = [h1][h?]. .. [h"] € Hpqer. Procedemos a provar que A; é um

morfismo de A-bimdédulos.
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i17) O morfismo ¢ : Hpqr — A definido por

€\X)=¢€Ep1 Ep1 p2 Ep1 2 13 ...E711 12 —11n
1(x) hiny =iy iy “hay iy Bty 7 TRy Py Ry P

para todo x = [h!][h?]...[h"] € Hpar. Observe que a prépria definigio de
€ nos garante que é morfismo de A-médulos a esquerda. Para provar que

¢ morfismo de A-moddulos a direita, veja que, sejam [h] € Hpqr € € € A

entao
([h] aer) = g (t(ex)[h])
= e (k) 1S~ (ka)I[R))
= & ([k())[S ™ (k())hl)
= €1y lh(zyS ™" (k(1))h)

Logo, (Hpar, Ay, €;) é um A-coanel.

Devemos provar agora que a imagem de A; esta contida na subalgebra de Takeuchi

Hpar X g Hpqr. Para isto, primeiro devemos provar

[hylt(er) @4 (b)) = ()] @4 [h2)ls(er)-
Uma vez provado isto, podemos mostrar que a aplicacao

Wo([]@[])oA:H—>Hpar®A

par Hpar

¢ uma representacao parcial da algebra de Hopf H. Logo, a propriedade universal da
Hpqr, garante que A; ¢ um morfismo de algebras, pois terfamos o seguinte diagrama

comutativo:

g meJel oA Hyar © 4 Hyar-

R A

Hpar
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5) Para provar a igualdade

e1(hk) = ¢ (hs(g(k))) = g (ht(g(k))),

para todo h,k € Hpqr. Veja que, do isomorfismo apresentado no Teorema 2.48

obtemos,
a([h]s(a)) = g ((hy - a)lhz))) = (hay - a)eg)y = h - a,

o que nos garante que a igualdade desejada é verdadeira.
Assim, a sextupla (Hpar, A, s,t, A;, ) € um A-bialgebréide a esquerda. Analogamente é

possivel provar que (Hpqr, A, 5,1, A, €.) é um A-bialgebréide & direita, em que,

A = span{éy, : h € H}.

As aplicacoes
g:A—>Hpar’ E:A—>Hpa7~
sao definidas de forma andloga. Por exemplo, se @ = £j,16p2 ... Epn € A, 5(a) = a.
As aplicacoes

A, Hyqy — Hpar ® i Hpar , € @ Hpar — A

sao definidas por

A(a) = [hél)][hé)] . [hﬁ)] ® i [h%Q)][h%Q)] . [h@)],

e (a) =2 nety o nmtyn S
(@) = Ep1 p2 | his e Shl B2 ke,

A antipoda da Hpg, ¢ dada pela aplicagao

S . Hpar —> Hpar

definida por S([A!][A2]...[R"]) = [S(R™)]...[S(R?)][S(AL)].

Todos os detalhes da demonstragdo encontram-se no artigo [4].



92

3 ESTRUTURA MONOIDAL

Veremos agora a estrutura monoidal da categorias de modulos parciais. Antes disso,
mostraremos que o morfismo A no Teorema 1.13 é um isomorfismo de Hopf algebroéides.

As estruturas de kI'(G) e Hpqr sao descritas nos Proposigao 2.25 e Exemplo 2.52.
Teorema 3.1. kI'(G) e kpar(G) sdo isomorfas como Hopf algebréides.

Demonstracao. Considere os morfismos de algebras unitais definidos no Teorema 1.13:

7 kI'(G) — kpar(G), A kpar(G) — k['(G)
(9.4) +—  [g]Pa 9] — Y (9, 4),
AE'Pe’g—l

em que Py = H €x H (1 — €y). Mostramos que sao um inverso do outro, e que sao os

€A yéA
tnicos (a menos de isomorfismo) que fazem os seguintes diagramas comutar

G— @), 6— 2 k()

N oA N A
kD(G) (@)

kpar

Ou seja, kI'(G) e kpar(G) sdo isomorfas como k-dlgebras, logo, A ¢ bijetiva.
Considere a aplicagdo ¢ : Ap — Apqr definida por qb((e,A)) = P4 e estenda
por linearidade. Nosso objetivo agora ¢ provar que o par (X, ¢) define um isomorfismo de

Hopf algebroéides, Definicao 2.21. Basicamente devemos provar que os seguintes diagramas

comutam:

Ap ——~kI(G) Ap —— kI(G)

¢| (1) |7r qb\ (2) \w
APC”" T> kpar (G) Apar T) kpar(G)

Vop=Tou, t'op=Toe,
e kI'(G) ———kI'(G) @ 4, kT'(G)
wl (3) lqﬁ T (4) TQT

kpar(G) ; »Apar

kpar(G) —kpar(G) ® 4. kpar (G)
A 4

JAY
AjoT = (TRT) oA

O diagrama (1) sai direto da definigao de ¢ e 7.
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Para fazer comutar o diagrama (2), observe primeiro que, como lembrado anterior-
mente, €,(e, A) = (e, A), isto é, atua como uma inclusio, ou seja, 7(es(e, A)) = P4. Além
disso, t(Py) = Py, logo,

' (§(e, A)) = t'(Pa) = Pa.

donde temos a comutatividade.

A comutatividade do diagrama (3), sai pelas seguintes duas igualdades. Primeiro,

¢(§l(g7A)) = gb(@,gA) = PgA7

por outro lado,

6(7(9,A)) = € ([9]Pa) = [9]> €)(Pa) = [g]> Pg = Pya.

Para provar a comutatividade do diagrama (4), também devemos ter presente que A; é

um morfismo de Apq-bimédulos, donde

Aj(7(g, A)) = Ay([9)Pa)
= [91PA ®4,,, [9]Pa,

pois Py = [[ e [J(1—¢y) e ez = [a][z™), €z = [2][z71).
zcA y¢A
Por outro lado,

(T @7) (A, A4)) = (F@7)((9,4) @4 (9,A4))

Cabe destacar que estamos usando o fato de é; e g? serem morfismos de Ajqr-bimodulos.
Pela prépria construcao, obtemos que A e ¢ sdo bijetivas.
Por ultimo, observe que, a antipoda de kI'(G) como Hopf algebréide é a propria

antipoda como algebra de Hopf fraca, isto é
S kI'(G) — kI'(G),

tal que S(g, A) = (g_l, gA). E a antipoda de kpqr(G) como Hopf algebréide é definida no
Exemplo 2.52 por

S[R3 .. (") = [S(h™)]... [S(R?)][S(h1)].
Assim, S([g]) = [¢7 1], S([gllg™1]) = l9]lg™ ] e S([g]Pa) = Palg~ 1], donde

S(7@(g,A)) = S([9]Pa)
= Palg ).
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Por outro lado,

As outras igualdades seguem direto da definicao de kpqr(G) e kI'(G).
Portanto, kI'(G) e kpqr(G) sao isomorfas como Hopf algebréides. O

O Teorema 3.1, junto com o Teorema 2.18, nos garante a seguinte equivaléncia,

<kpar(G)M’ ®Apar’ Apar) = <]1<§F(G)M, &, AF)

em que,

M@y N2MRN=A1)(M o N).

No que segue, vamos detalhar os médulos simples e dar alguns exemplos. Quando
nao houver confusao, iremos usar .4 para denotar a dlgebra base, seja Apqr ou Ap. Também
iremos detalhar como se comporta o produto tensorial X acima definido. Isto é importante,
pois até aqui, o fato de provar que as dlgebra kI'(G) e kyqr(G) sao isomorfas como Hopf

algebroides é o que nos garante que a equivaléncia anterior seja verdadeira.

3.1 OBJETOS SIMPLES

Para comegar, apresentamos algumas defini¢oes adicionais. Seja 7 : G — Endy (V)
uma representacao parcial, entdo V pode ser considerado como um G-espago parcial.
Dizemos que 7 é:

o redutivel, se V contém um G-subespago parcial préprio invariante. Caso contrario

7 é dita de irredutivel.

o decomponivel, se V pode ser escrito como soma direta de dois G-subespagos

parciais proprios. Caso contrario é chamada de indecomponivel.

o completamente redutivel, se o seu G-espago parcial pode ser escrito como uma

soma direta de G-subespacos parciais irredutiveis.

Antes de enunciar os proximos resultados, observe que, dada uma componente
conexa Y de I'(G), a aplicagao
Ay G — kY,

definida por

> oAexy (9, A), se g_1 € A e X, para algum A,
Ax(g) = ¢ AP,
0, caso contrario,
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é uma representacao parcial, Teorema 2.2 em [18]. A expressao “A € X7 significa que A é
uma unidade (vértice) do grupdide 3.
Além disso, se m é o nimero de vértices de 3, entdo kX = M, (kG 4), onde A é

algum vértice de 3, veja a Proposicao 3.1 em [15].

Teorema 3.2. Seja G um grupo finito e ¥ uma componente conera de I'(G). Entdo
para cada k-representacao irredutivel de grau finito ¢ : kX — End(V), ¢ o Ay, € uma
representacdo parcial irredutivel de G. Reciprocamente, para toda k-representacao parcial
irredutivel de grau finito m : G — End(V'), existe uma unica componente conexa 3 de

['(G) e uma unica representacio irredutivel @ : k3 — End(V) tal que T o Ay, = 7.

Demonstragio. A demonstragao foi feita no Teorema 2.2 em[18] e depois completada na

Proposicao 2.2 em e [16]. O

Segue do Teorema anterior que, se V' for um G-espaco parcial irredutivel de dimen-
sdo finita, ele pode ser considerado como um kX¥-moédulo & esquerda simples, para certa

(inica) componente conexa > de I'(G), com um ntmero finito de vértices.

Observacao 3.3. O teorema anterior e algumas afirmagoes feitas aqui continuam sendo

validas se substituirmos a palavra “irredutivel” por “indecomponivel”.

Para um grupo qualquer G e uma aplicagdo ¢ : G — End(Vj. ), dizemos que ¢
é monomial sobre H, se existe uma base kH-livre de V' tal que para todo g € G, cada
linha e cada coluna da matriz ¢(g) contém no maximo uma entrada ndo-zero, a qual é
um elemento de H, sendo que poderiam ser todas as filas e colunas zero. O Teorema a

seguir e a sua demonstragao pode ser consultado em [18].

Teorema 3.4. Seja m : G — End(V') uma k-representacao parcial irredutivel de grau
finito de G, ¥ a componente conexa de I'(G) relacionada a © e 2V o k¥X-mddulo cor-
respondente a m. Entdo V' = xW Qg U, onde H < G é o grupo de isotropia de
um vértice de 3, U é um kH-modulo irredutivel a esquerda e W ¢é o kY — kH -bimddulo

correspondente a uma representagdo parcial monomial sobre H de G.

A seguir, apresentamos uma alternativa para caracterizar os objetos simples da
categoria kpqr(G). Esta apresentacao serd 1til para o estudo das representagoes parciais
irredutiveis de um grupo G e para o Teorema principal 4.4 que queremos provar.

Seja A € P.(G), isto é, um subconjunto de G que contém o elemento neutro, e seja
Gy={heG|hA=A}
o grupo de isotropia de A, entdao G4 < G e
G=GpUa1GqpUasGpU---UarGy,

com a; € G,i€{1,...,t}.
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Considere uma representacao irredutivel V¢ de G 4, isto é, um homomorfismo de
grupos

a:Gy— GL(V(O‘)).

Defina o k-espaco vetorial
My = spany{Py4:z € G, 271 € A}.

Observe que My é nao vazio, pois P4 € My. Além disso, veja que P4 = 0 quando
=1 ¢ A, logo é suficiente pedir z71 € A.

Nosso objetivo agora é mostrar que
M(A,a) =Mp® v(@)

é um kpqr(G)-médulo simples & esquerda.

Antes disso, o seguinte lema afirma que, se A e B estdo na mesma componente
conexa, isto é, se existe g € G tal que A = ¢gB, vamos denotar por A ~ B esta relacao,
entdo M 4 = Mp, e a reciproca também ¢é verdadeira. Devemos notar que a relagao ~
é uma relacao de equivaléncia. Isto sera importante ao identificarmos M, (A,a) COM a sua

respectiva componente conexa e fazermos produto com outras componentes.

Lema 3.5. Sejam A, B € Pe. Entdo, M g4 = Mp se, e somente se, existe g € G tal que
A=gB.

Demonstrag¢io. (=) Como Py € M4 e por hipoteses M4 = Mp, entdao Py = Z apPup

h—teB
e dai,

0#Py=PaPy=Ps Y apPup= > apPs[A=hB],
h—'eB h—'eB
donde segue que existe h™! € B tal que A = hB, e como e € B entdo h € hB = A, ou
seja, h € A tal que A = hB, como queriamos mostrar.
(<) Seja g € A tal que A = gB. Se x € M4, entao

r= > opPua= > opPyp= > aPyp € Mg,
h—leA h—legB g~th~'eB
dai M4 € Mp. Analogamente Mp C M4 e portanto M4 = Mp. O
Provemos agora que M( Aa) = My ® V(@) definem uma representagao parcial

irredutivel de GG. Podemos ver também que todas as representagoes parciais irredutiveis

de GG sdo dessa forma.

Proposicao 3.6. Sejam A, B € P.. Entdo M(A,a) ¢ um kper(G)-modulo simples d

esquerda com a agdo definida como seque.
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Para todo [g] € Kpar(G) € Ppg ® v € My o),

Pua®a(h)w), sey™ €A

0, caso contrario,

l9]> (Pra®v) = {

onde gr = yh para algum h € G4, ey € G.

Demonstracao. Para mostrar que se A € Pe, M(A,a) = M4 ®V® é simples, basta fixar um
elemento Pyq ® v de M, (A,) € Provar que ele gera qualquer elemento de M4 ® V*. Para
isto, considere Z Py, 4 ® v; um elemento arbitrdrio em My ® V. Como V é irredutivel,

para cada v; existe um s; € G4 tal que a(s;)(v) = v;. Com isto, veja que

9i5i9 1> (PgA @ v) =Py 4 @ als;)(v)
:PgiA & v;.

Como Z[gisig_l] € kpar(G), segue do anterior que

D Ppa®vi=> lgisig 1> (Pga®@v). =

Observe que, se M(Aﬂ) =My4eV*e M(B,B) =Mp® VA sao médulos simples,
em que o : G4 — GL(V?) e 8 : G — GL(VP) sdo representacdes irredutiveis de G4 e

G g, respectivamente. Entao,
(Mp @ V) R (Mg ®VF) = [A~ BlMy ® (V¥ @ VF)
= [A~ BIMy @ (@ ns"vo)
=@ s [A~ BIMy VO

Como o nosso objeto de estudo é GG, um grupo finito, entao
kI'(G) = kpar(G),

logo todo kper(G)-médulo & esquerda irredutivel (indecomponivel) é isomorfo a
kpar(G)W ®kg U, onde U é algum kH-mé6dulo a esquerda irredutivel (indecomponivel) e
]kpw(G)Wk 7 € o bimédulo correspondente a uma representagao parcial elementar, sendo
H o grupo de isotropia de algum vértice.

Note que, os Teoremas 3.2 e 3.4 garantem que todo mddulo simples é da forma
M)

Podemos observar a seguinte decomposicao em modulos simples

./41" = @ MA g kpar(G)a
AePp,

onde Arp é a sub-algebra comutativa gerada pelos vértices de I'(G) definida em (2.5)
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Com a notacdo anterior, My, X Msy = 0, para ¥ e ¥/ componentes conexas distintas.
No entanto, se elas sao iguais, o produto tensorial sera determinado pelas representacoes
do grupo de isotropia.

Observemos os proximos dois exemplos. E importante destacar que quando nio
houver confusao, iremos escrever apenas M 4 querendo dizer M, (Amo) = My ® k, sabendo

que A tem grupo de isotropia trivial {e} e que 1y é a representacao trivial.
Exemplo 3.7. Seja G = C3 = {¢' : ¢° = e}. Vimos que

kpar(G) =k M2(k) ® kG,

e, Pe = {{e}, {e, 9}, {e. 6%}, G}

Aqui temos uma componente conexa nao trivial com dois vértices X1 e Xo, a saber
> = {{e, g}, {e, g°}}. O vértice base de ¥ é X1 = {e, g} e 0 segundo vértice é Xo = {e, g°}.
Temos que My, = Mx,.

No caso, poderfamos dizer que Mx, ¢ a classe de moédulos relacionados com Xj.

Como espacos vetoriais temos as seguintes igualdades,

Miey = kPrey,
My, = kP, ) @ kPre g2y,
Mg =kPg.
Por outro lado, temos as representacoes parciais irredutiveis
* Mifeym) = M} Orle
o Mix, my) = Mx, Qxk = Mx, @k =M, ry;
« Mg ) = Mg ®xg Vp;, para i € {1,2,3} determinada por

pl:G_)k*> pQZG_)k*> P3¢G_>k*7
e—1 e——1 e——1
g——1 g—w g|—>w2
g2 1 92 w2 92 W

2kmi
em que wk =5 . Como M(G,pi) = Mg ®kg Vp,;, entao

M| Miey | M, | Migp) | M@y | M(Gops)
Mgy | Mgy | 0 0 0 0
MX1 0 MX1 0 0 0
MGpy | O 0 | Mcpy) | M@py) | MG ps)
MGy | O 0 | MGy | MGps) | MiGp)
MGpy | O MGopy) | MiGpy) | M(Gupo)
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Aqui, vejamos o produto

MG p) WM G p)) = MG pp)
em que pi(g') = pi(g?) - pj (g1). Este produto, pode ser identificado com a multiplicacio
em G:
«lelg|d M| Mgy | MGy | MG
e lelg|g] _ [ Map) | Mcp) | MGp) | MG
9|9 || ¢ M(Gps) | M(Gpa) | M(Gopg) | M(Gop)
gl ely MG ) | MiGops) | MiGpr) | M(Gop)

Mais exemplos e construcoes que auxiliaram para a construgao e entendimento do

nosso principal resultado sdo explorados no Apéndice B.
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4 TEOREMA DA ARVORE DE NATAL E DA MATRYOSHKA

Reiteramos que, ao longo deste trabalho, k denota um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero, e G um grupo finito de ordem |G|, com elemento neutro e. Para
simplificar a escrita, escrevemos apenas representa¢do para nos referir as representagoes

globais no sentido cléssico.

Teorema 4.1 (Arvore de Natal). Se H < G, e G um grupo finito. Existe um funtor
F: ]kHM — kpar(G)M’
que € aditivo, monoidal, injetivo nos objetos e fiel.

Demonstragao. Definamos o funtor F :  yM — kpar(G)M que associa cada kH-modulo

a esquerda V¢ o kyqr(G)-médulo a esquerda
M(H,a) = MH & V.

De fato, M (H,a) ¢ um kpgr(G)-médulo. Lembremos que a acdo é dada pela seguinte regra

l9] > (PH@;U) { Py @ a(g)(v), sege H,

0, caso contrario,

para todo [g] € kpar(G), onde a : H — GL(V?) é a representacao de H que faz de V
um kH-moédulo.

Se f:V— W é um morfismo de kH-moédulos a esquerda, entao
f(f) : MH®V—> MH®W

definido por
F(f) (P ®@v) =Py @ f(v)

¢ um morfismo de kpgr(G)-médulos & esquerda. Nao ¢é dificil provar que

F(H)([g]> (Pg®v)) =gl F(f)(Pg @v ), pois f é morfismo de kH-médulos.
Geometricamente falando, o subgrupo H é associado ao vértice H e as suas repre-

sentagoes irredutiveis (globais no sentido classico) sao associadas as flechas da seguinte

componente conexa em I'(G):

ha
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Provemos que F ¢ aditivo. Seja @@; V; € xgM com V; € g M para todo i, entao

]—“(@Vi) :MH®(€BV¢)

]

= @ (MH®V2')
:@(f(Vi))-

A aditividade de F nos da também a monoidalidade de F. Para mostrar que F é um
funtor monoidal, considere primeiro o conjunto das classes de isomorfismos de k H-médulos
simples {Vz}fv . Assim, todos os kfH-mdédulos podem ser escritos como soma direta desses
V;.

N N
Sejam V = @ n;V; e W= @ m;V; dois kH-modulos, temos
i J
N N
Fvaw) =F(@nvie @m,v,))
i J
N
= F(@Pnim;(viov)))
]
N
= @ nimj]:(Vi ® Vj)
Y]

N
= @ nim;F( @ Xiik Vi),
i 3

em que V. é irredutivel, para todo k,
N
= @B nimj\ijpF (Vi)
i,J,k
N
= D nimjAij (Mg © Vi)
i,J,k

N
= @ nim; (Mg © PnijrVy)
i k

N
= @nim; (M © (V; 9 V)
]’\i
= P rnim; (Mg @ Vi) @ (Mg @ V)
1,7 N N
~ (M © @niv) @ (Mg © Pm,V;)
Z- j
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=(MygeV)® (Mg @ W)
=F(V)® F(W).

Portanto,
F(VOW) = F(V) @ F(W).

Para provarmos que F ¢é injetivo nos objetos, lembremos que
My = span{ Py} = k.

Segue entao que para qualquer kH-médulo V, Mg ® V=V como espago vetorial.
N N

Assim, sejam V = @ n;V;, e W= @ m;V; dois kH-modulos tais que

7 1

F(V) = F(W)

como Kkpqr(G)-médulos. Logo, a propria estrutura de kpq(G)-moédulos definida sobre
Mg @V e Mg ® W obtemos que V e W sao isomorfos como kH-moédulos. Daqui o
Teorema de Krull-Schmidt nos garante que as multiplicidades n; e m; sdo iguais para todo
ie{l,...,N}.

Para mostrar a fidelidade de F procedemos a seguir. LembramosN novamente que
se V é um kH-moédulo, da semissimplicidade da categoria | g M, V = EB n;V;, com V;

=1
simples para todo i e, qualquer morfismo f : V — W pode ser decomposto em uma soma

direta como segue
N
f=niflv,: V=PnVi — W,
1=1

em que f|y, ou é injetivo ou ¢é nulo, pois V; é simples.
Considere f,g: V — W dois morfismos de kH-modulos diferentes. Entao existe

um somando simples V; em que f|y, é injetivo ou é nulo. Por outro lado, se

entao
MH®f:MH®g:MH®V—>MH®W.

Restringindo a cada somando simples de V, é facil ver que
My ® fly, = Mg ® gly, implica fly, = gly,,
donde obtemos que f = g. Portanto, F é de fato fiel. O

Para provarmos o nosso tltimo resultado precisamos do seguinte lema.
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Lema 4.2. Seja i : A — B um morfismo de dlgebras. Entao v induz um funtor
(_ )w : BM — AM

tal que, para todo B-moédulo a esquerda N, com a ag¢io > de B em N, entdo a » n :=

Y(a)>n define uma agio de A sobre N.

Observe que, no lema anterior, se f : N — N’ é um morfismo de B-médulos
entdo f(a » n) = f(Y(a)>n) =1(a)> (f(n)) =aw» f(n), ou seja, f é um morfismo de

A-modulos.

Observacao 4.3. Como iremos tratar com duas estruturas diferentes, kyqr(H) € kpar(G),
com H < G, devemos fazer uma distingdo entre os elementos de cada um deles. Ao longo
deste trabalho, os elementos de kyq(G) serdo denotados com colchetes sem indices, por
exemplo, [a], para a € G, descreve um elemento de kyqr(G). No entanto, se a € H e
quisermos nos referir a [a] como um elemento de kpq-(H), denotaremos [a],; & classe de

a € H em kpar(H) e [a] & classe de a € H < G em kyqr(G), respectivamente.

Teorema 4.4 (Matryoshka). Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica

zero, G um grupo abeliano finito e H < G. Entdo existe um funtor
M kpar(H)M — kpar(G)M'

Demonstragio. Considere primeiro um grupo ciclico G de ordem p", com p primo e n > 2.

Veja que, podemos escrever
G=Zpy = (a| apn:e>.
Seja H < G, entao |H| = p', para algum m < n. Considere n # m. Escrevemos
H={(a"") = Zyn.
Sendo a?" " o gerador de H como subgrupo de G, definimos a aplicacao
p:G— H,

por p(al) = at?""™" para todo a! € G. Nao ¢ dificil ver que ¢ é um homomorfismo de

grupos, pois
paiad) = () = FEIP T Z I i T ot o (ad).

Lembrando que, a composi¢ao de uma representacao parcial com um homomorfismo

de grupos também resulta em uma representacao parcial, veja Observagao 1.4, temos que,

Ti=[]p00:G— kper(H)
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¢ uma representagao parcial (pois [ |, : H — kpqr(H) j& é uma respresentagao parcial)

que faz o seguinte diagrama comutar

N
kpar(H)
Assim, pela propriedade universal de kpqr(G), existe um tnico morfismo de élgebras

7 kpar (G) — kpar(H) tal que 7o [ ] =7 =[], o ¢, isto é, para todo o’ € G,

n—m

(la") = lp(a)], = [a™" "],

Segue do Lema 4.2, que o morfismo de algebras 7 induz o funtor
M= ()7 k(M = k(M

tal que, a acdo parcial de G sobre M, sendo M um kpe(H)-médulo, é a acao induzida
vista anteriormente no Lema 4.2.

Em outras palavras, se § € kyqrH € m € M com

E@mr——E>pm

a estrutura de kyqr(H)-médulo, entdo

¢ definida como sendo ¢ » m = 7(¢) > m.

Concretamente, suponha a' € G e m € M. Entdo [a!] € kpar(G). A afirmagio
acima nos diz que [af] » m = [aP""
acao de kpqr(H) sobre M.

Consideremos X € P.(H). Seja Hx = K o grupo de isotropia de X em H, entao

] >m define a acao de kpqr(G) sobre M, se > ¢ a

n—I

K < H, digamos K = <ap > =Zy, coml<m<n (podemos supor s.p.g., [ < m < n).
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. -, ~ -l
Veja que, se a6 um elemento de K, entdo af?" = (a®P

n—m

)pm_l € H. Assim,
K — <apn—l> _ <(apn—m)pm*l> g H

Além disso, sendo K o grupo de isotropia de X, entao

X=KU({Jd" "K),
1€J
em que J C {1,...,pmt —1}.

Considere w como sendo uma pl—ésima raiz da unidade,
pl
w” —1=0,

com w € k =k.
Seja My = spang{Pyx | h € H,h~1 € X}, entéo

M= My ®ky

é um kyqr(H)-moédulo simples via a seguinte agao.
Seja [atpn—m:| ; c kpar(H) [§ Paspn—mX X 1e M, entao
P,onmy@uwl, sea ™ "eX
n—m T X ’ I
W e By o) =4 (4.1)
H 0, caso contrario,

em que ¢t + s = qpm_l +r, 0<r< pm_l. Repare que se J tem v elementos, entao a
componente conexa associada ao médulo M = My ® k tem v + 1 vértices.

Segue de Lema 4.2, que para qualquer [a!] € kpar(G), e todo P gn-my ®1 €M,
a aplicacao

—m

[a!] » (P n-mx ®1) = LA (P yn-m ®1) (4.2)
faz de M um kpqr(G)-médulo (> definido em (4.1)).

ueremos mostrar agora que o kyqr(H)-modulo simples M = My ® kg, que é
D X

um kygr(G)-médulo via o morfismo 7 (que induz o funtor M), é isomorfo a um maédulo
simples N = My ® kg, com Y € Pe(G).

Kpar (H)M Kpar (G)M

M:MX(X)kw B SJT(M)’EMy@k@

De fato, se X é como anteriormente, isto é, X € Po(H) e Hy = K = Zyy, entao

m—l n—(n—m-+l)

oK) = (a" ) = (a? V2L i,

p

m—I

Para provar a igualdade ¢~ 1(K) = (a?" ), veja que
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n—m

C) Sea” € ¢ 1K), entdo @(a®) = o™ " € K isto é,

n—m n—1
P P

)

para algum y tal que 0 <y < pl — 1. Donde,

ax _ (axpn—m)p—("—m) _ (aypn—l)p—(”—m) _ aypm—l c <apm,—l>7
ou seja, ¢~ (K) C (™).
O ) Reciprocamente, se aP" " ¢ (apm_l> entao
gp(a)xp’m_l) _ (axp'rn—l)pn—m _ axpn—m-‘rm—l _ :Epn—l c K’

ou seja, (apm_l> C o 1(K).

Escreva, L := o Y (K) =Z

pn—m+l . Se

X=KuU({Ja?"™"
1€J

K),

m=l _ 1}, defina Y como sendo

Y=Lu(|JdL).

1€y

em que J C {1,...,p

(Observe que pm—l = p”_(”_m+l)). Entao Y € P.(G) e o grupo de isotropia de Y em G,
Gy, é exatamente L.

n—m-+l

Precisamos agora fixar uma raiz p -ésima da unidade . Observe que se

! _
wP =1 entao

n—m

4
WP—mHl — (WP )P =1.
Entao w definida anteriormente como a raiz pl—ésima da unidade que definia o objeto

M(H,w) =My ek, € kparHM

n—m-+l

¢ também uma p -ésima raiz da unidade e, por isso, escolhemos @ = w.

Seja My = spang{Pyy | g € G,g~ ! €Y}, entdo

¢ um kpqr(G)-médulo simples via a seguinte acao.
Seja [a!] € kpar(G) e Pysy ® 1 € N, entio
Py @wil, sea " ey,

[at] Ppsy @1 =
0, caso contrario,

emquet+s=qgm l+r 0<r<pml
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Considere a aplicacao

como sendo
Ptp”*m®1'_>PatY®1'

a
Devemos provar agora que esta aplicacdo é um isomorfismo. De fato, observe primeiro que

para qualquer a! € G, e P gn-my @1 € Mx ®k, entao

—m

Fla") > Py ® 1) = ([P "] > P ynem y ® 1)

rpn— mX ®Wq)

a

—m

= f(P,
{ nmX®wq) sea ™" e X,

caso contrario,

comt+s=qgm 47,

n—m

Py @wl, sea™'P € X,

caso contrario.

Por outro lado

[a] - f( P ogn-my®1) = [af]- Py @1
Py @wil, sea €Y,

0, caso contrario,

poist + s = qpm_l + r. Aqui, temos o seguinte,

a” P eX<—a ey,

pois se a P € X entdo P € KU (U a"pn_mK).
1€J
No caso de a™ """ € K, entdo ¢(a™") € K, logo ™" € ¢~ }(K) = L C Y. No caso de
a P e U a'?"" K| entdo existe um i € J tal que a P € «P" " K, donde
1€J
QTP _ a(frfi)p _ g0<a77"7i) cK,

logo

aTlep Y (K) =1L

a e aiL,

para algum i € J, ou seja =" € Y. Portanto, f é um morfismo de kyq,(G)-modulos.

Escreva M = My @k, e N = My ® k. Para mostrar que f é um isomorfismo,

basta mostrar que M é simples como kg (G)-médulo. Como M é um kyqr(H)-médulo
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simples, entao qualquer elemento de M gera ele como kyq(H )-médulo. Assim, tome um
elemento qualquer mg = P ,n-m 5 ® 1 em M, entdo

m

M = {[a™" "], e mo | [, € kpar(H)}

n—m

= {@([a) >mo | [ "], € kpar(H)}
= {[a'] » mo | [a'] € kpar(G)}.

A tltima igualdade segue de @ ser sobrejetiva, pois os elementos de kyq-(G) agindo sobre
M sao exatamente os elementos da imagem de p. Como my foi tomado arbitrariamente
segue que M é gerado por qualquer elemento como kpq(G)-moédulo, entdo é simples.
Assim, o Lema de Schur garante que f é um isomorfismo de kyq(G)-médulos, pois f é
nao nulo, sendo que Py ® 1 = f(Px ®1) é em particular um elemento nao nulo na imagem
de f.

Para o caso mais geral, considere o grupo abeliano finito G tal que
t t i .
G =Zym X X Ly ={al'...af |0<t; <p"—1,ie{l,... k}}.

Seja H um subgrupo de G, entao

. S pnl—'lnl S pnk—mk m; . ~
H = {a} oapt |0<s; <p; —1,ze{l,...,k‘}}:Zp;nl><~~~><Zp;nk,

com m; < n;, para todo i. Considere X € P.(H) com grupo de isotropia K. Como K é

um subgrupo de H, entao

ni—1 ng—l .
K:{aflpl 1...ai’“pk ’ logxigpi’—l, ie{l,...,k}}%Zpll><~~~><sz,€,
1 k
L
com l; < m; < n;. Seja w; € k tal que wf" —1 =20, comi € {0,1,...,k}. Entao

My = spang{Pyx | h € H, h~! € X} é um kpar-moédulo simples via

byt trpyt "k
[Cll . ak, ]H > (P slp?l_ml Skpzk—ka ®1

a, e Gy

_ q1 qk

= Tlpn17m1 rkpnkimk ® wl .. wk 9

a; ! woay k X
mi—L
onde t; +s; = q;ip; * "+ 1y
Escreva
spil ™ sypppk ™
X=KU Ual coay K|,
1€Y
onde 0 < Sji < plmi_li — 1. Considere o morfismo ¢ : G — H como sendo
N =M
t te\ KDy,
plar'...a)f) = aq
Assim, L = gp_l(K) = anl—m1+l1 X ... ank_mk“k. Logo, temos o seguinte morfismo
1 k

f:Mx Q Koy ooy wp, — My @Ky ,..., wy,

i
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definido por
skpzkimk ® 1 = Pa‘;l... azkY ® 17

s
a 1P ak

n]p—mi
' :
que resulta ser um isomorfismo de kyqr(G)-médulos. Com isto, terminamos de descrever
o funtor M. Que M(¢) : My ® V — M{, ® W seja um morfismo de kpqr(G)-médulos
sai direto da definicdo de I, para qualquer ¢ : My @ V — M 3( ® W morfismo de

kpar (H)-médulos. Ou seja, temos o seguinte diagrama comutando:

My Q@V-—--"=-- My @V
¢ M()
MXI@W___EUI__>MYI®W

Nas condigoes do teorema anterior, temos o seguinte colorario.

Colorario 4.5. O funtor da Matryoshka M : kpa'r’(H)M — kpar(G)M é injetivo nos

objetos, fiel, aditivo e monoidal.

Demonstracao. A aditividade do funtor segue direto, pois da semissimplicidade da cate-

goria, se M € kpqr(H) entdao podemos escrever

(Xi,wi)
em que m; = (wq ...wp). Portanto, da defini¢ao de 9t temos que

M(M) = PniMy, @k, = @ niMx, kg, = M,
(Xiwi)

como kpqr(G)-médulos.

Vamos ver agora a monoidalidade. Sejam My ® kr e My @ ks dois kpar(H)-
moédulos, em que m: H — GL(ky) e 0 : H — GL(ks) sdo representagoes irredutiveis
de H (médulos simples sobre grupos abelianos sao unidimensionais pelo Lema de Schur).

Entao, temos

m(MX@kﬂ'> =My @ kg

SUI(MX/ X ko-) = MY’ X kg,

definidos como anteriormente. Logo,

M(My @kr) K (Mx @ ko)) = M([X ~ X'|Mx @ kro)
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Por outro lado,

m(MX ®V) XSR(MX/ ®W) = (MY ®V) ® (MY/ ®W)
=[Y ~Y'|My @ k™
Resta provar que
[X ~ XY ~Y'].

Mas isto segue de duas sentencas, a primeira é a definicio da relacdo X ~ X/ <= hX = X’
para algum h € H, ver pagina 98. A segunda é, se Hy ¢ o grupo de isotropia de X em
H,entio X = Hx U (Ud?" "Hy).

Portanto, 9t é monoidal.

A injetividade nos objetos também segue direto. Suponha M e N tais que
M(M) =N,

como kpqr(G)-moédulos. Entao M = N como kper(G) e portanto, sao isomorfos como
kpar (H )-moédulos.

Para provar que 91 é fiel. Considere f : M — N um morfismo de k- (H)-médulos.
Entao,

f: P My, @kr, — N,

assim, f = @ flymy ok, Suponha g : M — N em ]kpar(H)M tal que f # ¢ como

morfismos de kyqr(H)-médulos. Entao existe My, ® ky uma componente simples tal que

f’MX-®k7r é injetiva e, g|MX-®kw é nula.

Mas, se

para toda componente simples, ou seja,
m(f”MYZ@kﬁ - m(g”MYi@k%a

para todo 2. Mas isto implica que

f|‘MXi®kﬁ = g||MX,L-®kﬁ'

E disto, temos a injetividade do funtor 9. O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Desde o inicio, este trabalho teve como objetivo estudar a categoria de represen-
tagoes parciais de um grupo finito G. Uma das questoes iniciais, levantada ja no projeto
de qualificacdo, era como relacionar as representacdes parciais de um grupo com as re-
presentagoes parciais do seus subgrupos, e se seria possivel generalizar essa relagao. Mais
especificamente, investigamos a existéncia um funtor nao trivial que mapeasse a categoria
dos kpqr(H )-mddulos na categoria dos kpqr(G)-mddulos, e se tal construgao poderia ser
feita para qualquer grupo. No intuito de resolver e comprovar esses questionamentos, co-
mecamos estudar as representacoes parciais para grupos finitos e a estrutura monoidal de
modulos sobre a algebra kpqr(G). Essa foi a primeira aproximagao para abordar a questao,

o que também nos levou a estudar a seguinte equivaléncia categorica

(kmr(G)M7 ® Apar Apar) = (kF(G)Ma X, Ar)

Neste ponto, surgiu um dos maiores desafios, pois estudar essa equivaléncia exigiu
estudar diferentes estruturas que, embora conhecidas, muitas vezes sao tratadas de forma
independente. Por exemplo, é conhecido o fato de que kyqr(G) = kI'(G) como édlgebras
quando G é um grupo finito, (1.5), mas esse isomorfismo também é um isomorfismo de
Hopf algebroides, Teorema 3.1, e, com isto, pensarmos na categoria dos modulos sobre um
Hopf algebroéide trouxe consigo estudar em detalhe a sua estrutura monoidal, e entender
os produtos tensoriais.

A heuristica deste assunto todo foi desenvolvida estudando caso por caso e exemplos
especificos. Durante essa investigacao, percebemos que a élgebra kyqr(G), quando vista
por meio da algebra do grupdide associado kI'(G), contém todas as representacoes do
tipo global (no sentido classico) dos seus subgrupos, o que pode ser visualizado nos
vértices do grupdide. Neste sentido, foi o que motivou o nome de Arvore de Natal, pois
geometricamente as representagoes desses subgrupos pareciam estar “penduradas” quando
feito o grupoide do grupo.

Logo, surge o teorema da Matryoshka, que conseguimos fazer gragas a decomposi¢ao
do grupo abeliano finito G, A.1, pois podemos descrever de forma geral os elementos de
um grupo, os seus subgrupos e os quocientes, tudo em funcao dos geradores do préprio
grupo (. Este teorema da Matryoshka ¢é visualizado nao s6 na forma geométrica, pois
podem haver varias componentes conexas “geometricamente” parecidas. Aqui o estudo das
representagoes parciais é muito importante, sendo que para grupos abelianos conseguimos
enxergar que as isotropias que aparecem no grupdide associado a GG sdo as representacoes
irredutiveis dos subgrupos, que também sao abelianos, logo, sao todas unidimensionais e
portanto, todas sdo isomorfas ao corpo como espago vetorial.

Ainda em relagao ao Teorema da Matryoshka, destacamos que a hipotese de que
o corpo seja algebricamente fechado é necessario para garantir que todas as raizes da

unidade estejam em k. Essas raizes correspondem as representagoes irredutiveis do grupo
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de isotropia de cada vértice. Isto de fato é importante para provarmos que o funtor é
fiel, pois caso contrario, teriamos algebras de divisdao sobre o corpo base. A hipotese
da caracteristica zero também nos garante que a algebra seja semissimples, um fato
fundamental utilizado na demonstracao do Teorema da Matryoshka.

Mas, se o grupo nao for abeliano, por exemplo, poderiamos obter uma representagao
irredutivel de tamanho maior, logo o produto tensorial ficaria muito dificil de fazer. Mesmo
assim, ¢é interessante e desafiador pensarmos o que aconteceria com grupos abelianos finitos
conhecidos e ja muito explorados, como por exemplos o grupo S3 ou Sy.

Conseguirfamos mapear a categoria dos kper(53)-médulos na categoria kpqr(Sy)-
modulos através de uma relagao funtorial?

Outra pergunta que foi inicialmente levantada é se ao estudarmos a categoria dos
kpar(G)-médulos, e analisarmos a 2-categoria das categorias modulo sobre a mesma, como
seria a sua estrutura e quais propriedades poderiamos extrair dela?

Como matematico e como algebrista, estudar diferentes estruturas e as suas relagoes
com outras é um grande desafio. Mergulhar por diferentes cendrios, como no caso indo
de grupos para categorias, de representacoes globais para representagoes parciais, fez com
que enriquecesse e amadurecesse as ideias. Muitas questoes ainda ficaram em aberto e

espero que, este trabalho, seja apenas o comego dessa longa jornada como pesquisador.
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APENDICE A - TEOREMA DOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS

E de conhecimento geral o seguinte resultado, e pode ser consultado em qualquer
livro que trate estruturas algébricas, teoria de grupos ou classificacdo de grupos abelianos

finitos. Em particular, pode consultar [19].

Teorema A.1. Seja G um grupo abeliano de ordem n > 1. Considere a fatoragdo iunica

de n em poténcias de primos distintos como seque
. aq a2 (052
n = pl p2 DY pk .

Entao,

a) G = Ap x Ag X -+ X Ay, onde |A;] = pi.
b) Para cada A € {A1, A, ..., A} com |A| = p®

Agngl ><Zp[52 X "‘Zpﬁt,

com By >Ba> > B >1eBi+ -+ B =a,ondet e B Bo... B dependem
de 1.

c) A decomposi¢io em a) e b) € unica, isto €, se

Ggleng---Bm,

o , . A
com |B;| = p;" para todo i entio B; = A; e B; e A; tém os mesmos fatores

mvariantes.
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APENDICE B - EXEMPLOS

No que segue, apresento de forma mais detalhada como foi desenvolvida na pratica
a construcao de alguns grupoides para grupos finitos. Devo avisar que as notagoes contidas
aqui podem diferir com as notagoes ao longo do trabalho, pois este apéndice busca apenas
mostrar uma pequena parte do laboratorio experimental de um matematico.

Em particular, comeco com grupos de ordem prima, pois nao vamos ter subgru-
pos nao triviais. E depois realizo para grupos de ordem p™ e pg com p e ¢ primos nao
necessariamente diferentes. As contas realizadas neste apéndice foram feitas muito antes
de chegar de fato nos resultados que procuravamos e foram provados na tese, por isso,
pretende ser um apoio para quem se interessar em tentar entender como foi encontrado o
“padrao” entre a categoria de representacoes parciais de um grupo finito G e a da categoria
de representacdes parciais dos seus subgrupos o que motivou o Teorema da Arvore de
Natal e o Teorema da Matryoshka.

Alguns algoritmos também foram implementados baseados nestes exemplos, e é por
isso que algumas notagoes sdo usadas exclusivamente aqui. Comecemos entao considerando

o grupo G = Zjy, com p primo.

O caso G = Z; com p um niimero primo

Se A é um vértice de uma componente conexa 3" com A # G, entdo G 4 = {e},

pois G' nao possui subgrupos nao triviais. Obtemos assim %(|g|_—11) =: ky, componentes

conexas diferentes com m-vértices. Portanto temos,

1 : Uma representagao parcial irredutivel associada a componente conexa com um vértice
A = {e} que denotamos por M{e}. Segue do Teorema 3.4 que M{e} = M{e} ® k.
Portanto,

M ise A=He

My 8 My = {e} {e}

0 ; caso contrario

2 : Asrepresentagoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com 2-vértices.

Cada representagao serda denotada por

My,

3

em que X; denota o vértice {e,g'}, e ko = %(|(2¥|_—11) = Q{—l denota o numero de

componentes conexas distintas com 2-vértices. Pelo visto anteriormente,
My, = Mx, .,
pois X; ~ X,_; sendo que X; = giXp_i. Logo,

M)Q@kgMXi :Mpri gM){pﬂ,@k.
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Onde My, ¢ dado pela aplicagao

Tx, o Lp——Ma(k),

comte{l,...,p—1}\ {i,p—i}.
A representagao 7y, refere-se a seguinte componente conexa

e e

T o
Xi C Xp—i

, 0 1
Ou seja, ¢* — [O 0] nao zera a “primeira fila” e “segunda coluna”, logo nos indica

que o elemento g* estd no vértice base (primeiro vértice-primeira fila ndo nula), e ha
segunda coluna primeira fila

7 Y 7 N
uma flecha no sentido “segundo vértice — vértice base”.

Note que as representagoes mx, € ™ X, s “sdo a mesma”. Por exemplo, a aplicagao 7,

em Z7 é a representacao parcial

Tx, L1 Ma(k),

e 1

¢ —— 0

com t € {1,2,5,6}. Essa representacao refere-se & componente conexa

A . &
{e.6t 7 {e™)
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Por outro lado, a representacao associada a X4 seria dada por,

Tx,: L7 M (k),

e — 1y

comt € {1,2,5,6}, que se refere & mesma componente conexa. Logo My, = Mx,, pois

carregam a mesma informagao.

Segue que,

Mx,, sej=p—i
My, WMy, = [X; ~ X;]Mx, = N
0, caso contrario.

3 : Asrepresentacoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com 3-vértices.

Cada representacao serda denotada por

My, .,

com i < j, em que X; ; denota o vértice {e, gt g}, e ks = %(|(3¥|:11) denota o niimero de

componentes conexas distintas com 3-vértices. Considere spg X; ; “lexicograficamente”
o menor vértice da componente conexa que o contém. Tal vértice serd o nosso “vértice

base”. Veja que,

Mxi; = Mx, iy = My,
pois Xjj ~ Xpjji~ Xj= (aquii—j =p—(j —1)), sendo que
XZ).] = gZXp_iyj_Z
— Iy
T X G p-

Logo,

= MXp—i,j—z = MXp—i,j 1 ® k
= Mx__ = My k
t—J,p—J Xi_ij—J ®

A componente conexa que contém os 3-vértices é
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Sei#j#p—iF#j—1Fp—JF1—], entéoMXijédadopelaaplica@éo

7TX1,7j : Zp M3 (k)a
e — 13

0 1
g 10 0
00

gt —

e gt — 0 para o resto. Mas pode acontecer que nem todos sejam diferentes, nesse caso

temos mais de uma fila ou coluna nao nulas. Ilustremos isto com um exemplo.

Considere o grupo G = Z31 e os vértices X1 9 e Xo 15. Uma conta rdpida nos permite
ver que nao existe k, 1 < k < 30, tal que X9 = gkX2715, ou X915 = gkXLQ, logo,
sao vértices de duas componentes conexas distintas, cada uma com 3 vértices. Note
também que esses vértices ja foram considerados sendo vértices bases, e as componentes

conexas que os contém sao respectivamente
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X29,30

Xi6,18

« Para a componente conexa Xy, , = {X1,2, X301, X30,29}, a representacao parcial é

dada por

Ms(k),

e —— =15

X, 431

1 0

0 0

0

« Para a componente conexa Xy, .. = { X215, X29,13, X18,16}, a representacdo parcial
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é dada por
TXy5 ' 431 Ms(k),
e ———=1I3
0 1 0
g ——10 0
- O -
gl5
o -
929 1
—0 -
_ N
gl3 1
= O—
g18
g16

Assim, as filas nos indicam os vértices do grupdide associado a representacao, e as
colunas nos indicam os vértices donde provém as flechas. Por exemplo, os elementos

que pertencem ao vértice base sao aqueles que na representacao matricial, nao zeram

010

a primeira fila, ou seja, X; j = {e,g",¢/'} é o vértice base se g +— |x 0 x| e

* % 0
0 0 1 0 * 0 * =«
Pt |5 0 x|; Xi, jo € 0 segundo vértice se g2 |1 0 0|l eg2— [0 0 1|;
x *x 0 x % 0 x x 0
0 * =* 0 *
X, js € O terceiro vértice se g8 |x 0 x| eghB [x 0 x|
100 010

010
Se temos gi — |0 0 0], quer dizer que o elemento gi apenas aparece no vértice base

000
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n+1:

010
desta componente conexa com 3-vértices. Porém, se ¢" — [0 0 1| entdo o elemento
0 0 0

g aparece no vértice base e no “segundo vértice”.

Por outro lado, as colunas nos indicam de qual vértice vém as flechas, por exemplo,
010

g'— |* 0 x| além de indicar que g* esté no vértice base (primeiro vértice), também

* % 0

segunda coluna primeira fila
- -

nos indica que hé uma flecha no sentido “segundo vértice — vértice base”, se tivermos

0 01 terceira coluna primeira fila

N 7 7 Y
g"— |* 0 x|, temos a flecha no sentido “terceiro vértice — vértice base”.

* *x 0

Se por exemplo tivermos ¢* — , isto nos indica que ¢' estd no vértice

o o O
o O =
o = O

segunda coluna
7\

-
base e também no segundo vértice, e que tém flechas no sentido “segundo vértice —
primeira fila terceira coluna segunda fila

A

7 N 7 N
vértice base” e “terceiro vértice — segundo vértice”

Por 1ltimo, temos que,

My, WMy, , = [Xij~ Xp ] Mx,,

O que significa que, o produto é diferente de zero quando, i/ =p —ie j' =j — i, ou

d=p—(j—i)ej=p—j.

As representacoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com até p — 1
vértices. Seja X, 4, i = {e,9',9",..., 9"} um vértice com n + 1 elementos, com

ne{l,...,p—2} ei, <ipyq, para todo r. Entao

X s i~ s s~ X .~ X .
11,225--5ln p—i1,02— 115 5tn— 01 11—12,p—12,...,0p—12 11— 0,22 lpye D1y’

pois,

p_i17i2_7;17'-'7in_i1

L —gh
Xll,ZQ,...,Zn_g X

glz _
11 —=12,Pp—12,...,in—12

= gZ" 0 0 g q .
Zl_ZnJQ_Zn;m,p_ln’
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Sem perda de generalidade consideramos o vértice base (primeiro vértice) X; ;. ,

sendo lexicograficamente o menor de todos os vértices da componente conexa que o

p—1
contém. Veja que temos (n—fhl modulos simples diferentes nao isomorfos associados
p—1
a vértices com n + 1 elementos, ou (n—ill componentes conexas diferentes com n + 1

vértices.

A representagao associada ao vértice X; sera denotada por

lai27"'7in

Mx

215225--5tn

Segue-se que

M =M =---=M .
Xiysig.vomsin Xp—iqig=it,emin—i1 X =t = tn, e p—in
Portanto,
M k=M
Xil,iQ,...,in ® le,iz,...,m
- M ~ M k
Xp—il,iQ—’il,...,in—il Xp—il,iQ—il,...,in—’il ®

=My My ® k.

i1 —in,i2—in,...,p—in 11 —1In, 19 —in,..,p—in

A componente conexa que contém o nosso vértice base fica do tipo

X Xp_i1,i2_i17---7in_i1

1 7’[:2""7:71 k/
X

7:1 _i27p_i27"'7in_i2

X-

11 _inaiZ_inw--’p_in

Como o segundo vértice ¢ X, depende da escolha do vértice base. Caso

i1 i —i1
o vértice base seja escolhido de forma diferente, a obtencao dos outros vértices continua
similar, mas deve-se tomar cuidado ao fazer as substracoes, que sao modulo p em todo

momento.

No entanto, a representacao independe da escolha da ordem dos vértices, seja qual for
o vértice base ou o resto, pois como falado anteriormente, as representagao resultam

ser “as mesmas’.
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Pela construgao, M X, ¢ dado pela aplicacao

3125 5tn

TX : Ly — My (k),

11,89, 50n

em que Ty, (g!) ndo zerar a célula (r x s) nos indica que g' estd no r-ésimo

11,8250 050n
vértice, e ha uma flecha no sentido “vértice s — vértice r”.
—— ——
coluna s fila r
Segue entao que,

MX MX/ il g [[Xi17i27~-~7in ~ Xi/l7i127‘-‘7i;zﬂMXi1;i2’~~-7in

7585 500yip

115225--5n

p: As representagoes associadas a componente conexa

2

Logo, quando o vértice é o proprio grupo G = Zj, temos Mq := Mg Qg Vp,, ver 3.4,
que denotaremos por M(G, pi) €m que os p;’s identificam a representacao irredutivel
Vp:, que tem a ver com as representacoes irredutiveis de kG, associadas as rafzes da

unidade.

Lembrando aqui que as representacoes associadas a Zjy sao determinadas pelas raizes
p-éssimas da unidade, ou seja,

p1: Ly —Kk",  py:Zy—=k*, e ppet Ly —Kk* pp i Ly —Kk*
er——1 e——1 er——1 er——1
gr——1 g——w g,_>wp—2 gl—>wp_1
¢?—1 ¢? —w? g% —> wP™4 g? —wP?
gp—2H_1 gp—2,_>_wp—2 gp—2'_>_w4 gp 2Hw2
[ a— Pl > Pl . e — L

27t

onde w=c¢e¢ 7 .

Por 1ltimo, temos entdo que se A é um vértice de I'(G),

M, X My = M@Gp,) seA=G,
(G7p7) A ;.
0 caso contrario,

em que My = Mg ), € pe(g") = pi(g") - pj(g"), i.4,k € {1,...,p — 1}. Neste caso
temos que este produto se identifica com o produto em Zj.
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Lembramos que nos referimos como “componentes conexas triviais” aquelas que se referem

aos vértices {e} e G.
Exemplo B.1. Seja G = Z5 = {e,g : ¢° = e}. Vimos que

e, Pe = {{e},{e,g},{e, 0}, {e, 0}, {e, g%}, {e, 0, 0%} {e, 9,63}, {e, 9, 9%}, {e, 6%, 93,
{e, g% %} {e, % a*} {e, 0, 6% P} e g, 9% g% e, 9,93, 9% ), {e, 92, 93, g%}, G}, neste caso
temos 5 componentes conexas nao triviais:

. Zx, = {{e.g9}. {e, g}
.« Tx, = {{e, ¢’} {e, g}
« Yx,, = {{e.9,9°} {e. 9.9 {e, 8 g1
« Tx,, = {{e.0.9°} {e.a* 6%} {e. 0% 9"} )
© Sx,,4. = H{e.0.0%.6%) {e.0.0% 9" {e, 0. 6%, 9%} {e g% 8% M)}
Como espacos vetoriais temos as seguintes igualdades,
Miey = kPey
= kPle.gy DRPre g4y
M, = kPeg2) @ kPpe g9
My, = kPye g g2y @KL g g1y O KL g5 g1y
My, = kPpe g g7y @KL e g2,y O RP(e g2 g4
Mx, 5 =kPlegge gy OKPle g g gty OKP e g go gty DKLl g2 g3 g1y
Mqa =kPg.
Por outro lado, temos as representacoes parciais irredutiveis
« Mgy =My @k, logo My KMy = [A={e}]M,;
o My, = Mx, ®k, com i € {1,2}. Entao,

My, = My,  ®k, com j € {2,3}. Entao,

MXLj X MXij = [[XLJ' ~ Xl,j/]]MXLj = 5j,j’MX1,j'

~ L . e
M X103 = M X105 ® k. Pois vimos que apenas ha uma componente com 4 vértices.
Entao,
~
MX1,2,3 X MX1,2,3 = MX1,2,3'

Ma = Mg.p,) = Mg ®rc Vi,
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Em resumo, temos as seguinte tabela de multiplicacao:

= M{E} My, | Mx, MXl,z MX1,3 MX1,2,3 M(G,pj)
M{e} M{e} 0 0 0 0 0 0
Mx, 0 Mx, 0 0 0 0 0
My, 0 0 My, 0 0 0 0
Mx, , 0 0 0 My, , 0 0 0
Mx, , 0 0 0 0 My, , 0 0
Mx, , 4 0 0 0 0 0 Mx, , 4 0

Mapy 0 | O ] 0 ] 0 ] O 0 [ M)

Onde

p1:G—Kk*, po:G—k*, p3:G—=k*, p4:G—k*, p5:G—=k"

e——1 e——1 e——1 e——1 e——1
gr—1 g—w g|—>w2 g|—>w3 g|—>w4
g2|—>1 92»—>w2 g2|—>w4 g2»—>w g2|—>w3
g3|—>1 g3»—>w3 g3|—>w g3|—>w4 g3|—>w2
g4|—>1 g4|—>w4 g4|—>w3 g4|—>w2 g4Hw

Veja que para a componente conexa trivial {e}, temos o produto M (e} XMy = My so se

A = {e}, e para o resto é zero. J& para a componente conexa trivial G fica

MG,p) MG ) = MG pp)

em que pg(g") = pi(gh) - Pj (g1), logo, o que temos é a tabela de multiplicacio de G:

xlelg|d|d]|g X | M) | MG | MGps) | M(Gpa) | M(Gps)
ele|gl|d|d|g MG | MGy | M(Gps) | MiGops) | M(Gupa) | MiGips)
919198 |g" | e| _ | Mapm | MGp) | MG | Micp) | MiGps) | Micon)
719 g ey MGps) | MiGrps) | MiGoa) | MiGrps) | MiGoon) | MiGopa)
PP gt el gl MGpy) | MGps) | MiGps) | MiGpr) | MiGups) | M(Gopa)
gl elgld|g MG p5) | MiGps) | M(Go1) | MiGrps) | MiGps) | MiGopa)

Lembremos a decomposicao da algebra kI'(G), ver (1.7),

kK['(G)= Y cm(H)Mpy(kH).
H<G
1<m<(G:H)
Para grupos que tem subgrupos nao triviais, a decomposicao acima pode ter “somandos
nao triviais”, isto é, somandos em que devem ser considerados os subgrupos H, tal que
{e} £ H < G. Para o grupdide, é natural pensar que algumas componentes conexas

poderiam ter grupo de isotropia nao trivial.
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Como visto anteriormente, se G = Zj,, com p primo, o subindice m acima varia no
conjunto {1,--- ,|G|}, e o célculo do coeficiente ¢,,(H) nao se faz necessario.

Porém, se por exemplo G = Zpq, devemos considerar os subgrupos Zy e Zg, € o
m varia nos seguintes conjuntos {1,...,pq}, {1,...,p} e {1,...,q}, assim como deve ser
considerado na hora de calcular os coeficientes ¢, (H).

Vejamos primeiro o caso p = ¢q, G = sz.

O caso GG = Z,> com p um nimero primo

Quando G = Ly, Ly é o unico subgrupo nao trivial de G. Se A é um vértice de

uma componente conexa X", com A # G, entdao G4 = {e}, ou G4 = Zy. Temos entao,

i) A representagao parcial irredutivel M (e} associada a componente conexa com um vértice
A = {e}. Temos M,y = M.y @k e portanto,

My, se A={e},
My RMy =4 te}

0 caso contrario.

i1) As representagoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com isotropia

nao trivial Zy. Aqui, ¢ (Zp) = %(1%__11) denota o nimero de componentes conexas
distintas com m-vértices, sendo 1 < m < p— 1, pois ¢1(Zp) = 1 implica em ¢y(Zp) = 0,

(1.8).

Por tanto, temos

1: A representagao associada a componente conexa com um vértice

2p

g

g(P—l)P

em que Zy = {e, g°, 9P, ... ,g(p_l)p}, isto €, Zy como subgrupo de Z,2.

Para MZ,, k7, Vy,;, denotamos tais representagoes por

Mz,

em que os v;’s identificam a representacdo irredutivel V,,, i € {1,...,p}, que tem a
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ver com as representagoes irredutives de kZ), associadas as raizes da unidade.

v Ly —k | vo : Lye —=k Vp—1:Lp2 —>=k | Vp: Lpp —>k
e——1 e———1 e e——1 e——1

gPr—1 Pr——w gp,_>wpf2 gp%)wpfl

g ——1 e —— .. G?P — P4 G?P — wP ™2
gP2r 51 gP=2P s P2 o gP=2P s 4 gP=2P s 2
g5 gP=bp s 1 o L e ) Ju—
gt —0 g —0 g —=0 gt——0

2mi

onde w =e » , e t ndo é multiplo de p. Por ultimo, temos entdo que se A é um vértice
de I'(G),

M(Zp,Vk) se A= Zp,

0 caso contrario,

em que My = M(va,/j), e vp(gh) = vi(gh) - v (g%). Neste caso temos que este produto

se identifica com o produto em Zj,.
2 : As representacoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com 2-
vértices. Cada representacao sera denotada por

em que XI = {e,gP, g%, ... g®7VP gl go¥i g2p+i g 0=Uptiy > 7, ¢iz,
comie{l,....,p—1}, eca(Zp) = Q(p 1) = p%l denota o nimero de componentes

conexas distintas com 2-vértices e isotropia Zjy. Veja também que
Myp=Mxp |

pois Xp ~ Xg ;» sendo que sz = gng_i. Dito de outra forma, temos uma reuniao

de classes laterais em sz dois a dois.

As componentes conexas sao da forma

g(p—l)p

. P
X D (- 1>;v

Observe que, aqui, nao ha apenas um morfismo de X 57 ; em Xf , na verdade quando

se escreve o morfismo g;Z; (note-se o formato diferente), quer dizer p morfismos,
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esses sdo os morfismos ¢¢, gPt?, ... ,g(p_l)pH : Xg_i — XZ]-D . Analogamente quando

escrevo o morfismo gP~"Zj, quero dizer que sdo varios morfismos.

Por outro lado, como estamos no caso em que possui grupo de isotropia Zy, segue

que denotaremos por
Mxz)-
onde 1,’s sdo associadas as raizes r-éssimas da unidade, r € {1,...,p — 1}.
Por tltimo, para A vértice de T'(G),
[XP ~ XPIM xp .y se A= X,
Mixr p,) M Ma = R o
0 caso contrario,
em que A= Mixr, ), e vi(gh) = vr(gh) - vs(gh). Aqui fazemos especial mencio em
]7 S
que, além de terem o mesmo grupo de isotropia, devem estar na mesma componente

conexa.

3 : As representagOes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com 3-

vértices. Cada representacao sera denotada por
M rp
Xij

em que

2 -1 | p+i —1)p+i

Xf’j = {67gp7g pa s 7g(p )p)QZ’gp—H’g p+l,. e ,g(p )p_H,
: o T
gl gPti g?ti gDty

=7y Ug'ZyJ gLy

comi,je{l,....p—1},i<jec3(Zy) = %(gj) denota o ntimero de componentes
conexas distintas com 3-vértices e grupo de isotropia Zj,.

Anélogo ao caso de grupo simples, podemos considerar XZZ? j lexicograficamente o
menor vértice da componente conexa que o contém. De novo sera chamado de

primeiro vértice, ou vértice base. Aqui comparamos apenas os subindices ¢, j.

Veja também que

MXf,j - MX;’_M_Z. - MXij,p_j
pois Xg. ~ Xg—z',j—z‘ ~ Xffj,p—j’ (i—j=p—(j—1)),sendo que
XPi=g'Xb
- ngZij,p*j

A componente conexa que contém os 3-vértices é do tipo
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n+1:

3]

em que ngp C Zj;» indica os elementos {gk, gp+k, 92p+k, . ,g(p_l)p+k}, para qual-

quer k € {1,...,p—1}. Logo, as flechas diferenciadas querem dizer que sao p flechas.

Por outro lado, como estamos no caso de grupo de isotropia Zy, segue que
Mxr = Mxr ®xz, Vi,

que denotaremos por

M .
(Xz?jjaVT)
em que v sdo como acima, associado as raizes da unidade, r € {1,...,p — 1}.
Por ultimo, para A vértice de I'(G),
[XP. ~ XB M v se A= X1
2, ) X iV /a &
Mxr )R My = j g (X vk) Z/J. 7
7 0 caso contrario

em que My = Mxy ). e vi(g') = vr(g") - vs(g").

As representacoes parciais irredutiveis associadas a componentes conexas com até

p — 1-vértices.

Seja
P _ : ; .
X iy = LpU g ZyU g Zy U U g Zy
um vértice com (n + 1)p elementos, com n € {1,2,...,p—2}, e iy < ip41. Entdo tal

vértice pertence a componente conexa com n + 1 vértices. Logo,

xP : p xP ~ XP

11,22, 450n P—11,02 =01, sl 0] 11—12,p—12,...,in—12 11 —Tn,02—TnseeesD—0p,
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pois,
D — g1 xP
11,22,..5lpn g P—11,12—11,...,n— 11
= gZQXp

z'1_i27p_7:27"'72.71_7;2

ilfinaiQ*in,nwp*in’
Sem perda de generalidade consideramos como no caso de grupos simples, o vértice

base (primeiro vértice) Xg s , sendo lexicograficamente o menor de todos os
i,

yeln

p—1
vértices da componente conexa que o contém. Veja que temos (nil) modulos simples

diferentes nao isomorfos associados a vértices com (n+ 1)p elementos e isotropia nao

()

trivial Zp, ou 4+ componentes conexas diferentes com n + 1 vértices e isotropia
Zp.

A representacao associada ao vértice X i sera denotada por

225.45ln

p
MX

11,895 50n

E a componente conexa que contém o nosso vértice base fica do tipo

g<p71)1>

b
s a7
g»=Dp w’x
2p N

Xp
il_inai2_in7~~'ap_in

g?

9°"

Vale a mesma observagao sobre as p flechas quando escrevo ngp. Veja também que,

como o segundo vértice é X]];

i ig—ig i —ip? depende da escolha do vértice base,
i PARRS A 11

construcao semelhante ao caso do grupo simples no primeiro caso.
Porém, tal representacao independe da escolha da ordem dos vértices, seja qual for

o vértice base ou o resto, pois como falado anteriormente, as representagao resultam

ser “as mesmas”.
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Por outro lado, como estamos no caso de grupo de isotropia Zy, segue que

115225+ n

21522500y n

®kz, Vo,

que denotaremos por
M (XP

1589, z‘naVr)’

em que v, como mencionado anteriormente, estao associadas as raizes da unidade,
comre{l,...,p—1}.

X M 4 é diferente de

s % Y% ~ p ) ] . ’
zero se A é da forma le,jz,---,jn e Xil,iQ,...,in thj%m?]n, ou seja, se A esta na

mesma componente. Logo,

Por ultimo, para A vértice de I'(G), o produto M(Xp

11,125, in’VT)

em que z/k(gt) = Vr(gt) . z/s(gt).

ii1) Componentes conexas nao triviais com grupo de isotropia H = {e}. Como (G : H) = p?,
cp2({e}) = 0 e ci({e}) = 1 (esta tltima se refere a nica componente conexa trivial
com 1-vértice e grupo de isotropia {e}, considerada em 1)), entdo basta considerar
me{2,---,p>—1}.

A quantidade dessas componentes fica determinada pela regra

em({e}) = %((i:i) —m(zqﬂ))

plm
Repare que nem sempre p | m, logo temos dois casos a ser considerados:

x) Quando m nao é multiplo de p, isto é, p{m, temos

em({e}) = %((ij))

%) Quando m é um multiplo de p, isto é m = tp, com 1 < ¢ < p— 1 um inteiro positivo,

em({e)) = %((i - tct<zp)).

Em quaisquer desses dois casos, procedemos como no caso de grupos simples e

entao temos

denotamos o modulo simples associado a cada uma dessas componentes por My, se

tem 2-vértices, My, ; se tem 3-vértices, ..., Mx. se tem n + 1-vértices. Note

i1,49,-50n

que nenhum desses vértices vai ser uma reuniao de classes laterais do subgrupo Z,,

pois tais vértices tém grupo de isotropia Z.

iv) As representagoes associadas & componente conexa
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g(p—l)p

Temos M(sz,pi) = MZp2 ®kZp2 Up,, com 1 € {1,... ,pQ}, as representacgoes associadas a

Zy.

Exemplo B.2. Seja G = Zg, aqui temos o subgrupo nao trivial Z3. Lembrando da
decomposi¢ao
k['(G)= > cn(H)Mp(kH),

H<G
1<m<(G:H)

1 (G:H)-1 ‘B (B)
os coeficientes ¢, (H ) sdo dados por: ¢, (H) = —- (( ' )—m Z %) . Com

(B:H)|m
esta formula, nao é dificil provar que c1({e}) =1 e ¢1(Zg) = 1, que se referem as (tnicas)

componentes conexas com 1-vértice e grupos de isotropia {e} e Zg, respectivamente. Assim,
e Quando H ={e}, 1 <m <9,eci({e}) =1,

e Quando H =7Z3,1 <m < 3, pois se m = 3,

c3(Z3) = % . ((2 : 1) — 3(01(3ZQ>)> =0 = c3(Z3) = 0.

e Quando H =Zg, m =1e ¢1(Zg) = 1.
Temos entao,

o As componentes conexas triviais, logo os médulos simples associados a elas, a saber,

M{e} e M(Zg,pi)7 com 1 <13 <9;

Myey = Myey ®k, Mz4.p) = Mz, Rxz4 Voi:

em que os V),’s tem a ver com as representacoes irredutiveis de Zg, determinadas por

aquelas p; : Zg — k*. Assim, os tnicos produtos possiveis sdo da forma

Myey & Moy = Myey, Mz, p) B Mz 5y = Mz )

em que pg(g') = pi(9')p;j(g"). O produto Mz,.p5) ¥ Mz, ,.) Pode ser identificado com
a operacao em Zg.
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» Ascomponentes conexas nao triviais com grupo de isotropia Z3. Sao ¢, (Z3)-componentes
conexas com m-vértices e 1 < m < 2:

1(Zs) = %(i’ji) _ (3) 1

ou seja, 1 componente conexa com 1-vértice e grupo de isotropia Zs. A saber,

1) Quando m =1,

{e,g3,9%}
em que {e, g% ¢°} = Zy e,
Mz, = Mz, Qxz, Uy, = Mz, 1),

onde Uy,’s tem a ver com as representacoes irredutiveis de kZ3. Logo,

T(Zgwn) G — End(k ® k), T(Zgwy) | G— End(k ® k),
el 1 e 1
9,9 ————0 9.4 ————0
g3: 1 g3: w
gt ————0 P P— 0
45 1 4 2

97798'—>0 97798'—>0

T(Zgws) - G — End(k ® k),

et 1
2

9,90

2

ggv—>w
94795'—>0

g0 w

97798'—>0

2kmi
em que w = e 3 . Portanto, o produto

M(Zgﬂfi) x M(Z?,,Vj) - M(Z3,Vk)’
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se identifica com a operacao em Zs, assim como feito no Exemplo 3.7,

x | e g2 X

g Mzy01) | M(z,0) | M(Z5,05)
cl1cl 9 92 - M(Z&Vl) M(Z&Vl) M(Zs,l&) M(Z3,V3)
9|9 e] | Mz | Mg | Mg | Mz
19| ey Mza5) | M(z5,05) | Mz331) | M(Z3,0)

Observe que, tal componente e tal produto parece uma “cépia” da componente do

grupo inteiro no Exemplo 3.7.

o -4(320)-3(0) -

ou seja, temos apenas 1 componente conexa com 2-vértices e grupo de isotropia Zs.
A saber,

Quando m = 2,

sendo X3 = Z3UgZs = {e,9,6%, g% ¢%, 9"}, e X3 = Z3Ug’Z3 = {e, 4%, ¢°, ¢°, 45, 45}

Temos também,
Mys = Mys @iz, Uy, = Mxs @iz, Uy, = My,

Mixp ) = Mixgm)
em que os Uy,’s tem a ver com as representacoes irredutiveis de kZ3 mencionadas
anteriormente, com i € {1,2,3}.
Portanto,
Mxp ) B Mxg ) = Mixgn,
em que os v;’s tem a ver com as representacgoes irredutiveis de Zg, e v resulta da
regra ja mencionada em varias ocasioes.

Aqui também podemos observar que tal componente Xl parece uma “copia” da
componente conexa X1 no Exemplo 3.7, salvo grupo de isotropia. De fato, o modulo

M(Xf’,ul) em kpm(Zg)M pode ser identificado com o médulo My, em lkpar(Za)M'

» As componentes conexas nao triviais com grupo de isotropia neutro {e}. Sao ¢, ({e})-

componentes conexas com m-vértices e 1 S m < 9, pois ¢1({e}) = 1, e cg({e}) = 0.

Assim, temos que
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2)

Sao co({e}) = %(g:%) = (%)(%) = 4 componentes conexas com 2-vértices.
Logo, Mx,, Mx,, Mx,, Mx,, sao os modulos simples associados as componentes
conexas com 2 vértices. Similar ao caso de grupos simples, M x, por exemplo, é¢ dado
pela aplicacao

Tx, :  Lg———> Ma(k),

e —— 15

gt 0

com t € {2,3,4,5,6,7}. Aqui temos My, = Mx,. Segue entao que
My, X MXj =0; ;Mx,,

com i,5 € {1,2,3,4}. Lembrando que ao tomar os vértices base, sdo considerados
os “lexicograficamente menor”.

Como 3 é multiplo de p = 3, caimos no caso c3({e}) = %((gj) — 1c1(Z3)) =

(%)(28 — 1) = 9 componentes conexas com 3-vértices. Aqui, as componentes conexas
nao podem ser reuniao de classes laterais de Zg, pois essas componentes tem grupo
de isotropia Zs.

Seja por exemplo X7 9 = {e, g, g2} o vértice de uma componente conexa, os seus
outros dois vértices sao obtidos igual foi feito no caso de grupos simples, temos entao
Xg,1 e Xg 7. Logo, como dito anteriormente, essa componente 3 X1, tem por vértice

base X1 2 (lexicograficamente menor). Ainda, a aplicacdo que define o médulo My, o
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é dada por

Ms(k),

gt|—> 0

para t € {3,4,5,6}. Aqui temos My, , = Mx,, = Mx, ., logo
My, , &My =0

para qualquer outro vértice que nao for nem Xg 1 ou Xy 7.
4) Sao cq({e}) = Zli(g) = (%1)(5—16) = 14 componentes conexas com 4-vértices.
5) Sao c5({e}) = %(i) = 14 componentes conexas com 5-vértices.

6) Como 6 ¢ multiplo de p = 3, temos cg({e}) = %((g) — 209(Z3)) = %(56 —-2)=09

componentes conexas com 6-vértices.
7) Sao c7({e}) = %(2) = 4 componentes conexas com 7-vértices.
8) Sao cg({e}) = %(g) = 1 componente conexa com 8-vértices.

Observe entao que, o produto tensorial no exemplo anterior fica semelhante com a

seguinte tabela

X Miey | M yoim | M(@sy) | Mx305) | M(Gpy)
Mg, Mg, 0 0 0 0
MXi”.2 ..... . 0 My 0 0
M(Zg’w) 0 0 M(ZS,Vk) 0 0
M(Xf’,w) 0 0 0 M(Xf’,uk) 0
M(G7pi) 0 0 0 0 M(G,pk)




APENDICE B. EXEMPLOS 139

onde X = [m = n, X;

componentes conexas com grupo de isotropia Zs, e os seus médulos associados a v, isto

Vi ™ le7j27~-~7jm]]MXi1,i2,..‘,in' Em particular, observe as
é, M.,y e M xs, y, que foi mencionado anteriormente. Com isto, ¢ possivel ver que
3,1 1,71

a categoria dos moédulos sobre kyqr(Z3) estd inmersa na categoria dos médulos sobre
kpar(Zg).
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