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Questao 1 Sejam R um anel com 1, e M um R-médulo. Um elemento
m € M é dito de torgao, se existe r € R\ {0} tal que rm = 0. Considere o
conjunto dos elementos de torcao:

Tor(M) = {m € M | m é de torgao}.

(a) Se R é um dominio de integridade, prove que Tor(M) é um submdédulo
de M.

(b) Dé um exemplo de um anel R e um R-mdédulo M tal que Tor(M) nao
seja submodulo de M.

(c) Se R tem divisores de zero, mostre que Tor(M) contém elementos
nao-nulos.

(d) Se R éum dominio de ideais principais e M é um R-mddulo finitamente
gerado, mostre que M = Tor(M) @ F, onde F é um R-mé6dulo livre
de posto finito.

Questao 2

(a) Prove que um R-mdédulo M é injetivo se, e somente se, para todo ideal
I 9 R, todo homomorfismo ¢ : I — M de R-mddulos se estende a um
homomorfismo ¢ : R — M.

(b) Considere o anel R = Z/mZ e os médulos M; = R e My = Z/dZ,
onde d é tal que m = da e mdc(d,a) > 1. Mostre que M é injetivo e
M5 nao é injetivo.

(c) Seja R um dominio de ideais principais. Prove que um R-médulo M

é injetivo se, e somente se, M é divisivel; isto é, existe r € R\ {0} tal
que rM = M.

(d) Conclua que Q/Z é um Z-médulo injetivo.



Questao 3 Considere R anel qualquer com unidade. Prove os itens abaixo.

(a) Um R-médulo & esquerda M é semissimples se, e somente se, toda
sequéncia exata curta de R-médulos a esquerda

f

0 N M-2.p 0

cinde.
(b) Prove que se L é um R-médulo & esquerda livre, entdao a sequéncia
exata curta de R-mddulos a esquerda

0 K-l.r 9. 0

cinde. A reciproca é falsa, encontre um contra-exemplo.

(c) Seja
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um diagrama comutativo, isto é, ag o fi (:) groai, B1ogo (:) hgo By e

3 . o
B20g1 = hiofB1. Se as sequéncias dadas pelas colunas e as sequéncias
(i) e (ii) s@o exatas, entdo prove que a sequéncia (iii) é exata.

Questao 4 Faca as questoes abaixo.

(a) Sejam R um anel com unidade e M um R-mddulo a direita. Mostre
que M ®pr R e M sao isomorfos como R-moédulos a direita.

(b) Dé um exemplo mostrando que se a e § sdo homomorfismos injetores
de grupos abelianos (ou Z-mddulos), nao necessariamente o ® (3 é
homomorfismo injetor de grupos abelianos.

(c) Se R é um anel comutativo e M e N sdo R-médulos. Entao M ®@p N
e N ®g M sao isomorfos como R-médulos.



