Exame de Qualificacao - Analise Numérica

Data: 13/09/2024

1. Sejam m,n € N, A uma matriz m x n, £ € R" e y € R™. Defina o funcional:

o(x) = || Az — y|*.

(a) Mostre que as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
i. () < p(z), para todo z € R™;
ii. Az = P(y);
iii. ATAz = ATy,
iv. Vo(z)=0.

Aqui, P:R™ — R™ denota a projecao ortogonal sobre a imagem de A. Ainda, AT é a transposta

de A.

(b) Classifique as afirmagoes a seguir em verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, prove-a, e se for falsa,

apresente um contra-exemplo.

bl. O funcional ¢ admite pelo menos um minimizador;

b2. O funcional ¢ admite no maximo um minimizador.
(¢) Determine a pseudo inversa de A supondo que posto(A) = n.

(d) Determine a pseudo inversa da matriz A = [1,...,1] € R™*".
2. Sejam n € N, A uma matriz n X n simétrica e definida positiva e b € R"™.

(a) Mostre que o vetor x € R™ ¢ solucao do sistema linear
Axr =b,
se e somente se, ele minimiza o funcional
p(o) = 5(Ar,3) - (b.2).

(b) Seja B = {po,...,pn—1} C R” um conjunto de vetores nao nulos e A—conjugados, isto é, (Ap;, p;) =0

se i # j. Mostre que B é uma base para o R".

(c) Considere o seguinte algoritmo:



Entrada: matriz A, vetor b, vetor o € R™ e conjunto A—conjugado {po, ..., Pn_1}-
Saida: vetor x, € R".

k<0

Enquanto k£ < n faga

rk<—Axk—b

_ <rk7pk>
Ok < (Apg,pr)

Tpy1 < T + QgPg

k+—k+1

Fim (Enquanto)

Mostre que para cada k € {0,...,n— 1}, o vetor x4, 1 minimiza o funcional ¢ no conjunto {xy+ apy :
a € R}

(d) Prove que Az, =b. (Sugestao: Para todo k, tem-se que zy — zp = Z?;& a;p;. A tnica solugao z* de

Az = b pode ser escrita na forma x* — zg = Z?;Ol o;p;. Mostre que ay = oy, para todo k.)

3. Considere o problema de conveccao-difusao

vt av, = Vi, x€(0,1), t>0 (1)
w(z,0) = f(z), z€[0,1] 2)
v(0,t) = go(t), t=0 (3)
o(Lt) = qi(t), t=0, (4)

sendo a e v constantes reais positivas. Admita que go(0) = f(0) e que ¢1(0) = f(1). Propde-se o seguinte

esquema numérico para aproximagao de (1):

anH =V = R6_(V}") + 7’52(an)> (5)

com r = vAt/(Az)?, R = alt/Ax, 6_(V) =V =V, 0*2(V) =V, =2V + V.

a. No contexto da aproximac¢ao numérica de (1), faga uma andlise de consisténcia para o esquema

numérico (5).
b. Discuta a estabilidade desse esquema, utilizando analise de Von Neumann.

c. Escreva como um todo o esquema numérico para aproximagao de (1)-(4) e a ele aplique adequada-

mente o Teorema de Lax.



4. Para o problema de Cauchy

u = f(u), t>t (6)

u(to) = uo, (7)

considere o seguinte método de aproximacao de passos multiplos:

3U™M? AU 4 U™ = 2ALf(UT). (8)

a. Apresente um método de predigao-correcao para (8), de forma que o passo preditor tenha mesma
ordem que (8).
b. Defina zero-estabilidade para um esquema de passos multiplos para aproximagao de (6)-(7) e mostre

que (8) é zero-estavel.

5. Descreva com detalhes o método da poténcia inversa. Mostre como ele pode ser utilizado para encontrar

o autovalor de uma matriz A mais proximo de um dado nimero a.



