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Questao 1

(i) Para M, N e P moédulos sobre um anel comutativo R, prove a adjuncao Hom(M ® N, P) =
Hom(M,Hom(N, P)).

(ii) Prove que (Z/nZ) ®yz (Z/mZ) = 0 se m,n sao coprimos.

Questao 2 Seja R um anel comutativo.

(i) Sejam M um R-médulo noetheriano e u : M — M um morfismo sobrejetor de R-mddulos. Prove
que u deve ser um isomorfismo (use os submédulos ker(u™)).

(ii) Sejam M um R-médulo artiniano e w : M — M um morfismo injetor de R-médulos. Prove que
u deve ser um isomorfismo (use os médulos quocientes coker(u')).

Questao 3 Seja R um anel nao necessariamente comutativo com unidade.
(i) Prove que as afirmagoes abaixo sao equivalentes.

(1) rR é semissimples.

(2) Todos os R-médulos & esquerda sao projetivos.

(3) Todos os R-médulos a esquerda finitamente gerados sdo projetivos.

(4) Todos os R-médulos a esquerda ciclicos s@o projetivos.

(5) Todos os R-médulos a esquerda s@o injetivos.

(ii) Dé exemplo de médulos projetivo e injetivo que nao seja o médulo nulo.
Notas: e pR significa que R é considerado como um R-médulo a esquerda sobre si.

e Use, se achar conveniente, que rR é semissimples se, e somente se, toda sequéncia exata curta de
R-médulos a esquerda cinde.

Questao 4 Sejam R, S anéis nao necessariamente comutativos com unidade.

Suponhamos que R seja um subanel de S, que N seja um R-médulo a esquerdaequet: N — S®@rN
seja um homomorfismo de R-médulos a esquerda definido por ¢(n) = 1 ® n. Além disso, sejam L um
S-médulo & esqueda e ¢ : N — L um homomorfismo de R-médulos a esquerda. Entao existe um
uinico homomorfismo de S-moédulos a esquerda ¢ : S ®r N — L tal que ¢ ot = ¢. Reciprocamente, se
¢:S®r N — L é um homomorfismo de S-médulos a esquerda entao ¢ := ¢ o ¢ é um homomorfismo
de R-médulos a esquerda.

Bom exame!



