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Nota

Faca seis das questoes abaixo.

1. Se f € LP(R), entao, defina para cada n € N o conjunto

o ={z €R : |f(2)| 2 n}.
Mostre que a medida de Lebesgue de u, tende a zero quando n — oo.

2. Sejam f, g € L'(R). Sabe-se que a funcao (z,y) — f(z —y)g(y) é mensurdvel em R x R. Primeira-

mente, mostre que
[\t =wldy = [ I#(a)ldz
R R
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Agora, mostre que a funcao

¢ finita em quase todo ponto e

[n@ids < [ ifds [ lgw)ds

3. Mostre que:

(a) Se {z,}neny é uma sequéncia fracamente convergente num espaco normado X, i.e., z, — o,
mostrar que existe uma sequéncia de combinagoes lineares de elementos de {x,, },en que converge
fortemente para zo. Ou seja, ¥y € span{z, }nen.

(b) Conclua que todo subespago fechado Y é fracamente fechado.

4. Seja X = C[0,1] equipado com a norma ||f| := sup,coq[|f(7)]| e considere o operator linear
T: X — X definido por T'(f)(z) := «f(x). Mostre que T ¢ limitado com ||T|| = 1 e o espectro de T’
¢ o(T)=10,1].

5. Seja H um espago de Hilbert e T: H — H uma funcao tal que existe uma outra funcao S: H — H
satisfazendo (T'(z),y) = (x,S(y)) para todo xz,y € H. Mostre que ambos T e S sao lineares e
limitados e que ||T|| = ||.S].

6. Seja (7;,) uma sequéncia de operadores T,,: X — Y entre espagos de Banach tal que existe uma
constante ¢ > 0 com ||7,,]] < ¢ para todo n € N. Se T,(x) converge em Y para todo x em
um subespago denso Xy C X, mostre que T, (z) converge para todo x € X e que T: X — Y,
T(x) :=lim T, (z) define um operador limitado com ||T|| < e.

1



7. Sejam X # {0} um espago de Banach, Y # {0} um espago normado e {T},},cn uma sequéncia em
B(X,Y), i.e, para cadan € N, T,, : X — Y ¢é um operador linear limitado.

(a) Mostre que, se para cada x € X a sequéncia {T,,x},cy for uma sequéncia de Cauchy em Y,
entao a sequéncia {||7,|| }nen é limitada.

(b) Mostre ainda que, se Y for completo, entdo existe 7' € B(X,Y), tal que T,z — Tz para cada
r e X.



