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RESUMO

Neste trabalho estudamos inicialmente agoes parciais de grupo sobre
um conjunto qualquer e estendemos este conceito, de um modo geral,
para acoes parciais de grupo sobre uma algebra.

Ap0s isso, usufruimos dos resultados obtidos para construir um exem-
plo de uma acgao parcial do grupo livre gerado pelas arestas de um
grafo. A esta acdo parcial, determinamos o produto cruzado parcial
associado. Definimos a Algebra de caminhos de Leavitt associada ao
grafo e obtemos um isomorfismo entre a Algebra de Leavitt e o produto
cruzado parcial elaborado.

Por ultimo, demonstramos o Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger
para a Algebra de Leavitt e conseguimos obter, através dos sistemas de
ramificacao F-algébricos, a reciproca do teorema.

Palavras-chave: Acio Parcial. Produto Cruzado Parcial. Algebra de
caminhos de Leavitt. Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger.






ABSTRACT

In this work, we study initially partial actions of group on arbitrary set
and we extend this concept, in general, for partial actions of group on
an algebra.

After that, we used the results obtained to build an example of a partial
action of the free group generated by the edges of the graph. With this
partial action, we determined the partial skew group ring associated
to it. We define the Leavitt path algebras associated with the graph
and we get an isomorphism between the Leavitt path algebra and the
partial skew group ring produced.

Finally, we prove the Cuntz-Krieger uniqueness theorem for Leavitt
path algebra and managed to get, through the F-algebraic branching
systems, the reciprocal of the theorem.

Keywords: Partial Action. Partial Skew Group Ring. Leavitt Path
Algebra. Cuntz-Krieger Uniqueness Theorem.
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1 INTRODUCAO

A Algebra de caminhos de Leavitt foi introduzida por Gene
Abrams e Gonzalo Aranda-Pino em 2005 como generalizagao da algebra
de Leavitt e sendo, do ponto de vista algébrico, andloga da C*-dlgebra
de Cuntz-Krieger como pode ser visto com mais detalhes nos artigos
(ABRAMS; ARANDA-PINO, 2005) ¢ (ABRAMS; ARANDA-PINO, 2008). Sua
importancia vem crescendo ao longo dos anos e muitos artigos vém ex-
plorando suas propriedades, caracteristicas e relagoes com outras areas
da matematica, como por exemplo na dlgebra de operadores.

Nossa intencao neste trabalho é justamente demonstrar o Teo-
rema de Unicidade de Cuntz-Krieger para a Algebra de caminhos de
Leavitt utilizando a teoria de produto cruzado parcial. A abordagem
para a demonstracao deste teorema é totalmente diferente das originais
(ABRAMS; ARANDA-PINO, 2005) e (TOMFORDE, 2007) ¢ tem como base
o trabalho (GONCALVES; ROYER, 2014). O leitor deve estar familia-
rizado com estruturas algébricas e teoria de grafos o qual é bastante
utilizada em todo o trabalho.

Nosso trabalho inicia-se no capitulo 2 realizando um estudo sobre
agoes parciais de grupo sobre conjuntos. Trabalhos como (BOAVA, 2007)
e (DOKUCHAEV; EXEL, 2005) foram de grande ajuda neste capitulo.
Desse modo, procedemos uma anélise de como obter, de modo geral,
uma agao parcial de grupo sobre uma &dlgebra a partir da agao parcial
de grupo sobre um conjunto prefixada.

O capitulo 3 serve como base para o procedimento de obtengao
do produto cruzado parcial D(X)x,F, o qual é de extrema importancia
para o restante do trabalho. Ou seja, construimos a uma agao parcial
do grupo livre F gerado pelas arestas de um grafo F, utilizando os
resultados do capitulo 2.

No quarto capitulo introduzimos a Algebra de caminhos de Lea-
vitt associado ao grafo E com coeficientes em K, denotada por Lg(E).
Estudamos algumas propriedades e exemplos para que o leitor seja ca-
paz de se familiarizar com a estrutura da algebra apresentada. Varios
artigos como (ABRAMS; ARANDA-PINO, 2005), (ABRAMS; ARANDA-PINO,
2008) e (ARA; COODEARL, 2012) foram base para o estudo dessa estru-
tura algébrica.

Apoés isso, no capitulo 5, apresentamos o isomorfismo entre a
Algebra de caminhos de Leavitt Lg(E) e o produto cruzado parcial
D(X)x,F apresentado no capitulo 3. Além da sua grande relevancia no
mundo académico, essa conexao entre essas duas estruturas algébricas
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contribuird na demonstragao do teorema principal do trabalho.

No pentltimo capitulo apresentamos e demonstramos o Teorema
de Unicidade de Cuntz-Krieger sobre a Algebra de caminhos de Leavitt
via o isomorfismo obtido no capitulo 5. Por tltimo, no capitulo 7
apresentamos os sistemas de ramificacao E-algébricos que auxiliam na
demonstracdo da reciproca do teorema chave do trabalho. O principal
artigo deste dltimo capitulo foi (GONCALVES; ROYER, 2010).

Além disso, produzimos dois apéndices que auxiliarao o leitor
a rever algumas definigoes, construgoes e resultados auxiliares para o
bom entendimento do trabalho.
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2 ACAO PARCIAL DE GRUPO

Neste primeiro capitulo faremos uma introdugao as agoes parciais
de grupo sobre um conjunto qualquer. Alguns exemplos serao aborda-
dos para o leitor se familiarizar com as definigoes e notagoes propostas.
Em seguida, faremos uma extensao para agoes parciais de grupo so-
bre uma K-dlgebra, o qual possui sua importancia para os préximos
capitulos. As principais referéncias utilizadas foram (BOAVA, 2007) e
(DOKUCHAEV; EXEL, 2005).

Definicao 1. Sejam G um grupo (com elemento neutro 0) e X um
conjunto nao vazio qualquer. Uma ag¢ao parcial de G sobre X é um
par ({Xg}gea, {0g}tgec) em que, para cada g € G, X, € subconjunto de
X ely: X, — Xy € bijecao que satisfazem, para todo g,h € G, as
sequintes condigoes:

(Z) XO =Xe 90 = Idx,'
(i) 0, (Xn N Xg-1) € X(gny-1;
(iii) 0400 (x) = Ogn(z), Vo € 0, (X N X,-1).

Observagao 2. Quando nao houver nenhum equivoco denotaremos
a acdo parcial ({Xg}eeq, {0g}tgcc) apenas por 0 a fim de facilitar a
notagao.

Observagao 3. Note que a igualdade (i) estd bem definida visto que
se z € 0, (X; N X 1), entdo O(z) € X, N X,~1 C X, -1 e portanto,
ty 005 (x) estd bem definido. Por outro lado, pelo item (ii), € X(gp)-1
e dessa forma, faz sentido aplicarmos 645, (), o qual fica bem definido.

Observagao 4. A condigdo 6y = Idx pertencente ao item (i) pode ser
obtida aplicando o item (iii) com g = h = 0. Nesse caso obtemos que
0o 0 0o(x) = Oy(x), para todo = € 6 (X), desde que Xo = X por (i).
Como 6y é bijecao, entdo segue que fy(z) = z, para todo z € X, ou
seja, g = Idx. Em alguns casos, essa propriedade sera omitida desde
que o restante das condigoes da defini¢ao sao validas.

Proposigao 5. Seja 0 uma a¢do parcial de G sobre um conjunto X .
Entdo, para todo g € G, 041 = 6"

Demonstragdo. De fato, para todo g € G, aplicando (iii) com h = g~!

temos que
0y 00,-1(x) = Oo(x) L Idx (),
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Vo €01 (Xg1 N Xg1) = Xy, isto &, 0y 00,1 () = Idx(z), Vo € X,.
Como 6, ¢ bijecao segue que 0,-1 = 9;1.
|

Observagao 6. Podemos reescrever a condigao (i7) da seguinte ma-
neira:

0;1(Xthg—1) = X1 ﬂX(gh)—l. (2.1)

De fato, note que 6, '(X; N X,-1) € X;-1 e, pelo item (ii),
0, (XnNXy-1) C Xgny-1, isto &, 0, 1 (Xp N Xy-1) € Xpor N X(gpy-1.
Por outro lado, substituindo h por h™' e g por gh na desigualdade
9;1(Xh NXg-1) € Xp—1 N X(gp)-1 obtida acima, podemos concluir que

9;,11 (Xp-1N X(gh)—l) CXpNXg .

Pela proposicao 5, ;-1 = 9}:1 e logo, On (X1 NX(gpy-1) € XpNXg-1.
Finalmente segue que Xp-1 N X(gpy-1 € 0p-1(Xp N Xy-1), pois O, é
bijecao. Portanto conclui-se a igualdade desejada. De maneira analoga,
prova-se que a condigdo (2.1) é equivalente a equagao (i7).

Observagao 7. Podemos ainda reescrever a condigdo (i) da seguinte
forma:
Gg(ngl ﬁXh) = Xy, NXgp. (22)

De fato, substituindo g por h=! e h por g~! na igualdade (2.1) da
observagao 6 obtemos que 9;,11 (Xy-1NXy) = XyNXgp. Pela proposicao
5 temos que 0,1 = 0" e assim, obtemos 0, (X,-1NX}y,) = XyNXgp. De
maneira andloga, prova-se que a condicao (2.2) é equivalente a equagao
(#4).

Esta é uma maneira mais interessante do que a observagao 6 e
sera util em alguns contextos.

Observacao 8. 0, 0 0}, ¢ bijecao de Xj,—1 N X(gp)-1 sobre XN Xgp.

De fato, utilizando a observacao 7 com h no lugar de g e (gh)~!
no lugar de h, obtemos 0 (Xp,—1 N X(gpy-1) = Xp N Xp(gn)-1, 0O seja,
On(Xp-1 N X(gny-1) = X5 N Xy-1. Portanto pela observacio 7 e pela
igualdade obtida acima segue que

99 o eh(Xh—l N X(gh)—l) = 99(Xh n Xg—l) = Xg N Xgh'

Como 6, e 0 sao bijegoes, entao 0, o 0 ¢ bijecao de Xj,—1 N Xgp)—1
sobre Xy N Xgp.

Observacao 9. Ositens (i7) e (#i¢) nos garantem que 8, ¢ uma bijecao
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que estende 6400}, para todo g, h € G. A razao pela qual isso acontece
é pelo fato que o

Dom(6y 0 6) = 0, '(Xn N X, ") € X(gpy—1 = Dom(byp,).

Pelas proposicoes e observagoes vistas até o momento podemos
obter uma definigao equivalente a anterior. Em alguns casos essa abor-
dagem parece ser mais interessante e serd utilizada, porém dependera
do contexto a ser tratado.

Proposicao 10. Sejam G um grupo (com elemento neutro 0) e X um
conjunto nao vazio qualquer. Sejam, para cada g € G, X4 subconjunto
de X eby: X1 — X bijecao. Entao ({Xg}gea,{0q}qec) € agdo
parcial de G sobre X se, e somente se, satisfaz, para todo g,h € G, as
sequintes condigoes:

(1) Xo=X;
(i) Og(Xg-1 N Xp) = Xg N Xgn;
(iii) Oy 0 On(x) = Ogn(x), Vo € Xp1 N X(gpy-1-

Demonstracdo. Segue imediatamente das observagoes 4, 6 e 7.
|

Definicao 11. Seja ({X4}geq, {04 }gea) uma agdo parcial de um grupo
G sobre um conjunto X. Dizemos que:

1) ({Xg}gea,{0g}gec) € acdo parcial de G sobre o espago topoldgico
X se X € um espago topolégico localmente compacto Hausdorff, X,
sao abertos de X e 0, sio homeomorfismos, para todo g € G.

2) ({Xg}tgea:{0g}gec) € acdo parcial de G sobre a dlgebra X se X é
uma dlgebra, X, sdo ideais bilaterais de X e 0, sao isomorfismos,
para todo g € G.

3) ({Xg}tgea:{0g}gec) € agao parcial de G sobre a x-dlgebra X se X é
uma *-dlgebra, X, sdo ideais bilaterais autoadjuntos de X e 84 sdo
isomorfismos, para todo g € G.

4) {Xglgea,{0g}gec) € agdo parcial de G sobre a C*-dlgebra X se X
¢ uma C*-dlgebra, X, sao ideais bilaterais fechados de X e 8, sao
isomorfismos, para todo g € G.

Definicao 12. Em qualquer um dos itens da definicao 11, se Xy = X
para todo g € G, a agdo parcial serd denominada uma ag¢ao.
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Exemplo 13. Sejam o grupo aditivo G = (Z,+) e X = N. Vamos
definir uma agao parcial de G sobre X.

Defina X, =N, sez2<0e X, ={neN|n>z} sez>0.
Também defina 0, : X_, — X, por 0,(n) =n+ z.

De fato, 6, esta bem definido pois caso z > 0 entdao temos que
X.={neN|n>z}eX_,=N. Dessa forma, para todon € X_,
temos que

0.(n)=n+z>z,

e logo, 0,(n) € X,.
Caso z < 0Oentdo X, =Ne X_, ={n € N|n > —z}. Dessa
maneira, para todo n € X__, temos que

0.(n)=n+z2>—-2+2=0,

e portanto, 6,(n) € X_,.
Para ver que 6, é bijecao basta observar que Vz € ZeVn € X_,
temos que

0,00_.(n)=6,(0_.(n)) =0.(n+(—2)) =n+(—2)+z=n=1Idx_(n).

Isto é,0,00_, =Idx..

Como z é arbitrario segue que 0_, 00, = Idx__ e portanto, 6, é
bijecao.

Agora basta verificar que 0 é de fato agdo parcial.

(i) Note que Xp =N = X.

(ii) Precisamos mostrar que 7 1(X,NX_,,) C X_,_, Vz,w € Z. Sa-
bendo que §;! = 6__, para todo z € Z, basta verificar a condigao
0_.(X.NX_y) € X_,_w, Vz,w € Z. Paraisso precisamos dividir
em alguns casos.

Caso 1l: z>0ew > 0.

Neste caso temos que X, ={neN|n>z2}eX_, =N
e portanto, segue que X,NX_,, = X,. Como —z—w <0
entao X_,_,, = N e assim, podemos concluir que para
todon € X,

O_.(n)=n+(-2)>z+(-2)=0,

isto é,0_,(n) € X_._.
Caso 2: 2<0ew>0.
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Neste caso, temos que X, = N e X_,, = N e portanto,
segue que X, N X_,, = N. Por outro lado, —2 > —2z —w
entao segue que para todon € N

0_.(n)=n+(—2)>n+(—z—w) > —2z—w,

isto &, 0_,(n) € X_,_.

Caso 3: z2<0ew <0.
Neste caso, X_, = {n € N|n > —w} e X, =Ne
portanto, segue que X, N X_,, = X_,,. Por outro lado,
—z—w>0¢elogo, X_,_y ={neN|n>—-z—w}
Entao segue que para todon € X_,,

0_.(n) =n+(-2) 2 -w -2z

isto é, 0_,(n) € X_,_.
Caso4: z>0ew <0.
Neste caso, obtemos que X, = {n € N | n > z} e

X_w ={neN|n>—w} Temos que considerar duas
possibilidades.

Se |w| > |z| entdo —z —w > 0 e, desse modo temos que
X ., w={neN|n>—-—z—w} Mas X,NX_, = X_,,.
Portanto, para todo n € X_,, temos que

0_.(n) =n+(—2) > —w— 2,

isto é, 6_,(n) € X_,_.
Se |w| < |z| entdo —z —w < 0 e, logo X_,_,, = N. Mas,
X.NnX_, =X,. Assim,

e—z(Xz) =X_.=X_,_u.

Portanto mostramos que 6_.(X, N X_,) € X_,_,, para quais-
quer z,w € Z.

(iii) Para quaisquer z,w € Z mostraremos que 6y, 0 0,(n) = Oy1.(n),
Vn e o (X, NX_y).

De fato,
0y 00.(n)=04,(0:(n) =0,(n+2)=n+z+w="041:(n).

Logo, 6 é acao parcial de G sobre X.
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Exemplo 14. Sejam o grupo aditivo G = (R,4+) e X = [0,+00).
Vamos definir uma agao parcial de G sobre o conjunto X.

Defina X, = X, ser <0e X, ={x € X |x >r}, ser > 0.
Defina 6, : X_,, — X, por 0,.(z) = x + r.

De fato, 6, esta bem definido pois caso r > 0 entdao temos que
X, ={zeR|z>r}e X_, =X e dessa forma, para todo x € X_,
temos que

O.(x)=ax+r>r,

e logo, 0,.(z) € X,
Casor <Oentdo X, =X e X_,={x R |z > —r} Desse
modo, para todo x € X_, temos que

O (x)=x+r>-—r+r=0,

e portanto, 6, (z) € X_,.
Para ver que 6, é bijecao basta observar que Vr € R e Vo € X_,
temos que

O_ro0b.(x)=0_.(0.(x)=0_,(z+r)=a+r+(—r) =2 =Idx_, ().

Isto é,0_,00, =Idx_,.

Como r é arbitrario segue que 6, o 0_, = Idx, e portanto, 6, é
bijecao.

A verificagdo de 0 é de fato acdo parcial procede de forma seme-
lhante ao exemplo 13.

Exemplo 15. Sejam X um conjunto qualquer, G um grupo, H um
subgrupo de G ¢ v : G — Bij(X) dado por v(g) = ¢4 uma acao de
G sobre X. Podemos obter uma agao parcial a partir de v definindo

Y X,sege H
971 0,seg¢ H

0 — ¢g, se g€ H
971 0,seg¢ H

A verificagao de 6 é agao parcial é imediata.

Exemplo 16. Sejam o grupo aditivo G = (R,+) e X = Cy((0,+00))
a dlgebra das fungdes continuas de (0,+00) para R que se anulam no
infinito. Vamos definir uma agao parcial de G sobre a algebra X.

Defina X, = X = Cy((0,400)), ser < 0 e X, = Co((r, +00)),
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como sendo o conjunto das fungdes de Cy((0, +00)) definidas em (r, +00),
se 7 > 0. Para cada r € R, defina 0, : X_, — X, por 0,.(f)(z) =
flz—r).

Note que 6, estd bem definido e X, sao ideais bilaterais de X,
para todo r € R. Além disso, note que para todo f € X_,.,

(070 0_)(f)(x) = 00— (f))(@) = 0 (f)(z —7) =
=fl(x=r)= (=) = f(z) = Idx_ (f) ().
Dessa forma, 6, 0 §_,, = Idx__. Logo, como r é arbitrario segue que

0_, 00, = Idx, e portanto, 6, é isomorfismo.
Agora basta mostrar que 6 é de fato agao parcial.

(i) Note que Xo = Cp((0,4+00)) = X.

(ii) Sabendo que 6! = 6_,., basta verificarmos que para todo r, s € R,
a condicao 0_.(X,NX_;) C X_,_; é vélida. Para isso precisamos
dividir em alguns casos.

Casol: »>0es>0.

Neste caso temos que X, = Cy((r,+o0)) e X_s = X e
portanto, segue que X, N X_5 = X,.. Mas, —r—s<0e
logo, X_,_s = X. Dessa forma, podemos concluir que

gfr(Xr) =X,CX=X,.,

Caso02: r<0es<0.

Neste caso temos que X, = X e X_; = Cp((—s,+00)) e
portanto, segue que X, N X_5 = X_;. Por outro lado,
temos que 0_,(f)(z) = f(z + r), para todo x > —r.
Mas como f € X_, segue que = +r > —s, ou seja,
T +r>—r—s. Segue que

O—r(f)(x)=flx+71)€ X_rs.

Caso3: r>0e s <0.
Entao temos que X, = Cy((r,+00)) e X_5 = Co((—s, +0)).
Por outro lado, temos que 0_,.(f)(x) = f(x + r), para

todox > —r. Como f € X,,NX_; temos que x+7r > —s,
ou seja, x +r > —r — s. Segue que

0_,(f)(@) = fla+7) € X_o .
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Caso4: r<0es>0.

Neste caso temos que X, = X e X_, = X e dessa forma,
X, NX_s=X = X,. Segue que

efr(Xr) =X_,CX_,_,

(iii) Para todos r,s € R temos que mostrar que 05 0 0,.(f) = 0s1-(f),
Vieo N (X, NX_,).

Mas note que para todo f € ,71(X,. N X_,) temos que

0500 (f)(x) = 0(0-(f)) () = 0.(f)(z — 5) =
=f@ = (r+s)) = bs4r(f)(2).

Desse modo, 8 é acao parcial de G sobre a dlgebra X.

A partir de agora fixaremos K um corpo qualquer. O objetivo
dos préximos resultados é mostrar que podemos obter agbes parciais
de grupo sobre conjuntos para agoes parciais de grupo sobre uma K-
algebra.

Seja X um conjunto ndo vazio qualquer e considere FI(X) a K-
algebra das funcgoes de X para K equipada com as operacgbes usuais
ponto a ponto. Dado A um subconjunto qualquer de X, definimos F'(A)
como sendo o conjunto das fungées de X para K tal que f|x\4 = 0, ou

seja, F(A)={f € F(X) | f(z) =0,Vz ¢ A}.

Observagao 17. Note que F(A) é ideal bilateral de F(X). Observe
que os escalares podem ser vistos como funges constantes e que F'(A)
é subespago de F'(X). Note ainda que para f € F(X) e g € F(A)
temos que, para todo x ¢ A,

(f-9)(@) = f(x)g(x) = f(x).0 =0

(9-/)(x) = g(x)f(x) = 0.f(x) = 0.

Desse modo, como f e g sdo arbitrdrios, temos f.g e g.f € F(A) e,
portanto, segue o desejado.

Proposigao 18. Sejam X e Y conjuntos quaisquer e h : X — Y
bijecdo. Entao a funcdo
Yy F(Y) — F(X)
f—foh
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€ isomorfismo de dlgebras.

Demonstracdo. Note que ¢y, estd bem definido. Para mostrar que é um
homomorfismo, sejam f,g € F(Y) e A € K. Entédo, para cada z € X
temos que

Un(Af +9)(x) = (Af + g)(h(x)) = Af(h(2)) + g(h(z))
= Mon(f)(2) + ¥n(9) (@) = AYr(f) + ¥n(9))(2)-

Como z é arbitréario segue que ¥p(Af + g) = Mn(f) + ¥Yn(g).
Além disso,

Un(f-9)(x) = (f-9)(h(x)) = f(h(x)).g(h(z)) = ¥n(f)(x)Pn(g)(x)
= (¥n(f)-4n(9))(2).

Como z é arbitrério podemos concluir que ¥ (f.g) = Yr(f).Yn(g) e
portanto, ¥, é homomorfismo de dlgebras.

Nao ¢ dificil ver que 1, é injetora pois dado f € ker(¢y,) entao
Yp(f) = foh =0. Certamente f(h(x)) = 0 para todo z € X. Como
h é bijegao, para todo y € Y existe z € X de modo que h(z) = y.
Portanto, f(y) = 0 para todo y € Y. Dessa forma, f = 0 e dessa
forma, v, é injetora.

Vejamos agora que 1, é sobrejetora. De fato, dado g € F(X)
qualquer, escolha go h™' : Y — K. Note que goh™! € F(Y) e
Yn(goh ) =goh toh=g.

Portanto, ¢, é isomorfismo.

|

Teorema 19. Seja ({X,}geq, {04 }gea) uma agao parcial de um grupo
G sobre um conjunto X ndo vazio qualquer. Defina D, = F(X,) e
ag: Dg—1 — Dy dada por ay(f) = fob,-1, para cada g € G. Entao
({Dg}gea: {agtgea) € acdo parcial de G sobre a K-dlgebra F'(X).

Demonstracdo. Note que Dy é ideal de F'(X) pela observacao 17 e ay
é bijecao via proposicao 18. Basta mostrar que ({Dg}geq, {ag}gec)
satisfaz as condiges da proposicao 10.

(i) Como Xy = X segue por defini¢ado que Dy = F(Xy) = F(X).

(ii) Temos que mostrar que ay(Dy-1 N Dy) = Dg N Dyp,. Antes disso,
facamos a seguinte afirmacao.

Afirmagao: og(F(X,-1 N Xp)) = F(0g(Xg-1 N X3)).
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(iii)

De fato, seja y € ay(F(Xy,-1 N Xy)). Entdao y = ay(f) = foby
para algum f € F(X,-1 N Xy).

Sez e Xg \ (Gg(ngl ﬂXh)) entao 09*1(:17) S ngl \(ngl ﬁXh)
pois 0, é bijecao. Como f € F'(X,-1 N X},) podemos concluir que
y(z) = f(0,-1(x)) = 0. Portanto y € F(04,(X,~1 N Xp)).

Por outro lado, seja y € F(0,(X,-1 N X3)).
Defina f : X — K de modo que

f(z) = { (y 0 0,) (), se x € X,-1NX,
0, caso contrario

Note que f € F(X,-1 N Xy). Além disso, para z € X,-1 N X},
temos que

ag(f)(x) = fobg-1(x) = f(Oy-1(x)) =y o Oy((0g-1 (x))
— o8, 00, 1(x) = y(x)
E imediato que se z ¢ Xy-1NXp, entdo ay(f)(x) = 0 = y(x), pois
Oy(x) ¢ 04(Xy-1 N Xp). Dessa forma, concluimos a afirmacao.

Continuando com a demonstracao, note que
Dg—l NDy, = F(ngl) n F(Xh) = F(ngl ﬂXh).

Observe que a tultima igualdade da expressao acima é claramente
direta pois dada uma funcao que se anula no complementar de
X,-1 e no complementar de Xj, quer dizer que a funcao se anula
no complementar de X,-1 N Xp,.

Como 6 ¢é agao parcial, concluimos que

Oég(Dg—l N Dh) = Oég(F(Xg—l N Xh) = F(eg(ng1 N Xh))
= F(X, N Xyn) = F(X,) N F(Xgn) = Dy 0 Dyp.

Temos que mostrar que agoan(f) = agn(f), Vf € Dp-1ND(gpy-1.
De fato, note que Dp-1 N Dgpy—1 = F(Xp-1 N X(gp)-1). Desse
modo, para qualquer f € F(X;-1 N X(gp)-1) temos que

aglon(f))(@) = { an(f)ob,1(x), sew € X,

0, caso contrario

Entao,
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_f fobp100,1(x), sexecXgel,1(x)eE Xy
ag(an(f))(z) = { 0, caso contrario
Mas z € X, e 0,-1(x) € X}, se, e somente se, x € 0,(Xy-1NXp) e
como § é agao parcial segue que x € X, N Xyp,. Além disso, por ¢
ser agao parcial, temos que 0gp)-1(x) = 041 00y-1(x), para todo
r € X4N Xgp. Portanto, podemos concluir que

ag(an(P)a) = { 400

0, caso contrario

- foe(gh)71(l’), se T GXgﬂXgh
1 0, caso contrario

= agn(f)(x).

Dessa forma, concluimos que « é agao parcial de G sobre a K-dlgebra
F(X).
|
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3 A CONTRUCAO DA ACAO PARCIAL a

Neste capitulo vamos apresentar um exemplo interessante de
acao parcial do grupo livre gerado pelas arestas de um grafo sobre um
conjunto particular. Vamos apresentar algumas defini¢oes de grafos ne-
cessarias para os resultados posteriores e, apds isso, vamos estabelecer
a agao parcial e o produto cruzado parcial associado a esta agao. No
apéndice A, encontram-se mais detalhes sobre a construgao do produto
cruzado parcial.

Definigao 20. Um grafo dirigido é uma quddrupla (E°, Et r,s) com-
posta de dois conjuntos enumerdveis E° e E' e também duas funcées
r,s: E' — E°. Os elementos de E° sdo chamados de vértices e os de
E' sdo chamados de arestas.

Para cada e € B, s(e) é o vértice onde a aresta comega e r(e)
€ o vértice onde a aresta termina.

Observagao 21. A fim de facilitar a notagao chamaremos um grafo
dirigido (E°, E',r, s) simplesmente por E.

Definigao 22.

1. Uma aresta que comega e termina no mesmo vértice € chamada
de “loop”.

2. Um vértice que nao recebe nenhuma aresta € chamada de fonte.
3. Um vértice que nao emite nenhuma aresta é chamada de pogo.

Exemplo 23. Considere E° = {vy, vo,v3,v4,v5}, E* = {e1, €2, €3, €4, €5},
s(e1) = v, s(ea) = va = r(e1), s(esz) = s(ea) = vz = 7(e2), s(es) =
vs = r(es), r(ez) = vy, podemos representar este grafo E da seguinte
forma:

Neste exemplo observe que v, é fonte, vy é pogo e e; é um
“loop” que comega e termina no vértice vs.
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Definigao 24. Seja E um grafo qualquer. Definimos:

1. Um caminho finito a como sendo uma sequéncia a = ay . ..a, de
arestas de maneira que r(a;) = s(a;+1),Vi € {1,...,n—1}.

2. Um caminho infinito a como sendo uma sequéncia a = a1a2a3 . . .
de arestas de maneira que r(a;) = s(a;41),Vi € N.

3. Um caminho fechado ou, também chamado de ciclo, como sendo
um caminho finito a = ay ...a, de modo que s(a1) = r(ay).

4. O comprimento de um caminho finito a como sendo o numero de
arestas que ele contém e, denotamos por |a|. Convencionamos
que para v vértice temos |v| = 0.

Exemplo 25. Voltando ao exemplo 23 temos que a = ejesez é um
caminho finito com |a| = 3. Por outro lado, temos b = ejeseqeseses . . .
um caminho infinito.

Definicao 26. Um grafo E satisfaz a condi¢ao (L) se todo ciclo em E
tem um saida. Em outras palavras, um grafo E satisfaz a condi¢do (L)
se para todo caminho fechado a = a; ...ay,, existet € E' com t # a;
tal que s(a;) = s(t), para algum i € {1,...,n}.

Exemplo 27. Considere o grafo F; da seguinte maneira

U1 U3
€3

O grafo F; ndo satisfaz a condigdo (L) pois o caminho fechado
e1eze3 nao tem nenhuma saida. Porém o grafo Fo da figura abaixo
satisfaz a condigao (L).

U1
€3 U3 €4 V4

Neste momento seja £ um grafo qualquer e vamos considerar F
o grupo livre gerado por E' com a operacdo produto dada pelo conca-
tenacgao. Denotamos o elemento neutro de F por 0. A partir de agora
vamos comegar a construir uma agao parcial de F.
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Para isso, definimos o conjunto W como sendo o conjunto de
todos os caminhos finitos do grafo £ e W como sendo o conjunto de
todos os caminhos infinitos do grafo F, isto é,

W= U{a =ay...an|a; € B er(a;) =s(ais1),Vi € {1,...,n—1}}
neN

W :={a=ajasa3... | a; € B' e r(a;) = s(ai11),Vi € N}.

Observagao 28. Para a € W da forma a = a; ... ay, definimos s(a) =
s(a1) e r(a) = r(ay). Para a € W da forma a = ajaqas . .. definimos
s(a) = s(a1). Para todo v € E° definimos s(v) = r(v) = v.

De certa forma estamos estendendo as funcoes r, s do grafo para
o conjunto W U W> U E°,

Agora defina o conjunto
X :={a€W |r(a) époco}U{ve E®|vépogo}uUW>.

O conjunto X definido acima serd o conjunto sobre o qual cria-
remos uma acao parcial do grupo livre F.

Desse modo, vamos primeiramente definir os subconjuntos de X
da seguinte forma:

[ ] XO = X.

o X, ={6ecX|&&.£q = a} paratodoac W. Isto é, X, éo
conjunto dos caminhos que comegam por a. Denotaremos £ € X,
como sendo £ = a.n com n € X.

o Xp1:={6€ X |s(&) =r()} para todo b € W. Ou seja, Xp-1
¢ o conjunto dos caminhos que tem inicio o vértice r(b).

o X1 = {8 € X | §163..6q = a} = X,, para ab=! € F com
a,b e W, r(a) =r(b) e ab™' na forma reduzida, isto é, ajq) # bjp).

e X, := (), para todos os outros ¢ € F.

Observagao 29.

1) Uma das perguntas pertinentes neste momento é: por que definimos
nossos subconjuntos de X somente para elementos de F da forma a,
aleab™t, coma,be W?
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A resposta para essa pergunta vird um pouco mais adiante quando
definirmos a Algebra de caminhos de Leavitt associada ao grafo F.

2) Note que r(b) € X,-1 se, e somente se, r(b) é poco. Além disso,
neste caso X,-1 = {r(b)} e X, = {b}.

3) Para v € E° defina X, = {£ € X | s(§) = v}. Observe que para
cada b € W, X;-1 e X, () sdo o mesmo conjunto. Como s(v) = v
entdao v € X, se, e somente se, v é pogo. Neste caso, X, = {v}.

Exemplo 30. Para exemplificar os conjuntos definidos anteriormente,
considere o grafo E da seguinte maneira:

€2
€1 €4
U1 V2 U3 V4
€3
Neste grafo temos o conjunto
Xele2—1 = {ejezezeqes ..., e1e2eq, 616063604, €1€2€3€2€3€2€4, . . . }.
Também temos o conjunto
Xe;1 = {63626362 ...,€64,€E3€2€4,€3€2€3€E2€,, .. }

Observagao 31. A partir desde momento sempre usaremos as palavras
de F da forma ab™' na sua forma reduzida pois caso contrario basta
reduzi-la utilizando a defini¢ao de produto por concatenacao em F.

Neste momento, vamos mostrar um lema bastante importante e
que serd utilizado com muita frequéncia durante todo o trabalho.

Lema 32. Sejam a,c € W, b,d € WU {0} e v € E°. Entdo:

Xap-1, sea=ct para algum t € W U {0}
1. Xgp-1NXpg-1 =< Xeg-1, sec=at para algum t € W U {0}
0, caso contrdrio

supondo r(a) =r(b) e r(c) =r(d).

| X4, ser(a)=s(c)
2. Xqg1 N Xeg1 = { ) caso contrdrio

)
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% Xui Ko = { a1 =X.1,  se r(a):r{c).
7 caso contrdario
X, =Xy, ser(b)=v
4 Xy N Xp-1 = { 0, caso contrdrio

5. Xy N Xypor = { 0

Xap-1, se s(a)=v
, caso contrdrio

U Xa-

aceW
s(a)=v
Demonstragao.

1. Caso a = ct para algum t € W U {0}, dado £ € X ;-1 entdo
& = an = ctn e portanto, £ € X, 4-1. Dessa forma, X -1 C X g1
elogo, X, p-1 N X g-1 = Xgp-1.

Analogamente prova-se que caso ¢ = at para algum t € W U {0},
entao X, p-1 N Xeg-1 = Xeg-1.

Se nenhum dos casos acontece entao segue imediatamente que
Xab—l ﬁ Xcd—l == @

2. Se & € X 4-1 entdo s(§) = s(c). Portanto segue por definicao que
se r(a) = s(c) entdo £ € X,-1. Logo, X.qg-1 C X,-1 e assim,
X1 N Xeg-1 = X 4-1. Por outro lado, caso r(a) # s(c) segue
imediatamente que X,-1 N X 4-1 = 0.

3. Imediata.

4. Imediata.

5. Se £ € X -1 entdo s(§) = s(a). Portanto segue por defini¢ao
que se s(a) = v entdo & € X,. Dessa forma, X,-1 C X, e
portanto, X, N X4-1 = Xg-1. Por outro lado, caso s(a) # v
segue imediatamente que X, N X -1 = 0.

6. Imediata.

Definidos os subconjuntos de X e demostradas algumas de suas

propriedades, o préximo passo é definir as bijecoes. Definimos:



36

o 90 = IdX

e Para todoa € W, 0, : X,-1 — X, como sendo a funcao que
“adiciona” a, ou seja, 0,(£) = a&, para todo £ € X,-1.

e Para todo b € W, 6,-1 : X; — Xj—1 como sendo a fungao que
“apaga” b, ou seja, 0,-1(b€) = &, para todo € € Xj-1.

e Para todo a,b € W com 7(a) = 7(b) e ab~! na forma reduzida,
Oup-1 : Xpg—1 — X -1 como a funcao que “apaga” b e “adici-
ona” a, isto é, O,;,-1(b€) = a, para todo &.

e 0. := [, para qualquer outro ¢ € F, ou seja, 0. é definido como a
fungao vazia.

Observagao 33. Note que 6, estd bem definido pois se r(a) é pogo
segue das observagoes anteriores que X, = {a} e X,-1 = {r(a)} e logo,
0a(r(a)) = a. Por outro lado, se r(a) ndo é pogo temos que para todo
£e X,-1, 8(§) =r(a) e assim, o caminho a& faz sentido. Desse modo,
0(1(5) =af € X,.

Observagao 34. Note que 0,1 estd bem definido. De fato, se r(b) é
pogo entdo temos que X, = {b} e X—1 = {r(b)} e logo, -1 (b) = r(b).
Por outro lado, se r(b) ndo é pogo temos que para todo £ € X, £ pode
ser escrito como £ = by, para algum n € X. Note que r(b) = s(n) e
portanto, segue que 0,-1(§) =n € Xp-1.

Observagao 35. Podemos notar que 6, e 6,-1 sao bijecoes. De fato,
para todo £ € X,, podemos escrever { = an para algum 1 € X e dessa
forma

040 9(171(6) = 9a(9a*1(a77)) = ea(n) =an=§=1dx, (5)

Ou seja, 0, 00,-1 = Idx,.
Por outro lado, para todo £ € X,-1 temos que

Oa-1004(8) = 04-1(0a(8)) = Oa-1(al) = & = Idx _, (§).

Ou seja, 0y-1 00, = Idx__,.
Portanto, segue o desejado. Além disso, podemos concluir que
0;1 = 9,171.

Observagao 36. Notemos 0,,-1 esta bem definido. De fato, caso
r(a) = r(b) for poco temos que X1 = {a} e Xpo—1 = {b} e logo,
Gab—l (b) = a.
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Por outro lado, se r(a) = r(b) nao for pogo temos que para todo
¢ € Xpo-1, podemos escrever & = bn para algum n € X. Note que
r(a) = r(b) = s(n) e dessa maneira, faz sentido o caminho a7n. Entao
podemos concluir que 0,-1(£) = Ogp-1(bn) = an € Xgp-1.

Observagao 37. Podemos notar que 6,,-1 é bijecao. De fato, para
todo £ € X, -1, podemos escrever £ = an para algum 1 € X. Dessa
maneira obtemos

eab*1 Oaba*1 (5) = eab*1 (eba*1 (ml)) = Hab*1 (577) = an = § = IdX,,,,,—l (5)

Ou seja, Ogp-1 0 0pg—1 = Idx , .

Como a e b sao arbitrdrios segue que y,-1 0 0gp—1 = Idx, , e
portanto, segue o desejado. Da mesma forma, podemos concluir que
01 =0p,-1.

ab—1

Observagao 38. Nas observagoes anteriores mostramos que 6, é bijecao
e 1 =0, para todo c € FF.

Proposicao 39. O par ({ X }eer, {0c}eer) definido acima é uma agao
parcial de F sobre o conjunto X.

Demonstracdo. Pelas observacoes anteriores, basta verificarmos que
({Xc}eers {0c}eer) satisfaz as condigoes de agao parcial. Lembrando
que todos os elementos da forma ab™! € F, com a,b € W e r(a) = r(b)
estardo sempre na sua forma reduzida, a fim de facilitar as contas.

(i) Note que, por definigao, Xy = X.

(ii) Precisamos mostrar que 6;1(X, N X,-1) C X(ts)—1, Vt,s € F.
Sabendo que ;! = 6,1, basta verificar que V¢, s € F, a condicio
0,1 (Xo N Xy-1) € X ()1 ¢ vélida.

Para isso vamos dividir em varios casos.

1) Casot=0o0us=0.
Por definigao X; = X ou Xy = X e dessa forma, em ambos os
casos, nao ¢ dificil verificar que 0,1 (X N Xy-1) € X(ygy-1 €
valida.

2) Casot=acWes=beW.
Precisamos mostrar que 0-1(Xp N Xq-1) € X(qp)-1-
Se s(b) # r(a) segue pelo lema 32 que X, N X,-1 = (. Por
outro lado, ab ¢ W e por isso, Xap)-1 = (. Portanto, segue
trivialmente o desejado.
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Se s(b) = r(a) e r(a) ndo é poco temos que pelo lema 32,
Xy N X,-1 = Xp. Por outro lado, o caminho ab € W e note
também que X;-1 = X(4p)-1 pois dado § € Xj-1 temos que
s(&) = r(b) = r(ab). Assim,

Op—1(Xp N Xy-1) = 0p-1(Xp) = Xp-1 C X(ab)-1-

Casot=acWes=b'combecW.

Precisamos mostrar que 0;,(Xp-1 N X,-1) € Xpg-1.

Se r(a) # r(b) segue pelo lema 32 que X,—1 N X,-1 = (). Por
outro lado, X;,-1 = () e portanto segue trivialmente.

Se r(a) = r(b) temos pelo lema 32 que X;-1 N X,-1 = Xp-1.
Por outro lado, ba~! fica bem definido e dessa forma temos
que Xp = Xp,-1. Portanto,

9b(Xb71 N Xa71) = Gb(bel) = Xp = Xpo-1 C Xpg-1-

Casot=a'comacWes=becW.
Basta mostrar que 0,1 (X, N Xq) € X(g-15)-1 = Xp-14.
Se a = bu para algum v € W U {0} temos que pelo lema 32,
XyNX, = X4 = Xpu. Poroutrolado, b la=b"lbu=uec W
e portanto, X;-1, = X,. Neste caso para todo £ € X3, com
& = bun para algum 7 € X temos que

Op-1(&) = Op—1(bun) = un € X, = Xp-14.
Portanto,

Op—1(Xp N Xy) = 0p-1(Xpw) C Xy = Xp-14.

Se b = au para algum v € W U {0} temos que pelo lema 32,
XN X, = Xy = Xgu. Por outro lado, b~ta = (au)ta = u~!
e portanto, Xp-1, = X,-1. Neste caso para todo £ € X3 com
& = bn para algum 1 € X temos que

Oy-1(§) = Op-1(bn) = 7.

Como s(n) = r(b) = r(au) = r(u) segue que n € X, -1.

Portanto,

Op—1(Xp N Xy) = 0p—1(Xp) C Xy-1 = Xp—14-
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Se nenhum dos casos anteriores acontecerem entao pelo lema
32 e por definicao temos X, N X, = 0 = X, -1, e segue trivial-
mente.

Casot=a"'es=0b""'coma,be W.

Entéo precisamos mostrar que 6,(Xp-1 N X,) C Xyp,.

Se s(a) # r(b) segue que pelo lema 32, X;-1 N X, = 0 = Xy,
e portanto, segue trivialmente.

Agora se s(a) = r(b) segue que pelo lema 32, X;-1 N X, = X,.
Por outro lado, ba € W.

Assim, dado £ € X, com £ = an para algum 7 € X temos que
Gb(f) = Gb(an) = ban € Xpa-

Logo,

Op(Xp N Xa) = Qb(Xa) C Xap-
Casot=ac ! coma,ce Wer(a)=r(c)es=beW.
Basta mostrar que 0,1 (Xp N Xcq-1) € X(ge-1p)-1 = Xp-140-1-

Se ¢ = bu para algum u € W U {0} temos que pelo lema 32,
XyNXzq-1 = X 4-1. Noentanto, b tca™ = b 'bua™' = ua™!
e portanto, Xp-1.,-1 = X, 4-1. Neste caso temos que para todo
£ € Xy = Xe = Xpy com € = bun para algum 7 € X temos
que

Op—1(&) = Op—1(bun) = un € Xy = Xyq-1.

Portanto,

9b71(Xb N Xca—l) =0y (Xbu) CXy=Xpo1=Xp-14-

Se b = cu para algum p € W U {0} temos que pelo lema 32,
XepNXea-1 = Xy = Xp. Noentanto, b tca™ = (cpu) tea™ =

uwta~! e portanto, Xp-1.4-1 = X,~14-1. Neste caso para todo

¢ € Xy com & = by para algum n € X temos que

Op-1(§) = Op—1(bn) = 1.

Como s(n) = r(b) = r(cp) = r(n) segue que n € X, -1.

Portanto,

Op—1(Xp N X,y) =0p-1(Xp) C Xu—l = X(a#)71 = Xp-100g-1-
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Se nenhum dos casos anteriores existirem entdo obtemos que
Xy NX,1 =0 =Xp-1,,-1 e segue trivialmente.

1

Caso t = ac™! com a,c € W e r(a) = r(c) e s = b~! com

beW.

Basta mostrar que 0p(Xp-1 N Xeo-1) € X(ge-1p-1)-1 = Xpeq—1-
Se s(c) # r(b) entdo Xp-1 N Xoq-1 = 0 = Xpeu-1, pelo lema
32. Dessa maneira, segue trivialmente.

Caso s(c) = r(b) segue do lema 32 que Xp—1 N X q-1 = Xpg-1.
Por outro lado, no elemento bca™! € F, observe que bc € W e
que 7(bc) = r(a).

Assim, dado £ € X,,-1 com £ = ¢ para algum n € X temos

que
0b(&) = Ob(cn) = ben € Xpe = Xpeq-1.

Logo,
Hb(bel N Xca71) = Hb(Xcafl) C Xpe = Xpeg-1-
Casot=a"tes=bd ! coma,bdeWer() =r(d).

Basta mostrar que 0,1 (Xpg-1NXa) € X(g-1pa-1)-1 = Xgp-14-
Se a = bu para algum v € W U {0} temos que pelo lema 32,
Xpg-1 N X, = X, = Xpu. No entanto, db~'a = db~'bu = du
e portanto, X -1, = Xg. Neste caso para todo & € X3, com
& = bun para algum 7 € X temos que

Oap—1(&) = bap-1(bun) = dun € Xau = Xap-14-
Portanto,
Oap—1 (Xpa—1 N Xa) = Ogp-1(Xpu) € Xauw = Xgp-14-
Se b = au para algum v € W U {0} temos que pelo lema 32,
Xpg-1 N X, = Xpg-1. No entanto, db—ta = d(au)~ta = du™?!

e portanto, X -1, = Xg,-1. Neste caso para todo £ € Xy -1
com & = bn para algum 1 € X temos que

Oap-1(§) = Oap—1(bn) = dn € Xg = Xgy-1.
Portanto,

defl(defl N Xa) = adb—l(de—l) C Xgu-1 = Xgp-14-
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Se nenhum dos casos anteriores existirem entdo temos que
Xpg-1 N Xy =0=Xg-1, e segue trivialmente.
Casot=a€Wes=0bd ! combdeW er()=r(d).
Basta verificar 0g,-1(Xpg-1 N Xy-1) C X(abdfl)*l = Xd(ab)—l.
Se s(b) # r(a) entao Xpg-1 N X1 =0 = Xg(ap)-1, pelo lema
32. Portanto, segue trivialmente.

Se s(b) = r(a) temos que pelo lema 32, Xpg-1 N X,-1 = Xpg-1.
Por outro lado, o caminho d(ab)~! estd bem definido e note
também que Xg,-1 = Xg(qp)-1 pois 7(ab) = r(b) = r(d).
Assim,

Ogp—1(Xpg-1 N Xy-1) = Ogp-1 (Xpg—1) = Xgp—1 = Xd(ab)—l.

Caso t = ac™! com a,c € W e r(a) = r(c) e s = bd~! com
b,d € W e r(b) = r(d). Neste caso precisamos mostrar que
defl(defl N Xca—l) - X(ac—lbd—l)—l = Xgp-1cq-1-

Se ¢ = bu para algum u € W U {0} temos que pelo lema
32, Xpg-1 N X.p-1 = X, 1. Por outro lado, notamos que
db~lca™! = db 'bua~! = dua~! estd bem definido e portanto,
Xap-1ca-1 = Xdua—1-

Neste caso para todo & € X -1 = Xpyue-1 com & = bun para
algum n € X temos que

gdb_l(g) = de—l(bun) = dun € Xgu = Xdua—1~
Portanto,

Oap—1 (Xpg—1 N Xeg—1) = ap-1 (Xpua—1) € Xaua—1 = Xap-1cq-1-

Se b = cp para algum g € W U {0} temos que pelo lema
32, Xpg-1 N Xoy-1 = Xpg-1. Por outro lado, notamos que
dv=teca™t = d(cp)"tea™t = du~la”! e consequentemente,
Xap-1ca-1 = Xdlu‘—la—l.

Neste caso para todo £ € Xp4—1 com £ = by para algum n € X
temos que

Oap-1(§) = Oaqp-1(bn) = dn € Xa = Xgy-14-1.
Portanto,

Ogp—1(Xpg-1NXeg-1) = Ogp-1(Xpg—1) C Xd#71a71 = Xap-1cq-1-
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Se nenhum dos casos anteriores acontecer entdo temos que
Xpg-1 N X1 =0 = Xygp-1.4-1 € segue trivialmente.

11) Se t ou s nao sao da forma como nos 10 casos anteriores, entao
X;-1 ou X, serd vazio, e segue trivialmente.

(iii) Temos que mostrar que 6y 0 05(&) = 045(&), V€ € X1 N Xgg)-1.
Como no item anterior, também precisamos dividir em varios ca-
SOS.

1) Casot =0 ou s = 0 entdo por defini¢do 0; = Idx ou 05 = Idx
e assim, a igualdade se torna imediata.

2) Casot=acWes=beW.
Precisamos mostrar que 6, o 0,(§) = 6,,(§), para todo £ €
Xp-1N X(ab)—l.
De fato, se s(b) # r(a) entdo X(,p)-1 = 0 e portanto segue
trivialmente.
Agora, se s(b) = r(a) entdo ab € W e assim pelo lema 32,
Xp-1N X(ab)—l = X(ab)fl = Xp-1 pois T(b) = r(ab).
Logo, para todo § € X(43)-1 = Xj-1 temos que

040 95(6) = Ga(bg) = abl = eab(f)'

3) Casot=acWes=b"'combeW.

Precisamos mostrar que 6, o 0-1(§) = 0,,-1(§), para todo
e XpN Xpg-1.

De fato, se 7(a) # r(b) entdo X,-1 = @ e portanto segue
trivialmente.

Agora se r(a) = r(b) note que X N Xp,—1 = X;. Logo, para
todo £ € Xy, & = by para algum n € X e portanto temos por
um lado que

0o 0 0p-1(§) = 0q 0 01 (bn) = ba(n) = an.

Por outro lado,
eab*1 (5) = Gab*1 (bn) = an.

Portanto segue o desejado.
4) Casot=atcomaeWes=beW.

Precisamos mostrar que 0,-1 0 6,(§) = 0,-1,(), para todo
£ e Xp-1 N Xp-1g.
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Se a = bu para algum uw € W U {0} temos que Xp-1, =
Xp-1p, = Xy e usando novamente o lema 32 obtemos neste
caso que X;—1 N X, = X, pois s(u) = r(b).

Com isso, para todo & € Xy, £ = un para algum n € X
obtemos por um lado que

Oa-1004() = Oa-1 0 Oy(un) = O (bun) = Oa-1(an) = 1.
Note que a=1b = (bu)~'b = u~! e por outro lado temos
ga—lb(f) =0, (Uﬂ) =1

Portanto a igualdade é valida.

Agora se b = au para algum v € W U {0} obtemos neste caso
que Xp-14 = X(gu)-14 = Xy-1 € usando novamente o lema 32
temos que Xp-1 N X,-1 = Xp-1 = X,—1 pois r(u) = r(b).
Com isso, para todo & € X,,—1 temos por um lado que

Ou-1 0 917(6) = eafl(bf) = eafl(au§) = ug.

1

Note que a~'b = a~'au = u e por outro lado temos

Oa-14(8) = Ou(§) = us.

Portanto temos a igualdade vélida.

Se nenhum dos casos anteriores acontecer entao a igualdade é
valida trivialmente.

Casot=a"tes=b"tcomabeW.

Entao precisamos mostrar que 0,-1 06,1 (&) = 0(pq)-1(§), para
todo € € Xp N Xpg.

De fato, se s(a) # 7(b) entdo X(q)-1 = 0 e portanto segue
trivialmente.

Agora, se s(a) = r(b) entdo ba € W e assim pelo lema 32,
Xy N Xpe = Xpa-

Logo, para todo £ € Xp,, & = ban para algum 1 € X temos
que

Ga*I o ebfl(g) = ea*1 o ebfl(ban) = eafl(an) =1
Por outro lado,

Ova)-1(&) = Opa)-1 (ban) = 1.
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Portanto segue o desejado.

Casot =ac™! coma,ce Wer(a)=r(c)es=beW.
Precisamos mostrar que 0.1 0 6,(§) =

EeXp-1 N X(ac—lb)—l.

Se ¢ = bu para algum u € W U {0} obtemos neste caso que
Xp-10q-1 = Xp-1pya—1t = Xya-1 € usando novamente o lema 32
temos que Xp—1 N X ,o-1 = X o—1 pois s(u) = r(b).

Oue-15(€), para todo

Com isso, para todo & € X, ,-1, £ = un para algum n € X
temos por um lado que

0@0*1 © 91,(5) = 9a0*1 © eb(un) = 9a0*1 (bw?) = 0@0*1 (677) = an.

Note que ac™1b = a(bu)~'b = au~! e por outro lado temos

Ogu—1(§) = Ogy—1(un) = an.

Portanto a igualdade é valida.

Se b = cu para algum p € W U {0} obtemos neste caso que
Xp-1ca-1t = Xepy-tca—t = Xap)-1- Note que ap € W visto
que s(p) = r(c¢) = r(a). Usando novamente o lema 32 temos
que Xp-1 N X(au)fl = Xp-1 = X(au)—l.

Com isso, para todo § € X(4,)-1 temos portanto por um lado
que

9@0—1 © 01)(5) = eac_l (bé-) = eac_l (c/“’té-) = apé.

Note que ac™'b = actepu = ap € W e por outro lado temos

eacflb(f) = Gau(f) = aug.

Portanto a igualdade é valida.
Se nenhum dos casos anteriores acontecer entao a igualdade é
valida trivialmente.

1

Caso t = ac™! com a,c € W e r(a) = r(c) e s = b~! com

beW.

Precisamos mostrar que 0,.-100,-1(§) = 0, ¢)-1 (§), para todo
e Xp N Xppg—1-

Se s(c) # r(b) entdo temos que Xp.,—1 = @) e portanto a igual-
dade segue trivialmente.

Agora se s(c) = r(b) entdao Xp N Xpeq—1 = Xpea—1 = Xpe, pelo
lema 32.
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Desse modo, para todo £ € Xp.,-1, £ = ben para algum n € X
temos por um lado que

oac*1 © 01)*1 (5) = 0a0*1 o Hb*1 (bcn) = 9(10*1 (CTI) = an.
Por outro lado temos
ea(bc)_l (6) = g(l(bc)_1 (5077) = an.

Portanto segue o desejado.

Casot=a"tes=bd" ! coma,b,de W er(b) =r(d).

Entéo precisamos mostrar que 0,-1 0 Opg-1(§) = Oy-1p9-1(§),
para todo & € X -1 N Xgp-14.

Se a = bu para algum u € W U {0} obtemos neste caso que
Xap-1a = Xap-1u = Xdu. Note que du € W visto que s(u) =
r(b) = r(d). Usando o lema 32 temos que Xg,-1 N Xgy = Xgu-

Com isso, para todo & € Xy, £ = dun para algum n € X
segue por um lado que

Oq-100p3-1(§) = Oq—100pq-1(dun) = 041 (bun) = 0,-1(an) = n.

Note que a=*bd~t = (bu)~tbd=! = (du)~! e por outro lado
temos

O(auy-1(§) = Oquy—1 (dun) = 1.
Portanto a igualdade é vélida.

Se b = au para algum u € W U {0} obtemos neste caso que
Xap-1a = Xg(au)-1a = Xgu-1 € usando novamente o lema 32
temos que X g,—1 N Xgy—1 = Xgp—1 = Xgy—1 pois r(b) = r(u).
Com isso, para todo & € Xg4,-1, & = dn para algum n € X
temos que por um lado

O4-106p4-1(8) = O4-106p4-1(dn) = 0,-1(bn) = 0,1 (aun) = u.
Note que a 'bd~! = ¢ taud™' = ud~' e por outro lado temos
Oa-1pa-1(§) = Oua-1(§) = Oua—r (dn) = un.

Portanto a igualdade é valida.

Se nenhum dos casos anteriores acontecer entao a igualdade é
valida trivialmente.
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9)

10)

Casot=a€Wes=>bd" ! combdeW er()=r(d).
Precisamos mostrar que 6, o Oy4-1(§) = Oupq-1(€), para todo
Ee Xp-1N Xd(ab)—l.

Se 5(b) # r(a) entdao temos que Xg(qp)-1 = () e portanto a
igualdade segue trivialmente.

Agora se s(b) = r(a) temos que ab € W e novamente pelo
lema 32 temos que de—l N Xd(ab)*l = de—l = Xd(ab)*l pOiS
r(b) = r(ab).

Assim, para todo § € Xg-1 = Xg(ap)-1, & = dn para algum
n € X temos por um lado que

0o © Opq—1 (&) = 04 0 Opq—1(dn) = a(bn) = abn.
Por outro lado, temos que
Oapa-1(§) = Oapa—1(dn) = abn.

Portanto segue o desejado.
Caso t = ac™! com a,c € W e r(a) = r(c) e s = bd~! com
b,de W er(b) =r(d).

Precisamos mostrar que 0,1 0 0pq-1(£) = O4e-19-1(£), para
todo f S de—l n de—lca—l.

Se ¢ = bu para algum u € W U {0} obtemos neste caso que
Xap-1ca-1 = Xap—1pua—1 = Xgua—1. Note xque s(u) = r(b) =
7(d) e usando o lema 32 temos que Xg-1 N Xgua—1 = Xgua-1-
Com isso, para todo £ € Xguq-1, & = dun para algum n € X
temos por um lado que

0a0_1 © ebd_1 (f) = 0@0_1 © ebd_l (duﬂ)
= eac*1 (buﬁ) = oac*1 (CT/) = an.

Note que ac™tbd™! = a(bu)~tbd~! = a(du)~! e por outro lado
temos
9a(du)71 (f) = ga(du)—l (dun) = an.

Portanto a igualdade é vélida.

Se b = cu para algum g € W U {0} obtemos neste caso que
Xap-1ca-t = Xa(ep)-rea—t = Xd(ap)-1 € usando novamente o
lema 32 temos que X gp—1 N Xg(ap)-1 = Xgp-1 = Xg(qu)-1 pois
r(d) = r(b) = r(ap). Dessa maneira, para todo § € Xg(a)-1,



47

¢ = dn para algum 1 € X temos por um lado que

aac*1 o 0bd*1 (5) = 0a6*1 o ebd*1 (dTl) = aac*1 (b77)
= Ogc1 (cpun) = apm.

Note que ac™'bd~! = ac 'eud™' = apd™"' e por outro lado
temos

9(10_1bcl_1 (5) = oap,d_l (5) = aaud_l (dn) = apn.

Portanto a igualdade é valida.

Se nenhum dos casos anteriores acontecer entao a igualdade é
valida trivialmente.

11) Caso t ou s nao sdo da forma como nos 10 casos anteriores,
entao X -1 ou X(e)-1 serd vazio, e a igualdade se tornard
imediata.

Podemos concluir entdo que ({X:}eer, {0c}eer) é de fato agéo
parcial de F sobre o conjunto X.
|

Exemplo 40. Seja E o grafo com E° = {v} e E' = {e} da seguinte
maneira:

Note que X serd o conjunto unitario cujo unico elemento é o
caminho infinito £ = eee. . ..

Seja G o grupo livre gerado por E'. Note que G = Z via o
isomorfismo de grupo ¢ : G — Z com p(a) = |a| e p(a™t) = —|al,
para todo a € W.

Neste caso a acdo parcial do grupo livre gerado por E' é na
verdade uma acao de Z sobre o conjunto unitario X.

Até agora conseguimos definir uma agéo parcial ({X;}eer, {0c}cer)
de F sobre o conjunto X. Utilizando o teorema 19 do capitulo 2 po-
demos obter uma acao parcial no nivel de dlgebra a partir desta, ou
seja, conseguimos obter ({F(X.)}eer, {ac}eer) acdo parcial de F sobre
a K-dlgebra F(X) como sendo a.(f) = f o f,.-1, para todo ¢ € F.
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Para os propdésitos posteriores, isto é, para a construgao do pro-
duto cruzado parcial que desejamos, a K-dlgebra F\(X) é grande de-
mais. Dessa forma, vamos restringi-la, nos concentrando nas fungoes
caracteristicas de cada subconjunto definido anteriormente.

Para cada c € F, seja 1, a funcao caracteristica de X, ou seja,

16(5){ 1, se&e X,

0, caso contrario
Com isso, definimos D(X) = Dy C F(X) como sendo
Do = D(X) =span{{1, | p€ F\ {0}} U{L, | v € E°}},

em que 1, é a funcdo caracteristica do conjunto X, definido na ob-
servagao 29. Agora, para cada p € F\ {0}, definimos D, C F(X,)
como sendo

Dy, = span{{1,1, | ¢ € F}},

em que span neste caso significa span K-linear.

Note que D(X) é subélgebra de F(X) e, para cada p € F, D,
s@o ideais bilaterais de D(X). O objetivo nesse momento é restringir a
acao parcial de F sobre F'(X) para a K-algebra D(X).

Agora, para que possamos fazer isso € necessario garantir que a
restricao dos isomorfismos «, para os ideias D, esteja bem definidos.
Para que isso seja efetivado é preciso de alguns lemas.

Lema 41. Sejam a,c € W, b,d € W U {0} e v € E°. Entdo:

lap-1, se a=ct para algum t € WU {0}
1. 1g-11gg-1 =< 1gg—1, sec=at para algum t € WU {0}
0, caso contrdrio

supondo r(a) = r(b) e r(c) =r(d).
leg-1, ser(a)=s(c)

2. 1,-11,0-1 = S
a”tted 0, caso contrdrio

lg-1 =101,  ser(a)=r(c)
3 111,10 = L
0, caso contrdrio

f i L=t sery)=
- Lolp 0, caso contrdrio

5 11— lgp-1, se s(a)=v
 vtab 0, caso contrdrio
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Demonstra¢do. Segue diretamente do lema 32.

Lema 42.
1. op(1p-11y) = 1,1,4, para quaisquer p,q € F.

2. Paraa € W ebe W U{0}, supondo r(a) = r(b), temos que

[ 1, ser(a)=w
aa(lg-1ly) = { 0, caso contrdrio
‘ (b)
1gp-1 se s(b) =v
1 (lpg-1ly) =4 7 (i
aqp-1(1pa-110) { 0, caso contrdario
Demonstragao.

1. Dados p, q € F temos que para quaisquer £ € X,

ap(lp-11g)(€) = (Lp-11g 0 0p1) () = 1p-1(6p-1(£))1g (61 (€)) =
{ , sef,-1() € X,-1NX,
1,(

caso contrario

se £ € X, NXpy

caso contrario
p(E)1pg(§) = 1p1p4(8),
pois como § é acao parcial, £ € X, N X,, se, e somente se,
0,-1(§) € Xp,-1 N X,. Sendo assim, segue o desejado.

)

1
0,
1
0

)

p

2. Pelo lema 41 temos que se r(a) = v ent@o 1,-11, = 1,-1 e logo,
como 6 é agdo parcial, segue que para todo £ € X, da forma
& =an para algum n € X

Qala1)(€) = (L1 06,1)(€) = Lo (a1 (an))
— Lo () = 1= 1,(9).

Caso r(a) # v entdo 1,-11, = 0 e, consequentemente, obtemos
que aq(1,-11,) = a4(0) = 0. Portanto, podemos concluir que

nltpoty = { X0 =

0, caso contrario
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Usando novamente o lema 41, de maneira bastante semelhante,
prova-se que

aabfl(lbafllv) = { labil, i S(b) -

0, caso contrério

Observagao 43. O lema 42 garante que para todo p € I,

Oép(lp—1) = 1p.
Essa observacao sera utilizada nos préximos capitulos.

Finalmente os lemas 41 e 42 nos garantem a restricao de «,;, para
os ideais D), isto é, a, : D,,-1 — D,, dada por oy, (f) = fo6,-1 estd
bem definida, para todo p € F. Mais do que isso, conseguimos real-
mente ({D,}per, {ap }per) acdo parcial de F sobre a K-dlgebra D(X).

Finalizando este capitulo, vamos considerar o produto cruzado
parcial de D(X) sobre F através de «, isto é,

finito
D(X) %o F =14 " ayd, | a, €D,
p€eF
Veja Apéndice A para mais detalhes sobre o produto cruzado

parcial. Este produto cruzado parcial aqui obtido serd retomado no
capitulo 5.
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4 ALGEBRA DE LEAVITT

Neste capitulo vamos tratar de uma &dlgebra especifica sobre um
grafo F, chamada de Algebra de caminhos de Leavitt ou simplesmente
Algebra de Leavitt. Vamos estudar algumas propriedades e exemplos
a fim de nos familiarizar com esta estrutura.

Definicao 44. Sejam E um grafo e K um corpo. A Algebm de cami-
nhos de Leavitt sobre E com coeficientes em K, denotada por Lx(E), é
a K-dlgebra universal gerada pelo conjunto {v : v € E°}, de elementos
idempotentes e ortogonais dois a dois, com o0s conjuntos {e:e € E'} e
{e* : e € B} satisfazendo as sequintes propriedades:

1. s(e)e = er(e) = e, para todo e € E*;

2. r(e)e* = e*s(e) = e*, para todo e € E*;

3. Para quaisquer e, f € B, e*f = { 6(6)’ zz 2 ;jﬁ ;

4. v= Z ee* para todo v € E° tal que 0 < #s 1 (v) < oo.

ecE!
s(e)=v

Observagao 45. Denotaremos por (E')* o conjunto de sfmbolos for-
mais {e* | e € E'} e para cada a = ejes. .. e, caminho finito definire-
mos o* = elel ;...ese;. Também defina v* = v, para todo v € E°.
Em alguns literaturas os elementos do conjunto E! sao chamados de
arestas “reais” e os elementos de (E')* sdo chamados de arestas “fan-

tasmas”.

Observacgao 46. O significado de universal na defini¢ao 44 nos diz
que, se A é uma K-algebra qualquer contendo conjuntos {a,, | v € E°},
{b. | e € E'} e {b.- | e € E'} satisfazendo as relagdes 1 a 4 entdo
existe um tnico K-homomorfismo de &lgebras ¢ : Lx(F) — A dado
por ¢(v) = a,, para todo v € EY, ¢(e) = b, e ¢(e*) = be~, para todo
e € EL.

Em outras palavras, definido ¢ : E' U (EY)* U E® — A dado
por ¢(v) = a,, Vv € E°, ¢(e) = b e ¢p(e*) = be~, Ve € E' e os conjuntos
{a, | v e E%, {b. | e € E'} e {b.- | e € E'} satisfazendo as relagoes
1 a 4 entdo pela propriedade universal de Lx(FE), ¢ se estende a um
tnico K-homomorfismo ¢ : Lgx(E) — A.
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A propriedade universal de dlgebras, no caso particular de L (F),
sempre existe, é inica e é de extrema importancia neste contexto nos
proporcionando uma capacidade enorme de gerar homomorfismos.

Observagao 47. Observe que os elementos de Lk (E) sd@o combinagoes
lineares de palavras dos conjuntos {e : e € E'} U {e* : e € B} U E°
com coeficientes em K.

Exemplo 48. Se considerarmos o grafo E do exemplo 30

€2
€1 €4

U1 (%] V3 V4
€3

temos que, por exemplo, dois elementos de Lx(F) sao ejesezesel e
vieresesesvy. Porém, note que o elemento viejejesesvy é simplesmente
o elemento 0 da algebra pois e5e3 = 0. O que podemos observar é que
muitos elementos podem ser simplificados ou reescritos de uma forma
mais elegante conforme o seguinte lema.

Lema 49. Se E € um grafo e Lx(FE) € a dlgebra de Leavitt associada
a E entdo para quaisquer caminhos a, 3,7y e § vistos como elementos
de Lg(E) de modo que r(a) = r(B) e r(y) = r(d) temos que

ay'6*, se v = 37 para algum ~'

* *) 045*, se Y = ﬁ
(@f")(v6%) = af™*6*,  se 8 =~8 para algum [’
0, caso contrdrio

Demonstragio. Se v = B+ para algum caminho ' entao temos que
(@B)(70") = af™B'6" = ar(B)y'0" = ay/6".
Se v = 8 entao
(aB*)(v6") = aB*B0" = ar(B)5" = ad”.
Por tltimo, se 3 = v’ para algum caminho §’ temos que
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Nos outros casos segue imediatamente que (a5*)(y6*) = 0.
|

Proposicao 50. Se E é um grafo e Lx(E) € a dlgebra de Leavitt
associada a FE entdao

Lx(E) = span{{aB* | a, B € WU {0} tal que r(a) = r(3)} U E'}.

Demonstrac¢ao. Segue imediatamente do lema 49.

Observagao 51. Vista a proposigao 50, podemos responder com mais
clareza & pergunta da observagio 29 uma vez que em Lk (F) os elemen-
tos da forma (*« s@o nulos, com «a, 5 € W, a nao comeco de 8 e nem
B comeco de a.

Exemplo 52. Considere o grafo E com E° = {v} e E! = {e} da
seguinte maneira:

Seja K[z, z7!] a algebra dos polindomios de Laurent com coefici-
entes em K.

Defina ¢ : E* U (E')* U E° — K[z, 27 !] como sendo ¢(v) = 1,
Be) =z e ple”) = 1.

Note que ¢(s(e))p(e) = 1. =z = ¢(e) = 2.1 = ¢(e).¢(r(e)) e
que ¢(r(e))p(e*) = Lot =271 = ¢(e*) = 2711 = ¢(e*)d(s(e)).

Portanto as condigoes 1 e 2 da defini¢do 44 sdo satisfeitas. As
condicoes 3 e 4 sao satisfeitas trivialmente.

Logo pela propriedade universal de Lg(FE), ¢ se estende a um
K-homomorfismo

¢: Lx(E) — Kz, z .

Na verdade Lg(E) = K[z,z71]. De fato, utilizando a propri-
edade universal de K[z, z7!], obtemos 9 : K[z,27!] — Lg(F) um
K-homomorfismo dado pela extensdo linear de ¥(z) = e, ¥(z~ 1) = e*
e (1) =,

Nao é dificil observar que ¥ é inversa de ¢ e portanto obtemos o
isomorfismo desejado.
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Exemplo 53. Seja E o grafo com os conjuntos E® = {v1,...,v,} e
E' ={ej,...,e,_1} dado da seguinte maneira:
€1 €2 €n—1
-— -— > o --- — >
U1 V2 U3 Un—1 Un

Seja M, (K) a dlgebra das matrizes n X n com entradas em K.

Defina ¢ : B U (EY)* U EY — M,,(K) por ¢(v;) = E;; , para
todo i € {1, Ce ,Tl}, (f)(@l) = Ei,i+1 e (;S(ej‘) = EH-Li? Vi € {1, ey TL*].},
em que F; ; é a matriz da forma

ou seja, F; j é a matriz nxn em que todos os elementos sao nulos, exceto
o elemento 1 que se encontra na posicao ¢, j. Relembrando rapidamente
que o produto de duas matrizes E; ; e Ej; em M, (K) é dada por

| By, sej=k

Eij-Bri = { 0, se j £k
.. E . Sej :Z
Para todo i, j, note que F; ;. F; ; = By =1
J q 2,2°-7,] { O, se j 7& i

Logo, as matrizes E; ; sao idempotentes e ortogonais duas a duas.
Agora note que

d(s(eq))plei) = o(vi)oples) = EiiEiip1 = Ei i1 = ¢(e;).
Além disso,
d(es)o(r(e;)) = dlei)d(vit1) = Eiit1-Eit1,i41 = Eiip1 = 0(e5).

Ou seja, ¢(s(e;))p(e;) = d(ei) = d(ei)o(r(ei)), para todo i.

Agora note que da mesma maneira descrita acima temos

B(r(ei))dle;) = d(viy1)d(e]) = Birriv1Biv1i = Eip1i = é(ef)
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e que
dle;)p(s(ei)) = dlef)p(vi) = Ei1,i-Ei s = Eiy1,i = ¢(ef).

Isto 6, G(r(ed)d(el) = d(ef) = d(e!)o(s(ex)), para todo i. Logo, as
condigoes 1 e 2 da definicao 44 sao validas.
Para a condi¢do 3, notamos que dados e;,e; € E' temos que

* Eit1i41, sei=]
o) 6(e) = BunnBrgn = { ¢ iz

Mas Ei-‘rl,i-i-l = qﬁ(vi_,_l) = ¢(T(€i)) € portanto,

. _ [ olr(e)), sei=j
ofen)ote) = { o e
Assim, concluimos que a condigao 3 é satisfeita.
Finalmente para a condicio 4, observe que para cada v; € E!,
i=1,...,n— 1, temos que existe somente e¢; € E* tal que s(e;) = v; e
desse modo obtemos que

dle))ole;) = Eiix1Eiv1, = Ei ;s = o(v;).

Dessa maneira, pela propriedade universal de L (F) temos que
¢ se estende a um K-homomorfismo ¢ : Lx (E) — M, (K).

Mais do que isso, ¢ é sobrejetora. Para isso basta mostrarmos
que conseguimos gerar F; ;j, para todo 4, j, a partir das matrizes defi-
nidas acima.

De fato, caso ¢ = j ent@o ndo hd nada a fazer pois ¢(v;) = E; 4,
para todo ¢, por definigao.

Agora caso ¢ > j entao note que podemos representar Fj; ; da
seguinte maneira

Eij=FEii1.Ei1i2...FEj;=0¢(ei_q1)0(eis). .. oe]) =

Por outro lado, caso i < j entao note que podemos representar F; ; da
seguinte maneira

Eij=FEiit1-Eiv1iv2.- - Eio1; = dle))pleir1) ... dlej-1) =
== ¢(6i6i+1 . 6j,1).
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Como toda matriz A € M, (K) se escreve na forma

A= i: A Eij,

ij=1

podemos concluir que ¢ é sobrejetora. A injetividade de ¢ serd vista
mais adiante.

Exemplo 54. Seja E o grafo com E° = {v; | i € N} e B! = {¢; | i € N}
dado da seguinte maneira:

€1 €2 €3

U1 V2 V3 V4

Considere M (K) como sendo a K-dlgebra das matrizes infinitas
que possuem um numero finito de elementos nao nulos.

Defina ¢ : EYU(EY)*UE? — My (K) por ¢(v;) = E; 4, ¢(e;) =
Eiit1 e ¢(ef) = Ejy14, Vi € N em que E, ; é matriz infinita em que
todos os elementos sao nulos, exceto o elemento 1 na posigao ¢, j.

Entao de forma andloga verifica-se que ¢ se estende a um K-
homomorfismo sobrejetor ¢ : Lx(F) — My (K). A injetividade de ¢
serd vista mais adiante.
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5 O ISOMORFISMO ENTRE Lg(E) E D(X) %o F

O principal propésito deste capitulo é produzir um isomorfismo
entre a Algebra de Leavitt associada a um grafo E e o produto cruzado
parcial D(X) x, F determinado no capitulo 3.

Proposicao 55. FEziste um K-homomorfismo ¢ : Ly (E) — D(X)x,F
tal que p(e) = 1¢0e, p(e*) = 1,-10,-1 Ve € E1, e p(v) = 1,60, Vv € EV.

Demonstragao. Vamos mostrar que os conjuntos
{1.0. | e € B}, {1,161 | e € E'} e {1,860 | v € E°}

em D(X) x, F satisfazem as condigdes 1 a 4 da defini¢ao 44.
Para comecar, primeiramente note que dados v, w € EY,

(11)60)(11060) = ao(ao(lv)lw)&) = 1v1w60~

Mas, pelo lema 41, 1,1, = 1, se v = w e 1,1, = 0 se v # w. Logo,
temos que

1,00, sev=w

(1,00)(1wdo) = { 0, se v £ w

Portanto os elementos 1,0 s@o idempotentes e ortogonais dois a
dois. Agora vamos analisar as demais relagoes.

1. Queremos mostrar que Ve € E*,

(18(8)60)(1666) = 1666 = (1666)(17‘(8)60)'

Pelo lema 41 segue que 1,(.)1e = 1.. Assim, temos que

(Ls(e)00) (1ebe) = ap(ag ' (Ls(ey)Le)doe = Lg(eylebe = 1ebe.

Por outro lado, pela observagao 43 temos que a,-1(1le) = 1.-1 €
pelo lema 42 segue que a(1.-11,()) = lc. Portanto,

(1666)(17'(6)60) = O‘G(aefl(lﬁ)l'r'(e))aeo = ae(lefl]-r(e))(se = 1c0e.

Segue o desejado.
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2. Queremos mostrar que Ve € E',

(1,(6)50)(16715671) = 16715671 = (16*166*1)(15(6)60)-
Pelo lema 41 segue que 1,.(¢)1c-1 = 1.-1. Dessa forma, temos que

(17"(6)(50)(1@715@71) = Ozo(&&l(lr(e))lefl)éoefl = 1r(e)1e*156*1 =
=1c-10,-1.

Por outro lado, pela observagdo 43 temos que ae(l,-1) = 1. e
pelo lema 42 segue que a.-1(1cly()) = 1.-1. Portanto,

(16*166*1)(18(6)50) = aefl(ae(lefl)ls(e))éeflo =
= Oée—l(lels(e))(se—l =
=1g-10,-1.

Logo, segue o desejado.

3. Queremos mostrar que dados e, f € B,

see=f

B lr(e)607
(1e-10c-1)(1505) = { 0, see# f

Supondo e # f, pelo lema 41 note que 1¢1y = 0 e portanto,
a.-1(1.15) = 0. Logo,

(16*156*1)(1)“5)‘) = Oée—l(ae(le—l)lf)ée—lf = Ole—l(lelf)geflf = 0.

Agora suponha e = f. Entao segue que

(16—1(56—1)(1656) = O[e—l(ae(].e—l)].e)(se—le = ae_l(lele)(&) =
= 01671(16)50 = 167150.

Porém, pelo lema 41 segue que 1,-1 = 1,). Portanto segue o
resultado.

4. Seja v € E° com 0 < #{e | s(e) = v} < 0o, queremos mostrar
que
Ldo = Y (Lede)(Le-16c-1).

ecE!
s(e)=v
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Note primeiramente que,

(1666)(16715671) = ae(ae*1(16)16*1)5ee*1 = ae(lefllefl)a() =
= Oée(le—1>(50 = 16(50.

Dessa maneira, podemos concluir que

> (Lebe)(lemibemr) = > Lebo=| > Lo [ o =1u00.

ecE! e€eE? ecE!
s(e)=v s(e)=v s(e)=v

Pela a propriedade universal do Lg(F) conseguimos obter um
K-homomorfismo ¢ : Lx(E) — D(X) x4 F que satisfaz ¢(e) = 1.0,
o(e*) =1,-10.-1, para todo e € E', e p(v) = 1,00, para todo v € EV.

Para efetivar o isomorfismo precisamos de uma lema auxiliar.

Lema 56. Seja o K-homomorfismo ¢ : Lg(E) — D(X) xo F obtido
anteriormente. Entdo para a € W, p(a) = 1404 € p(a*) = 14-104-1.
Para a,b € W com ab™! na forma reduzida e r(a) = r(b) vale que
p(ab*) = 14p-104p-1. Mais ainda, 1,6, € Im(p), ¥p € F\{0}.

Demonstracdo. Seja a € W da forma a = ay ...a,. Vamos provar que
v(a) = 1,9, por indugdo em n.

Note que se n = 1 entdo por defini¢do segue que ¢(a) = 1,04.
Suponha entao vélido para n, isto é, p(a; ...an) = lay.. .a,0a,...a,- Para
facilitar a notacao e o uso dos lemas, chamaremos o caminho a; ...a,
de c. Dessa forma, obtemos que

pla) = ¢(ar ... anani1) = @(cani1) = o(c)p(ant) =
= (1050)(1an+16an+1) = O‘C(acﬂ(lc)lang)(scanﬂ =
= ae(le-11a,, )0 = lelea, 00 = Laba.
Note que pelo lema 42, a.(1.-11q4,,,) = 1clca, ., € pelo lema 41,
lelea,,, = lclg = 1,. Analogamente, prova-se que ¢(a*) = 1,-18,-1.
Portanto provamos que ¢(a) = 1,0, e p(a*) = 1,-1,-1, para
todo a € W.
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Agora, utilizando o lema 42 notamos que para todo a,b € W,

d(ab™) = Pp(a)p(b*) = (140a)(Lp-10p-1) = ag(@q—1(14)1p=1)dgp—1

= Oéa(la—l 1;,71)(5,1;)71 = 1a1ab*16ab*1 = 1ab*16ab*1-

Portanto temos que ¢(ab*) = 1,,-104,-1, para todo a,b € W
com ab~! forma reduzida e r(a) = r(b).

De acordo com a estrutura de Lg(F) e com as definigdes dos
subconjuntos X,,, basta mostrar para todos os p dessa forma. Dessa
maneira, segue que 1,0, € Im(p), Vp € F\{0}.

Por fim, chegamos ao teorema principal deste capitulo. Os re-
sultados do apéndice B serao importantes e utilizados neste momento
para a demonstracao do K-isomorfismo desejado.

Teorema 57. O K-homomorfismo ¢ : Lg(E) — D(X) xq F € um
K-isomorfismo.

Demonstracdo. Primeiramente vamos mostrar que ¢ € injetiva, usando
o teorema 79 do apéndice B. Pelas proposigoes 77 e 78 do apéndice
B temos que Lg(F) e D(X) X, F sao Z-graduados. Mais do que isso,
note que ¢(v) = 1,60 # 0 pois X, # 0, Vv € E°.

Note que para af* € (Lx(E)), com o, 3 € W U {0}, em que
(Lx(E)), é a Z-graduagdo de Lg(FE), temos que pelo lema 56 que
o(aff*) = lap-10a3-1 € Dyg-1045-1 (Para cada p € F\ {0}, de-
notamos por Dp,d, o conjunto D,dé, = {apdp | ap € D,}). Como
B~ = |a| — |B] = n, segue que 1l,5-16,5-1 € Ap, em que A, ¢é
proveniente da Z graduagao de D(X) x, F da proposigao 78.

Dessa forma, dado z € (Lx(FE)),, da forma

z= ) aff,
ol [Bl=n

segue por linearidade que,

p)=9p| Y. af = > plp)=

lee|=|Bl=n le|=|Bl=n
= Z 1046*15046*1 cA,.

laf=t|=n
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Assim, ¢ é Z-graduado e, pelo teorema 79, ¢ é injetora. Agora
vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva.

Isto significa mostrar que D,d, C Im(p) para todo p € F. (Pois
assim por linearidade podemos concluir que Im(¢) = D(X) %, F).

Mostraremos que Dgdp C Im(¢).

De fato, note que p(v) = 1,0y, para todo v € E° e portanto,
1,00 € Im(p). Mais do que isso, note que para todo p € F\ {0},

(lpép)(lpqépfl) = Oép(Oép—l(lp)lp—l)(spp—l = Otp(lpfl)tso = 1p60.

Pelo lema 56 temos 1,0, e 1,-10,-1 € Im(p). Dessa forma,
obtemos que 1,9 € Im(y). Por linearidade, segue que Dydy C Im(¢p).
Basta agora mostrarmos que D,d, € Im(y) para todo p € F\ {0}.

Note que,

(1460)(1p0p) = 141p0p = 1,140y
Como 1,6, e 1,00 € Im(p), entdo 1,1,00 € Im(p). Novamente por

linearidade, segue que D,d, C Im(y).
[ ]
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6 TEOREMA DE UNICIDADE DE CUNTZ-KRIEGER

Neste pentultimo capitulo apresentaremos alguns resultados au-
xiliares que nos darao suporte para a apresentacao e demonstragao do
Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger para a Algebra de Leavitt uti-
lizando o isomorfismo apresentado no capitulo 5.

Alguns exemplos serdo retomados a fim de mostrar a aplicacao
do teorema. O principal artigo que serviu como base para esta prova é
(GONGALVES; ROYER, 2014).

Lema 58. Seja E um grafo que satisfaz a condigdo (L). Dados um
caminho fechado b = by...b, € W e x, € Dy um elemento nao nulo,
entdo existem nimero naturais m,k > 1, comk <r, ety, ...ty € Et,
tal que t; # b;, para algum i, e

Tp - 1bmt1.utk 7é 0.

Demonstra¢do. Suponha que exista N € N tal que xp.1;8v = 0. Com
isso, tome m como sendo o maior nimero natural o qual xp.1pm # 0
(note que m > 1 pois zp.1p = x # 0). Agora note que Xpm é 0
conjunto de todos os caminhos em X que comegam por b™. Sem perda
de generalidade, podemos escrever este conjunto como sendo o conjunto
de todos os caminhos que comecam por b™t para todas arestas t € E!
com s(t) = r(b) separando os casos em que 7(t) é ou ndo pogo. Isto é,
podemos escrever

KXpm = U KXpmi U U KXpmi
teE! teE!
r(t) nao é pogo r(t) pogo
Usando a mesma ideia podemos reescrever os conjuntos Xpmg
acima com r(t) ndo sendo pogo como sendo unides de conjuntos da
forma Xpm; com ¢t € W, |t| = 2. Dessa maneira, obtemos que

o= U X Ul U X

teE" teE"
r(t) nao é pogo r(t) pogo
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= U KXpmi U U KXpmt | =

teWw tep!t
[t|=2 r(t) poco
r(t) nao é pogo

= U Xpmy U U Xpmy

tew teWw
[t|=2 |t]<2
r(t) ndo é pogo r(t) pogo

Continuando este processo, podemos reescrever Xp= como sendo
o conjunto de todos os caminhos que comecam por 0™t para todos
caminhos t € W com s(t) = r(b) de tamanho |t = r ou de tamanho
[t| < e r(t) poco, ou seja,

X = | U X |U| U Xowe

teWw teWw
|t]=r [t]<r
r(t) pogo

Como xp.1ym # 0 por hipétese segue que, existe t € W da
forma t = t1...t, com |t| = k < r e existe £ € Xpm; de modo que
Ty Lpm (§) = xp. Lpmi(§) = xp.Lpmy, . 1, (§) # 0. Portanto concluimos que
Ty Lymey .o, = Tp.Lpme # 0.

Mas note que ¢ pode ser da forma k = r ou k < r e r(t) pogo.
Se k < r e r(t) é poco entao neste caso t # b; para todo i pois r(b;)
nao é pogo. Em particular, ¢y # b.

Por outro lado, se k = r entdo t # b pois caso t = b entdo
terfamos que zp.1lym+1 = xp.1pms # 0, 0 que contradiz a hipdtese de que
zp.1ym+1 = 0. Portanto ¢; # b;, para algum i. Dessa maneira, segue o
desejado.

Agora suponha que xp.1yv # 0, VN € N. Como x}, € Dy, xp # 0

n

entao podemos escrever T, = Z)\ilblkilfl, em que k;,l; € WU {0},
i=1
para todo 1.
Usando o lema 41 podemos reescrever x;, da seguinte maneira:

n
Ty = E )\ilaic;l,
i=1



65

com a; € W, ¢; € WU{0}.
Escolha m € N, m > 1, de modo que m.[b| > |a;|, para todo
1 =1,...,n. Note que para qualquer £ € X} temos que

1, sefGXbmﬁXaic_ﬁl

0, caso contrario

(Lo 1)) = (1)1, )0 = {

i

Como |a;| < m.[b| = [b™], segue que (1pm.1, ~1)(§) depende
somente das m.|b| primeiras entradas de . Por linearidade obtemos

que
n

(25 1pm ) (€) = Y Xi(Lom 1, 1) (E),
i=1
o que da mesma maneira depende também das m.|b| primeiras entradas
de €.

Acontece que como xp.1ym # 0 entao existe £ € X, o qual
(zp.1pm)(€) # 0. Como o grafo F satisfaz a condicao (L) temos que
existe pelo menos ¢; € E', para algum j, com s(t;) = s(bj) porém

Considere ¢ € X}, como sendo ¢ = &7 .. “Emlpb1 -+ - i1, em que
& = &€& ... caminho em X,. Pela razdo de que (xp.1pm)(€) depende
somente das m.|b| primeiras entradas de £ entao

(@p-1pm ) () = (p-Lpm ) (€1 - Empp|b1 - - - bj—1t;) = (zp.1pm ) (§) # 0.

Mas note que Xpm N Xpmp, _p = Xpmp,..b

byt by_yt;- Emtao podemos
concluir que

(xb.lbmbl_”bj_ltj)(g) = (xb'lbm~]-b””b1...bj_1t_,»)(§) =
= (wp.1pm ) (<) Lymp,..b;_yt,(5) =
—_————
1

= (2p.1pm) () = (wp-1pm ) (€) # 0.

Dessa maneira, segue o desejado.
|

Demonstramos o lema 58 o qual é um resultado bastante técnico
e importante para o resultado posterior. Demonstraremos agora um
teorema crucial para o objetivo principal do capitulo.
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Teorema 59. Seja E um grafo que satisfaz a condi¢ao (L). Se I é um
ideal ndo nulo de D(X) x4 F entdo I N Dydy # {0}.

Demonstra¢do. Seja x € I elemento ndo nulo. A ideia desta demons-
tragao é simplesmente multiplicar  por elementos apropriados de D(X)x,,
[F para obter um elemento nao nulo de I N Dydy. Para isso vamos dividir
em alguns passos.

Passo 1: Vamos mostrar que existe um elemento nao nulo de I da forma

P
Zxciéci, em que ¢; € W, para todo i e ¢; # cj, para ¢ # j.
i=1

P
De fato, como x # 0 entao podemos escrever x = Z Ty =10, -1
i=1

com a;,b; € WU{0}, a,»bi_1 na forma reduzida, aibi_1 #* ajbj_1 para todo
i # j,r(a;) =r(b;) e z, -1 # 0, para todo 4, pois caso x, ;-1 for zero,

podemos descartar. '
Escolha b, dentre todos os b; tal que |b,,| = max{|b;|}. Com

K3

isso, temos que x.(1p, d,, ) # 0 pois note que, como 1, = 1
temos

-1
bmam

(xamb?nl 5amb;z,1 )(1bm, 5b1‘n) = O‘amb?nl O‘bma?nl ($amb7}1 )1bm)5amb7n1bm =

= O‘ambfn,l O‘bma;f (l’amb:nl )1bma;zl )5ﬂm =

(
(

= g b (@ 01 (2o, 521))0a,, =
1)

= :Z?amb:nl U # 0.
Mais do que isso, note que
P
210,00, = Y (@q-10,,-1) (16, 05,,) =
i=1
P

= Z aa,ibi_l (abiai_l (xaib;l)lbm )5aib;1bm

~
Il
—

Il
M=

Qb t (O‘bia;1 (xaib;l )]‘biai_l Ly, )5aib;1bm
1

<.
I

I
'M“

N
Il
-

.Z’aibi—l O‘aibfl (1bia;1 lbm)(saibi’lbm =
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P
Z Tan Lo Lab 16, 9,610, =
i=1

Ze,Oc;-

I
.M_S

Il
-

(2

m

Ou seja, como 5aibi_lb #* 5ajbj‘1b,,,n para i # j garantimos que

o elemento x.1;,,dp,, # 0. Observe também que como I ¢ ideal, entao
x.1p, 0, € I. Logo, temos o passo 1 provado.

Passo 2: Vamos mostrar que existe um elemento nao nulo de I da forma

p

o0 + Zxdﬁdm em que zg # 0, d; € W com d; # d;, para
i=1

i # jesei < j, entdo d; é comego de d;. Além disso,

r(di) = s(d;) = r(d;) = s(d;).

Para isso, seja € I o elemento nao nulo do passo 1, ou seja, x
pode ser escrito da forma

P
x = E Ze;Oc;
i=1

com ¢; € W, x., # 0 para cada i e ¢; # ¢; para i # j.
Escolha ¢, dentre todos os ¢; tal que |c,| = max{|¢;|}. Caso
3
¢, = 0 entdao x = x¢dg, com g # 0 e nosso passo 2 estd provado.
Caso ¢, # 0 entao defina

P
y:=(1.,00)x = Z le, Te, 0,

=1

Pela mesma razao do passo 1, obtemos que 1., z., = x., # 0 e pela
razao de que l¢, %¢,0c, = %c,0c, # 0 entdo temos y # 0. Para cada
¢i com |¢;| #0, 1. ., = 1., 1.,2.,. No entanto, como ¢, tem compri-
mento maximo, pelo lema 41 obtemos que

11 — l.,, se c¢; for comego de ¢,
iTon 0, caso contrario
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Com isso, podemos escrever y da seguinte maneira

Yy = Z 1cnxci6ci + ]-cnxO(SO =

¢; comego de ¢y,

= y050 + Z yci 5ci

c; comego de ¢y,

onde denotamos por y., = x., 1., , para todo i e yo = 1., xo.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que yy # 0 pois caso
contrdrio seja ¢ tal que |c¢| = min{|¢;|} e considere o elemento
K3

y= (10—150—1)'3/ = Z (10_160_1)(y0i6Ci) =

c; comego de ¢y,

= Z O‘cfl(ac(lcfl)ym)ac*lci =

c; comego de ¢y,

= Z Q-1 (yci)acflci-

c; comego de ¢y,

Claramente g possui fibra zero nao nula.
Seja w = r(c,). O que vamos fazer aqui é multiplicar y por
(1w0p) & direita. Observe que

y-(lwéo) = (yO(SO)(lw(SO) + Z (y0i60i>(1w60>

c; comego de ¢y,
= y01w60 + E A, (O‘c.’l (yCi)l’w)(SCi
¢; comego de ¢y,

Note que o —1(Ye, ) 1w = ar,—1(ye,)1,-11y pois 1 -1 é a unidade de D 1.
Porém sabemos que pelo lema 41 que

11, ser(c)=w
10—11w = ’ ‘.
i 0, caso contrario

Isto é, se 7(c;) = w, entdo o1 (Ye, )1 ,-11y = -1 (Yo, )1 -1 = -1 (ye,)
e portanto, podemos reescrever y.(1,00) da seguinte maneira



69

y-(1wdo) = yolwdo + Z YeiOc,
c; comego de ¢y,
r(c;)=w
Continuando o processo, seja v = s(¢,). Agora a estratégia é multipli-
car o elemento y - 1,,0¢ & esquerda por 1,09 obtendo

Lubo - y - Lwdo = (100)(yo-1wdo) + > (o) (yede,) | =

c; comego de ¢y,
r(c;)=w

= y()]-v]-w 60 + ]-vyci 5ci =
(yolu1w) >

c; comego de ¢y,

r(c;)=w Yei

= (yolvlw)(so + Z yCi(SCi

¢; comego de ¢y,
r(ci)=w

Note que 1,¥y., = Y., pois v = s(c¢,) = s(¢;). Dessa forma, defina o
elemento

z 1= 1,00 - Y- 160 = (yOlvlw)(SO + Z ycyz(scri
c; comego de ¢y,
r(c;)=w

Pela mesma razao do passo 1 e y., = ¢, 1e, = %, # 0 temos
que z # 0.

Por um lado, se v = w entao yol,1y = yoly, = yo # 0 e temos
nosso elemento do passo 2. Por outro lado se v # w entao temos que
yoly 1,y = 0. Neste caso, usaremos o mesmo truque ja visto acima. Seja
¢ o elemento dentro todos os ¢;’s de forma que |c| = min{]|¢;|}. Assim,

K3

considere o seguinte elemento
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le-16p-1.2 = Z (Le=10c-1)(Ye;bc;) =
c; comego de ¢y,
r(c;)=w
= Z O‘c_l(ac(lc_l)yci)éc_lci =
c; comego de ¢y,
r(cy)=w
= Z Q-1 (yci)(SC*lCz"

c; comego de ¢y,
r(c;)=w

Note que o elemento construido pertence a I pois I é ideal. Observe
também que s(c"1¢;) = r(c) = w = r(c"l¢;), para cada i. Desse modo,

provamos enfim o passo 2.

P

Passo 3: Seja x = xpdg + Zaﬁci&ci, com zg # 0, x., # 0, para todo
i=1

i, como sendo o elemento nao nulo do passo 2. Entao vamos

provar que y € I elemento nao nulo tal que y = ypdg ou
k

Y = yodo + Zycﬁci, com k < p.
i=1

Para isso vamos reescrever x do passo 2 como sendo

p
Tr = g Te,0c,,
=0

em que ¢g = 0, x., # 0 para todo i.

Note que como ¢, é o caminho de maior comprimento visto que,
para i < j, ¢; é comego de c;.

Se ¢, = 0 entao imediatamente temos que x = x¢dg, € portanto
o passo 3 é concluido. Agora, se ¢, # 0 entdo denotaremos por b o
caminho c¢,, isto é, ¢, = b1...b|¢,,|. Vamos construir o elemento y € I
nao nulo.

Como o grafo ndo satisfaz a condigdo (L), segue do lema 58
que existem m,k > 1 e ty,....t;, € E', com t; # b; para algum i e
Zp - 1pme, .1, # 0. Considere o elemento z da seguinte forma

p
2= (1ymo) - - (Lym-rg,..4,00) = > Ze,0c,,
=0
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em que 2z, 0c, = (1ymdo) - (z¢,0c;) - (Lpm—14,..4,00)-
Notemos que

200560 = 20(50 = (1bm50)(xo(so)(lbm—ltlmtk(so) =
= :Colbm lbmfltl.utk(SO = 0,

pois 1ymlpm-14, 4, = 0. Entao,
P
Z = Z(lb""(so) : (mcidci) ’ (1bm'—1t1...tk50)'
i=1

Note também que

205 = (1pmdo) - (2p0p) - (Lym—14,...4,00) =

= (Lymdo) (o (-1 (xp) Lym-14,..4,)06) =

= (Lpm o) (ap(ap-1 () Lp-1Lpm-14, 1, )0p) =
— (Lym00) (2505 (Lp1 Lymry, 1 )5p) =
(1bm50)($b1b1bmt1...tk5b) =

=xp. 1ym 1y 1pme, 1, 0p =

= xb.]_bmtl__'tk(Sb # 0

Assim, para obter o elemento desejado do passo 3 precisamos agora
deslocar a fibra. Para fazer isso, consideramos ¢ o elemento dentre os
¢; de modo que |¢| = min{|c;|}. Dessa forma obtemos

K3

M=

(Ig=16e-1)z = (1g=180-1) * (2¢,0¢,) =

<.
Il
_

-1 (ac(lc_l)zci)(;c—lci =

Il
L

@
I
-

-1 (zci)(sc*lci =

I
L

«
Il
—

k
= ac*1(20)50 + Zacfl(zci')(sc*lciv

=1

com k < p. Note que z. # 0 e portanto, a.—1(z.) # 0. Finalmente
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podemos definir o elemento desejado por
y:=1,10,-1 2.
Passo 4: Vamos mostrar definitivamente o teorema.

De fato, seja x € I elemento nao nulo do passo 2, isto é,

P
T = xody + Zxciéci.

i=1

Se z., = 0, para cada i, entdo temos que z é da forma x = x9dy € Dydg
e assim o teorema ¢ finalizado. Caso x., # 0, para algum ¢, entdo
aplicamos em z um numero finito de vezes o passo 3 e portanto temos
o desejado.

|

Lema 60. Seja E um grafo que satisfaz a condicdo (L) e I um ideal
ndio nulo de D(X) x4, F. Entdo existe v € E° tal que 1,00 € I.

Demonstragao. Seja I um ideal ndo vazio de D(X) 1, F. Pelo teorema
anterior existe x € I elemento nao nulo da forma x = x¢dy € Dydo.
Como zy € Dy entdo podemos escrever

o = Z)\ilaibi—l + Zﬂjlvj
i=1 j=1

com a; € W, b; € W U0, para todo i e v; € E°, para todo j .

Podemos assumir sem perda de generalidade que a; # 0 para
todo 4, pois caso contrario se a; = 0 para algum ¢ entao terfamos que
1aibi_1 = 1bi_1 = 1r(b1;)~

Dessa forma, seja v € E° tal que 1,29 # 0.

Uma observacao importante é a existéncia desse vértice. De
fato, como xy # 0 entdo existe & de modo que zo(§) # 0. Entao
Lyeyzo(§) # 0 e dessa forma, a existéncia de v é garantida. Porém, v
pode ser pogo ou nao.

Caso v seja pogo entao temos que 1,1
demos concluir que

-1 = 0 e portanto, po-

aib;

1,20dg = Z)\ilvlaib;l +Zﬁj1v1uj = Z Bjly60 = Z Bj | 1udo.
i=1 =1 =1 j=1

V=V4 V=V,
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m
Como 1,z¢ # 0, entdo h := Z Bj # 0 e, como K ¢ corpo, entdo
j=1
V=V,

1,00 = (h_llv(So) (1‘0(50) el.

Suponha agora que v nao seja poco. Entado considere m como
sendo o maximo entre os comprimentos dos a;’s acima, em outras pa-
lavras, m = max{|a;|}. Vamos lembrar que podemos escrever

3

X,= |J Xc= UXC U U X,

ceW ceW
v=s(c) v=s(c) v=s(c)
le|=m le|<m

r(c) pogo

Como 1,x¢ # 0 entao existe £ € X, de forma que (1,z0)(&) # 0.
Pela observacdo acima podemos concluir que existe ¢ € W com s(c) = v
tal que 1.(£) = 1,(€). Assim temos que

Lexo(§) = Le(§)z0(§) = Lo(§)zo(&) = (Lozo)(§) # 0.
Note que podemos ainda supor que ¢ é de tal forma que |¢|] =m
ou |¢| < m e r(c) é pogo.

Independente do caso pelo lema 41 temos que

11 1., se a; for comeco de ¢
o= o
¢asb; 0, caso contrario

e também que

1,1, =4 Lo sesl)=v;
I 0, caso contrario

Assim obtemos que

n m
lezodp = (Z /\ilcla,;bfl 50) + Zﬂjlclvjdo =
j=1

i=1
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n

- Yoo Nldo |+ | D0 Biledo | =
j=1

=1
a; comeco de ¢ s(c)=v;

n

= SN+ > B | 1ebo.
=0,

[

i=1 j
a; comeco de ¢ s(c

n

Como 1.z¢ # 0, entdo h := Z Ai + Z Bi| #0
j=1

i=1
a; comego de ¢ s(c)=v;

e, como K é corpo, entao
1(:50 = (}Nlillcé‘o) (Iodo) el.

Observe que

(1e=10c-1). (100) -(1c0c) = (1e=16c-1).(1c0c) = 1o—16p.
——
el
Como 1.9 € I e I é ideal temos que 1.-169 € I. Mas 1.-1 = 1, e
portanto, 1,0 € I concluindo o lema.
|

Teorema 61. (Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger) Seja
E um grafo que satisfaz a condigao (L) e A uma K-dlgebra qualquer.
Se ¢ : Lg(E) — A é um K-homomorfismo tal que ©(v) # 0 para todo
v € EY, entdo o € injetora.

Demonstracio. Seja ¢ : Lx(E) — D(X) %o F o K-isomorfismo do
capitulo 5 e considere o K-homomorfismo ¢ : D(X) x4 F — A como
sendo 1) = p o ¢~ !. Note que para todo v € E°, temos que

P(1,00) = (o ¢~ ") (1ubo) = @(v) #0.

Suponha por contradicao que ¥ nao seja injetora. Neste caso,
considere o ideal ndo nulo I = ker(y)) de D(X) x, F. Pelo lema 60
existe vg € E° tal que 1,,00 € I. Isto significa dizer que 1 (vg) = 0, o
que é uma contradicao. Logo, ¥ é injetora e portanto ¢ é injetora.

[
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Exemplo 62. Considere o grafo E' do exemplo 53 dado por:

€1 €2 €n—1

. - o .- . > .
U1 V2 U3 Un—1 Un

Vimos que existe ¢ : Lg(E) — M,(K) um K-homomorfismo
sobrejetor.
Como FE satisfaz a condicao (L) trivialmente e ¢(v;) = E; ; # 0,

~

para todo 4, segue do teorema 61 que Lgx(E) = M, (K).

Exemplo 63. Considere o grafo E do exemplo 54 dado por:

el () €3

———— e —> o —— o
U1 V2 U3 Vg

Vimos que existe ¢ : Lg(F) — My (K) um K-homomorfismo
sobrejetor.

Como FE satisfaz a condicao (L) trivialmente e ¢(v;) = E; ; # 0,
para todo 4, segue do teorema 61 que Lx(E) = My (K).
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7

7 SISTEMAS DE RAMIFICACAO E-ALGEBRICOS

Neste ultimo capitulo faremos um estudo sobre os sistemas de
ramificacdo E-algébricos associados a um grafo E. O objetivo aqui é
mostrar a reciproca do Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger, isto é,
se o grafo F ndo satisfaz a condigdo (L) entao existe uma K-édlgebra A
e um K-homomorfismo ¢ : Lg(E) — A tal que ¢(v) # 0, para todo
v € E° porém ¢ nao é injetora.

Definigao 64. Sejam X um conjunto nao vazio e E um grafo qual-
quer. Sejam {R.}ecpr € {Dytoepo familias de subconjuntos de X que
satisfazem:

(i) ReN Ry =0, Ye,t € E* com e # t;
(ii) D, N Dy =0, Yv,w € E° com v # w;
(ZZZ) R, C Ds(e); Ve € El,‘
(iv) Para todo vértice v tal que 0 < #{e : s(e) = v} < 0o tem-se

D, = U Re;

ecE!

s(e)=v
(v) Para cada e € E' existe f. : D,y — R bijecao.

Entio a quddrupla (X,{Rec}ecrt, {Dv}vero, {fec}ecrr) € chamada
de sistema de ramificacdo E-algébrico associado ao grafo E.

Observagao 65. Quando nao houver confusao, denotaremos por X
ao contrario de (X, {Re}eerts {Dvvero, {feteert) 0 sistema de rami-
ficacao E-algébrico associado ao grafo E aqui utilizado.

Dado X um sistema de ramificacdo E-algébrico associado ao
grafo E, considere Hom(F'(X)) a K-dlgebra dos homomorfismos de
F(X) para F(X) com as operacoes de soma e produto por escalar
usuais e produto dado através da composicao. Vamos definir alguns
homomorfismos relevantes para nossa abordagem.

Para cada e € E' defina

Te : F(X) — F(X)
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como sendo

b

Te(¢)($):{ ¢Of€_1(x)a SexGRe

0, caso contrario

para todo ¢ € F(X). Note que 7. estd bem definido pois se ¢ R,
entdo 7.(¢)(xz) = 0. Se x € R. entdo note que f'(z) € D,y € X
e como ¢ € F(X), segue que 7.(¢)(x) = ¢(f 1(x)). Utilizaremos a
notagao 7.(¢) = 1g,.(¢ o f;1) a fim de facilitar algumas contas mais
adiante. Todavia, lembre-se que estamos tratando da defini¢ao descrita
acima.

Mais do que isso, 7. € Hom(F'(X)). De fato, dados ¢, 9 € F(X)
e A € K temos que se z € R, entao

(Ao + ) (x) = (Ao + ) (f (@) = M) (7 () + o (fH(2) =
=X (fo (@) + (T (@) = Me(d)(2) + Te(¥)(2) =
= ()‘Te((b) +Te('¢}))(m)

Logo, Te(Ap+ 1) = ATe(¢) +7e(v). Caso x ¢ R, entdo 7.(Ap+1¢)(x) =
0 = (Ae(¢) + e (¢))(x). Logo a igualdade também ¢é vilida.

Note que F(X) estd sendo visto como um K-espago vetorial.
Portanto basta verificar que 7. ¢é linear. O produto dado pela com-
posicao é referente & K-algebra Hom(F (X)) e ndo a F(X). Portanto
Te € Hom(F(X)).

Da mesma forma vamos definir

et F(X) — F(X)

como sendo

)

n(oo) = { g S e e Do

0, caso contrério

para todo ¢ € F'(X). Note que 7.~ estd bem definido pois se z ¢ D, (),
entao 7.« (¢)(x) = 0. Caso x € D, () entdo note que fe(x) € R, C X e
como ¢ € F(X), segue que 7e-(9)(z) = ¢(fe(z))-

Da mesma forma, utilizaremos o abuso de notacao como acima,
isto é, Tex(¢) = 1p,,.(¢ o fe), para todo ¢ € F(X). De maneira
andloga obtemos que 7.« € Hom(F(X)).

Para cada v € E° defina

po: F(X) — F(X)
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como sendo

pv(qb)(ac):{ o(x), sexeD, 7

0, caso contrario

para todo ¢ € F(X).

Utilizaremos a notagao p,(¢) = 1p,.¢, para todo ¢ € F(X) e
claramente temos que p, € Hom(F(X)).

Definido os homomorfismos acima, os proximos resultados nos
garantirao a existéncia de um sistema de ramificacao E-algébrico X e
de um homomorfismo de Lg(E) para Hom(F(X)).

Teorema 66. Seja X um sistema de ramificacdo E-algébrico associado
ao grafo E. Entao existe um K-homomorfismo de dlgebras

¢ : Lg(E) — Hom(F (X))
tal que p(€) = T, p(e*) = Tex, Ve € EY e o(v) = p,, Vv € E°.
Demonstragao. Vamos mostrar que os conjuntos
{r. |e€ B}, {1« |e€ E'} e {p, | v € E°}

em Hom(F'(X)) satisfazem as relagoes 1 a 4 da definigao 44.
Note primeiramente que dados v,w € E° temos

pv © puw(9) = pu(pw(®)) = 1p,.puw(¢) = 1p,.1p, ¢
Mas se v # w entao D, N D, = 0. Se v = w entao D, N Dy, = D,,.
Logo,
(@), sev=w
onpw(¢>:{g:() sev;éw

Portanto, p, sdo idempotentes e ortogonais dois a dois. Agora vamos
mostrar as demais relacoes.

1. Temos que mostrar que pg(e) © Te = Te = Te © Pr(e)-
Para cada ¢ € F(X) temos que

Ps(e) © Te(¢) = Ps(e) (Te(¢)) = 1Ds(e)‘7—e(¢)
= 1Ds(e)'1Re'(¢ o fe_l).

Porém R. C Dy(y. Dessa forma, 1g,.1p
segue que

<y = lr. e portanto,

Ps(e) © T€(¢) = Te((b)'
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. Precisamos mostrar que 7.~ o1, = {

Por outro lado, para cada ¢ € F(X) temos que

Te © pr(e) ((ZS) = Te(pr(e) (QS)) = 1Re-(Pr(e) (d)) o f;l)
= 1Re'((1D7‘(e)'¢) o fe_l).

Mas como f, 1(z) € D, (¢, para todo z € R, segue que
Te Opr(e)(¢) = 1Re'(¢ © fe_l) = T€(¢)'

Portanto, ps(e) © Te = Te = Te © Pr(e)-

. Precisamos mostrar que pr(e) © Tex = Tex = Tex O Pg(e)-

Para cada ¢ € F(X) temos que

Ter © ps(e) (@) = Te= (Ps(e) () = 1D, (., -(Ps(e) (8) © fe)
=1p,,-((Ip,.,)-®) o fe)-

Como fe(x) € R, para todo x € D, (), e 1p,,,1p,., = 0, segue
que

Tex O Ps(e) (¢) = 1Dr(e)'(¢ ° fe) = Tex (¢>
Por outro lado, para cada ¢ € F(X) temos que

Pr(e) © Tex (¢) = Pr(e) (Tex(9)) = 1D,.<e) Tex ()
= 1D'r(5:) '1Dr(e) ((b o fe) = 1D7‘(€1)'(¢ © fe) = Tex (¢)
Logo, pr(e) © Tex = Tex = Tex O Py(e)-

Pr(e), S€ €= t
0, see#t

De fato, se e # t entdo para cada ¢ € F(X) temos
Tex © Tt(¢) = Tex* (Tt((rb)) = 1D7‘(e) (Tt(¢) © fe)

Como fe(z) € R, para todo € D,(), ¢ Re N Ry = () entao
(@) o fe = (1r,.(p o f71)) o fe = 0 e portanto, 7e- o 7y = 0.

Se e = t, entao temos

Tex O Te(¢) = Tex (Te(¢)) = 1Dr(e) '(T€(¢) o f€)
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Novamente, como f.(z) € R, para todo z € D, (), segue que

Ter 0 Te() = 1D7'(e)'((1Re'(¢ ° fgl)) o fe) = 1D'r'(e)'(¢ ° fgl o fe)
= 1DT(9) (b = p’l“(&) (¢)

Dessa forma, 7.« o 7o = py(e)-

. Vamos mostrar que dado v € E° tal que 0 < #s~1(v) < 0o temos

que
Pov = § Te O Tex-

ecE!
s(e)=v

Primeiramente note que para cada ¢ € F(X) temos que
Te © Te (¢) = Te(Ter () = Lr, (Te- (9) © f ).
Como f(z) € D, (., para todo = € R,, segue que

Te O Tex (¢) = 1Re'((1Dr(E)'(¢o fe)) © fe_l)
=1p, (o feo fo') =1r, 0.

Agora, por definicdo temos que D, = U R.. Isso implica
ecE!
s(e)=v
diretamente que
le = Z 1Rev
ecE!
s(e)=v

pois neste caso a uniao ¢ disjunta.

Portanto podemos concluir que para cada ¢ € F(X),

p(¢) =1p,.¢ = E lr. [ ¢ = E lr.¢ = E Te O Tex ().
ecp! ecE! ecE"
s(e)=v s(e)=v s(e)=v

Portanto pela propriedade universal de Lk (E) temos que existe

um K-homomorfismo ¢ : Lg(E) — Hom(F (X)) tal que p(e) = 7o,
o(e*) = Ter, Ve € Et e p(v) = py, Vv € E°.
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Teorema 67. Seja E um grafo. Entao existe um sistema de rami-
ficacao E-algébrico X associado ao grafo E, em que X € um intervalo
possivelmente ilimitado de R.

Demonstra¢do. Enumere E' como E' = {e; | i € N} (se E! for finito
entdo escreva B! = {e1,...,e,}). Paracadai > 1, considere o intervalo
R, =[i—1,i)CR.

Enumere E° como EY = {v; | i € N} e seja V o conjunto de todos
os vértices que sdao pogo, ou seja, V = {v; € E° | v; é poco}. Entdo
para cada v; € V, i > 1, defina o intervalo D,, = [—i,—i+ 1) C R. Por
outro lado, para cada v € E° tal que v nio é poco, defina

D, = U R...

e,iEEl
s(e;)=v

Desse modo, basta mostrar que as condigoes (i) a (v) da definicdo 64
sao vélidas. De fato,

(i) Para i,j € N, ¢ # j temos

ReimRej = [1_17Z)m[¢7_1’j) :Q)

(ii) Sejam v;,v; € E® com i # j. Se v;,v; s20 pogos entdao note que

D, mDvJ = [*ivii‘i’l) n [*j7—j+1) =0.

Se v; é pogo e v; nao, entao
D, ND,, =[-i,—i+1)n| |J R,

= U Hi,-i+1)nR, =0.
EIEEl
s(er)=v;

Se v;, v nao sao pogos, entdo D,, N D, = () pois Re, N R, =0,
para l # k.
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(iii) Para todo e € E', como s(e) ndo é pogo, entdo

R. C U R, :Ds(e)-

tep!
s(t)=s(e)

(iv) Para todo v € E° de forma que 0 < #{e € E! | s(e) = v} < 00
entao por definigao
U R

ecE?!

s(e)=v

Para mostrar a condigao (v) precisamos primeiramente definir as
bijecoes.

Seja e; € E'. Se r(e;) é pogo entdo certamente 7(e;) = v; € V,
para algum i € N e logo, D, () = [~i,—i+ 1). Defina f., : Dy,) —
R., como sendo qualquer bijecdo linear entre esses dois intervalos (por
exemplo, podemos definir f, (v) =z + (j +i—1), Vo € Dy(c,))-

Por outro lado, se r(e;) nao é poco entdo por definicao temos

D,y = U Ry, .

tig, cE!
s(tiy, )=r(e)

Para definir a bijecao neste caso, precisamos dividir o intervalo
R, = [ — 1,j) em intervalos menores. Suponha inicialmente que
#{t;, € B | s(t;,) = r(e;)} é finito. Desta forma vamos particionar o
intervalo R, da seguinte maneira:

rg=7—1<z <29 < ... <2y =7 emquen éda forma
n=#{t; € B' | s(t;,) =r(e;)}. Assim,

n
Re, =[j—1,j) = U:Ck 1, %k)
k=1 Ik

Defina fe; : Dy(c;) — Re; tal que fe; |Rt seja qualquer bijecao
linear entre Ry, e Ij, para todo k.

Por outro lado, se #{t;, € E' | s(t;,) = r(e;)} é infinito entdo
considere (z,) uma sequéncia estritamente crescente com zo = j—1 de
modo que x,, — j. Dessa maneira temos que
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R, =i —1,5) = | [ms—1,24).
keN T

Da mesma maneira do caso anterior, defina f; : Dy(e;y — Re;
tal que fe; \ R, seja qualquer bijecao linear entre Rtik e I, para todo
k.

Por fim, defina o conjunto

X(U R8>U<UDU).
e€E1 veV
Portanto obtemos (X, {Rc}ecp1, {Dv toe o, { fe }ecpr ) um sistema

de ramificacao E-algébrico associado ao grafo F.
[ |

Com estes resultados podemos enunciar o seguinte corolario.

Corolario 68. Seja E um grafo. Entao exviste X um sistema de ra-
mificacao E-algébrico associado a grafo E e um K-homomorfismo de
dlgebras ¢ : Lg(E) — Hom(F (X)) tal que p(e) = Te, p(e*) = Tex,
Ve € E! e p(v) = p,, Yv € E°.

Demonstracdo. Segue dos teoremas 66 e 67.
[

Teorema 69. Seja E um grafo que nao satisfaz a condi¢ao (L). Entdo
existe X um sistema de ramificagcdo E-algébrico associado ao grafo E
e um K-homomorfismo de dlgebras ¢ : Lx(E) — Hom(F(X)) tal que
o(v) # 0, Yo € E° porém ¢ nao é injetora.

Demonstragdo. Seja E um grafo que néo satisfaz a condicao (L). Entao
existe &« = aq ...q, caminho fechado o qual nao tem saida. Pelo te-
orema 66 existe um K-homomorfismo ¢ : Lg(FE) — Hom(F(X)) em
que X é o sistema de ramificacao E-algébrico construido no teorema 67.
A ideia central da prova é modificar um pouco o sistema de ramificacao
X. Mais especificamente, vamos modificar as bijecoes fo,, .- -, fa,-

Note que por construcdo, D, # () para todo v € E°. Logo,
o(v) = p, #0, Vv € E°.

Para cada i, temos as bijegoes fo, : Dy(q,) — R, € assim, para
o caminho fechado a, podemos definir f, : D,(q) — R4, como sendo
fa = fal ©...0 fana Ja que Rocl c Ds(al) = Ds(a) = Dr(a)-

Perceba que f, estd bem definido pois f, : Dy(a;) — Ra, nota-
mos que Ry, € Dy(a,) = Dr(a,_,) © dessa maneira, obtemos Im(fa,) C
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Dy(a,_y) = Dom(fs, ;) (se « fosse apenas um caminho, entdao f,
nao seria bije¢do). Como « é um caminho fechado sem saida entado
R, = Dg(a;) = Dy(a,_,)- Para nossos propésitos, precisamos que fq
seja a identidade, e para tanto o que vamos fazer é escolher bijecoes
fa, adequadas. Desse forma, escolha f,, como sendo a inversa de
fa,0...0 fa,_,, de forma que f, seja a identidade.

Agora, note que 1,0, € diferente de 1,(,)d5(0) em D(X) x4 F.
Pelo teorema 57 segue que a # s(a) em Lg(E). Como f, é identidade,
entdo para cada ¢ € F(X),

p(a)(d) = plar...an)(d) = p(ar) o...op(an)(¢) =
=Tq,0...0T,, (¢) = g, (Tap 0...07y, (P)) 0 fojll =

= 1R, -[1Ra,(Tas 0 ... 0 Ta, (¢)) 0 folofal =

— 11;{@1.(7'013 0...07q4,(¢))0 ;21 o (;11 -

—1 —1 —1
:1Ra1.¢0fan0...0 a1 :1D5(a)'¢ofa =

= ]-Ds(a)~¢ = ps(a) (d)) = @(S(a))(d))

Portanto, p(a) = ¢(s(a)) e logo, ¢ nao é injetora.
]

Diante dos resultados obtidos até aqui podemos formular o se-
guinte corolario.

Corolario 70. Seja E um grafo. Entdo o grafo E satisfaz a condi¢ao
(L) se, e somente se, para cada K-dlgebra A e cada K-homomorfismo
7 Lg(E) — A com w(v) # 0, Vv € E°, 7 € injetor.

Demonstracdo. Segue imediatamente dos teoremas 61 e 69.
|

Exemplo 71. Demonstramos na proposi¢do 59 que se um grafo F
satisfaz a condicao (L) entao todo ideal I ndo nulo de D(X) x,F tem a
propriedade de que I N Dydy # {0}. No exemplo abaixo apresentamos
um exemplo de um grafo que nao tem a condigdo (L) e que também
nao satisfaz a propriedade de interseccao dos ideais. Seja o grafo E do
exemplo 40 da seguinte maneira:
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Vamos mostrar que existe um ideal I nao nulo de D(X) %, F de
modo que I N Dydy = {0}.

De fato, este grafo nao satisfaz a condigdo (L) entdo pelo co-
roldrio 70 existe um homomorfismo nao injetor 7 : Lgx(E) — A tal
que m(v) # 0, Vv € E°. Considere ¢ : Lx(E) — D(X) x4 F o isomor-
fismo visto no capitulo 5. Seja I = p(ker(n)) o ideal em D(X) x4 F.
Note que o ideal I é préprio.

Suponha que I N Dydy # {0} e note que Dy = K. Entédo existe
kdy € I para algum k € K.

Portanto 16y = (k=160).(kéo) € I. Porém 16y é a unidade em
D(X) x4, F. Desse modo, poderfamos concluir que I = D(X) x, F o
que é absurdo. Logo, I N Dydy = {0}.
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8 CONCLUSAO

Estudamos a teoria de acoes parciais de grupo e uma grande
parte da teoria de Algebras de Leavitt e sua conexao com produto cru-
zado parcial o qual vem proporcionado um grande nimero de produgoes
cientificas importantes no campo da matematica. Nosso objetivo neste
trabalho foi demonstrar o Teorema de Unicidade de Cuntz-Krieger so-
bre as Algebras de Leavitt via produto cruzado parcial, o qual é um
ponto de vista bem diferente do tradicional.

Para o bom andamento do trabalho, foram utilizados varios ar-
tigos como referéncia, principalmente o artigo (QONCALVES; ROYER,
2014), crucial no desenvolvimento.

A maior dificuldade do trabalho foi estabelecer uma forma clara
de redigir os detalhes dos resultados. Contudo, o trabalho contribuiu de
forma significativa na aprendizagem do elaborador e, espera-se que este
trabalho contribua de alguma forma ao leitor e colabore com a producgao
cientifica no campo da matematica, do qual tenho tanto orgulho de fazer
parte.
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APENDICE A - Produto Cruzado Parcial






91

Neste apéndice faremos a construcao algébrica do produto cru-
zado parcial.

Fixe um corpo K e seja ({Dg}geas {g}gec) uma agao parcial
de um grupo G sobre uma K-algebra A.

Denote por V' o espaco vetorial de todas as fungdes de G em A
que tem suporte finito, isto é,

V:i={f:G— A| f(g) # 0 apenas para finitos g € G}.

Defina Vo, := {f € V|f(g) € Dy, Vg € G}. Claramente V, é um
subespago vetorial de V.

Para qualquer g € G e ag € Dy, denote por agd, a fungao
pertencente a V,, dada por:

ag, seh =g

agdg(h) = { 0, seh#g

Assim, é facil ver que toda funcao f € V, é escrita de maneira tnica
finita

sob a forma f = Z agdg, em que ag = f(g) # 0, paratodo g € G.
geG

Observagao 72.

finita
(1) Y agy =0 a,=0,Vg €G.
geG

(2) Para qualquer A € K,

finita finita finita
> agdg + A D bgdy = > (ag + Abg)d,.
geGc geG geG

(3) {agdglg € G eag € Dy} gera A xo G.

Além disso podemos dar a V,, uma estrutura de dlgebra. A soma
e o produto por escalar serdo dados como na observacao (2). Para o
produto, adotamos a seguinte operacao:

(agdy)(andn) = O‘g(agfl(ag) ap, )ogh,
—_——
€D 1 €Dn

E(Dg_l ﬂDh)
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estendendo por distributividade para todo V.

Definigao 73. O produto cruzado parcial algébrico de A por G através
de a, denotado por A X G, € a dlgebra Vi definido acima. Em outras
palavras,
finita
AxaG=14> agd,|ag €D,
geG

Poderiamos nos perguntar se o produto cruzado parcial é asso-
ciativo ou nao. Em geral, nao ¢ associativo. Mas existe um resultado
que nos garante que: se a é agao parcial de um grupo G sobre uma
C*-algebra A, entao A X, G é associativo. Mais detalhes sobre este e
outros resultados, o leitor pode encontrar em (BOAVA, 2007) e (DOKU-
CHAEV; EXEL, 2005).



APENDICE B - Z-graduacio
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Neste apéndice faremos uma introducao no estudo de anéis Z-
graduados e mostraremos que tanto a Algebra de caminhos de Leavitt
quanto D(X) X4 F sdo Z-graduados.

Definigao 74. Seja R um anel. Dizemos que R é Z-graduado se existir
uma cole¢io de subgrupos aditivos { Ry }nez de R tal que

l) R = @nEZRn;
ii) RmRp C Rpin,¥m,n € 7.

Observagao 75. O significado de graduacao definido acima nos ga-
rante que podemos representar um anel R como soma direta de outras
estruturas “menores” em que satisfazem a propriedade (i2).

Definigcao 76. Seja R e S anéis Z-graduados e ¢ : R —> S homo-

morfismo de anéis. Dizemos que ¢ : R — S € um homomorfismo de
anéis graduados se ¢(R,) C Sy, Vn € Z.

Proposicao 77. Lx(FE) € Z-graduado.

Demonstragao. Defina a graduagao de Lk (E) como sendo
(Lx(E))n = span{aB” | a,8 € W U {0}, |a| — |B] = n}.

Note que (Lg(E))n é subgrupo aditivo de Lx(E), Vn € N e
que a, 3 € W U {0} com |a| — |3] = m independe de representacao.

Afirmagao 1: (Lk(E))m-(Lx(E))n C (Lk(E))mtn-

De fato, note que para aB* com |a| — |3] = m e y6* com
|¥] — |6] = n temos que pelo lema 49 temos que

av’'6*, se~ = B3+ para algum ~’

* N ad™, sey =03
(a/B )(75 ) - aﬂ’*&*, se ﬂ = ’7[6’ para algum ,6,
0, caso contrario

Note que em todos os casos temos que (aB3*)(yd*) se torna

algo do tipo o¢* com |o| — |s| = n + m. Por exemplo, se v = Bv’
para algum v’ entdao (aB*)(y0*) = av’d*. Como v = B+’ entdo
|7¥'| = |v| — |B]| e portanto temos que |(aB*)(yd*)| = |avy'd*| =

lal + 17| = 18] = la| + 7] = 8] = [6] = (o] = [8]) + (17| = 10]) =

m + n. Assim, por linearidade segue o desejado.

Afirmagao 2: Lg(E) = @(LK(E))n.
nez
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Note que dado & € Lg(FE) qualquer, = pode ser escrito da
seguinte maneira

r = Z)\kakﬁ,’: = Z Z )\kak,@,:.
k nez k

lok| =Bk |=n

Para mostrar que de fato essa soma ¢ direta precisamos de alguns
resultados auxiliares.
Para comegar considere o conjunto

S ={s"1v) |0 < #s (v) < oo}.

Para cada A € S, fixe eq € A.
Entao aplicando o Teorema 2.7 do artigo (ARA; GOODEARL,

2012) para o caso trivial em que o grafo separado é o grafo E e portanto
CLk(E,C) = Lg(F) temos que o conjunto

B = {aB* | (oqa};Big)) # (ea,ea),VA € S} UE°

é uma base para Lk (FE).

Observe que dado aB8* € (Lg(E))n entao aff* = Z X:b; com
b; € BN (Lx(E))n.

De fato, se (o), B)8]) # (€a,ea),VA € S entdo ¢é imediato.
Se (tja|y Bi) = (ea,ea), para algum A € S entdo

aﬁ* =1 ... a|a|_1eAej‘4,8|*a|_n_1 e ,@;

Note que podemos escrever

esey = v — Z ee*.
ecA
e#ea
Desse modo, a3* pode ser reescrito como uma soma, substi-
tuindo e g€ pelo somatdrio acima. Note que ao adicionar essas novas
parcelas, o comprimento de a3* permanece o mesmo. Repetindo o pro-
cesso em cada uma destas parcelas, se necessario, conseguimos garantir
que a3* € B.
Assim por linearidade segue que para qualquer a,, € (Lx(E))n,
podemos escrever a,, = Z Aib; com b; € BN (Lg(E))n.

i
Com essas informagoes entao podemos provar de fato que a soma
em questao é direta.
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Dado Z a, = 0 com a,, € (Lg(FE)), precisamos mostrar que

nez
a, = 0, Vn € Z. Mas para cada a,, € (Lg(F))n, podemos escrever

an = Z}é")bgn) com bg") € BN (Lg(E))p. Assim,
0=>an=> > A",
nez nezZ 1

Note que bgn) € B sdo dois a dois distintos pois |b§n)| # |b§.m) [,

para n # m. Isso implica que )\gn) = 0, para todo n € Z e todo z.
Portanto a,, = 0 para todo n € Z e segue o desejado.
]

Proposicao 78. D(X) xq F € Z-graduado.

Demonstragao. Defina a graduagao de D(X) X F como sendo

A: ={) apd, | a, € Dye|p| =z} C D(X) xq F.
p

Note que A, é subgrupo aditivo de D(X) x4 F e para cada p € F,
definimos |p| = m — n em que m é o nimero de geradores (elementos
de E') de p, e n é o nimero de inversos dos geradores de p.

Afirmacao 1: A, A, C A,4yp.
De fato, dados ¢ € A, ey € A,, da forma
T = Z apdp ey = Z aqlq-
|pl== lgl=w
Note primeiramente que

(apdp)(aqdy) = ap(ap—l(ap)aq) Opq € Dpglpq-

€Dpq

Desse modo

Ty = Z apdp Z agdq | = Z Z ApqOpq-

|p|l==2 lg|=w |pl==2 |q|=w

Mas |pg| = |p| + |g| = z + w e logo, .y € A, 4.
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Afirmagéo 2: D(X) xq F = @ A,
zZ€ZL

De fato, dado @ € D(X) X F, podemos escrever « da forma
N ST S S
p€EF z2€Z |p|==z

Agora note que para p # q, Dpdp, N Dydy = {0} pois

_J ap, sep=nh
apdp(h) = { 0, caso contrario

_J ag seq=h
aqdq(h) = { 0, caso contrario

Portanto segue que

Za,,ap:z Z apdp, =0 =

pEF 2€Z |p|==z
= Zazﬁp(g) = Z Z apdy(g) = 0=
pEF 2€Z |p|==

= ag = 0, para todo g € F.

Teorema 79 (Teorema de Unicidade Z-graduagao). Sejam E um grafo
e Lx(E) a Algebm de Leavitt associada a E com a Z-graduacdo usual.
Se A é um anel Z-graduado e w : Lx(E) — A é um homomorfismo
Z-graduado com w(v) # 0, Vv € E°, entio w € injetiva.

Demonstragao. Ver teorema 4.8 do artigo (TOMFORDE, 2007).
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