UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MATEMATICA PURA E APLICADA

Alessandra Piske

C*-ALGEBRAS DE SEMIGRUPOS INVERSOS
E-UNITARIOS

Florianépolis

2016






Alessandra Piske

C*-ALGEBRAS DE SEMIGRUPOS INVERSOS
E-UNITARIOS

Dissertagao submetida ao Programa
de Pés-graduagao em Matematica Pura
e Aplicada para a obtencdo do Grau
de Mestre.

Orientador: Prof. Dr. Alcides Buss -
UFSC.

Florianépolis

2016






Alessandra Piske

C*-ALGEBRAS DE SEMIGRUPOS INVERSOS
E-UNITARIOS

Esta Dissertacgao foi julgada aprovada para a obtencao do Titulo
de “Mestre”, e aprovada em sua forma final pelo Programa de Pés-
graduagao em Matematica Pura e Aplicada.

Florianépolis, 09 de setembro 2016.

Prof. Dr. Ruy Coimbra Charao - UFSC.
Coordenador

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Alcides Buss - UFSC.
Orientador

Prof. Dr. Dirceu Bagio - UFSM.






Prof. Dr. Daniel Gongalves - UFSC.

Prof. Dr. Ruy Exel - UFSC.

Prof. Dr. Mykola Khrypchenko - UFSC.






AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por ter me auxiliado e abengoado ao longo
de minha vida académica e por ter me dado condi¢des de concluir o
mestrado.

Agradeco a minha familia. Em especial, a minha méae, Anelore
Wodtke, por ser tdo guerreira: exemplo de méae (e pai), professora,
mulher e amiga. Obrigada pelos colos, conselhos (e broncas) que me
deu nos dias que achei que tudo estava perdido. Agradego a Anninha
pelo amor e cuidado desde sempre. Agradeco ao meu sobrinho pelo
amor e felicidade que me completam.

A Carla, minha companheira de almogos, de body pump, de
caminhadas, de ”bagrear” na farmacia, obrigada de todo o coragao
por ser tdo amiga! A Viviane, obrigada pelos cafés, pelas caronas até
Joinville, por me receber em sua casa e por me ajudar sempre que pode,
obrigada pela amizade. Agradeco aos colegas da pds pela companhia e
por compartilharem o que sabem comigo.

Agradeco ao meu orientador, Alcides Buss, por ter aceito me
orientar, por ter sido muito mais que paciente comigo e pelo que me
ensinou, aprendi muito com vocé!

Agradeco aos professores que me ensinaram muito durante o
mestrado: Fernando, Gustavo, Giuliano, Daniel, Ruy Charao, Gilles e
Raphael. Vocés nao sao apenas aqueles que me ensinaram Matematica,
voceés sao exemplos de professores. Também agradego a Elisa, por sem-
pre nos ajudar.

Agradeco ao Daniel Gongalves, Ruy Exel, Mykola Khrypchenko
e Dirceu Bagio por terem aceito fazer parte da banca deste trabalho.

Agradeco as meninas do "mundo afora”; a Emﬂe, Grasi, Téo e
Evandro por tornarem os meus sibados abengoados e divertidos. A
Julia e a Grazi, obrigada pela companhia desde o ensino médio, amo
voces!

Agradeco ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq) pelo apoio financeiro.






Confia ao Senhor as tuas obras, e teus
pensamentos serao estabelecidos. Pv. 16.3






RESUMO

Neste trabalho, estudaremos semigrupos inversos e algumas algebras
associadas a estes objetos. Mais precisamente, serao estudados os se-
migrupos inversos F-unitarios. Veremos que todo semigrupo inverso
FE-unitario S pode ser descrito como um produto semidireto de F, o
semirreticulado dos idempotentes de S, por G, o grupo imagem homo-
morfa méxima de S, via uma agao parcial proveniente de uma agao
deste semigrupo sobre E. Em seguida, serd definida a C*-algebra de
semigrupos inversos e estudados produtos cruzados parciais. O prin-
cial resultado mostra que se S é um semigrupo inverso E-unitario,
entdo C*(S) é canonicamente isomorfa a Cy(E) x G. Daremos algu-
mas aplicagoes para este resultado e, em particular, descreveremos a
C*-algebra do semigrupo universal de Exel como um produto cruzado
parcial.

Palavras-chave: Semigrupo Inverso FE-unitario. C*-dlgebra. Acao
Parcial. Produto Cruzado Parcial.






ABSTRACT

In this work we study inverse semigroups and some algebras associated
to them. More precisely, we shall study F-unitary inverse semigroups.
We shall see that every E-unitary inverse semigroup S can be described
as a semidirect product of E, the semilattice of idempotents of S by
the maximal group homomorphic image of S via a partial action of
this group that is induced from the canonical action of S on E. We
shall define and study C*-algebras of inverse semigroups and partial
crossed products. The main result shows that the C*(S) is canonically
isomorphic to CO(E) x G if S is E-unitary and G is the maximal group
homomorphic image of S. We give some applications of this result and,
in particular, describe Exel’s universal inverse semigroup C*-algebra as
a partial crossed product.

Keywords: E-unitary inverse semigroup. C*—algebra. Partial Action.
Partial Crossed Product.
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1 INTRODUCAO

Um semigrupo inverso é um semigrupo S, isto é, um conjunto
munido de uma operagdo associativa (s,t) — s -t que, além disso,
admite “inversos” no sentido que a todo s € S estd associado um tnico
s* € S satisfazendo ss*s = s e s*ss* = s*.

Semigrupos inversos descrevem simetrias parcialmente definidas
e sao ferramentas importantes em varias areas da ciéncia e sao tteis em
geral no estudo de objetos combinatérios, tais como grafos e ladrilha-
mentos. Os semigrupos inversos aparecem naturamente em Algebras
de Operadores e sao dispositivos muito poderosos que ajudam a descre-
ver e entender varias C*-algebras geradas por isometrias parciais, tais
como a algebra de Toeplitz, dlgebras de Cuntz ou, mais geralmente,
algebras associadas a grafos e suas generalizagoes.

Semigrupos também aparecem na teoria de sistemas dindmicos,
especialmente quando a dinamica se da por uma acgao parcial de um
grupo. Neste sentido enfatiza-se o trabalho (EXEL, 1998) de Exel que
para cada grupo G constréi um semigrupo inverso S(G) cujas agoes
(ou representagoes) correspondem-se biunivocamente com as agoes (ou
representagoes) parciais de G.

Grupos e semi-reticulados sdo exemplos primitivos de semigru-
pos inversos. Mais geralmente, toda acao parcial § de um grupo G
sobre um semi-reticulado £ da origem a um semigrupo inverso E xg G,
chamado o produto semidireto de F por G via a acao parcial §. Nem
todo semigrupo inverso é desta forma, mas esta construgao fornece uma
classe grande de exemplos de semigrupos inversos, e é portanto natu-
ral se perguntar se podemos descreveé-los através de propriedades de
semigrupos inversos.

Um dos objetivos deste trabalho é responder esta pergunta mos-
trando que os semigrupos inversos da forma E Xy G sao, a menos de iso-
morfismo, exatamente os semigrupos inversos E-unitdrios. Este resul-
tado é o P-Teorema (MCALISTER, 1974) que foi reformulado na lingua-
gem de premorfismos (PETRICH; REILLY, 1979) e na linguagem de agoes
parciais de grupos (KELLENDONK; LAWSON, 2004). A todo semigrupo
inverso S podemos associar naturalmente um grupo G = G(S) através
do quociente que identifica dois elementos s,t € S sempre que existe um
elemento idempotente e = ¢? em S com se = te. Este grupo é a ima-
gem homomorfica maxima de S e os semigrupos inversos E-unitarios
sao exatamente aqueles para os quais o ntcleo do homomorfismo quo-
ciente o: S — G consiste apenas de idempotentes. Mais ainda, vamos
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mostrar que a agao canoénica de S sobre o seu semi-reticulado dos idem-
potentes E = E(5) se fatora & uma agao parcial de G de tal forma que
o produto semidireto associado E x G é canonicamente isomorfo a S.

O semigrupo inverso universal S(G) definido por Exel é um
exemplo de um semigrupo inverso F-unitario com grupo maximal G, o
grupo que o deu origem, e o conjunto dos idempotentes de S(G) pode
ser identificado com o semi-reticulado dos subconjuntos finitos de G
contendo a identidade sob a operagao de uniao de conjuntos. O iso-
morfismo de S(G) com E x G associa & cada s € S(G) um par (4,9)
consistindo de um subconjunto finito A C G contendo 1,9 € G. Este
isomorfismo estéd intimamente ligado & decomposicao de elementos de
S(G) na sua forma normal s = ealg] descrita por Exel em (EXEL,
1998).

A todo semigrupo inverso S associa-se uma C*-algebra C*(S5)
de tal forma que suas representagoes (em espagos de Hilbert) corres-
pondem biunivocamente a representacoes de S. Esta classe de C*-
algebras contém todas as C*-dlgebras de grupos C*(G), que por si
s6 ja é uma classe vasta de exemplos importantes em Algebras de
Operadores. Além destas, obtem-se também todas as C*-dlgebras de
semi-reticulados C*(E). Estas sdo sempre comutativas e, portanto,
pelo Teorema de Gelfand, sdo da forma Cy(X) para um espago local-
mente compacto Haudorfl X, o espectro de C*(E). Iremos mostrar
que X se identifica naturalmente com o espaco dos caracteres E do
semi-reticulado F dos idempotentes de S munido com a topologia pro-
duto em {0,1}¥. Em particular, X é sempre um espaco totalmente
desconexo.

O segundo objetivo principal deste trabalho é descrever as C*-
algebras de semigrupos inversos F-unitarios S em termos de seus blo-
cos formadores, a saber, o seu grupo méximo G = G(S) e seu semi-
reticulado de idempotentes £ = E(S). Como jd mencionado acima,
S =2 FE x G para uma agao parcial candnica de G sobre E e assim
espera-se que tenhamos uma decomposigdo similar de C*(S). Com
efeito, iremos mostrar que C*(S) é naturalmente isomorfa ao produto
cruzado parcial C*(E) x G via a ac@o parcial de G sobre C*(FE) in-
duzida da agao parcial sobre E. Mais ainda, usando o isomorfismo de
Gelfand C*(F) = Cy(F) mencionado anteriormente, podemos trans-
portar a acao parcial de G a uma agao partial sobre C'O(EA? ); esta neces-
sariamente provém de uma agao parcial de GG sobre o espago topolégico
E através de homeomofismos parciais, os quais descrevemos também
em detalhes. Este resultado foi originalmente demonstrado em (MILAN;
STEINBERG, 2014) usando a teoria de grupdides e suas C*-algebras. A
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demonstracao que propomos no presente trabalho é totalmente inde-
pendente e nao usa grupoides, sendo assim mais elementar. Além disso,
também obtemos uma versao algébrica do mesmo resultando, demons-
trando que a x-algebra de S é isomorfa a um produto cruzado parcial
algébrico da forma C[E] x G.

Como aplicacdo dos resultados obtidos, descreveremos a C*-
algebra C*(S(G)) do semigrupo universal de Exel como um produto
cruzado parcial da forma Cy(X) x G, sendo X o subespaco (fechado)
do espaco produto {0,1}% consistindo de todos os subconjuntos de G
contendo 1 € G. A agado parcial neste caso é a restricao da agdo (glo-
bal) canonica de G sobre {0,1}¢ por translacdo (tal agdo é algumas
vezes chamada de a¢ao de Bernoulli). Outro exemplo que descrevemos
em detalhes é o semigrupo inverso S gerado pelo shift unilateral sobre
/*(N). A C*-algebra deste semigrupo inverso é (isomorfa) a algebra
de Toeplitz, e a nosso resultado da uma descrigao dela como produto
cruzado parcial do grupo dos inteiros G = Z sobre o espago X = N,
obtido pela compatifica¢ao de Alexandroff de N (como espaco discreto).

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, sera feito um estudo sobre semigrupos inversos e
também semigrupos inversos F-unitarios. Também serao estudadas as
acoes de semigrupos. Por fim, serd provado que todo semigrupo inverso
E-unitario é da forma E x G em que E e G sao, respectivamente, um
semi-reticulado e um grupo.

No capitulo 3, sera feita a construcao da C*-algebra de um se-
migrupo inverso qualquer.

No capitulo 4, serd provado o principal teorema deste trabalho:
Se S é um semigrupo inverso E-unitdrio, entdo C*(S) = Cy(E) x G.
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2 SEMIGRUPOS INVERSOS E-UNITARIOS

O conjunto dos nimeros reais munido com a operagao de multi-
plicagao verifica a associatividade, no entanto, este conjunto nao é um
grupo, pois o nimero 0 nao possui inverso. Porém para todo =z € R,
existe um tunico elemento x* tal que xz*xr = z e * = x*xx*. De fato,
para todo elemento x nao nulo, basta tomar z* = z~! e para z = 0,
tome z* = 0. Com isto, o conjunto dos nimeros reais é um semigrupo
inverso. Neste capitulo, vamos de definir semigrupos inversos e estudar
alguns resultados bésicos sobre eles. Para mais informagoes sobre o
assunto, indicamos os livros de (PATERSON, 2012) e (LAWSON, 1998).

Definigao 1. Um semigrupo ¢ um conjunto S munido de uma opera¢ao
1 8% 8 = 8 (s,7) = s-r = sr que € associativa, ou seja, (1)t = r(st)
para quaisquer 1, s,t € S.

Definigao 2. Sejam S, T semigrupos. Uma aplicagdo ¢ : S — T € cha-
mada de homomorfismo de semigrupos se ¢ preserva a multiplicacdo,
isto €, para r,s € S dados, tem-se

p(rs) = o(r)p(s).

Definigao 3. Um semigrupo inverso € um semigrupo S no qual para
cada s € S existe unico elemento s* tal que

ss*s=s e s'ss" =s". (2.1)

Um elemento e € S é chamado de idempotente se €2 = ee = e.

Seja E (S) o conjunto dos idempotentes de S. Observe que ss* € E (5)
para todo s € S. De fato, dado s € .S

(s5%)% = (s5%) (55") = (s5%s) 8" = 55"
Mais ainda, se S é um semigrupo inverso e e € E(S5), entao

e=e?=e® = eee,
Pela unicidade de e* em um semigrupo inverso, segue que e* = e. Por
este motivo,

E(S) = {ss";s € S}.

Definicao 4. Seja S um semigrupo inverso. Um subsemigrupo inverso
de S € um subconjunto T C S que €, por si s6, um semigrupo inverso
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com as operacoes induzidas de S.

Como a associatividade e a existéncia e unicidade de s* sao pro-
priedades hereditarias, um subconjunto 7" C S é subsemigrupo inverso
se, e somente se, st € T e s* € T sempre que s,t € T'.

Proposicao 5. Seja S um semigrupo inverso. Entdo o conjunto E(S)
dos elementos idempotentes de S € um subsemigrupo inverso comutativo
de S.

Demonstragdo. Sejam e, f € E(S). Defina g := f (ef)" e, assim

=f(ef)ef(ef) e=f(lef) ef(ef))e=[f(ef) e=g.
Isto mostra que g € E(S). Inda,
gleflg = flef) e(ef)f(ef) e
= flef) e f(e )*e
= flef) ef(ef) e=
Por outro lado,
(ef)glef) = (ef)(f(ef) e)(ef)
ef?(ef) €’ f
— ef(ef) ef =ef.

Mas isto mostra que ¢* = ef. Vimos que g € E(S) e, por este motivo,
é necessario que g = ¢* e ef € E(S). Logo,

flef)fe=g=g"=ef.

Analogamente, trocando-se e por f no argumento acima, concluimos
que h := e(fe)*f é idempotente e h = h* = fe, logo fe € E(S5).
Provado que ef e fe pertencem a E(S), tem-se o seguinte

(ef) (fe) (ef) = ef?f=efef = (ef) > =ef e
(fe) (ef) (fe) = fe2f2e = fefe = (fe)’ = fe.

ou seja, (ef)” = fe. Novamente, como ef e fe pertencem a E(S),
temos que

ef = (ef)" = fe.

Portanto, E(S) é comutativo. Além disso, foi provado que para e, f €
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E(S) dados, tem-se ef € E(S), mais ainda, e* = e. Logo, E(S) é
subsemigrupo inverso comutativo de S. |

O seguinte resultado nos fornece uma reciproca parcial da pro-
posicao anterior.

Proposigao 6. Seja S um semigrupo tal que para todo s € S existe
um elemento t tal que

sts=s e tst=t. (2.2)
Se E(S) é comutativo, entao S € semigrupo inverso.

Demonstragdo. Seja S um semigrupo tal que seus idempotentes comu-
tam e que para todo s € S existe um elemento ¢ que satisfaz a Equagao
2.2. Para que S seja semigrupo inverso, resta provar a unicidade do
elemento t.

Suponha que para um dado s € S existam ¢, € S tais que

sts=s e tst=-1.

Sr§s =S8 € rsr=r.

Visto que sts = s, tem-se (st)? = stst = st. Logo st € E(9) e, da
mesma forma, sr,rs,ts € E(S). Conclui-se que

)r =1 (st)(sr) =r(sr)(st)

= (rsr)(st) =rst =rs(tst) = (rs) (ts)t
= (ts)(rs)t=1t(srs)t =tst =1t.

r = rsr=r(st

V)

Isto mostra a unicidade de t e, portanto, S é um semigrupo inverso. W

Observagao 1. Seja S um semigrupo inverso. Para quaisquer s,t € S
tem-se (s*)* = s e (st)" = t*s*. De fato, seja s € S, temos

S** _ S**S*S** e S* — S*S**S*.
Mas também temos

s=ss*s e s =s"ss*.

Por unicidade, segue que s** = s.
Agora sejam s,t € S. Como ss*,tt* € E(S5), estes elementos comutam.
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Logo,

t's* (st)t*s* = t*(s%s) (tt*) s"

Il
~
*
—~
~
~
*
~
—~~

»

va)
~

»
*

st(t*s*)st = s(tt*) (s*s)t

Portanto, (st)* = t*s*. Por este motivo, a aplicagao * : S — S, s — s*
é chamada de involucdo.

Exemplo 1. Todo grupo é um semigrupo inverso com exatamente um
elemento idempotente, a saber, o elemento neutro do grupo. Recipro-
camente, se S é um semigrupo inverso com um unico elemento idem-
potente e, entdo S é um grupo, sendo e o elemento neutro. De fato,
vimos acima que para todo elemento s € 5, s*s e ss* sdo idempotentes.
Entao

s*s = ss" = e para todo s € S.

Disto, segue que
* *
es=5s"s=sese=s5s=s.

O que mostra que tal idempotente é o elemento neutro e que para cada
s € 8, s* é o seu inverso.

Exemplo 2. Seja G um grupo com elemento neutro 1. Seja S(G) o
semigrupo universal gerado por simbolos [g], com g € G, satisfazendo
as seguintes relagoes:

i. [g7"][gl[n] = g~ "][gh]
ii. [g)[p][h~"] = [gh][h™"]
[

iii. [g][1] = [g]

iv. [1

)

= [g].

No artigo (EXEL, 1998), foi provado que o conjunto definido por estes
geradores é um semigrupo inverso com unidade [1] e que, para cada
g € G, tem-se [g71] = [g]*. Também foi provado que todo elemento
a € S(G) se escreve de forma tnica (a menos de permutacdo) como
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o =gy, ...£4,19], em que g, g1, ..., gn € G sao distintos, diferentes de 1 e
g4: = lillg; ']. Esta forma de escrever o é chamada de forma normal.
Se a é como acima, entao

a = [leg-eg.[9llg™lg] (2:3)

= €1€g,--Eg,5gl9]

Se A:={1,91,...gn, g}, defina

cai= ] e

acA

Desta forma, segue que o = £4[g]. Assim, todo elemento de S(G) pode
ser escrito de forma tnica como o produto de 4 por um [g], em que A
¢ um subconjunto finito de G que contém 1 e g.

Os idempotentes do semigrupo inverso S(G) sdo da forma €4 em
que A é um subconjunto finito de G que contém 1. Em particular, €4 é
idempotente para todo g € G. Na Proposigao 5, vimos que idempoten-
tes de um semigrupo inverso comutam. Usando isto, vejamos que para
qualquer B C G finito, contendo 1 e g € G, tem-se £45[g] = [gleB-

Inicialmente, suponha que B = {1,h1,h}. Usando as relagdes
com que S(G) é definido, temos

egnl9] [9llg™ Nlghallhy '~ Ilghlh ™ g~ ]lg]

= [gllg""llghlhi g™ lghllh g gl
= [gllg"lghalihi g™ lgllg ™ Ilghl[h "]
= [gllg""lghalihi g~ lgllg " ghl[n ]
= [gllg "llghalihy g~ "lgl[RI[R "]
= [gllg""lghalihi g~ gl[RI[A]

[91lg™ " llgha][

(9]

[9]]

Por indugdo, suponha que se B = {1, hq, ..., g, h}, entd@o egplg] =
[g]EB- Seja C= {17h15 [ hk; hk-i—la h}a

ggclgl = €gEghi---EghrEghyi1Eghld]
[

Eghyi1EgEghy --Eghi EghlY]

= Eghy1€gB [g] = €ghit1 [9]53
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= ghwrallh 19 Nglen = lghaiallhy 19 glen
= [ghenllhiii)es = [9llhasallhy 1 ]eB = lglec.

Portanto, dado g € G, vale e45[g] = [g]e g para todo B finito contendo
1.

L e, entdo, o

Exemplo 3. Seja G = Zy = {1, g}. Neste grupo, g = g~
conjunto dos geradores de S(G) é [G] := {[1], [9]}
Visto que [g][g~"][g][g™"] = [gllg~"], tem-se que 1 := [1] e e := [g][g
80 os unicos idempotentes de S(G). Assim, E(S) = {1,e}.
Ademais, sendo s := [g], es = [g][g™"][g] = [g] = s e se = [g]lg™"][g] =
[9] = s. Entao temos que o semigrupo universal associado a Zs é comu-

tativo e é da forma

S(G) ={1,s,¢e}.

Exemplo 4. Uma bijecao parcial de X é uma bijecao f : D — R,
em que D, R sdo subconjuntos de X. O conjunto de todas as bije¢Ges
parciais de X é denotado por I(X). Sejam f: D; — Ry, g: Dy — Ra
bijecoes parciais, D := {z € Da;g(x) € D1} = g ' (D1)N Dy e R :=
f(g(D)). Definidos D e R desta forma, o produto fg é a fungao dada
pela composigao usual de fungoes: (fg)(x) := f(g(z)) para todo = € D.
Isto define uma bijecdo fg : D — R, assim é um elemento de I(X).
A operagao (f,g) — fg assim definida é claramente associativa. Mais
ainda, a funcao f~'f : D — D ¢é a identidade em D e, assim,

fItf=rfeftfft=r"

Desta forma, f~! é um elemento que satisfaz a Equacdo 2.1. Se g €
I(X), como acima, é tal que fgf = f e gfg = g, entao

[ fef=f""f=idp, eg 'gfg =9 "g =idp,

= gf =1idp, e fg =1idp,.

Em que idp, e idp, sao as aplicagoes identidade em D1 e Ds, respec-
tivamente. O que mostra que g = f~1 e f* = f~1. Portanto, I(X) é
semigrupo inverso.

Como I(X) é um semigrupo inverso, sabemos que

E(S) ={f"f;f e (X)}.

Sendo assim, se f : D — R é um elemento de I(X), entdo ff*: R —
R é a identidade em R. Dessa forma, um idempotente de I(X) é a
aplicacao identidade em algum subconjunto de X.
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Definicao 7. Sejam S um semigrupo inverso e s,t € S. Dizemos que
s <t se existe e € E tal que s = te.

Observagao 2. Esta é uma relagao de ordem parcial: Sejam s,¢,7 € S.
i. Sabendo que s = s(s*s) e s*s € E(5), s < s.
ii. Se s <tet < s, entdo existem e, f € E(S) tais que s = te e
t = sf. Sendo assim,

s=te= se=te? =te= sef = tef.

Donde,
s=te=sfe=sef =(te)f =sf =t.

iii. Suponha que s < t et < r. Entéo existem e, f € E(S) tais que
s=teet=rf. Assim s =te = (rf)e =rfe e como fe € E(S),
segue que S < 7.

Portanto, < é uma relagdo de ordem parcial em S.

Observagao 3. Seja S é um semigrupo inverso.

Se S possui unidade, isto é, um elemento 1 € S tal que s-1 =
para todo s € S, em particular, 12 =1-1=1e 1 € E(S). Assim, e < 1
para todo e € E(S). Desta forma, 1 é o maior idempotente de S.

Se S possui zero, ou seja, um elemento 0 tal que 0 = 0 - s para
todo S, em particular, 02 =0-0 = 0 e 0 é idempotente. Desta forma,
0 < s para todo s € S.

Proposigao 8. Sejam S um semigrupo inverso e s,t € S. Entao s <t
€ equivalente a cada um dos itens abaizo.

7. s =ts*

s
1. s = ss*t
iti. Existe f € E(S) tal que s = ft.

Demonstrag¢do. Suponha que s < t, neste caso existe e € F(S)
tal que s = te. Usando que idempotentes comutam, temos

ss*t = te(te)"t = teet™t = tt*te = te = s.
Mais ainda,

ts*s = t(te)*te = tet*te = tt*te = te = s.
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Como [ = ss* € E(S), entao existe f € F(S) tal que s = ft.
Com isto, s < t implica nos itens i, ii e iii.

Reciprocamente, se s = ts*s, entdo s < t, pois s*s € E(S). Se
existe f € E(S) tal que s = ft, entdo
ts*s = tt* fft = ftt't = ft = s.

Como ss* € E(5), segue que s < t. Se, além disso, s = ss*t, pelo
que acabamos de provar segue que s < ¢, visto que ss* € E(S).
Portanto cada um dos itens i, ii e iii, implica em s < t.

|

Em particular, se e, f € E(S) sdo tais que e < f, pela proposigao

acima, temos e = ef.

Proposigao 9. Seja S um semigrupo inverso.

Sese S eeec E(S), entao ses* € E(S) e ses* < ss*.

Seja T um semigrupo e ¢ : S — T wum homomorfismo de se-
migrupos sobrejetor. Entdo ¢ (E(S)) = E(T). Neste caso, T é
necessariamente semigrupo inverso e ¢ preserva x.

Sejam s, t,r € S com t < s. Entdo tr < sr ert < rs.

Demonstracao. i. Seja s € S qualquer. Lembrando que s*s € FE(S)

ii.

e que idempotentes comutam, temos
2
(ses™)? = se (s*s) es™ = see (s*s) s = se’s*ss™ = ses™.

O que motra que ses* € F(S). Mais ainda,

*

(ses™) ss* = se(s%ss™) = ses™

ou seja, ses™ < ss*.

Seja ¢ : S — T um homomorfismo de semigrupos sobrejetor.
Primeiro, vamos mostrar que ¢ (E(S)) = E(T). Seja k € E(T),
como ¢ é sobrejetor, existe s € S tal que ¢(s) = k. Tome e =
S (32)*3 e lembre que ss*, s*s € E(S) e, portanto, comutam.



iii.

29

Agora, note que

e? (s (52)* 5)2 = (85%s"s) (s8"s"s)

= (s"s8s%)(s8"s"s) = s"s(ss"s) s"s"s

* *

s%s88"s%s = (s%s) (ss¥) s™s

= (s85%)(s%s)s"s = (ss") (s*ss™) s
= ss"s*s= (s (52)* s) =e

O que mostra que e € E(S). Além disso, como k € E(T), temos
que ¢(s) =k = k? = ¢(s)? = ¢(s?) entdo

6(s(7) s) =00 (") o (s)
= 6(?)o(()7) () =6 (s* (7))
= 6(H) =o(s) =k

Assim, mostramos que existe e € E(S) tal que ¢(e) = k. E é claro
que se e € E(S), entdo ¢(e) € E(T). Portanto, ¢ (E(S)) = E(T).

¢ (e)

Ademais, seja t € T, entdo existe s € S tal que t = ¢(s). Como
¢ é um homomorfismo, tem-se

t=¢(s)=¢(ss"s) =@ (s)p(s7) b (s) =to(s™)t e
¢ (s7) = ¢ (s7s57) = ¢ (s7) 1o (s7) (2.5)

Desta forma, ¢(s*), é um elemento que satisfaz a Equagao 2.1.
Ainda, se g,h € E(T), existem e, f € E(S) tais que g = ¢(e) e
h = ¢(f), entao

gh = ¢(e)o(f) = ¢(ef) = ¢(fe) = ¢(f)o(e) = hy.

Portanto, os idempotentes de T' comutam e, pela Proposicao 6,
segue que T é semigrupo inverso. Pela unicidade do elemento t*
em T e pela Equagao 2.5, segue que ¢(s*) = ¢(s)*.

Sejam s,t,7 € S com t < s. Entéo existe e € E(S) tal que t = se,
assim 1t = rse, donde rt < rs. Pelo item iii da Proposigao 8,
também existe f € E(S) tal que t = fs, logo tr = fsr, logo
tr < sr.

|
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A cada semigrupo inverso podemos associar um grupo. Para
isso, vamos definir uma relagao de equivaléncia em S. Sejam s,t € S,
escrevemos s ~ t se existe e € F(S), tal que

es = et.

Observe que ~ é uma relagao de equivaléncia. De fato, as propriedades
reflexiva e simétrica sao imediatas. Para verificar que ~ é transitiva,
suponha que 7 ~ s e s ~ t. Entao existem e, f € E(S) tais que er = es
e fs = ft. E assim efs = eft. Lembrando que E(S) é subsemigrupo
comutativo, temos

(fe)t = (fe)s = fles) = f(er) = (fe)r.

Como fe € E(S), segue que r ~ t. Isto mostra que ~ é uma relagao
de equivaléncia.

Proposigao 10. Seja S um semigrupo inverso. A relacdo ~ definida
acima € uma congruéncia, isto €, dados s,t,u € S com s ~ t, tem-se
su ~tu e us ~ ut.

Demonstracdo. Sejam s,t,u € S e suponha que s ~ t. Desta forma,
existe e € E(S) tal que es = et, entdo esu = etu, ou seja, su ~ tu. Ade-
mais, pela Proposicao 9, ueu* € E(S) e lembrando que idempotentes
comutam, segue que

(veu™)us = wueu*us = uu*ues
= wu'uet = veu*ut
= (ueu™)ut.

Logo, o elemento ueu* € E(S) satisfaz (ueu*)us = (ueu*)ut e, por-
tanto, us ~ ut. |

Observagao 4. Dados e, f € E(S), seja g :=ef € E(S). Desta forma,

ge = (efle=(fe)e=fe* = fe=fe
= ffe)=flef)=(Fe)f=(ef)f=gf

provando que e ~ f, isto é, quaisquer idempotentes estao relacionados
por ~.

Proposigao 11. Seja S um semigrupo inverso nao vazio. O quoci-
ente G(S) = S/~ é um grupo. Além disso, G(S) € o grupo imagem
homomorfa méxima de S, isto €, se G é um grupo, ¥ : S — G é um
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homomorfismo sobrejetivo e s ~ t entdo (s) = ¥(t). E assim, ¢ se
fatora a um homomorfismo de G(S) em G.

Demonstrag¢ao. Para cada s € S, seja [s] a sua classe de equivaléncia.

No quociente G(S), defina uma operagao de multiplicagao por [s][t] :=

[st]. Esta operagao estd bem definida, pois ~ é uma congruéncia.
Sejam [s], [t], [u] € G(S). Entao,

([s[t]) [u] = [st)[u] = [(st) u] = [s (tu)] = [s][tu] = [s] ([#][u]) -

Além disso, sejam e € E(S5), [s] € G(S) e tome [e]. Note que,

es ~ s, pois e(es) = e2s = es e, assim, [es] = [s]. Por outro lado, como
todos os idempotentes estao relacionados, temos que [e] = [s*s] , donde
[s] [e] = [s] [s"s] = [ss"s] = [s].

Ainda, como ss* e s*s sao idempotentes, entao
[ss*] = [e] = [s"s].

Provando que G(S) é um grupo, no qual o elemento neutro é a classe
dos idempotentes.

Sejam G um grupo e ¥ : S — G um homomorfismo sobrejetivo.
Pela Proposicao 9 ¢(E(S)) = E(G) = {1}, entdo ¢ (e) = 1 para todo
e € E(S). Se s,t € S sao tais que s ~ t, entao existe e € E(5) tal que
es = et. Com isto,

¥ (es) =9 (et)
P (e)v(s) =1 (e)v (1)
< P(s) = ¥(t).

O que mostra o desejado. |

Seja 0: S — G(S) a aplicagdo quociente, ou seja, o(s) = [s] e
seja 1 o elemento neutro de G(5).

A Observagao 4 nos garante que quaisquer idempotentes estao
relacionados. Mas, em geral, elementos nao-idempotentes podem estar
relacionados a idempotentes. Por exemplo, se S possui um zero, ou
seja, um elemento 0 € S satisfazendo s0 = 0 para todo s € S, entdo
todos os elementos de S estdo relacionados (e assim G(S) é o grupo
trivial). Isto acontece, por exemplo, para S = I(X) cujo zero é dado
pela fungao vazia.

Definicao 12. Um semigrupo inverso é dito E—unitério se o conjunto
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dos idempotentes de S forma uma classe de equivaléncia para a relagdo
~, isto é, se o1 (1) = E(S).

Exemplo 5. Seja G = Zy. Vejamos qual é o grupo imagem homomorfa
méaxima do semigrupo universal, S(G), do Exemplo 2. Como 1, e sdo
idempotentes, entao estao relacionados pela relacdo ~ . Além disso,
note que s nao estd relacionado a nenhum idempotente, pois se s ~ e,
entao deveria existir um idempotente f tal que fs = fe, mas

es=s#e=eceels=s#e=le.

Assim, o grupo méaximo de S(G) possui dois elementos e, portanto, é
o préprio G (a menos de isomorfismo). Mais ainda, como o~ 1(1) = E,
segue que S(G) é E—unitario.

Na verdade, todo semigrupo universal associado a um grupo é
FE-unitario. Veremos isto no Exemplo 11.

Proposigao 13. Um semigrupo inverso S é E-unitdrio se, e somente
se, dados e € E(S) e s € S com e < s, tem-se que s € E(S).
Demonstragdo. (=) Suponha que S é E-unitario e sejam e € E(S) e
s € S tais que e < s. Pela Proposicio 8, temos e = es, entdo e? = es.
Isto mostra que s ~ e, ou seja, [s] = [e] = 1. Como S é E-unitdrio,
segue que s € E(S).

(<) Suponha que dados e € E(S) e s € S com e < s, tem-se
que s € E(S). Seja s € S tal que [s] = 1. E assim s ~ e para todo
e € E(S). Logo, existe f € FE(S) tal que fe = fs, assim efe = efs e
ef =efs,isto é, ef < s. Como ef € E(S), por hipGtese, s € E(S) e,
portanto, S é E-unitario. [ |

Exemplo 6. Seja s € B(I?(N)) o operador shift, isto é, se (€i)iens
para N = {0,1,2,...}, é a base canonica de [?(N), entdo s(e;) = e;1.
Observe que

<S(ek)ven> = <ek+1ven> = <ekaen71>

pois (ext1,en) = 1 se k+1 =n e 0 caso contrério. Portanto, o adjunto
t := s* de s é dado pela férmula t(e;) = ex—1 para k > 0 e t(eg) = 0.
Temos s*s(ex) = s*(ex+1) = er = id(ex), donde segue que s*s é o
operador identidade sobre £2(N), ou seja, s é uma isometria®.

O conjunto S = {s"t"™;n,m € N} é um semigrupo inverso com a
operacgao de composi¢ao de operadores e involugao dada pelo operador

adjunto. Além disso, é possivel provar que se s"t"™ = s'tk entdo n =1

1Um operador é uma isometria se preserva a norma.



33

e m = k. Assim, podemos identificar o conjunto S com o produto
cartesiano N x N através da aplicagao s"t™ +— (n,m). Com esta iden-
tificagao, multiplicagao sobre S se transforma na operacao sobre N x N
dada por

. _ (nnm—1+k) semz=l
(n,m) (l’k){ (n+1—m,k) sem <I.

Se r = s"t"™ um elemento qualquer de S, entdao r*r € E(S).
Como

*
= (s"t™)" s =SS = s = s

segue que E(S) = {s™t™;m € N}. Com a identificacdo S 2 N x N; os
idempotentes de S se identificam com a diagonal de N x N, que por sua
vez, se identifica com N. Sejam e = s™t™ e r = s't* tais que e < r, ou
seja, st = s'ths™t™. Se k > m, entdo

Smtm — Sltksmtm — Sltk—mtm — Sltk

em=1=k. Sem >k, temos

smtm _ Sltksmtm _ Slsmfktm _ lermfktm

em=1I1+m—k,ousejal=ker=s"*c E(S). Pela Proposicao 13,
segue que S é E-unitario.

Mais ainda, sejam u = s"t™ e v = s't* tais que o(u) = o(v).
Como S FE-unitério, veremos no Lema 15, que vu*u = uv*v, com isto
temos,

st sRE = PSP SR = woto = vutu = SRS s = stk g™
Se m < k,
sntmsktk — sltksmtm = Snsk—mtk — slsk—mtm = Sn+k—mtl — Sl—i—k—mtm
Entaso k =men+k—m=101+k—m,ouseja, k=men =10 Se
m >k,

Sntm—ktk _ Sltk—mtm = gMm — Sl—i—m—ktm

Donde, n = [ +m — k, ou seja, m —n = k — . Portanto, [s"t™] = [s't¥]
se, e somente se, m —n = k — [. Dessa forma, temos um isomorfismo
0:G(S)—=>Z

[s"t"] = m—n
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Portanto, G(S) = Z.

Definigao 14. Seja S um semigrupo inverso e sejam s,t € S. Uma
cota inferior para s et € um elemento u € S satisfazendo u < s eu < t.
O infimo entre s et € a maior cota inferior de s e t, caso exista. Neste
caso, o infimo entre s,t € denotado por s A t.

Observagao 5. Em geral, o infimo entre dois elementos arbitrarios
s,t € S pode nao existir. Uma condigdo obviamente necesséria para
isto é a existéncia de uma cota inferior, ou seja, um elemento u € S tal
que u < s e u < t. Observe que se tal u existe, entdo temos e := u*u <
uw*s,u*t < s*s,s*t,t*s. Em particular, segue que e = es*t = et*s,
donde o(s*t) = 1 em G(S) e, portanto, o(s) = o(t). Isto é, portanto,
uma condicao necessédria para que o par s,t admita uma cota inferior.
Veremos em seguida que no caso de semigrupos inversos E-unitarios,
o(s) = o(t) é uma condicdo suficiente para a existéncia do infimo entre
s,t € §. Em particular, como E(S) é um semigrupo inverso E-unitdrio,
seguird que o infimo entre quaisquer dois idempotentes e, f sempre
existe e é igual ao seu produto, isto é e A f =ef.

Se, no entanto, o infimo entre dois elementos s,t € S existe, entdo
ele é tinico. Para provar isto, suponha que w,u € S, sejam infimos de
s,t, entao w < s,t. Como u = s A t, temos que w < u. Por outro lado,
u < 8,t, como w = s At, temos que u < w. Donde u = w e o infimo é
unico.

Vejamos um Lema do artigo de (MILAN; STEINBERG, 2014):

Lema 15. Seja S um semigrupo inverso E-unitdrio. Se o(s) = o(t),
entdo o infimo entre s e t existe e € igual a st*t. Além disso, st*t =
ts*s.

Demonstra¢do. Suponha que S seja E-unitdrio e sejam s,t € S. Ob-
serve que st*t < s e ts*s < t. Se o(s) = o(t), entdo st* e s*t sdo
idempotentes, pois o(st*) = o (s)o(t*) = o(s)o(t) L = o(s)o(s)"! = 1.
Como S é E-unitdrio, st* € E(S). Similarmente, s*t € F(S). Com
isto, temos

o(ts*s) = o(t)o(s*)o(s) = a(t)o(s) to(s) = lo(s)
= o(s) =0o(t) = o(s)a(t) to(t) = o(s)o(t*)o(t) = o(st*t).

Defina u := ts*s e v := st*t. Pela equagao acima, o(u) = o(v)
e entdo uv* e vu* sdo idempotentes. Além disso, como idempotentes
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comutam,
u*u = (ts*s)" (ts*s) = s*st*ts*s
= (s%)2t"t = s*st*t = s*s (t°1)°
= t'ts*st*t = (st*t)" (st*t) = v*v.
Assim,

u=uu"u=uv*v =evcome=uv" =u<v
v=vv"v =vu*u = fucom f=vu" = v < u.

Pela propriedade antissimétrica segue que u = v.
Seja w € S tal que w < s,t, entdo existem e, f € E(S) tais que
w = es, w = ft. Usando que ts* € E(9),

w = ww*w = (ft) (es)” (es) = fts*es = fets*s.

Logo existe g = ef € E(S) tal que w = gts*s, ou seja, w < ts*s. Isto
prova que ts*s é o maior elemento de S que é menor que s, t. |

Corolario 16. Seja S um semigrupo inverso E-unitdrio. Se o(s) =
o(t), entdo s*t = s*st*t = t*s e st* = ss*tt* = ts*.

Demonstragao. Por simetria e como o(s) = o(t) se, e somente se,
o(s*) = o(t*), basta mostrar que t*s = s*st*t.
Observe que s*st*t < s*s,t*t. E se f < s*s,t"t,

f=fs'sef=ft't=f=f>=ft'tfs*s = ft'ts*s.

Donde, f < t*ts*s e t*ts*s é o infimo entre t*t e s*s.
Além disso, como t*s = t*tt*s, temos t*s < t*t. Analogamente, t*s <
s*s. Seja f como acima, ja sabemos que

[ <tits* s =1t"(ts*s).

Como o(s) = o(t), pelo Lema 15 temos que ts*s < s, t, entdo pelo item
iv da Proposicao 9,
t* (ts*s) < t*s.

Por transitividade, f < t*s, isto mostra que t*s também é infimo entre
s*s e t*t. Pela unicidade do infimo segue que t*s = s*st*t. |

Para cada e € E(S) defina o conjunto

D.={teS;tt* <e}.
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Observagao 6. Note que se t € Dg«g, entao
' =tt'"s*s & 't =t T s S tF =1t7s"s
St = (t's%s)" ot = sst.
ese w € Dyg
ww* = ww*ss* & wrww* = wrww*sst & w' = w*ss”

S w™ = (w'ss*)" & w = ss*w.

Proposicao 17 (Teorema de Vagner-Preston). Seja S um semigrupo
inverso. Para cada s € S, defina

Vs i Dgrg = Dggs
t— st
Entao s € uma bije¢cdo de Dg«s em Dgg«. Ademais, a aplicagdo
~v:8 = I(S)
S s

é um isomorfismo de S em um subsemigrupo inverso de I(S).

Demonstracdo. Primeiro vamos verificar que -, estd bem definida. De
fato, seja t € Dy« g, entao tt* = tt*s*s e assim

(st) (st)" (ss*) = (stt*s*)ss* = stt* (s*ss¥)
= stt*s* = (st) (st)"
provando que (st) (st)* < ss*, logo vs(t) € Dss«, € Vs estd bem definida.

Agora, sejam 1, t € Dy, tais que v5(r) = v5(t). Pela Observagao
6, temos que

t=s"st = s"ys(t) = s*vs(r) = s*sr=r

logo 75 é injetiva.
Para a sobrejetividade, seja w € Dgg+, entao pela Observacao 6,
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temos que w = s (s*w). Vamos provar que (s*w) € D, de fato

(s*w) (s*w)" s*s = (s*ww*s) (s*s)
= (s"ww") (ss*s)

= (s'w)(s*w)”

provando que (s*w) (s*w)” < s*s e, portanto, s*w € Dg+s. Como w =
s(s*w) e s*w pertence ao dominio de ~s, entdo w = 5 (s*w), e s
é sobrejetora. Temos assim, que para cada s € S, a aplicagdo s é
bijetora.

Agora vamos provar que vy é um isomorfismo de semigrupos in-
versos. Como ja provamos que 75 é uma bijecdo entre Dg«s € Dgg+ para
cada s € S, segue que v, € I(S) e v estd bem definida.

Sejam s,r € S tais que vs = . Entdo Dg«s = Dyx.. Observe
que s* € Dy, pois (s*s**) s*s = (8*5)2 = s*s = s*s**, entao s*s** <
s*s. Como s* € Dg«g, entao s* € D,«,.. Assim

88" = v5(s") = v (s¥) = rs™. (2.6)
Analogamente temos r* € Dy« = Dgsy, €

rr* =y (") = 5(r*) = sr. (2.7)
Usando as Equagoes 2.6, 2.7 e que idempotentes comutam segue que

ro= rrir=(sr*)r=(s

V)
»
S
*
-
~—

(rs*)s=(ss")s=s

provando a injetividade de v .

Sejam s,t € S. Vamos provar que ys = V5. Se w € D(st),
afirmamos que w € Dy« e que v (w) € Dg+s. De fato, como w € D(st),
temos que ww* < (st)” (st), isto é, ww* = ww* (t*s*st). Visto que
(st)" (st) = (st)" s (tt*t) = (st)* (st) (t*t), entdo (st)" (st) < t*t e por
transitividade temos ww* < t*t, logo w € Dy«. Vejamos que v (w) =
tw € Dgs. Note que

(tw) (tw)" =t (ww*) t* =t (ww*t*s*st) t* = (tw) (tw)" (s*stt*) (2.8)
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logo, (tw) (tw)™ < s*stt*. Além disso, como idempotentes comutam,
S*stt* = tt*s*s = tt*s* (ss*s) = tt* (s¥s) (s¥s) = s stt* (s*s)

ou seja, s*stt* < s*s. Entao por transitividade (tw) (tw)* < s*s. Pro-
vando, assim, que w € D+ e Y (w) € Dgxs.

Por outro lado, seja w € Dy tal que vy (w) € Dgsg, afirma-
mos que w € D(yy~s. De fato, por hipétese temos que ww* < t*t e
(tw) (tw)™ < s*s, isto 6, ww* = ww*t*t e (tw) (tw)* = (tw) (tw)* s*s.
Assim,

ww* = ww't't = t"tww* = (t7L7) t (ww®)
(t*t) (ww™) (t*t) = t* (t (ww™) t*) ¢

Mas

t* (tww™t* )t = " (tww*t s"s)t
= " (tww*t*s*s) tt*t
= " (tww t tt*) s* st
= [t (twwt*)t]t"s*st
Provando que t* (tww*t*) t < t*s*st e, portanto, ww* = t* (fww*t*) t <

t*s*st. Logo w € D(st). Das duas inclusdes segue que o dominio de
YsYe € igual a Dg)«g. Desta forma, dado w € D)=, temos

Vs (w) = s (tw) = s (fw) = (st) w = s (w).

Donde « é isomorfismo de S em sua imagem. |

Esta proposi¢ao nos diz que todo semigrupo S é isomorfo a um
subsemigrupo de I(X) para algum X. A proposicao ainda nos diz que
podemos tomar X = S. Este resultado é uma versao para semigrupos
inverso do Teorema de Caley para grupos que afirma que todo grupo é
isomorfo a um subgrupo do grupo das bijegoes (globais) de G — G.

2.1 ACOES DE SEMIGRUPOS

Nesta secao, serao definidas agoes de semigrupos sobre objetos
de diferentes categorias. A fim de estudar estas agoes, usaremos como
referéncia (EXEL, 2008).
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Definigao 18. Sejam S um semigrupo inverso e X um conjunto. Uma
acao de S sobre X € um homomorfismo de semigrupos inversos

0:5—I(X)

s+ 0

tal que a uniao dos dominios de 05 € o conjunto X.

Por exemplo, a aplicacao v do Teorema 17 é uma agao do semi-
grupo inverso S sobre si mesmo. O dominio de cada 6, serd denotado
por Dg-.

Observagao 7. Seja s € S. Como 6 é um homomorfismo de semigru-
pos inversos, pela Proposigao 9 segue que 0g- = 0 = ;1.

2

Observagao 8. Lembrando que se e € E(S), entdo e = e* = e*, temos

He = 9666 = 9696* = eeggl =1d

Portanto, para todo e € E(S) temos que 6. é a aplicacao identidade
em algum subconjunto de X.

Observacao 9. Sejam e, f € E(S) e D, o dominio de .. Entao
D.y = D. N Dy. De fato, temos que 0oy = 0.0f : Doy — Dey. Seja
x € Dey, entdo x € Dy e 0(x) € D., mas 0¢(z) = id(x) = x, portanto
x € D. N Dy. Por outro lado, se x € D. N Dy, x € Dy e O¢(x) € De,
entao x € Dgy.

Mais ainda, se S possui unidade 1, entdo e = le para todo
e € E(S). Com isto, D, = D.; = D, N Dy C D; para todo e € E(S).
Deste modo,

X= |J D.coD.
ecE(S)

Portanto, X = D;.

Observagao 10. Observe ainda que 05 : Dy — Dg € g5 = 04405 :
Dy« — Dy possuem o mesmo dominio, logo Dy« = Dg+,. Dessa forma,
Oy : Dgxg — Dgg.

Proposicado 19. Se s € S ee € E(S), entdo
95 (De N Ds*s) - Dses*~

Demonstragao. Como e, s*s € E(S), pela Observagao 9 temos D, N
Dgvs = Degrs, entdo 05 (De N Dgeg) = 05 (Desrs) -
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Mas observe que 6 (Degs+s) é o dominio de O4.5+5. De fato, seja
Y € 05 (Des+s), entdo existe z € D. N D« tal que y = 65 (x), mas como
2 € De N Dgsg, temos & = 0. (x) = Os+5, assim

Yy = 05 (1‘) =0, (96 (es*s (l‘))) = Osesvs (J)) € Dgeses.

Por outro lado, seja y € Dsesrs, entao existe ¥ € D(gegvs)x = Dsrses
tal que

Y = Osess () = 05 (0 (055 (2))) = 05 (0 (7)) = 0, ()

em que & € Do N Dgxg = Deges, 0 que mostra que y € 05 (Degsxs). Pelas
duas inclusoes segue que 05 (Degrs) = Dgesrs. Ainda, pela Observagao
10, temos

Dyes+s = Dses*s(ses*s)* = Dses ss*ses* = Dses*ses* = Dses+

em que a ultima igualdade segue do fato que ses™ é um idempotente.
Portanto, 05 (De N Dgxg) = Digeg. [ |

Para o préximo resultado, recomenda-se a leitura do Apéndice
A sobre Ac¢oes Parciais.

Proposigao 20. Seja S uma semigrupo inverso E-unitdirio e X um
conjunto. Toda agao 6: S — I(X) de S sobre um conjunto X induz
uma agio parcial 0: G(S) — I(X) de G(S) sobre X de tal forma que
gg(x) = 05(x) sempre que o(s) =g e € Dgxs.

Demonstra¢ao. Suponha que S seja E-unitario e que 6 seja uma agao
de S sobre X. Desta forma, as aplicagoes

05 : Ds*s — Dss*

s@o tais que 65 o 0y = 6, para quaisquer s,t € S e X =J Dgs.

Defina 6 = {(5g>gEG(S) , (gg)gec(s)} por

5g_1 = U Dss € ag(x) =0s(z) como(s) =g

a(s)=g

ses

em que 59 : Eg—l — ﬁg.
Para provar que cada 6, estd bem definida, seja x € Dg-1, e
suponha que existem s,t € S tais que o(s) = o(t) € © € Dgxs N Dyxy.
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Como o(s) = o(t) e S é E-unitério segue do Lema 15 que st*t = ts*s

entao

sttt =ts's & ss*st't = tt7ts™s & s (s7stt) =t (s st™t)

Tome f := s*st*t € E(S). Neste caso, 0y = id|p, e pelo que foi visto
acima sf = tf. Além disso, como x € Dgs N Dyxy, entao £ € Dgrgpey =
Dy pela Observagao 9. Desta forma,

0s(x) = 05 (0 (x)) = 057 (x) = 0y () = 0: (05 (2)) = b:(2).

Provando a boa definigao de gg.

i.

ii.

Vejamos que 0 satisfaz a defini¢ao de agao parcial:

Sabendo que o conjunto dos idempotentes de S é da forma {s*s; s €
Stecomo X = J,cg Dss, tem-se X = J cp De = UU(S)=1 Dgss.
Além disso, para x € X, vale que

01(z) = 0,(z) para algum e € E.

Como 6. =idp,, segue que 671 é a identidade em X.

Se x € gh—l (ﬁh N ﬁg_l), entao existe y € Dy N 5g_1 tal que

T = gh_l(y). Pela forma como cada D, e gg foram definidos,
existem s,t € S tais que o(s) = h, o(t) = g, y € Ds N Dy e
x = 0s-(y). Sendo assim,

2 € Oge (D N Dye).

Além disso, como 6 é agao de semigrupo, os dominios de 6; o e
Ots sdo iguais, entao x € D(yg)+¢s, Mas

D(ts)*ts - U Dy = ﬁ(gh)—l.
o(r)=(gh)~!

Donde, gh—l <5h N .59—1) - ﬁ(gh)—l. Para x como acima, vale
que - . ~
Og00n(z) =0, 00(x) = 0i5(x) = Ogp(z).

Portanto, § é6 uma acao parcial de G(S) sobre X.
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2.1.1 Acoes topolégicas de Semigrupos

Definigao 21. Uma agdo topolégica de um semigrupo inverso S sobre
um espago topoldgico X € uma agao 6 : S — I(X) tal que para todo
s € S, a aplicacao 05 € continua e o seu dominio € um subconjunto
aberto de X .

Neste caso, pela Observagdo 7, temos que cada 65 é um homeo-
mofirmo entre abertos de X. Mais ainda, se S é um semigrupo inverso
E-unitério e 6 ¢ uma acao de S sobre o espaco topoldgico X, pela Pro-
posigao 20, esta induz uma acao parcial 8 de G(S) sobre X. Mais ainda,
é claro que o dominio de cada §g é um aberto de X. Seja B um aberto
em ﬁg, que é a unido dos Dgg+ com o(s) = g. Desta forma, podemos
escrever B como unido dos abertos B; := BN Dgg+ com o(s) = g. Dal,
6:1(B) é a unido dos 5;1(38) = 0;1(Bs), que sao abertos ja que cada

0 é continua. Logo, 5;1(3) ¢ aberto e, portanto, 8, é continua.

Definicao 22. Um semi-reticulado E € um semigrupo comutativo em
que todo elemento € idempotente.

Exemplo 7. Pela Proposicao 6 todo semi-reticulado é um semigrupo
inverso. Para todo semigrupo inverso S, o conjunto de seus idempo-
tentes, E(S), é um semi-reticulado.

Definicao 23. Seja E um semi-reticulado e considere o semi-reticulado
{0,1} com operagao de multiplicagdo. Um caracter de E é um homo-
morfismo nao nulo x : E — {0,1}. O conjunto de todos os caracteres
de E ¢ denotado por E.

Em particular, um caracter é uma fungao f: E — {0, 1}, entéo,
como conjuntos, R
Ec{0,1}72

Munimos o conjunto {0, 1}E com a topologia produto, em que
{0,1} tem a topologia discreta, ou seja, a topologia em {0, 1}E é ada
convergéncia pontual. Pelo Teorema de Tychonoff (MUNKRES, 2000),
{0, 1}E é um espago topoldgico compacto Haudorff, pois é um produto
de tais espagos.

Proposicao 24. Seja E um semi-reticulado. Dado e € E, defina
U, :={x € E;x(e) = 1}. Entao a topologia produto sobre E, induzida

2{0,1}* ¢ o conjunto de todas as fungdes f: E — {0,1}.
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de {0,1}E, coincide com a menor topologia para a qual U. € aberto e
fechado para todo e € E. Com esta topologia, E éum espaco localmente
compacto Hausdorff. Mais ainda, cada U, € compacto (e aberto). Em
particular, se E tem unidade, entao E= Ui € compacto.

Demonstragdo. Como esta ¢ a menor topologia para a qual U, ¢ aberto
e fechado para todo e € F, entdo é gerada pelos U, e V. := E \ U..
Vejamos que esta topologia ¢ a da convergéncia pontual.

Seja {xi}; uma net em E tal que x; — x € E. Para todo aberto
V tal que x € V, existe ig tal que x; € V para todo ¢ > 3. Em
particular, para cada e € F, x pertence a U, ou V. Se x € U,, entdao
existe i tal que x; € U, para todo i > ip. Ou seja, se x(e) = 1, entdo
xi(e) = 1 para todo i > ig, donde x;(e) — x(e). Se x € V., entdo
existe ig tal que x; € V, para todo i > ig. Ou seja, se x(e) = 0, entdo
xi(e) = 0 para todo i > iy, donde x;(e) — x(e). Isto mostra que se
Xi — X em E, entdo y;(e) — x(e) para todo e € E.

Por outro lado, seja {x;}, uma net em E tal que xi(e) = x(e)
paratodoe € E .
Fixe e € E. Se x(e) = 1, entdo existe ip tal que y;(e) = 1 para todo
i > 1ip, ou seja, se x € Ue, entdo x; € U, para todo i > ig. Se x(e) =0,
entao existe ig tal que x;(e) = 0 para todo i > ig, ou seja, se x € Vg,
entao y; € V. para todo ¢ > ig.

Seja W aberto qualquer da base de E tal que x € W. Entao W
¢ interseccao finita de abertos da forma U. e Vy, isto é,

W =Us,N...NU NV,

€k+41"

NVe,.

Pelo que foi provado acima, existem i1, ...,4, tais que x; € U, para
todo ¢ > 41,..., xi € Ve, para todo ¢ > i,. Se ip é o elemento que
é maior ou igual a i1,...,4,, entdo x; € W para todo i > ip. Assim
Xi > xemE.

Portanto, E nao é apenas subconjunto de {0, 1}E mas também
subespago topolégico. Deste fato, segue que Eé Hausdorff.

Para provar que E ¢ localmente compacto, seja Ey:=EU {0},
em que 0 é o homomorfismo nulo de E em {0, 1}.
Seja {x;}; uma net em Eo que converge para x em {0, 1}E. See, feFE,
entao

x(ef) =limx;(ef) = lim x;(e)xi(f) = lim x;(e) lim x;(f) = x(e)x(f)-

O que mostra que X ¢ homomorfismo, logo x € Eo Logo EO ¢ fechado
em {0,1}” e, portanto, compacto. Como E = Ej \ {0}, segue que Eé
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localmente compacto.
Mais ainda, seja {x;}; uma net em U, que converge para X em
Ey. Entao, x;(e) =1 para todo ¢, assim

1= 1lim xi(e) = x(e).

Desta forma, x € U, e U, é fechado contido no compacto EO. Portanto,
U, é compacto. Em particular, se E possui unidade, entao Uy = E é
compacto. |

Exemplo 8. Sejam Eo conjunto dos caracteres de E = E(5), Ug+s €
Uss+ os conjuntos definidos na proposigao acima. Para cada s € S, seja
Bs : Ugxs = Ugy a aplicacao dada por

Bs (x) (e) := x (s"es) para x € Uss e € € E.

Estas aplicagbes estdo bem definidas, visto que para x € Us«s dado,
tem-se

Bs(x)(s5%) = x(s"ss™s) = x(s*s) = 1.

Donde B4(x) € Ugs+. Vejamos que 8 : S — I(F) dada por s — S é
uma agao topoldgica de S sobre E.

i. Para provar que S5 = (50 B; vejamos, inicialmente, que Uy g+ 5 é
o dominio de B50;. Paraisto, seja x € Upsgxst, entao x(t*s*st) =
1. Sabe-se que t*s*st = t*s*stt*t, com isto

1= x(t"s"st) = x(t"s"stt™t) = x(t"s"st)x(t*t) = Ix(t*t) = x(t*¢).

Logo, x € Up. Mais ainda, B:(x)(s*s) = x(t*s*st) = 1, donde
Bi(x) € Usxs. Por outro lado, se x € FE é tal que x € Upy €
Bi(x) € Usrs, entao 1 = Bi(x) (s*s) = x(t*s*st), logo x € Upsg+st.
Isto mostra que B e 85 o B¢ tem o mesmo dominio.

Além disso, se x € U gt € € € E, entdo
Bst (x) (e) = x ((st)" est) = x (t"s"est) = By (s"es) = Bs o fu(e)
Portanto, 8s = Bs o Bs.
ii. Claro que (J,cgUss C E. Por outro lado, se x € E, sabe-se que

existe e € E tal que x(e) = 1. Mas e = s*s para algum s € 5,
donde x (s*s) =1 e x € Usrs € U eg Uses-
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iii. Pela proposicao acima, ja sabemos que cada Uy« s € aberto. Para a
continuidade de cada 3, seja {x;}, uma net em U, que converge
para x. Entao y;(e) = x (e) paratodo e € E. Em particular,
s*es € E, entao

Xi (s*es) = x (s*es) para todo e € E.

Ou seja, Bs (xi) (e) = Bs (x) (e) para todo e € E. Logo s (x:) —
Bs (x) e, portanto, B, é continua.

Portanto, 8 é uma acao topologica de S sobre E.
2.1.2 Acoes de semigrupos sobre semi-reticulados

Definigao 25. Seja E um semi-reticulado. Um ideal de E é um con-
junto I C E tal que para quaisquer e € E e f € I, tem-se que ef € I.

Definigao 26. Uma a¢do de um semigrupo inverso S sobre um semi-
reticulado E € uma a¢do 6 de S sobre E tal que cada 65 preserva a
multiplicagao e o seu dominio ¢ um ideal de E.

Exemplo 9. Sejam S um semigrupo inverso E-unitdrio e E := E(S).
Defina, para cada f € E, E; := Ef = fE={e € E: e < f} o ideal
principal® gerado por f. Para s € S, seja

Oy : BEgrg — Fogn

e 05 (e) = ses™.

Note que 0, estd bem definida, pois se e € F«g, entao e = es*s
e, assim, 0,(e) = ses* = ses*ss* que pertence a Fyg«. Vejamos que 0
¢ uma acdo de S sobre o semi-reticulado E(S) no sentido da Defini¢ao
26:

i. Para provar que 65 = 0, o #;, inicialmente, vamos verificar que
os dominios dessas aplicagoes sao iguais. Seja e € Ej«g+5. Entao
sabemos que e = et*s*st, logo

tet* = t(et*s"st)t*
= te(t'tt") s*s

= tet*s”s.

3Um ideal é principal se é gerado por um tinico elemento.
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O que mostra que 0;(e) = tet* € FEq«4, com isto

e = et's*st

e (ttt™) s"st

t* (tet*s*s)t

=t (tet")t
ettt t = et™t.

Donde e € E;«;. Logo, e pertence ao dominio de 64 o 6;. Por
outro lado, se e € Ep; e Oi(e) = tet* € E,+,, entdao e = et*t e
tet* = tet*s*s e assim
t* (tet™)t =t (tet™s*s)t.
Usando a comutatividade de E(S), vale o seguinte
et*tt*t = ettt s* st = et™t = et™s" st.

Como e = et*t,
e =et*s*st.

Logo, e € FEy«g+5 €, portanto, 0 e 05 o ; possuem o mesmo
dominio.

Por fim, para e € Eyx g+ 5, tem-se

Os(e) = ste(st)” = stet™s*
= O, (tet”) =05 (0, (e)) = 0500, (e).

O que mostra que g = 050 6.

ii. Se e € E(S), sabemos que e € E,. e portanto e € J
Desta forma, a unido dos dominios de todos os 65 é E.

seS B

iii. Para e, f € Dg,s, temos

Os(ef) = sefs* =sefs*sefs” =sees™sffs
= ses'sfs’ = gs(e)gs(f)

Logo, 6 é uma agao de S sobre o semi-reticulado E(S).



47

2.2 CARACTERIZACAO DE SEMIGRUPOS INVERSOS E-UNITARIOS

Para dar continuidade a leitura deste trabalho, recomenda-se a
leitura do Apéndice A. O objetivo agora é mostrar que todo semigrupo
inverso E—unitario pode ser escrito como um produto semidireto de
um semi-reticulado E por um grupo G. Para isso vejamos a defini¢ao
de agao parcial de um grupo G sobre um semi-reticulado F.

Definigao 27. Sejam E um semi-reticulado e G um grupo com unidade
1. Uma a¢do parcial de G sobre E € um par

0= ({Dg}gEG ) {eg}gEG)

em que {Dg} € uma colegao de subconjuntos de E, e {6y} € uma
colecao de aplicacdes
0y:Dyg-1 — Dy

que satisfazem as sequintes propriedades:
i. D1 = FE e 61 € aidentidade;

it. 04 00n C Ogp, para quaisquer g,h € G no sentido que o dominio
de 0g 0 01, 0p—1(Dp(Dg-1), estd contido em Dyp)-1 e, neste
conjunto, as funcoes sao iguais.

it1. Para todo g € G o conjunto Dy é um ideal de E e cada 0, preserva
a multiplicacado.

Observagao 11. Se S é um semigrupo inverso E-unitario e 6 é a agao
de S sobre o semi-reticulado E := E(S) do Exemplo 9, entao esta acao
produz uma agao parcial de G(.S) sobre o semi-reticulado E. De fato,
pela Proposigdo 20, a acdo de S sobre F do Exemplo 9 produz uma
agao parcial de G := G(S) sobre E (como conjunto).

Como cada Dg, definido naquela proposi¢ao, é uma unido de
ideais de E, este conjunto também é um ideal.

See,f € Dy, existem s,t € S, com o(s) = o(t) = g, tais que
e € Dgos e f € Dy+y. Sabendo que Dg+s e Dysy s@o ideais de E, o
elemento ef € Dgrg N Dyry = Dgrsprt = Dirtsrstrt = Dspryy=see- Mais
ainda, no Lema 15 e no Coroldrio 16 foi provado que o(st*t) = o(s) =
o(t) =g, st"t =ts*s e s*t = s*st*t. Desta forma,

Og(ef) = Oswilef) = (st"t)ef(st™t)”
(st*t)ef(ts*s)* = st™tefs™st™ = ses™st*t ft*
= ses T = 0,(e)(f) = y(e)0y (f).
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O que mostra que 6, preserva a multiplicacdo.

Definigao 28. Seja 0 uma ag¢do parcial de G sobre um semi-reticulado
E. Definimos o produto semidireto de E por G via 0, como sendo o
subconjunto de E X G definido por

E?G::{(e,g);géGeeEDg}.

No produto semidireto de E por G via 6, define-se uma operacao
de multiplicacao da seguinte forma

(e,9) - (f.h) = (8 (657 (e)f) , gh) .

em que g,h € G,e€ Dy e f € Dy,

Esta operagao estd bem definida, pois como e € D, entdo
9;1(6) € Dy-1. Sabendo que D,-1 e D, sao ideais de E e que f €
Dy, segue que 9;1(e)f € Dy-1 N Dy. Sendo assim, 6, (99_1(6)]“) €
g (Dg_1 N Dh), que estd contido em Dgj pelo item i da Proposicao 53
do Apéndice A.

Observagao 12. Esta operagao é associativa, pois para h € G, e € Dy,
e d, f € E quaisquer, temos

On (On-1(de)f) = 0n(0np-1(dee)f) = Oh (05-1(de)by-1(e)f)
= 0p (0h-1(de)) On (01 (e) f) = debn (01 (e) f)
= dOp (On-1(e)) On (On-1(e)f)
= dbp (Oh-1(e)0p-1(e)f)
= dbOp (Oh-1(e)f)-

Sejam (d, g), (e, h), (f, k) € ExG. Como, em particular, 0,-1(e) €
E, vale que

Gg—l (d)@h (eh—l (e)f) = Gh (Hh—l (Gg—l (d)e) f) .

Mais ainda, 6,-1(d)e = 0,104 (6,-1(d)e), pois 8,-1(d)e € Dy-1. Com
isto,

99—1 (d)@h (6h71 (e)f) Gh (Gh—l (99—1 (d)e) f)
Gh (Gh_199_10g (99—1 (d)e) f)
)

= 0h (Qh—lg—lgg (99—1(d)€) f .
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Assim,

99 [99—1 (d)gh (Qh—l (e)f)} = 99 [gh (gh—lg—lgg (99—1 (d)e) f)]
O (On—14-104 (6,-1(d)e) f) -

Provado isso, tem-se

[(da g)(ev h)] (fa k) = (ggh [eh—lg—l (99 (09_1 (d)e)) f} 7gh]{;)
= (04 [05-1(d)bh (Bp-1(€)f)] , ghk)
= (d,g)[(e;n)(f, k)]

Portanto, a multiplicagdo em E x G é associativa e, assim, este conjunto
é um semigrupo.

Teorema 29. Se E é um semi-reticulado, G € um grupo e a € uma
acao parcial de G sobre E, entdo

S =FExG

€ um semigrupo inverso E-unitdrio. Ademais, o grupo imagem homo-
morfa mdxima e o semi-reticulado dos idempotentes de S sao isomorfos
a G e E, respectivamente.

Demonstragao. i. Para determinar quais os idempotentes deste se-
migrupo, suponha que (e, g) € E(S), entao

(e,9) = (€,9)" = (85 (651 (e)€) . ¢°) -

Neste caso, g2 = g, logo g = 1. Para todo elemento s = (e,1) € S,
vale que

(ea 1)2 = (01 (01(6)6) y 1) = (01 (62) 71) = (67 1) .

Portanto,
E(S) ={(e,g) € S;9 =1}.

Além do mais, seja
v:E(S)—> F

(e,1) = (e, 1) =e.
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ii.

iii.

Dados (e, 1), (f,1) € E(S), tem-se
p((e,)(f;1)) = ¢0i(bi(e)f), 1) =wl(ef1)
= ef=vle, De(f,1).

Assim sendo, ¢ é homomorfismo. Como E = Dy, ¢ é sobrejetiva
e a injetividade é imediata. Logo, F(S) & E e, em particular,
E(S) é comutativo.

Seja s = (e,g) € S qualquer. Observe que t := (09_1(6),9’1)
satisfaz a Equacao 2.1:

sts = (e,9) (B5-1(e),97") (e, 9)
= )

tst =

1) = (8,1 (8 (0,+(0)) €) .o™1)

(6~
(6~
= (0y-1(e
= (6~
(6~

Como os idempotentes de S comutam e para cada s € S, existe
um elemento s* := t tal que ss*s = s e s*ss* = s*, pela Pro-
posicdo 6, segue que S é semigrupo inverso.

Vejamos quais sao as classes de equivaléncia na relacao ~.
(z,9) ~ (y,h) & Je € E tal que (e,1) (z,9) = (e, 1) (y, h)
< (61 (01(e)x),1g) = (61 (1(e)y),1h) para algum e € E
< (ex,g) = (ey,h) para algum e € E

S exr =eyparaalgume € Ee g=h.

Mas para quaisquer z,y € FE, existe e € E tal que ex = ey.
Portanto, a classe de equivaléncia de (z, g) é o conjunto Dy x {g}.
Desta forma, a aplicacio Dy x {g} — g¢ estd bem definida e é um
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isomorfismo entre G(S5) e G.

iv. Usando o isomorfismo G(S) = G descrito acima, a aplicacao
quociente o: S — G(S) corresponde a projegdo S — G. As-
sim os elementos do ntucleo deste homomorfismo sdo os pares
(e, 1) com e € E, que sao exatamente os idempotentes de S. Logo
S é E-unitario.

|

Reciprocamente, temos o préximo teorema.

Teorema 30. Sejam S um semigrupo inverso E-unitdrio, 0 a agdo
de S sobre E := E(S) do Ezemplo 9 e 6 a agdo parcial induzida de
G := G(S) sobre E. Entao,

Demonstra¢ao. Defina
p:S—>ExG
]
s (ss*,0(s)).
Esta aplicacdo estd bem definida, uma vez que ss* € Fqg» = {e €
E(S);e < ss*}.

i. ¢ é homomorfismo: Inicialmente, observe que se o(s) = g, entao
o(s*) =o(s)"! = g1, além disso,

Qg (5‘(]71 (ss*)tt*) = Hg (s*ss™s™ tt*)
= ég (s*ss™stt™)
= (79 (s*stt™)
= s(s"stt") s = stt*s .

Sabendo disto,

(st (st)",o(st))

(Stt 5" U( Jo(t))

— (o (ag-1 (s5) 1) ,a(s)o(t)
(ss%,0 ())(tt o(t)) = ¢(s)p(t).

v (st)

ii. Sejam s,t € S tais que ¢(s) = @(t), isto é, ss* = tt* e o (s) = o (t).
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Pelo Lema 15, segue que
¥ = sss™ = sTit" =tFsst = itt =t".
Donde, s =t e ¢ é injetiva.

Egsr = ﬁg, desta forma,

iii. Se (e,9) € E % G, entdo e € U, (4,
«
e = ess* para algum s € S tal que o(s) = g. Observe que,
p(es) = (es(es)",o(es)) = (ess*e,o(e)o(s))

= (ess*,0(s)) = (e,9).

Isto mostra que ¢ é sobrejetiva. Portanto, ¢ é isomorfismo entre S e

E x@G. [ |
]

Provamos, assim, que existe uma correspondéncia entre semi-
grupos inversos F-unitarios e produtos semidiretos de grupos por semi-
reticulados. Além disso, provamos que dado um par (E,G), em que
E é um semi-reticulado e G é um grupo, existe um semigrupo inverso
E-unitario S tal que F é isomorfo ao conjunto dos idempotentes de S e
G é isomorfo ao grupo imagem homomorfa maxima de S, pois sempre
podemos considerar a agdo trivial de G sobre F.

Exemplo 10. Sejam E um semi-reticulado e G um grupo. Podemos
considerar a acao parcial trivial de G sobre E. Entao semigrupo inverso
dado pelo produto semidireto de F por G via esta acdo, S := E x G,
coincide com o conjunto E x G com operagao de multiplicagdo definida
entrada a entrada. Ademais, E(S) =2 E ¢ G(S) = G.

Exemplo 11. Seja G um grupo com unidade 1. Seja E o conjunto
definido por todos os subconjuntos finitos de G que contém 1. Neste
conjunto defina - : Ex E — E por A-B =AU B para A,B € E. E
claro que esta operagao estd bem definida e, além disso,

A2=AUA=Ae AB=AUB=BUA= BA.

Dessa forma, F é um semi-reticulado. Ademais, {1} é o elemento neutro
de E, pois todo elemento de E contém {1}.

Para cada g € G, defina D, := {A€ E;g€ A} efy: Dy-1 — Dy, em
que 04(A) = gA. Note que,

i Dy=Feb(A) =1A= Aparatodo A€ E.
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ii. Seja A € D1 tal que 6,(A) € D,-1. Entao, g' € hA, ou seja,

existe a € A tal que ¢g~! = ha, mas isto implica que h~lg~! =

h='ha = a € A. O que mostra que o dominio de 6,6}, estd contido
em Dj-14-1. Visto isto, temos

0,0n(A) = 0,(hA) = ghA = 0, (A).

iii. Se A€ Dy e B € E, entao AB = AU B ¢ finito, contém 1 e g,
donde pertence a Dy. Logo, D, é ideal de E.

iv. Para A, B € Dy,

04(AB) = g(AB)=g(AUB)=gAUgB
= 0,(A)Uby(B) =0,(A)by(B)

Logo, cada ¢, ¢ homomorfismo entre Dy-1 e D,.

Com isto, temos uma acdo parcial § de G sobre o semi-reticulado FE.
Seja E'x G o produto semidireto de E por G via 6. Considere a aplicagdo
¥ : S(G) — E x G definida por

calgl = (4,9)

Como a forma normal de cada o € S(G) é tinica, segue que 1) é injetiva.
Pela forma como 1 foi definida, é imediato que ela é sobrejetiva.
Além disso, sejam o = 49,8 = egh € S(G), em que Ae B sao
subconjuntos finitos de G contendo ¢ e h, respectivamente, além da
unidade 1. Entao,

D(@)Y(B) = (A,g) (B;h) = (0, (651 (A) B) , gh)
(05 (97" AU B) , gh)
= (997 'AUgB,gh) = (AUgB, gh).

Vimos no exemplo 2, que £45[g] = [g]e B, usando isto, temos

Y (aB) = o (calgleslh]) = ¢ (caggnlgl[h])
= 1 (caggnlyllg™ " ghl) = ¢ (cagynlgllg~"lghl)
= ¢ (cagynlgh]) = (AUgB,gh).

Desta forma, 9 (af) = ¥(a)(B). Logo, S(G) = E x G. Este produto
semidireto é a Ezxpansdo de Birget-Rhodes do grupo G.
Pelo Teorema 29, segue que S(G) é semigrupo inverso E—unitério.
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Além disso, o grupo imagem homomorfa méxima de S(G) é o préprio
G e E é o conjunto dos idempotentes de S(G) (a menos de isomorfismo).
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3 A C*—ALGEBRA DE UM SEMIGRUPO INVERSO

O objetivo deste trabalho é estudar a C*-algebra de um semi-
grupo inverso F-unitario. Para isso, neste capitulo faremos a cons-
trucao da C*-dlgebra de um semigrupo inverso S. Usaremos como
referéncia o livro de (PATERSON, 2012).

Fixe S um semigrupo inverso. Seja C[S] o espago vetorial das
fungoes a : S — C de suporte finito, ou seja, tais que o conjunto
{s € S;a(s) # 0} é finito. Se as := a(s), entdo podemos identificar a
funcdo a como a soma formal finita da forma

a= E asS.

ses

Em particular, dado s € S o elemento s := 1 s € C[S] representa a
fungao caracteristica de {s} e S é uma base para C[S5].

Sejam a = Y gass, b = ) gbss € C[S] e A € C. Neste
conjunto, sao definidas operagoes de soma e multiplicagao por escalar

como
a+b:= Z(as +bs)s e Aa:= Z(/\as)s.
ses seS

Mais ainda, sejam a = ) _gass e b=, ¢bit em C[S]. Con-
sidere a operagao de multiplicagao dada por

ab = Z ass - Z bit = Z agbyst.

ses tesS s,teS

Observagao 13. Sejam ) g ass, Y ,cqait € ), oga,r elementos de
C[S]. Entao,

(Z a.s- Y att> > apr

sES tesS res s,tesS res

|
2
o
Q
=
V2l
&
S
3
3

= Z as (azay) s (tr)

s,t,reS

= > as- (Zatt-zarr> :

seS tesS res
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Portanto, - : C[S] x C[S] — C[S] é associativa e, assim, C[S] é uma
algebra.
Defina uma aplicagéo * : C[S] — C[S] por
(Z ass> = sts*.
ses s€S

Observagao 14. Sejam ) _gasse Y, g ast elementos de C[S]. Entao,

(Z ) _ (Z ) o S

ses seS seS ses

ii.

(Z ass - Zaﬂf) * = | D asast

seS tesS s,teS
= E asa; (st)" = E aragt*s
s,teS s,teS

_ @;m) (;Sa8>

Logo, esta aplicagdo é uma involugao em C[S]. Portanto, C[S] é
uma *-algebra.

Definicao 31. Uma representagdo de S em um espaco de Hilbert H
¢ um homomorfismo de semigrupos ¢: S — B(H)' que preserva in-
volugdo no sentido que o(s*) = @(s)*, o operador adjunto de p(s) €
B(H). Uma representagdo de uma *-dlgebra B em um espago de Hil-
bert H € um x-homomorfismo w : B — B(H). Uma representagdo ¢
de S (ou B) em H € dita nao-degenerada se

D :=span{p(s)é;s € S,£ € H}

€ denso em H.

LB(H) é o espago dos operadores lineares limitados de H. Este espaco é uma
C*-4lgebra. Mais ainda, toda C*-dlgebra é x-isomorfa a alguma sub-C*-dlgebra de
B(H) para algum espago de Hilbert H.
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Proposicao 32. Seja ¢ uma representacao de um semigrupo inverso
S sobre um espaco de Hilbert H. Sao equivalentes:
i. @ € uma representacao nao-degenerada de S.
it. Se (p(s) (&) ,x) =0 para quaisquer s € S,§ € H, entdo x = 0.
iti. Se o(s)(x) =0 para todo s € S, entdo x = 0.

Demonstrag¢ao.i = ii Sex € H étal que (¢(s) (§) ,x) = 0 para todo s €
S,€ € H, entdo x € D+, mas

D+ =D.
Como D é denso em H, segue que D+ = {0}, logo = = 0.

ii = i Para provar que
spang (5) () = H,

seja & € D. Entdo
(p(s) (&) ,x) =0 para todo s € S,¢ € H.
Por hipdtese, segue que = = 0. Dai
Dt ={0}=D=D'"={0}" = H.
O que mostra que D é denso em H, logo ¢ é representacao de S.
i=iii Seja x € H tal que ¢(s)(z) = 0 para todo s € S. Entéo
(p(s)(x),&) = 0 para quaisquer s € S, ¢ € H.
Assim,
(2, 0(5)"(€)) = 0 = (2,0 (s") (€)) = 0 Vs € 5,¢ € H.
Pela defini¢ao de produto interno,
(p(s*)(€), z) = 0 para quaisquer s € S,z € H.
Como ¢ é representacao de S segue que x = 0.
iii =i Se 2 € D+, entdo

(p(s)(&), ) = 0 para quaisquer s € S, € H.
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Logo,
(&, 0 (s") (x)) = 0 para quaisquer s € S,§ € H.
Em particular, para & = ¢ (s*) (z), temos

0= {p(s7) (x), ¢ (s7) () = [l (s7) ()| = ¥ (s7) (x) = 0.

Por hipétese, segue que = = 0, donde D+ = {0} e D = H. O que
mostra que ¢ é representacao nao-degenerada de S.
|

Observagao 15. Se 7 é uma representagao de uma *-algebra B em H,
as mesmas 3 afirmacoes sao equivalentes trocando-se S por B e s € S
por b € B. A demonstracao deste fato também é a mesma.

Proposigao 33. Seja H wm espaco de Hilbert. Entdao existe uma
bijecao entre o conjunto das representacioes de S em H e o conjunto das
representacoes de C[S] em H dada da sequinte forma: Se p: S — B(H)
¢ uma representagao de S em H, entao a representagio de C[S] as-
sociada a ¢ € a aplicagio P> ass) = > asp(s). Mais ainda, ¢ é
nado-degenerada se, e somente se, ¢ é nao-degenerada.

Demonstragdao. Sejam Rg e Rcjg) os conjuntos das representagoes de
S e C[S], respectivamente, em um espago de Hilbert H. Seja ¢ : Rg —
Re(s) dada por ¢ — ¢, em que

@(Z ass) = Z asp(s).

Esta aplicacao estd bem definida, pois uma combinagao linear finita de
operadores lineares limitados é novamente um operador linear limitado.

Sejam ¢ e 7 representacoes de S em H, tais que ¢ = 7. Se
a =7 ,cqass € C[S], entao

@(Z ass) = %(Z ass).

Em particular, para todo s € S, ¢(s) = ¢(1-s) =7(1-s) = n(s). Logo,
@ =7 e ¢ é injetiva.

Seja m uma representagao de C[S] em H. Definimos uma aplicagao
¢ dada por ¢(s) := m(1 - s), que preserva a multiplicagdo e involugao
e, portanto, é uma representacio de S. Mais ainda, ¢ = 7. Portanto,
¢ é sobrejetiva.

Além disso, seja ¢ : S — B(H) uma representagio nao-degenerada
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de S. Suponha que ¢(a)(xz) = 0 para a € C[S]. Entao, em particular,
(s)(z) = 0 para todo s € S.
Logo, pela Proposicao 32, segue que x = 0 e pela observacao anterior,

¢ ¢é nao-degenerada. Por outro lado, seja ¢ : C[S] — B(H) uma
representacao nao-degenerada de C[S]. Suponha que

p(s)(z) =0

para todo s € S. Entao, para todo a = ) ¢ ass € C[S], temos

finito finito
pla)(z) = ¢ <Z a58> (@)= Y (asp(s)) (z)

seS seS
finito finito
= Z asp(s)(x) = Z as0=0
seS sesS

Pela observacao acima, segue que z = 0 e, portanto, a representacao
de S associada a ¢ é ndo-degenerada.
|

Observagao 16. Seja ¢ : S — B(H) uma representacdo de S em
um espago de Hilbert H. Entao ¢(e) é uma projegdo sempre que e €
E(S). Ademais, se e, f € E(S) satisfazem e < f, entao ¢(e) < o(f),
lembrando que se P,Q € B(H) sdo projegoes, entao P < @ significa
que PQ = P.

Para provar isto, sejam ¢ : S — B (H) uma representacao de S
em um espago de Hilbert H e e € E(S). Como ¢ é x-homomorfismo,

ple)” = ple”) = p(e)

p(e)? = p(e?) = ple)
Provando que ¢(e) é autoadjunto e idempotente, logo é projecdo. Em
particular, o operador ¢(s) é uma isometria parcial para todo s € S,
pois como @ é um x-homomorfismo, entao

*

p(s)p(s)" = p(ss™).

Sabendo que ss* € E(S), ¢(ss*) é uma projecao e, pela equagao acima,
©(s) é uma isometria parcial. Inda, como B(H) é uma C*-algebra, vale
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que )
o)y = le(s) ()l gy < 1.

Portanto, [l¢(s)| pgry < 1.
Se e, f € E(S) sao tais que e = ef, entao

ple) = lef) = ple)e(f)
Portanto, p(e) < ¢(f) em B(H).

Definigao 34. Uma C*-seminorma sobre uma *-dlgebra B €é uma
aplicagao p : B — Ry que € uma seminorma e, além disso,

i. p(ab) < p(a)p(b)
ii. p(a”) = p(a)
iii. pla*a) = p(a)?
Sejam B uma *-algebrae p : B — R uma C*-seminorma. Entao,

o conjunto

I:={be B;pb) =0}

é um ideal autoadjunto de B. Além disso, p se fatora a uma C*-norma
sobre o quociente B/I e o completamento deste quociente com esta
C*-norma é, portanto, uma C*-algebra.

Algumas *-algebras possuem uma C*-seminorma maxima, tais
como x-algebras de Banach. Mais ainda, em muitos casos, a C*-
seminorma maxima ji é uma C*-norma. Este é o caso para a nossa
algebra de interesse: C[S]. Isto segue do seguinte resultado:

Proposigao 35. Sejam S wm semigrupo inverso e a = Zses ass €
C[S]. Entao para toda C*-seminorma p sobre C[S], temos p(a) <
llall1 == >, cq las|. Em particular,

lally, := sup{p(a);p € uma C*-seminorma sobre C[S]}

¢ a maior C*-seminorma sobre C[S].

Demonstragao. Seja p : C[S] — R uma C*-seminorma. Observe que se
e € E(S) é visto como o elemento e = 1 - e de C[S], entao

ple) = p(e®) = p(e*e) = ple)*.
Desta forma, p(e) = 1 ou p(e) = 0. Em particular, s*s € E(S) para
todo s € S. Logo,
p(s)® = p(s*s) < 1.
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Assim, p(s) < 1. Provado isto, para a = ) _gass € C[S], temos

p(a) =p(Y_ass) <Y plass) =) laslp(s) < Y las| = lall; -

sES sSES sES sES

Portanto, para qualquer C*-seminorma p : C[S] — R, tem-se p(a) <

lall-
Com isto, garantimos que o conjunto

{p(a);p é C*-seminorma sobre C[S]}

é limitado em R. Deste modo, || - ||, : C[S] — R definida no enunciado
desta proposicao estd bem definida. Além disso, pelas propriedades de
supremo esta aplicagdo é uma C*-seminorma sobre C[S]. u

Exemplo 12. No espago C[S], considere o produto interno (-,-) :
C[S] x C[S] — C[S] dado por

(Z ass,2b38> > <Zass,2bss> = abs.

sES sES ses ses ses

Em particular,
1 ses=t
<S’t>_{ 0 ses#t
Entao S é uma base ortonormal de C[S].
Seja [?(S) o completamento de C[S] na norma que provém deste
produto interno. Como produto interno é uma fungao continua, pode-
mos estedé-lo a [2(S) e, portanto, este é um espaco de Hilbert.

Sejay : S — I(S) o homomorfismo de semigrupos da Proposicao
17. Para cada s € S defina

B (s)(t) = st  set € Dgsg
m(s)(t) = { ! 0 set ¢ Dgs.

Considere Hg := {b1t1 + ... + biti; k €N, bj € Cet; € Dens}. Se x =
> bt € Hy, entao defina w(s)(x) := >, byy(s)(t). Para cada s € S,
esta aplicacao é continua, pois

I (s)(2)]|* = = ‘

2
= <Z tht, Z bt8t>
t t

Z biy(s)(t)

Z tht
t
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2
2
= [l=[I”

= thbtz‘
t

> bt
t

— —1 -

Desta forma, 7(s) se estende a Hs. Se # € Hs , entao 7(s)(x) := 0.
Pela forma como foi definida, aplicagao s — 7(s) é um homomorfismo.
Mais ainda, pela equagao acima

[m(s)ll = sup [|w(s)()]| = sup || = 1.
lell<1 lell<1

Portanto, 7(s) € B(I?(S)). Além disso,

1 sesr=ter & Dy
<7T(S)(T)7t> - <ST7 t> - { 0 se sr # tour ¢ Ds*5~

Suponha que sr = ter € Dg+g, entdo pela Observacao 6 temos que
r = s*sr, assim

r=8"sr = s*t e sr = s5™t.
Como sr = t, segue que t = ss*t, entao tt* = ss*tt*, donde t € Dggx.

Neste caso,
(m(s)(r),t) = (sr,ty =1 = (r,s*t) = (r,m(s")t).
Se sr # t, entdo r # s*t ou t ¢ Dgg«, pois
r=s"t = sr = ss't,
mas como sr # t, tem-se t # ss*t e t ¢ Dg4+. Diante disto,

(m(s)(r), t) = (s(r),t) = 0= (r,57t) = (r,m(s")t) .

Provando que 7(s)* = m(s*). Isto mostra que a aplicagdo 7 : S —
B(12(S)) é um *-homomorfismo e, portanto, é uma representacio de S.
Esta representacdo chama-se representa¢ao reqular a esquerda de S.

Proposicao 36 (Teorema de Wordingham). A representacao de C[S]
em 12(S) induzida pela representacdo regular a esquerda de S € injetiva.

Demonstracdo. A demonstracao deste fato é feita no Teorema 2.1.1
(PATERSON, 2012). [
Seja 7 : C[S] — B(H) uma representacao de C[S] em H. Defina
[ - C[S] = R, por
lall = lIw(a)ll gmy -



63

Para a,b € C[S] e A € C, a aplicagao ||-|| satisfaz:
i

lla + 0]

Im(a) +7O) ary < 7@ pary + 17O 5y
llall + [lo]]

ii.
[Aall = [lm (Aa)ll ey = AT (@) | gy = AT (@) | oy = AL lal] -

iii. Como B(H) é uma C*-algebra, vale a submultiplicatividade da
norma, entao

labll = |7 (ab)ll gy < [Im(@) gy 17O gy = llall N0 -
iv. Em B(H) vale a identidade C*, assim

la*all = |l (aa) | sy = lIm(@) T (@) gy = (@) ey = lall®-

Portanto, ||| é uma C*-seminorma sobre C[S5].

Com isto e sabendo que a representacao regular a esquerda de
S ¢ fiel, segue que a C*-seminorma méaxima || - ||, ¢ uma C*-norma em
C[S]. Desta forma, I = {z;||z||, = 0} é o ideal nulo.

Definigao 37. A C*-dlgebra de um semigrupo inverso S é o comple-
tamento de C[S] com respeito a sua C*-norma mdzima, e é denotada
por C*(S).

Observagao 17. De outra forma, poderiamos definir a C*-dlgebra do
semigrupo inverso S como a C*-algebra envolvente do espaco 11(S),
dado pelo completamento de C[S] na norma ||-||; : C[S] — R4

finito finito
a= E as8 — E las] .
seS seS

Observagao 18. Vimos acima que uma representagao = : C[S] —
B(H) produz uma C*-seminorma. Entdo, 7 é contrativa com respeito
a C*-norma méxima. Portanto, 7 se estende a um *-homomorfismo de

C*(S) em B(H).

Seja S um semigrupo inverso finito. Entao C[S] tem dimensao
finita, a saber, a cardinalidade, n, de S. Segue que todas as normas
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sobre C[S] sao equivalentes e que C[S] j4 é completo com respeito a
cada uma delas. Em particular, C[S] = C*(S) é uma C*-dlgebra de
dimensao finita. Toda C*-dlgebra de dimensao finita é uma soma di-
reta finita da forma @le M,,,(C), onde M, (C) denota a algebra das
matrizes de ordem n xn. A determinacgao exata dos nimeros naturais k
e ny,na,...,n; depende da estrutura das representagoes (irredutiveis)
da dlgebra em questao, no caso C*(S) = C[S]. Sabemos que tais repre-
sentagoes correspondem a representagoes de S. Assim a determinagao
de C*(S) se reduz ao estudo das representagoes de S; e basta, na ver-
dade, conhecer as representagdes irredutiveis (representagdes sem su-
bespagos invariantes?). O niimero k é a quantidade de representacoes ir-
redutiveis, e os nimeros n; suas multiplicidades. Este processo pode ser
complicado se n é muito grande. Claro, por uma questao de dimensoes
sempre temos n = dim(C*(5)) = dim(@le M,,(C)) =n?+...+nj.

Em alguns casos simples podemos calcular exatamente ke nq, . ..,
nk. Por exemplo, se S = S(G) é o semigrupo universal de G = Zs.

Exemplo 13. Seja G = Zz e S = {l,e,s} o semigrupo universal
associado a G, visto no Exemplo 3. Entao C*(S) = C3. Isto ocorre,
pois C[S] tem dimensdo 3 e é completo na C*-norma méaxima.

Exemplo 14. Se F é um semi-reticulado, entao F é um semigrupo
inverso e, assim, podemos considerar C*(FE). Esta é uma C*-algebra
comutativa, cujo espectro sera descrito no que segue. LembLamos que
o espectro de uma C*-algebra comutativa A é o conjunto A dos seus
caracteres, isto é, homomorfismos nao nulos A — C. Este é um espago
topolégico localmente compacto e Hausdorff quando munido da topo-
logia fraca-x. Ver (MURPHY, 1990) para mais detalhes.

Proposigao 38. Seja E um semi-reticulado visto como semigrupo in-
verso. Entdo o seu espectro, C*(E), é homeomorfo a E.

Demonstracao. Note que Ee C[E] sao os conjuntos das representagoes
de E e C[E] no espago de Hilbert C, respectivamente. Portanto, estao
em bijecao pela Proposicao 33. Defina

@:E—>C'/*-(E)
T (1) =T

da seguinte forma: dado z = Y __ g Aee € C[E], vimos na Proposi¢ao

ecE

2Seja A uma C*-dlgebra e (p, H) uma representagio de A. Um subespago K de
H é invariante por ¢ se ¢(a)(K) C K para todo a € A
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33 que
6(r) (@) = 3. Aer(e)
eclE

é uma representacao de C[E] no espago de Hilbert C, entdo ¢(7) se
estende a um *-homomorfismo, 7, de C*(E) em C. Como 7 nao é nulo,
entdo 7 é uma representagao nao-degenerada de E em C e, assim, ¢(7)
é uma representacao nao-degenerada de C[E] em C que, por sua vez, é
nao nulo. Portanto, 7 é nao nulo.

Além disso, a aplicagao ¢ ¢ homeomorfismo. Para provar isto,
seja {7;}, uma net que converge para 7 em FE, entao 7;(e) — 7(e) para
todo e € E. Seja x = ), Ace € C[E], entao

p(ri)(x) =Y Aei(e) = Y Aer(e) = p(7)(x).

Como [|¢(7;)]| < 1 para todo 4, segue que

©(1:)(z) = @(7)(x) para todo z € C*(E) = C[E].
Portanto, ¢ é continua.
Seja Q; uma net que converge para 2 em C*(F). Entao, Q;(z) —
Q(x) para todo © € C*(E), em particular, para x = e (em que e é
visto como elemento de C*(E)). Desta forma, para 7; = ¢ 1(Q;) e

T=p (),

mi(e) = o 1 (Qule)) = ¢ 1 (Q(e)) = 7(e) para todo e € E.
Como a topologia em Eéa topologia a convergéncia pontual, segue
que ¢! é continua. ]

Observagao 19. Seja E um semi-reticulado. Como C*(E) é uma
C*-algebra comutativa, pelo Teorema de Gelfand, sabemos que

C*(B) = ¢, (C/(E)) .

Pela Proposigio 38, segue que C*(F) = Cy (E)

Proposigao 39. Sejam S um semigrupo inverso e E o conjunto dos
idempotentes de S. Entdo o homomorfismo canénico C*(E) — C*(S5)
induzido pela inclusao E — S € injetivo.

A demonstracao deste fato nao ¢é trivial. Mas ela seguird como
consequéncia do Corolario 47 no caso em que S é F-unitario.
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4 A C*-ALGEBRA DE UM SEMIGRUPO INVERSO
E-UNITARIO

No primeiro capitulo, vimos que todo semigrupo inverso F-uni-
tario S pode ser escrito como o produto semidireto E x G, em que
E e G sao, respectivamente, o conjunto dos idempotentes e o grupo
imagem homomorfa méxima de S, e a acdo parcial é a induzida da
acao de S sobre E descrita no Exemplo 9. Desta forma o que se es-
pera é que C*(S) = C* (E) x G. Neste capitulo iremos provar este
resultado. Identificando C*(E) = Cy(E) através da transformada de
Gelfand, isto implicaré no isomorfismo C*(S) 2 Cy(E) x G. Vejamos,
inicialmente, alguns exemplos de agoes parciais necessarias para provar
este resultado.

Seja S um semigrupo inverso F-unitario.

Exemplo 15. Pela Proposicao 20, a agao 8 de S sobre E do Exemplo
8 induz uma agao parmal B de G := G(S) sobre E da L seguinte forma:
para cada g € G, sejam U 1= Ua(g) g Uses € Bg cUgr — U dada
por

By (X) = Bs (x) em que o(s) = g,

e Bs(x)(e) = x(s*es). Além disso, como cada s é continua, cada 59

[CNeS

continua e sendo U, uma unidao arbitraria de abertos, segue que U,
aberto.
Como cada U, é aberto contido no espago localmente compacto

E, entao Tj'g é um espaco localmente compacto. Para cada g € G, seja
6’0((79) = {f € C’O(E);f(x) = 0 para todo x € E \ f]vg} .

Desta forma, 6’0([757) ¢ um ideal de CQ(E). Embora, aqui, o conjunto
Co(Uy) nao seja visto como o conjunto das fungdes continuas, definidas

no conjunto Uy, que se anulam no infinito, h4d um isomorfismo entre
estas C*-algebras, isto serd provado ao final deste exemplo. Defina

g- 6’0([757,1) - 6'0([79)

[ fofy

Esta aplicacio é um s-isomorfismo entre ideais fechados de Co(E),
pois B,-1 é um homeomorfismo para todo g € G. Mais ainda, estas
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aplicacoes satisfazem a definicao de agao parcial:

i.

ii.

Como U, = E, segue que Co(U;) = C'O(E). A aplicagao a1 (f) =
foBi=foid=F.

Suponha que f € Co ((Ajh—l) seja tal que ap(f) € Co ((7971).
Seja x ¢ ﬁ(gh)—l, entdo x ¢ Eh—l (ﬁhmﬁg—l), uma vez que
B é uma agdo parcial. Se x ¢ l_'th—l, entdo f(x) = 0, pois
fe Co (ﬁhq). Agora, se x € ﬁh—17 mas x ¢ Bhfl (ﬁh N (7971>,

entao existe 7 € Up, que nao pertence a Ug-1, tal que x =
Br-1(7). Desta forma,

FOO) = f(Bu-1(7)) = foBuy-1(1) =0,

pois 7 ¢ Uy—1 e an(f) = fo By € é@(ﬁgfl). Desta forma,
f(x) = 0 para todo x ¢ Uigp)-1, ou seja, f € 60(ﬁ(gh)_1). Pro-
vando que o dominio de a4 o ay, estd contido em éo(ﬁ(gh)—l).
Para f que pertence ao dominio de tal fungao, tem-se

(agoan)(f) = ag(an(f)) =ag(foBr-1)
= (foPpr)oByr=fo(Bu10Bg1)
= f o (6h*1g*1) = f oﬁ(gh)*1 = agh(f)-

Portanto, a é uma agao parcial de G sobre Cjy (E)

Vejamos agora que se U é um subconjunto aberto de um espago

localmente compacto Hausdorff E, entdo Co(U) = Co(U). Defina ¢ :
Co(U) = Co(U), por

f»—)f:—{ f(z) sexeU

0 caso contrario.

Esta aplicac@o estd bem definida, pois se f € Cy(U), entao:

i fé continua. De fato, seja ¢ > 0, entao

1 B0.0) = {z e Us|Fw)| 2 <} = e U@ 2 .

Mas o conjunto {z € U; |f(z)| > €} é compacto, no espaco Haus-
dorff E, entao é fechado. Logo, f~! (B(0,¢)) é aberto.
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Set # 0ece < |t], entdo f~1(B(t,e)) = fL(B(t¢)), que é
aberto.

Qualquer outro aberto, pode ser escrito como uma uniao de bolas
abertas como acima. Portanto, f é continua.

ii. A funcio f e Co(FE), visto que o conjunto
{z € E;|f(2)| > ¢}
¢ um compacto contido no aberto U e, portanto, é compacto de
E.

A aplicacdo ¢ é claramente um *-homomorfismo. Para a injetividade,
sejam f,g tais que f = g, entdo f(x) = g(x) para todo z € E, em
particular, para todo z € U. Portanto, f = g. Ainda, se g € éo(U),
defina f : U — C por f(z) := g(z) para © € U. Desta forma, f é
continua e para todo € > 0,

{zeU/|f(z)] 2 e} ={z € E/|f(x)] > ¢},
que é compacto e, portanto, f € Co(U). Além disso, o(f) = g. O que
prova a sobrejetividade de . Portanto, Co(U) = Co(U).
Exemplo 16. Sejam S um semigrupo inverso E-unitdrio, E := E(S)
e G := G(S). No Exemplo 9, vimos que a aplicagao
B:8—I(X)

s+ s

em que By : Eg g — Fgg+, com Eggx = {e € E(5);e < ss*}, dada por
Bs(e) = ses™

¢ uma agao do semigrupo inverso S sobre o semi-reticulado F.
Pela Proposigao 20, 3 induz uma agao parcial, 3, de G sobre E
em que [y : By — B,

Eg = U Ess*
o(s)=g

Bg(e) = Ps(e) = ses™ com s tal que o(s) =g

para e € E,-;. No Exemplo 9, foi provado que Egg« é um ideal de F,
entao Fy também ¢é um ideal de F.
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Exemplo 17. Sejam S um semigrupo inverso F-unitario e B a acao
parcial de G sobre E = E(S) do exemplo acima. A partir desta agéo
parcial, vamos construir uma a¢ao parcial de G sobre a x-dlgebra C[E],
definida no capitulo anterior. Para cada g € G, seja

finito
By:=4 > Xee;A €C

eEEg

Como E, é um ideal de E, entdo B, ¢ um ideal de C[E]. Mais ainda,
como e* = e para todo e € E, segue que E; é ideal autoadjunto de
C[E]. Para cada g € G, defina a aplicacao 6, : By-1 — B, por

finito finito
04 E dee | = E Aefg(e).
eEEg_ 1 ec E;l

Como cada Eg é bijetivo e preserva a multiplicagdo, e pela forma como
6, foi definido ele é um *-isomorfismo entre ideais autoadjuntos de C[E].
Portanto, § é uma agéo parcial *-algébrica de G sobre C[E].

Sendo assim, podemos considerar o produto cruzado algébrico
C[E] a1y G. Um elemento tipico deste produto cruzado algébrico serd

da forma
finito

Z Zg0g,

geG(S)

em que cada x4, é uma combinacao linear finita de elementos da forma
* J—
Aee com e < ss*, o(s) = g.

Observagao 20. Seja 6 a agdo do exemplo acima. Lembrando que
se A é uma &lgebra de Banach comutativa tal que o seu conjunto de
caracteres nao nulos, o seu espectro, ¢ nao vazio, entao a transformada
de Gelfand de um elemento a € A é a funcao a : A — C, que é dada
por

7 a(r) == 7(a).

Em particular, C*(E) é uma &lgebra de Banach comutativa e,
pela Observagao 19, sabemos que C*(E) = Cy(F). Desta forma, se
e€ B, C C*(E) e x € E, entao

) = x(e) = 1 seec U,
X)=x\€) = 0 caso contrario
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Em que U, = {X € E; x(e) = 1}. Logo, € é a funcéo caracteristica de

U.. Como e < s*s, para algum s € S tal que o(s) = g, tem-se
1= x(e) = x(s"s)x(e) = x(s"s) = 1,

e, assim, U, C [79. Mais ainda, se 0 < € < 1, entao

{xelglel =} =,

que ¢ um subconjunto compacto, pela Observacao 24. O que mostra
que € € Cy(Uy).
Se e € B,-1. Entao,

— o —

Og(e)) = (ses7)(x) = x(ses7)
= By ()(e) =eofg-1(x)

Pela linearidade, segue que para todo a € B,-1,

—

Og4(a)(x) =ao Bg_l(x) para todo x € E.

Ouseja, 04(a) = 605!]_1 . Como a transformada de Gelfand e a aplicagdao
ag do Exemplo 15 sao isométricas, tem-se

16,(@)l = || 8@} | = |[a o By ]| = llag @1 = 1@l = Jall

Portanto, as aplicacoes 6, do exemplo anterior sao continuas.
Para provar a proxima afirmagao, precisamos do seguinte Teo-
rema:

Teorema 40 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sejam X um espago
localmente compacto Hausdorff e A uma sub-x-dlgebra de Cy(X) que
satisfaz:

i. A separa pontos de X, isto €, se x,y € X, com x # y, entdo

existe f € A tal que f(z) # f(y).
it. Para cada x € X, existe f € A tal que f(z) # 0.
Entdo A é densa em Cy(X).

Afirmagao 41. A imagem de B,-1, via o isomorfismo de Gelfand, é
densa em Cy(Uy-1).
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Demonstracao. i. Sejax € Uy-1. Entao x € Us-s, paraalgum s € S
tal que o(s) = g. Desta forma s*s(y) = 1.

ii. Sejam x,7T € Uy tais que x # 7. Sabemos que existe e € E tal
que x(e) # 7(e), digamos que 7(e) =1 e x(e) = 0, entao 7 € U,
e x & Ue. Como 7 € Uy-1, entao 7 € U,= para algum s € S tal
que o(s) = g. Desta forma, 7 € U NUg+s € X & Ue N Ugrs.

Na Observacao 9, foi provado que U, NUgxs = Ugg+s. Mais ainda,
es*s = es*ss" s = es*s < s¥s,

ou seja, es*s € By-1. Sabendo que es*s ¢ a funcao caracteristica
de Ugs+s, Segue que

1 = e573(r) # es75(x) = 0

Portanto, as condigoes do Teorema 40 sao satisfeitas e a imagem
de By-1, via o isomorfismo de Gelfand, é densa em Co(Uy-1).

Portanto, a agdo o de G sobre CO(E) corresponde a uma acao

de G sobre C*(E) que quando restrita a C[E] é a acdo 6 do exemplo
acima.

Exemplo 18. Seja 6 a agao do Exemplo 17. Dado g € G , defina
Dy := By. Pela Observagao acima, as aplicagoes 0, : B,—1 — By sao
continuas e se estendem a aplicagoes 0, : D,—1 — Dg. Desta forma, 0

¢ uma ac@o de G sobre C*(E).

g

Proposigao 42. Seja 0 uma agao parcial de G sobre uma *-dlgebra
A. Se existem aplicacoes lineares pg : Dy — B para cada g € G que
satisfazem

i. g () on (Y) = ogn (04 (04-1 (2)y)) para todo x € Dy e para todo
Y € Dp;

i, g (2)" = @g-1 (0, (z*)) para todo x € D,.

para quaisquer g,h € G. Entdo existe um x-homomorfismo ¢ : A X gy
G — B que € dado por

¥ ng‘sg = Z@g (zg) -

geG geG
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Demonstracao. Como as aplicacoes ¢4 sao lineares, entdo ¢ é linear.

Sejam & =3 x40¢,y =D}, YgOn € A Xaig G, entdo

play) = w(Z%%Zm%)
g h

= 29 g1 il,'g yh)6

= ngh 0y (91 (24) yn)
g,h

= Z@gh (z-y) = Z ©q (Tg) g (yn)
g,h

g,h

= ) ey ()Y en (yn) = p(@)p(y).
P h

p)* = ¢ (Z fcgég)* = (Z %(:cg))*
S S 5

()

Portanto, ¢ é linear, preserva multiplicacao e involugao e, assim, ¢ :
A X449 G — B é um *-homomorfismo. |

Considere a acao parcial do Exemplo 17 e para cada g € G,
defina

pg : By — C[S]
em que
finito finito
Pg Z Aee | = Z Ac€S.
o(s)=g,e<ss* o(s)=g,e<ss*

Esta aplicacao esta bem definida. De fato, suponha que para algum
e € E existam s,t € S tais que o(s) = o(t) e e < ss* e e < tt*. Pelo
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Lema 15, sabemos que
t*ss* = s*tt*, pois o(s*) = o(t*).
Por hipétese, ss*e = e = tt*e, entao
t*ss*e = ttt'e = s*tt e = t'e = s¥ss"e =tTe = sTe =t'e = es = et.
Isto prova que a aplicagdo ¢4 estd bem definida.

Fixe g,h € G e sejam & =3 (o) —giecas Ae€ € Y = Dgy=niy<u M
entao

@g(x)pn(y) = ZASGSZAfft
= ZZ)\SAfesft
s t

= Z Z AeAfpess™sft
¢

S

= o (ZZA /\f€5f8>

= wx( 2 AAsess” st>

= %h< D eAssst 65fs>

o)

()
e (5)50)
v) -

Z Ae€S

o(s)=g,e<s*s

E também

g
o(s)= ge<s s



= Z Aes¥e

o(s)=g,e<s*s

= E Aes*ss™e

o(s)=g,e<s*s

= E Aes¥ess™

o(s)=g,e<s*s

= g1 Z Aes*es

o(s)=g,e<s*s

= gog—l 99—1 Z )\ee

o(s)=g,e<s*s

*
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Assim, as aplicagoes ¢, satisfazem as condicoes da Proposigao 42 e

entdo, existe um *—homomorfismo
¢ : ClE] Xq49 G — C[S].
Por outro lado, defina

W C[S] = C[E] Xary G

finito finito
Z AsS > Z 585" 6],
seS [s]eG(S)

em que [s] := o(s). Sejam x = Y g Ass, y = > . .gBss € C[S] e

a € C, entao

P(x + ay)

¥ <Z Ass + a2555>

seS seS

= 1/1 <Z(>‘s +aﬂs)s> =

seS

- Z(AS + afs)ss* 8y

seS

= Z AgS™ + Z aﬁss*é[s]

seS seS
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= Z )\58*6[3] + GZBSS*(s[s] = Z/J(»T) + m/’(y)

seS

Sex =73 gAssey=>,.gNtcC[S], entao

Y(zy)

Além disso,

ses tes s,tes

Y <Z AssZAtt> = (Z ASAtst)

Z As At (St) (St)* 5[5][t]
[s].[t]

Z /\S/\tstt*s*5[5][t]

[s],[¢]

Z AsAes (8" stt™) s%6pg 1y

[s],[¢]

Z >\s>\t9[s] (s™stt*) 5[3][,5]

[s],[¢]

D ANl (57 (s87) stt*) dpq)pn
[s],[¢]

Z AsAibs) (011 (58" ) t) Oy
[s],[¢]

D Xess™ 01 Y Mtt* oy = h(x)(y).
[s] (t]

“((Z2)) -+ (52)
seS seS
Z ):35*85[5*} = Z /\;8*55[3]—1
[s] [s]
Z As8" 55" 50[5)-1 = Z Ass™ (55%) 80751
[s] [s]
Z ng[s]—l (88*) 5[5]—1
[s]

D A1 ((55%)") Gy
[s]
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*

= Z)\sss*é[s] = ¢(x)*.
[s]

Portanto, ¢ é x-homomorfismo.
Teorema 43. C[S] € x-isomorfa a C[E] Xa4 G.

Demonstracdo. Sejam ¢ e 1) como acima. Seja x, = E[s]:g;egss* Ac€ €
B, entao

1/) ° @(xg(sg) = 1/1 o® Z Aee(sg - 1/} Z )\668

[s]=gse<ss* [s]=g;e<ss*

Z Ae€5s™ e 0leq) = Z Ae€55™[e)[s]-

[s];e<ss* [s];e<ss*

Visto que e < ss*, entdo e = ess™ e como [e] = 1, tem-se

P op(xgdy) = Z Aeess™ 05 = Z Ae€bg = xg0y4.

[s];e<ss™ [s]=g;e<ss*

Por definicao, p(x404) = pg4(zy), assim popy(xy) = x404. Dessa forma,
se x =) T4,

Yop(x)=toyp (Z x959> =9 (Z Sﬁg(xg)> = Z%‘Sg'

O que prova que ¢ o ¢ é a identidade de C[E] x G.

Por outro lado, seja z = ) g Ass € C[S], entdo

pop(z) = @oy <Zx\ss> =y As88™ 04
ses ]
= Z)\SSS*S = Z)\Ss =z
seS sES

Donde, ¢ o9 é a identidade de C[S]. Portanto, C[S] é isomorfa a
(C[E] Nalg G. [ |

Temos assim um *-isomorfismo ¢ : C[E] x4 G — C[S]. O
objetivo é provar que existe um *-isomorfismo entre C*(E) xG e C*(5).
Para isso, vejamos a definicdo de subélgebra essencial.
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Definigao 44. Sejam A uma C*-dlgebra e B uma sub-x-dlgebra de A.
Dizemos que B € uwma subdlgebra essencial se toda representacao de
B for contrativa com relagao a norma induzida de A.

Exemplo 19. C[S] é uma subélgebra essencial de C*(S).
Seja 7 : C[S] — B(H) uma representacao. Pelo que foi observado
anteriormente, dado a € C[5]

|7(a)|| <sup{p(a); p é seminorma sobre C[S]} = |al|, -

O que mostra que 7 é contrativo e como C[S] é uma sub-x-dlgebra de
C*(S), o resultado segue.

Exemplo 20. C[E] X444 G é uma subélgebra essencial de C*(E) x G.
Ja sabemos que C[E] X4y G é uma sub-+-dlgebra de C*(E) x G.

Seja 7 : C[E] Xqig G — B(H) uma representacao de C[E] x4y G. Para
cada g € G, defina ny : By — B(H), por

Tg(xg) 1= m(2404)

Como 7 é uma representagao, cada m, preserva a soma e multiplicacao
por escalar. Além disso,

Tg(xg)Th(xn) = w(@gdg)m(zndn) =7 (24042n0n)
= T (99 (99—1($9)$h) 5gh) = Tgh (99 (99—1 ({Eg)il,'h)) .
Tg(g)" = m(wgdg)" = 7 ((x404)") = (eg*1 (a®) 5g*1) .
Em particular, temos que
m : C[E] — B(H)

é uma representacao de C[E], entdo é contrativo, pelo exemplo anterior.
Com isso, temos que

|‘7Tg(xg)||2 = |Img(zg)mg(zg)”|l

I
3
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8
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ksl
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Isto mostra que cada 7, é contrativo. Desta forma, podemos estender
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cada 7y a ¢, : Dy — B(H), em que D, = B,. Pelo que vimos acima,
os itens i e ii da Proposicao 42 sao satisfeitos. Entao temos um *-
homomorfismo ¢ : C*(E) Xq4G — B(H). Assim ¢ é um representagao
de C* (E) Nalg G.

Parax =3 ;2405 € C*(E) Xaig G defina

p(x) = (@) gy

Visto que ¢ é x-homomorfismo e B(H) é uma C*-dlgebra, p é uma
C*-seminorma em C*(E) x G. Assim, se z € C[E] Xqy G

Im(@)]l = llp(@)]| = p(z) < Sl;pl\p(w)l\ = llzllo (gyxa

Donde, 7 é contrativo e, portanto, C[E] x4y G é uma subdlgebra es-
sencial de C*(E) x G.

Proposicao 45. O produto cruzado C[E]xq4G € denso em C*(E)xG.

Demonstrag¢ao. Como, por definigdo, C*(E) X G é o completamento de
C*(E) xag G, basta mostrar que todo elemento de C*(E) X414 G pode
ser aproximado por elementos de C[E] x4y G. Mas todo elemento de
C*(E) X 414G é uma soma finita de elementos da forma xd, com z € D,
basta mostrar que tais elementos podem ser aproximados.

Pelo Lema 68, sabemos que

26gllc+(Byna < ZllcwE)-

Sabendo que qualquer elemento de € C*(F) pode ser aproximado por
uma sequéncia {z,}, em By, segue que o elemento xd, é aproximado
por {z,0g}n. [ ]

Vejamos um resultado que foi extraido do artigo (EXEL; GIOR-
DANO; GONCALVES, 2011) 1.

Lema 46. Sejam Ay e Ay C*-dlgebras e By, Ba subdlgebras essenciais
e densas de Ay e As, respectivamente. Se existe um x-isomorfismo
@ : By — Bs, entdo A1 e As sao *-isomorfas.

Isto ocorre, pois se By é uma subdlgebra essencial densa de uma
C*-algebra A;, entdo, em particular, ¢ : By — By C A é uma repre-
sentacdo de B e, portanto, é contrativa. Da mesma forma, a inversa
@~ também é contrativa. Portanto, se estende a um #*-isomorfismo
entre A; e As.

INeste artigo, subélgebras essenciais sdo chamadas de core subalgebras.
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Coroldrio 47. Existe um x-isomorfismo entre C*(E) x G e C*(S5).

Demonstragao. Nos exemplos acima, vimos que C[E] X4, G e C[S] sao
subdlgebras essenciais de C*(E) x G e C*(S), respectivamente. Além
disso, pela Proposicao 45 e sabendo que C*(S) é o completamento de
CIS], estas sub-x-dlgebras sdo densas nestas C*-dlgebras. Pelo Lema
46, segue o desejado. |

Corolario 48. Para todo semigrupo inverso E-unitdrio S, o homo-
morfismo candnico C*(E) — C*(S) induzido pela inclusio E — S é
injetivo.

Demonstragao. Pelo Corolario 47, sabemos que existe um #-isomorfismo
® : C*(E) x G = C*(S), que é dado pela extensdo de ¢ do Teo-
rema 43. Além disso, pela Proposicdo 62, temos um homomorfismo
injetor ¢ : C*(E) — C*(E) x G, definido por a — ad;. Assim,
po¢:C*(E)— C*(9) é injetor. [

Desta forma, C*(E) pode ser visto como C*-subdlgebra de C*(S).

Teorema 49. A C*-dlgebra de um semigrupo inverso E-unitdrio, C*(S),
é isomorfa ao produto cruzado Co(E) X G, cuja agdo foi descrita no
Ezxemplo 15.

Demonstracao. Pela Observagao 19, sabemos que
Co (E) ~ C*(E).

Entao, C*(E) x G = Cjy (E) x G. Portanto, pelo Corolario 47, segue
que

C*(S) = Cy (E) % G.
[ |

Exemplo 21. No Exemplo 11, vimos que o semigrupo universal de
um grupo G é E—unitdrio. Mais ainda G é o grupo méaximo de S(G)
e o conjunto F de todos os subconjuntos finitos de G que contém 1 é o
conjunto dos idempotentes deste semigrupo, a menos de isomorfismo.

Assim, pelo Teorema 49, tem-se que

C* (S(G)) = Cy (E) % G.

Visto que E possui elemento neutro, Eé compacto e Cy (E) =C (E)

O conjunto E ¢ formado pelos caracteres T de E.
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Como 7 é um homomorfismo, basta definir os valores que esta
funcao assume nos elementos P, = {1, g} para cada g € G. Desta forma,
dado um conjunto em E qualquer, digamos A = {1,¢1, ..., gn}, entdo
A=PUP;, U..UP, , e assim,

T(A) = 7(P1)T(Py, )...7(Py,)-
Para cada 7 € E, defina,
Pri={g € G;7(Fy) =1},
e x- a funcdo caracteristica de P,. E seja ¢ : E - X, dada por
T+ Xr, em que X := {x: G — {0,1};x(1) = 1}. Afirmamos que ¢ é
um homeomorfismo. De fato,

i. Para a injetividade, sejam 7,72 € E tais que Xr, = Xrp- Assim,
para todo g € P, temos que

Xn (9) = Xr(9) = 1= xr:(9)
o que mostra que g € P,,, caso contrario, x,(¢g) = 0. Da mesma
forma, se g € Pr,, obtemos que g € P, . Donde P, = P,,, logo
T = To.
ii. Seja x € X e considere
Q={g€Gix(g)=1}.
Defina 7 : E — {0, 1}, por
T(A)=1se ACQ
e 7(A) = 0 caso contrério. E claro, que 7 € E. Agora,
PT:{9€G§T(P9):1}:Q
pela forma como definimos. Entao x, = x e ¢ é sobrejetiva.
iii. Agora seja {7;},.; uma net que converge para T em E. Entao,

7i(A) — 7(A) para todo A € E.

Em particular, para todo g € G, 7,(P;) — 7(FPy). Assim, se
g € P;, existe ig € I tal que g € P;, paratodoi > ipeseg¢ Py,
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para todo ig € I existe i > ig tal que g ¢ P,,. Posto isto, dado
geqG
Xr.(9) = x-(9)-

Isto mostra que x,, — x- em X. Portanto, ¢ é continua. Sendo
E compacto e X Hausdorff, entao ¢ é homeomorfismo.

Desse modo, E ¢ o conjunto das fungdes 7 : G — {0,1} tais que 7(1) =
1. Ou seja, E c {0, 1}G que é o conjunto das partes de G. Vimos
acima que Eé compacto e, portanto, fechado na topologia produto,
pois é Hausdorft.

Para cada g € G, defina D, := {x € X;x(9) =1} e b, : Dy-1 — D,
por 0,(x)(h) = x(¢~'h) para todo h € G. Observe que,

L Dy ={x€X;x(1) =1} = X. Dado x € X, 01(x)(9) = x(1g) =
Xx(g) para todo g € G. Donde 6; é a identidade em X.

ii. Sejam g,h € G e x € Dj,-1 tal que 6,(x) € D,-1. Entao,

03000 (X) (k) = 0n(x) (9™ k) = x(h™'g™ k) = x((gh)~'k) = b4 (x) (k)
para todo k € G. E, assim, 0, 06}, C Oy.

ili. Cada Dy é aberto. Para isso, seja {xi}; C Dg uma net que
converge para x em X. Entdo y;(h) — x(h) para todo h € G,
em particular, x;(¢g) — x(g). Mas xi(g) = 0 para todo i, entao
x(g) = 0. Isto mostra que x € D? e Dy ¢é aberto. Na verdade,
D, também é fechado.

Agora seja {x;}; C Dy uma net que converge para x em Dg.
Entao x;(h) — x(h) para todo h € G. Em particulpar,

xi(g7'h) = x(g~*h) para todo h € G
entdo, 04(x:)(h) = 04(x)(h) e b, é continua.

Portanto, 6 ¢ uma agao parcial topolégica de G sobre X e como X = E,
temos uma agao parcial topoldgica de G sobre E.

Agora, cada D, é fechado, contido no compacto X, entdo cada
D, é compacto Hausdorff. Desta forma, para todo g € G, Co(D,) é
uma sub-C*-élgebra de Co(X). Defina A, := Cy(Dy).

Cada 041+ : D; — Dg-1 é um homeomorfismo, entao ay :
Co (Dg-1) — Co (Dy) definida por

fi—>f099—1
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¢ um *-isomorfismo. Dessa forma, se f € Cy (D), defina a4(f) =
fob8,-1. Temos que,

i. A1 = Co(D1) = Co(X) e se f € Cop(X), tem-se que ai1(f) =
foby = fol(id;) = f. Logo, a1 é a identidade de X.

ii. Se f € Ap-1 é tal que ap(f) € Ag-1, entao

agoan(f) = aglan(f)) =ag(fobp-1)=(fobh-1)00;-
= f (o) (9;1 o] 99—1) = f o] G(gh)_l = Oégh(f)

iii. Como j4 foi observado acima, cada A, é ideal fechado de Cy(X)
e cada ay é *-isomorfismo.

Dessa forma, a é uma agao parcial C*-algébrica de G sobre Cjy (E)
Precisamos provar agora que a acdo « de G sobre C’O(E) éa

mesma ag¢ao que foi usada para provar o Teorema 49. Vejamos qual é

a acao para o semigrupo S(G). Para cada g € G, definimos o conjunto

B, = U Eyg = U (ss*E).
o(s)=g o(s)=g

Se s = ep[g], para algum B C G finito que contém 1 e e = e4 € E,
temos que um elemento de B, é da forma, €4ep[g][g™}] = € AUBU{g}-
Ou seja,

By ={ea; A C G finito e tal que 1,9 € A}.

Mais ainda, 3, : B,~1 — By é dado por B4(e) = ses* em que o(s) = g.
Em particular, o([g]) = g, entdo para e =4

Byle) = lglealg™] = egalg™Mlg) = egaugg) = ga-

Essa acao produz uma agao parcial v de G sobre E da seguinte forma:
Para cada g € G, defina

Note que

Cy = {X € E; existe B C G finito, com 1,g € G tal que X(EB)} .
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Para provar isso, seja x € Cy, entdo existe s = €4[g], com A C G,
finito, contendo 1 e g tal que x(ss*) = 1. Logo,

1= x(s5") = x(ealgllg” " ea) = x(caugg}) = x(€a).

Por outro lado, se x é tal que existe B C G, com 1,9 € B tal que
x(ep) =1, entao
1= x(en) = x(epenlgllo™]) = x(ealglls™'Jen) = x(s5”)
onde s = ep[g] é tal que o(s) = g. Vejamos que C,; é identificado com
Dy. Seja T € Cy e xr € X, temos que
X-(9) = 7(ep,) em que Py = {1,9}.
Como 7 € Cy, pelo que provamos acima existe A C G finito, com
1,9 € A, tal que 7(¢4) = 1. Como €4 = caup, = €4 Uep,, temos que
17(ea) = 7(ea)T(ep,) = 17(ep,) = T(ep,).

Portanto, x-(g9) = 7(ep,) = 1 e xr € D,. Por outro lado, seja x € D,
e T € E tal que x = x,, entao

1=x(9) =7(er,)

Como P, é subconjunto finito de G' que contém 1, g e 7(ep,) = 1, entao
T el

Agora, vejamos que v,-1 : Cg — Cg e Oy : Dy1v — Dy sao
a mesma acao através do isomorfismo ¢ : E — X visto acima. Seja
X € Dy-1, entdo x(¢7') =1, como x(1) = 1, segue que x(g) = 1. Seja
r e b tal que x, = X. Vimos acima que, se A é subconjunto finito de
G contendo 1, g, entao

r(ea) = [] vlen) = IT x(h).

heA heA

Seja & = 04(x), vejamos que se n é tal que £ = x,, entdo n = v4(7).
Pelo que foi visto na equacao acima, temos que

n(ea) = ] 0,00 (h) = x(g~'h).

heA
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Por outro lado,

Y(T)ea) = 1(eg-10) = [T xtt

teg—1A

Mas t € g~'A se, e somente se, t = g~'h com h € A. Logo, e 7 sdo
a mesma acao sob a identificagdo ¢. Portanto,

C* (S(Q)) = C, (E) 1 G.

O Teorema 6.5 de (EXEL, 1998), nos diz que existe uma correspondéncia
biunivoca entre:

i. Representagoes parciais de G em um espaco de Hilbert H;
ii. Representagoes de S(G) em um espago de Hilbert H;
iii. *-Representacoes de C*(S(G)) em um espaco de Hilbert H.

Portanto, x-representacoes de C ( ) X9 G codificam as representagoes

parciais de G.

Exemplo 22. Seja S o semigrupo gerado pelo operador shift, visto
no exemplo 6. Vejamos qual é a acdo de S sobre E(S), para isso,
seja u = s"t™, entdo uru = (t*)"(s*)"sM™ = MM = s
Seja e, = sPt? € E(S), entdo e, < u*u, se e, = epu*u, ou seja,
sPtP = sPtPs™t™. Se p < m, entao

SPEP = PP = g™
e p=m. Se p > m, entao

SPEP = PP = PP
Donde, para qualquer p > m, tem-se que e, < u*u. Assim, para
u = s"t"

By = {ep§m < p} = {em,em+1,em+2, } =B,

Além disso, 8y : Ey+y — Eyu é dada por,

Bu(e) = uepu™ = s"t" PP s,
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Como m < p temos,

sTETSPIP ST = TP TP TN = gntPomynApom,

A agdo 8 de S sobre E(S) produz uma agao 6 de G(S) = Z sobre E(S),
da seguinte forma: Para cada k € Z, defina 0y : D_;, — D), em que

Dy = U By = U E, e 0x(ep) = uepu” com o(u) = k.

o(u)=k n—m=k

Sek>0,valequen—m=%k>0en >m. Seee€ E,, para algum n
tal que n —m = k, entao e = e, 4, com [ > 0. Posto isso, segue que
n+l=2n+l—m2=n—m=k, entdo e € E. Como Ey, C U, _,—i En:

segue que se k > 0, entdo Dy = Ej. Além disso, D_j = F para k > 0.
Note que, se u = s"t™ € Ey»,, comn —m =k > 0, entao

Ouley) = s"HPHE = e,

e, 0_= 9;1.

Agora, seja x € E, entdo sabemos que deve existir e, € E tal
que

x(ep) = 1.
Além disso, se x(ep) =1 e n < p, entdo e, < ey, OU seja, €, = €pen.
Dessa forma,
1= x(ep) = x(ep)x(en) = x(en).

Assim, x = xp, em que X, ¢ a funcao caracteristicaem U, = {eg, €1, ..., €p }
para algum p € N. Se x(e) = 1 para todo e € E, entdo x = Xoo. A
topologia em E tem como base os conjuntos

Ve, = {XGE;X(%)=1}={Xp;k<p}%’Uz§

e por VS = Uy, ou seja, a topologia é gerada pelos Uy e Up. Mais
ainda, como 1 =1id € E, entao Eé compacto.
Defina ¢ : E — NU {oo} =: Ny
Xk — k.

Essa aplicagao é claramente uma bijecao. Em N, temos a topologia
gerada pelos abertos de N e pelos conjuntos Ny, — K em que K é
compacto de N, ou seja, K é subconjunto finito de N. Para {k} aberto
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de N, o conjunto

TED = = () Ve

p=k

é aberto de E. Se U € Ny ¢ da forma U = Ny, — K, com K finito de
N, temos que, ¢~ *(U) = E — {xx; k € K}, que é aberto de E. Como E
¢ compacto, tem-se que ¢ ¢ homeomorfismo. Portanto, B Noo

Temos agora uma acao parcial 9 de Z sobre N, dada por Hk
X,k — Xk

o~

0k () (ep) = x(eptk),

em que Xj = {X € E;X(ep) =1lcome, € Dk}. Pelo Teorema 49, te-
mos que

C*(8) = C(Nuo) Xa Z

onde ay, : C(Xi) = C(X_g) e ap(f):==fo 0_s.

Na verdade, como vimos no Exemplo 6, temos que S é o semi-
grupo gerado por uma isometria s tal que s*s # 1. Entao sua C*-
algebra, C*(.9), é *-isomorfa a Algebra de Toeplitz, pelo Teorema de
Coburn (MURPHY, 1990).
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5 CONCLUSAO

Com a teoria estudada nesta dissertacao, acerca de semigru-
pos inversos F-unitarios, concluimos que: Todo semigrupo inverso E-
unitario é da forma F x G, em que E é o conjunto dos idempotentes
de S e G é o grupo imagem homomorfa maxima de S. Mais ainda,
se E é um semirreticulado e G é um grupo, entao E X G é um semi-
grupo inverso E-unitario e E' e G sao isomorfos ao semi-reticulado dos
idempotente e ao grupo imagem homomorfa maxima deste semigrupo,
respectivamente.

Sobre a C*-dlgebra de um semigrupo inverso E-unitdrio, C*(.S),
provamos que C*(S) é isomorfa ao produto cruzado C*(F) x G que,
por sua vez, é isomorfo a Cy (E) x G, como era esperado. Além disso,
provamos também que C[S] = C[E] x G. Como um exemplo, usamos
o semigrupo universal de um grupo G, S(G) e vimos que C* (S(G)) =
Co (E) X9 G, em que Eéo conjunto das fungdes 7 : G — {0, 1} tais

que 7(1) = 1.



90



APENDICE A - Acoes parciais e produtos cruzados
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Para provar os resultados deste trabalho é necessario estudar
acoes parciais e também produtos cruzados parciais. Para isso, o livro
de (EXEL, 2015) serd usado como referéncia.

A.1 ACOES PARCIAIS

Definigao 50. Sejam X um conjunto e G um grupo com unidade 1.
Uma agao parcial de G sobre X € um par

0= ({Dg}gec ’ {BQ}gGG)

em que {Dg} € uma colegao de subconjuntos de X, e {0g} ¢ uma
colecao de aplicacoes
09 : Dg—l — Dg

que satisfazem as sequintes propriedades:
i. D1 = X e 01 ¢ a identidade;
. 09 o0, C Ogh-

O item 7 da defini¢do significa que no conjunto dos pontos onde
é possivel fazer a composicao 84 o 8y, temos que 0y 0 O, = Ogp,. Além
disso, o dominio de 84 o 84, estd contido no dominio de 84p. Note que
o dominio de 64 o 8}, é o conjunto dos elementos x € D1 tais que
On(x) € Dy-1, ou seja, o dominio de 84 0 O é 0,—1 (Dp, () Dg-1).
No caso em que Dy = X para todo g € G dizemos que a acao é
global.

Definicao 51. A quadrupla (X, G, {Dg}g , {09}9), em que 6 € uma
acao parcial, chamamos de sistema dinamico parcial.

Proposigcao 52. Seja 8 uma acdo parcial de G sobre X. Entdo cada
8, ¢ uma bijecio de Dy—1 em Dg e além disso ;' = 64—

Demonstragdo. Suponha que 6 seja uma agao parcial. Pelo item 7 da
defini¢ao de agao parcial, sabemos que

09 (o] 09—1 C 099—1 = 019

Entao a composigao 8y 0 651 ¢ a identidade em seu dominio, que ¢é
o conjunto dos pontos {a: € Dyg;04-1(x) € Dy }, mas sendo 6 uma
agao parcial, este conjunto é exatamente Dy. Analogamente,

09—1 (o] 09 C 09—19 = 019
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Mas o dominio de 85-1 0 84 ¢ Dy—1. Dessa forma, temos que

Idp,_, = 0500, : Dg — Dy

—1
Idp, =04-1004: D,—1» — Dy
O que mostra que 6,4 e 6,1 sao inversiveis e que 09_1 =04-1. |
Vejamos uma equivaléncia para a definicao de agoes parciais.

Proposigao 53. Sejam {Dg}g uma colegao de subconjuntos de X

e {09}9 uma cole¢io de aplicagbes g : Dy—1 — Dg. Temos que,

g
6= ({Dg}g , {09}9) é uma agdo parcial se, e somente se, D; = X,

01 ¢ aplicacao identidade e
7. 09 (Dg—1 n Dh) C Dgh
ii. 0y (On(x)) = Ogn(x) para todo * € Dp—1 N D gpy—1

Demonstrag¢do. Suponha que 6 = ({Dg}geG , {ag}gec) seja uma
acao parcial. Pelo item i da Definigao 50, segue que D1 = X, 07 é
aplicagao identidade.

Sejax € Oy (Dg_1 N Dh), entao existe y € Dg-1 N Dy, tal que
x = 04(y). Como y € Dy, existe t € Dy —1 tal que O,(t) = y que
pertence a Dg—1. Dessa forma, y pertence ao dominio de 6,4 o 65, que,
pelo item ii da Definigao 50, esté contido em Dp-14-1 e, também,

2 = 0, (0n(1)) = Ogn(t) € Dgn-

Logo, 64 (Dg_1 N Dh) C Dgp.

Para provar o item ii, seja * € Dp—1 N D(gp)—1. Neste caso,
existe y € Dgp, tal que £ = 0(gp)-1(y), ou seja, y = Ogp(x). Como
x € Dp-1, temos que O(gp)-1(y) € Dp—1, com isso

On(x) = On (Oh-1g-1(¥)) = Opn—1g-1(y) = 051 (y)
Assim,
ngh(w) = 0909—1(y) =y = th(a:) para x € Djy-1 N D(gh)—l.
Reciprocamente, suponha que D7 = X e 68; = 2d e que as condigoes

i e ii do enunciado desta proposigao sejam satisfeitas.
Pelo item i, 0p—1 (Dh N Dg—l) C Dp-1g-1 = Dgpy-1, Ou seja, o
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dominio de 84604, estd contido no dominio de Og4p,.

Seja x € 6p,-1 (Dh N Dg—l), que estd contido em Dp-1,-1 e, além
disso, * = 6y-1(y) para algum y € Dp, ou seja, € € Dp-1 N
Dy,—1g4-1. Pelo item ii, temos

by (On(x)) = Ogn(x).
Portanto, 8 é acao parcial. |

Proposicao 54. Se 6 = ({Dg}g , {Bg}g) é uma agao parcial de G
sobre X, entao

0y(Dy—: N Dp) = Dy N Dgp para quaisquer g, h € G.

Demonstragdo. Pela Proposigao 53, sabemos que 84(Dg-1 N Dp) C
NDgp. Seja x € 04(Dg—1 N Dy), entdo existe y € Dgy—1 tal que
x = 04(y) € Dy. Dessa forma, 84(Dy—1 N Dyp) C Dg N Dgyp.

Para a outra inclusao, seja * € Dg M Dgp. Deste modo, existem
Yy € Dy-1 et € Dgpy—1 tais que

0y(y) = = = Ogn(1)
Isso garante que Ogn(t) € Dy e, sendo 6 uma agéo parcial,
Y = 04-104(y) = 0,-10gn(t) = On(t) € Dn

Logo, y que pertence a Dg—1 N Dy, é tal que x = O4(y), ou seja,
x € 0y(Dy-1 N Dp). O que prova a igualdade dos dois conjuntos.
|

Observe que se 6 é uma acao parcial, entdo para cada g € G
0y: Dy — Dy

¢ uma bijec@o entre subconjuntos de X, ou seja, cada 4 é uma bijecao
parcial de X. Visto isso, podemos ver uma agao parcial como uma
aplicacao

0:G— I(X).
A proposigao abaixo nos diz sob quais condigoes uma aplicagao 8 como
acima é uma agao parcial.

Proposigao 55. Sejam G um grupo, X um conjunto e

0:G — I(X)
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uma aplicacdo. Entdo @ € uma acdo parcial se, e somente se, para
quaisquer g, h € G

1. 01 € a aplicacao identidade em X.
i. 05 =641

219, egheh—l = 090h0h_1

w. 09—109h = 09—10g0h.

Demonstragio. (=) Da definicdo de agdo parcial, temos que 61 é a
identidade em X. No exemplo 4 vimos que 87 = 09_1. Mas pela pro-
posicao 52 sabemos que 09_1 = 64-1, logo 0;‘ = 6,4-1. Para provar
que Ogn0p—1 = 043601,0,—1, note que o dominio de O4,0p-1 é o con-
junto O (Dh—l N Dh—lg—l) e o dominio de 04601,60,-1 é o conjunto
dos ® € Dp, tais que x = Op0,-1(x) € Dy-1, ou seja, Dp N Dgy-1.
Agora note que pela proposicdo 54 para quaisquer t,s € G temos
0: (Dy—1 N Dg) = DyN Dy, em particular parat = hes = h=1g—1
temos

0 (Dh—l N Dh—lg—l) = DpnN th—lg—l =DpnN Dg—l

Portanto, essas duas aplicages tem o mesmo dominio. Sendo assim,
seja x € Oy (Dh—l I"IDh_lg_l), logo y := Op-1(x) € Dp-1 N
Dy,—14-1 e, pela proposicao 53, segue que 030n(y) = Ogn(y), ou
seja,

950h9h_1(:1:) = thah—l(w)

0 que mostra o desejado.
Pelo que acabamos de provar, temos que O40;—1 = 6050.0;—1
para todo s,t € G e usando que 0;‘ = 64-1 temos

00,10, = 07,0:0" = [0,0,0,-1]"
= [Bstet—l]* == 0:_10:t == Btat—ls—l

Em particular, para t = g~—*,s = h™1, temos que

0,-1040n = 01045

(<) Suponha que os itens i - iv sejam satisfeitos. Precisamos provar
que 040 C 6Ogp. Inicialmente vamos provar que o dominio de 8405
estd contido em Dyp,. Seja x € Dp-1 e tal que O (x) € Dgy—1. Como
o item ii nos diz que 65— = 6, entdo 6,—1 = 09‘1, assim Oy (x)
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pertence ao dominio de 646046}, -1, entdo pelo item iii, Op () pertence
ao dominio de Ognbp-1, logo * = 60,,-10p(x) € Dgp. Além disso,
existe tnico y € Dy, tal que & = 0p,-1(y), posto isto

Ogn(x) = Ognbp-1(y) = 040n0p,-1(y) = 046n(x).
O que mostra que 640, C Ogp. |

No Capitulo 2, a fim de provar o Teorema 29, usamos que toda
acao de um semigrupo inverso E-unitario sobre um conjunto X induz
uma agao parcial de G(S) sobre X. Vejamos a demonstracao para este
fato.

A.1.1 Acao parcial topolédgica

Definigao 56. Seja 6 = ({Dg}g,{Og}g) uma a¢do parcial de G
sobre um espaco topoldgico X. Se para cada g € G o conjunto Dy
¢ um aberto de X e 8y ¢ um homeomorfismo, entdo dizemos que 6 é
uma agao parcial topolégica.

Definigao 57. Um sistema dindmico parcial topolégico é uma quddrupla

(X, G, {Dg}gec,{eg}gec) em que @ = ({Dg}gec,{eg}gec) é
uma a¢do parcial topologica do grupo G sobre X.

Um homeomorfismo parcial é uma aplicagdo f € I(X) tal que
seu dominio e sua imagem de f sao subconjuntos abertos de X e f
for um homeomorfismo de seu dominio em sua imagem. Denotamos o
conjunto de todos os homeomorfismos parciais de X é denotado por
pHomeo(X). Se 0 é uma acio parcial topolégica de G sobre X,
entao podemos ver esta agao como uma aplicacao

0 : G - pHomeo(X).

Vejamos sob quais condigoes uma aplicagao € como acima é uma agao
parcial topoldgica.

Proposicao 58. Sejam G um grupo, X um espago topolégico e
6 : G — pHomeo(X)

uma aplicacdo. FEntao 6 € uma acao parcial topoldgica se, e somente
se, as condi¢des i a v da proposi¢do 55 sdo satisfeitas.
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Demonstracdo. Ja sabemos que 6 é acao parcial se e somente se, i a iv
da proposicao 55 sao satisfeitas. Além disso, como 8 é uma aplicagao
de G em phomeo(X), entao para cada g € G temos que 64 é home-
omorfismo e Dy é aberto de X, entao @ ¢ acao parcial topolégica.

|

A.1.2 Acgoes parciais algébricas e produtos cruzados parciais
algébricos

Definicao 59. Sejam G um grupo e A uma dlgebra. Dizemos que uma
acao parcial @ de G sobre A € uma agao parcial algébrica se para cada
g € G o conjunto Dg é um ideal de A e cada 84 ¢ um isomorfismo.
Se A € uma *-dlgebra, uma acdo parcial @ de G sobre A € uma agado
parcial *-algébrica se para cada g € G o conjunto Dg € um ideal
autoadjunto de A e cada B4 é um *-isomorfismo.

Podemos ver uma agao parcial algebrica, no caso de A ser uma
algebra, ou uma acao parcial *-algébrica, se A for uma *-algebra, como
uma aplicagao

60:G— I(A)

em que o dominio de cada 64 é um ideal (autoadjunto, no caso de A
ser uma *-dlgebra) e cada 64 for um isomorfismo (*-isomorfismo). Pela
Proposicao 55, temos que uma aplicagao 8 como acima é acao parcial
algebrica (ou x-algébrica) se, e somente se, satisfaz os itens i - iv desta
proposicao.

No primeiro capitulo, vimos a definigao de produto semidireto de
um semirreticulado E por um grupo G via uma acdo parcial 8. Ana-
logamente, poderiamos definir um produto semidireto de uma algebra
(ou *-algebra) por um grupo. No entanto, quando falamos de dlgebras
nao temos apenas uma operagao de multiplicagao, mas também soma e
multiplicacdo por escalar. Assim, vamos definir produto cruzado par-
cial.

Definigcao 60. O produto cruzado parcial algébrico da dlgebra A pelo
grupo G via a acdo parcial 8 € a dlgebra A x4, G formada por todas

as somas finitas
finito

Z agdg

geG

em que cada ag € Dg e dq indica que ag pertence a Dgy.
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Observagao 21. Dois elementos } | g @g0g € ) c g bgdg do produto
cruzado sdo iguais se ag = bg paratodo g € G .

Por enquanto denote o produto cruzado parcial algébrico por
A xG. Em A x G definimos as operagoes de multiplicacao por escalar
e adigao por

Z agg + Z bgdg = Z (ag + bg) dg

geG geaG geG
A Z agdy = Z (Aag) &g
geG geG

Podemos ainda definir uma operacao de multiplicacdo em A x G, mas
primeiro defina

agég - bp o = 0, (Gg_l(ag)bh) 5gh

em que g,h € G eag € Dy, by, € Dy. Assim, definimos a multi-
plicacao em A x G por

> agdy > badn =Y. 0y (0; (ag)bn)ogn
geG heG g,h €G

Lema 61. A operacao de multiplicacao em A x G € associativa se, e
somente se, para h € G, b € Dy, a,c € A tem-se

abp, (0y,-1 (b) ¢) = Op, (65,1 (ab) ©) .

Demonstracdo. = Suponha que a multiplicacdo emA x G seja as-
sociativa. Ent@o para quaisquer adg, bdy, cdr € A x G temos
que

Ogh [Oh—lg—l (09 (09_1(a)b)) C} = 09 [09—1(0)0h (Oh_l(b)c)]
Em particular, se g = 1,
01n [0n-11 (01 (61(a)b)) c] = 01 [01(a)Ok (011 (b)c)]

Entao
01, (0,-1 (ab) ¢) = aby, (0,-1(b)c) .

<= Suponha que zp (-1 (b)c) = 0 (0,-1 (xb) ¢) para todo
h € G, b € Dy, z,c € A. Em particular, para x = 0,-1(a)
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com a € Dy, temos
Og_l(a)Bh (Bh_l(b)c) = Bh (Oh—l (Og_l(a)b) C) .

Além disso 8,-1(a)b = 6,-104 (6,-1(a)b), pois 8,-1(a)b €
D,__1. Desta forma,

09_1(a)0h (Bh_l(b)c) = 0},, (Bh—1 0g_109 (09—1((1)11) C)
= Oh (Oh—lg—1eg (09—1((1)17) C) .
Assim,
0g [09—1((1)0h (0h_1(b)c)] = 0g [Gh (eh—1g—109 (09—1((1)11) C)]

= th (Oh—lg—1eg (09—1((1)17) C) .

Pela forma como a multiplicacao no produto cruzado foi definida
e pelo que foi provado assim, segue que

(adgbdpn) cdp = Ogn [Op-1g-1 (04 (05-1(a)b)) c] Sgnr
Og [09—1 (a)Bh (Oh—l (b)C)} (Sghk
= a5g (b5h65k) .

Portanto, a multiplicagao é associativa.

Proposicao 62. Seja 6 = ({Dg},(04)) uma agdo parcial algébrica
de G sobre A. Entao
d:A—>AXG

a — ad

€ um homomorfismo injetor.

Demonstragdo. Inicialmente, veja que ¢ é homomorfismo. Sejam A €
Kea,b € A. Temos que

¢ (Aa +b) = (Aa + b) 61 = (Aa) 61 + bd, =
A (ady) + bdy = A (a) + ¢ (b)

Além disso,
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¢(a)-¢(b) = (ady)-(bd1) = 01(01(a)b)dia
= (61 (a)b) 61 = (ab) 61 = ¢ (ab)

Para a injetividade, sejam a,b € A tais que ¢(a) = ¢(b).
Entao ad; = bdy, mas isso implica que a = b pela Observacao 21. W

Seja 8 = ({Dg},{0s}) uma agdo parcial *—algébrica de G
sobre A, defina
*x: AXG—> AxG

adg — Og—1 (a™) 6y
Proposicio 63. A aplica¢io * acima satisfaz:
i. ((a%y)")" = ad,
ii. (Aadg + bdg)" = X (ady)™ + (bdy)™
iii. (adg - bdp)* = (bdp)™ - (ady)™
Demonstragio. i
((adg)")" = (641 (a*) 1)
= b ((09—1 (a*))*) O(g-1)~
= 04 (05-1 (a™)) dg
= id(a)dy

= ady

ii.

()\a + b)* 05—1 ((/\a —|— b)*) 5g—1
09—1 (Xa* -|- b*) (59—1
5\09—1 (a*) 59—1 —|— 09—1 (b*) 69—1

= A (aﬁg)* + (b5g)*

(adg - bdp)" = (84 (04-1 (a)b) ‘Sgh)*

Or-rg-1 (85 (6g=1 () 1)) G=rgs
= eh—1g—1 (09 (b*09—1 (a*))) (Sh—lg—l(A.l)
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Visto que cada Dy ¢ ideal autoadjunto, a* € Dy, entao 6,1 (a*) €

D,-1 e como b* € Dy, tem-se que b*0,-1 (a*) € Dy, ﬁ D,-..

Logo, 04 (b*6,-1(a*)) € 04 (Dr, N D _1) mas pela Proposn;ao

54 04 (Dh N Dg_1) = Dy N Dgyp, entao pela Proposigao 53 , te-

mos que

0h_1g_1 (0 (b* -1 (a ))) = Bh—1eg—1 (0 (b* -1 (a )))
= Op-1 (b*0,-1 (a*)) (A.2)

Das equacoes A.1 e A.2, temos que
(u,ég . b5h)* = Hh—l (b*09—1 ((I*)) 5h—1g—1. (A3)

Por outro lado, temos que

(b&h)* . (adg)* = Oh—l (b*) (Sh—l . 09—1 (a*) (59—1
= Bh—1 (Bh (Bh_1 (b*)) 09—1 (a*)) ah—1g—1
Oh—1 (60,1 (a*)) Sp—1y—1 (A4)

Comparando as equagoes A.3 e A.4 o resultado segue.
[

Note que para que A X415 G seja uma *—4algebra, ainda é ne-
cessario que a multiplicacao seja associativa.

A.2 PRODUTO CRUZADO PARCIAL C*-ALGEBRICO

Sejam A uma C*-ilgebra e G um grupo.

Definigao 64. Uma acado parcial C*-algébrica de G sobre A ¢ uma
acao parcial 0 = ({Dg}gec , {eg}gec) na qual para cada g € G,
tem-se

i. Dy € um ideal fechado de A.

ii. Og € um *-isomorfismo de Dg—1 em Dy.

Como cada Dy é um ideal fechado de A, entdao cada Dy é uma
sub-C*-algebra. Além disso, sendo 84 um *-isomorfismo entre C*-
algebras segue que 84 é contrativo e, portanto, continuo.

Definicao 65. Dizemos que ¢ € I(A) é um automorfismo parcial de
A se o seu dominio e imagem sao ideais bilaterais fechados de A e ¢
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for um x-isomorfismo de seu dominio em sua imagem. Denotamos por
pAut(A) o conjunto de todos os automorfismos parciais de A.

Proposicao 66. Scja 0 : G — pAut(A) uma aplicagio. Entdo 0 €
uma acao parcial C*-algébrica se, e somente se, satisfaz as condigoes
1 - w da Proposicao 55.

A demonstragao deste fato é imediata pela forma como automor-
fismos parciais e agoes parciais C*-algébricas foram definidos e pela
Proposicao 55. A quadrupla (A, G, {Dg}gEG , {eg}gec) em que A
é uma C™*-algebra, G é um grupo e 8 é uma acao parcial C*-algébrica
é chamada de sistema dinamico C*-algébrico.

Fixe 0 = <{D9}gEG , {Og}gec) uma acao parcial C*-algébrica.
Como todo ideal fechado de uma C*-dlgebra é autoadjunto, temos que,
em particular, @ é uma acao parcial *-algébrica. Com isso, podemos to-

mar o produto cruzado algébrico de A pelo grupo G via a agao parcial
0, A Nalg G.

Teorema 67. Seja 0 = ({Dg},{04}) uma agao parcial C*-algébrica
de G sobre a C*-dlgebra A. Entdo A Xqig G € associativo.

Demonstragio. Suponha que 8 = ({Dg},{04}) seja uma acao parcial
C™*-algébrica de G sobre A e sejam h € G, b € Dy, a,c € A. Como
Dy, é um ideal autoadjunto de A, em particular, é uma C*-algebra e,
assim, admite uma unidade aproximada, digamos {ei}ie ;- Com isso,
e sabendo que 64 é continua para todo g € G, temos

abp, (02 (b)e) = abh (Gh_l(lilmbei)c>
— aby (li{n@h_l(bei)c>
— atn (1m0, (00 (eo)c)
— a0 (620 lim By (e

= abh (01 (b)) On (ligneh_1(ei)c) _
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= abby (lim Bh_l(ei)c)
(2
= 6 (Bh_l(ab)) on (lim 0h_1(ei)c)
1

= Oh <0h_1(ab) lim Oh_l(ei)c>

= Oh <lim0h_1(ab)0h_1(ei)c>

= 0 (lim Hh_l(abei)c)

(2
= 0 (Bh—l(lim abei)c)
(2

= 04 (0,-1(ab)c)
Pelo Lema 61, este produto cruzado parcial algébrico é associativo. W
Lema 68. Seja B uma C*-dlgebra com relagio a norma ||+||. Se p é
uma C™-seminorma sobre B, entdo

p(b) < ||b]l Vb e B.

Demonstragio. Defina J := {b € B;p(b) =0}. Seb&e Jea € B
é qualquer temos que 0 < p(ab) < p(a)p(b) = 0, e da mesma forma
p(ba) = 0, donde J é ideal de B. Defina uma norma || : B/J — R

por

b+ I| := p(x).

Seja A := B/J o completamento de B/.J com respeito a esta norma
norma, entao a aplicagao quociente

w:B—>B—/J

entre as C™*-algebras B e A é um *-homomorfismo e, portanto, é con-
trativo, deste modo para b € B, temos

p(b) = [b+ I| = |4(b)| < [[b]] -
|

Proposicao 69. Seja p uma C*-seminorma sobre A xq19 G. Entao,
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para a =3 cc ag0g € A Xag G, temos que
p(a) < Y llagll-
geG
Demonstragdo. Pela definigdo de C*-seminorma temos
p(agdy)* p ((agdy)(agdy)™)
= p((ady) (04-1(a*)d,-1))
P (05 (851 (ag)05-1(a3)) G591 )

= p (090g_1(aga;‘)51) = p(agazél)

Além disso, vimos que Ad; = A, entao pelo Lema 68 temos que
p(ady) < ||a|| para todo a € A, logo

*

Plagsy)® < p(ag(ag)*e:) < |agay| = lagll®

Portanto, para todo g € G, tem-se que p(agdy) < |lag||. Com isso e
pela desigualdade triangular da definicao de seminorma, temos

p(a) =p Z agdy | < Z p(agdy) < Z llagll -

geG geG geG

Paraa =} 5 ag0y € A Xag G, defina

llall, 0w = sup {pP(a);p é seminorma em A xq9 G}

Afirmagao 70. ¢ seminorma em A Xgqiq G e ¢ finito.

.
” ”maw

Demonstragao. E finito pois a proposi¢ao acima nos diz que p(a) <
>_gec llagll e o produto cruzado algébrico consiste de combinacoes
lineares finitas.

la +0b] = sup p(a+b) < sup (p(a) + p(b))

< sup p(a) + sup p(b) = ||a|| + ||b]|
P P
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ii.
[Aa|| = sup p(Aa) = sup [A[p(a) = |A|sup p(a) = [A]]a]]
P p p

ladll = sup p(ad) < sup (p(a)p(b))

= sup p(a)sup p(b) = ||all [|b]|
P P

iv.
la|| = sup p(a) = sup p(a®) = [la”||
P p

2
F * 2
la*al| = sup p(a*a) = sup p(a)® = (sup p(a>) = Jall
p p p

|
Observagao 22. Paracada a € AXq19G nao nulo é possivel construir
uma seminorma p tal que p(a) # 0. Dessa forma, ||+||,,,q. € uma C*-
norma.

Definicao 71. O produto cruzado parcial C*—algébrico de A por G
via @ € o completamento de A Xqig G com respeito a norma ||-||
Denotaremos este produto cruzado por A x G.

max *
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