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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de atratores pullback para pro-
cessos de evolucao tempo-dependentes, onde os espagos de fase variam
com o tempo. Como aplicagao dos resultados abstratos, encontramos o
atrator pullback para a equagao da onda com velocidade de propagacao
dependente do tempo. Além disso, buscamos também compreender o
comportamento assintético deste atrator para tempos finais tendendo
ao infinito.

Palavras-chave: Atratores pullback; processo de evolugido; equa-
¢ao da onda; espagos tempo-dependentes.
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Abstract

In this work we study the theory of pullback attractors for time-
dependent evolution processes , in which the phase spaces vary with
time. As an application of the abstract results, we find the pullback
attractor for the wave equation with time-dependent speed of propaga-
tion. Furthermore, we seek to understand the asymptotic behavior of
this attractor for final times tending to infinity.

Keywords: Pullback attractors; evolution processes; wave equa-
tion; time-dependent spaces.
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Introducao

O estudo de problemas nao-auténomos vem sendo o foco de muitos
pesquisadores nas ultimas sete décadas, como por exemplo [I0, [15] e
também em [4] [5] [6] [7, [TT} 12, 16, 20]. As equagdes e sistemas nao-
auténomos sdo de fundamental importancia na modelagem e compre-
ensdo de problemas reais nas areas de Quimica, Biologia, Fisica, Econo-
mia e muitas outras, ja que naturalmente os termos independentes que
aparecem na modelagem sao forcas que dependem do tempo. Parame-
tros como a taxa de avango de uma doenca, a velocidade de um objeto,
os indices nas Bolsas de Valores, e muitos outros, aparecem ao mode-
lar situagoes presentes no dia a dia, tornando muito importante tratar
estes tipo de equagdes. Mais especificamente, lidaremos com o com-
portamento assintdtico de tais problemas e, para isso, o objeto chave
é o atrator pullback. Os atratores representam o conjunto de estados
limites das solugoes das equagoes nao-auténomas, e contém também
todas as solugoes que estao definidas para todo tempo e sao limitadas,
isto é, o atrator é o objeto que contém quase a totalidade das solugoes
que buscamos estudar, tendo em vista o problema real.

Apesar de toda a teoria ja desenvolvida nessa area, grande parte dela
enderega apenas sistemas definidos sobre um espaco de fase de estados
fizo, isto é, consideramos evolugoes de estados iniciais que permanecem
sempre no mesmo espaco. Estes processos sao suficientes para modelar
a grande maioria das aplicagoes, porém, nao cobrem todas. Em [I7], os
autores trazem uma importante contribuicdo para esta area, ao estudar
o operador solugao de uma equagao de Klein-Gordon, com aplicagao em
teoria cosmoldgica, que possui uma densidade Hamiltoniana tempo-
dependente.

Utilizando-nos dessa abordagem, e seguindo os trabalhos [13] e [14],
estudaremos detalhadamente nessa dissertagdo a equagdo diferencial
parcial



e(t)up(z,t) + au(z,t) = Au(z, t) + f(u(zx,t)) = g(x)

num dominio limitado O c R?,

(P)

com condigao de fronteira de Dirichlet. Nela, o coeficiente e(t) é
uma funcdo positiva decrescente que tende a zero para ¢t grande. Se
€(t) = € é uma constante positiva, a equagio se torna um processo
autéonomo, conhecido como equacdo da onda amortecida, que foi com-
pletamente estudada em [9]. E importante notar que a teoria cldssica
falha ao tentarmos encontrar um atrator pullback para esta equacao no
espaco de fase natural Hg(Q) x L?(2), j4 que a energia natural deste
sistema nao tem uma clara dissipacao. Portanto é razoavel considerar-
mos o estudo deste problema em espagos que variam de acordo com o
tempo a fim de corrigir este problema, introduzindo o pardmetro e(t)
na norma do espaco. Este serd entao o objetivo do nosso trabalho.

Dividimos a dissertacdo em quatro capitulos e um apéndice. O pri-
meiro capitulo é uma compilacdo dos resultados classicos de atratores
pullback para processos de evolucao cujo espago de fase é fixo (um es-
tudo mais completo poderd ser obtido em [10]). Como mencionado
anteriormente, essa teoria padrao é muito utilizada em uma série de
aplicagbes, porém se mostra insuficiente em alguns problemas de evo-
lugdo com coeficientes dependentes do tempo, o que motiva uma genera-
lizacao para o caso de processos em espagos de fase tempo-dependentes,
o que serd feito no decorrer do Capitulo 2. Estes dois primeiros capi-
tulos, portanto, caminham em paralelo, permitindo ao leitor entender
os resultados do primeiro como casos particulares daqueles apresenta-
dos no segundo, e também observar que essa generalizacdo ocorre de
maneira natural. Porém, caso prefira, o leitor pode iniciar seu estudo
diretamente do Capitulo 2 sem prejuizo algum por falta de defini¢oes
ou resultados.

No Capitulo 2 apresentamos a teoria abstrata essencial para este
trabalho, baseada em [I3], no qual definimos os conceitos de processos
tempo-dependentes e de D-atratores pullback, e buscamos entender
quais condigOes um processo deve satisfazer para que possamos garantir
a existéncia de um atrator deste tipo.

Nos dois tltimos capitulos estudaremos a aplicacdo de todas es-
sas ferramentas tedricas a equacao (]ED nao-autéonoma da onda com
velocidade de propagacgdo tempo-dependente. As abordagens porém
serao distintas: no Capitulo 3 buscaremos provar a existéncia do atra-
tor tempo-dependente para este tipo de equagdo e estudaremos um



resultado de regularidade para tal objeto, enquanto que no Capitulo
4 estaremos focados em entender o comportamento assintotico deste
atrator, para t — oo. Mais especificamente, mostraremos que tal
comportamento estd relacionado com o atrator global da equagao li-
mite cug(z,t) + Au(z,t) + f(u(z,t)) = g(z).

Reunimos no Apéndice A varias demonstragoes ou referéncias de re-
sultados que sdo frequentemente usados no decorrer do texto, em geral
de carater mais técnico, e que nao sao essenciais para o entendimento

do trabalho.



Capitulo 1

Atratores pullback para
processos de evolucao

Neste capitulo visamos introduzir o conceito de processos de evolu-
¢do, também chamados sistemas dindmicos, e apresentar a teoria bésica
de atratores pullback. O nosso principal objetivo é estudar quais condi-
¢Oes um sistema dindmico deve satisfazer para que possamos garantir a
existéncia de um atrator desse tipo. Omitiremos neste capitulo todas as
demonstracoes dos resultados apresentados, pois estes serdao corolarios
imediatos dos resultados do segundo capitulo. O leitor que quiser se
aprofundar mais na teoria de processos de evolugao e atratores pullback
pode ver [10].

Algumas informagdes importantes sobre nossos objetos de trabalho
e também sobre a notacao utilizada no decorrer deste texto:

e 0 espacgo X para o qual definiremos os processos de evolugao sera
sempre um espago métrico, com métrica d: X x X — [0, 00);

e Rf={teR:t>0}, R"={teR:¢t<0};

e Rf={seR:s2t}, Ry ={seR:s<t};

e denotamos por P o conjunto {(t, s)eR%:t> s};

e C(X) é o conjunto das aplicagoes continuas de X em X;

e se Bc X er >0, definimos a r-vizinhanca de B como o conjunto

O,.(B)={rxeX:d(x,B)<r},



onde d(z, B) = inf d(z, y).
yeB

Um conceito de fundamental importéncia para o estudo da dindmica
assintotica de sistemas dinamicos é o de semidistincia de Hausdorff.

Definicao 1.0.1. Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de X. A se-
midistancia de Hausdorff entre A e B ¢ dada por

distg (A, B) =supd(z, B).
TeA

Note que, para subconjuntos A, B nao-vazios de X, temos

distg (A, B) = 0 se, e somente se, A c B.

1.1 Processos de evolucao

Definig¢ao 1.1.1. Um processo de evolugao em X ¢é uma familia de
aplicagoes a dois parametros

S={S(t,s):(t,s) e P} cC(X)
que satisfaz
(i) S(t,t)x =z para todos x € X etelR.
(if) S(t,0)S(o,s)x =S5(t,s)x para todos x € X e s< o <t.

(iii) A aplicagio ps : P x X — X dada por s(t,s,xz) = S(t,s)x é
continua.

Em linhas gerais, um processo de evolu¢do S é uma das formas de
modelar matematicamente um problema que varia com o tempo. Para
todo par (t,s) € P, a aplicagdo S(t,s) : X — X toma cada ponto
z € X, denominado estado inicial, no instante s € R e retorna um novo
ponto S(t,s)xr € X, denominado estado final, num instante posterior
t € R. Ou seja, a aplicagio mostra como um estado inicial (em um
dado instante s) evoluiu no decorrer do tempo até um instante final
t. Dai a motivacdo para os itens (i) e (ii) da defini¢do acima, que
chamamos de condi¢es de compatibilidade.

O primeiro item quer dizer que se o tempo nao se altera o ponto
inicial também néo deve sofrer nenhuma mudanga. O segundo item diz
que evoluir um ponto de um estado inicial s para um tempo interme-
didrio o e posteriormente para um tempo final ¢ é equivalente a evoluir
tal ponto de s diretamente para t.



J4 a terceira condicdo se mostra necessiria em aplicacoes, e é equi-
valente a dependéncia continua dos dados iniciais em equacoes diferen-
ciais.

Definicao 1.1.2. Diremos que um processo de evolugio S é autd-
nomo se S(t,s) = S(t - s,0) para todo par (t,s) € P. Os proces-
sos de evolugdo que ndo satisfazem essa condig¢do sao chamados nao-
auténomos .

Note que no caso auténomo o processo de evolugdo nao depende
especificamente dos instantes inicial e final, mas sim do tempo decorrido
entre eles. Isto nos leva a seguinte definicdo:

Definigao 1.1.3. Um semigrupo é uma familia a um pardmetro
T={T(t):teR"} cC(X)

que satisfaz

(i) T(0)x =z para todo x € X.

(ii) T()T(s)x =T (t+ s)x para todo x € X et,seR".

(iii) A aplicagio Y7 : R* x X — X dada por ¢ (t,z) = T(t)x é
continua.

Observe que se S é um processo de evolugdo auténomo entdo a
familia 7 dada por T'(t) = S(¢,0) para cada t > 0 é um semigrupo. De
fato, é claro que para cada t a aplicagao T'(¢) é continua de X em X e,
além disso, temos

Para (i): T(0)z =.5(0,0)x = x para todo z € X.

Para (ii): T(¢)T(s)x = S(¢,0)S(s,0)x = S(t+s,5)S5(s,0)x
=S5(t+s,0)x=T(t+s)x para todo z € X e t,s € R*.

Para (iii): Seja a fungio h:R* x X — P x X dada por h(t,z) =
(t,0,2). Como ¢ = s o h e também s e h sdo continuas,
segue que 7 é continua.

Por outro lado, dado um semigrupo 7, podemos construir um pro-
cesso de evolugdo autonomo S, onde para cada (t,s) € P e x € X,
definimos S(t,s)x =T (t - s)x.



1.2 Atratores pullback

Nesta secao apresentaremos os conceitos de imagem de um subcon-
junto de X, bem como as defini¢oes de atragdo, absorcio e invaridancia
para os processos de evolugdo sob a 6tica da dindmica pullback. A
ideia dessa abordagem é trabalhar com o processo de evolugao S retro-
cedendo o tempo inicial s e mantendo o tempo final ¢ inalterado. Ao
final estaremos aptos a definir um dos conceitos mais importantes de
nosso estudo: os atratores pullback.

Definigao 1.2.1. Sejam S um processo de evolugio e B um subcon-
junto ndo-vazio de X. Para cada par (t,s) € P definimos a imagem
de B por S(t,s) como sendo o conjunto

S(t,s)B ={S(t,s)x:x € B}.

Definicao 1.2.2. Sejam S um processo de evolugio, t e R e D c X.
Dizemos que

(a) um conjunto B c X atrai pullback D no instante t sob a agdo
de S se
lim disty(S(t,s)D,B) = 0;

(b) Um conjunto B c¢ X absorve pullback D no instante t sob a
agao de S se existe sg = so(t,D) <t tal que S(t,s)D c B para
todo s < sq.

Claramente, se B absorve pullback D no instante ¢ entao B atrai
pullback D no instante t. A reciproca deste resultado nao é verdadeira,
porém temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. Se B atrai pullback D no instante t entio O, (B)
absorve pullback D para todo r > 0.

Demonstragao: De fato, se B atrai pullback D no instante ¢, dado
r > 0 existe sg <t tal que disty (S(t,s)D, B) <r para todo s < sg. Fixe
s< 8o e seja x e S(t,s)D qualquer. Entao

d(z,B)< sup d(z,B)=disty(S(t,s)D,B)<r,
zeS(t,s)D

o que implica z € O,.(B). Como x é arbitrario segue que S(t,s)D c
O,(B), onde s < sg < t. Portanto O,.(B) absorve pullback D no instante
t. |



Definicao 1.2.4. Sejam Bc X, t € R, S processo de evolucio em X.
Dizemos que

(a) B atrai pullback subconjuntos limitados no instante t se B
atrai pullback D no instante t, para cada D c X limitado;

(b) B absorve pullback subconjuntos limitados no instante t se
B absorve pullback D no instante t, para cada D c X limitado.

Defini¢ao 1.2.5. Diremos que uma familia B = {B(t):t € R} de sub-
conjuntos de X € invariante pelo processo de evolugao S se tivermos
S(t,s)B(s) = B(t) para todo par (t,s) € P. Se S(t,s)B(s) c B(t)
para todo par (t,s) € P, essa familia é dita positivamente invari-
ante e se S(t,s)B(s) o> B(t) para todo par (t,s) € P, negativamente
invariante.

Neste momento podemos introduzir o conceito de atrator pullback
para processos de evolugao.

Definig¢do 1.2.6. Seja S um processo de evolugao. Uma familia A =
{A(t):t e R} de subconjuntos de X ¢ um atrator pullback para S se

(i) A(t) € compacto em X para cada t € R.
(ii) A ¢é invariante.

(iii) Para cada t € R, A(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X
no instante t sob a acdo de S.

(iv) A € minimal com respeito a propriedade (i), isto é, se C =
{C(t) : t e R} € uma familia de fechados satisfazendo (iii), entdo
A(t) c C(t) para todo t € R.

Observagao 1.2.7. A condigdo (iv) da Definicio é colocada para
garantir que se um processo de evolugdo tem atrator pullback, entdo ele
€ unico (veja Definicdo 1.12 de [10]).

1.3 Existéncia de atratores pullback

Para enunciarmos o resultado que garante a existéncia de um atra-
tor pullback para um processo de evolucao, precisaremos de mais dois
conceitos. O primeiro deles é o de conjunto w-limite pullback, cuja ideia
é entender onde um subconjunto do espago “se acumula” em um dado
tempo final ¢, sob a agdo do processo de evolugao S.



Definigao 1.3.1. Sejam S processo de evolugio em X e Bc X. O
subconjunto de X definido por

w(B,t) = U S(t,s)B

o<t s<o
é chamado o w-limite pullback de B em t.

Observagao 1.3.2. O w-limite pullback claramente é um fechado em
X, pois é uma intersecdo de conjuntos fechados em X.

A definicdo acima é, muita vezes, invidvel para aplicacdo em resul-
tados. Porém temos a seguinte caracterizacao:

Proposigao 1.3.3. Sejam Bc X eteR. Entao
w(B,t) ={y € X : existem sequéncias {sn}nen CR; € {Tp}nen ¢ B
tais que s, — —o0 ey = lim S(ty8n)Tn}-
n—oo

Demonstragao: Vide Proposicao no Capitulo 2. [

O segundo conceito € o seguinte:

Definicao 1.3.4. Seja S um processo de evolugio. Dizemos que S €
pullback assintoticamente compacto se para cada t € R e sequén-
cias {sn} ey € Ry, {&n} oy © X satisfazendo s, — —oo, {xy}, o limi-
tada e {S(t,5n)%n ),y limitada, tivermos que {S(t,s,)Tn}, oy POSSUL
subsequéncia convergente.

Com estas defini¢des podemos enunciar um dos principais resultados
de existéncia de atrator pullback para processos de evolugao.

Teorema 1.3.5. Seja S um processo de evolucio assintoticamente
compacto. Assuma que existe uma familia B = {B(t):t € R} tal que

(a) UierB(t) € limitado em X;
(b) B(t) absorve pullback limitados de X no instante t, para cada
teR.
Entio S possui um atrator pullback A= {A(t):t € R} dado por
A(t) =w(B(t),t) para cada t € R.
Demonstragao: Vide Teorema no Capitulo 2. [

Este resultado é um dos mais utilizados para mostrar a existéncia de
atratores pullback para processos de evolugdo em exemplos concretos,
que aparecem nas equagoes diferenciais. Para mais detalhes sobre estes
e outros resultados, o leitor pode ver [10].



Capitulo 2

Atratores para processos
em espacgos tempo-
dependentes

Neste capitulo iremos estudar a existéncia de atratores pullback
para processos em espacos tempo-dependentes. Como no capitulo an-
terior, faremos algumas defini¢des e estabeleceremos as notagdes que
serdo usadas daqui pra frente. Para isto, considere uma familia { X} }rer
de espacos métricos e denote

e d; a métrica associada ao espago Xi;

e se B c X; énao-vazio e x € Xy, definimos dist;(x, B) = injg di(z,y);
Ye

e se A e B sdo subconjuntos nao-vazios de X;, a semidistancia de
Hausdorff entre A e B é dada por

0:(A, B) = supdist,(x, B).
zeA

2.1 Processos em espacos tempo-dependentes

Definicao 2.1.1. Seja { X}, uma familia de espagos métricos. Um
processo-TDS (da abreviagio para time-dependent spaces) é uma fa-
milia a dois parametros

U={U(,s):t>s},
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com Ul(t,s): Xs — X satisfazendo:
(i) U(t,t) é a aplicagdo identidade em X; para todo t € R.
(i) U(t,0)U(o,s) =U(t,s) para todos s <o < t.

Note que aqui, diferentemente do caso de um tnico espaco X, omi-
timos as condigoes de continuidade. N&o pedimos que U(t,s) seja
continua de X, em X; e também nao pedimos nenhuma condi¢do ana-
loga ao item (iii) da Defini¢ao[L.1.1] Estas condicdes serdo substituidas
por outras mais faceis de serem aplicadas, mas que estdao satisfeitas
trivialmente no caso de processos de evolugao.

2.2 D-atratores pullback

Para apresentarmos os atratores pullback para processos em espacos
tempo-dependentes, precisaremos de uma teoria um pouco mais geral
do que a apresentada no Capitulo 1.

Para tanto, consideremos a classe S de todas as familias D = {Di}ier

com D, c X; para todo t € R. Diremos que Ac B se A; c B; para todo
teR.

Definigao 2.2.1. Diremos que uma subclasse D c S é um universo se
dado ﬁl eDe ﬁg tal que ﬁg c ﬁl, entdo ﬁg eD.

Os conceitos de atragdo pullback e absor¢io pullback ficam assim
enunciados:

Definigao 2.2.2. Sejam U um processo-TDS, B uma familia em S e

D wm universo. Dizemos que B¢
(i) D-pullback atraente se tivermos lim 0,(U(t,7)D,,B;) =0 para
cadateR e D eD dado.

(ii) D-pullback absorvente se dados D € D e t € R, existe 19 =
70(t, D) <t tal que U(t,7)D, c By para todo T < 79;

A invariancia também possui um andlogo de maneira bem usual.

Defini¢do 2.2.3. Uma familia A € S ¢ invariante se U(t,7)A, = A,
para todo t > T.

Com estes conceitos, da mesma maneira feita na teoria classica de
atratores pullback, podemos definir aqui o atrator pullback para um
processo-TDS, levando em consideragdo um universo fixado.
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Definigao 2.2.4. Sejam U um processo-TDS e D um universo. Uma

familia A €S é D-atrator pullback se
(i) A; € compacto em Xy para cada t € R.
(ii) A ¢ invariante.

(iii) A ¢ D-pullback atraente.

(iv) A ¢é minimal em relacio @ propriedade (iii), isto ¢, seACA' €S é uma
familia de fechados D-pullback atraente, entao A c C.

Observe que a unicidade do D-atrator pullback fica garantida pelo
item (iv) da defini¢do acima, da mesma maneira que na teoria classica
de atratores pullback.

2.3 Existéncia de D-atratores pullback

Novamente, uma questao natural e pertinente a este estudo é: quais
sao as condi¢des minimas que necessitamos impor sobre um processo-
TDS para que possamos garantir a existéncia de um D-atrator pull-
back? Nesta se¢do vamos mostrar que os conceitos de w-limites pullback
e processos-TDS D-pullback assintoticamente compactos sao essenciais
(porém nao suficientes) para a existéncia de um atrator deste tipo.
Como resultado final, iremos obter um forte “candidato” a D-atrator
pullback, sobre o qual apenas nos restard verificar a propriedade da
invaridncia, que é verificada de maneira distinta em relagdo ao caso
classico, e serd deixada para a tltima secao deste capitulo.

Definicao 2.3.1. Seja U um processo-TDS. Para cada DeSeteR
definimos o w-limite pullback de D emt por

w(D,t) =N U U@t,1)D,.

o<t <O

De]fim'mos também o w-limite pullback de D como sendo a familia
&(D) = {w(D, )}, 5

Note que U(t,7)D, estd em X; para todo 7 < t, assim, como no
caso cldssico, o w-limite pullback em ¢ é um subconjunto fechado de
X;, uma vez que é uma interse¢ao de fechados em Xj.

Apresentamos aqui uma caracterizagao util do w-limite pullback via
sequéncias, que generaliza o resultado da teoria cldssica (veja Propo-
sicao , e que nos permite utilizar esta familia de maneira mais
natural no que segue.
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Proposigdo 2.3.2. Sejam U um processo-TDS e D € S um universo.
Entdao para cada t € R temos

w(D,t) = {y € X, : existem sequéncias {Tn}new C Ry € {Tp}nen com

Tn € Dy para todo n €N, tais que 7, T e
y=lm U(t,7n)xn}
n—>00

Observagao 2.3.3. Observe que para cada n natural, U(t, 7)x, € um
ponto em X;. Logo, o limite que aparece na proposicio anterior nada
mais € do que o limite usual de uma sequéncia de pontos do espago
métrico X;.

Demonstragao: Suponha y € w(ﬁ,t) = No<t Ure U(t,7)D,. Entéo
y € Ureo U(t,7) D, para todo o € R;. Entéo para cada o € R}, existe
uma sequéncia {y7}, . € Ur<e U(t,7) D, tal que y7 5 y € X;. Ou
seja, para cada n € N e 0 € Ry, existem 7, <o e x}, € D;o tais que y, =
U(t,77)x8. Considere uma sequéncia {U"}nsN c R; tal que lim Op =

—oo edefinat,=7"ex,=x0" €D 7o = D, . Como para todo neN,

Tn L 0p € lim o, = —o0, segue que hm Tn = —o0o. Além disso, sabemos

n=oo
que as sequéncias {yn }n N convergem para y quando n — oo para cada
J €N, e portanto a sequencia {y7",y52,y5°%,...} também converge para
y. Concluimos entdo que y = lim U(t,7,)Zn, com 7, > —co0 e & € D,
para todo n € N. e

Por outro lado, sejam y € X; e sequéncias {7,,},, .y € Ry € {2, },
(com z,, € D para todo n) tais que 7, T _we y=lim U(t, 7))y
Fixe o < t. Como 7, - —oco quando n — oo, existe 7;1_(3006 N tal que
Tn € 0 para todo n 2 ng. Logo U(t, 7, )y, € Uree U(t, 7) D, para todo

> ng. Como U(t,7,)z, "2y, segue que y € Ur<o U(t,7)D,. Como
isso ocorre para todo o <t fixado, temos y € Noer; Urer; U(¢,7) D7 =
w(D,t). |

Apresentaremos agora uma sequéncia de resultados que nos permi-
tirdo encontrar hipoteses para garantir a existéncia de um D-atrator
pullback para um processo-TDS U, fixado um universo D.

Proposigao 2.3.4. Sejam U um processo-TDS e D um universo. Se

BeS éD-pullback absorvente, entdo w(D, t)c w(B t) para todo D e D
et eR. Adicionalmente se B €D entio w(B,t) c By para todo t € R.
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Demonstracgdo: Fixe D eD, t € R e seja y € w(ﬁj). Entao existem
sequeéncias {7}, ¢ R; com 7,, > —o0 e x,, € D tais que U(t, 7, )z, —
y quando n - oo. Como B¢ D-pullback absorvente, para cada k > 1
inteiro existe 7o(k) < t — k tal que U(t — k,7)D, c B} para todo
T < 19(k). Além disso, para cada k > 1 inteiro, existe 7,,, € {7}, tal
que T, < 7o(k), o que implica que U(t - k7Tnk)DTnk c Bs_;. Como
para cada k temos z,, € Dr, , entdo yi = U(t - k, Tp, )Ty, € Bi-) para
cada k > 1 inteiro.

Agora, definindo a sequéncia {sj},y por si =t -k, observe que
U(t,sk)yr = Ut t=k)yr = U(t, t-k)U(t—k,Tn, )Tn, = U(t, Tn, )T, = Y,
onde s, — —oo e y, € B, para todo k > 1. Pela Proposicao
y € w(B,t) e consequentemente w(D,t) c w(B,t).

Fixe t € R e seja y € w(B,t). Entdo existem sequéncias {Tn}tnen € R
com T, - —00 e &, € B, tais que y = 711_{{.10 U(t, 7)x,. Como BéD-
pullback absorvente e B € D, existe 7y < ¢ tal que U(t,7)B, c B; para
todo 7 < 79. Além disso, como 7, - —oo, existe ng € N tal que 7,, < 7
para todo n > ng. Logo U(t,7,)x, € By para todo n > ng, de onde
concluimos que y € B;. Portanto w(B,t) c By, para todo t € R. ]

Observagao 2.3.5. Segue imediatamente da proposicdo anterior que
se B eD é D-pullback absorvente e {E}KR €D entio &(B) eD.

Proposigao 2.3.6. Se C ¢ uma familia de conjuntos fechados D-

pullback atraente entdo w(ﬁ, t) c Cy para todo t € R e qualquer DeD.

Demonstragdo: Sejam D eD e t € R. Como C' é D-pullback atraente
temos
lim 6,(U(¢t,7)D;,Ct) = 0.

Sejam y € w(D,t) e sequéncias {7}, ¢ R; com 7, = —c0 e ,, € D,
para todo n € N tais que y = lim U(¢, 7,)@y.

n—oo

Logo
disti(y,Cy) = distt( lim U(t,Tn).’En,Ct) = lim disty(U(t, T )Tn, Ct)
n—>00 n—o00
< lim 6:(U(¢t,7)D,,Ct) =0,

n—oo

o que implica que y € C;. Como C; é fechado para cada t segue que

y € Cy, e além disso, uma vez que a escolha de DeteR foi arbitraria,
concluimos que w(D,t) c Cy, para todo t e para todo D € D. [ |
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Como no caso classico, precisaremos também da defini¢do de compa-
cidade assintotica para processos em espacos tempo-dependentes. Esta
definicdo, como todas as outras deste capitulo, também dependera de
um universo fixado.

Definicao 2.3.7. O processo-TDS U é chamado D-pullback assin-

toticamente compacto se para cada D € D, t € R e sequéncias
{Tn}pen € Ry € @, € Do para todo n € N, com 7, - —oo, tivermos
que {U(t,7)2n },oy € relativamente compacta em X;.

Note que esta definicio é um pouco mais geral que a Definicdo
mesmo considerando o universo das familias D com UerD(t)
limitada em X, j& que ndo pedimos aqui que a sequéncia {U (¢, 7, )z, }
seja limitada em X;. Entretanto, nos resultados a seguir, isto sera
verificado utilizando outras hip6teses sobre o processo-TDS e o universo
envolvido.

Proposigao 2.3.8. Se o processo-TDS U é D-pullback assintotica-

mente compacto, entdao para DeD eteR, temos:
1. w(D,t) nao-vazio.

2. w(D,t) compacto em X;.

3. Tlir}lw 6(U(t,7)Dr,w(D,t)) =0

Demonstragao: De (1): Considere as sequéncias {7}, € Ry com
Tn — —00 € xp, € D, para todo n € N. Como U é D-pullback assin-
toticamente compacto, a sequéncia {U(t,7,)Tn}, oy tém subsequéncia
convergente para algum ponto y de X;. Segue da Proposigio [2.3.2] que
yew(D,t) e portanto w(D,t) # @.

De (2): Vamos mostrar inicialmente que w(D,t) é relativamente

compacto. Seja {yn}, Uma sequéncia em w(D,t). Para cada n e N
existe 7, < —n e x, € D,, tais que di(U(t,7n)Tn,Yn) < % Como U
é D-pullback assintoticamente compacto, a sequéncia {U(t,7n)Zn}, ey
k—oo
tem subsequéncia convergente (k € N), digamos U (¢, 7y, )Tn, — Yy €
X;. Considere a subsequéncia {y,, } de {yn},. Temos entdo que
lim di(Yn,, y) < lim dt(ynk,U(t Tog )Ty ) + khr{.lo de(U(t, Tny, )0y, y) <
khm——O ouseJa Yn, = Y € Xz,

Como a sequéncia que tomamos inicialmente é qualquer, concluimos

que w(D t) é relativamente compacto, o que implica w(D t) compacto.
Por outro lado, como w(D,t) é fechado, segue que w(D,t) é compacto.

15



De (3): Queremos provar que Tl_i)rr; 6:(U(t,7)Dr,w(D,t)) = 0. Su-
ponha que isso ndo ocorra. Entao existem € > 0 e sequéncias {Tn}nEN c
R;, z, € D,, tais que dist,(U(t,7,)xn,w(D,t)) > € para todo n € N.
Por outro lado, como U é D-pullback assintoticamente compacto, a
sequéncia {U(t, Tn)Zn },,oy POssui subsequéncia convergente U (¢, T, ) Zn,
-y € X; e segue da Proposi(;éoA que y € w(ﬁ, t). .

Temos entdo 0 = dist,(y,w(D,t)) = khjg dist (U (t, Tn, )Zn,,, w(D,t))

2> e>0, o que é um absurdo. [

Proposigao 2.3.9. Se U é um processo-TDS D-pullback assintotica-

mente compacto e BeS ¢ D-pullback absorvente, entdo a familia @(E)
é D-pullback atraente.

Demonstracgdo: Sejam D e D e ¢ € R fixados. Como B é D-pullback
absorvente, pela Proposicao m temos w(D,t) c w(B,t), de onde
segue que

6 (U(t,7)Dr,w(B,t)) <6 (U(t,7)Dr,w(D,t)) para todo 7<¢t

Além disso, como U é D-pullback assintoticamente compacto, segue
do item (3) da Proposicao [2.3.8/ que lim 6:(U(¢t,7)D,,w(D,t)) =0

e entdo lim 6(U(t,7)Dr,w(B,t)) =0. Como D eD et e R foram

tomados arbitrarios, concluimos que a familia (D(E ) é D-pullback atra-
ente. |

A proposicao a seguir é uma consequéncia imediata dos resultados
anteriores.

Proposigao 2.3.10. Sejam U um processo-TDS D-pullback assintoti-

camente compacto e BeD uma familia D-pullback absorvente. Entao
1. w(B,t) #+ & para todo t € R.

2. w(é,t) é compacto para todo t € R.

3. A familia &(B) é D-pullback atraente.

4. Se CA'AE S € uma familia de fechados D-pullback atraente, entao
w(B,t) c Cy para todo t € R.

Se BeDé D-pullback absorvente, considere a familia A dada por

A =w(B,t) VteR.
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Pelo que vimos anteriormente, se U é um processo-TDS D-pullback
assintoticamente compacto, essa familia A satisfaz as condicdes (i),
(iii) e (iv) da Definicao de D-atrator pullback. Para que de fato
A seja um atrator desse tipo, resta provarmos a propriedade (ii), de
invaridncia. Recorde que no capitulo anterior (onde os espagos nao
eram varidveis) consideramos as aplicagdes dos processos de evolugao
em C(X) e isso era fortemente usado para provar a invaridncia. Note
que aqui isso nao é possivel. O que faremos a seguir é justamente
contornar esta situagdo no caso em que os espagos variam.

2.3.1 Processos-TDS T-fechados

Comecamos com a defini¢ao de aplicacao fechada entre dois espacos
métricos.

Definicao 2.3.11. Sejam X e Y espacos métricos e f : X = Y uma
aplicagio. Diremos que f € fechada se para cada sequéncia {x,},  C
X comz, >xeX e f(x,) >yeY, temos f(x) =y.

Note que esta definicdo é equivalente a dizer que f é fechada se o
seu grdfico

G(f) =A{(z, f(z)):w e X}

é um subconjunto fechado de X x Y.

Definigao 2.3.12. Um processo-TDSU é chamado T-fechado se existe
T>0 tal que U(t,t-T): X;_7 — X; € aplicagdo fechada para todo t € R.

Com esta definicdo somos capazes de mostrar a invaridncia do w-
limite pullback nos dois préximos resultados.

Proposigao 2.3.13. Seja U um processo-TDS D-pullback assintotica-

mente compacto e T-fechado. Se BeD entio a familia @(3) satisfaz
w(B,t) cU(t,t -T)w(B,t-T), para todo teR.

Demonstragio: Fixe t ¢ R. Se y € w(B,t), existem sequéncias
{Tn}tpen € Rcom 7, <t-T <tex,ecDB, taisquey= 7}21010 U(t, )Ty
Para cada n € N, defina w, = U(t - T,7,)x, ¢ X;—p. Como U é
D-pullback assintoticamente compacto, a sequéncia {wy,}, oy tém sub-
sequéncia convergente para w € w(é ,t =T que, renomeando os {ndices
se necessario, denotaremos também por {wy },,.-

Entao, U(t,t = T)wy, = U(t,t —TYU(t - T,7p)xn = U(t, Tn)xn — .
Como U é T-fechado, a aplicacao U(t,t - T) é fechada, e consequente-
mente y = U(t,t-T)w e U(t,t—-T)w(B,t-T). Como t € R ¢ qualquer e
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y foi tomado arbitrariamente, segue que w(B,t) c U(t,t-T)w(B,t-T)
para todo t e R. [

Proposicio 2.3.14. Seja F' € D uma familia de fechados D-pullback
atraente. Se existe T > 0 tal que Fy c U(t,t —= T)Fy_7 para todo t € R,
entdo F' € invariante.

Demonstracao: Fixe t € R. Para s >t temos
U(s,t)F, cU(s,)U(t,t —T)Fy-r =U(s,t - T)Fy_r.
Substituindo ¢ na expressao anterior por t — T, obtemos
U(s,t—-T)F_7 cU(s,t-2T)F;_or,
e assim prosseguindo indutivamente chegamos a
U(s,t)F,cU(s,t —nT)Fi_nr
para qualquer n € N. Com isso temos
0s(U(s,t)Fy, Fy) <05 (U(s,t =nT)Fiopr, Fs).
Como F' é D-pullback atraente e FeD, segue que

lim 65(U(s,t —=nT)Fy_pp, Fs) =0,

e consequentemente d5(U(s,t)F;, Fs) = 0. Por fim, concluimos que
U(s,t)F; c U(s,t)F; c¢ Fy, = F,, para todos s > t. Em particular,
U(t,t -nT)Fi_pr c F.

Por outro lado, Fy = U(t,t)F; c U(t,t - nT)Fy—,7. Deste fato e
do que concluimos no paragréafo anterior temos Fy = U(t,t —nT)Fi_p7.
Seja agora 7 < t. Tomando n suficientemente grande, t —nT < 7 e entao
Fy, = U(t,t - nT)Fyny = U(t,7)U(1,t - nT)Fyony € U(t,7)F, < Fy.
Portanto, U(t,7)F, = F; para todos T < t, ou seja, F é invariante. m

Estes resultados combinados concluem a invariancia do w-limite
(veja a demonstragdo abaixo) e nos permitem enunciar e demonstrar o
resultado mais importante deste capitulo, que nos da condigoes sufici-
entes para a existéncia de um D-atrator pullback.

Teorema 2.3.15. Suponha U um processo-TDS D-pullback assintoti-
camente compacto e T-fechado. Se B € D é uma familia D-pullback
absorvente e {E}teR e, entao U possui D-pullback atrator que, ade-
mais, € unico.
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Demonstragao: Segue diretamente da Observacao [2.3.5 que w(
D, e assim a invaridncia da familia w(B) segue das Proposu;oes
e23T14

Finalmente, assuma agora que a familia {X;};cg é uma familia de
espagos de Banach, cada um com sua norma || - | x, respectivamente, e
considere as seguintes definicoes:

Definicao 2.3.16. Para cada t € R definimos a R—bola de X; como
Bi(R) ={zeX;: x|y, <R}.

Definicao 2.3.17. Uma familia {C;},z de conjuntos limitados Cy c
X é chamada uniformemente limitada se exviste R >0 tal que

Ci cBy(R) para todo t € R.

Se tomamos D, como o universo das familias uniformemente
limitadas , os resultados da parte tedrica do artigo de Conti, Pata e
Temam [[I3]] sobre a existéncia e unicidade do atrator pullback seguem
como casos particulares do que fizemos neste capitulo.

Com estas definigoes, a partir de agora, seguiremos a abordagem
feita pelo artigo [I3], sendo mais conveniente usarmos a denominagao
atrator pullback tempo-dependente em vez de Dp-atrator pull-
back.

Temos também a seguinte definicdo, que sera utilizada mais adiante.

Definigao 2.3.18. Um processo-TDS U é dito fortemente continuo
se U(t,7): X, - Xy é uma aplicagio continua.

Note que, claramente, todo processo-TDS fortemente continuo é
também T-fechado. Assim, todos os resultados acima de aplicam para
este tipo de processo-TDS.
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Capitulo 3

Aplicacao a equacao da
onda

Todo este capitulo é baseado no artigo de Conti, Pata e Temam [[I3]],
no qual os autores apresentam uma aplicacdo da teoria de atratores
pullback para espagos de fase tempo-dependentes (vista no capitulo
anterior). Nosso objetivo aqui é apresentar em detalhes os resultados
do artigo, tornando-o mais acessivel.

3.1 O problema e suas hipé6teses

Sejam  c R? um dominio (aberto e conexo) limitado com fronteira
00 suave (pelo menos C?) e 7 € R um tempo inicial. Considere a
seguinte equagao diferencial parcial

e(Duge(x,t) + aug(x,t) — Au(x,t) + f(u(z,t)) =g(x), t>71
na variavel u = u(z,t) : Q x [1,00) — R, sujeita as restrigoes

1. u(x,t) = 0 para todos x € 9N e t € [1,00) (condigao de fronteira de
Dirichlet).

2. uw(x,7) =a(z) e ug(x,7) = b(x) (condigdes iniciais).

onde a > 0 é uma constante e a,b: Q2 c R® — R sdo funcoes dadas, com

a satisfazendo a condi¢do de compatibilidade a(x) = 0 para x € 9.
Tal problema é a conhecido como equagdo da onda com ve-

locidade de propagacgao variavel com o tempo. Claramente a
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dependéncia de t da funcéo € d4 um carater ndo-auténomo a esta equa-
cao.

3.1.1 Hipodteses sobre ¢

A funcdo e € C1(R) é uma funcio decrescente tal que

lim (1) = 0. (3.1)
existe L > 0 tal que sup (|e(t)| + |e'(t)|) < L. (3.2)
teR

Note que com estas hip6teses temos €(t) > 0 e € (¢) < 0 para todo
teR.

3.1.2 Hipobteses sobre f

Fixamos f uma funcio em C?(R) tal que f(0) = 0, existe constante
c >0 tal que

[f"(s)| < c(1+]s]) para todo s € R. (3.3)

e além disso temos

liminf f5) > =Aq, (3.4)

[slpeo S

onde A1 é o primeiro autovalor do operador —A com condi¢do de fron-
teira de Dirichlet, cujo dominio é D(-A) = H*(Q) n H} () cc L2(Q),
onde o simbolo cc denota uma inclusao compacta.

Pedimos que f satisfaca uma condigdo adicional (vide ), que
apresentaremos mais adiante.

3.1.3 Hipoteses sobre g

Pedimos que g = g(x) € L?(Q). Note que a funcio g ndo depende
do tempo.

Denotaremos o espago de Hilbert L?(£2) por H e nele definiremos o
produto interno e a sua norma associada da seguinte maneira:

)= [ @@z, Jol=( [ |v<o:>|2dac)é .
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e denotaremos A = —A o operador Laplaciano negativo com condicdo
de fronteira de Dirichlet. Neste caS(ﬂ A:D(A) c L2(Q) — L3(Q) é
um operador positivo e auto-adjunto, onde D(A) = H2(2) n H}(Q).

Podemos entdo construir uma cadeia de espagos de Hilbert H, =
D(A?) para o € [0,2] de modo que se 0 < 01 < 02 < 2, temos Hy = H,
HQ = D(A) €

Hycc H,, cc H,, cc H.

Para cada um destes espacos H, definimos o produto interno e sua
norma associada como:

(v,w), = (A%U,A%’ZU), lvl, = ”A%UH .

Agora para cada t € R e o € [0,2] fixos, definimos o espago H{ por
H{ = Hyo1 x Hy com norma |(a,b)5 = lal,, +e(t) [b] -

Quando ¢ = 0 denotaremos H? simplesmente por H;. Claramente H; =
Hyx H=H}(Q)xL*(Q) e

[(a.b) I3, = lal + () ][

Estes espagos formam uma familia tempo-dependente, que serd a
ideal para o nosso problema, como veremos a seguir. Porém, antes de
continuarmos, listaremos alguns resultados técnicos (cujas demonstra-
¢oes, ou referéncias, se encontram no Apéndice que serao utilizados
frequentemente no que segue.

IRecomendamos ao leitor que veja [8] para resultados sobre operadores positivos
auto-adjuntos, poténcias fracionarias e decomposicdo espectral.
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Lema 3.1.1. Se a,beR entdo ab< 3(a” +b?).

Lema 3.1.2. Sejam h e k fungées continuas para t > T e v uma func¢ao
absolutamente continua para t > T tais que

v'(t) <k(t)v(t) + h(t) para quase todo t > T

Entao para t > T temos

v(t) <o(r) exp(thk(s)ds)+£th(s)exp(£tk(r)dr)ds

Proposicao 3.1.3 (Desigualdade de Poincaré). Se Ay é o primeiro
autovalor do operador A e Q € dominio limitado com fronteira suave,
entdo para todo u € Hy temos

1 2 1
Jul® < N |AYPu)” = N Jull; -

Proposicao 3.1.4. Seja F(s) = [OS f(y)dy. Ezistem constantes k,c >0
tais que

t 1
F(t) = f J()ds> =5 Oa =Rt =c, teR
0
Lema 3.1.5. Para algum p € (0,1) e algum ¢ > 0 temos
2
2(F(u),1) > -(1-p) |uli -c

Lema 3.1.6. Nas condicoes do Lema para algum p € (0,1) e
algum c 2 0 também vale a desigualdade

(f(u),u) > =(1=p) Jul} e

Lema 3.1.7. Se f satisfaz (3.3) entao dado R >0 existe C =C(R) >0
tal que

If(u1) = f(u2)| € Clur —uz|1, para todo ui,uz € Hy,
satisfazendo |lui|1 < R e |uz|1 < R.

Adicionalmente as hipoteses pedidas para f na Subsegdo [3.1.2] pe-
diremos que f também satisfaca a seguinte condicao:

2(F(u),1) <2(f(u),u) + (1-p) Ju]{+c (3.5)
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Lema 3.1.8. Seja ¥ : [1,00) — R* uma fungdo continua e diferen-
cidvel tal que

%\I/(t) £ 20T(E) < gD () +

para algum w > 0, algum k > 0 e onde a fungdo q : [1,00) — R*
satisfaz, para algum m >0,

fT q(y)dy <m.

Entao vale a desigualdade

k m
U(t) < U(r)eme @t O
w

Lema 3.1.9. Se k>0 entio (1+2)* <2%(1+ %) para todo > 0.

Também no decorrer do trabalho, a ndo ser quando especificado
o contrario, C' e ¢ denotardo constantes positivas, que podem tomar
valores diferentes de uma linha para a outra.

3.2 O processo associado a equacao da onda

Neste momento queremos associar o problema da equagao da onda
a um certo processo de modo que possamos aplicar a teoria desenvol-
vida nos capitulos anteriores. A maneira mais natural de fazer isso
é considerar que o processo associa a um instante inicial 7 os dados
(w(1),ue(7)) = (a,b) €e Hy = Hy x H e retorna em um instante posterior
t o par (u(t),us(t)) € Hy.

A existéncia local, a unicidade e a dependéncia continua dos dados
iniciais para este problema segue a técnica classica do método de Faedo-
Galerkin. O estudo deste método nédo é objetivo deste trabalho, porém o
leitor interessado pode encontra-lo em detalhes em [22, Teorema 33.A].

Teorema 3.2.1. A equacao de evolucio nao-autonoma dada por

eus + auy + Au+ f(u) =g, t>7,
{ tt t flu)=g (3.6)

u(t)=aecHy ewu(r)=beH,
gera um processo-TDS fortemente continuoﬂ u.

Além do teorema acima, no que diz respeito a continuidade com
relacdo aos dados iniciais, temos também o seguinte resultado.

2Veja Definigao [2.3.1§

24



Lema 3.2.2. Dado R >0 existe uma constante K = K(R) >0 tal que
|U(t,7)z1 = U(t, T)ZQHHt <K ) |21 — ZQHHT ,

para todos z1,z9 € Hy com |zify <R, i=1,2.

Demonstracgao: Sejam

{U(t,T)zi = (ui(t), Opui(t)), i=1,2.
Z(t) = (u(t), ue(t)) =U(t,7)z1 — U(t, 7)z2.

Entao @ = uy — ug, Uy = Oyug — Orus € como u7,us sao solugbes de
(3.6), segue que

€U + QU + Au+ f(ul) - f(’UQ) =0.
Multiplicando a equagao acima por 2u; e integrando em €2 obtemos
2e (T, Ty ) + 20 [T |* + 2 (T, AT) = 2 (f(ur) - f(u2), Ty ) (3.7)

Agora observe que

d ., _ 2 d (2 2 _ 2 _
o Pl = o (HUH1 +e(t) Jue| ) = 2w, )y + €/ (1) [ + 2€(t) (T, re)
e portanto

d _ _ _ _ _
pn 1213, + (20— €Tl = 20 e |* + 2 (.7, +2e (@, W)

D 9 (y, i) + 20 [ + 2 (@, AT) D —2(f (ur) - F(un), Tr)

Na igualdade (1) acima consideramos que
(@,a), = (AY?a, AV?q,) = (AV2 A5, 3,) = (Au,a,)

enquanto que em (2) aplicamos diretamente .

Antes de prosseguirmos vamos considerar que |U(t,7)zi[4, < C e
i =1,2. De momento usaremos esse fato sem demonstra¢io, mas isso
seré verificado posteriormente na Observagao [3.2.6]

Note que

=2(f(u1) = f(u2),u) < Cluly @],

usando a Desigualdade de Holder, a limitacao para U(t,7)z; acima e o
Lema [3.1.7]
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Agora, usando o Lema [3.1.1] temos

o= _ c _2 CF
C [l | - (2va |ut|).(m|u|l)<2a [l? + = Il
_ 2 2
=20 [ |” + M [y .
Assim concluimos que

d

—12 — 2 — 2 — 2 —12
7 VP, 20 @)™ = €™ < 2a @™ + Ml

logo

d _2 Fi— 2 _2® _ 2 2 2

o El, < €lue]”+ Maly < Mela]|”+ Muly = M|z]3,, (3.8)
onde para (3) observe que €' (t) < 0 < Me(t) para todo ¢t € R. Agora

aplicando o Lema [3.1.2[ com k(t) = M, h(t) = 0 e v(t) = HE(t)H?_[t
obtemos

- 2 - 2 t -7) |5 2
D13, < E, exp( [ Mds) =0 ()13,

ou seja
HU(t, T)Zl -~ U(t,T)ZQ H?—[t < eK(t—T) ”Zl - 29 HHT para todo t > T,
onde K = %, terminando a demonstragao do lema. ]

Lema 3.2.3. Ezistem p >0, k>0 e uma funcdo positiva crescente Q
tal que

U, 7)2l5, < QUUzl4 )e "™ + k, para todo t > .
Demonstracao: Inicialmente denotemos
B(t) = |U(t,7)zl3, = Jul + e(t) Jue]*
e considere a fung¢ao
U = E +0a|ul? + 20€ (ug, u) + 2(F(u),1) - 2{g,u) (3.9)

onde ¢ > 0 é uma constante (que serd convenientemente escolhida adi-
ante).
Afirmagao 1: Se ¢ ¢ suficientemente pequeno, existe i € (0,1) tal
que
AE(t)-C<U(t)<CE@{)+C (3.10)
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Antes de verificarmos isso, porém, precisamos explorar algumas de-
sigualdades:

V2

(1) (2)
< < Jug)? + 2687 Jul> < <
2 2

1
2 g, )| < 266 s ] = 2e( Jue] 5V ||u|)

lue® + 2082 |u)>  (3:11)

(3) €

da
<l 4 2 u?

Em (1) aplicamos a desigualdade do Lema fazendo a = % [l

e b = 5v/2|ul, na desigualdade (2) usamos (3.2) e por fim, em (3),
usamos que se § é suficientemente pequeno entdo 2LJ < , o que implica

2L82 |ul”® < %"‘ |u|?. Portanto, de (3.11)), também concluimos que

€ e
28€ (ug,u) > == Jlug|* = <= Jul . (3.12)
2 2
Agora se n > 0 é uma constante fixada, temos

1
2{g,u)| <2|g u:2(g.)\nu)
g, u)l <2]g] |lu] ml\ [mvasua |

4) 1 2 2(5) 1 2 2
< g™+ xmful™ < —lgl™ +nluly,
A1 A1

(3.13)

onde em (4) novamente fizemos uso da desigualdade do Lema

agora com @ = \/)1?77 lgl e b=+A1n|u|. Para obter (5) basta aplicar a

Desigualdade de Poincaré (Proposigao [3.1.3). Logo,

1 2 2
-2(g,u) 2 ——|g|” —n|uli- 3.14
(g, u) v lgll™ = lluly (3.14)
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De (3.12)), (3.14) e do Lema 3.1.5] segue que
U= [ull} +e(t) fuel® + 6o ul® + 26€ {ug, u) +2(F(u), 1) - 2(g,u)

2 2 2 € 5 da, .o
> ully + () Juel ™ + S ™ = 5 fluel™ - == ul ™+
2 1 2 2

-(I-p)jul{—c-—lgl" —-nluv
(1= p) [y e lgl™ = nlluly

2 € 9 da, .o 1 2
2 (- + = +— -— -
(=) Jully + 5 Juel™ + = flul W lgl”=c

(6) 2 € 2

S (e bl + Sl -
onde em (6) consideramos que 2% Hu\|2 pode ser eliminado da desigual-
dade por ser positivo. Além dlSSO consideramos y— || g|>+c<C. Como

7 > 0 é qualquer, podemos escolhé-lo de tal forma que 0 < p—n < p, onde
w € (0,1) é proveniente do Lema Seja entdo fi = min {,u , 2}.

E claro que 1 € (0,1) e, além disso
2 € 2 N 2 A 2 ~
(n=m) luly + 5 lwl™ = C> Aluly + pefue]” - C = pE(t) - C,

o que mostra que ¥ (t) > aFE(t) - C.
Vamos agora provar a desigualdade da direita em (3.10]). Usando a
hipétese (3.5)), o Lema e a Desigualdade de Poincaré obtemos

2(F(u),1) < 2(f(u),u) + (1 - p) Jul} +c
<2 F @) Jull + (1= ) Jul} +c
<F)? + ul? + (1= ) ul} +c

) (3.15)
2 2 2
<C? ully + 3, e+ A=) fuly+ e

1
=(02+)\—1+1—u)||u|ﬁ+c

Aplicando as desigualdades (3.11)), (3.15) e utilizando a Desigual-
dade de Poincaré temos

< H +ée| H +*H || +*H H oy
u €||U U
1 ¢ A1 ! ! 21

1
(02 L) el + =2 (g.0).

= Jul? +
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De (8.13), obtemos -2 (g, u) <[2{g, u)| < 55 |g]*+n Jul < -+ Jul],

para qualquer n > 0 e algum k = k(n, |g]|) > O Logo usando esse fato e
agrupando os termos em comum na inequagio anterior, temos

we (2202 o) ol e S ek
<Cul)? +Ce|u|* +C = CE®t) + C,

concluindo assim a demonstragdo das desigualdades da Afirmacgéo 1.

Afirmagao 2: Vale a igualdade abaixo.

%\I/+(2a—e'—25e) ] ®+26 w3 +26 (f (u), u) -2 (g, u) = 20€’ (ug, u) .

De fato, multiplicando euy + auy + Au + f(u) = g por 2u; + 2du,
obtemos

2eupugs + 200upuy + 2up Au + 2uy f (u) + 20eung+

+ 20auuy + 20uAu + 20uf(u) = 2ug + 20ug,
e integrando em €2 ambos os lados da igualdade acima obtemos
2€ (ug, ug) + 20 Hutﬂz + 2 (ug, Au) + 2 (ug, f(u)) +20€ (u, uy ) +

+ 260 (u, ug) + 26 (u, Au) + 26 (u, f(u)) = 2{us, g) +  (3.16)
-26{u,g)=0.

Por outro lado,

d d

d d d d
alll %E-F(SO( (u,u) + 25% (e{ug,u)) + 2% (F(u),1) —2% (g,u),

onde

d d
(Il + elluel®) = = (s udy + € el + e (e, )
)y + € e + 2 (g, uge)

d

&(uﬂ” =2<u’ut>a

- (e {ug,u)) = € (u,ug) + € |Jug|® + e (u, uge ) ,
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SR, 1) = (5P ¢ (R, 0) = () 5 )
~ (Fwun, 1) = (), )

d

- (g,u) = (%g,u) +(g,ue) = (g, ue) -

Recorde que g ndo depende de ¢, por isso na tltima equagao usamos
%g = 0. Portanto,

d
ﬁlll 2 (u, tg)y + € ) + 2 (u, ueg) + 20 (u, ug) + 20€ (u, ur)

+20€ |u|* + 26€ (u, use) + 2 (f (u),ue) = 2(g,ue)

e, consequentemente

%\I/+(2a—e'—25e) Jue|® + 26 [ul)? + 260 (f(u), u) — 26 (g, u) — 26€ (uy, u)

:2(u,ut)1+6'Hut\|2+26(ut,utt)+26a(u,ut)+2(5e'(u,ut)
+ 20¢ [y |* +20€ (u, uee) +2(f (), ue) = 2(g, we) + 20 g |*
— € Juel? - 20€ Jug|* + 26 [} +26 (f(u),u) - 26 (g, u) — 25¢’ (ug, u)
D 9 (g, use) + 20 Jug|® + 2 (us, Au) + 2 (ug, £(1)) + 26€ (u, uge)

260 (u, ug) + 20 (u, Au) + 26 (u, f(u)) - 2 (ug, g) — 26 (u, g) 20,

onde na igualdade (7) cancelamos os termos em comum, usamos que
2(u,ug); =2 (Al/Qu,Al/Qut) =2 (Al/QAl/Qu,ut> =2(Au,uz),
e também que
20 [} = 26 (u,u), = 26 (AM?u, AY?u) = 26 (Au,u),

e na igualdade (8) usamos (3.16)), o que conclui a verificagdo da Afir-
macao 2.

Afirmacao 3: Para § suficientemente pequeno e v > 0 qualquer te-
mos:

S (Sa-e =25 fual? 5 (2- ) Jul?+

dt (3.17)
+20(f(u),u)—25(g,u) <0
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De fato, de (3.2) segue que 26|’ (ug, u)| < 20L ||uz| |u]. Por outro
lado,

A |u||=(¢a|ut|).(2(jfn |) ( el + 222, |)

4(5L g 1 452L2 2
*H ug)® + o I I3 = I\Utll o1 bl KA LU

arv

onde v > 0 é uma constante qualquer. Observe que para ¢ suficiente-

2r2
‘f)\fu <4, o que implica

1 45212
al\v

mente pequeno temos

2 1 2
Jolul? < govul?,
e concluimos que
« 2 1 2
26L [l lull < 5 )™ + Sov luly
2 2
Portanto, vale a desigualdade
«a 1
26 |¢" (ur u)] < 5 ue I” + J0v Jull7 (3.18)

e usando a Afirmacao 2 e a estimativa anterior chegamos diretamente
na Afirmagao 3.

Afirmacao 4: Temos

d
%\Il+5\ll+a|\ut||2+1"< s,

onde

1)
r= (% 35) Jual* + 55 Jullf = 8% ful® - 26% fur, ).

e 1 é uma constante apropriada proveniente de .
Para demonstrarmos esta afirmacdo, primeiramente observe que
§U =6F + 0% ||ul® + 26%€ (ug, u) + 26 (F(u), 1) - 26 (g, u)
(2) SE + 6% |u|® + 20%€ (ug, u) — 26 (g, u) + 26 (f (u), u) (3.19)

+8(1 = p1) Jul; + e,
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onde em (9) usamos (3.5). Como em (3.17) temos que v é uma cons-
tante qualquer, podemos escolher v = ;1 para obter

d 3 , 2 12 2
Sws- (504— ¢ - 256) e —5(2 - 5) Jul +
— 95 (f (u), u) + 26 (g, )

Agora, usando (3.19)), (3.20) e a expressdo para I', obtemos

(3.20)

d
Vo ta Jue|> + T < b€ |ug|* = 6 |ul? + 6 + dc

2 2 2 2
= —d€ Jur|* = 8 Jul} +6 (ull} + ¢ Jue]*) + 6 = oc,
concluindo assim a verificagdo da Afirmacao 4.

Afirmacao 5: T > 0 para ¢ suficientemente pequeno.

Observe que

20%€ (ur, u) < 20%¢ lur| [Jul = 2 (8 Juel) (6v/€ul)
< 8%euel + 6% Jul* < 6% fue|* + 8L Ju]®,

logo —202¢€ (ug, u) > =8¢ |ug | = 62L |u)?.
Utilizando a expressao para [' e a conta acima segue que

a3 [ ] A T

Agora note que se § > 0 é suficientemente pequeno entao as expres-
sdes entre parénteses acima sao positivas, o que nos da I" > 0.

Portanto,
d
%\I'+5\I/+oz\|ut|\2<50 (3.21)
Ademais, como a |us|* > 0, segue que
illl + 0V < de,
dt

1)
e aplicando diretamente o Lema |3.1.8 com w = 2’ q(t) =0 (logo, pode-

mos escolher m =0) e k = ¢, temos

U(t) < \I/(T)e_g(t_T) +2¢.
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Da Afirmacao 1 temos ¥(7) < CE(r)+C =C HU(T,T)Z”?_LT +C =
C HZH?{T +C, o que nos dé

W(t) < (Clll3, +C)e 80 4 ac
Também da Afirmagio 1 obtemos aF(t) — C < ¥(t), o que implica
E(t) < %\I/(t) + % Logo

c - 2c+C
uU(t,r)zu?ﬂ:E@)g[“(H 2, +1)e8e0] 4 2C

e consequentemente

1
C 2 2 s _r
HU(taT)ZHHt$[E(H2HHT+1):| ) g

onde k = QC;C > 0. Finalmente, fazendo p = < e observando que

Q1) = [ £ (1215 ”)]1

é uma funcao crescente positiva, terminamos a demonstracido do lema.
]

Daqui pra frente, como ja haviamos especificado no final do Capitulo
2, consideraremos D, como sendo o universo das familias uniformemente
limitadas (veja Definicao .

Claramente, uma familia B é Dj-pullback absorvente se, e somente
se, dado R > 0 existe 6 = 0(R) > 0 tal que se 7 <t — 0, entao vale que
U(t,7)B.(R) c B;.

Definicdo 3.2.4. Uma familia B € Dy, e Dy-pullback absorvente é cha-
mada de familia TD-absorvente para U.

Com esta defini¢do, usando o lema acima, somos capazes de de-
monstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.5. Eziste Ry > 0 tal que By = {B{(Ro)},g € familia
TD-absorvente para U.

Demonstragdo: Note que, por definicdo, a familia By é uniforme-
mente limitada. Pelo Lema [3.2.3] existem p > 0, k£ > 0 e uma funcéo
positiva crescente Q tal que para todo t > 7 e z € H, vale

Ut 7)2l5, < Q20 ) e + k.
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Agora, sejam Ry = 1+2k e (R) = max {O,,o‘1 log leﬁ) } SeT<t-60
e z€ B, (R), temos
(1)
U(t,7)zly, < Q(R)e 4k
0o, < A o)
<OR)e ™ +k < 1+k+k=Ry.

Se z € B-(R), temos |z[, < R e consequentemente Q(”Z“HT) <
Q (R), justificando a desigualdade (1). Para a desigualdade (2) apenas

note que log Qlilz) < pf implica e Y < e~ log SG2 o portanto,
oR) 1+k
Q(R)e ™™ < Q(R)e™ '8 Tk = Q(R =1+k.
(R < Q(R) (B 55
Concluimos de (3.22) que U(¢,7)B-(R) c B¢(Ro) para todo 7 < t-6,
ou seja, By é familia TD-absorvente para U. [

Observagao 3.2.6. A limitagio para |U(t,7)zilly, utilizada na de-
monstragao do Lema [3.2.2] agora seque diretamente do Lema [3.2.3] e
da demonstraciao do teorema anterior, pois z1 e zy foram tomados em
B, (R).

Teorema 3.2.7. Para algum Iy > Ry e todo 7 € R vale
< 2
sup (1072 + [ ) dy] < 1o
zeB- (Ro) T

Demonstragao: Tendo em vista a demonstragdo do Teorema [3.2.5
nos resta apenas verificar a limitacdo para a integral que aparece no
enunciado.

Multiplicando a equacgao (3.6)) por u; e considerando a fungdo ¥ em

(13.9) com ¢ =0 obtemos a desigualdade (3.21)) com § = 0, ou seja

d
—U+a |lue|? < 0.

Integrando de 7 a t obtemos
t
V() -¥(D)+a [ Ju)dy <o

ou seja,

[ Py < - v -w(e) <
1

=~ [Clzl5., - 1U (2, 7)2]3, +2C]

«

[CE(r) - AE(t) +2C]

(67

C ., 2 1 2 2C
S R U E
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onde notamos que a desigualdade (1) segue diretamente de (3.10).
Como z € B, (Ry) segue que HzHiT < RZ. Além disso,

Ut )2l < QU115 )™ + k< Q(Ro)e ™ + k.

Temos entao

¢ C 1 ey 2 2C
[ )Py < SR+ [Q(R)e D 1] 2
T 0% (6% o

e tomando o limite para t - oo, concluimos que

o 2 C K2 20
[ )P dy < SR+ v ==
T @ a o«
mostrando a limitagdo que queriamos. [

3.3 Existéncia de atrator pullback

No que segue, faremos uma decomposi¢do do processo U associado
a equacao da onda em dois novos processos Uy e U1, na qual o primeiro
deles apresenta decaimento exponencial na norma de H; e o segundo
apresenta uma limitacdo na norma ’Htl /3. Esses fatos serdo verifica-
dos nos préximos dois lemas, que serdo essenciais para provarmos a
existéncia do atrator pullback.

Assim como feito em [I], precisaremos primeiramente do seguinte

lema.

Lema 3.3.1. Seja f € C%(R) uma fungio com f(0) =0 e satisfazendo
(3.3) e (3.4). Entdo ewistem funcoes fo,f1 € C*(R) com f = fo+ f1
satisfazendo fo(0) = f5(0) =0

If1(s) <k,
1fo ()l < k(1 +s]), (3.23)
fo(s)s =0,

para algum k>0 e todo s € R.

Demonstracao: Veja Apéndice. ]

Considerando as condi¢bes para fy que aparecem no lema anterior
e definindo Fy(s) = fos fo(y)dy obtemos o préximo resultado, cuja de-
monstragio serd vista no Apéndice A.
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Proposicao 3.3.2. Ezxiste uma constante K >0 tal que

Os(Fo(v),l)s/Q|F0(v)|dw<K(1+||UH?)H1)H?, para cada v € Hj.

Sejam B a familia TD-absorvente dada no Teorema eTeR
fixado, fazemos a decomposicdo do processo U da seguinte maneira:
para cada z € B, (Rp), escreva U (t,7)z = Up(t,7)z + U1 (¢, 7)z onde
os processos Ug(t,7)z = (v(t),ve(t)) e Uy (t,7) 2 = (w(t),we(t)) sao
respectivamente solugoes de

vy + vy + Av+ fo(v) =0, t>7 (3.24)
UO (TaT) =z
(§
ewye + awy + Aw + f(u) - fo(v) =g,t>7 (3.25)
Ul (TaT) =0.

Lema 3.3.3. Eristem 6 = S(Ro) >0 tal que para todo t > T,
[Uo(t, 72, < Ce?C7,

Demonstragao:
Afirmagao 1: [Uo(t,7)2l4, < C.

A verificacao deste fato é andloga ao que foi feito nas demonstragoes
do Lema e do Teorema com fy no lugar de f e g=0.
Afirmagao 2: Defina

Uo = |Uo(t,7)2]3, +0a|v]* +20€ (ve, v) + 2(Fo(v), 1),

onde Fy(s) = [; fo(y)dy. Entdo para § > 0 suficientemente pequeno
vale a seguinte desigualdade:

d
— W+ |Un(t,7)zll3,, <0.

De fato, multiplicando a primeira equagdo de (3.24)) por 2v; + 20v e
integrando em (2 obtemos
2€ (vg, vyt ) + 20 (vg, vg) + 2 (vg, Av) + 2 (vy, fo(v)) + 28€ (v, vyt)

+20a{v,v) + 26 (v, Av) + 26 (v, fo(v)) = 0. (3.26)
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Por outro lado,
d

d 2 d
%\Ilo =% 1Uo(t, 7)2]5, + 504% (v,v)

+ 26% [€ (v, v)] + 2% (Fo(v),1)

D9 (0, ve), + € Jue|? + 2€ (g, vie) + 200 (v, ve)

+ 20 (v, v5) + 20€ |lve|* + 28€ (v, vie) + 2 (fo(v), ve)

(3.27)

onde em (1) calculamos as derivadas como feito abaixo:

d 2 d 2 2 2
D100t )21By, = L (Bl (0 oelR) = 2 (0, v o ol o2 (o, v

d
7 (v,v) = 2(v,vy),
% e (0, 0)] = € (0, 00) + € [v] + € (0, v01)
SR, 1) = (S Fo@)1) = o0 ) = oo, ).

Usando (3.27)), chegamos a

d

— Vo + [20 - ¢~ 26¢] lve|? + 26 [o]F +26 (fo(v),v)
=2(Av,v) + € oy |* + 2€ (vg, ver) + 200 (v, vy)
+ 20" (v, vy) + 26€ |lvg|* + 28 (v, vi) + 2 (fo (V), ve) (3.28)
20 o |* = € o |* — 28€ || + 28 o]} + 26 (fo(v), v)

2 (3) «Q 5
(=) 26¢’ (”U,’Ut> < 5 H’UtH2 + iy HUH?a

onde na igualdade (2) aplicamos (3.26]). Em (3) procedemos de maneira
andloga ao que foi feito em (3.18)), onde v > 0 a priori é uma constante
qualquer.

De (3.28)) segue que

d
S [ga— ¢ - 2(56] o2 + 5[2 - g] [l + 26 (fo(v),v) < 0.

Agora recorde que 26 (fo(v),v) = 26 [, fo(v)vdz > 0 (usando a ter-
ceira condicdo de (3.23))). Aplicando isso & desigualdade anterior, te-
mos: J

%\IIO + [ga - - 256] |og])® + 6 [2 - g] HUH? <0.
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Por fim,

d 3 v
S+ 5 |Un(t, )z, < - | Sa-e - 20c| ol - 6|2 7| ol

3 (4)
#8[Jol} + cll”] = [38c+ ¢ = Ja ful + 6| 5 - 1] ol < o,

onde notamos que em (4) basta tomarmos 0 < v < 2 e § suficientemente
pequeno.
~ 2 2
Afirmagao 3: 3 |Uo(t,7)zl3, < Wo < Co|Uo(t,7)z]5,-

Observe que procedendo de maneira analoga ao que foi feito em
(3.11)) com 2L6 < o obtemos

[26€ (01, 0)] < 5 Joe]* + S o) < 5 Jon* + i—“ [olf. (3:29)
e logo,
Wo = o]} + e ve]® + de Jv]* + 2d€ (vs, v) + 2 (Fp(v), 1)
< ol elul? + S ol + 5 Tl + 3 1ol + ol

A
2000 ~ 3e
= (1+ 55+ O) Il + 5 Il < Co Uit =13,
1

onde Cy = max{l + W 7 } e em (5) usamos a Proposicao [3.3.2] e

a limitagdo da Aﬁrmagao 1 para fazer aparecer a constante C > 0.
Por outro lado, temos

6) 9 9 9 € 2 o, 2
Vo > [ofy+elue]” +oaflol” = 5 Jlue —THUH1

() (
2 (1-58) ol + gelal® S 5 Wa(em)al,

onde em (6) usamos a Proposigio e também (3.29). Em (7) o
termo da |v]|> desaparece por ser positivo e ndo interferir na desigual-
dade, enquanto que em (8) tomamos ¢ suficientemente pequeno tal que
da < % Com isso terminamos a verificagdo da Afirmacéo 3.

Agora, segue imediatamente das Afirmagoes 2 e 3 que

d 0
Ly W <0,
ai oy
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e aplicando o Lema com 2w = C%, q(t) =0 e k =0 obtemos

Wo(t) < Wo(r)e 70 ¢,

Usando novamente a Afirmacdo 3 e também que z € B, (Ry), che-
gamos a

Wo(1) <Co HU()(T,T)ZH?_[T =y HZ”;T < COR(Q),
e portanto
; 2,585 (t-7)
1Us(t,7) 25, <2Wo(t) < 2CoRge > .

Assim temos

[Uo(t,7)2 ], < \/2CoR2e™ 75 () = 0=

ondeO:\/QCoRgeS:&. ]

Observagao 3.3.4. Com os resultados que vimos até agora temos que
para z € B.(Ry) vale

iljp[HU(t,T)ZHHt +[Uo(t, )21, + |UL(E,T) 2], ] < C.
Lema 3.3.5. Existe M >0 tal que sup |Uy(t,7)z[ /s < M.
t>7 t

Demonstracao: Novamente, como a demonstragdo deste resultado é
extensa, a dividiremos em partes.
Afirmagao 1: Denotando

A= |Ui(t,7)z2]5,
+2(f(u) - fo(v) - g, AY3w) + C,

s+ 8o w5 + 28€ (wy, AY3w) +
: ya+ 20¢| ) (3.30)

para § > 0 suficientemente pequeno e C' > 0 suficientemente grande,
temos:

1
5 HU1 (th)ZHiLiB < A(t) < 2 HUl (t,T)Z 1/3 + QC (331)

2
I3
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Para verificar isso, vamos precisar de algumas desigualdades. Co-
megaremos com a seguinte:

20 {1, AV w)] = 20¢ (1, A0 41V0w)| = 26¢] (40w, AYow)|
< 20e | AYow, ||| AYow|| = 26€ w5 1wl /5

lwell1ys -W§||w|1/3)

1
el —

V2
(1) € 2 2
< 5 Iy + 267wl

(2) € 2 2
<5 Hth1/3 +2L5° lwl/s

( ) € e
Hth1/3+ HwH1/3

(3.32)

( ) € (5
Hwt|\1/3 N lwl3 s,

onde na desigualdade (1) usamos o Lema com a = % lwillyys e b=

52 |w]ly/5- Em (2) usamos (3.2)). J4 na desigualdade (3) observamos
que se 0 ¢ suficientemente pequeno entao 2L4 < 5. Por fim, concluimos
(4) usando a Desigualdade de Poincaré como feito abaixo:

Jwliys = HA”GwH ||A1/6w|| ||A1/2A1/6w||
. (3.33)
= )\71 HA2/3w|| = )\—1 \|w|\4/3.
Também iremos precisar da desigualdade a seguir:
2(f () = fow), A"Pw)] < 2] £ (u) = fow) | 4" Pw]
©1 (3.34)

< O wly;s < Hw\|4/3 +Co,
onde C7,C5 >0 sdo constantes adequadas.

Para verificar a desigualdade (5) basta usar o Lema para f e
fo e também a Observacao |3.3.4

2[f(u) = fo(o)| < 2[f(w) = F(O)] + 2] fo(v) = fo(0)]|
2K lully + 2K, o], < C

Ademais, ¢ claro que |wy/3 = HAl/?’w”.
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Além disso, como H3 cc Hy, existe k> 0 tal que |w],/5 <k [w]ys,
0 que implica em

1 1, 9
(&1 HU’HQ/& <kCy HwH4/3 = 2]‘7015 ||w|\4/3 < (kCl)2 + 1 HwH4/3
|-
=1 Hw||4/3 +Cy,

onde Cy = (kC1)? > 0. Disso obtemos a desigualdade (6).
Por fim, note ainda que

1
2o 4 <2l 14u] =2 Sz Ll (V4"

1 2 1 3.35
<ol oAl = Lol e ot O

< Cs+ 0k w35,

onde C5 = C3(d,]g|) > 0.

Comecemos entéo verificando a segunda desigualdade da Afirmacéao
1. Usando as desigualdades (3. 32[) (3-33), (3-34), (3-35) e também que
[UL ()2l = ]33 + € Jwe 3, temos

A= w3 + €lwel; 5 + 0o [w] )5+ 20€ (wy, APw) - 2(g, AYPw)
+2(f(u) = fo(v), Aw) + C
Sa Sa
|‘U’H4/3+€Hwt‘|1/3+ Hw||4/3+ Hwt||1/3+2)\ ||U’H4/3

+Cs + 0k Hw||i/3 +- HwH4/3 +C+ O

) 3a
<|5+o(5 - )]||wn4/3+ Selunliys 20,

onde C foi escolhida em (3.30)) tal que C' > Cy+C35 na inequagao anterior.
Agora, para § suficientemente pequeno temos [ +4 ( + k2)] 2.
Logo,

2 3 2 2 2
[ + 6(2>\ k2)] Hw||4/3 + 56 Hwt||1/3 +2C<2 Hw||4/3 + 2¢ ||th1/3 +2C

=2|U(t,7)2];

HHi/S + 20,

finalizando assim a demonstragao da segunda desigualdade da Afirma-
¢do 1. Nos resta agora verificar a primeira desigualdade. De ((3.32)),
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(13.34) e (3.35)), respectivamente, seguem as desigualdades a seguir:

€ 2 et 2
25e(wt,Al/3w) 2 3 lwy H1/3 Ty ||w”l/3’

2(70) - o), A} 5~ Ll - O

-2(g, A'Pw) > -C5 - 5k w3 5.
Portanto,

2 2 2 € oo 2
A> ||w|\4/3 +elwelys +daflwlyys =5 lwellyys = = lwllys +

~1 ||w|\4/3 Cy - C5 - 0k” Hw\|4/3 +C

= (5 - 08 by + 5 bl + 5wl + O Ca- G

3
(i (5k2)|‘w”4/3+7Hth1/3+C_CQ_C3
( )1 2
HUIH4/3+ 6\|wt|\1/3 HUl(tﬁ)ZHH;“

onde em (7) tomamos 0< 6 < gz e C > Ca + Cs.
Afirmacao 2: Temos
d
A+ (20= ¢ = 20¢) w15 + 26 [w]35 + 26 (£ (u) - fo(v) - g, A w)
= 256/ (wt, A1/3U)) + P1 + P2 + Pg,
onde Py = 2([f(w) - f§(v)]ue, AVPw), Py =2(ff(v)wy, AVPw) e Py =
2(f{(u)ut,A1/3w>.

De fato, multiplicando a primeira equagao de por 2AY/ 3wy +
26 AY3w, temos
2A P wewy + 24P wiaw, + 24w Aw + 243w, f (u)
24w fo(0) + 204 wewy + 204 waw
+20 AP w Aw + 26 A P f (u) - 26 A w fo (v)
- 2A1/3wtg + 25A1/3wg,
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e integrando em () obtemos

2e (Al/gwta wtt> + 2 (Al/gwt, wt) +2 (Al/gwt, Aw>
2(f(u) - fo(v) - g, A1/3wt) +20¢ (
+ 260 (AY3w, wy) + 26 (AY3w, Aw)

+25<f(u) - fo(v) —g,A1/3w> =0.

A /3w, w
) (3.36)

Por outro lado,

%A =— HUl(t T)ZH,Hus + 5a ||wH1/3 + 25d (e (wt,A1/3w>)
+ 2* (f(u) = fo(v) - Q»Al/gw),
onde
d 2 d
(1) = 5 (Il + (0 Bl )
d
T (w, w>4/3 +€'(t) Jwe H1/3 + e(t) <wtawt>1/3
=2(wy, w5 +e w3 13T 26(wtt,wt)1/3,
e também
d d
Tl = o (ww)y 5 =2 (we,w)yg,

di ( (wt,Al/?’w)) = (wt,A1/3w> + €<wtt,A1/3w> +e€ <wt,A1/3wt),

%(f(u) - fo(v) - g, AMPw) = (% [f(u) - fo(v) - g] ,A1/3w>
+{f() = fo(v) - g, APw).
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Portanto,
d 2 2
%A + (20— €' - 20¢) lwelliys + 26wy

+26(f(u) - fo(v) - g, A"w)

= 2 (wy,w)y 5 + € [wilf ) + 26 (e, we)y g3 + 200 (we, w),y
+26¢ <wt,A1/3w) + 26€ (wy, Al/gw) +20€ (wy, A1/3wt)
e2{ 17 - Jo(w) - 9], 4%)

+2{f(u) = fo(v) - g, A Pwy)

20 w35 = € wel} 5 - 20€ |we |75 + 20 w5

+28 (f(u) - fo(v) - g, APw)

® 2 (Al/?’wt, Aw) + 2¢ <A1/3wt, wtt> + 20 <A1/3w, wt>
+26€ (wt7 Al/?’w) + 20¢ (Al/gw7 wtt)

w2 L1 - folw) -], 4

+2(f(u) - fo(v) - g, AYPwy) + 20 (APwy, w;)

+26 (AY3w, Aw) + 25 (f(u) - fo(v) - g, AY3w)

D 266 (1, 4 w) +2( 5 1) - o) - 91, APu),

(3.37)

onde na igualdade (8) usamos
2 (1p,10) 75 = 2 { AWy, A2310) = 2 (ay, A28 A28 10) = 2 (uy, A 0)
=2 (wy, AP Aw) = 2 (AP, Aw),

2e {wee, we), 3 = 26(A1/6wtt,A1/6wt> _ 2€(wtt7A1/6Al/6wt)
= 2 (wpe, A = 2¢ (A, )

26 (wy, w)1/3 =200 (A1/6wt, A1/6w> =20a (wt, A1/6A1/6w)
=20« (wt, Al/gw) =20 (A1/3w, wt> ,

20€ (wy, AY3w,) = 28¢ (wy, A6 AMOw,) = 26¢ (A ow,, AYow,)
= 28€ (wy,wy) g = 26€ [we |75
20wl = 20 fwe, we)y g = 20 (A 0wy, AV0w,)

= 20 (AY A0 wy, wy) = 20 (A, ),
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20 w35 = 20 (w,w) 5 = 26 (A Pw, A*Pw) = 25 (A3 AP, w)
= 20 (AAYPw,w) = 26 (AMPw, Aw),

e na igualdade (9) aplicamos diretamente ((3.36)).
Agora, como f = fo+ f1 e u=v+w, temos

D170 Jo(w) ~ 6] = fawyue + Fi (e~ fi(0)- [ ~wi]

de onde segue que

d
23 1) = o)~ Ar) =275 0) - )] A
+2 <f6(v)wt,A1/3w)
+2 (f{(u)ut,A1/3w>
= P1 + P2 + Pg.
Finalmente, de (3.37)) e (3.38)) concluimos a Afirmacao 2.

Afirmacao 3: Para § > 0 suficientemente pequeno temos

(3.38)

d
@A+5A+a|\wt|ﬁ/3 <P+ P+ P3+0C.

De fato, usando a Afirmacao 2 obtemos

%A + 6N + o |w, Hf/S = 20¢’ (wy, A1/3w> + P +Py+ Py
= (20— € = 20€) |wi [} 5 = 26 |w] 35 - 20 (£ () - fo(v) - g, APw)
+ 0 wlig + 0€ fwel; 5+ 0% w5 + 20%€ (wy, AYPw)
+25(f(u) = fo(v) - g, AYP3w) +6C + o w4
= (20€' +20%€) (wy, AVPw) + (—a+ € + 35€) [wi ;)5 = 0 w3
+6% Hwa/?) +P+ P+ P3+6C.
Logo,

%A+5A+a\|wt\lf/3+rzpl+P2+P3+5C,

45



onde
T = (a-€) |wl}s - 30w 5 - (20€ +25%) (wr, A Pw)
2 2
+ 0 |wligys = 0% Jw]ys -

Observe que quando § > 0 é suficientemente pequeno, o sinal de
T fica determinado apenas pelo termo (a —¢€') |wy| ? /3» que no caso é
positivo, pois a > 0 e € é funcdo decrescente. Logo. para § pequeno
temos I' > 0 e, consequentemente,

d d
$A+6A+a|\wt||f/3 < $A+6A+a||wt\|f/3 +T'=P + Po+ P3+6C,

concluindo a verificagdo da Afirmacéo 3.
Afirmacao 4: Temos as seguintes estimativas para P, P> e Pj:

1) 2 2
P < 51\ +C1 [ HwH4/3v
« 2 2 2
Po < S il + Ca ol lwlys, (3.39)
2 2
Py < g™ w3 + Cs,

para C1,C5,C5 > 0 constantes apropriadas.

De fato,

P =2([f§(w) - B AP} =2 [ [fi) - ()] wA wda
<2 [ 1) = 60l el |4 ulda
(10)

< 2k [l ol e ] [ A ]

11) s

< 20 (K + ol o + ol o) 0] s el | A5 0]

(12 (13) §

) 2 2 2
< e fuel fwlyys < A+ Crfuel” lwlyys

A seguir apresentamos os calculos feitos para obter as desigualdades
(10), (11), (12) e (13). Para (10): Se r, s sdo reais quaisquer temos

56) = 131 =| [ e < [ 1sz (@)l <
[ wQUleldg < (1 sl + ) s ol

(3.40)
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e aplicando isso as fungdes u, v temos | f{(u) — fi(v)] <k (1 +|ul + [v]) Jw].
Para (11), aplicando a Desigualdade de Holder e usando a imersao
L'¥(Q) < L%(Q), obtemos

el [ wfda < o] s e [ A4 0] 10

<K HwHLIS HutH ”A1/3wHL18/5 )
também

fQ ][] Jue| [ A wlda < ul o [w] s [ue] A

L18/5

fﬂ Jol [l e | AP wldz < 0] o 0] s el JAY 0] rgss

onde notamos que para aplicar Hélder usamos + +

11,1
stist3 +18/5

em L%(Q).

Para (12) note que se p > 2 temos H(zp_g)/(2p) = LP(£2). Entao das
inclusdes Hy — L(Q), Hyj3 = L'®(Q) e Hyj3 > L'®/5(Q), concluimos
que existem constantes ki, ko e k3 positivas tais que |[uf ;6 < k1 [lully,
lvlze < kallvlys lwlpes < k2 |wlyys e

9/2 18/0 =1, também

1 e K; é uma constante posmva da imersao L'¥()

P < o LA s 485 A0 = e [A%] = s Pl

2/3

e aplicando a Observagdo (3.3.4), mostramos que existe ¢; > 0 tal que
a desigualdade (12) ocorra. Para (13) observemos primeiramente que
para n >0 (a priori tomamos 7 qualquer) temos

c1 1 c? 2
erlu =n = Jue < 5 [ 0* + =5 Juel” ).
U 2 U
Usando isso e a primeira desigualdade da Afirmacéao 1, chegamos a

0 0
2 2 2
e fuel lwlyys - A <erfuel fwlys - HUl(t, T)ZHHus

2
2772 Juel® \|w|\4/3+ HwH4/3 HUl(t,T)ZHH;/s

<O ugl® Jwlys,

2
onde na ttima desigualdade denotamos Cy = ;ﬁ e tomamos 0 <7 < \/g
tal que

n 2 0 2
o lwllyys - 1 HUl(th)ZHHi/S <O0.
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Portanto
1)
e | )35 < A+ C e w35 -

Para P,, lembrando que f;(0) = 0 e usando o calculo feito em ({3.40)),

temos
[fo()l < k(L +l) ol
e assim
Py=2 (fé(v)wt,Al/?’w) =2 /Q Fo()w AMPwdz
< 2[9 1150 ol [ AV dz < Qkfﬂ (1 + o) o] [we| [ A Y3 w]dac

:2k;( [ tellwrl |4 wldz + [ jolo |wt||A1/3w|dx)

(14)
<2k (e2 + 0] 16) [0l o el prsse [AP0] s

(15) a )a
< Ko vly wellyyz |wlys < Hth1/3 +Co v} HwH4/3

Em (14), usando que L5(Q) < L3(2) e também a desigualdade de
Holder, temos:

[ llwd |AY 2 wlde < ol s Feel e [4M0] 1o
<C2 HUHLG HthL18/7 ‘|A1/3w||L18/5 )

0 que nos da

L ellolherl |4 ulda < ol el s |40 1

1 a1, 1, 1
18/7 18/5 =leg+ +18/7+18/5 L.

Para (15) notamos que H; — L (Q), Hys = L¥7(Q) e Hy3 =
L'/5(Q), e assim concluimos que existem constantes ky, ks e k3 posi-
tivas tais que [[v] o <k1 vy, [well prsr <Rz welyys e

lembrando que % + +

At ks [ A ]

w”Lls/s =

o b | AV A =y [ A% = g .

Aplicando entdao a Observagao [3.3.4) segue a desigualdade (15).
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Em (16) aplicamos a Observagao para obter
Kool e bl = (V@ ol ) (52 ol ol

1 2 K% 2 2
o O

o 2 20 12
5 lwellyys + Callvly lwlys

K2
onde denotamos Cp = 52.

Finalmente, vamos verificar a estimativa para P3. Temos
Py=2 <f1'(u)ut,A1/3w> =2 fQ fi(w)u AP wda
<2/Q|f1'(u)||ut||A1/3w|dx (z) 2kfﬂ|ut||A1/3w|dx
<2k fun] [ 4] < 2eqk Tl
<2[5 (hual? Julls + 382) | = bk Pl + o,

onde denotamos C3 = c3k?, na desigualdade (17) usamos a limitagio de
f1 e na desigualdade (18) notamos que Hy/3 cc Hys, logo existe c3 > 0
tal que HAl/Bw” = Hw\|2/3 <cg HwH4/3.

Agora, usando as estimativas de (3.39) e também a Afirmagdo 3,
obtemos

0
d*A+5A< SA+C e ||w|\4/3+ lewell 3y + Ca o]} Tl

#uel* el 3y + Cs + 6C = w35
0 que implica

d é 2 2 2
$A+ -A< Hth1/3+(Cl+1)HutH ||U)H4/3

+Cy anf [w]3,5 +Cs +6C (3.41)
<[€1+ 1) Judl® + o [oll}] w5 + .

onde k = C3 +0C e o termo —5 |w; ||? /3 desaparece na ultima desigual-
dade por ser negativo.
Por outro lado, da Afirmacéo 1, extraimos que

[wlays < lwliys + elwelyys = [UL(ET)z ]300 < 24,
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o que juntando com ([3.41) nos da
d o
A+ A [2(C1+ 1) e * + 2G5 o]} A+ K = qA+ K, (342)

onde g = 2(Cy +1) |lug||* +2C, |v]3.

Nosso intuito agora é aplicar o Lema a desigualdade (3.42)).
Para isso, nos resta verificar que existe m > 0 tal que

fT q(y)dy <m

De fato,

fqu(y)dy=2(Cl+1)/TmHut(y)HQdy+2Cz ffl\v(y)l\fdy,

e notamos que a primeira integral do lado direito da igualdade acima é
limitada (de acordo com o Teorema [3.2.7). Ja a segunda integral segue
do Lema [3.3.3] como explicado a seguir. Temos

2 2 2 (i
lo()1F < [o]F +€(®) Jve* = [Uo(t,7)2 5, < Ce® VizT,

oo 0o O
[Tiay< [T oetvnay S

Finalmente, aplicando o Lema, a desigualdade (3.42)), com 2w =
%, chegamos a

e logo,

4ke™
A(t) < A(T)e e’%(t*’r) + Te
Pela Afirmacéo 1 temos
A(T) <2 HUl(T,T)Z”itl/s +2C = 20,

e consequentemente,

4ke™ 4ke™
A(t) < 9CeMe 1) 4 Te £2Ce™ + ; =K, VtzrT.

Novamente pela Afirmacao 1 segue que
|UL(t, ) 2] 50 <2A 2K, V>,
t

ou seja
HUl(th)ZHH1/3 <V2K = Ma vVt > T,

e segue disso que sup,;, [Ui(t,7)z[ ;15 < M, terminando a demonstra-
t
¢ao do Lema. [
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Teorema 3.3.6. O processo U gerado por (3.6]) possui atrator pullback
tempo-dependente.

Demonstragao: Defina K; = {z € Htl/B izl < M} c 7—[2/3, onde M

é a constante obtida no Lema m Como ’Htl/3 cc H;, os conjuntos
limitados de ’Htl /3 sdo precompactos em H;. Portanto K; é compacto
em H; para todo t. Além disso, existe uma constante ¢ > 0 tal que
|14, < CH‘”H%”” logo para todo t € R temos |z],, < cM, ou seja,
z eBy(cM). Portanto a familia K = {K} 1 ¢ uniformemente limitada
em H;.

Suponha z € B, (Rp). Do Lema segue que Uy (t,7)z € Ky para
todo t > 7, logo

inf [U(t,7)z —wly, <|U#7)2=Ui(t,7)z],

1) 5
= [Us(t,7)zly, < Ce7,
onde em (1) aplicamos o Lema m Portanto para todo ¢t > 7

5(U(t,7)B,(Ro), Ky) < sup  inf |U(t,7)z - wl,, <Ce ),
2eB, (Ro) WeK ¢

e tomando o limite 7 - —c0 vem que

lim 6, (U(t,7)B-(Ro), Ky) < lim Ce™2@) =0,

Usando isso e o Teorema concluimos que K & Dy-pullback
atraente. Portanto o processo U é assintoticamente compacto. Além
disso, como U é fortemente continua, temos U T-fechado. Segue do
Teorema que existe atrator pullback tempo-dependente para U.
]

Corolario 3.3.7. O atrator pullback tempo-dependente A= {A;}, . do

processo U € tal que Ay € limitado em ’Htl/B, e tal limitacdo independe
de t.

Demonstragdo: Como K = {K:},g ¢ uma familia de fechados pull-
back atraente e A = {A;}, ¢é atrator pullback tempo-dependente, se-
gue que A; ¢ K; para todo t € R. Além disso, como cada K; é limitado
em H%/g, segue que Ay é limitado em Htl/g, e a limitacao de K; em Htl/s
independe de t. n
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3.3.1 Regularidade do atrator pullback tempo-
dependente

No préximo lema e no teorema posterior vamos provar que A; é
limitado em #H}. Antes disso, fixe 7 e tome z € A,. Vamos agora
decompor U como U(t,7)z = Up(t,7)z + U1(t,7)z, onde Uy(t,7)z =
(v(t),ve(t)) e Ur(t,7)z = (w(t), w(t)) sdo solugoes de

evy +avyg + Av =0
{ oy s : (3.43)
e
ewy +awg + Aw + f(u) =g
{ Ui(r,7)=0 ’ (3.44)

respectivamente, e notamos que esta decomposicao é distinta da usada
na secao anterior. Comegaremos com o seguinte resultado:

Lema 3.3.8. Eziste My >0 tal que sup,, |\U1(t77')ZHH} < M.
Demonstracgao: Inicialmente, definimos
Uy = UL (t,7)2 ]300 + Sa [w][§ +25€ (wy, Aw) - 2(g, Aw) +c.

Afirmagao 1: Para § > 0 suficientemente pequeno e ¢ > 0 suficiente-
mente grande na expressao acima, temos

1 2 2
7 101t )zl < W1 <2 UL(E T) 23 + 2¢.

Vamos comegar verificando a segunda desigualdade. Como Hs cc
H;, existe k > 0 tal que |wl; <k ||w|,. Além disso, note que (w;, Aw) =
<wt,A1/2A1/2w> = (Al/th,Al/Qw) = (w¢, w),, de onde segue que

120€ (wy, Aw)| = 20€ |(w, w), |

1
< 20€ |wefy Jwly = 26(\/5 el V26 |w|1)

3.45)
€ 2 2 (1) € 2 2 (
<§Hwt|\1+2526||w|\1 < §\|wt\|1+252L\|w|\1

(2) € 9 da 9 € s Sak? 2

< 5”“&“1"'?”“’”1<§Hwt|‘1+THwH2’
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onde em (1) usamos (3.2) e em (2) tomamos § > 0 suficientemente
pequeno de tal forma que 2L6% < %a. Temos também

2o Aw)l <2l 4wl =2( = 1ol (V5 1 4w)

(3.46)
L2 2 2
<5 gl + o] Aw]” < er + 8wy,
onde ¢1 = ¢1(4, ] g|) 0. Com isso concluimos
2 2 2 2 € 2 6ak
Uy < fwlls + eflwelly + 00k Jwly + 5 fwely + —— [l +ex+ 8wl +e

k2
- [1 +5(30‘2 + 1)] Jwl? + Selwd? +er +e

(3)
< 2[w|3 +2¢we] +2¢ = 2[U(t,7)z 3 +2¢,

onde na desigualdade (3) tomamos ¢ suficientemente pequeno tal que
140 (30"‘ + 1) < 2 e ¢ > 0 suficientemente grande tal que ¢ > ¢;.
Por outro lado, para verificar a primeira desigualdade da Afirma-

¢ao 1 observe que -2 (g, Aw) > -6 Hng — ¢ (isso vem diretamente de

Sak?

(3.46)) e que 2de (wy, Aw) > £ Hth? -— Hwﬂg (segue da desigual-

2 2
dade (3.45))). Logo,
2 2 2 € 2 Sak? 2 2
V1> Jwlz + efwelly +dafwly - 5 Jwely - ——lwlz = fwlz —e1 + ¢

(4) akz 2 € 2 (5) 1 2 1 2
> |10\ -+ wly + 5 lwelly +e—er > 2 wlz + e fwely
2 4 4
2
L

onde notamos que o termo da Hw\ﬁ ndo interfere na desigualdade (4)
por ser positivo e em (5) tomamos ¢ pequeno tal que 1- 5( + 1) I

e ¢ > 0 suficientemente grande tal que ¢ —c; > 0. Flnahzamos assim a
verificagdo da Afirmagéo 1.
Afirmagao 2: Vale a igualdade abaixo:

%\Ill +[2a - € - 26¢€] |w; H? +26 ||w|\§ -26(g, Aw)
=26€' (wy, Aw) = 2(f(u), Aw;) = 26 {f(u), Aw)
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Para comecarmos a prova, multiplicamos a primeira equagdo de
(13.44)) por 2Aw; + 20 Aw para obter

2Awiewy + 2Awicwy + 2Aw Aw + 2Aw, f (u) + 20 Awewy
+ 20 Awows + 26 AwAw + 20 Aw f (u) = 2Aw g + 26 Awg,

e integrando ambos os lados da expressdo acima em §2 temos

2€ (Awy, we) + 20 (Awy, wy ) + 2 (Awy, Aw)
+2(Awy, f(u)) +25e (Aw, wyy)

3.47
+ 20 (Aw, wi ) + 26 (Aw, Aw) + 26 (Aw, f(u)) (3.47)
=2(Awy, g) + 26 (Aw, g) .
Por outro lado,
dy, HU(t )22 +5a -l +26% 16wy, Aw)] - 2% (g, Aw)
. T 1 ) —a ) )
dt L # TR dt VY

e calculando as derivadas na expressao acima, temos

d 2 d 2 2
1)l = o (Ll + e0) [w)

= 2w, we)y + € (t) [we; +26(t) (we, wee)

d
7” Hl <w7w>1:2(wawt>1’

% [e(t) (we, Aw)] = €' (t) (wy, Aw) + e(t) [{wye, Aw) + (wy, Awy)],

e
d
2 (9, Aw) = {0, Aw) + (g, Awe) = (g, Awy).
Portanto,
d 12 2 /
allll = 2(w, wy)y + € |w||] +2€ (wy, we ), + 200 (w, wy ), + 20€ (wy, Aw)

+ 20€ (wee, Aw) + 20€ (wy, Awy) — 2 (g, Awy) ,
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e entao

%\pl 4 [20— ¢ = 28¢] ]2 + 26 [w]? - 26 (g, Aw)

=2(w,w)y + € Hwt”f +2e (W, wyp ) + 20 (w, wy ), + 28€’ (wy, Aw)
+ 20€ (wyr, Aw) + 20 (wy, Awy) — 2 (g, Awe) + 2a |wy H? — € |wy H?

— 20e Jwe|§ + 26 w] - 25 (g, Aw)

(g) 2 (Awt, Aw) + 2€ (Awt,wtt) + 20 <14’LU7 wt)

+20€" (wy, Aw) + 20€ (wyy, Aw) = 2(g, Aw,)

+ 2a (wy, Awy) + 26 (Aw, Aw) — 26 (g, Aw)

D 95’ (wy, Aw) = 2 (f (u), Awg) = 26 { f (u), Aw),

onde em (6) efetuamos os possiveis cancelamentos entre os termos e
também usamos as seguintes igualdades:

2(w, we)y = 2 (Aw, Awy),
2e (wy, wyt ), = 2€ (Al/th, Al/tht> = 2¢ (Awg, wyt)
200 (w,we ), =20 (Al/zw,Al/zwt) =20 (Aw, wy) ,
20€ |lwe || = 20¢ (wy, we), = 20¢ (A 2w, AV, ) = 26€ (Awy,wy)

2a Hth?:?O‘(Awt,U)t%

26 w3 = 26 (w, w), = 26 (Aw, Aw),

e em seguida, na igualdade (7), aplicamos (3.47)) finalizando a demons-
tragdo da Afirmacao 2.
Afirmagio 3: Para z € A, temos |U(¢,7)z[ s <C.

Recorde que U(t,7)A,; = A; para todo ¢ > 7, pois A é invariante.
Logo U(t,7)z € A;. Porém do Corolario temos que A; é limitado

em ’Htl/B, de onde concluimos que a norma de U(¢,7)z em ’Htl/g é limi-
tada.

Afirmacao 4: || f(u)||; < C para alguma constante C' > 0.

Inicialmente observando que % + - =1 ¢ aplicando Holder chega-

8/7 ~ 2
mos a

L)l = A2 [ () = FOI < 7/ OA2ul <1/l o [A2u] e
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onde 0 < [£(z)| < [u(z)| para todo z.
Agora note que para s € R, temos |f'(s) = f'(0)] < |f"(n)||s-0],
onde 7 é algum valor em (0, s) ou (s,0). Entao

(8)
IF/ (S < (8) = 1O+ O <If" (sl + k< e(1+n])|s|+ K
<o(1+]s]) s+ k = cls| + c|s] + k < % (e + Isf?) + clsf? + &
_ (%& . k:) . (% +c) 152 < m(1+ [s]%),

onde k = [f'(0)|, m =max{1c? +k,1 +c} e em (8) usamos (3.3).

Com isso temos
9 9 219 18
17Ol = [17©Pdas [ m® (1+16F) du< [ moq (1+16")do
- [ made+mq [ 1€ da = mq 9]+ m J¢] s
<M1+ €] ) < ML+ ul ),

onde ¢; é uma constante apropriada que aparece quando aplicamos a

9
Observacao [3.1.9) & expressao (1 + |§|2) e M = max {m9q1 1] ,mgql}.
Logo

1/9 (9)
LF/ (o < MY (1 Jul i) < MY0q5 (14 ul7is )

(10)
< Mg (1 + K7 HuHi/s) ;

(3.48)

onde em (9) usamos novamente a Observagio[3.1.9)e g2 é uma constante
adequada que vem deste resultado. Além disso, como Hyj3 — L'3(Q)
existe uma constante K > 0 tal que [uf,s < Ky |uf,/3, e aplicamos
isso em (10).
Por outro lado, usando que Hy/3 — L'®/7(Q) obtemos
A2

K [|AY2ul] = 1 AN AN

s/ S 1/3
= G A% = Ky ul .,

para algum K5 > 0. Por fim, as desigualdades (3.48) e (3.49) nos levam
a

(3.49)

2
L)y <17 g [ A7) e < M0 (14 K2 Jul5) Ko July

(11)
< MYqy (1+ KIK) Ko K'Y? =0,
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2 2 2 2
onde em (11) usamos que [uly/ < [uly/s + € ey = HU(t,T)ZH,H;/S <
K.

Afirmagao 5: Temos

=2(f(u), Awy) =20 (f(u), Aw) < 2C [we]y +2C |w],

para 0 > 0 suficientemente pequeno.
De fato,

—2(f(u), Awy) - 26 (f(u), Aw) < 2|(f(w), Awy)| + 26 |( £ (u), Aw)|
= 2|(AY2 £ (u), AY2,)| + 26 [(AV2 F (), AV20)|
< 2| AM2 f ()| | A Pwe || + 20 A2 £ (u) | | A2

=2[f (@) [welly + 26 [ f (@) [l

(12)
< 2[f @)y (Jwelly + [wlly)

<20 [wily +2C [wly

onde na desigualdade (12) tomamos 0 suficientemente pequeno (na ver-
dade aqui basta que § seja menor que 1).
Afirmacgao 6: Para § suficientemente pequeno e para algum C > 0,
temos
d 0 A

—U+ -0, <C
a 20!

De fato, usando a Afirmacéo 2 e a Afirmacio 5 obtemos

Sy 4 [20- ¢ - 260 [+ 26 [l - 26y, Aw)
< 266" (wy, Aw) + 2C |wy |, +2C |w], (3.50)
(13)

< 20€ (wy, Aw) + 1w, |3 + ¢ Jw]? + Cy,

onde a priori consideramos 7 e ¢ constantes positivas quaisquer (pos-
teriormente essas constantes serdo escolhidas adequadamente), e apli-
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camos o seguinte cdlculo na desigualdade (13):

2C 2C
20 ||Jw]y +2C [w], = ﬁ\/ 21w, + ﬁ\/ 2¢ [wl;

1 (4C? 2) 1 (4C? 2
<35 2ttt 3 (5 2 ol
U 2¢
2 2

2 2
= 7+*+77||wt\|1 +Cwly

¢

2 2
=1 Jwe]y + Cwly +Ch,

2

onde C = %2 + %2 Agora, usando a desigualdade (3.50|) e a expressdo
para ¥y obtemos

d

o
S+ S0 <20 (o, Aw) + el + €l + s =2 el + €

o 4]
+20¢ [} - 26 [w]} + 26 {g, Aw) + 5 [l + Se |}
2

+ Sl + e un, Aw) - 5 (g, Aw) +
0 que implica

%\Ill + g\Ill - [256' + 526] (wy, Aw) - [n -2a+¢€ + %;6] [[ws H?

a 36 A
- [<+ 2] [wl} + 5 Jwls -6 {g, Aw) < C,

dc

onde C = CL+

Definamos agora

I = —[20€ + 6%€¢] (wy, Aw) - [n -20+¢€ + 5766] w3

5o 30
[er Bttt « 5 otz - 510,400

e observe que tomando 1 < 2a e 6, > 0 suficientemente pequenos,
temos I' > 0. Neste caso,

d ) d 1) N
S0 40, KT+ o0 +T < 51
g s i gaa e (3:51)

o que conclui a verificagdo da Afirmacio 6.
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Aplicando agora o Lema a desigualdade (3.51) com 2w = g,
q(t) =0 e k = C chegamos a

4C

4 4,0
1ce \Ill(T)e_g(t_T) 5 (3.52)

U (1) < Wy (r)ele T 4
Da Afirmagéo 1 extraimos que ¥y (7) < 2|U; (T,T)ZH?_“ +2¢ = 2¢,

o que unindo com (3.52)) nos dd Wy (¢) < 2ce” 1) 4 %. Usando a
Afirmagdo 1 novamente temos

HUl(t,T)zHi[% <40 (t) 8ce 37T 4 H;é <8¢+ 1?56(
Por fim,
HUl(t,T)zHH% <\/8c+ % =M, VtxT
e
btlg) HU1(t,T)Z”H} < My,
0 que conclui a demonstracao do lema. ]

Observagao 3.3.9. De maneira andloga ao que foi feito na demons-
tragio do Lema[3.3.3, chegamos a

1Uo(t,7)24, < Ce™*"7) para todo t > T,
para o processo Uy obtido nessa nova decomposicao.

Teorema 3.3.10. O atrator pullback tempo-dependente A = { A}, do
processo U ¢ tal que A; € limitado em H}, com limitacio independente
de t.

Demonstragdo: Defina K = {z eH} HzHH% < Ml} cH} onde M; é a
mesma constante do Lema Deste mesmo lema temos Uy (¢, T)ZH,H%

< M, para todo t > 7, de onde segue que Uy (t,7)z € K} para todo t > 7.
Logo

iI}g U, 7)z —wlly, <|UE@T)2=Ui(t,7)2]4
weK} ¢ !
1)
= [Uo(t,7)2l, < Ce7,
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onde em (1) aplicamos a Observacio Segue disso que

0u(U(tT) Az ) = sup inf [U(t,7)z = wly, < Ce™077,
weK} t

zeA,

e tomando o limite quando 7 — —oco na desigualdade acima obtemos
lim &,(U(t,7)A;, K}) < lim Ce?"7) =,
Usando a invariancia de A = {A;},, concluimos que d; (At, Ktl) =0.

Portanto, A; c A; c Kit1 = K}, de onde segue que A; é limitado em H;},
com limitacao independente do tempo t. [
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Capitulo 4

Comportamento do
atrator pullback para
processos TDS

Neste capitulo final da dissertagao faremos um estudo do artigo [[14]]
o qual aborda a relacdo entre o atrator pullback tempo-dependente
para processos e o atrator global de um semigrupo limite. Na Secéo 4.2
serd feita uma abordagem puramente teérica desta questao, enquanto a
Secao traz uma aplicagao deste estudo aos atratores que aparecem
nas equagoes de onda.

4.1 Atratores para semigrupos

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes bésicas da teoria de
semigrupos (andlogas aquelas feitas na parte de processos de evolugéo),
bem como um resultado de caracterizagdo do atrator global através de
solugoes globais.

Vejamos como ficam as definigdes de invaridncia (Defini¢ao e
atragao (Definicao no caso de semigrupo&ﬂ

Definigao 4.1.1. Invariancia: um conjunto B c¢ X € invariante pelo
semigrupo T se T(t)B = B para todo t € R*.

Atragdo: Sejam A,B c X e T semigrupo. Entio B atrai A sob a
agdo de T se tlirg distg(T(t)A,B) =0.

1Veja Definicdo m
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Defini¢do 4.1.2. Seja T semigrupo em X. Um conjunto A c X
¢ um atrator global para o semigrupo T se A é compacto, inva-
riante e atrai conjuntos limitados de X sob a ac¢do de T, ou seja,
tllglo distg (T(t)D,A) =0 para todo D c X limitado.

Aqui, diferentemente do caso nao-auténomo, nao precisamos da hi-
pétese de minimalidade para garantir que o atrator global seja tnico.
De fato, suponha que A e B sejam atratores globais de 7. Como B é
compacto em X, segue que B é limitado em X. Do fato que A atrai
subconjuntos limitados de X concluimos que A atrai B, ou seja,

tILI?o disty (T(t)B,A) =0. (4.1)

Por outro lado, como B ¢é invariante, temos
distg (B, A) = distg(T(t)B, A),Vt e R", (4.2)
e de e segue que disty (B, A) = 0 e concluimos que Bc A

Analogamente se verifica que A c B, o que implica A =B. Como A e
B sao fechados, segue que A = B.

Definigao 4.1.3. Uma solugdo global de T por x € X é uma fungdo
continua ¢ : R — X tal que ¢(0) =2 e T(t)d(s) = ¢(t+s), para t € R*
e seR.

Temos o seguinte resultado de caracterizacao para o atrator global
de um semigrupo.

Teorema 4.1.4. Quando A existe, temos
A ={x e X : existe solugio global limitada por x} .

Demonstragao: Como nos Capitulos 1 e 2, faremos adiante um re-
sultado mais geral para processos-TDS, que daré este resultado como
caso particular. [

A partir de agora o atrator global para um semigrupo 7, quando
existe, serd denotado por A.. A razdo para isso ficard clara mais
adiante.

4.2 Evolucao do atrator pullback

Nosso foco nesta secdo é apresentar um resultado que nos garante,
de certa forma, a convergéncia dos elementos A; do atrator pullback
tempo-dependente 4 para o conjunto A., (que é o atrator global para
semigrupo).
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Proposicao 4.2.1. Suponha que a familia A ={A;},p seja um atrator
pullback tempo-dependente. Se C = {Ci} g € uma familia invariante
uniformemente limitada, entao CcA.

Demonstragdao: Como A é pullback atraente e C é uniformemente

limitada, segue que lim &; (U(t,7)Cr,A;) = 0 e da invaridncia de C
T——00

temos U(t, 7)C;r = Cy, logo §; (Cy, Ar) =0 e consequentementgét EZt

para todo t. Como A; é fechado para todo ¢, segue que Cy c Cy c Ay =

Ay e portanto C c A. ]

A seguir definimos o conceito de trajetoria completa limitada, que
em certo sentido é uma generalizagdo da ideia de solugao global para
semigrupos, no contexto de processos-TDS, que vimos na se¢ao ante-
rior.

Definigdo 4.2.2. Uma trajetéria completa limitada (TCL) de U
¢ uma fungdao ¢ tal que t — ¢(t) € Xy, sup [p(t)[x, < 00 e ¢(t) =
teR

U(t,7)p(T) para todos T,t € R com t > 7.

Com isso apresentamos um resultado andlogo ao Teorema
agora exibindo uma caracterizacdo para o atrator pullback tempo-
dependente envolvendo trajetorias completas limitadas.

Teorema 4.2.3. Se A ={A;}, € atrator pullback tempo-dependente
de U entdo
Ay ={p(t) e X;:¢ é TCL de U}.

Demonstragio: Seja A = {At}th onde A, = {¢(t) € X;: ¢ é TCL de U}.
Comecemos provando que A c A e para isso fixe s € R e tome y € Ay
qualquer. Construa a sequéncia {y,}, . da seguinte maneira:

Denote yo =y € As.
Tome y; € As_1 onde yo =U(s,s - 1)y.
Tome ys € As_o onde y; =U(s—1,5—2)ys.

Yn+1 € Ag_(na1) onde y, =U(s =1, 8= (n+1))yni1.

Observe que na construgao acima usamos o tempo todo a invaridncia
de A. Note ainda que se n > m temos y,, = U(s —m,s —n)y,, com
Yn € As_p € Ym € Ag_p. Defina ¢(t) = U(t,s —n)y, parat > s-n e
observe que se n > m (sem perda de generalidade) e t > s — m, temos
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U(t,s—n)yn =U(t,s—m)U(s—m,s—n)y, = U(t,s —m)ym,, mostrando
que ¢ estd bem definida.

Vejamos que ¢ é TCL de Y. Como A é uniformemente limitado
existe R > 0 tal que A; c B;(R) para todo t. Além disso, como ¢(t) € A;
segue que @(t) € B,(R) para todo ¢, ou seja, |¢(t)] y, < R, o que implica
sup [o(®)]x, < oo

Ademais, para t > 7 temos

¢(t) = U(tv - n)yn = U(ta T)U(Ta - n)yn = U(t7 7')(;5(7'),

onde n foi tomado suficientemente grande tal que 7 > s —n. Logo
@(s) € Ag e, consequentemente,

d(s)=U(s,s=n)yn=U(s,s-1)U(s-1,5s-2)..U(s—(n-1),s—n)yn
=Yo :yGASa

e como y é qualquer em A, concluimos que A, c A,. Como s foi fixado
aleatoriamente, finalizamos com A c A.

Agora seja ¢ uma T'C'L qualquer de U fixa e defina a familia Fy =
{o(t)};ep- Como ¢ é TCL temos ¢(t) = U(t,7)¢(7), o que nos da a
invariancia da familia 7. Além disso da segunda condicao da defini¢do
de TCL segue que para cada t € R temos [¢(t)| x, <sup [¢(t)]x, < oo.

teR

Ou seja, existe R > 0 tal que ¢(t) € B;(R) para todo t, mostrando que
Fy ¢ uniformemente limitada. Concluimos, usando a Proposigao
que Fy c A e como ¢ é uma TCL qualquer, segue que A c A. ]

Considere X espago normado e {); },.p familia de espagos normados.
Seja { X}, familia de espagos da forma Xy = X' x ), cuja norma é
definida por

2 2 2
I(a, D)%, = laly + 103,

Definimos a funcdo projecdo sobre a primeira coordenada
II;: X; — X por Ii(a,b) = a, para cada par (a,b) € X;. Se A c X,
entdo definimos I; A = {a € X : (a,b) € A} ¢ X. Além disso, se temos
uma familia A = {A;}, p com A; c X, para todo ¢ € R, entdo denotamos
1A = {HtAt}te]R'

Considere um processo-TDS U atuando na familia {X;},,; com
atrator pullback tempo-dependente A = {A;},r e um semigrupo 7
atuando em X possua atrator global A.. Dos Teoremas [I.1.4] e [£.2.3]
respectivamente, temos

Ae = {x € X : existe solugdo global limitada por z}
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IIA = {u: R — X tal que u =1II¢ com ¢ TCL de U}. (4.3)

Teorema 4.2.4. Suponha que dadas uma sequéncia {¢,} de TCLs do
processo U, com ¢ (t) = (xn(t),yn(t)), €ty = oo existam uma solugdo
global limitada ¢ de T, s € R e uma subsequéncia {t,,} de {t,} tais

n—oo

que |z, (s +tn,) —¥(s)|» — 0. Entdo

thm 6/\? (HtAt’Aoo) =0.

Demonstragao: Suponha por contradi¢do que tlim Ox (I Ay, Aso) >
0. Entao existem sequéncias t, — oo, an, € II; A; e p > 0 tais que
nf o —wle > p

Para cada n, temos a, € X com (an,b,) € A¢, , onde b, é algum
elemento em ), . Pelo Teorema existe ¢, = (Tpn,yn) TCL de
U tal que (an,bn) = ¢n(tn) = (@n(tn) yn(tn)), ou seja, an = xn(tn).
Definamos a funcio ¢y, = (Zn, 9in) como ¢y, (t) = ¢n(t - s).

Afirmagao: ¢, é TCL de U.

De fato, usando que ¢, é TCL é imediato que sup,eg |én(t)]x, =
SuPgeg |9 (t = 5)|x, < 00, € como ¢n(t) € Ar_s temos U (t,t = 5)¢n(t) =
U(t,t—8)pn(t—8) = pn(t) = on(t +s) € A;. Agora veja que

(‘rn(t - S)ayn(t_ S)) = ¢n(t_ 5) = én(t) = (i'n(t)agn(t))a

o que implica 2, (t) = 2, (t—5). Logo 2, (s+tn) = Tp(s+tn—5) = 2, (t,) =
an, e por hipdtese, existe 1 solugio global limitada de T tal que |a, —
O(8)|x = [En(s+tn) —1p(s)|x = 0, passando a uma subsequéncia se
necessario. Portanto infyea.. [|an-w|x < |an—9(s)|x — 0, e chegamos
a um absurdo, provando assim o resultado. [

4.3 Aplicacao as equacoes da onda

As condigoes sobre a equagao da onda com velocidade de propagagao
varidvel com o tempo foram apresentadas na Secao[3.1] Além disso um
estudo sobre a existéncia do atrator pullback tempo-dependente para
0 processo associado a essa equagao foi feito em detalhes no decorrer
do Capitulo 3.

Recorde que o processo U em questao é dado por

U(t,7):H, — Hy com U(t,7)z = (u(t),u(t))
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onde u é a unica solucgao de (3.6) e z = (a,b) € H, é a condigao inicial
para o problema. Pelo Teorema o atrator para este processo tem
a seguinte forma:

A={d:t — d(t) = (u(t),us(t)) € Hy com ¢ TCL de U}
Por outro lado, como pode ser visto em [2] [19], a equagao
aug + Au+ f(u) = g, para t >0, (4.4)

com u(0) = a € Hy = H}(Q) gera um semigrupo 7 em H;. Esse se-
migrupo admite atrator global A, e é entdo caracterizado de acordo
com o Teorema [£1.4

Note que a equacao corresponde a situagdo limite (quando
t —> o0) de (3.6). Uma pergunta natural a se fazer é: existe alguma
relacdo entre o atrator global do semigrupo 7 e o atrator pullback
tempo-dependente para o processo-TDS U apresentado no Capitulo 37

O objetivo desta secdo é justamente o de responder a essa questao.
Comecemos apresentando o seguinte resultado extraido de [18] e que
serd 1til mais adiante, na demonstracido do Lema

Proposigao 4.3.1. Sejam X, B e Y espagos de Banach com X c B c
Y e X cc B. Se F € um conjunto limitado em L=([-T,T];X) e
%—f = {%{ i fe F} é limitado em L"([-T,T];Y) onde r > 1, entio F é
relativamente compacto em C([-T,T]; B).

Demonstragéo: Veja [18, Corolario 4]. |

Para o que faremos a seguir, precisaremos da seguinte limitagao:

Teorema 4.3.2. Seja A = {A;}, atrator pullback tempo-dependente
para o processo-TDS U. Existe ¢ >0 tal que

sup sup U721 + [ lu()l*dy| <. para todo 7 <R
T

zeA, t2T

Observagao 4.3.3. O resultado anterior é consequéncia do Teorema

B:2.7 e do Teorema [3.3.10] vistos no Capitulo 3.

Lema 4.3.4. Para qualquer sequéncia ¢, = (un,0iuy) de trajetdrias
completas limitadas do processo U e qualquer t,, - oo existe uma solu-
¢ca@o global ¥ do semigrupo T tal que para todo T >0 wvale

n—oo

sup fun(t+t,) - w(t)HHl — 0,
te[-T,T]

ao longo de alguma subsequéncia.
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Demonstragao: Pelo Teorema para cada T > 0, a sequéncia
Up (- +t,) é limitada em L ([-T,T]; H2) e a sequéncia Opu, (- +t,) é
limitada em L? ([-T,T]; H). Aplicando a Proposicio com X =
Hy, B=H,Y = H er =2, conclulmos que a sequéncia u,(- +t,) é
relativamente compacta em C([-T,T]; Hy) e entdo existe uma solugdo
global ¢:R — H; tal que, passando para subsequéncia se necessario,
temos

n—o0

sup fun(t +tn) = ()|, — 0. (4.5)
te[-T,T]

Assim, usando novamente o Teorema concluimos que v €
C(R, Hy) e que sup |¢(t)|1 < co. Vejamos agora que 9 é solucdo global
teR

de T. Reescrevendo a equagdo da Secdo [3.1] para u,, em ¢ + ¢,,, temos
e(t+tn) [un(t+tn) ], +alun(t+1tn)], —Aup(t+tn) + f(un(t+t,)) = g,
e denotando v, (t) = u,(t +t,) € €,(t) = €(t + t,,) obtemos

€n(Vn)it + (vn)e = Avy + f(vn) = g,
e consequentemente

a(vn)t = —€n (V)i + Av, — f(vp) + g (4.6)

Nosso préximo passo é mostrar que, em certo sentido, €, (v, )¢ con-
verge para zero, Av,, converge para Ay, f(v,) para f(¢) e (v,): para
¢, quanto fazemos n — oco. Para isso, fixe T'> 0 e ¢ com valores em H
e suporte (-T,T). Temos

[ e @), 0@)dt D ent) (Gra (), ()
- [ en®) @uvn(t), p(D)dts
- [ cu®) (Owa(®). dup(t))at,

onde em (1) aplicamos diretamente integracao por partes, e aplicando
os limites de integracdo de =T a T, concluimos que

S 3 en® @00t 2~ [ @) (o). o))t
T
- [T en(t) (Oron (1), Orp(t))dt,

onde em (2) usamos que

en(T) (00n(T),(T)) = €n(=T) (50 (-T), (-T)) = 0,
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ja que o(T) = ¢(-T') = 0. Entao

len()l
Lo e

o NNV 1 (0] 100t
Qe [ 1Ol 100, (1)) dt
cf. Jey Ve 10Ol

. Ve ®Vea®) 10wa ()],

onde em (3) usamos a Desigualdade de Poincaré e a limitagdo para as
normas L2([-T,T]; H) de ¢ e 0;p, ja que elas tém suporte em (-7, T).

Usando o Teorema novamente temos /€, (t) [0, (t)|; € K
para alguma constante K > 0, logo

SchT\/en(t)dt
T len®l
cK
' / \/En(t (4.7)
é) 2cKT sup +/en(t)

te[-T,T]
+2cK [\/en(—T) - \/En(T)] .

’ i ; e (8) (Ouron (D). (1)) < Ver(® 18 (D)] 1o (8)dt

‘f;p €n(t) (Opvn (), (t))dt

onde em (4) usamos
T
f Ve (t)dt 2T sup en(t)
-T te[-T,T]

e também que

[T% f \/;(Ttt) = (-2 en(t) 2[Ver(-T) ~ Veu(D)].

Agora note que lim sup +/€,(¢t) =0, o que juntamente com

N0 te[-T,T]
nos permite concluir que

lim [ € (6) (0 (0, ()it =0

n— oo
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Temos

| = Avy ()= f (vn (8)) + AP (t) + f (1)) -1 < [Avn(t) = Ap(t)] 1
+ 1 (on(8)) = F(@(E)) -1 < [vn(t) =¥ () |1
+ O f (un () = F ()],
e como supye[_p7 [ f(vn(t)) = f(&(1))] < Csupp_ppy [va(t) = P (8)[
pelo Lema usando (4.5)), temos —Av,,— f (v,,) converge para — Ay —
f() em L=([-T,T];H).
Finalmente, se ¢ : [-T,T] - H é uma fungdo suave com suporte em
(-T,T), usando as convergéncias acima e , obtemos

T T
[ (et == [ (ava (o). (e,

e assim

tim [ (a0, o)t =~ [ {ab (o) eo)ar

T
| tao)o). o0
- [ Dt - Ava(®) - £ (D) + g, D)
= _;<—Aw(t) - fF(0(t)) + g,0(t))dt,
e portanto

T T
[ a0t == [ (~Av() - F@6(0) + 9. o))t

Concluimos entao que ¥ tem uma derivada fraca e além disso
athy =AY+ f(1) = g, 0 que mostra que 1 é solucao global de T e conclui
a demonstracao. ]

Teorema 4.3.5.
lim (SH1 (HtAt, Aoo) =0

t—o0

Demonstragao: Segue diretamente da aplicagdo do lema anterior e o

Teorema [£.2.4] ]

Note que o teorema acima nos diz que o atrator tempo-dependente
para o processo-TDS U se comporta assintoticamente como o atrator
global para o semigrupo limite 7.
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Apéndice A
Resultados técnicos

Neste apéndice demonstraremos ou apresentaremos as referéncias
para alguns resultados técnicos que usamos frequentemente no decorrer
do trabalho. Estes resultados, embora muito importantes, pertencem
a temas transversais ao escopo desta dissertacao. Isso justifica a nossa
opcao por explora-los nesta se¢do a parte.

Demonstracao do Lema Temos

0< (a-b)?=a%-2ab+ b,
0 que mostra o resultado. [ |
Demonstracao do Lema Uma demonstragdo para este resul-

tado pode ser encontrada em [3, pg. 2], assumindo v diferencidvel. O
caso absolutamente continuo segue diretamente deste. [

Demonstragio da Proposi¢ao[3.1.3} O operador A:D(A) c H - H
possui um sistema ortonormal completo de autovetores {v,, } em H onde
Av,, = A\yu, para todo n € N, onde 0 < Ay < Ag < ... sdo os autovalores
para este operador, contados de acordo com sua multiplicidade. Além
disso, de [21], pg. 296] temos A%y = Z)\}lﬂ (tUn,u)u, e assim

n

472" = 3 A ot ) = 5
n

> M Y [, w)* = A )

n

Portanto, |u|® < & HA1/2 ” H1 "

70



Demonstragao da Proposicao Defina f(s) = —f(s) para todo
se€R. De (3.4) segue que

lim sup & <A1

lsloeo S
Logo para alguns kK >0 e M >0 vale

f(s) <A1 — Kk para todo |s| > M.
s

onde A\ — k> 0.

Disso segue que f(s) < (A —k)s para s > M e f(s) > (A —k)s para
s<-M.

Usando a continuidade de f temos fOM f(rydr<Cie [°, f(r)dr<
Cy para alguns C7,C5 > 0. Separando em casos:

Caso 1 (s> 0):

fosf(T)de /(;M f(T)dT+/;f(T)dT<C’1+fos()\1—li)7'd7

1
< Cl + 5()\1 - I{)SZ.

Caso 2 (s<0):

fos F(rydr=- fso F(rydr = - f; F(r)dr - fS_M F(r)dr
-M
% fé (A - w)Tdr

0 1
<Ca- [ Ou-myrdr =Cot (- m)s?,
Se ¢ = max {C1,Ca} concluimos que

F(s)=-F(s)> -2\ —r)[s]* - ¢

para todo s € R. [ |
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Demonstragao do Lema Usando a Proposicao|3.1.4] obtemos

2(F(u),1):2fQF(u)d:c>—2/£;%()\1—n) luf? + ¢ do

:—()\1—/@)fQ|u|2dx—2chdm:—()\1—/@) ] = 2¢]Q)
1 1
2 —_

M

2
=-(1=p) July -

K
Ga=r)fulf=er == (15l -

onde x > 0 é algum valor tal que A\; — x > 0 e consequentemente
0 <p=5 <1 Além disso denotamos ¢; = 2¢|Q. Em (1) aplica-
mos diretamente a Desigualdade de Poincaré. ]

Demonstracao do Lema m Da hipétese (3.4]) seque que dado
n > 0, existe constante C' > 0 tal que f(s)s > (n— A;)s? + C para todo
seR. Assim

[ fyuda> [ = anlufda + €Il = (-2 lul? + CI0
(1

> - (1= 3l + i,
1

onde em (1) usamos a Desigualdade de Poincaré. O resultado segue
escolhendo 0 <7 < A1 e definindo p = )\ll ]

Demonstragao do Lema Inicialmente vejamos que para s,t €
R temos

[f(s) = FOI< I Olls =t = F'(€) + £/(0) = f'(0)] s — ¢

<
<IF' ) = F1O)Is =t + | (0)]|s -
(1)

I Els =t + ks = t] < c(L+nl)[¢]]s = t] + K |s - 1

@) )
<L+l I+ Rlls =t < [er(L+ 1) + k] Is - 4
onde |n| < [€] < |s| + [t| e denotamos k = |f'(0)]. Em (1) usamos a
hipétese (3.3) para f e em (2) a constante ¢; surge ao observarmos

que [(1+x)x]/[1+2?] é limitado para = > 0. Além disso, observe que
€% < (Isl + [#)* < |5l +21s][¢] + 111" < 25| + 2[¢[*. Togo,

1£(s) = FO) < [er + 2e lsf + 2ex [t + K] s — e} < ML+ [sf + 1) |5 1],
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onde M =max {c; + k,2¢; }. Aplicando isso as fungdes u; e ug no lugar
de s e t e considerando as imersées H; < L*(Q) e Hy — L¥(), temos

£ Cur) = Q)| € My (1 Jun [T + a7 ) Jun = ual]

2 2 — —
<My (1+ Jur |2 + o) [l < O [,
0 que encerra a demonstragao. [

Para a demonstrac¢do do Lema[3.1.8] precisaremos antes do seguinte
resultado:

Lema A.0.1. Seja ¢ :[0,00) — R fungdo absolutamente continua que
satisfaz para algum w >0 e quase todo t >0

1) + 2u0(0) < ()2 (0) + ha(0), (A1)

onde .
f hi(y)dy <my +w(t - s) para todo s € [0,t] (A.2)

t+1
sup [ [a(y)ldy < ms,
t>0 Jt
para algumas constantes my, mo > 0. Entao
t
o(t) <e™ |p(0)] et + et f e“? |ha(s)|ds.
0

Demonstragao: Vamos provar este resultado aplicando o Lema |3.1.2
a desigualdade (A.1)). Podemos reescrever (|A.1]) como

@' (t) < (h1(t) = 2w) (t) + ha(t) para quase todo t > 0.
Pelo Lema 312 segue que
o) <o) exp( [ (hi(s) - 20)ds)
+[Oth2(s)exp([st(hl(r)—Qw)dr)ds
<leexp ([ (ha(s) -2 ds)
+f0t|h2(s)|exp(fst(h1(r)-2w)dr)ds.

(A.3)
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Agora observe que

exp ([Ot hi(s) - 2wd8) (=1)eXp ([)t hl(s)ds) e (A.4)
<

) -
em1+wte wt — emle wt7

e também que

exp (fst hi(r) - 2wdr) =exp (fst h1(7’)d7’) o~ 2w(t=s)

(2)
< em1+w(t—s)e—2w(t—s) _ 6m1€—wt6ws’

onde em (1) e (2) apenas usamos (A.2). Logo

/Ot |ha(s)|exp (/j hi(r) - 2wdr) ds

t (A.5)
< em‘e_wtfo e“* |ha(s)|ds.
Portanto, aplicando e em obtemos
p(1) <lp(O)]em et s et [ i) ds.
n

Demonstragao do Lema |3.1.8; Para um certo 7 fixado defina

¢:[0,00) — R por ¢(t) =(t+7),
hy:[0,00) — R por hy(t) = ¢(t + 1),
ho : [0,00) — R por ho(t) = k.

Note que

t+1 t+1
sup[ |h2(y)|dy=sup/ kdy =sup [k(t+1) — kt] =supk =k = mq
t20 Jt t20 Jt 120

t>0

e, para todo s € [0,t], temos:

fsthl(y)dy:fstq(y+7—)dy:/:+Tq(z)dZ

+T

< f qg(z)dz<m<my +w(t-s),
T
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para mi = m. Além disso para ¢ > 0 temos

O (t) +2wp(t) =o' (t+7) + 2wrh(t +7)
Sqt+7m)Y(E+71) +k=hi(t)e(t) + ha(t),

e portanto estamos em condigoes de aplicar o Lema [4.0.1] que nos dd

t
Y(t+7) = (t) <™ |p(0)| e + e f e“? |ha(s)|ds
0
_ enbw(T)e—wt + eme—wtkw—l (ewt _ 1)

=emPp(1)e "t —keMe Wl + ke™w T <e™Y(1)e ™ + keMw ™!
Fazendo s =t + 7 chegamos a

W(s) <p(r)e™e ) 4w te™,

]
Demonstragao do Lema |3.1.9; Para 0 <z <1 temos
(1+a)" k o ok
<(1+ <27,
1+xk (1+2)
Ja para z > 1 temos
k k k
(1+x) g(1+33) :(1+1) <2F,
1+zk xk T
e conclui a demonstragao. [

Demonstragao do Lema De ([3.4]) existe M >0 tal que
f(s)
s

> -1 para todo s € R com |s| > M,
e logo
(f(s)+sA1)s >0 para todo s € R com |s| > M.

Agora seja h:R - R uma fungdo C*°(R) satisfazendo 0 < h <1, h=1
em [-M,M]eh=0em [-2M,2M]°. Defina fo(s) = (1-h(s))(f(s)+
sA1) para todo s € R. Temos

fols) ==h'(s) (f (s) +sA1) + (1= h(s))(f(s) + A1)

0]



0(s)=
=[=h"(5)(f(s) + A1) =R (s)(f'(s) + A1) =R (s)(f'(s) + M)] (A.6)
+(1=h(s))f"(s).

Como f(0) =0 obtemos fo(0) = (1 -h(0))f(0) =0. Como h(0) =1
concluimos também que f{(0) = -h'(0)f(0) + (1 - ~(0)) (f'(0) + A1) =
0. Note ainda que a expressao entre colchetes em (A.6)) se anula em
[-2M,2M]°, o que implica que serd limitada em R. Como 0 < 1-h(s) <
1, usando (3.3)) concluimos que existe &k > 0 tal que |f{/(s)| < k(1 +]s]),
para todo s € R.

Observe ainda que

07 |S| <M
fo(s)s =1 (1=h(s))(f(s)s+5°\1), M <l|s| <2M
f(s)s+ 8%\, |s| > 2M

e como 1 - h(s) >0 para todo s, segue que fo(s)s >0 para todo s € R.
Por fim, defina

f1(s) = f(s) = fo(s) = f(s) = (1= h(s))(f(s) + sA1)
=h(s)f(s)+sAi(h(s) - 1).

Derivando obtemos
fi(8) =1 () f(s) +h(s)f'(s) + Ai(h(s) = 1) + sA D' (s),

e como h se anula fora de [-2M,2M ], concluimos que |f{(s)| < k para
todo s € R, e conclui a demonstracao do lema. ]

Demonstracao da Proposicao [3.3.2f Primeiramente observemos
que

(1)
[fo() <o (sl < 1fg (1€l sl < E(L+nl) |€] |s]
(2) :
<k(U+[s]) [s1* <k (Js] +15*),
onde |n| < [¢] € |s| e em (1) usamos (3.23). Além disso, note que

[(1+2)2?]/[z + 23] é limitado para z > 0, logo tomando x = |s| existe
uma constante ki que satisfaz a desigualdade (2).
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Portanto, existe uma constante K > 0 tal que
o2 4 o 2 4
[1Fs@lde< [ R +1ol)dz = B (ol + [o].)
) 2 4 2 2
< K([lvly + lvly) < KA+ [v]7) [l

onde na desigualdade (3) a constante K surge ao usarmos as imersoes
H1 g L4(Q) € H1 > LQ(Q)

Para a primeira desigualdade, defina fo(s) = —fo(s) para todo s.
De segue que fo(s)s < 0 para todo s € R e consequentemente
f"T(S)SOparas;t(). Logo se > 0 temos f"T(S)Snparatodos;tO.

Ou seja, se s é nao nulo vale

fo(r)dr = ~O77-Td7'< 377|7'|d7
J; = [ P [

e se s = 0 isso segue trivialmente. Entéo definindo Fy(s) = I fo(y)dy,
para v € Hy, temos

n 2
:*S,

2

_<F0(7))71):(F0(U),1>:-/g;ﬁb(’l})d.’ligLg|v|2d$:qu)HQSZLAlHUH?,

e como 7 > 0 é arbitrario, o resultado segue. ]

7
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