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Resumo

O presente trabalho apresenta os chamados problemas inversos, e faz um estudo de como
é possivel contornar as dificuldades para encontrar a solugao desses problemas. Aborda,
ainda, técnicas de regularizagao para problemas inversos lineares, associados a uma equagao
do tipo Axr = y, trazendo uma andlise de convergéncia para o método do Gradiente, e
alguns resultados dos métodos de Tikhonov, Tikhonov Iterado, e de um método mais
moderno conhecido como Método das Projecoes Relaxadas. Trata também do problema
inverso da Tomografia Computadorizada, juntamente da discretizacao do problema, além
de realizar testes numéricos que permitem a observacao do desempenho dos métodos

estudados aplicados a esse problema inverso.

Palavras-chave: Problemas Inversos Lineares; Métodos de Regularizagao; Tomografia

Computadorizada.



Abstract

This work presents the so-called inverse problems, and studies the difficulties in finding a
solution to these problems. It also address the regularization techniques for linear inverse
problems, associated with an equation of type Az = y, bringing a convergence analysis
to the Gradient-like methods, and some results from the classical Tikhonov methods,
Iterated Tikhonov, and from the more modern Range Relaxed method. It also deals with
the inverse problem of Computed Tomography, together with the discretization of this
problem, in addition to carrying out numerical tests to compare the performance of the

studied methods applied to it.

Keywords: Linear Inverse Problems; Regularization Methods; Computed Tomography.
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1 INTRODUCAO

Os problemas inversos consistem em um conjunto de problemas onde se objetiva
determinar a causa de um fenémeno através da observacao do efeito por ele produzido.
A geologia, a engenharia, e a medicina sao algumas das tantas areas onde os problemas
inversos se apresentam. Um exemplo, na medicina, é a tomografia computadorizada, pois
com base na perda de intensidade de raios X, medida durante um exame, busca-se conhecer
a densidade de um tecido no corpo, porém sem a necessidade de se observar diretamente.

Este trabalho aborda justamente esse problema.

Na modelagem matematica, um problema inverso é associado a uma equagao do
tipo Ax =y, com A podendo ser linear ou ndo. Quando A é linear temos um problema
inverso linear; caso contrario, é nao linear. Além disso, um problema inverso pode ser bem
posto ou, caso contrario, mal posto. Desse modo, inicialmente temos a Defini¢ao 1, para

problemas bem postos, proposta por Hadamard (1902).

Sendo, geralmente, mal postos, como meio para encontrar solucoes aceitaveis para
um problema inverso desse tipo sao usados os chamados métodos de regularizacao. Desse
modo, neste trabalho, apresentamos alguns métodos de regularizagao classicos (Tikhonov
e Gradiente), e um método mais moderno (Proje¢oes Relaxadas), bem como resultados

que envolvem os métodos, e testes aplicados a Tomografia Computadorizada.

Além do presente capitulo, a continuagao da dissertagao estd dividida em mais trés

capitulos do seguinte modo:

« Capitulo 2: Este capitulo formaliza e detalha a definicao de problema inverso bem
posto, segundo Hadamard, e aborda as limitagoes associadas a essa definicao. Na
secao 2.1, estudamos a generalizacao da solucao para problemas mal postos e a ideia

de Pseudo-Inversa.

o Capitulo 3: Dividido em duas secoes, este capitulo apresenta diferentes métodos de
regularizacao. Na primeira sec¢do, discutimos os métodos classicos de Tikhonov e
Gradiente; na segunda secao, introduzimos o método mais moderno das Projecoes

Relaxadas com penalizagoes convexas.

o Capitulo 4: Também dividido em duas se¢bes, na primeira abordamos o problema da
Tomografia Computadorizada e a modelagem matematica que o envolve. Na sequén-
cia, segunda secao, apresentamos a discretizacao e implementacao computacional
desse problema. Além disso, experimentos numéricos sao realizados na aplicacao
dos métodos de regularizacao ao problema da Tomografia Computadorizada, e os

resultados quanto ao desempenho dos métodos no problema sao apresentados.
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2 Teoria da Regularizacao - Problemas Linea-

res

Sejam X e Y espagos vetoriais normados e A : X — Y um operador linear e

continuo de modo que y € Y. Considere a equagao

Ax =y. (2.1)

Temos que o problema direto associado a equagao (2.1) é o problema no qual
conhecemos o vetor x (o causador de um efeito a ser estudado) e o operador A, e a partir
destes é possivel calcular y, isto é, o efeito gerado por A em z. Por outro lado, o problema
inverso associado a equacao (2.1) é o problema em que conhecemos o valor y (efeito
gerado) e o operador A, e queremos encontrar uma solugdo = (causa do efeito) que satisfaz

a equagao (2.1).

Definicao 1. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e A: X — Y um operador linear
e continuo. Dizemos que o problema inverso associado a tripla (A, X,Y) é bem posto,

sequndo Hadamard, se as sequintes propriedades sao vdlidas:
())Vy €Y, Iz € X tal que Az = y. (Sobrejetividade de A)
(1i)Vy € Y existe no maximo um x € X tal que Ax =vy. (Injetividade de A)

(ti1) Seja Ax =y. Se a sequéncia (yx) C Y € tal que y, — y, e se a sequéncia
(xr) C X € tal que Axy = yy, Yk, entdo xy — x. (Estabilidade)

Se (A, X,Y) nao for um problema bem posto, chamaremos entdao de problema mal
posto. Isto é, quando qualquer um dos itens da Defini¢cao 1 nao for satisfeito o problema

serd um problema mal posto.

Frequentemente, os problemas inversos sao mal postos, o que torna necessario

encontrar meios para contornar as violagoes dos itens acima.

Para o item (i), quando nao satisfeito, é possivel restringir o espago dos dados
tomando a imagem de A, R(A), como contradominio, por exemplo. Ou, ainda, aumentar

o espaco de solugoes e admitir solugoes generalizadas.

Quando o item (ii), a injetividade, nao é satisfeito, é possivel impor uma condigao
a priori para escolher, entre todas as solugoes a mais conveniente. Por exemplo: a solucgao
de menor norma, se existir, ou a que possuir o menor valor funcional, para algum funcional

pré-fixado.
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Note que, com A linear, continuo, inversivel e X e Y espagos de Banach o item (iii)
se cumpre, isto é, 47! : Y — X é continua, Kreyszig (1978, p. 286). Mas, por depender da
topologia usada, a continuidade da A~! em casos gerais, é mais delicada de ser satisfeita,
pois ao mudar a topologia usada pode-se descaracterizar o problema. Conforme ilustra o

exemplo a seguir:

Exemplo (Operador integral): Sejam X = (C[0, 1], [|-[oc), | fllco = sup,epo,1y(1f(2)])
e Y = (CHO,1],|.|lc1), com C0,1] = {f € C[0,1] : f" € C[0,1]ef(0) = 0} e
[ fllor = sup,eoq [f(@)] + sup,epq [f'(2)] e, seja A o operador integral A : X — Y,
definido por:

(AP)(@) = [ f(s) ds, x € [0,1]
Vamos verificar se o problema é bem posto segundo Hadamard:

Prova: Primeiramente verificaremos se A esta bem definido, é linear e continuo:

o A estd bem definido, pois se f € C[0, 1], entdao Af é continuamente diferencidvel

(pelo Teorema Fundamental do Célculo). Além disso:

(AN©) = [ 7(s) ds =0

0

o Aélinear: Sejam f,g € X e A € R. Entao Vx € [0, 1],

AN +9)(x) = [ (Af +9)(s) ds
= ["Ass) + g(s) ds
_ /\/Oxf(s) ds—i—/oxg(s) ds
— M (x) + Ag(x)
= (AAf + Ag)(z)
Logo, A\f +g) = MAf + Ag.

o A é continuo: Seja f € X, x € [0,1]. Entao

An@l =| [ ris)as

< [ 1f@lds
< sup [7(s)|(z ~0)

s€[0,1]

= [[flloo (2)-

Assim, 1, o1 |(AN)(@)] < 5Upycio [/ (z) = [[f]le. Observe que (Af)(x) =
f(x), Yz € [0, 1].
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Logo, sup,cpo) [(Af) (2)] = sup,ejo ) [1f (@) = [[f]loe-
Logo,
IS = supgepo | (AS) (@)] + sup,epo 1 [(Af) ()]

< [ flloo + 1 flloo
= 2[[floe-

Ou seja, A é limitado e, portanto, continuo.

e Vamos checar agora se (A, X,Y) é um problema bem posto ou nao: (ii) Seja f € X

e suponha que Af = 0. Vamos provar que f = 0. De fato, Vx € [0, 1],

0= (Af)@) = [ F(s)d

Dai,
d d [ [*
—_— = — = 1
)= [ 5] = 0= fla)ve e 0.1
Logo, f = 0. Portanto, A é injetivo.

(i) Seja g € Y. Tome f = ¢'. Entdo, f € C[0,1] = X. E, ainda, Vz € [0, 1]:

(ANG) = [ f)ds = [ g(s)ds = g(x) = 9(0) = g(a)

Logo, Af = g e portanto A é sobrejetivo.
(iii) Seja A™': Y — X, onde (A7 'g)(z) = ¢'(z), = € [0,1]. Vamos provar que A~' é
continua Vg € Y, Vx € [0, 1]: Note que: |(A™1g)(z)| = |¢/(z)|, entéo:
AT gl = sup,eoq) [(A™g) ()]
= SUPgze[0,1) 9 ()]
< sup,eoq) 19 ()] + sub,epqy l9(2)ly

||9HY

Logo, A~! é limitada e, portanto, ¢ continua.

Assim, (A, X,Y) satisfaz as condigoes na definicdo de Hadamard, e, entdo é um

problema bem posto.

Provaremos que, no exemplo acima, substituindo Y = C[0, 1] por C[0, 1] (e disto,

X =Y), o problema (A, X,Y) ndo é bem posto, segundo Hadamard.

Prova:

o A segue bem definido, e linear.
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» A segue sendo continuo. De fato, seja f € X e x € [0,1]. Entao

[(AF) @) < ([ flse

e, entdo ||Af|y = sup,ep ) [(Af)(2)| < [|flloo. Assim, A ¢é limitado e, portanto,

continuo.

Agora, mostraremos que o problema nao satisfaz a Estabilidade (condigdo (7i7) na

definicdo de Hadamard, a Definigdo 1). Para isso:

Tome g €Y, gu(x) = g(z) + €, sin (nz), €, > 0, e €, — 0 . Entao:

(g0 = 9)(@)] = lgn(z) — g(2)|
= €, sin (nx)|

< e, Vz e 0,1].

Logo, [|gn — glly = sup,epp 1) [(9n — 9)(2)| < €n — 0. Mas, g;, = ¢'(x) + ne, cos (nz).
Dai, Vx € [0, 1], segue que:

|(gn — g)(x)| = |ne€,. cos (nx)| = n.€,| cos (nx)|.

Entdo: [|g;, — ¢'[[x = n.€,(sup,epq; | cos (n.z)|) — oo, quando n — oo.

Assim, com f =g, f, =g, g € Cl, segue que:

Af =9, Al =9n: llgn —glly = 0e | fu — fllx = o0

Ou seja, temos que f,, - f.

Sendo a definicdo de Hadamard nao tao simples de ser satisfeita, queremos entao
generalizé-la de modo a satisfazé-la de maneira menos restritiva. Para isso, introduzimos

o seguinte topico.

2.1 A Pseudo-Inversa de Moore-Penrose

Sejam X e Y espacos de Hilbert reais e A : X — Y um operador linear e continuo,
A€ L(X,Y), de modo que Az =y, comy € Y.

Para cumprir a sobrejetividade, de maneira generalizada, buscamos & € X tal que
[AZ —y|| < || Az —y[|,V2 € X.

Teorema 1. Sejam © € X ey € Y. Entdao sdo equivalentes:

(i) |AZ —y| < [[Az —y||, Vo € X.
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(iii) A* A = A*y.

Observagoes: 1) IP’M(-) 1Y — Y é a projecao ortogonal em R(A).
2) A* Y — X ¢ a adjunta de A.
3) Note que A* A% = A*y <= A*(A% —y) =0 < A% —y € N(A*) = R(A)*.

Ou seja, A% — y é "normal’, ou ortogonal a R(A)* e, disto, chamamos a equacdio (iii) de
Equacao Normal.
Prova: (i) = (i7)

Supondo que (i) é verdadeira. Como & € X ¢é fato que Az € R(A). Sejaw € R(A).
Tome (wy) C R(A) tal que wy — w. Agora, considere () € X uma sequéncia tal que
Azy, = wy.. Por (i): [[AZ —y| < Az —y| = lwr —yll, Yk € N.
Assim,
Jw =yl = | Jim (w) — ]
~ | tim (w, — )
—00
— tim oy — gl > 142 — y].
—00
Portanto, segue o item (i7).
(id) => (iii)
Supondo que o item (ii) seja verdadeiro, isto ¢, A% = Prr7(y), temos que (y—AZ) €

R(A)L C R(A)*. Assim, pela Observagao 3) temos que A*A% = A*y, como querfamos
mostrar.

Seja A* Az = A*y. Tome z € X, entdo, pela observacao 3), A% —y € R(A)".
Mas, Ar —y = A(x — &) + A% — y e como A(x — &) € R(A), pelo teorema de Pitagoras

segue que
Az —y* = | A(z — 2)|I* + | AZ — y|I* > | Az — y||*.

Portanto, como desejavamos mostrar:

[ Az —y|| = [[AZ = yl|

Podemos agora definir para caday € Y o conjunto de solugoes de minimos quadrados

por S(y) :={zr € X : A" Az = A*y}.

Teorema 2. Seja y € Y. Entao:
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(i) S(y) é convezo e fechado.
(ii) S(y) # 0 <= y € R(A) & R(A)*.

Prova: Veja Pauleti (2021, p. 85).
[ |

Teorema 3. Suponha que y € R(A) ® R(A)L. Entdo existe uma tnica solugio de
minimos quadrados x7 € X tal que ||z7]] < ||z||, Vo € S(y). Isto é, o conjunto das solugdes

de minimos quadrados admite um unico vetor de norma minima.

Prova: Veja Pauleti (2021, p. 86).
|

Assim, podemos associar para cada y € R(A) ® R(A)* um tnico 2 € S(y) C X,
tal 2 é dito solucdo de norma minima. A pseudo-inversa de A, Af, é o operador que
associa cada y ao z' respectivo conforme a definicdo a seguir. Observe, ainda, que se A é

inversivel, entdao 47! = A,

Definigao 2. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € L(X,Y). Definimos o conjunto
D(A") == R(A)® R(A)* e o operador AT : D(A") CY — X tal que Aly = 2. Onde AT é
chamado de pseudo-inversa, inversa generalizada ou inversa de Moore-Penrose

e, vt = Aly é chamada de solugdo de morma minima para Ax = y.

Teorema 4. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € L(X,Y). Sejay € D(A') e a2t = Aly.
Entio, 7 € N(A)* e S(y) = 27 + N(A). Em particular, x7 é a inica solu¢io de minimos
quadrados em N(A)*.

Prova: Veja Pauleti (2021, p. 87).
|

Teorema 5. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € L(X,Y). Entdo, A" possui as

sequintes propriedades:

(i) D(A") =Y < R(A) = R(A).
(ii) R(AT) = N(A)*L.

(iii) N(AT) = R(A)*.

(iv) AT € linear.

(v) AT é continua <= R(A) = R(A).
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Prova:

. (7)
(=) Suponha que D(AT) =Y, entdo R(A) & R(A)* =Y. Seja v € R(A) qualquer,
v € R(A) e d € R(A)* tais que v = v + 9 entdo, como R(A) = (R(A)*)*, temos

que:

Assim, o = 0. Portanto, v € R(A) e entdao R(A) C R(A). A inclusao R(A) C R(A)
é imediata. Por fim, segue que R(A) = R(A).

(<) Supondo, agora que, R(A) = R(A). Como R(
R(A) = (R(A)Y)*. Portanto, D(A") = R(A) @ R(A)*

) = (R(A)Y)E, segue que

. (i1)
R(AT) C N(A)*: Pelo Teorema 4 temos que z' € N(A)*, portanto R(AT) C N(A)*,
como desejado.
N(A)* C R(A"): Sejax € N(A)* e, seja y = Az € D(AT) do que segue x € S(y) =
Ay + N(A) (pelo Teorema 4). Agora, com x € N(A)t ez € {ATy + N(A)}, entao
r=Aly € R(A").
Portanto, R(A") = N(A)*.

. (iid)
N(A") C R(A)*: Sejay € N(AT). Temos que, para 27 = ATy = 0, 27 é solucao de
A* Az = A*y. Disto, segue que, como z! = 0 entdo A*y = 0, ou seja, y € N(A*) =
R(A)*. Portanto, N(A") C R(A)*.
R(A)Y C N(A"): Sejay € R(A)t = N(A*). Entdo, A*y = 0. Temos que
2t = Aly é solucdo de norma minima da equacdo normal A* Az = A*y = 0. Assim,
Aly =27 =0, e entdo y € N(A"). Logo, R(A") C N(A").
Portanto, segue a igualdade desejada N(AT) = R(A)*.

Para mostrar os proximos itens, precisamos mostrar um resultado auxiliar sobre
projecoes:
AAly = Pr5(y), y € D(AY).
De fato, seja y € D(A") = R(A) ® R(A)*. Segue que, como z' = Afy, 2T é solugao de

minimos quadrados e, pelo Teorema 1, temos que:

AAly = Ax’ = Pr5(y).
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« (i)
Para mostrar a linearidade de A’ considere 31,y € D(A') e A € R. Entdo, pelo

resultado auxiliar:
A(A (Y1 + M) = Py + Ave)

Priy(y1) + APrzy(v2)
A(Afy; + ANATys)

Entao, A[(A"(y1 + A\y2) — (ATy; + AATy,)] = 0. Como pelo item anterior R(A") =

N(A)* e, este é um espago vetorial, entdo

(A" (g1 + Ago) = (ATyr + AATy)) € R(AT) N N(A) = N(A)" N N(A) = {0}

Assim, temos que
Al (g + Myp) = Alys + A ATy,

Portanto, A" é linear.

« (v) (=) Suponha A" continua. Como A' ¢ linear, pelo item anterior, e estd definida
em um subespaco denso de Y, entao existe ' : Y — X uma extensao linear e
continua de A" tal que E(y) = Aly, vy € D(AT).

Agora, da continuidade de A: X — Y, temos que AF : Y — Y é também continua.

Assim, Yy € D(A") segue que:
AEy = AAly = Preay(v)-

Como Pzz5(+) ¢ um operador continuo, entdao AE ¢ Pz sdo fungoes continuas e

iguais em um subespaco denso de Y e, entao sao iguais em Y.

Disto, temos que:

R(A) = R (Prz())
— R(AE) C R(A)
e, entdo, R(A) = R(A).

(<) Suponha R(A) = R(A). Defina:
A: N(AT = R(A)

x— Ax.

Entao:
e A estid bem definida.

e A ¢ linear (coincide com A em N(A)' e A é linear).
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e A é injetiva, pois se T € N(A)* é tal que AT = 0 entdo z € N(A)LNN(A) = {0}.

Portanto, injetiva.

e A é sobrejetiva. Seja y € R(A), entdo existe 2 € X tal que Az = y. Como N(A)
é fechado, X = N(A) ® N(A)L. Entdo x = x, + 19, 1, € N(A) e 25 € N(A)*L. Disto,

segue que

Azy = A,
= Axy+0
= Azy + Axy
= A(zy + x9)
=Ar =y.
Portanto, A é sobrejetiva.

e A é limitada, pois se z € N(A)*

el = || Azl < [A][lz]]-

Assim, como N(A)* e R(A) sao subespacos fechados (por hipdtese R(A) é fechado),
e por serem subespacos de espagos de Banach sdo também Banach. Logo, AL R(A) —
N(A)* é um operador linear e continuo. Agora, como R(A") = N(A)L, temos que AAT
estd bem definido em D(A") =Y (pelo item (i)).

Assim, AA": Y — Y est4 bem definido. Dai, Vy € Y

|ATyl| = [ AT (AATy)]|

< A AATy]
— LA AATy]
— AP (9)]

< AT IPrgll- v
= A7 LIyl = (A= llyll

Portanto, A" é continua.

Note, que para R(A) C Y fechada segue que D(A') =Y e entdo a equacio Az =y
possui tinica solucdo generalizada x' = A'y, para todo y € Y. Além disso, tal solucdo
depende continuamente dos dados, visto o item (v) do teorema acima. Assim, para R(.A)
fechada, a solucdo generalizada x' satisfaz as condicdes da definicdo segundo Hadamard.

Isso possibilita a definicdo a seguir.
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Definicao 3. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € L(X,Y). A tripla (A, X,Y) é
chamada de problema bem posto, seqgundo Nashed, se R(A) = R(A). Caso contrdrio

(A, X,Y) € um problema mal posto.

A partir de agora, sempre que for mencionado um problema bem posto, serd com

relacdo a Definigao 3, a defini¢cdo segundo Nashed (1987).

Teorema 6. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € L(X,Y). Sejam M = R(A) e

W = N(A)*. Entdo, A' ¢ caracterizada pelas chamadas equagoes de Moore-Penrose:
(1) AAT = Pur|pran ()
(i) ATA = Py ().
(iii) AATA = A.
(iv) ATAAT = Af,

Prova: Veja em Pauleti (2021, p. 90).
[

Temos, portanto, a generalizacao da definicao de um problema inverso bem posto.
Assim, temos uma caracterizacio para a pseudo-inversa A". Em particular, para operado-
res compactos entre espagos de Hilbert, A € I(X,Y), a tripla (A, X,Y) é um problema
bem posto se e somente se R(A) tem dimensao finita, veja em Margotti, Hafemann e

Santana (2023, p. 77). Ou seja, temos ainda em maioria problemas inversos mal postos.
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3 Métodos de Regularizacao de Problemas

Lineares

Sejam X e Y espacos de Hilbert reais e A € L(X,Y). Considere, o problema inverso
Az =1y, comy € R(A) e ||y’ —y|| < 0,6 > 0. Temos que y° € Y é uma "perturbacio'de y.
Nosso objetivo é determinar uma aproximacio para = = A'y a partir de y°. Sabemos que
se a imagem de A é fechada, temos que y° € D(A) =Y, o que implica em o problema
ser bem posto e, da continuidade de A", podemos aproximar a solucdo generalizada por

um vetor x} = Afy® de maneira que vale a convergéncia:

|z — zf|| = 0, quando § — 0.

Visto que:
lf — 2| = |Afy® — Aly]|
= [lAT(y* — y)l|
< [JAMly® =yl < [l AT]}6.

Porém, a continuidade da pseudo-inversa nao é garantida quando R(A) nao é
fechada, impossibilitando uma boa definicdo da norma do operador. E, ainda, o problema
sendo mal posto implica na possibilidade de y° ndo pertencer & imagem de A, visto que
D(.AT) # Y. Como meio para assegurar a convergéncia acima, isto é, a aproximacao
da solucdo generalizada, buscamos substituir a pseudo-inversa A" por um operador de

reconstrucao.

Definicao 4. Um operador de reconstrugcdo para o problema inverso Ar =y é um

operador continuo (nao necessariamente linear) R 1Y — X que satisfaz R(0) = 0.

Note que se o problema inverso for bem posto, uma opcao para o operador de
reconstrucao serd R = Af. Caso contrario, buscamos aproximar A" por uma familia de

operadores de reconstrugao (conforme definigdo a seguir).

Definicao 5. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € L(X,Y). Seja (Ra)as0 uma familia
de Operadores de Reconstrucao. Se existe uma fungao « : (0,00) X Y — (0,00) tal que

para cada y € R(A) vale

sup {a(0,y") : y* € Y, [ly — ¢’|| < 5} — 0, quando § -0,

sup { || Ragynyy’ — A'yll - y° € Y, ly = || < 5} = 0, quando 5 — 0,
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entio, o par ((Ra)as0, ) € chamado de Método de Regularizagdo para o operador A'.
Se cada R, for linear, chamamos de Regularizagdo Linear. A funcio a é chamada
escolha de pardmetro, e o valor a(8,y°) é chamado de Pardmetro de Regularizacdo.
Se « depende apenas de § dizemos que € uma escolha de parametros a priori, e se depende

de § e y® dizemos que é uma escolha a posteriori.

Lema 1. Sejam A € L(X,Y) e ((Ra)as0, @) uma reqularizagio linear para Af. Se

R(A) # R(A), entio a familia (|Ral||)a>0 € ndo limitada.

Prova: Veja em Rieder (2003, p. 54).
|

Para uma regularizacio linear, o erro de regularizagio |R.y° — Afy|| é limitado

da seguinte forma:

IRy’ — Ayl < |Ray’ — Rayl| + |Ray — Aly||
erro nos dados erro de aproximacio

= IRa(y’ = 9)ll + [ Ray — Alyl|
< [Rall 6 + IRay — Aly].

Se y —y° & D(AT) o erro nos dados tende ao infinito, e o erro de aproximagao tende
a zero quando o a — 0. Mas, para o — 00, o erro de aproximacgao pode ser muito grande,
veja em Rieder (2003, p.54). Assim, nossa intengdo é encontrar um « 6timo responsével

por minimizar o erro total.

Veremos a seguir que, além da possibilidade da escolha de pardmetros o depender
ou nao de y°, quando o nao depender do nivel de ruidos §, uma regularizacio existira

apenas no caso de termos um problema bem posto.

Teorema 7. (Veto de Bakushinskii)

Seja A € L(X,Y) com X, Y espacos de Hilbert reais. Entdo existe uma regqulariza¢io
(Ra)as0, @) para AT de modo que o ndo depende de § se, e somente se, R(A) = R(A).

Prova:

(=) Seja ((Ra)a>0, @) uma regularizacao e, como a nao depende de §, considere-
mos o = a(y’). Defina uma sequéncia (6;)7%; C (0,00), que satisfaz § — 0. Da defini¢ao

de regularizagio segue que, Vy € R(A),

sup {HRa(ya)y‘S — Ayl €Y, |ly — 0| < 5} — 0,quando ¢ — 07, (3.1)

Em particular, para y € R(A): Ray = Aly.
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Agora, seja y € R(A) e considere a sequéncia (y,)>, C R(A) tal que y, — ¥.
Considere, ainda, uma sequéncia (A'y,) de modo que 6, = ||y — ya||, e disto §,, — 0,

quando n — co. De (3.1), segue que Ay, = Ry, yn = Ay, quando n — co.

Logo, Afy, — Afy. Assim, temos a continuidade de A" em y, e portanto em Y, ja
que AT é linear. Por fim, pelo item (iv) do Teorema 5 segue que R(A) = R(A).

(<=) Seja R(A) = R(A). Pelo item (i) do Teorema 5 segue que D(A') =Y e,
pelo item (v) do Teorema 5, A" é continua. Assim, para qualquer a que independe de 6,

tomando R, = A, temos um método de regularizacao.

Teorema 8. Sejam X,Y espagos de Hilbert e A € L(X,Y). Suponha que R(A) # R(A)
e seja ((Ra)as0, @) uma reqularizagio para A' com R,0 = 0,Ya > 0. Entio ndo existe

fungdo h : [0,00) — [0,00), com lims_oh(d) =0 tal que

sup { | A"y — Rayny’ll v € R(A), lyll < 1,9° €Y, [ly — || <6} < h(6).

Prova: Veja Rieder (2003, p.55).
[ |

Note que, por esse teorema, nao ¢é possivel definir a velocidade de convergéncia da
regularizacdo de um problema mal posto uniformemente para todos os vetores de R(.A).
Para isso, ¢ necessario que se adicionem restricoes com relagao a solucao generalizada,
as quais sao chamadas condigoes de fonte. Condigoes estas que restringem, de forma
conveniente, o espaco que contém a solucao generalizada, possibilitando a avaliagao de
qual o melhor método de regularizagao para um determinado problema inverso. Isso pode

ser realizado comparando os métodos através do chamado erro do pior caso.

Nesse trabalho nao estudaremos, taxas de convergéncia, condi¢oes de fonte e o erro
do pior caso, mencionados anteriormente. Para uma visao geral desses temas, consulte
Kirsch (2011), segao 1.3.

3.1 Meétodos Classicos

3.1.1 Método de Tikhonov

Sejam XY espacos de Hilbert, A € L£(X,Y). Considere o problema inverso
Az =y, comy € R(A) e ||y’ —y|| < 9,0 > 0. Para cada o > 0, o funcional de Tikhonov
T, : X — R é definido por

1 1
T(a) 1= 54w = of)12 + o o] (32)
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Esse método busca aproximar a solu¢ao do problema inverso através do minimizador
do funcional T,. Temos T, um funcional estritamente convexo e coercivo. Pela Proposicao

1.2, em Ekeland e Témam (1999, p.35), segue que T, possui um tnico minimizador.
Defina z,, := arg min{T,(x) : © € X}.

Sendo T,, Gateaux Diferencidvel, a derivada de Gateaux (VT,) existe, e VT, (z,) =
0. No que se segue, vamos determinar a derivada de Gateaux de T, sejam x,v € X.

Entao, a derivada direcional de T, no ponto = e na direcao de v ¢ dada por:

T tv) — T,
DT, (z,v) = lim ol@ + t) ol)
t—0 t

(3.3)

Temos que:
1 5112 1 2 1 5112 Lo
Tolz +t0) = Ta(z) = SIA@ +t0) = |+ asllo + 1ol = S| Az — o - as o]
1 512 5 2 2
= Sl Az = y°I7 +2(Az — ", Atv)) + [|AG) [ + || (3.4)

+2a(z,tv) + aftv]® — | Az — °|* — ajz|]

1
= 5[2t<./4x — o, Av) + 2| Av||? + 2ta(z, v) + t2av|?].

De (3.4), em (3.3), temos

g VLoD ot — 7, o) + 204, 0)
= (A*(Az — ), v) + alr,v) (3.5)
= (A*(Az — %) + ax,v).

Onde A* : Y — X ¢ a adjunta de A. Por DT, (x,v) = (VT,(z),v), juntamente
com (3.5) segue que (VT,(z),v) = (A*(Az — 3°) + ax,v),Vz € X. Como, para x° temos
VT, (z°) = 0. Entao,

VT, (2°) = A*(Az® —y°) + a2’ =0
— (A" A+ al)a® = A%y°
=1 = (A" A+ aol) ' A"y
E, entdo, de 2° = R,y° segue que Ry = (A*A + al)PA*. (Ra)aso ¢ a familia de

Operadores de Reconstrucao.

Teorema 9. Suponha que a« = a(§) — 0 e S LEEN 0, quando & — 0. Entdo, 2° — z = Aly,

a(9)
Vy e R(A) ey’ —yll <0.
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Prova: Veja em Margotti, Hafemann e Santana (2023, p.87).
[

No método de Tikhonov classico temos uma escolha de parametro a priori, isto é,
a escolha do parametro de regularizagao é em funcao do ruido ¢ sem depender do vetor
com ruidos y°. Assim, para R, = (A*A + al)"1A* com a de acordo com o teorema
acima, o par ((Ra)as0, @), satisfaz as condigoes da Defini¢do 5 e é, portanto, um método

de regularizacao.

3.1.2 Método de Tikhonov lterado

Sejam XY espagos de Hilbert, A € £(X,Y). Como antes, considere o problema
inverso Ar =y, com y € R(A) e ||y° —y|| <6, > 0. O Método de Tihonov Iterado, ¢
um método que gera uma sequéncia aproximando-se de z', isto é, convergindo a solucdo

generalizada do problema inverso. Definimos o seguinte funcional 7} : X — R:
1 5112 1 2
Ty(x) := §||Ax -yl  + ak§||x —zgl|% ke N (3.6)

Tomamos xy € X um chute inicial, e x; obtido a partir do xy. Note que de modo
analogo ao Tikhonov Classico, T é uma fungdo coerciva e estritamente convexa. Assim,

podemos definir 1 o minimizador de Ty. Assim, para k € N, definimos:

Tpy1 = arg min{7Ty(z) : z € X}. (3.7)

No caso iterado, a escolha da sequéncia () C R pode ser feita de diferentes formas.
Para (ay) constante dizemos que o método é iterado estaciondrio, caso contrério, é dito
iterado nao-estacionario. Porém, aqui nos limitaremos ao caso estacionario. Acerca

do iterado nao-estacionario, o conteiido pode ser encontrado em Engl, Hanke e Neubauer

(1996).

Como T}, é também Gateaux diferenciavel, para zy,1 segue que VT (zry1) = 0.
Seguindo os mesmo passos do caso classico, temos que VTj(xpy1) = (A*A+ al)rp1 —
az, — A*y°. Disto:

VTi(2rs1) = (A*A + al)zjy — axy, — A%y’ = 0.
Assim, (A*A+ al)zp = axg + A%y, 0 que nos da:

Tpp1 = (A*A + o) Yoz, + A%y°). (3.8)

Agora, assumindo para o chute inicial o = 0, com « > 0 constante. Por inducao,
mostraremos que x; = Rgy®, onde Ry, = 2 305 [a(A* A+ al) 1A%
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De (3.8), segue que:
Para k =0
= (.A*.A + al) Haxy + A*y°)

Z[ (A*A+al)” }A*yé.

Supondo que para k vale a hipdtese de indugao:
> [ (A" A+ al)” } Aty
7=1

Para k + 1, pela hipdtese de inducao, segue que:

Trsr = (A" A+ al) "N (A + axy)
— (A A+ al) Y (A)
FA A+ al)™! (a (1 zkj (A A+ aD) ] A*y5> )

Jj=1

=1

=21+ (A" A+ al)™! (Z ot A+an) A*yé)

k .
o+ Yl (WAt an) ] Ay
j=1

1 b +1
= Z[ (A A +al) ] Ay

[ (A A+al) '] Ay

I
Q| m
\HM)—‘

1
+1

+ [a(A*A +al) ] Ay’

Q\'—

=2

o
=
=

(A A +aD) ] Ay

Q|+
W.

1
Mostramos, assim, o desejado.

Agora, para x4 como definido em (3.7) segue que Ty (zpy1) < Ti(xy), isto é,

1

1 1
Mk =9+ aglon — 2ill® < Sl Az = °I1* + g law — o)

DO | —

Assim, [|Aziy1 — 9| + allzpey — zl* < [l Az — 0|2

Agora, como a|zg1 — 2| > 0, obtemos a monotonia do residuo:

Az =yl < Az — 3]l

E possivel mostrar, ainda, que para casos sem ruidos, isto é, para 0 = 0, temos:
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z, — ', quando k — oo.

Para o caso com ruidos é necessario introduzir um critério de parada, sendo mais
usual o chamado principio da discrepancia! que consiste em fixarmos uma constante
7 > 1 de modo que a iteragao para ao atingirmos uma determinada cota para o residuo.

Definimos para isso ks como:

ks = inf {k € N : || Azx — ¢°|| < 70} (3.9)

Desse modo, quando § > 0, segue que:
z; — ', quando § — 0.

Satisfazendo a Definicao 5.

Portanto, temos que o Método de Tikhonov é um método de regularizacao.

3.1.3 M¢étodo do Gradiente

Sejam X,Y espagos de Hilbert, A € L(X,Y). Considere o problema inverso
Az =y, comy € R(A) e |ly — y°|| < 4,6 > 0. Seja o funcional F : X — R dado por

1
F(z) = iHAx—y‘SHQ. (3.10)

Quanto ao seu gradiente, procedendo como em (3.3), obtemos:
VF(z) = A" (Az — o). (3.11)

Assim, para zy um chute inicial e um tamanho de passo A\, > 0 o Método do Gradiente é

definido por:

Thy1 = Tk + /\kVJT"(ﬁk)

(3.12)
=Tk — )\k.A*(.Aﬂfk — y5).

Esse método é chamado Método do Gradiente, pois usamos o oposto do gradiente
da F no ponto z, isto é, como F ¢ diferencidvel a Gateaux e o gradiente da F em x é a
direcdo de maxima subida, o oposto do gradiente nos fornece a direcao de maxima descida

a partir de x, de modo que a sequéncia gerada pelo método aproxima-se do minimizador
de F.

A seguir, analisaremos a convergéncia da sequéncia gerada pelo método do gradiente.

Para isso, vamos supor inicialmente que nao haja ruidos nos dados, ou seja, 6 = 0.

1B a generalizacdo do chamado principio de Morozov e pode ser encontrado em Engl, Hanke e Neubauer

(1996, p. 83), e em Kirsch (2011, p. 46).
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Proposicao 1. Seja (xg)reny C X uma possivel sequéncia gerada pelo Método do Gra-
diente e considere \;** := 2%. Entao, para todo k, tal que A\, < A'*, vale a

monotonia do erro, isto é:

k= 2T < flaw — )%

Prova: Considere z' tal que Az" = y (lembre que y € R(A)), e 71 = x5, — \p A" (Axy, — )

como definido acima, em (3.12). De,

ekt — 2T ? = [loers — zp + 2 — 2T
(3.13)
= ek — @l® + 2(zg1 — @, 2p — 2) + [l — 2T,
Temos, ||zr1 — 27||? = |ox — 2T||> = |2pp1 — 2el|* + 22k — 28, 21 — 27). Agora, note

que para termos um decrescimento a cada iteracao em relacao ao erro de aproximagao da

solugdo, é necessario e suficiente que
|2rs1 — ze)® + 2(2ps1 — 28, 2 — 2T) <0, (3.14)

Entao, como zy11 = xp — \p A" (Azy — y), segue que
lzpen = ll? + 2(zps1 — zp, 23 — 2f) = || = WA (Azy, — y) |2
+2(=MeA*(Azy — ), 71, — 2T)
= AllA* (Az — y)|1?
20 (A" (Azp — y), 2 — 2T)
= Ml A*(Azi — y) |12 (3.15)
=2\ (Azy — y, A(xy, — 2T))
= Ml A (Azi — y) |12
=2\ (Axy — y, Az — y))
= Ml A (Azy, — y) |12 — 22| Azi — y]|*.

Assim, para que tenhamos (3.14), é necessario e suficiente que
ANA* (Azy = )| = 20| Az — gl < 0.

Mas, A2||A*(Azy, — y)||* — 2\e]| Az — y[|* < 0 se, e somente se, A\ A*(Axy — y)||> <
20| Az, — y||?. Assim, temos:

2| Az — y|?
A2 < :
E A (A — )12

Ou seja, (3.14) segue para

Az —yl?
[A (Ao — )P

A <2
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Agora, definindo
max __ HAxk - y”2
)\k - * 27
[ A*(Azy, — y)

temos que para todo tamanho de passo A\; tal que 0 < A\, < A\, obtemos a monotonia

do erro
k= 2T < flaw — ")
[
Ao considerarmos AP := (1 — ¢o) AP para A, < A" e ( < ¢y < 1, obtemos,
ainda, o ganho

s — 2"|* = [l — 21 < —2coAel|Azi — g (3.16)

De fato:

Prova: Por (3.13),
lzkr =21 = flan = 2)? = M2 A" (Azg — )P — 2Me | Az — gl (3.17)
Como A, < AP = (1 — ¢o) AP segue que:

(3.17) < MR A* (Azy, — )] — 20| Azg — y)?
= M [(1 = o)A [ A (Azy = g)II? = 20| Az — g2
= N1 — o) 2 M A" (A — )| — 2l Az — g
=2\ (1 = co)[| Az — ylI? = 2\ || Az — yl?
= 20 Azy — y[?[(1 — co) — 1]
= =20 Az, — y >

Ou seja,

s — a2 = o — 2|2 < —2\ecollAzy — I

Portanto, além da monotonia, temos também uma cota para a diferenca entre os

erros das iteragoes do método.
|

A variagdo do tamanho de passo A, define diferentes tipos do método do gradiente.

Os mais usuais sao: Landweber, Maxima descida e Erro minimo.
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Método do tipo Landweber:

Nesta variacdo do Método do Gradiente?, como motivacdo para a escolha do

tamanho de passo )\, consideramos cy < % Do que segue:
Az —y|?
2(1 = o) [ Cane -
Az 2
2(1 — ¢o) | Az, —y]|
2(1 - )

~
)\max

v

IIA*II [ (Az,—y)I?

Assim, satisfazendo Ay = A\, < AP, o passo desse método é definido por

1
ALW = -
A2
Método de Maxima Descida

Sejam zp € Xey € Y. Considere a funcao Gy : R — R dada por G(\) =
|Azy — y||* onde =y := x, — MA*(Axy, — y). Definimos Agp := argmin {Gx()\) : A € R},
que existe e é Unico, visto a convexidade estrita e coercividade de GG. Podemos explicita-lo,

e o faremos a seguir. Note que:
Gr(A\) = [[Azy —yl
= [[A(zr — M (Azi — y)) — yl?
= [[Azx — y — MA(A* (Azi — y))|°
= [Azx — ylI” — 2 (Az — y, VA(A* (Azi — y))) + [[NA(A"(Azy, — ») 12
= Az — ylI” — 2M{A*(Azi — y), A" (Azi — y))) + N[ A(A* (Azi — 9)) ||
= [[Azy — ylI* — 2X[| A" (Azy, — y)II* + N?[PA (A (Azi — y) [°-
Agora, de VF(x) = A*(Azx — y), (3.11), segue que:
Gr(\) = [[Aze — y[|* = 2\ [VF (1) || + N[ AV F (1) ||

Entao,
G'(Asp) = —2||VF(zp)||* + 2Asp || AV F (21|,

Assim, para Agp := arg min {G1(\) : A € R}, temos que:

G'(Asp) = =2||VF(2x)|1> + 2Xsp | AVF (1) |* =
Obtemos, por fim:
v IVF@P Ayl
[AVF(zi)|? [AA(Az —y))|]?

2 Variagdo proposta em Landweber (1951). O tipo Landweber, juntamente com as variagdes a seguir sio
encontradas em Jin (2012) e também sédo testadas em Margotti (2018).
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Desse modo, o tamanho de passo que define a variagao Maxima Descida é dado

por Asp.

Método do Erro Minimo

Nesta variagao do método, definimos o funcional Hy : R — R como:

1
Hi(\) = 5”@ — 213, com z) 1=z — AVF(23) e VF(2) = A*(Az — y).

Considere z' tal que Azt =y, y € R(A). Temos:
Hy(A) = gllax —=f|?
= 1l|wx — AVF(2) — 2|2

Ullee — 2112 — 2(ax — o, AWF(21)) + NV F ()]

3 llwe — @[ = 20 (e — o, A" (Awy, — ) + N[ A* (Azy, — )]
= glloe — 2712 = MA(zy — 27), (Azg — ) + 32 A" (Azy — y) |

slon = at? = MAzy, — Az, (Azy, — ) + 3% A* (Azi — y)|1?
= sllze — 27|12 = M Azy — yl? + 32| A* (Azy — y) ||

Assim, temos Hy(A) = £ ||z, — 21| — M| Azy — y||2 + SN2 A* (Azip — y) ||?, que é con-
tinua, estritamente convexa e coerciva, e podemos definir Ay, := arg min {Hi(\) : A € R},
o minimo global de Hj. Note que z;1; = z,,,, ¢ 0 minimizador do erro de iteracao na
diregao do —V.F (). Seguindo, temos H,(\) = —|| Az, — y||* + \||A*(Axy, — y)|]? e, pela
defini¢ao de Ay g, Hj(Aye) = 0. Assim, o tamanho de passo A\y = Ay, que define a

variagao Erro Minimo é definido por:

N
[ (Ao — )P

Vejamos agora a relagao entre os tamanhos de passos das variagoes.

Proposigao 2. Seja ¢y < % e sejam Apw, Asp, AME 65\}?‘” como definidos acima. Entdo

0 < Azw < Asp < Awg < AP

Prova: Como definidos anteriormente, sejam S\ZLM = (1 —co)Ap*® =2(1 — CO)%’
Temos que,
N — A (A = )]
| ACA* (Azg — 1))
| A* (Azy, — y)||?

— AN A (Az — ) [I?
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1

Mostrando, assim, que 0 < A < Agp.

: : AT (Azk—y)|?
Agora, note que teremos a desigualdade Agp < Ayg, isto é, m <

zi—y|? * *
m se, e somente se || A*(Az, — y)||? < ||Azg — y|[|A(A*(Az, — y))||. De fato,

por Cauchy-Shwarz, segue que:

[Aze =yl JAA (Az =)l = (Az —y, AA (Azy — )
= (A" (Azy, —y), A" (Azy, — y))
= [lA"(Aze — y)II”.
Mostrando, assim, que Asp < Ay

~ 12 —ull2 .
Por fim, A = 2(1 — co)‘ lAss =yl > _Aze—y] 7 = Amp. Assim, temos a

r (A (Aze—)2 = A (Azp—y)
desigualdade \;** > A\yrp.

Portanto, as desigualdades 0 < Apw < Asp < Ayg < S\fa" sao verdadeiras.

O método normalmente utiliza como critério de parada o principio da discrepancia,
(3.9). Quando nao hé ruidos nos dados (§ = 0), ndo é possivel mostrar que a iteragdo para
ap6s um numero finito de iteragoes, isto é, ndao é possivel afirmar que ks < co. Agora,
quando tomamos 6 = 0 e ks = 0o, pelo ganho em (3.16), para qualquer Ay € [Apw, 5\2”‘””]
ecy < % temos que:
00 ) 1 n—1 12 12
Az, —yl|* < —— lim T L | R P —
> I < gy Jim 3 (= P~ s =)
— 1 _ T2 _ 112
— Tim (la — a']l? — lan — o1 [?)
< |lwo — 27| < oo.

Portanto, segue a convergéncia Az, — y, quando k — 00.

Teorema 10. Seja (xp)reny C X uma sequéncia gerada pelo Método do Gradiente, com

dados sem ruidos (6 = 0). Entdo, para xy = 0,

zr — 21, quando k — co.

Prova: Inicialmente, note que se a iteragao para em um passo £k =m € N, entao z,, ¢ tal

que || Ax,, —y|| =0, ou seja, x,, é solu¢ao do problema inverso.

Seguindo, mostraremos que a sequéncia (zy) é de Cauchy. O que, por X ser um

espaco de Hilbert, implica na convergéncia da sequéncia.
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Sejam m,n € N quaisquer, suponha (sem perda de generalidade) que m > n e,

ainda, considere 2 a solucdo generalizada do problema. Temos que:
lzn — 2 = ll2n — Tm + 2w — 21|
= [lzn = znl® + llzm — 21? + 220 — T, 20 — 27) (3.18)
= ||zn — 2| + |2 — 2T]|? — 2(2p — 70, 7 — ).
De onde obtemos a identidade:
2 = 2ol = 20 — 21> = [l — 21 + 2(am — 20, 2 — 2).

Como Azy — y, entao ||Az, — y|| — 0.

Agora, suponha k € {n,n+1,....,m—1,m}, tal que ||Az; —y|| < | Az, —y||,Vk €
{n,n+1,...,m — 1}. Note que,

[2m = znll < ll2m — 2/l + llzg — 2all, (3.19)
lm — il = lem — P = lla — '[]? + 2y — 2,2 — 2. (3.20)
e
g, = @l = 2y — 2')* = 2 — 2|1 + 2(2p — 27, 25 — 2). (3.21)
Ainda,
~1
(zf, — @,y — 2| < ‘(mkﬂ — xp,x — 21|,
k=n
visto que,
m—1 m—1
(Z Thi1 — T, Tj, — ZL‘T> Z ‘(xk_i_l — Tp, Tj, — xw .
k=k k=n
De modo anéalogo,
k-1
‘(% — Tp, Tp — xw = (Z Thk+1 — Thy Ty — ')
k=n
m—1
< Z ’(xkﬂ — T, T, — Jiw .
k=n

Assim, em (3.20) temos

#m = 2l < llm = 2F)” = llg — |2 + 2| (g — 2, 25 — 2|

m—1
< o =211 = llag = 7P +2 3 [(mnn = 2,2 — 21}
k=n

Temos, ainda,
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<22’< A A* AZEk )I‘E—ZET>’

m—1
<23 | = M|l Az — y| | Az, — |
k=n
m—1
<2 Al Azg, — y?
k=n
Z (ka — af|2 = |lzp — 2F)?)
1

= o (llzn = &I = lfm = 2"II%)
sendo que a quarta desigualdade segue da definicao de k. Disto, segue que:

1
s = el < = 11 = g = 202+ (o = 11 = s = 17

Agora, como (||z; — 27||); é uma sequéncia monétona e limitada inferiormente,
entao convergente, sendo também de Cauchy. Assim, fixando € > 0, para algum N; € N,
tal que m > N;. Temos,

€
lzm = il < 5.

De modo analogo, temos que para algum N, € N, tal que n > Ny,

€
A

Assim, para m,n > max { Ny, Ny}, obtemos

[2m = all < llzm = 23]l + [l2g = zall <.

Portanto, a sequéncia gerada pelo Método do Gradiente é de Cauchy.

Seguindo, considere x € X tal que x;, — x. Pela continuidade do operador A,

temos

Ar = A(lim xy,) = hm (Axk) y.

k—o0

Ou seja, x é uma solucao do problema inverso.

Agora, seja ro = 0 para mostrar que xj — xT, note que:

k—1 k—1
Tp =Tk — To = Z(%‘H —xj) = Z —A\jA*(Az; —y).
j=0 j=0

Disto, segue que z; € R(A*), e de R(A*) C N(A)*, entdo z; € N(A)*,Vk € N. Por
hipétese 1, — z, como N(A)L é um espaco fechado, entdo z € N(A)*.

Agora, como 27 € N(A)*, entdo # — 27 € N(A)* e mais ainda, z — 27 € N(A)
pois A(x — 2) =y —y = 0. Assim, z — 2t € N(A) N N(A)*, do que segue x — 2" = 0
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e, disto, 2T = = = limy_,o 2. Portanto, quando nao hé ruidos nos dados, para zy = 0,

xr, — 2, quando k — oo.
[ |

Faremos agora a analise de convergéncia para o caso em que ha ruidos nos dados,

isto é, o > 0.

Proposicao 3. Seja (13)rey C X uma sequéncia gerada pelo Método do Gradiente com
§ > 0. Considere x) = 0 e defina x},, = x) — MA*(Ax) — y°), para alguma sequéncia

(Me)ken € Ry. Entao existe ks € N tal que para algum 7 > 1 fizado:
ks := inf{k: e N: || Az, —1°| < 7'5} :

¢ finito, isto €, a iteracao pdra em um numero finito de passos satisfazendo o principio da
discrepancia. Além disso, temos o ganho:

1 2
I = a2 = llad = af|* < ~2004] (1= =) [ 4t = 7]

Prova: Suponha que 2% é tal que || Az{ — 3°|| > 76. De
Hxiﬂ - xTH2 = Hxiﬂ — xiHQ + H:L‘i — xTH2 +2(xd,, —ay, 2) — '),
e pela definicio de z¢ 41, temos que

Hxiﬂ - xTH2 - Hxi - xTH2 = H—)\iA*(Axi — y‘S)H2 +2 <—)\2A*(Aa:i — 0, 2l — xT>

= ()7l (Axg — )| — 28 (Aaf — o A(ad — ).

e, entao

Hxiﬂ - xTHQ - Ha:i - a:THQ = (Ai)Q HA*(A:U% — y‘S)H2 —2X\} <A$i —y°, Axd — y> (3.22)
Note que

—2)¢ <Axi — 0, Ax§ — y> = -2\ (<Axi — 0, Axd — y5> + <Axi — 0,y — y>>

<2 ([lat — [~ st =] o o).
Como 4 é tal que || Ax§ —4°| > 74, entdo
o v <6< - st -],

do que segue:

(R e e e e | R (FE B e Y S

= -2\ <1 - i) H.Axi - y‘SHQ.
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Entao, em 3.22,

Hxiﬂ — xTH2 — Hxi - :CTHZ < (Ai)Q H.A*(Axi — y‘S)H2 —2X0 (1 — i) H.Aa:i — y5H2 . (3.23)
Observe que, como 7 > 1,
()\i)Q H.A*(A:Ui — y‘S)H2 — 2\ (1 — %) HA:L‘% — y‘5H2 < 0 segue se, e somente se,

2(1- 1) |azg - o[
s (aat =)

1

Podemos, assim, definir

pons . 2= 2) st =
| (zg — )

i) . , .
Desse modo, para A2 < A"’ de forma similar ao caso sem rufdos, temos a monotonia

do erro:
Hxiﬂ - xTHQ < Hxi - :UTHQ. (3.24)

Agora, considere X0 < AT onde 0 < ¢y < 1 e

201 = o) (1 - 2) [ Ao -]
A (Aag — )|

Amazx,d |
A =

Segue que

s ="~ ok = a]" < () () |4 (At =) =22 (1= 1) ok =t

1 2 1 2
= 22X (1 —c) (1 - 7_) HAxi - y‘SH —2\ (1 - 7_) HAxi - yéH
1 2
= —2c\ (1 — ) HAxi = y‘sH :
T
Ou seja, no caso com ruidos obtemos também o ganho:
1 2
ety — a2 = Jlad — 2|2 < —2¢0\d (1 - T) |Azf o[ (3.25)
Seguindo, considere, agora, Ay, tal que

A 1\ 1
Amaxd > 9(1 — ¢p) (1 - ) —— > A > 0.
: 7/ ||A]

Seja \) € [)\min, /A\zlax’(s]. Por absurdo, suponha que ks = co, ou seja, que HAmi — y‘sH >
70,Vk € N. Pelo ganho, 3.26, temos:

o =t = [efis = ot = 2603 (1= 2) [ Aat = [ > 2e0hmia (1= ) 72
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Assim, dadon € N
zn: (Hxi B :ETHQ B Hmi—&-l - 33TH2> > z": 2€o A min (1 — i) 252,
j=0

Entao,

ng — :z:TH2 - Hxn+1 — xTHZ > (n+1)2¢ (1 — 71_> 7262,

Agora, tomando lim,,_,., temos que:

2 2 2
Jof = 'l 2 i ([l = ot = o = 1[)

n—oo

1
> lim (n + 1)2¢ <1 - ) AminT 202
T

n—oo
= 0.
Ou seja, |28 — 2|2 = 0o 0 que é um absurdo!

Portanto, a iteracao termina em um nimero finito de passos ks < oo.

Provaremos agora a estabilidade do método para o > 0.

Proposicao 4. Sejam y € R(A) e (y%) CY uma sequéncia satisfazendo Hy‘si - yH <4,
onde a sequéncia de ruidos (0;) C (0,00) € tal que §; — 0. Suponha que ks, — c0,Vj e
)\ij — A, quando 0; — 0, onde

_ Az -yl
)\k - 27
| A*(Aze — ) |

com Ny € [Amin: Amaz], $€ndo Apmaz = 2(1 — ¢o)(1 — 7)%.

Suponha ainda Ay € [Amin, \™°], Vk € N. Defina, pelo método do Gradiente,
xijﬂ = :L’ij — )\kA*(Aa:ij — %), e assuma ng = x0,Vj € N. Entdo, para cada k € N, vale
a estabilidade. Isto é:

. 5
lim x,” = xy
h k )
Jj—o0

onde xj € o k-ésimo iterado do método do gradiente, gerado com 0s passos Ay, ..., A\g_1.

Prova: Seja xiﬂrl =2y — AV A*(Azy — y%). Por inducdo segue que:

Para k = 0:
2y = x9,Vj € N

Agora, supondo que para k € N a convergéncia é verdadeira, segue que:

. 5

lim z,” = zy,.
. k
j‘)OO
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Entao, para k + 1, temos:

L 8\ 5; .
lim a7, = lim (2] — A7 A(Azy —y%))
Jj—00 j—00

R R 5 :
= lim 2 — lim \J A*(Az) —y%)
Jj—00 Jj—00

= Tk — )\kA*(ALL‘k — y)
= Lk41-
Ou seja, a:ij — 71, quando j — oo.
[ |

Agora, usando os resultados acima, podemos mostrar a propriedade de regula-

rizacdo do método.

Proposigdo 5. Sejam y € R(A) e (y%) CY uma sequéncia satisfazendo ||y’ — y|| < §;,

) e
onde a sequéncia de ruidos (6;) C (0,00) € tal que d; — 0. Entao,

N
lim z;} = 2.
Jj—o0 i

Prova: Seja zy = 0, sabemos pelo Teorema 10 que z;, — z, quando & — oco. Assim, dado

e >0, existe M = M(g) € N tal que, para k > M temos |z, — 27| < 5. e
-] <

Pela Proposicao 4, :U(]E — T, quando kgj — o00. Portanto, existe N; € N tal que para
7 > Ny segue que
|2y — 2| < =
2
Agora, como ks, — 0o, quando j — oo, existe Ny € N tal que para j > Ny temos ks, > M.

ks, .
Assim, Vj > max{Ny, N2}, pela monotonia do erro ||gc,£ﬁ1 —af]| < ||xij — 27| temos que:

5 5
ek, 2t <llak -
< ||« - xMH + [Jzar — 27|
<5+5=¢

. 5 . L
Mostrando, assim, que a:kjéj — 2t quando j — oo, isto é, quando d; — 0.
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3.2 Meétodo das Projecoes Relaxadas

Iniciaremos a presente Subsecdo com alguns resultados e defini¢cdes relevantes para
o método a ser apresentado. A menos de mencao prévia, nesta Subsecao, X denota um

espaco normado.
Definicao 6. Seja C' C X convexo, dizemos que a fungio f: C — R é convexa se:

fAzx+(1—=Ny) < Af(x)+ (1 —=Nf(y),Vz,y € C,VA € (0,1).

Defini¢ao 7. Dizemos que f: X — R € uma fungio prépria se domf(x) # (.

Definicao 8. Seja f : X — R uma funcdo prépria. Dizemos que f é uniformemente
convexa se existe uma fungdo continua estritamente crescente 6 : [0,00) — [0, 00|, com

0(0) =0 e limy_,o, 0(t) = 00, de modo que:
JOx+ (1= Ny) + A1 =N(lz —yl) < Af(x) + (1 =) f(y),

VA€ (0,1) e(x,y) € dom(f).
e A fungao 0 é chamada de médulo de convexidade de f.

Exemplo: Seja H um espago de Hilbert Real. Entao f : H — R, definida por

f(x) = ||=]|?, é uma fungdo uniformemente convexa.

Prova: Para mostrar que f, como definida acima, é uniformemente convexa, considere o
médulo de convexidade de f definido por 0(t) = 2.

Sejam z,y € H e A € (0,1). Temos que:
FO@+ (1= Ny) + A1 = N0([le = yl) = Az + (1 = Nyl* + A1 = Nl|l= = y|”

= A2l + 20(1 = M) {z, y) + (1 = )|yl
AL =) [l = 26z, 9) + ylP?]

= (W22 = 2 ||z
+ (1= 22+ A= |yl

= Al + (1 = NIyl

<AMf(@)+ (1= N f(y).
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Definicao 9. Sejam f : X — R uma funcdo propria e xy € X. O subdiferencial de f

em xo € o conjunto definido por:
Of (xo) :={& € X*: f(x) > f(xo) + (&0, — x0), Yz € X}.

e X* espago dual (topoldgico) de X.

e Cada elemento em Of(xy) é chamado subgradiente de f em xq e, ainda:

dom(0f) .= {x € dom(f) : Of (x) # 0}.

[
Exemplo: Seja f: R — R definido por f(z) = |z|. Temos que
1, sex >0;
dlz| = -1, sex <0
[—1,1], sex =0.
Prova: Note que pela definigao da fungao f(z) = |z|, temos: |z| =z, se z > 0, |z| = —=x,

sex <0,e|x]=0,sex=0. Assim, usando a Definigao 9, temos que, d|z| = 1 se = > 0,
Jlz| = —-1sex <0,edx|=[-1,1],se z =0.

Definigao 10. Seja f : X — R uma fungio conveza, e sejam & € Of (xy), v € X e

xo € dom(0f). A distdncia de Bregman entre x e xy € definida por:
Ago [z, m0) == f(x) = [(w0) = (S0, — o).

Exemplo: Sejam H espago de Hilbert e f: H — R, com f(z) = i[|z|?. Entao,

1
Asof(l"’xo) = 5“95 - 950||2-

Prova: Pela Definigao 10, e pela Observacao 2.49 de Pauleti (2021, p.42), temos que

By o) = Slell? = S ool ~ (Vo). = — o)

1 1
= Sl = Jlaol* = (oo, o)
1 2 1 2
= 3llall = 3ol = (@o.2) + (w0 0)

1 1
= §||93||2 - §||900||2 + [loll* = (=, zo)
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_ 1 2 1 2
= S llall = @, 20} + 3ol

1 2
= §||$ —x0|| :
[ |

Proposicao 6. Seja f : X — R wma fungio prépria. Sejam xo € dom(Of), 1 €
dom(f), xo € dom(0f), & € Of (xg) €&2 € Of (x9). Entao, temos a chamada identidade

dos trés pontos:
A, f(1,22) = Dgo [ (w1, 00) = =Ag, f(2,70) + (§2 — o, 72 — 11).
Prova: Considere g, z;, 2, &, & como definidos no enunciado. Da Definicio 10, temos:
A, f(w1,w2) = Agy f (w1, m0) = f (1) = f(w2) = (€2, 11 —@2) = (f (1) — f(20) — (S0, 71 — 0))
= —f(@2) — (€2, 21 — 22) + f(=0) + (€0, 21 — 20)
= (= f(z2) + f(20) + (€0, 22 — 0)) — (60, 72 — 0)

<507$1 513'0) 2, L1 — 952>
= _A&) ($27 o
<§ Ty — 962> - <§2,I1 - $2>

§o — &2, 01 — ili'z)

T2, Lo

(
) + (€0, @0 — T2) + (€0, @1 — To) — (&2, 71 — T2)
= —Ag f(w2,70) +
= —A¢, f(x2,70) +
= —Ag f(x2,20) + (&2 — &0, 22 — 21).

2, Lo

Proposicao 7. Seja f : X — R uma funcio uniformemente convexa, com médulo de
converidade 6. Sejam x € dom(f), y € dom(0f) e & € Of(y). Entao, temos que

O(lz = yll) < Acf(2,y).

Prova: Veja Pauleti (2021, p. 44).
[

Definicao 11. Sejam X um espago de Banach e r > 1 fixado. Definimos o Operador de
dualidade J, : X — 2% da seguinte forma:

Jo(x) = {a" € X1 (2", 2) = [l2" |||« ell="]| = [}
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|
Exemplo: Seja o espago LP(Q2), e f € LP(2). Seu operador de dualidade é:
Jp(f)(x) = sign(f)|fP~(z).
Prova: Veja em Margotti (2015).
n

Definicao 12. Seja X um espago de Banach. Temos que X é localmente unifor-
memente suave se, e somente se f(x) :=r~Y|z||" é Fréchet - Diferencidvel para todo
r> 1.

[
Exemplos:
e O espago de Lesbegue LP(Q)), com 1 < p < 0.
e O espago de sequéncias [P(R), com 1 < p < 0.
[ |
Sejam X, Y espagos de Banach, A € L(X,Y). Considere o problema mal posto
Azr =y, (3.26)

comy € R(A) e |y —v°|| <4,0 > 0.

O Método das Projecoes Relaxadas é¢ um método de Tikhonov iterado nao-
estacionario com penalizacao dada pela distancia de Bregman, e esta, induzida por
uma fungao uniformemente convexa. Neste método consideramos uma escolha a posteriori

dos parametros de regularizacdo, isto ¢, a escolha de o depende de 6 e 3/°.

O método gera uma sequéncia (79 )ren que se aproxima da solucio z' a cada iteracdo,
e 9 41 € obtido a partir da iteracao anterior com a seguinte motivagao: consideramos
Q:={reX:Ar =y} C X o conjunto das solugdes do problema inverso (3.26), fixamos
79 de modo que 9 ¢ €, e definimos um conjunto convexo e fechado S, tal que S separa
2 de Q. Isto 6, S é tal que z, ¢ S e Q C S. Ento, definimos a iteracdo x,; como sendo
a projecdo de 22 em S. De modo que, a cada iteracdo estejamos nos aproximando do

conjunto das solugoes do problema.
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Figura 1 — Representagao da projecao de xy, 2}, em S

Fonte: A autora, 2024.

No que se segue, vamos explicar como determinar um conjunto separador S. Da
defini¢ao de Q e de ||y — ¥°|| < 6, temos que Q C {x € X : || Az — y°|| < &} e, escolhendo

um g > 0 conveniente, podemos definir S, = {x € X : || Az — ¥°|| < u} que, como

desejado, é convexo e fechado.

A escolha de pu sera realizada em um intervalo apropriado a cada iteragdo. Assim,
obteremos o0 Método das Projecoes Relaxadas. Para determinar esse intervalo de
maneira conveniente, precisamos de algumas hipdteses, as quais descrevemos a seguir.

Ainda nas condigbes iniciais: X e Y espagos de Banach, e A € £(X,Y). Para

definicao formal do método, assuma que:
(1) X é um espago reflexivo e Y é localmente uniformemente suave.

(7i) ¢ € T'o(X) é uma funcao uniformemente convexa, onde I'((X) := {p : X —

R : ¢ é convexa, propria e s.c.i}. Denote por § o médulo de convexidade de ¢.
(131) Existe z* € dom(yp) tal que Az* =y, onde y € R(A) é o vetor de dados exatos

(sem rufdos), ou seja, dom(p) N Q # (.
Seja o chute inicial 2o € dom(9p) e £ € Op(xp). Fixamos 7 > 1 e r > 1, de modo

que ||Azo — y°|| > 76 > J. Ou seja, a iteracdo segue até que, para algum k > 1, tenhamos
| Az — °|| < 76. Assim, pelo critério da discrepancia, 3.9, definimos:
ks := inf{k > 1: || Az} —3°|| < 76}.

Agora, considerando 22 € dom(dy) e & € dp(xy), assumimos que || Axd — y°|| >

70 > 4. E, seja i > 0 podemos definir o seguinte conjunto:

1 s 1 T
S,={reX:=|Av—y°|I" < —u"}.
T r
¢ ndo

Observe que p > ¢ implica em zf € Q C S, e para pu < || Az} — y°|| segue que z

pertence ao conjunto .S, assim S, ¢ um conjunto que separa 79 e Q.
Seguindo, considere o seguinte problema de minimizacao, acerca do qual provaremos

a préxima proposicao. Perceba que a solucio desse problema é a projecdo de 22 no conjunto
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separador .S, no sentido de que a solugao desse problema serd o vetor em .S,, mais préximo

(na distancia de Bregman) de x9:

{ min Agicp(x,xi) (3.27)

s.a  x €S,

Proposigdo 8. Se § < u < ||Azd — 1°||, entdo o problema (3.27) admite uma tinica

solugdo. Tal solugdo é distinta de z¢.

Prova: Seja o conjunto das solugoes 2 := {zr € X : Ar = y}. Entdo, como § < pu
elly—9° <46, QC{z e X :|Ar—1y°| <6} CS,eS, # 0. Por hipitese,
p < ||Az{ — y°||, entdo z ¢ S, e portanto z{ ndo é solugio de Az = y. Agora,
¢ € I'g(X) implica em Agggp(-,x,‘i) € I'y(X). Como ¢ é uniformemente convexa, ela
é, em particular, estritamente convexa e, portanto, Agggp(-, 79) também é. Ainda, pela
Proposicdo 7 juntamente da hipétese de ¢ ser uniformemente convexa, £ € dp(x3), do
que segue Agigo(x,xg) > 0(||z — 22]|). Assim, Agggp(-,xi) é coerciva. Temos, entdo, que,
pela Proposicao 1.2 de Ekeland e Témam (1999, p.35), Ag, (., 22) é estritamente convexa,
coerciva e s.c.i. e, como X é reflexivo, o problema (3.27) admite solugdo, e tal solugao é
Unica.

Definigao 13. (Conjugada de Fenchel). Seja f : X — R prépria. A conjugada de
Fenchel de | é a funcio f*: X* — R definida por:

[7(a") = sup{(",2) - f(z) : 2 € X}.
[ |

Definicao 14. Seja o funcional ¢ : X x Y — R. Definimos o problema primal ¢ o

problema dual, respectivamente, associados a ¢ como:

(P) inf {6z, 0)} ¢ (P*) sup {~6"(0,4°)}.

y* D%
|

Definicao 15. Dizemos que o problema (P) é normal se sup(P*) = inf(P), e este valor
comum € um nidmero finito. Ainda, o problema (P) é chamado estdvel se (P) é normal,

e se (P*) admite ao menos uma solugdo.

Proposicao 9. (Critério de Estabilidade). Suponha que o infimo que aparece em (P) é

um numero finito e que exista xqg € X que satisfaz as sequintes condigoes:
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e d(x0,0) < 0.
o A fungio convera ¢(xg,-) : Y — R € continua na origem.
Entdo, o problema primal (P), Defini¢io 14, é estdvel.
Prova: Veja Ekeland e Témam (1999, p. 52).
[
Defini¢ao 16. O Lagrangeano de ¢ é a funcio £: X X Y* — [—o0,00] definido por:
—£(z,y") =sup{(y",y) — d(z,y) 1y € Y}, (3.28)
Ve e X,Vy* € Y.
[

Defini¢do 17. Um Ponto de Sela do Lagrangeano é um par (Z,y*) € X x Y* que

satisfaz:
£(2,y") < L(&,y*) < L(x,y"), (3.29)

V(z,y*) € X x Y*.
[ |

Proposigao 10. Se o problema (P) € estdvel, entio & é uma solugio de (P) se, e somente

se, existir algum y* € Y* tal que (&,y*) € ponto de sela do Lagrangeano.

Prova: Veja em Ekeland e Témam (1999, p. 57).
|

Na proposicao a seguir, vamos mostrar como o problema da proje¢ao, definido em

(3.27), estéd associado ao minimizador de um funcional de Tikhonov.
Proposigdo 11. Se § < p < || Az — y°||, entdo existem 2 € X € solugio de (3.27) se, e
somente se, existe A > 0 satisfazendo:

A
i) & = arg min {THAx —y°|I" + Agigp(x,xi) x € X} ;

it) | A=y’ || = p.
Prova: Para provar o que se pede, considere o funcional ¢ : X x R — R definido por:

Agp(r,x]) sep|Ar —y°|" < 1" = X

o0 , caso contrario.

oz, A) = {
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Entao, ¢ é préprio, convexo, semicontinuo inferiormente e, ainda, temos que o problema
primal (P) é equivalente ao problema de minimizagao (3.27), e para Z solu¢ao do problema
de minimizagdo, existente pela Proposigao 8, Z é também solugao de (P). Seguindo, temos
entdo que infimo que aparece em (P) é finito. Seja z* uma solugao do problema inverso
(3.26). Entdo ||Az*—y°|| = |[ly—1°|| < & < u, de onde, segue que ¢(x*,0) = Agp(a™, 79) <
oo e para A, tal que || ¢ suficientemente pequeno, ||Az* — y°||” — Lu" + X < 0, portanto
¢(z*,-) : R — R é constante numa vizinhanga da origem, portanto, continua na origem e,
pela Proposi¢ao 9, (P) é um problema estéavel. Desse modo, pela Proposicao 10, como o
problema ¢ estdvel e 2 ¢ solucao deste, entdo existe um A € R tal que (%, :\) ¢ um ponto

de sela do Lagrangeano de ¢.

Agora, seja o Lagrangeano de ¢ dado por:

Lz, ) = { 2 (HA:U — " - MT) + Agggo(x,:vi) tsel > 0;

—00 : caso contrario.

Determinaremos os pontos de sela de £. Primeiramente, defina os funcionais £5 : X — R,
com z — £5(x, 5\), e £::R =R, com A £:(2, ). E claro que um ponto de sela nio
pode ocorrer em A < 0. Vamos supor entao que A > 0. Em £, temos que (pela definicao

de subgradiente),
A
0 € 0£4(%) & & = arg min {r (||Ax — " - M) + Agigo(x,xi)} :
Agora, derivando £;, temos que
/ 1 A T r -, 1)
292()‘):;<||Ax_y I"=p") =0 || Az —y’|| = p.

Portanto, (Z, 5\) € X x R é ponto de sela do Lagrangeano, satisfazendo a proposicao.

Agora, resta mostrar que temos A > 0. De fato, pois caso contrario, isto é, para
A =0, como # = arg min {%HAJS — 0" + Aggw(x,xi)}, entdo # = 19, o que contradiz a

Proposicao 8. Portanto, A>0.
[ |

Agora, para que finalmente possamos definir o algoritmo, lembre-se que a cada

iteragdo ¢ necessdrio que &), € dp(z9, ;). Desse modo, considere
x),, = & = arg min {5\7"_1||Ax — |+ Afigo(x,xi) cx € X} ,
disto, segue que
0€ NI AC) =9 I" + A+ ad) sz € X} (al,y).
Pelo Teorema 5.6, em Ekeland e Témam (1999, p. 26),

0€a{Nr | Axd, — o' II'} + 0 {Ag (et 7)),
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e pelos Teoremas 2.29 e 2.53, em Pauleti (2021), segue que
0e )‘iA*Jr<Axi+1 - y(;) + Gw(xiﬂ) - flﬁ

Como Y ¢ localmente uniformemente suave, segue que a fungao f, = || - ||” é Fréchet-
diferenciavel e portanto, o seu subdiferencial, J,., € um conjunto unitario em qualquer
ponto de Y. Entao,
& — MA"J(Az) — o) € Op(apy,).
Assim, podemos definir
€g+1 =& - AiA*JT(Axiﬂ -4 (3.30)
e teremos &1 € Jp(xks1), como desejado.

Por fim, fixamos 0 < ) <n < 1 e definimos

cr = (1= +qlAzg — 9’| e dy = (1 —n)d +nll Ay — |- (3.31)

Assim, podemos definir o Algoritmo do seguinte modo:

Algoritmo 1: Método Iterativo Nao - Estacionario
Entrada: A, p,1°,6,20,&,7 > 1,7>1,0< 7 <n< 1.

.leg = To;
5(6) = &o;
k = 0;

enquanto || Az} —1°|| > 76, faca
e = (1= 17)d + 7jl| Az}, — [
di = (1= n)d + nl|Azg — o/
encontre € X e A > 0 tais que
& = arg min{ \r~ || Az — ¢°||" + Agigo(x,xi) cx e X}
8 | el A% — 10| € [k, di);

N o A W Ny -

9 o= )\
0 | =t

11 flgﬂ = fg - )‘i-A*JT(AxiH - yd);
12 k=Fk+1;
13 fim

Sobre o Algoritmo 1, é importante observar que:

« Os passos 7 e 8 equivalem a projetar a iteracdo atual 2 no conjunto separador Sy,

sendo p um nimero entre ¢ e dy, ou seja, entre § e || Axd — y||.

e Temos ¢, < dj. Ainda, no passo k, o residuo ||Ax),, —y°|| deve pertencer ao intervalo
[k, di], em vez do intervalo maior (9, || Az — yl|). Isso é feito dessa forma porque na
analise de convergéncia do algoritmo, ¢, é necessario para garantir a estabilidade do
método, enquanto que d ¢ usado para garantir a convergéncia da sequéncia no caso

sem ruidos.
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« O passo 10 garante que &) 41 pertence ao subdiferencial de ¢ em T 41, permitindo,

assim, que a distancia de Bregman esteja bem definida na iteracao seguinte.

Definido o algoritmo, seguindo o estudo do método, temos que no caso sem ruidos,
podemos estimar uma cota superior e uma inferior para o residuo || Az — y||. O resultado

a seguir nos mostra essa afirmacao.

Proposigao 12. Seja (zx)ren uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, com 6 = 0. Entdo,

para k > 1 temos que:
Az — yl| < [[Azi, — yl| < nllAze—1 =y,

e também que:
7| Azo — yl| < Az — yl| < n*|| Az —y].

Prova: A primeira afirmagao segue diretamente do passo 9 do algoritmo com d =0 e a

segunda afirmacao segue da primeira usando inducao.
[ |

Ainda no caso sem ruidos, temos a monotonia da distancia de Bregman.

Proposicao 13. Sejam (zx)ren, (&k)ren € (Ax)ren Sequéncias geradas pelo Algoritmo 1
com dados ezxatos. Seja x* € dom(p) N Q uma solugio do problema inverso (3.26). Entao,

para todo k > 1, seque que:

A§k¢(x*7xk> - Agk—lw(’x*7 xk‘—l) - Afk—ﬁo(xk’ xk—l) - )‘k‘—IHAxk‘ - yHT (332)

Em particular, Ap(x*, z1) < Ap(x*, x5_1), para todo k natural. Além, disso

> Xt ||Az, — y||” < o (3.33)
k=1
Prova: Temos que a equagao (3.32) segue da identidade dos 3 pontos (Proposigao 6), com
To = T_1, T1 = e x93 = 1, e do passo 13 do Algoritmo 1. Por sua vez, a equagao (3.33)
segue aplicando-se uma soma telescopica em (3.32).

A anélise de convergéncia para o método, no caso sem ruidos, é realizada de maneira

analoga ao método de Tikhonov iterado classico, e pode ser verificada em Pauleti (2021).

A seguir veremos o resultado que envolve o decaimento do residuo || Az{ — y°|| na

presenca de ruidos. Isto é, considerando § > 0.
Proposicao 14. Seja (Ii)iézo uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, com § > 0

ey’ €Y satisfazendo ||y — y°|| < 8. Entdo, para todo k = 1,2,3, ..., ks temos que:

(A = 9"l = 6) < Az}, = oIl = & < ([ Az, = y°]| = 9), (3.34)
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além disso,

7 (| Azo = 4’| = 0) < Az — Il = 6 < 0" (|| o — y°l| = 6). (3.35)

Prova: Analoga a prova da Proposicao 13.
[ |

O resultado anterior permite-nos, além de provar que a sequéncia (22 )zen termina,

estimar a seguinte cota para o ntmero de iteracoes ks < co:

Corolario 1.1. Seja (mi)z“zo uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, com § > 0
ey’ €Y satisfazendo ||y — 3°|| < 6. Entdo a iteragio termina em um nimero finito de

passos e temos as estimativas:

N 5 B (r—1)
Infl~'1 T ><k < |lnn|~'1 ( >+1.
[Ini “<||Axo—y6||—6 S ke < Ml | e

Prova: Primeiro mostraremos que ks < 00, isto €, que o critério da discrepancia é satisfeito

e a iteracdo para em um nimero finito de passos. Para isso, para obter uma contradicao,

suponha que ks = co. Assim, pelo critério da discrepancia, 3.9, temos que:
Vi > 1, || Az — || > 7.
Entdo, segue que Vk > 1, || AzS — 4°|| — & > (7 — 1)d. Disto e de (3.35), temos que
vk > 1,7 Azg — ¥°|| — &) > (7 — 1)6 > 0.

Mas, como 71 € (0, 1), temos que 7* — 0, quando k — oo, o que resulta numa contradicio.

Portanto, ks < oo, como queriamos.

Agora, segue que, para 0 < k < ks, ||Az? — y°|| > 76. Ainda, para k = ks — 1

juntamente de (3.35), temos que:
(1= 1)d < [[ A3,y = ¢l =0 < ™ (|| Az — »°|| = 9).

Do que segue,
(1= 1)d < (|| Azo — ¢l = 0)

e, disto,
nkrl > (1 — 15)5 7
Az — 40| — 0
do que obtemos:
- 1)
ks < (ng) o >+1.
o<t (=

Agora, para k = ks, segue que ||[Az{ — ¢°|| < 70, do que, juntamente com a
Proposicao 14, obtemos
i7" (| Azo — y°l| = 6) < 76,
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e, disto,
_KS 7—(5

s :
Az — ol =

Assim, temos que

. 70
ks > (11177) n (HAxO — y‘SH — 5)

Por fim, obtemos,

, (1—1)9 1 76
i (= g) 12 2 O ()

Como no caso sem ruidos, a analise de convergéncia que prova a estabilidade e

regularizagao do método pode ser encontrada em Pauleti (2021).

Em Penton, Margotti e Leitao (2020) e Boiger e Svaiter (2020), além do estudo do
método, temos também critérios para escolha do multiplicador de Lagrange, no método

estacionario e nao estacionario, respectivamente.
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4 Aplicacao

No presente capitulo trataremos da realizagao de experimentos numéricos com o
auxilio do MATLAB. Em tais experimentos aplicaremos os métodos de regularizacao,
estudados na se¢do anterior, no problema inverso da Tomografia Computadorizada. A
primeira secao deste capitulo abordara o problema da Tomografia Computadorizada, e a
modelagem matematica que o envolve. A seguir, na subse¢ao, estudaremos a discretizacao
do problema. Por fim, a segunda se¢do mostrara os testes realizados, uma comparacao
entre os métodos no problema e algumas observagoes do que temos em relagao a teoria

estudada e o comportamento do método em relacao aos testes.

Mais sobre esse problema pode ser encontrado em Natterer (1986) e Rieder (2003),

os quais foram usados como referéncia.

4.1 Tomografia Computadorizada

Utilizada na medicina como meio para conhecer o tecido presente em uma sec¢ao do
corpo humano, a tomografia computadorizada consiste em um processo de reconstrugao
de imagens. Durante o procedimento, feixes de raios X sao emitidos sobre uma secao
transversal do corpo, e sao detectados por um detector, de maneira que emissor e detector
estdo em posicoes opostas em relagao a secao de interesse, conforme Figura 2. A partir
da diminuicao da intensidade dos raios X ao passar pela regiao analisada, é possivel

determinar a densidade do 6rgao dentro do corpo.

Figura 2 — Representagdo do procedimento da Tomografia Computadorizada

Detector

Emissor
Fonte: A autora, 2024.

Assumindo que a diminuicao da intensidade se da apenas por meio da absorcao
dos raios X pelo tecido exposto a eles (de acordo com a densidade do tecido) e que os raios
nao sao refletidos ao entrar em contato com o tecido, consideramos que o feixe de raios
X percorre o corpo em linha reta. Desse modo, temos que a diminui¢ao da intensidade

dos raios X de um ponto x para o x + Az, é proporcional ao produto entre a propria
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intensidade em x e a distancia ||Az| percorrida pelos raios. Dessa forma, a densidade
corresponde ao coeficiente dessa proporcionalidade. Aqui x é um ponto entre o emissor

dos raios X e o ponto x + Az, com a distancia ||Az|| pequena.

Consideramos Q C R? o conjunto fechado e convexo que representa a secio
transversal do corpo, I, : L — R a funcao que representa a intensidade dos raios X em
cada um dos pontos da reta L, a qual por sua vez, representa o percurso dos raios, e
f:R? — R a fun¢do densidade. Assumindo, ainda, que f(z) = 0,Vz ¢ £, obtemos a

seguinte aproximagcao:

In(x+ Az) — Ip(z) =~ —f(x).Ip(2).]| Az (4.1)

Figura 3 — Representacao da reta L, que descreve o percurso dos feixes e das intensidades
emitida (/z,) e detectada (/)

I, ¢ o+ Ax Ll
- el ]
Emissor Detector

S

Fonte: A autora, 2024.

Assim, parametrizamos a reta L da seguinte maneira: Fixe um sistema cartesiano
com eixo das abcissas denotado por z; e das ordenadas z5. Seja s a distancia de L a
origem, e seja o angulo entre a reta perpendicular a L que passa pela origem e o eixo xy.
Tomamos s e ¢ como os pardmetros para L (Figura 4) , ou seja, L := L(s, ¢). Agora, sejam
w(p) = (cos p,sin @) e w(p)t = (—sin g, cos ) vetores unitdrios, e a parametrizacio dada
por v: L C R* = R, sendo y(t) := sw(p) + tw(p)*, obtemos L(s, ¢) := {y(t) : t € R}.
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Figura 4 — Parametrizacao da reta que descreve o feixe de raios X

Fonte: A autora, 2024.

Considerando a intensidade dos raios X ao longo da reta L como I, = I (y(t)),
denotamos por I, a intensidade inicial no ponto z; := v(¢;) € R*\Q que ¢ o ponto inicial
onde o feixe de raios X ¢ emitido. Igualmente, denotamos por Iy, a intensidade final medida
pelo detector no ponto zy := y(t;) € R*\Q. Assim, para z = y(t), © + Az = y(t + At),
At >0 e |Azx|| = ||v(t + At) — v(t)]|, em (4.1) temos que:

I (y(t+ At) = I, (v(t) = = f (1)) I (v(2)) Iy (t + AL) — 5(D)] (4.2)
Mais ainda, como ||y(t + At) — y(t)|| = ||Atw(p)t|| = At, temos que para At — 0,
d

—f(y () IL(y(t) = pr L (v(1))]

do que segue: 1 d
ACONE Lr(v(#)] = —f(v(£).

Agora, integrando em relagdo a t, temos:
tf ty 1 d
t))dt = — —I\1 t))] dt.
o) oy a0 )

Note que para o funcional g(u) = In(u), temos ¢'(u) = 1.u/. Assim, obtemos:

[ 16wy = -Gl
= In (14(3(8)) = In (7u(3(¢1))
L0(1)
“n(16)

Como z; = y(t;), zy =v(ts) e | ()| =1, e f =0 fora de Q, segue que:

[ Dol = (62,
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Temos, portanto, a integral de linha de f sobre a reta L(s, ¢), isto é, o valor médio
da densidade f ao longo de L corresponde ao logaritmo natural entre as intensidades

inicial e final dos raios X. Desse modo:

/L L, @)dr=n ( Z&g) .

Assim, o problema inverso da tomografia computadorizada pede a reconstrucao de

f a partir das suas integrais de linha.

A Transformada de Radon R descreve uma funcao integravel em R? a partir de

todas as suas integrais de linha. Assim, temos a seguinte igualdade:
Rf(s,0) = [ f(sw(p) + 1w (9)) dt. (43)

Ou seja, no problema de reconstrucao da Tomografia Computadorizada é necessaria
a inversao da transformada de Radon em R2 Desse modo, analisaremos a seguir a

transformada de Radon.

Definicao 18. Considere a secao transversal do corpo sendo representada pelo conjunto
compacto 2 := {x € R? : 22 + 22 < 1}, entdo temos a sequinte representacdo da interse¢ao
da reta L(s, @) e §):

L(s,0) N9 = {sw(p) + () £ € [—0(s), v(s)], |s] < 1}.
Onde v(s) € tal que:

v(s) == { L=s* lsl<1 (4.4)

0 ,|s| > 1.
Definimos a Transformada de Radon R : L*(R?) — L*([0,1] x [0, 7]) C R? como:
v(s)
Rf(s, )= [ Flswlo) 41w (p)) dr. (4.5)
[ |
Perceba que como f = 0 fora de 2, temos que Rf(s, ) é a integral de linha de f

sobre a reta L(s, p), isto é,

Teorema 11. A transformada de Radon R.: L*(Q) — L*(Z), Z :=[0,1] x [0, 7], € linear

e continua, com norma ||R| < /2.

Prova: Mostraremos, primeiramente, que a transformada R ¢ linear.

Por definicdo temos que

Rf(s,¢) = /U(S)

—v(s)
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Desse modo, sejam fi, fo € L*(R) e A € R. Entdo, para todo (s,p) € Z
v(s)
R(fi+ AR 9) = [ (FAfo) (se) + 1" (9)) dt
o(s) |
=0 (sw(e) + twt () dt
v(s)
+ “ Afa (sw(gp) + twﬂgp)) dt
o(s) |
=)l (sw(e) + tw' () dt
v(s)
+ A ( )f2 (sw(go) + twL(gp)) dt
= R<f1>(57 ()0) + AR(f2)(57 ()0)
=R fi(s,¢) + AR fa(s, @)
= Rfi + AR f) (s, ).
Portanto, R(f1 + Af2) = Rf1 + Rfs. Ou seja, R é linear.
Seguindo, temos que:
9 v(s) v(s) 2
Rf(s, ) = /_U(S)f( W)+t ( dt /v(s ?) + tu(p)) dt
Usando a desigualdade de Cauchy - Schwarz para integrais, temos que:
v(s) 2
RGP < [ P [ |7 (sule) + )
o(s) LN
= 2u(s). /_U(S) f (sw(go) + tw (gp))‘ dt.
Assim,
v(s) 2
RFG P <20(s). [ |F (swle) + 1w (0)]
Como v(s) < 1, obtemos
v(s) 2
RGP <2 |7 (sule) +1 (o) ar (46)

Agora, da definicdo de Z, temos que

T rl
[RfFcr) = [ [ RS (s, 0 dsde

Rfn < [ [ /((
=2 ([ [l

Entao,

)+ tw ((p))‘z dt ds dp

@) + tw (go))‘Z dtds) dep.
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Agora, de (4.4), e considerando uma transformacdo (s,t) = x = (21, 12) := sw(p) +tw(p)

temos que:

RS <2 [ ([ 1@ do ) o
=2 [" 110 o

= 2|l [ do
= 27THf||2L2(Q)-

Assim, [Rf|72(z) < 27| fl|72(q)- Dessa forma, temos ||R|[* < 27 o que implica em
IRI| < var.

Em particular, Rf € L?(Z) e, portanto, a transformada estd bem definida, e é
continua.
[ |

It (z)
Ip(xy)

Desse modo, considerando ¢g(s, ¢) = In ( ), obtemos:

(RS)(s,0) = g(s,0).

Assim, nosso objetivo é reconstruir a fungao f a partir do conhecimento da funcgao
g no problema inverso R f = g. Ou seja, é necesséria a inversao da transformada de Radon.
Perceba que, numa situagao pratica, a fungdo g(s, ¢) é conhecida apenas para alguns pares
(s,). Além disso, como os valores de g dependem de medicoes fisicas (a saber, I1(zy)), é

razoavel imaginar que apenas uma versao perturbada de g estara disponivel.

4.1.1 Discretizacao do problema

Vimos que o problema inverso da Tomografia Computadorizada consiste na recons-
trucao da funcao densidade f : R? — R, com suporte em €, a partir das suas integrais de
linha, obtidas por meio da intensidade inicial (de emisséo) e da medi¢ao da intensidade

final (de detecgao) dos raios X sobre uma reta L. Dessa relagdo obtivemos a seguinte

In (&%%) -/ L Ja)d (A7)

Para a discretizacao do problema, grosso modo, seguiremos os seguintes passos:

equacao:

1. Fixar a funcdo procurada fT;
2. Fixar um numero n de retas;

3. Fixar uma malha para {2, a qual sera usada para gerar um subespago de dimensao

finita (onde aproximaremos a f1);
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4. Aproximar a funcao g por um vetor em R”, usando a férmula no lado direito de

(4.7), e isto, para cada reta fixada no passo 2.

5. Usar a malha fixada no passo 3 para aproximar a transformada de Radon por uma

matriz.

Assim, seguindo os passos anteriores, fixamos um conjunto de n retas { L1, Lo, . .., L, },
que descrevem o percurso dos feixes de raios X emitidos sobre o conjunto 2. Para isso,
definimos € := [0,1] [0, 1]' e fixamos um nimero m de angulos, que sdo definidos por
p;j=Jj.—5,comj=0,1,2,...,m—1, e disto segue que —m < ¢ < 7. Definimos, ainda,
um conjunto de p retas paralelas para cada angulo ¢, de modo que cada reta deste conjunto
estd associada a um valor s; ; € RT, com ¢ = 1,2..., p (Figura 5). Assim, parametrizamos

cada L,;;, pelas fungoes y,,4; : R — R? que sdao dadas por:
Voj+i(t) = sij(cos @;, sin ;) + t(—sin p;, cos ;).
Observe que nessa situagao temos n = m.p.

Figura 5 — Representacao da parametrizacao das retas fixadas.

L

1

ALY

Fonte: A autora, 2024.

Como |[|v,;.:(t)|| = 1, Vt € R, obtemos a integral de linha de f sobre cada reta

J

Para simular a geragao dos dados do experimento (funcao g), fixamos a fungao

Ly;+i, da seguinte forma,

f@)de = [ f (s0i(t)) . (48)

pj+i

procurada fT a qual deve estar suportada no conjunto Q. Em seguida, determinamos
para cada reta L,;.; um intervalo [a;;, b;;], 0 qual representa a intersecao da reta com €2 e,

entao, calculamos numericamente, usando o método do trapézio, a seguinte integral
Guivii= [ I Cpisat)) . (4.9)
(li]'

Repare que essa ¢ a integral de linha de fT sobre a reta Ly;+i. Aproximamos entao

a funcao g por § = (g1,...,9,) € R™

1 Note que aqui definimos Q de modo diferente ao da secdo anterior.
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Observe que o que temos até agora independe do uso de qualquer malha em €2. Ou
seja, a fT fixada, bem como os dados gerados, ndo depende da malha (que seré construida

a seguir).

Agora, vamos utilizar uma discretizagao para aproximar a transformada de Radon
por uma matriz A. Para isso, fixamos um nimero M € N, de modo que €2 é dividido em
M? quadrados de lado ﬁ Obtemos, assim, uma malha sobre 2. Especificamos agora
uma ordem para os M? elementos dessa malha, e denotamos o k-ésimo elemento da malha
por Q. Cada elemento (J; é chamado de pixel. Em seguida, consideramos o subespago
V= span {XqQ,, XQz> - XQ,;2 } L?*(R?), o qual ser4 usado para a reconstrucio da fungao
fT. Aqui,

0 ,sex ¢ Qg
Xqu () = (4.10)
1 ,sex € Qy
Ou seja, xg, ¢ a fungao caracteristica em (). Associamos, ainda, a funcao f ao vetor

2 ~ . ~ r
a = (a1, g, ...,ap2) C RM onde os ay sdo os coeficientes da expansdo de f na base V.

E, entdo, aproximamos a funcdo f':Q — R por uma funcdo constante por partes f , tal

que
M2
f=>" arxox, (4.11)
k=1
onde «y, é o valor que f assume no centro do quadrado (). Assim, para cada [l =1,...,n,
temos que:

/Ll fi(z)de ~ /Ll fx) de.

Em (4.11) temos que:

/Lz f(x) dr = /Lz (gj\i O-/kXQK(ZE)) dz.

Entéao, por (4.10) temos que

N bij M?
/Llf(:l:) dx:/al (Z ak-XQK(’Yl(t))) dt

i \ k=1
M? bij

= [ Xox (n(t)) dt.
k=1 @ij

Observe que,

0, sen(t) & Q

xq.(n(t) =
1 ) Se’}/l(t) S Qk‘

Entao, tomamos

/ V() dt = Ay, (4.12)
Qk
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que é o comprimento do segmento de reta que representa a intersecao da reta L; com o

Ir, ()
Ip(zy)

pixel Q. Agora, como definimos anteriormente g(s, ¢) = In ( ) Assim, segue que a

[-ésima entrada do vetor § sera dado por:

o~ [ feu)at
M?2 bij
=Yoo [ vaw (u(®) dt
k=1 @ij

M2
= Z Al,k 873
k=1

A 2 . A
Portanto, §; ~ Zkle A a, ou seja, Ao = g.
Em resumo, faremos o seguinte: primeiramente fixaremos a funcio procurada fT, a

partir da qual sera gerado o vertor § € R". E, isto, faremos usando integracao numérica,

conforme a férmula em (4.9):
bij _‘_
Ipii 22/ S (vpii(t)) dt.
Qij

Em seguida, com o auxilio de uma malha, computamos a matriz A € RM**" de acordo
com (4.12):
/ 7[(25) dt = Al,k-

k
Para melhor compreensao, segue um exemplo mais simples envolvendo a discretiza-
¢ao:

Exemplo: Considere Q = [0, 1] x [0, 1], e suponha que conhecemos as intensidades
de emissao Ir(x;) = €° (igual para todas as retas). Fixe as retas Ly, Lo, L3. Suponha,

ainda, que conhecemos as intensidades dos raios X detectadas referente a cada reta.

Seja M = 2, entao temos uma malha 4 x 4 com lados de tamanho %

Q1| @
Q3 | Qu

Suponha que temos a seguinte distribui¢do das retas sobre a malha: L; passa
horizontalmente pelo centro dos pixels @)1 e Q)2, Lo passa horizontalmente pelo centro dos
pixels Q3 e ()4, e L3 passa na diagonal, pelos vértices dos pixels ()1 e (J4. Suponha que as
intensidades dois raios X, medidos nos detectores sejam, respectivamente, para as retas

_1 _9v2
Li, Ly e Ly, dadas por €2, ez e >~ 2 .

Suponha que o valor da fun¢do f no pixel @) seja constante e igual a di. Disto,

usando (4.7), para cada reta fixada, obtemos:
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oLy : 1 (zy)=¢e%

(& F@)de — 3 = ~dy + 2d
nf—|= x)dx = - —ds.
e2 Iy R
.LQ:IL2(xf):67%7
e’ 11 1 1

1 = dr = — = —d3 + —dj,.

n(e‘%) LQf(x) ! 2 2 3+2 :
ongng(xf):eE’_%,

Y G e s W2 V2 V2,
( )/L3f<)

9v2
e

Obtemos, assim, o seguinte sistema:

119 0 o 3
o o L 1], dz = | U
2 2 d 2

V2 g o 2 3 V2
2 2 d, 2

Nessa situacao, a matriz representa a transformada de Radon. O vetor a esquerda, coleta
os coeficientes da expansdo da aproximacdo de fT, enquanto que o vetor & direita aproxima
a funcao g. Como o sistema possui mais incognitas do que equacoes, nao ha unicidade de

solucao.

4.2 Testes Numéricos

Antes de apresentarmos, de fato, os experimentos, explicaremos como é realizada
a escolha da funcao convexa ¢ que induz a Distancia de Bregman, 10, no método das

Projecoes Relaxadas, (3.2).

Para isso, usamos o Método da Variagao Total (TV), o qual faz a escolha da

funcao do seguinte modo:

Seja g € LY(Q) fixado, Q C R? limitado. A Variagao Total de g é definida como:

TV (g) = 1Dgllz1 (),

onde Dg ¢ a derivada fraca de g. Isto é,
TV(9) = | [Vg(a)| dz.

Lembre-se que ¢é necessario para o método das projecoes que a ¢ seja propria,

uniformemente convexa e semicontinua inferiormente, o que ainda nao obtemos apenas
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da definigao de TV. Desse modo, consideramos 0 < w < 1, e ¢ : L*(Q2) — R definida, de

modo a satisfazer os itens citados anteriormente, por:

1911720
Plg) = (1= w)TV(g) +w—"2, (4.13)
do que obtemos ¢ prépria, uniformemente convexa, e s.c.i.
Suponha, ainda, que g seja uma fungao constante por partes, tal que
N
g:ZBZXQm (ﬁlaﬁ% 75N) :/BGRN (414)
i=0
Para simplificar, vamos considerar que {2 seja um quadrado e @ := {Q1,Qs,- - ,Qn} uma

particao composta por quadrados menores, com lados paralelos a fronteira de €2, a qual, na
Tomografia Computadorizada, cada Q;,i = 1,--- , N, diz respeito aos pixels pertencentes
a malha, veja Subsecao 4.1.1. Ao aplicarmos o TV em g, obtemos a soma dos produtos
dos saltos entre dois elementos de (), pelo comprimento da aresta comum a estes dois
elementos. Para executar esse calculo, procedemos do seguinte modo:

Fixe 1 <i < j < N. Seja v;; o comprimento de e;; = Q; N Q,. Temos que v;; > 0, e
vij =0<=¢;; =0, ouse e;; 6 um conjunto unitario. Para um par (7, 5) tal que v;; > 0,

dizemos que ¢; ; ¢ aresta entre @); e ();. Sob essas condicoes, temos:

TV(g) = > |Bi—Bjlviy (4.15)

1<i<j<N

Para o cdlculo da T'V'(g), (4.15): suponha que existam n arestas e fixe uma ordem
para elas. Seja L € R™¥ a matriz cuja m-ésima linha é dada por [0 -+ 0v; ;0 --- 0 —
v; ;0 -+ 0], onde v; ; representa a m-ésima aresta de modo que os valores v; ; € —v; ; estao
nas posigoes i e j respectivamente. Assim, temos que a m-ésima entrada do vetor L3 é

dado por
(LB)m = (Bi = Bj)vi;- (4.16)

Portanto, para g, (4.14), temos
LBl = > (LBl = D |Bi = Bjlvi; = TV(g).
m=1 m=1

Ou seja, para uma g constante por partes, (4.14), temos o TV (g) como escrito acima.

Lembre-se que nas Projecoes Relaxadas temos o funcional de Tikhonov dado por:

A
Ty(v) = ;HAI' — 9’|+ AggSO(%xi)‘

Ainda, para a minimizac¢ao do funcional o derivamos e igualamos a zero, caso seja possivel.

Assim, para derivagao da ¢, (4.13), usamos uma aproximacgao suave para o TV (g).
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Considere € > 0, pequeno o suficiente, usamos a seguinte aproximacao:

TVilg) = 3 VI(LA)m + e,

m=1

€ reescrevemos a @ como

w
e1(9) = (1 —w)TVi(g) + 5“9”%2(9)-

Disto, obtemos ¢ propria, uniformemente convexa, e continuamente Fréchet - diferenciavel.

Sendo possivel, assim, sua derivacdo. Portanto, derivando T'V;(g), obtemos
VTVi(g) = L q(g)m, (4.17)

onde

(LB)m

JILB) ]2 + €

q(g)m =
Assim, temos a derivada de ; dada por:

Vi(g) = (1 —w)L"q(g) + wy. (4.18)

Do que obtemos a seguinte forma para a distancia de Bregman:

Api(g,91) = 1(9) — 1(9k) — (V1(9k), 9 — gr),

onde gx = SN, (Br)ixa;, com ((Br)1, (Br)2,+ » (Be)n) € RY, e Vi (gx) é dado por (4.18).

Desse modo, obtemos, para g em (4.14), com Y = L"(2), que:

VTi(9) = A J.(Ag —y) + Vo(g9) — Vo(ge),

sendo, J,(y) = sign(y)|y|"~!,r > 1. Em particular, para r = 2, J,.(y) = y.

Podemos, portanto, minimizar o funcional de Tikhonov com distancia de Bregman

induzida pela ¢ escolhida através do Total Variation.
Nos experimentos, usamos o método do Gradiente para minimizar o funcional Tj.

Para que a escrita siga de acordo com a definicdo do Algoritmo 1, voltaremos a

usar x ao invés de g.

Nos testes a seguir usamos os seguintes métodos: Tikhonov Iterado (TK), apre-
sentado na Subsecao 3.1.2, a variagdo Landweber do Gradiente (LW), apresentado na
Subsecao 3.1.3, ambos apresentados na Segao 3.1, e Projecoes Relaxadas (PR), apresentado

na Segao 3.2.

Foram realizados 3 testes, neles fixamos uma solucao procurada, nela atribuimos
valores constantes, como no exemplo na Figura 6, onde os valores sao 1 e 2. Fixamos,
ainda, o numero de dngulos m = 40, o nimero de retas paralelas a cada angulo p = 60, e

RM?xm.p _ [R900x2400 R 2400

para a malha M = 30. Assim, obtemos uma matriz A € , ey €

No método das Projecoes Relaxadas (PR), consideramos as seguintes entradas:
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2

19
5

1.8
10 17

16
15 15

1.4
20

13

12
25

11
30 1

5 10 15 20 25 30

Figura 6 — Exemplo de atribuicdo de valores

- 1=0,1,
e 1 =0,95,
o 19 =1,

[ ] 7”:2
e 7T=1.1
e ¢=0.2

Ainda, seguindo o Algoritimo 1, precisamos que o residuo || Az — y|| pertenca ao

intervalo [cy, di]. Para isso, durante a iteragao:

e Se ||Az — y|| < ¢, entdo multiplicamos o multiplicador de lagrange A por 10;
e Se ||Az — y|| > di, entdo dividimos o multiplicador de Lagrange A por 10;

e Se, mesmo apos realizar uma das operagoes acima, o residuo seguir fora do intervalo,

entao o algoritmo aplica o método da bisseccao.

421 Testel

Para o primeiro teste, consideramos 6 = 0. Isto é, neste momento, nossos dados
nao possuem ruidos. Implementamos o método das Projegoes Relaxadas (PR), com um

numero de iteracoes maximas igual a 10.

a) Na Figura 7, a efeito de observacao visual da reconstrucao realizada pelo PR,

fixamos a soluc¢ao procurada, e comparamos com a reconstrucao realizada pelo método.
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Figura 7 — Reconstrucao sem ruidos: a esquerda a solucao fixada, e a direita a reconstrucgao
realizada pelo PR.

2 2

1.9 1.9
5

18 18

1.7 10 1.7

16 16

15 15 15

14 1.4
20

13 13

12 12
25

1.1 1.1

1 30 1

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

Fonte: A autora, 2024.

b) Como estamos estudando o caso sem ruidos, temos que a iteracao para no
numero de iteragoes maximo, visto que o critério de parada nao é satisfeito. A Figura 8
mostra o decaimento do residuo || Az, — y|, em comparacao ao intervalo [cg, di]. Observe

que ¢ < ||[Az — y|| < dk, conforme o esperado (passo 8 do Algoritmo 1).

Figura 8 — Decaimento do Residuo

12

i

d
10 K
residuo

8

[

IS

[N}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Passos (k)

Fonte: A autora, 2024.

Na Figura 9, o residuo é plotado na escala semi-logaritmica, de onde é possivel

observar como, durante o teste, o decaimento do residuo cumpre o esperado.

Note que, pela teoria, Proposi¢ao 12, temos que o residuo deve ser limitado por

7" [ Azo — yll < [ Az =yl < n*) Azo — yll,

do que, tomando o log, temos klog (7) < log (Hjﬁ’;:i”) < klog (n). Assim,

log ()k + log(|| Azo — yl) < log(|lAzy, — ylI) < log(n)k + log(||. Az — yl|).

Observa-se que o logaritmo do residuo se encontra entre duas fungoes afins: f(k) =
log(n)k + log(||Axo — y||) e g(k) = log(n)k + log(||.Axe — y||), cujos graficos sao retas com
inclinagoes dadas por log(77) = —1 e log(n) = —0,0223, respectivamente. Portanto, a

inclinagao da reta tangente a curva apresentada na Figura 9 deve respeitar esses limites.
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Figura 9 — Decaimento do Residuo

residuo

100

Passos (k)

Fonte: A autora, 2024.

¢) Analisamos também o comportamento da Distancia de Bregman a cada iteracao.
Temos que, durante os testes, pela Figura 10, como esperado, ha o decaimento a cada
iteracdo. Isto estd de acordo com o que diz a teoria (nesse caso, usamos z* em (3.32) como

sendo a solugao procurada, apresentada na Figura 6).

Figura 10 — Decaimento da Distancia de Bregman

25

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Passos (k)

Fonte: A autora, 2024.

4272 Teste?2

A partir de agora consideramos dados ruidosos, isto é, 6 > 0.

Os dados com ruidos sao do tipo y° =y + ||y||C5, com ¢ um vetor com entradas

aleatdrias e uniformemente distribuidas entre [—1,1] e ||| = 1, gerado usando o comando
A 5

randn. Perceba que 6 = % Adotamos a discrepancia, (3.9), como critério de parada.

Nesse caso, usamos & = 0||y||, que é o nivel de rufdos absoluto, o que resulta em § = [|y—y°]|.

Definimos o erro de iteragao relativo no passo k, como sendo
|l — 27
Ek = ¥ )
el
onde z' é a funcdo procurada, usada para gerar os dados. Para compararmos o desempenho
dos métodos de regularizagao citados anteriormente: a Tabela 1 mostra os resultados

durante o Teste 2, e a Figura 11 mostra as reconstrugoes realizadas por cada método.
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Para este experimento, definimos 5 = 0,02. Ainda, para o T K, consideramos

a =1, eno LW, consideramos o tamanho de passo Ay = 0, 1.

a) A Tabela 1 mostra os resultados quanto a nimero de iteragoes realizadas ks até
atingir o principio da discrepancia, o erro de iteracao relativo Ej, na ultima iteracao, e o

tempo em segundos, medido usando o comando tic toc, para executar a reconstrucgao.

Tabela 1 — Resultados dos Testes

ks Ey, Tempo (seg)
PR 14 3% 43,5582
TK 15 5% 0,5374
Lw 111 ™% 0,6074

Fonte: A autora, 2024.

A partir dos dados da tabela, no que diz respeito ao método LW, o nimero
de iteragdes necessarias para a reconstrucao e o tempo de iteracdo total mostram a
convergéncia lenta caracteristica desse método, visto que ele ultrapassou em quase 100
iteragoes o numero de iteragoes dos outros dois métodos. Porém, seu tempo de execucao
foi comparavel ao T'K e muito menor do que o método PR, evidenciando o fato de que
as iteracoes desse método sao computacionalmente baratas. Contudo, além de precisar
de mais iteracoes, ele também obteve maior Ej, que os demais. O método T'K obteve o
menor tempo de iteracao, e o segundo menor erro, bem como o segundo menor numero de
iteragoes necessarias. O PR embora com um tempo maior de execugao, apresentou menor

erro e menor nimero de iteragoes.

Em relacdo ao niimero de iteracoes, o de melhor performance foi PR, com o LW
precisando de um niimero superior de iteragoes comparado aos outros dois métodos. Com
relagdo ao erro de iteracao, o de melhor performance foi o PR, com o LW obtendo um
erro maior que os outros dois métodos (ou seja, o método LW termina mais rapido, porém
necessita de mais passos, e o erro nao foi o melhor em relagao aos outros dois). Com
relacao ao tempo, o T'K apresentou o menor tempo de iteragao necessaria, e sendo o PR
o com maior tempo de iteragdo. Porém, observe que nas iteragoes do PR é necessaria a
minimizacao de um funcional mais complexo do que no caso dos demais métodos, visto
também ser necessario o uso do 7'V o que implica a necessidade resolver um sistema nao

linear em cada iteracgao.

Porém, o PR apresentou melhor performance na reconstrugao da solugao, como

observaremos a seguir.

b) Na tabela abaixo, Figura 11, as imagens mostram a reconstrugao da solugao

realizada por cada um dos métodos.

A reconstrucao realizada pelo método PR mostra mais nitidez e, lembrando que

o TV penaliza os saltos entre os pixels da malha (o que significa que as partes onde
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a solugao é constante tendem a ser preservadas), com relagao aos outros dois métodos,
percebemos que a borda da area em amarelo fica mais evidente, as dreas em azul e em
amarelo, onde a fungdo permanece constante, percebemos poucas alteragoes. Por sua
vez, a reconstrugao realizada pelo TK permite ver a figura central (em amarelo), porém
com uma perda de nitidez maior na transicao entre a area em amarelo e a em azul, em
comparagao com a reconstrugdo do PR. O método LW apresentou uma reconstrugao
menos satisfatéria, comparada a realizada pelos outros dois métodos, nota-se a perda na
resolucao das areas em amarelo e azul. Percebemos uma proximidade das reconstrugoes
realizadas pelos métodos cléssicos, e ainda a reconstrugao realizada pelo PR mais préoxima

da original.

Figura 11 — Imagem da solugao fixada no canto superior esquerdo. Reconstrugoes reali-
zadas pelos métodos: pelo PR, no canto superior direito, pelo TK no canto
inferior esquerdo e pelo LW no canto inferior direto.
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Fonte: A autora, 2024.
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5

423 Teste3

Neste teste fixamos 3 solugoes, e apresentamos a reconstrucao realizada por cada
um dos métodos para cada uma das solugoes, Figura 12. Aqui, definimos 5 = 0.02, nas

mesmas condigoes do teste 2.
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Figura 12 — Na primeira linha: solugoes fixadas. Na segunda, terceira, e quarta linha:
reconstrugoes realizadas pelo PR, T K e LW, respectivamente
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Fonte: A autora, 2024.
Note que, do mesmo modo que no Teste 2, as reconstrugoes realizadas pelo PR

apresentam mais nitidez nas areas em que a fungao é constante. Os outros dois métodos,
TK e LW, apresentam reconstrugoes similares entre eles, em areas onde a fungao é
constante e nos saltos a reconstrucao é menos nitida que a realizada pelo PR. Nenhum
dos trés métodos foi capaz de detectar a pequena inclusdo existente no canto superior

esquerdo da primeira imagem.

Durante as reconstrugoes, Figura 12, testamos, ainda, as cotas apresentadas no
Corolario 1.1 para o nimero maximo de iteragoes ks, no método das Projecoes Relaxadas.
O ntimero de iteragdes maximo da primeira reconstrucao (da primeira solucao fixada) foi
ks = 12, com a cota inferior igual a 0,4803 e a superior igual a 69,3110. Para a reconstrucao

da segunda solucao, a imagem no centro da primeira linha, obtivemos ks = 9, com 0,6352
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e 76,26517 sendo as cotas inferior e superior respectivamente. Para a terceira reconstrucao,
obtivemos ks = 8, com cota inferior igual a 0,4577 e superior igual a 68,2971. Desse modo,

nos testes realizados o nimero de interacoes necessarias segue o que nos diz a teoria.
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5 Conclusao

Este trabalho abordou técnicas de regularizacao para problemas inversos lineares,
o problema inverso da Tomografia Computadorizada e a aplicacdo das técnicas estudadas

nesse problema.

A partir da defini¢ao de problema inverso bem posto, por Hadamard (1902), vimos
que por ser uma definicao dificilmente satisfeita é aceita uma nova defini¢do, proposta
por Nashed (1987), admitindo, assim, solugbes aproximadas para um problema inverso.
Desse modo, o texto apresentou a teoria da regularizacao para problemas inversos lineares,
que mostra que é possivel aproximar a inversa generalizada do operador, por uma familia
de operadores de reconstrucao com uma escolha de parametros adequada. Os métodos
de Tikhonov (classico e iterado), Gradiente e Proje¢oes Relaxadas foram os métodos
estudados no texto e foi realizada, ainda, a analise de convergéncia do segundo. No que diz

respeito a andlise de convergéncia do método das Projecoes Relaxadas, podemos encontrar
em Pauleti (2021).

O presente trabalho, permitiu, ainda, o estudo do problema inverso da Tomografia
Computadorizada, incluindo a modelagem matematica que envolve o problema, e sua
discretizacao. Neste contexto, foi possivel, através de testes numéricos, observar a aplicagao
e o desempenho dos métodos ao problema pratico, e comparar os resultados obtidos durante

os testes com as expectativas tedricas.

A partir dos experimentos numéricos realizados, concluimos que a utilizagdo de um
funcional convexo apropriado no método de Tikhonov resultou, nos testes executados, em
reconstrugoes mais apropriadas. Como ponto negativo podemos citar o fato que, nesse
caso, a determinacdo do minimizador do funcional de Tikhonov se torna mais lenta e

complicada.
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