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Resumo

As equagoes de Ginzburg-Landau modelam o comportamento
de amostras de certos tipos de materiais durante suas mudancas de
fase do estado normal para o estado supercondutor, mediante um
parametro complexo cuja norma ao quadrado representa a densi-
dade de elétrons na fase supercondutora. Diversas sao as possiveis
aplicagoes do estudo da supercondutividade, principalmente na pre-
senca de um campo magnético externo, influenciando a mudanca
de fase. Tendo em vista o vasto interesse cientifico nesta equacao,
um problema de controle 6timo pode ser associado a mesma, onde
desejamos aproximar a distribuicao de densidade de elétrons super-
condutores a uma densidade pré-estabelecida. Faz-se necessario en-
contrar uma demonstracao formal para existéncia de uma solugao
para tal problema. A demonstracao de existéncia proposta neste
trabalho baseia-se no teorema de Rellich-Kondrachov, na desigual-
dade de Friedrichs e na utilizacao do Gauge de London. No que
se refere ao contexto numérico, o método das linhas generalizado
pode ser utilizado como alternativa bastante eficiente para encon-
trar uma solugao aproximada para problemas elipticos semelhantes
as equagoes de Ginzburg-Landau, aproximando o estudo teérico do
problema com aplicagGes praticas de interesse cientifico tecnoldgico.

PALAVRAS-CHAVE: Supercondutividade, Equacoes de Ginzburg-
Landau, Teorema de Rellich-Kondrachov, Método das linhas gene-
ralizado.






Abstract

The Ginzburg-Landau equations model the behavior of some
types of material samples during their phase transition from a nor-
mal state to a superconducting one, through a complex parameter
whose absolute value square represents the density of electrons in the
superconducting phase. There are several possible applications of su-
perconductivity, especially in the presence of an external magnetic
field, affecting the phase transition process. Given the vast scientific
interest in these equations, it is possible to associate them with an
optimal control problem, through which we intend to approximate
the superconducting eletron density of the sample to a known given
density distribuition. It is necessary for such a problem to develop
the formal details relating the proof of existence of a concerning so-
lution. Such a proof of existence proposed in this work is based on
the Rellich-Kondrachov theorem, on the Friedrichs inequality and
on the so-called gauge of London. About the numerical context, the
generalized method of lines may also be used as a very efficient tool
to find an approximate solution to elliptical problems similar to the
Ginzburg-Landau equations, connecting their theoretical study and
practical applications of scientific and technological interest .

KEY-WORDS: Superconductivity, Ginzburg-Landau Equati-
ons, Rellich-Kondrachov Theorem, The Generalized Method of Li-
nes.
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1 Introducao

Na primeira metade do século XX iniciou-se o estudo do com-
portamento de diversos tipos de materiais a temperaturas muito bai-
xas, préximas do zero absoluto 0K (ou aproximadamente —273,15°C)).
Constatou-se, inicialmente, que alguns metais apresentavam propri-
edades fisicas muito exdticas ao atingir determinada temperatura. A
principal excentricidade observada foi a sibita auséncia de resistivi-
dade a corrente elétrica, permitindo que alguns materiais pudessem
manter as chamadas super-correntes elétricas. Dai surgiu o termo

supercondutores.

O fato de ser possivel manter uma corrente permanente ao longo
de meses e até mesmo anos com pouca dissipacao de energia desper-
tou o interesse e a curiosidade da comunidade cientifica. Hoje, exis-
tem diversas aplicacoes praticas do uso de materiais supercondutores

em diferentes areas das ciéncias aplicadas.

A resistividade nula, ou equivalentemente, a condutividade ili-

mitada de uma amostra acarreta em outros comportamentos fisicos
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intrigantes como o chamado fenémeno de Meissner-Ochsenfeld, que
como consequéncia do comportamento supercondutor provoca a ex-
pelicaio de um campo magnético externo de baixa intensidade do

interior da amostra.

Diversas sao as formas de definir, medir e aferir o comporta-
mento supercondutor de um material, porém o fato destas mudancas
abruptas de propriedades ocorrerem com a mudanga de temperatura
caracteriza este processo como uma mudanga de fase termodinamica,
semelhante a mudanga de fase de uma substancia em estado gasoso
para estado liquido, por exemplo. Esta abordagem foi fundamen-
tada pela teoria desenvolvida pelos fisicos Ginzburg e Landau no

inicio dos anos de 1950 [2].

A teoria de Ginzburg-Landau (GL) estuda o processo de transi¢ao
de fase de uma amostra em seu estado normal (com resistividade po-
sitiva) e o seu estado supercondutor. Minimizando a energia livre de
um sistema quando variamos parametros que dependem da tempera-
tura encontramos o estado mais estavel de uma amostra, e portanto,
o estado em que a mesma se apresenta. Este estado é caracterizado
pela densidade de elétrons que apresentam comportamento super-

condutor.

A teoria GL mostra a sua verdadeira potencialidade quando
incorporamos a presenga de um campo magnético externo agindo
sobre um material supercondutor. A demonstracdo da existéncia

de uma solugdo para um problema de controle 6timo associado as
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equagoes que modelam o problema, onde pretendemos aproximar a
distribuicao de densidade de elétrons supercondutores a uma distri-
buicao de densidade dada, pode ser feita lancando méao de conceitos
de anélise funcional, calculo variacional, equagoes diferenciais e al-

gumas hipéteses fisicas.

Afim de encontrar uma solucdo numérica para este problema,
pode-se utilizar algum método computacional como o método das

linhas generalizado, desenvolvido em [4].

O presente trabalho visa ilustrar os conceitos basicos de ma-
tematica, bem como nogoes intuitivas da fisica que envolvem as
equacoes de Ginzburg-Landau, apresentar uma demonstracao para
a existéncia de uma solucao para o problema de controle étimo men-
cionado e desenvolver (e aplicar) o método das linhas generalizado
para encontrar uma solucao numérica aproximada de um sistema

correlato.

No capitulo 3 o texto traz nogoes bésicas de analise, andlise
funcional e cédlculo variacional. S&o conceitos necessarios ao enten-
dimento da demonstracao principal do trabalho e que podem ser
revisados neste capitulo. Em seguida, no capitulo 4 sao apresenta-
dos os conceitos fundamentais que envolvem os espagos de Sobolev.
Bem como o teorema de Relich-Kondrachov, pedra fundamental da
demonstracao da existéncia de solugao para o problema de controle
6timo associado a equagao GL na presenga de um campo magnético

externo.
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O capitulo 2 trata de um apanhado da teoria fisica do pro-
blema, com o principal objetivo de contextualizar o leitor e dar
uma interpretagao intuitiva para a equagao estudada e compreensao
da complexidade do fenémeno estudado. Aqui, algumas hip6teses
fisicas e suas consequéncias sao explanadas e utilizadas para mode-
lamento matematico no capitulo seguinte, como o gauge de London,
por exemplo, que é uma consequéncia fisica do problema que entra

como informacgao complementar na demonstracao da existéncia.

J& o capitulo 5 traz o resultado principal do trabalho: A de-
monstracao da existéncia de solugao para um problema de controle
6timo associado & equagao de Ginzburg-Landau. Aqui convergem
os conhecimentos prévios de andlise funcional, cdlculo variacional,
espagos de Sobolev e tecnicidades fisicas oriundas da aplicacao e

contidas ao longo do trabalho para culminar no resultado preten-
dido.

O método das linhas generalizado aplicavel a problemas elipticos
¢é desenvolvido em detalhes no capitulo 6, alguns resultados impor-
tantes como o desenvolvimento do método, exemplos numeéricos e
codigo implementado em Matlab também podem ser encontrados

nesta segao.

No capitulo final apresentamos nossas consideragoes finais a res-

peito do tema trabalhado.
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2  Supercondutividade

O presente capitulo pretende apresentar de forma introdutéria
os conceitos fisicos aplicaveis ao estudo de materiais superconduto-
res. Serao expostos os fatos fundamentais sobre supercondutores,
como a definicao e caracteristicas do comportamento desses mate-
riais, além de explanar sobre as Equagoes de London, que consti-
tuem um conceito fundamental para o entendimento das hipdteses

na abordagem tedrica que se segue no fim do trabalho.

Discutiremos ainda o efeito Meissner-Ochsenfeld, que explica o
comportamento de supercondutores na presenga de campos magnéticos
externos, as diferencas entre supercondutores do tipo I e do tipo II.

Finalmente, apresentaremos o problema de Ginzburg-Landau.

As principais referéncias bibliograficas para este capitulo, onde
os detalhes dos conceitos expostos a seguir se encontram, sao [2],[4],
[5] e [10].
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2.1 Supercondutores

A condutividade elétrica é a medida da capacidade de um ma-
terial transportar carga elétrica. De maneira anédloga, existe a sua
reciproca resistividade elétrica que é a grandeza fisica que quantifica
o quao fortemente um material se opoe ao fluxo de uma corrente

elétrica.

A resistividade elétrica é uma funcdo da temperatura, pois a
mesma esta associada a mobilidade dos elétrons e suas colisoes com

outras particulas.

Foi observado que, para a maioria dos metais, a resistividade
elétrica se comporta de maneira padrao, como uma fungao decres-
cente da temperatura, isto é, com o decréscimo da temperatura uma
amostra resiste menos fortemente a um fluxo de corrente elétrica. No
entanto, para uma classe de materiais algo completamente diferente
acontecia: com o resfriamento, a resistividade inicialmente seguia o

comportamento suave simples, mas abruptamente anulava-se.

A temperatura em que esse processo de anulacao ocorre T, é
chamada de temperatura critica e varia de material para material.
Em amostras de Titanio, por exemplo, T, = 0.39K, enquanto para
o Mercurio vale T, = 4.1K. Nestas condigoes, a resistividade nao
é apenas pequena, em moédulo, mas é, na medida em que pode ser
mensurada, exatamente zero. Este fenomeno deu origem aos cha-

mados supercondutores elétricos.
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A existéncia de uma resistividade nula no supercondutor é re-
presentada por uma transicao de fase termodinamica. As proprie-
dades de cada fase sdo completamente diferentes. Aqui, denotam-se
duas fases distintas: estado normal, quando o material apresenta
temperaturas acima da temperatura critica e estado supercondutor,
quando o material apresenta temperaturas abaixo da temperatura
critica. No estado normal, a resistividade e outras propriedades
fisicas seguem o comportamento de um metal normal, enquanto no
estado supercondutor, varias propriedades fisicas sao diferentes, in-

cluindo a resistividade.

Um dos principais problemas a identificagao de materiais na fase
supercondutora é ter uma nogao precisa para medir e distinguir uma
resistividade muito pequena de uma resistividade efetivamente nula.
Visto que, na pratica, ao medir uma resisténcia de uma amostra
supercondutora, o aparelho de medigao (multimetro) também apre-
senta uma resisténcia em seus fios, o que resulta em uma medigao

pequena em moédulo mas ainda assim diferente de zero.

2.2 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Pela dificuldade de medir a resistividade, uma das formas mais
eficientes de caracterizar uma amostra de material supercondutor é

através do caracteristico efeito Meissner-Ochsenfeld.

Tal efeito constitui o fato de uma amostra de material super-
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condutor expelir campos magnéticos de fraca intensidade se uma

temperatura abaixo de T é alcangada.

T>Tc,B=0

O

T>Tc, B#£0 T<Tc,B=0

T<Te,B40

Q@

Figura 2: Tlustracao do efeito Meissner-Ochseneld

Considere a situacao ilustrada na figura 2, em que uma esfera de
material que apresenta comportamento supercondutor, inicialmente,
encontra-se em uma temperatura T > T, isto é encontra-se em fase
normal e ndo apresenta campo magnético externo (ilustrado na fi-
gura de cima do diagrama). Pode-se resfriar a amostra até alcangar
uma temperatura T' < T¢ (lado direito do diagrama), enquanto o
campo magnético permanece nulo. E entao introduzir, gradualmente
o campo externo B enquanto, devido as caracteristicas supercondu-
toras, o campo magnético no interior da amostra permanece nulo

(canto inferior do diagrama).
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Agora, considerando realizar o procedimento anterior em outra
ordem: Suponha tomar uma amostra em estado normal e, primeira-
mente, aplicar um campo externo. Neste caso, o campo magnético
penetra na amostra (como ilustrado na figura 2, a esquerda). Ao
resfriar a amostra o efeito Meissner-Ochseneld é observado, quando
o campo magnético é expelido (voltando ao estado ilustrado abaixo

no diagrama).

Tal fenémeno nao é explicado apenas pelo fato da resistividade
ser nula, este é um fenémeno fisico separado e associado aos super-
condutores, caracterizando outra fase termodinamica. Para efeitos
experimentais é muito mais pratico observar a expulsao do campo

do que medir a resistividade nula.

2.3 Diamagnetismo

Outro fenémeno caracteristico de materiais em fase supercondu-
tora é o diamagnetismo perfeito. Ao expor uma amostra a um campo
magnético externo, alguns tipos de materiais respondem criando um
campo préprio no mesmo sentido do anterior, este comportamento
é chamado de paramagnetismo. Em outros casos o campo produ-
zido pela amostra tem sentido contrario ao campo aplicado. Este

segundo comportamento é chamado de diamagnetismo.

A fim de produzir o efeito Meissner-Ochsenfeld, uma amostra

em fase supercondutora deve induzir uma corrente elétrica nos bor-
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dos da mesma, criando um capo magnético de mesmo médulo e
sentido contrario ao campo aplicado, ou seja, deve apresentar dia-

magnetismo perfeito, anulando completamente o campo externo.

O campo magnético é composto pelas grandezas fisicas M mag-
netizacao e H campo magnético auxiliar. Uma amostra supercondu-
tora pode ser caracterizada pelo efeito Meissner-Ochsenfeld, o que

nos garante que o campo magnético é nulo ou seja, M = —H.

Podemos assim, definir um parametro que meca o comporta-
mento diamagnético. A chamada susceptibilidade magnética é defi-

nida por
dM

= d7H|H:0'

Assim, uma outra caracterizacdo para supercondutores é o parametro

X

x = —1. Solidos com x < 0 sao chamados de diamagnéticos pois

produzem um campo magnético que se opde a0 campo externo.

Para os supercondutores, o campo externo é completamente
anulado. Consequentemente, sdo chamados de perfeitamente dia-

magnéticos.

Pode-se detectar supercondutividade em uma amostra desco-
nhecida medindo a sua susceptibilidade magnética. O grafico tipico
desta grandeza em uma amostra com comportamento supercondutor

pode ser observado na figura a seguir.
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Figura 3: Susceptibilidade magnética para um supercondutor em
fungao da temperatura

2.4 Supercondutividade do tipo I e do
tipo 11

O processo de transicdo de uma amostra em fase normal para
fase supercondutora ocorre semelhante a uma mudanca de fase ter-

modinamica.

Da mesma maneira que a temperatura critica T marca a mu-
danca de fase e, consequentemente, o efeito Meissner-Ochsenfeld,
ha o chamado campo critico Ho que limita a capacidade de uma

amostra de expelir um campo externo.

A susceptibilidade x ¢ definida no limite quando H — 0, quando
aumentamos o campo H dois possiveis comportamentos podem ocor-

rer.

O primeiro caso, é chamado de supercondutor do tipo I, em
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que o campo B permanece nulo dentro da amostra até que a super-
condutibilidade é destruida de maneira abrupta quando H atinge a
intensidade He. Ou seja a magnetizacao obedece M = —H para
todos os campos com intensidade menor que Hg e entao torna-se

nula para campos mais intensos. Conforme ilustrado na figura 4.

H H

c2

M=-H
M=-H

Figura 4: Gréafico H x M para supercondutores do tipo I (& esquerda)
e tipo II (& direita)

Todavia, para alguns tipos de material o comportamento é di-
ferente. Em supercondutores do tipo II existem dois campos criticos
He1 e Hpa. Ao aumentarmos a intensidade do campo H, inicial-
mente é respeitada a equacao M = —H, ao atingir o valor critico
Hey o diamagnetismo comega a ser destruido gradativamente, dimi-
nuindo a magnetizagao M e permitindo que um campo resultante
nao nulo penetre na amostra. Tal comportamento persiste até que o
diamagnetismo é destruido completamente ao atingirmos Hcso, tra-

zendo a amostra de volta ao seu estado normal.

Na figura 5 podemos ver os diagramas de fase de cada um dos
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Tipo | Tipo Il

T T

Figura 5: Temperatura critica T em funcdo de He (Te x He) para
supercondutores do tipo I (a esquerda) e tipo II (a direita)

tipos de supercondutores. No caso dos supercondutores do tipo II
a regiao intermediaria corresponde a um estado em que o campo
magnético externo é capaz de penetrar na amostra através de pe-
quenos vértices, em que o interior encontra-se no estado normal e o

restante da amostra no estado supercondutor.

2.5 Supercondutividade e mudanca de fase

Os fisicos Ginzburg e Landau (GL) contribufram muito para o
desenvolvimento do estudo acerca de supercondutores por volta de
1950 [2], [10]. A teoria de Ginzburg-Landau postula a existéncia de

um parametro de ordem, denotado por ¥ que caracteriza o estado
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supercondutor de uma amostra, ou seja
v 0, se T'>T¢
U(T)#0, seT <T¢
Tal parametro seria complexo e sua interpretacio fisica de |¥|? re-

presentaria a densidade de elétrons supercondutores. GL assumiram

que a energia livre deveria depender de forma continua do parametro
v,

Como ¥ é complexo e a energia livre é valor real nao-negativo,
a energia deve depender de |¥|. Além disso, ¥ — 0 quando T' — T¢,
podemos aproximar a funcao energia via expansao de Taylor para
valores préximos de T¢. A densidade de energia livre de Helmholz

F
f= v pode ser dada por

Fu(T) = Ful(T) + a(T)|W? + L (T) 0]

Da equagdo acima é possivel assumir que S(T) é positivo, caso
contrario, a densidade de energia livre nao teria minimizante, o que

contraria o fendmeno fisico modelado.

Plotando o grafico da funcao fs — f,, como funcao de ¥ é facil
ver que ha duas curvas possiveis, dependendo da escolha do sinal de
ao(T).

Se a(T) > 0 a curva possui iinico minimizante em ¥ = 0. Se a(T) <
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\ /.

Figura 6: Funcao de distribuicao de elétrons no estado supercondu-
tor para uma amostra homogénea.

T
0 h& minimos sempre que |¥|? = _ZET;'

A interpretacao fisica dessas hipdteses é que para T' > T temos

que a(T) > 0 e o minimo ocorre em ¥ = 0, ou seja, estado normal.

Quando T diminui, «(7T) também o faz até o estado mudar
quando «(T) < 0 e o minimo da fungdo energia muda para a # 0,
indicando que um estado mais estavel é alcangado para uma fase
supercondutora. Podemos identificar a temperatura onde a(T") = 0

justamente, como T¢.

Como ¥ é um parametro complexo, existem infinitas solugoes
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que satisfazem ¥ = |¥|e? e claramente minimizam a energia. O
parametro # encontrado em uma amostra real é de fato arbitrério,
uma vez que todos os valores de  levam ao mesmo total de ener-
gia livre. Neste caso, o préprio sistema adota espontaneamente um
valor particular. Assim, uma amostra supercondutora aquecida a
temperatura acima de Ty e, posteriormente, resfriada, podemos ob-

ter numericamente outro parametro de fase 6.

2.6 Teoria de Ginzburg-Landau em Sis-
temas nao-homogéneos

A teoria de Ginzburg-Landau torna-se mais rica quando consi-
deramos meios nao-homogéneos, ou seja, sistemas em que o parametro
de identificagao de fase supercondutora varia com a posi¢ao na amos-
tra, ou seja ¥ é uma funcao da posicao r. Neste caso, a expressao
que nos da informacoes acercada energia livre incorpora um termo

que depende de V.

70 = a0 [9eBae P [roepa-20 [eepa,
Q Q Q

onde /i é a constante de Planck e m é a massa de um elétron em
repouso. Se buscamos encontrar a fase mais estdvel, devemos mini-

mizar a funcao de energia, assim, aplicando as equagoes de Euler-
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Lagrange para o problema, apds alguns calculos é possivel obtermos

—;VQ\I/ +a|V|?U — ¥ =0 no interior da amostra 2

T aw
— =0 no bordo da amostra 92

on
Considerar meios nao-homogéneos € particularmente interes-
sante se introduzirmos um campo magnético externo Bg agindo no
espago. Tal campo dependendo, da intensidade, acaba destruindo o
comportamento supercondutor de alguns elétrons, a medida que o
mesmo torna-se mais forte no interior da amostra. Neste contexto,
a teoria de Ginzburg-Landau surge em sua maior potencialidade.
Neste, caso o funcional energia do sistema torna-se um pouco mais
complicado, pois o mesmo dependera da funcao ¥, em sua forma
complexa e também do campo externo Bg e do potencial magnético

A. A expressao é dada por

2ie . _|?
VU — ZCAT| dot
he

1 h2
Ji(U,A) :§/|rotAfBo|§dx+4 /Q
2

m

RB
+9/ |\I/\4dxf£/ W [2de,
4 Jo 2 Jo

onde a > 0, 8 > 0, i é a unidade imaginaria, ¢ é velocidade da luz no

véacuo e e é a carga de um elétron. Se buscamos encontrar o estado
mais estavel, vamos abordar o problema de minimizar o funcional J

no seguinte espago apropriado

U=WwH(Q,C) x WH2(R? R?)



Assim, as equagoes de Euler-Lagrange para o problema ficam

1 2
— (—ihV—%A> U+ a|PP¥ -8 =0 emQ
c

2m
) 2e
(th\IJ + CA‘~I/> n=0 em 0f)
e
4 -
(rot)*(rot A) = rot Bg + ?J, em ()
(rot)*(rot A) = rot By em R3 — Q
Em que,
~ ) 2 2
J= vy - wve) - 2 02A
2m me

By € L*(R3,R?)
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é um campo magnético conhecido. Aqui, ¥* denota o complexo

conjugado de W.
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3 Topicos em Andlise e
Anadlise Funcional

Neste capitulo, temos como foco trazer um breve resumo dos
principais conceitos e resultados em Anélise e Andlise Funcional.
Tal conteudo serd essencial para o estudo tedrico das equagoes de
Gizburg-Landau e constitui uma base matematica para diversos pro-

blemas oriundos das ciéncias aplicadas.

O leitor nao familiarizado com Anélise Funcional podera en-
contrar neste capitulo as definicbes e os teoremas necessarios para
o entendimento do restante do trabalho. As demonstragoes e deta-
lhes com maior rigor podem ser encontrados na vasta bibliografia

existente sobre o assunto, como por exemplo, [4], [3], [7], [11], [14].

Nocoes sobre espagos normados, espagos métricos, operadores
lineares, espago dual, operador adjunto e convergéncia fraca estao

explanadas ao longo deste capitulo.
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Espacos Normados e espagos métricos

Definigao 1. Um conjunto U € dito ser um espago topoldgico se
€ possivel definir uma cole¢ao o de subconjuntos de U chamada uma

topologia de U, para a qual as sequintes propriedades sao vdlidas:

a) U€eo
b) Deo
¢c) se A€o eB€o, entio ANB € o,

d) unioes arbitrdrias de elementos de o também pertencem a o.

Se A € o, dizemos que A € um conjunto aberto.

-

Definigao 2. Seja U um espaco topoldgico. Um conjunto A C U €
dito ser fechado se U\ A € aberto.

Os espacos topoldgicos constituem uma classe de objetos que
busca estudar de maneira bastante generalizada conjuntos que pos-
suam algumas propriedades importantes. Apenas com os concei-
tos de topologia, ja é possivel ter alguns resultados que poderiam
ser empregados em espacos mais especificos, como R” ou espagos
de fungoes, que aparecem amplamente na modelagem de problemas

matematicos.

Definigao 3. Um espaco vetorial U sobre o corpo F € dito ser um
espaco normado se é possivel definir uma funcdo || - ||y : U — R,

chamada norma, a qual satisfaz as sequintes propriedades:
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a) lully >0, seu#0 e l|ully =0 < u=0,
b) lu+vllv <lullv + [lvllv, Yu,v € U,
¢) |lou|ly = |af||lu||v,Yu € U,a € F.

Definigao 4. Um conjunto U € dito ser um espag¢o métrico se €
possivel definir uma funcao d : U x U = R chamada uma métrica

em U, tal que
a) 0 <d(u,v),Vu,v € U,
b) d(u,v) =0<= u=uv,Yu,v €U,
¢) d(u,v) =d(v,u),Vu,v € U,
d) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w),Vu,v,w € U.
Uma métrica pode ser definida mediante de uma norma, da sequinte

maneira

d(u,v) = ljlu —||y.
Neste caso, dizemos que a métrica € induzida pela norma.

O conjunto B,(u) = {v € U tal que d(u,v) < r} € chamado de

bola aberta com centro em u e raio r.

Definicao 5. Uma métrica d : U x U — R € dita ser invariante
se

du+w,v +w) = d(u,v),Vu,v,w € U.
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A partir das definigbes de norma e métrica, ja é possivel quanti-
ficar, avaliar e mensurar grandezas em espagos abstratos. Discernir
: : PR} L3 ” A

quando dois elementos de um espago vetorial estao ”proximos” é
o ponto inicial para trabalharmos com o conceito de aproximacao.
Sendo assim, o estudo dos espagos métricos é essencial para nos fa-
miliarizarmos com as primeiras nogoes e resultados basicos sobre o

assunto.

As préximas definigoes versam sobre sequéncias e limite de sequéncias.
O resultado principal deste trabalho serd mostrar que existe uma
sequéncia minimizante para um problema de controle em supercon-
dutibilidade de Ginzburg-Landau. E recomendado que o leitor esteja
bastante familiarizado com estes conceitos para um bom entendi-

mento dos capitulos futuros.

Definigao 6. Dado um espaco métrico U, dizemos que {u,} C
U converge para uy € U, quando n — oo, se para cada € > 0,
existe ng € N, tal que se n > ng, entao d(un,ug) < €. Neste caso,

escrevemos U, — ug, quando n — +oo.

Definicao 7. {u,} C U € dito ser uma sequéncia de Cauchy se

para cada € > 0 existe ng € N tal que d(un, um) < €, Ym,n > ng.

Definicao 8. Um espago métrico U ¢é dito ser completo se cada
sequéncia de Cauchy com relacio a métrica d : UxU — R converge

para um elemento de U.

Definicao 9. Seja (U, d) um espago métrico e seja E C U. Dizemos

que v € U € um ponto de acumulagcao de E se para cada r > 0
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existe w € B.(v) N E tal que w # v.

Definicao 10. Seja (U,d) espago métrico e seja E C U. Dizemos
que u € E é ponto interior de E se existe r > 0 tal que B,(u) C
E. E possivel definir uma topologia para o espago métrico (U,d)
declarando como conjuntos abertos todos os conjuntos E tais que
todos os seus pontos sao interiores. Tal topologia é dita ser induzida

pela métrica d.

Definicao 11. Seja (U,d) um espago métrico e seja E C U. De-
finimos E' como o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de

E.

Teorema 1. Seja (U,d) um espago métrico e seja E C U. Entdo

E ¢ fechado se, e somente se, E' C E.

Definigao 12. Um espago normado € dito ser um espag¢o de Ba-
nach se cada sequéncia de Cauchy relacionada a métrica induzida

pela norma converge para um elemento de U.

Espaco Dual

Nesta secao revisaremos os conceitos de funcionais e espaco
dual. O estudo dos espacos dos funcionais de um espago vetorial
constitui a base para ferramentas poderosas aplicadas em diversos
teoremas, sustentando e embasando diversas abordagens préticas e
computacionais para resolucao de problemas oriundos das ciéncias

aplicadas.
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Através do estudo dos funcionais de determinado espaco é possivel
retirar um grande nimero de resultados e propriedades importantes

sobre o préprio espago.

Definigao 13. Seja V um espago normado sobre um corpo F, este
corpo pode ser assumido como o conjunto dos numeros reais R ou
dos nimeros complexos C. Um funcional linear é uma funcao

F:V — T que € linear, ou seja, dados u,v € V e A € F, temos que
F(u+ M) = F(u) + A\F(v).
Se além disso, esta fungao for continua, isto €,

Dado u € V,Ve > 0,30 > 0 tal que
se [lu —v|| < 9§, entdo |F(u) — F(v)| <e.
Entao, F € um funcional linear continuo.
Definigao 14. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F, uma
forma bilinear é uma fungao (-,-) : V. xV — F que ¢ linear em
ambas as varidveis, isto €,
a) (u+w,v) = (u,v) + (w,v),Yu,v,w € V,
b) (u,v+w) = (u,v) + (u,w), Vu,v,w € V,

¢) (Au,v) = (u, W) = Mu,v),Vu,v € V,A € F.

Definigao 15. Para um espago de Banach U, define-se o espago

dual topolégico como o conjunto de todos os funcionais lineares
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continuos definidos em U, identificado por U*. Assumiremos em
nosso trabalho em que tal espaco dual se possa identifica uma forma
bilinear (-, )y : U x U* — R. Ou seja, dado f : U — R funcional

linear continuo, existe um unico u* € U* tal que
flu) = (u,u*)y,Yu € U.

Observagao 1. Aqui estamos nos referindo as representacoes padroes
de espagos duais de espagos de Lebesgue e Sobolev a serem estudadas

posteriormente.

A norma de f é denotada por ||f||y+ é definida como
[fllv+ = sup{[(w, u*)ul, tal que [[ully <1}
uelU

Teorema 2. Sejam U,V espagos de Banach. Um operador linear

A:U — V € continuo se e somente se existe K € RT tal que
[A(w)llv < Kllullv, Vu € U.
Ou seja, A € limitado.

Definigao 16. Seja H um espago vetorial complexo. Dizemos que H
é um pré-espago de Hilbert se existe uma fungao (-, -)g : HxH —
C tal que

a) (u,v)g = (v,u)g,Vu,v € H,

b) (u+v,w)yg = (u,w)y + (v,w)g,Yu,v,w € H,
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¢) (au,v)g = a(u,w)y, Yu,v € Hya € C,

d) (u,u)p > 0,Yu € H e (u,u) =0, se e somente se u = 0.
Ou seja, (+,-)u € sesquilinear e induz uma norma ||ul|% = (u,u)m,
para u € H.

Observagao 2. Uma defini¢do similar é vdlida para o caso de H

ser um espago vetorial real.

Teorema 3. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz.) Seja H um
pré-espaco de Hilbert. Assim,

lullz = v/ (u,u)n, Vu € H,
€ uma norma em H e vale a desigualdade
[(w,v)m| < llullallvllm, Yu, v € H.

Definicao 17. Um pré-espaco de Hilbert é dito ser um Espacgo de
Hilbert se ele € completo, isto €, toda sequéncia de Cauchy em H

converge para um elemento de H.

Definicao 18. Seja H um espacgo de Hilbert e M C H, definimos o

complemento ortogonal de M, denotado por M=+, por
M* = {u € H tal que (u,m)g = 0,Ym € M}.

Teorema 4. Sejam H um espaco de Hilbert, M um subespaco fe-

chado de H e uw € H. Sob tais hipdteses, existe um unico mg € M
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tal que

lu=mollr = min {lu—mllg}.

Além disso, ng :=u —mgy € M+

A seguir, relembraremos o Lema de Riesz, que nos fala sobre
como ocorre a representacao de um elemento do dual através do
espago primal. Tal lema possui grande relevancia dentro da andlise

funcional e aparece em alguns momentos ao longo deste trabalho.

Teorema 5. (Lema de Riesz) Seja H um espago de Hilbert real
e seja f : H — R um funcional linear continuo. Entdo existe um

unico ug € H tal que
f(u) = (u,up)pm,Vu € H.

Além disso,

[ f Il = lluollar-

Definigao 19. Para um espago topoldgico U e ug € U, nds defini-

mos uma vizinhanca fraca de ug denotada por ¥y, como
Y ={u €U tal que |{u — ug,u] )| <e;,Vie{l,- - ,m}},

para algum m € Njg; >0 euf € U*, Vie {1,--- ,m}.

Também definimos a topologia fraca para U: Dizemos que
E € U € fracamente aberto, quando para cada u € E existe alguma
vizinhanga ¥,,(u) C E. Assim, definimos a topologia fraca para U,

denotada por o(U,U*) como o conjunto de todos os conjuntos E € U
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fracamente abertos.

Notagao: Se{uy,} € U é tal que u,, converge parauw em o(U,U*),

entdo escrevemos U, — u.

Teorema 6. Seja U um espaco de Banach. Considerando {u,} C

U, temos
a) up = u, para o(U,U*) <= (up,u*)y — (u,u*)y,Vu* € U*,

b) seu, — u fortemente (em norma), entio u, — u fracamente,

¢) se up, — u fracamente, entdo {||un||lu} € limitada e ||ul|ly <

lim inf,, o0 ||un v,

d) se u, — u fracamente e u* — u* fortemente em U™, entao
n )

(Un, ul )y = (u,u*)y.

Operador Adjunto

Dado um operador em um espago de Banach, o seu operador
adjunto desempenha um papel muito importante na teoria de andlise
funcional. Trata-se de um outro operador, que funciona como ferra-

menta em questoes envolvendo o produto de dualidade.

Definigao 20. Sejam U,Y espagos de Banach. Dado um operador
linear limitado A : U — Y e v* € Y*, temos que T(u) = (Au,v*)y

€ tal que

T(w)] < [ Aully - [[o*[ly= < [[A[[[lv* ][y~

ull-
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Portanto, T(u) é um funcional linear continuo em U e da nossa

hipotese de representacao do espaco dual, existe u* € U* tal que
T(u) = (u,u")y,Vu € U.

*

Definimos A* por u* = A*v*, ou seja,
T(u) = (u,u*)y = (u, A"v")y,

isto €,
(u, A*v"Yyy = (Au,v*)y,Yu € U,v" € Y™.

Nds chamamos A* : Y* — U* o operador adjunto de A:U — Y.

Teorema 7. Sejam U,Y espacos de Banach e seja A:U =Y um

operador linear limitado. Entao
Al = [[A*[l,

onde A* € o adjunto Hilbertiano de A.

No caso particular em que U = Y = H, com H espaco de

Hilbert, o seguinte teorema é valido:

Teorema 8. Dados operadores lineares limitados A,B : H — H,

temos que

a) (AB)* = B*A*,

b) (A7) = A,
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c) se A possui inversa limitada A™, entdo A* possui inversa
limitada e

(A*)—l _ (A_l)*.

d)
IAA*|| = || Al

Definigao 21. Seja H um espacgo de Hilbert. Um operador A : H —

H ¢ dito auto-adjunto se

Conceitos basicos de Calculo Variacional

O calculo variacional estuda extremizagao de funcionais. Trata-
se de uma area de grande interesse do ponto de vista cientifico e tec-
nolégico, possuindo uma série de aplicagoes dentro dos mais diversos

ramos das ciéncias aplicadas.

Minimizar um funcional é encontrar uma solugao 6tima para um
dado problema. Na natureza, comumente, os fenémenos ocorrem de
forma que a energia é minimizada. Por essa razao, o calculo variacio-
nal aparece como ferramenta fundamental na abordagem de diversos
problemas; entre eles o problema de controle e supercondutibilidade

que serd o foco central de se¢oes futuras deste trabalho.

Nesta sec@o, denotaremos por F' : U — R um funcional, onde

U é um espaco de Banach. Alguns casos particulares serdo de inte-
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resse especial ao longo do trabalho, pois modelam grande parte das

equagoes do tipo energia em problemas fisicos, tais como:

= [, f(z,u,Vu)dz, em que @ C R™ é um conjunto

aberto limitado e conexo.

u) = [, f(z,u, Vu, D*u)dz em que

aui
Du=Vu= {ax]}

0%u;
D?*u = {D?u;} = d
Y { Uz} {&Ekamj}’

parai € {l,--- N} ej,k,le{l,--- ,n}.

Também, f : Q x RY x R¥X" — R ¢ denotado por f(z,s,&) e

assumimos que

a)
of (x,s,§)
os

Of(x,5,8)
9¢

sdo continuas V(xz, s, &) € Q x RY x RV*n,
Agora definimos nosso problema geral, denotado problema &2

Problema & : minimizar F(u) em U,
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isto é, encontrar ug € U tal que

F(ug) = ml[IJl{F(u)}

ue

Podemos interpretar o problema acima como a intengao de encontrar

um estado u para o qual a energia associada F'(u) seja minima.

Definicao 22. Dado F : D C U — R, definimos o espaco das

variagoes admissiveis para F, denotado por ¥ como

¥V ={p €U tal que u+ ¢ € D,Yu € D}.

Ou seja, @ € uma perturbacao de u para a qual o estado pertur-

bado u + ¢ ainda estd no conjunto D.

Definigao 23. Dado F : U — R, dizemos que ug € U € um minimo

local para F se existe § > 0 tal que

F(u) > F(ug),Yu € U, tal que ||u— up|lv <6,
ou equivalentemente,

F(ug + ¢) > F(ug),Yp € ¥, tal que ||o|luv < I

Definigao 24. Dado F : U — R, nds definimos a Variacao de
Gateaux de F em u € U na direcio p € ¥, denotada por §F (u, )

como
0F (u, p) = lim Flutep) = F(u)’

e—0 £

se tal limite existe e € bem definido. Além disso, se existe u* € U*



51

tal que
(SF(U7L)0) = <SD7U*>U)VQD € Ua

dizemos que F € Gdteaur diferencidvel em uw € U e u* € U* € dito

ser o diferencial a Gateaux de F' em u. Finalmente, denotamos,

-~ Yo 1
Observacao 3. Para o prézimo teorema, o espago L;, () corres-

ponde a defini¢do 33 do prozimo capitulo.

Teorema 9. Lema fundamental do cdlculo das variagoes

Considere um conjunto aberto 2 C R™ ewu € L} () tal que

loc

/wpdw =0,Yp € CZF ().
Q

Entao u = 0 em quase todo ponto de €.

Teorema 10. (Condi¢cées Necessdrias para um minimo lo-

cal). Seja u € U um minimo local de F : U — R. Entdo
O0F (u, ) =0,Yp € V.

Teorema 11. Suponha que F alcanc¢a minimo local emu € C? (2, R™)
e assuma que f € C?(Q, RN RNX"). Entdo, as condigdes necessdrias
para um minimo local para F sdo dadas pelas equacoes de FEuler-
Lagrange:

W ~div (W) —0, em Q.
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Definicao 25. (A segunda variacao). Seja U um espaco de Ba-
nach. Suponha F : U — R um funcional Gateaux diferencidvel. Da-
dos o, € ¥V, definimos a sequnda varia¢io de F' em u, em rela¢do

as diregoes p,n, denotada por

52 F(u,,n),

por

e—0 IS ’

Se tal limite existe Vo,n € ¥, dizemos que F' é duas vezes Gateaux
diferencidvel em u. Finalmente, sen = p, denotamos §*F(u, p,n) =
82 F (u, p).

Teorema 12. Seja U um espaco de Banach. Suponha que F : U —

R € um funcional duas vezes Gateaux diferencidvel e que
82F(u,0) > 0,Yu c U,p € V.
Entao,
Fu+ (1 =) <AF(u) + (1 = \)F(v),Yu,v € U, X € [0,1].
Ou seja, F € convexo.

Teorema 13. (Condi¢cao Suficiente para um Minimo Local):
Seja U um espaco de Banach. Suponha F : U — R é um funcional

duas vezes Gateaux diferencidvel em uma vizinhanca de ug, tal que
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62F(u, p) > 0,Yu € B,(ug),p € ¥,
para algum v > 0. Sob tais hipdteses, temos que
F(ug) < F(up + ep), Ve, ¢

tal que |e| < min{r,1},|¢llv < 1. Ou seja, up € um minimo local

do funcional F.
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4 FEspacos LP e Espacos
de Sobolev

Neste capitulo estudaremos os espacos de fungoes LP e Sobolev.
Estes espagos sao um campo de estudo fértil, uma vez que as pro-
priedades intrinsecas a eles, garantem bons resultados e uma vasta
gama de teoremas e ferramentas apropriadas podem ser empregadas

em fungées que pertengam aos mesmos.

A principal vantagem de trabalhar com os espacos LP e de So-
bolev é conseguir atribuir ao espaco de fungoes, normas adequadas
que poderao ser utilizadas para garantir convergéncia de sequéncias

de fungoes.

As demonstragoes dos resultados expostos a seguir podem ser
encontrados nas referéncias bibliograficas [1],[4],[8] com detalhes.
Em especial a demonstragao da desigualdade de Friedrichs é feita

no artigo [12].

Definigao 26. Seja f: Q2 C R™ — R, o conjunto de elementos em
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Q tais que f € ndo nula é chamado de suporte de f, denotado por

supp(f). Ou seja,
supp(f) = {x € Q, tal que f(x) # 0}.

Definicao 27. (Espago das Funcéoes Testes 2(S2)). Seja Q C
R™ um conjunto aberto. Para cada K C Q) compacto, considere o
espaco Px o conjunto de todas as funcgéoes de classe C°(2) com

suporte em K. Definimos o espaco das funcgdes teste, denotado por
2(Q) como

2(Q) =UkcaZk(2), com K compacto.

Em outras palavras, ¢ € 2(2) se, e somente se, ¢ € C®(N) e o

suporte de ¢ € um conjunto compacto.

Defini¢ao 28. (Topologia para 2(2)). Seja Q& C R™ um con-

Junto aberto.

1. Para cada K C Q compacto, o denota a topologia gerada por

uma base local {¥n i}, com N,k €N,

1
s = (o€ Zuc tal que ol < 1}

lloll v = max{|D%¢(x)|, tal que z € Q, |a| < N}

2. Um conjunto U € dito ser balanceado se, para qualquer escalar

t com |t| <1,tU C U, em que tU = {tu,u € U}.
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3. & denota a colecdo de todos os conjuntos convexos e balance-
ados W C 2(9Q), tal que W N Dk C oy para cada compacto
K cQ.

4. 0 € P(Q) € a colegio de todas as unides de conjuntos da forma
G+W,para p € D(Q) e W €6

Pode-se verificar que o da definicdo anterior € uma topologia em

2()

Definigao 29. (Distribuicdo). Um funcional linear em Z(Q) que

€ continuo com respeito a o ¢ dito ser uma distribuicdo.

Observagao 4. Para a prézima defini¢io, se « = (g, ,ap) €
um n—upla de inteiros nao negativos o, dizemos que o € um multi-
indice, onde denotamos D; = % e

J

D* = D" .. D

denota o operador diferencial de ordem |a| = 377 ;.

Além disso, denotamos D00y = u e 8 < o quando B <
aj, Vj e {1,...771},
Definigao 30. (Derivadas para Distribuicées). Dado T €

2'(Q) e um multi-indice o, definimos a derivada D de T como

DT (¢) = (-1)T(D*¢),V$ € 2(Q).

Podemos concluir que derivadas de distribuigoes também sao

distribuigdes, pois se T' é uma distribuicao, entao |T(¢)| < ¢||@||n, Vo €
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2(Q) para algum ¢ € RT, logo
|DT(¢)| < cl[DY¢lIn < cl|@llnt]a)s Vo € 2(Q).
Ou seja, DT € 2'(Q).

Defini¢ao 31. (Espagos LP) Para 1 < p < oo, dizemos que u :

Q' — R e LP(Q) se tal fungdo é mensurdvel e

/\u|pd;v < 0.

Q
Também denota-se |Ju|lp = [ [, |u|pdx]%. Que, de fato, € uma norma.

Definicao 32. (Espagco L°°) Dizemos que u € L>®(Q) se u é
mensurdvel e existe M € RV, tal que |u(x)] < M, em quase todo

ponto de ). Definimos

lt]loo = inf{M > 0 tal que |u(x)] < M em quase todo ponto de Q}.

Para 1 < p < oo, definimos ¢ que satisfaca as relacoes seguintes

+00  se p=1,
_P
p—1
1 se p = +o0.

q= se 1<p<+o0

De forma que, simbolicamente, temos

S+ =1
P q

Teorema 14. (Desigualdade de Hélder)Considere u € LP(Q) e
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v € LIQ) com 1 <p<oco. Entio, uv € L'(Q) e

/ fuoldz < Jlullp]o],-
Q

A desigualdade de Holder é um dos principais resultados em
espagos LP e busca reproduzir o papel da célebre desigualdade de

Cauchy-Schwarz no contexto deste espaco de fungoes.

Teorema 15. LP(2) € um espago vetorial e ||- ||, € uma norma para

todo p tal que 1 < p < .

Teorema 16. LP(Q) é um espago de Banach para todo p tal que
1<p<oc.

Observacao 5. Se p = 2; L*(Q)) é um espaco de Hilbert com o

produto interno (u,v) = [ - vdx.
Q
Teorema 17. Seja {u,} C LP(Q) ew € LP(Q) tal que ||u, —ull, =
0. Entdo existe uma subsequéncia {un, } tal que
a) un, () = u(x), em quase todo ponto de Q.

b) |un,| < h(z), em quase todo ponto de Q, Vk € N, para algum
h e LP(Q).

Teorema 18. LP(Q) € reflexivo para todo p tal que 1 < p < 0o

Agora relembraremos o teorema de representacdo no contexto

dos espacgos LP.
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Teorema 19. Sejam Q C R™ um dominio de classe C* e 1 < p <
oo. Seja f um funcional linear continuo em LP(Q). Entdo existe

um unico ug € L? tal que

flv)= /vuodx,Vv e LP(Q).
Q

Além disso,

Hf”(LP(Q))* = HUOHq-

Definigao 33. Seja 1 < p < co. Dizemos que u € LY () se

loc
u|K € LP(Q) para todo compacto K C .

Este € o conceito de um espaco localmente LP.

A partir de agora, definiremos o conceito de Espago de Sobolev,
classe de espacos de funcoes de extrema relevancia dentro do campo
da equagoes diferenciais devido a suas boas propriedades, vasta teo-

ria desenvolvida e aplicabilidade a modelos praticos.

Definigao 34. (Espacos de Sobolev) Dizemos que u € WP ()
seu € LP(Q) e D*u € LP(QY), para todo « tal que 0 < |a| < m, onde

as derivadas sao entendidas no sentido das distribuicoes.

Definicao 35. Definimos a norma ||+ ||m,p para W™P(Q) onde m €

Nel<p<oo, como

1

D
[ullmp =14 > IDulhp , sel<p<oo
0<|a|<m
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[ullm,co = sup  [|D%ul|oo
0<|ar|<m

Teorema 20. W™P(Q) é um espaco de Banach.

Definigao 36. Definimos S C W"P() como
S ={pelC™(Q) tal que ||¢|m,p < 0o}

Além disso, o completamento de S na norma || - ||m.,p € denotado por
H™P(Q). Aqui, do fato de W™P(§) ser completo, pode-se provar
que H™P(Q) = W™P(Q).

Teorema 21. W™P(Q) € separdvel se 1 < p < oo. Particular-

mente, W™2(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno

(u,v)= Z (D%u, D*v) 12 (q)-

0<lal<m

Tendo em mente as definigoes e resultados mais bésicos acerca
dos espacos de Sobolev, agora definiremos as chamadas imersoes.
Trata-se de um conceito bastante importante e que compoe parte

fundamental do resultado principal deste trabalho.

Definigao 37. Sejam X eY espacos normados. Dizemos que existe
uma itmersao de X em Y, denotada por X — Y se X CY e existe

uma constante K > 0 tal que
lully < K|lu|lx,Vu e X.

Além disso, chama-se imersao compacta, uma imersao que dada
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uma sequéncia limitada {u,} C X existe uma subsequéncia conver-
gente {un}, que converge para algum u na norma || - ||y

Definigao 38. Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado. Dize-
mos que OQ é C se para cada x¢ € O, denotando & = (1, , Zp—1)

para um sistema de coordenadas local, exite r > 0 e uma funcdo

flxy, - yzn_1) = f(&) tal que
W = QN B, (x0) = {x € B,(x0) tal que x,, < f(x1, ,25)}.
Além disso, f(%) é uma fungdo Lipschitz continua tal que
|f(&) = f(@)] < Cilz — 9,
em seu dominio para algum C1 > 0. Finalmente, assumimos que
{af(fc) }”‘1
L -

€ definida da forma usual em quase todo o ponto do seu dominio, de

forma que f € Wh2,

Teorema 22. (Teorema das Imersées de Sobolev) Seja Q@ um con-
junto aberto e limitado em R™ tal que OS) € L. Sejaj>0em>1

inteiros nao-negativos e seja 1 < p < co.

1. Parte I
a) Caso A Se mp >n ou entdéo m=n ep =1, entdo

WItMP(Q) < O%(Q).



Além disso,
WIHTP(Q) s WH1(Q), para p < q < oo,
e, em particular

Wm™P(Q) — L1(R), parap < g < oo.

b) Caso B Se mp = n, entdo
WItTmP(Q) — WH(Q), para p < q < oo,
e, em particular,

Wm™P(Q) — L1(Q), para p < q < o0.

¢) Caso C Semp <n oup=1, entio

WItmP(Q) < Wi(Q), parap < q < p* = —b—,
n —mp

e, em particular,

Wm™P(Q) — LI(Q), parap < q<p*= np .
n—mp

2. Parte II Se mp > n > (m — 1)p, entdo
Witmp <y 09AQ), para 0 < A < m — (n/p),
e sen = (m—1)p, entao

Witmp y CINQ), para 0 < X < 1.
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Além disso, se n =m —1 e p =1, entdo a equacdo acima €

vdlida para A =1 também.

3. Parte III Todas as imersoes das Partes A e B sdo vdlidas para
dominios arbitrarios 1 se o W-espago envolvido na imersao é

substituido pelo Wy-espago correspondente.

Teorema 23. (Teorema de Rellich-Kondrachov)Seja 2 C R™
um conjunto aberto e limitado tal que 0S) € . Sejam j, m inteiros

e seja l < p < oo.

1. (Parte I) Se mp < n, entao as sequintes imersoes sGo com-

pactas:
WIHMP(Q) — WH(Q), se 0 <n—mp e 1< q < np/(n—mp),
WItme(Q) < WH(Q), sen=mp,1 < p < oco.

2. (Parte II) Se mp > n, entdo as sequintes imersoes sao com-

pactas:
WItmP — C1(9),

WITmP(Q) — W(Q), sel < q < oco.
3. (Parte III) As seguintes imersées sGo compactas:
WItmP(Q) < C9(Q), se mp > n.
WItmP(Q) < CINQ), semp >n > (m—1)p e 0 < X < m—n/p.

4. Todas as imersoes acima sao compactas se substituirmos WITmP(())
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por WT™P(Q), onde WP (Q) € o fecho de C§°() no espago
wme(Q)

Teorema 24. (Teorema do Traco). Sejal < p < oo e seja
Q C R™ um conjunto limitado aberto tal que OS) € Cl. Entao, existe

um operador linear limitado
T:WhP(Q) — LP(0R),

tal que

a) Tu=mu oo SEUE Whr(Q)NC(9Q),

b) [|Tullpoe < Klullipo,Vu € WHP(Q), em que a constante K

depende apenas de p e €.

Teorema 25. (Segunda desigualdade de Friedrichs). Sejam
Q c R3 um dominio convezo de classe C', u € Ho(div, Q)NH (rot,Q)
ou u € H(div,Q) N Hyo(rot,Q2). Entdo, a sequinte desigualdade é
valida

[ull1,2,0 < C(lldivullo,2,0 + [[rotullo2,0)-

Em que,

H(div, Q) = {u € L*(Q) tal que divu € L*(Q)},
Hy(div, Q) = {u € H(div,Q), tal que i - u =0 em 00},

H(rot,Q) = {u € L*(Q) tal que rot u € L*(Q)},
Hy(rot, Q) = {u € H(rot,Q), tal que it x u =0 em 9N},
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onde C' independe de u.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [12].
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5 FExisténcia de Solucao
para um problema de
Controle Associado ao
Sistema de
Ginzburg-Landau

A presente secdo exibe uma demonstracao para a existéncia de
solugao de um problema de controle 6timo associado as equagoes de
Ginzburg-Landau na presenca de um campo magnético externo. A
existéncia de solucao decorre da hipdtese extra de assumir o chamado

Gauge de London.

Alguns autores possuem resultados para problemas semelhan-
tes, como a prova da existéncia de solugao para o problema sem a
presenca do potencial magnético. Algumas referéncias onde podem

ser encontrados estes resultados sdo [4] e [9].

Enfatizamos que a novidade aqui é a inclusdo de um campo
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magnético externo e o potencial magnético A, os quais tornam o

problema bem mais complexo do ponto de vista formal.

A ideia principal da demonstracao é tomar uma sequéncia mi-
nimizante e utilizar o teorema de Rellich-Kondrachov em conjunto
com a desigualdade de Friedrichs para garantir a convergéncia no

espago apropriado.

Sejam ©Q C R3, Q; C R? conjuntos abertos, limitados e de classe

C*, tais que O C Q; e Q é convexo.

Seja ¥4inL*(©2,C) uma funcio conhecida. Consideremos o pro-
blema de controle de minimizar |||¥|? — |¥4|?|l02,0 com a trinca
(U, A, u) sujeita a satisfacao das equagoes de Ginzburg-Landau con-

forme indicado a seguir em (5.1) e (5.2).

Para tal problema, a varidvel de controle é u € L?*(99Q,C) e
as variaveis de estado sdo o parametro de Ginzburg-Landau ¥ €
Wh2(Q,C) e o potencial magnético A € W12(Q,R?).

Nosso principal resultado sobre a existéncia de solugao para tal

problema é resumido pelo seguinte teoremas:

Teorema 26. Considere o sequinte funcional
€
J(0, A,u) = SIVE[G20 + K97 = [Pal[[§ 2.0 + Kollullg 2,00

sujeito a (U, A,u) € C, em que C = {(V,A,u) € WH%(Q,C) x
Wh2(Qq,R3) x L2(0Q,C) tal que (5.1) e (5.2) sdo satisfeitas}, em



69

que
2
1 . 2e 9
— | —ihV — —A ) U+ a|P|°T - ST =0, em Q
2m 0o " (5.1)
1hVW + CA\I/) 1= u, em OS2
4 -
rot*(rotA) = rot Bo + ?J, em §Q,
rot*(rotA) = rot By, em O\ Q, (5.2)
divA =0, em 1,
A.-7=0, em 0.
Em que,
~ ieh 2¢?
J= L — uvTr) — 25| p2A,
2m mce

eondee >0, K1 >0, K >0 erot Bg € L?(Q1,R3). Sob estas

condigoes, o funcional J(¥, A, u) admite minimizante em C.

Demonstragao. Inicialmente, tomamos {(V,,, A, u,) C C} uma sequéncia
minimizante de J, isto é, {(¥,,, A, u,)} é tal que J(U,,, A, uy,) —

7 quando n — +o00, onde n = inf  J(¥,A,u). Tal sequéncia
(¥,A,u)eC

existe do resultado de existéncia para u = 0 em [5] e do fato que o

funcional é limitado inferiormente por zero.

Notemos agora que, da expressao de J, existe K > 0 tal que
[V¥nlloz0 < K

1Pnllo20 < K

llunllo2,00 < K,¥n € N
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1Zll040 < K,VneN

e de modo que, pelo Teorema de imersao de Sobolev, para uma

subsequéncia nao re-rotulada {¥,,}, K pode ser tal que

[\

l120 < K.
Assim, pelo teorema de Rellich-Kondrachov existem ¥, € W12(Q, C)
e uy € L2(092,C) e uma subsequéncia nao-re-rotulada, tais que
¥, — W, fracamente em W?(Q, C),
U,, — Uy, em norma em L*(Q,C) N L*(Q,C),
U, — ug, fracamente em L2(8Q, C),quando n — +oo.
Por outro lado de (5.2) temos que

p1n = (rotA,, TOtAn>L2(Ql,]R3) — (rotA,, B0>L2(91,R3)+
4 ieh

+ = <Ze(\1/;;vqfn — U, VT, An> +
¢\ 2m L2(0,R9)

4 2¢2
+7T<e|\I/n|2An,An> =0
€ \me L2(Q,R%)

Da desigualdade de Friedrichs (Teorema 25), temos que

1A 40, < KA 2.0, < K(ldivAnllog, + [lrotAnllos,)?.

Mas pelo Gauge de London assumimos que divA,, = 0 em €7, assim,
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temos que
IrotAnll§ 2.0, = K3l As

2
0,4,

Disto e da desigualdade de Holder generalizada, segue-se que

0= pro 2Ks|AnllG 4.0, — KallAs

l0,4.2: 1Wnll0,4.0l V¥nllo2,0+
— [|rotBollo.2,0: [ Anllo,2,0, + K5 (| Unl*An, An) 120 r%)
> Ks||Anllg a0, — 1Anllo.4.0, K> = K[| Anlo2,0,+

+ (| TP Ar, An) r2(0r2) =1 P2,

para constantes, K4 e K5 apropriadas.

Suponha, para obter contradicao, que existe uma subsequéncia
{nx} € N tal que ||A,k|l4+ = 400 quando k — +oo. Logo, p2.ni —
+oo quando k — 4o00. Mas pa,; < 0. Logo, obtemos uma con-
tradigdo. Assim, existe K3 > 0tal que [[Ayll0,4.0, < K3 € [|[Anllo2.0, <
Ks,Vn € N.

Portanto,

0 Z(TOtAn,TOtAn>L2(g21’R3) — K3K2 — KK3—|—
+ K5<|\II|2An7An>L2(Ql,R3) = pg,nVn € N.

Agora, suponha para obter contradicao, que existe uma sub-
sequéncia {ng} C N tal que (rotA,,rotA,)r2(0,) — +00, quando
k — +o0, entdo p3, — +oo quando k — 400, o que contradiz que

0 > P3,n-
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Disto e também da desigualdade de Friedrichs, obtemos:

1AL]IT 5.0, < Ko ([rotAnllf 5.0, + ldivALlF20,)
= KellrotAn |3 2.0,

< Kg,Vn € N

onde assumimos o gauge de London, isto é, divA,, = 0 em 5 e
A, -7n=0em 0Q,Vn € N.

Assim, do teorema de Rellich Kondrashov para uma subsequéncia,

nao-re-rotulada, existe Ag € WH2(Qy) tal que

A, — Ay, fracamente em W12(Q;, R?).

e A, — Ay em norma em L?(Q;,R3).
Além disso, também do teorema das imersoes de Sobolev, exis-
tem constantes reais K > 0 e K; > 0 tais que
[nllose < K[¥nli20 < Ki,Yn € N.

Disto e da primeira equacio em (5.1), existem constantes reais Ko >

0,---,Kg >0, tais que

AT, [lo.2,0 < KalAnllo,2.0
< Ksl|Asllo.4,0

[V¥llo.2.0

[Wpllo2.0+ F4||\Ifn||g,6,g + Ks5|[%nllo.2.0
< F&Vn e N.
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Disto, a menos de subsequéncia, temos
AV, — AV, fracamente em L?*(Q,C).

Tomamos
p € Cr(2,C)

p1 € CF(Q,RY)
pa € C2(0\Q,R)

A seguir, provaremos que os seguintes limites sao validos
a) (AU, ¢)r2 = (AVq, @) r2;
b) (iA V¥, 0)r2 = (iAgV W0, p)r2;
c) ([Anl*Tp, )12 — (|Ao[* o, ¢) 123
d) (|90, )2 = (o[’ Yo, ) L2;
e) (Un,p)rz — (Wo,¢)r2;
f) (rot*(rotA,), p1)r2 — (rot*(rotAg), 1) r2;
8) (VLVWUn,01) 2 = (Y5V T, 1) 2
h) (U, VU7, @1)p2 = (Yo VUG, 1) 125

l) <‘\I/n|2An7§01>L2 — <|W0|2A07§01>L2a quando n — 0.

Realizando os célculos necessarios:

a)
‘<A\Ijna SD>L2 - <A\IIOa 50>L2| — Oa
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pois, AV¥,, — A¥j em L23(Q2,C).

|(IAL V0, 0) 12 — (iAgV V0, @) 2]
=[(iA, V0, 0) 2 — (iAV V0, )2 + (iAGV Yy, ) 2+
= (iAV V0, ¢) 2]
<|(i(An — Ag)V¥y, @) 2| + [(iA0 (VT — V), ) 2]
<[[An = Aoll2IV¥yl2]l¢llc + [(iA0 (VT — Vo), o) 2| = 0,

pois, A, — Ag em L?(2;,R3) e ¥,, — ¥y em W12(Q,C).

[(|AL W0, 0) L2 — (|A0[*To, 0) 2|
=[{| AR W0, 0) 12 = (| A0 Un, ) 12 + (|A0[* ¥y, ) 12
— ([ Ao[*¥o, ) 12|
<K(ARP = [A0*) ¥, ) 2] + [(|A0|* (T — o), ¢) 12|
(A + [Ao) (|An| = [Ao)¥n, @) 2|
+ | AGllo,2.0. 15 — o
<[[[An| + Aol

<

lo.2,0[l¢lloc

0,4,0: 1An — Aollo.2,0, 1¥nllo.4,0]l¢ll o

+ [[AGllo.2,0, 1¥n — Yo llo.2,2ll¢lloe — O,

pois, A, — Ay em L?(Q1,R?) e L*(Q1,R3) e ¥,, — ¥( em
L2(Q,,R3).
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(192U, )12 = (W02 T0, 91z + ([P Wo, 0) 2+

— (| Wo|*Wo, p) 12

| [ 10— woypde + [0 - 190 ¥opda
Q

Q

<[1%3 [[o,2,0

W0, — Wollo,2,0ll¢lle

[0+ 19010 - wol)d ol
Q

<7 llo,2.0l P = Wollo2.ll@llo

[0+ 10D (0] = [aD]dol ol
Q

+

<17 [lo.2.0l1n — Yollo,2,0llell
+ Wy — Wollo,2.2([l[ W] + [Yol

0.2.0)llllec — 0,
pois, ¥,, — ¥y em L2(Q).

e) Segue imediatamente do fato de ¥,, — ¥y, entdao U,

fracamente em L?((2,C).

|(rotAy,rote:1) 2y — (rotAg,rotp1) 2|
= [(A, — Ag,rot* (roter)) 2|

< [|An = Aollo2,0, [Irot”(rote)llo,2,0, = 0,

A\IIO
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pois, A,, — Ay em L2(2,R3).

(O V T, 1) 2 — (U5V T, 1) 12|
(O V¥, 1) 2 = (UoV Ty, 1) 2 + (U5V Ty, 1) 2]
— (UV¥o, 1) 12|
(W (VU — VW), 1) 12 + (¥}, — V) VUi, 1) 12|
<K Uo(V¥, — V), 1) 2]

+ 195 = Y5llo2.0l V¥allo,2.0

|S01||OO — 07

pois, ¥,, — ¥y em WH2(Q,C) e ¥,, — ¥y em L3(Q,C).
h)

(W, VU, 01) 2 — (Wo VWG, 1) 2]
=[(Un VU5, 1)z = (Yo VL, 1) 2 + (W VI, 1) 2+
+ (W5, 1) 12 — (Vo VTG, ¢1) 2]
=[((Un, — Wo) VIS, 1) 12 + (Po(V), — V), 1) 12|
<[V = Wollo2,2 V¥ llo.2,0ll¢1llec + [(Po (VT = VEG), 1) 2] = 0,

pois, ¥,, — ¥y em L?(Q,C) e ¥,, — ¥y em W12(Q,C).

(W2 An, 1) L2 — ([Wol* Ag, ¢1) 2]
=[(|Unl?An, 1) 12 — (Vo> An, 1) 2
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+ ([ To|?An, 1) 12 — (|To|* A, 1) 12|
<(1Wn]? = [®o*) An, 1) 2|+ [ Wol*(An — Ao), 1) 12

(1] = 1o ([ Wn] + [Wol) An, 1) 2]+

+H([To[*(An — Ag), 1) 2]
<[{(1Wn — Wo|)(|Wn| + [Vo|)An, 1) 2|+
+ [(1%o[*(An — Ao), p1) 2]
<[y = Yollo,a,0/[¥n| + [Polllo,al[Anllo,2.a l¢lleot

+ 1 %5]0.2.0/l(An — Ao)llo,2.0: [[€1]l0c — 0,

pois, ¥,, — ¥y em L*(Q,C) e A,, — Ay em L?(Q,R3).

Assim, com os resultados acima é possivel perceber que

1 2
m c L2
1 X 2e 2 2
— 7(—’th_ —Ao) \I/0+(X|\I/0| \IIO _6\1’07410
2m & L2

quando n — oco. Além disso,

=~

0 =(rotA,,,rotpi) 2 + (rotBe, v1)r2 — <7T,]~n,<p1> —
c 2

N

7T ~
—(rotAg,rotpr) 2 + (rotBo, v1) 2 — <CJ0, <p1>
L2

0 = (rotA,,,rote1) 2 + (rotBo, 1) 2 —
— (rotAg,rotp1)rz + (rotBg, p1) 2
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quando n — oo.

Portanto, as expressoes a) a i) sdo satisfeitas no sentido distri-

bucional.

Agora, seja ¢ € C(Q, C), observamos que

(Un, @) 12(80,0)

2
- <(ihV\I}n + A, n, cp>>
¢ L2(89,0)

9
- <mv\1/n + A0, V<p>
¢ L2(Q,C)

+ <div (qufn + 26Anxpn> ,<p>
C

P
. <mw/0 + ;AO\IIO, V<p>

L2(9,0)

L2(Q,0)

P
+ <dw (qufo T 6A0\I!0> ,<p>
¢ L2(Q,C)

2
- <(mvwo + er%> ‘n, <p> .
¢ L2(89,0)

Disto e do fato de

(Un, p)L200,0) = (U0, @) L2(09,C)

temos que

2 _
<(mv\po + er%) n— g, ¢> = 0,Yp € C®(Q,C),
¢ L2(99,C)
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de modo que, também em sentido distribucional, obtemos
. 2e .
1hVWo+ —Ag¥Yq | - 7 = ug, em 0N
c

Um procedimento andlogo pode ser realizado na outra condigao de
fronteira. Portanto, deste ultimo resultado nés podemos concluir

que, no sentido distribucional

1 2 2
— <z‘hV - 6A0> To + a|To|T — fTo =0, em 9,
2m c
2
(—mvmo + erfo[)) ‘0 = u, em 99,
c
e
4 -
rot*rotAyg = rotBg + —J, em {2,
c
rot*rotAy = rotBy, em Q;\Q,
divAg =0, em (q,
Ay -n=0, em 0€)q,
onde,
~ eh, o 2€?
Jo = —%(\I/OV\IJO — U V) — %\%FA.
Portanto,

(Wo, Ag,up) €C.
Disto, de ¥,, — W fracamente em W12, de u,, — ug fracamente em
L?(09,C), da convexidade de J em V¥ e u e do fato que ¥,, — ¥,
nas normas L? e L*, obtemos

n =liminf J(U,,, Ay, upn) > J(Po, Ag, ug).

n—oo
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Finalmente, temos que

Ug, A =n= i U A, u).
J( 05 Ovuo) n (\IJ,IIIkl,IIILl)GCJ( ) 7“)

Assim, a prova estd completa.
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6 Método das Linhas
Generalizado

Este capitulo apresenta uma versao matricial do método das
linhas generalizado. A apresentacdo original do mesmo pode ser
encontrada em [4] e outras versées em [5]. Tal método computaci-
onal é capaz de encontrar aproximacoes para solucoes de equacoes

diferenciais parciais elipticas de maneira bastante eficiente e pratica.

A classe de problemas que sao modelados em uma EDP eliptica
¢ muito grande, e abrange, por exemplo, as equacoes de Ginzburg-

Landau.

6.1 O método

A seguir, o texto descreve esta nova versao matricial do método

das linhas generalizado.
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Considere o problema a seguir: Encontrar u € C2(Q) tal que

Au+gu)+ f=0,em Q= [a,b] X [c,d],
u(a,y) = uq, u(b,y) = up,

u(z, ¢) = ue, u(z, d) = uqg.
Discretizando o dominio da varidvel £ em uma malha uniforme de
didmetro d com N — 1 pontos interiores 7 = {a = zy < x1 <
Tg < - < axy_1 < axy =b}. Comd=2ax; —xi_1,i € {1,---N},
2

denotamos u; = u(x;,y). Discretizando via diferengas finitas,

0x?
temos
un - 2un + u'n,— 62“”
(tn+1 pE 1)d2—|— 352 d*4+-g(up)d*+f,d*> =0, paran € {1...
: uy,
Definindo T'(u,) = 052 + g(uy), temos
Upy1 — 2y + Up_1 + T(up)d* + fod® = 0. (6.1)

Assim, tomando n = 1

U — 2’UJ1 =+ (%) + T(Ul)d2 + f1d2 = O,

o U Uug T(Ul)d2 f1d2
U = 5 + 5 + 5 + 5

Ou ainda,

Uy = a1Uz —+ bl'LLO -+ clT(ul) -+ €1 + E1 = 0,
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com

R S S Vs
1_27 61_27 €1 = 2)

E; = 0.

Procedendo indutivamente, podemos escrever u,, em funcao de ug,

seguinte maneira: Admita que
Up—1 = Gp_1Up + bnfluO + CnflT(unfl) +en—1+ En71~ (62)
Portanto, via equagoes (6.1) e (6.2) temos que

Unp+1 — 2un + p—1Un + bn—luO + Cn—lT(un—l)

+en 14 En1+T(uy)d* + frd® = 0.
Adicionando e subtraindo o termo ¢,,—17(uy,), somos levados a

(2 - anfl)un =Un+1 + bnfluO + (Cnfl + dQ)T(un) + en—1
+ fndQ + cn_l(T(un_l) — T(un)) + E,_1.

Comparando os coeficientes com a equagao (6.2) temos que
Up = ApUni1 + bpuo + T (uy) + ey, + E,.

Com

1

ma by, = anbp_1, €y = an(cp_1 +d?)

ap =

€n = an(en—l + fndQ) e FkE,= an(cn—l(T(un—l) - T(un)) + En—l)-
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Prosseguindo desta maneira até a ultima linha

2
0“un—1

uN-—1 =an-1un+by_1upten—1+Cn_1 <8y2 + 9(“N1)>+EN1~

Os valores de ug e uy sao dados do problema de contorno. Assim,
considerando E,, ~ 0, temos uma Equacao Diferencial Ordinéria de
Segunda Ordem cuja solucao nos dard uy_1. Procedendo de forma
andloga, calculamos u,, de forma retroativa.

U
Oy?

Up = Aplni1+bptgte,+cn < + g(un)> ,Vne {1,2,--- ,N—1}.

Adiante neste texto veremos que, de fato E,, — 0 quando N — oo.
Vejamos a seguir uma outra forma de descrever as constantes que,

torna uma implementacao computacional do método mais adequada.

Mostraremos por indugao matematica que as seguintes expressoes

sao validas

2 2
in = nil’ b = n«lkl’ C”:% ¢ = nilé’ﬁ'
ay
Notamos que, de fato, a; = % Além disso, utilizando a hipStese
de inducao

an: = = =
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1
De fato, b; = 5 E por indugao

Cn :

De fato ¢; = CR E via indugao

— 1d?
en =ap(cp_1 +d*) = o (W )d +f>

n+1 2
_on nd? — d? + 2d> B n%d? + nd? B nd?
T n+1 2 - 2n+1) 27
en :
2
De fato, e; = fl. Utilizando indugao matematica.

n d2 n—1
€n =0n (enfl"_fndQ) :n+1 fndQJFZZZfz

i=1

2 = nfn | L&
= ifi 4 d? = ifi.
n—l—lgﬁ n+1 n—i—lgﬁ
Estudaremos agora o erro associado ao método E,, a fim de
descrevé-lo de uma forma que seja possivel concluir que o erro em

cada linha tenda a zero ao refinar a malha, isto é, que E, — 0

quando N — oo.
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A expressao de E,, é

E, = an(cn-1(T(up-1) — T(un)) + En-1)-

Ou seja,
ne D
T 2(n+1) (T (un—-1) = T(un)) + n+1En—1- (6.3)

Calculemos os primeiros E,, para nos familiarizarmos com o com-

portamento dos termos

Ey
e~
Ey 2 2 E,
P L b
1 1
=Ty + =T
32+31,
E; 6 3/ 1 1
2o (T —T3) + = —=Ty+ =T
2~ 3T 3)+4<32+31)
3 2 1
=T+ T+ T
43+42+41,

B, 12 40 3. 2. 1
N T SO
2~ 10 4>+5< 43+42+41>

6 3 2 1
=—-T =T =T =T;
54+53+52+516
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Es 20 5( 6., 3. 2 1
(T -T2 (— Ty + ST+ =Ty + =T
Pz Ui 5>+6( 54+53+52+51)
10 4. 3. 2 1
= T4 -Ty+ -Ts+ -To+ -Th.
6 o Te et T

Notamos que os primeiros F,, sao combinacoes lineares de T;, i €

{17 27 e ,n}a ou Sejav
= (Z a?T(uﬂ) ,comn € {1,2,3,4,5} (6.4)
i=1

Vejamos, por indugao, que a expressao acima é valida para qualquer

n.

Suponha que

Da expressao de E,, (6.3), segue que

E, nin—1) n(n—1)
il mT(un_l) - mT(un)
+ n—T—llT(u" 1 —l—iz:oz 17 (wy). (6.5)

O que é suficiente para concluir que (6.4) é vdlida para qualquer n.

Além disso, de (6.5) observa-se que

—1
ar == (6.6)
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Além disso, tem se que

n TL(?’L — 1) + n n—1
« = (0% .
n—1 2(TL + 1) n+ 1 n—1

Via equacao (6.6) segue que

n nn—-1)  n (n—1)(n—2))
"—1_2(n+1)+n+1'( 2n >
n? —n—n?+3n -2
2(n+1)
2(n—1) n-1

2(n+1) n+1’

ou seja,
n—1
al | = 6.7
i
Mostraremos a seguir que o = ——,V1 <j <n—2:
n+1
Fixe i € {2,3, - ,n — 2} mostraremos que a expressao acima é

vélida para o}/ por inducio sobre j.

Para j = 1, o resultado é vélido via Eq(6.7), ou seja
i1 b
a; o

Agora, via Eq.(6.5), temos

Qiti = T i1

) Z—‘r]—f—ll
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Utilizando a hipétese de inducgao.

ot ( i+ i B i
g i+j+1/)i+j—1+1 (i+5)+1
Finalmente, conseguimos uma expressao para F, envolvendo uma

combinagao linear dos T'(u;),i € {1,2,--- ,n}, isto é,

o n(n —1) oy .

i=1

Como d = — % femos que
b—a)? (|n(n
2 < &2 (2 31 w) u+—§jzuT (u ||>

-1
Notamos que mn i > 0 para n > 1. Definindo

(
2(n+1

My, = max || (us)|

e fazendo a soma da progressao aritmética de razao 1 e n—1 termos,

temos que

[En <
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-1
Note que n((n—|—1)) é crescente paran > 1 e como n < N temos que
n
—a)? —
I8l < S (L)
N2 (N+1)
ou seja
N -1
E.| < (b—a)*M, [ —— ).
e O T e )
Portanto

| En|l = 0 quandoN — oo.

Podemos resolver as EDOs dadas por (6.1) pelo método dos

pontos, por exemplo. Para maiores detalhes veja [4].

6.2 Exemplo Numérico

Como exemplo numérico vamos abordar a EDP eliptica que
modela o problema de Ginzburg-Landau. Considere o modelo de

problema eliptico dado: Encontrar u € C?(Q2) tal que

—eAu+g(u)+ f=0,em Q= [a,b] x [c,d]
u(a, y) = Uq, U(b, y) = Up

u(z, ¢) = ue,u(z,d) = uq

Tomando g(u) = —au® + Bu, obtemos o problema associado as

equagoes de Ginzburg- Landau

—eAu+au® —pu+ f=0
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Em particular, tomando o =1e 8 =1¢e f =1, com condigoes de

Dirichlet nulas na fronteira.

—eAu+ud —u+f=0,em Q=10,1] x [0,1]
u(z,y) =0, em O

Aplicaremos o método das linhas generalizados para diferentes
valores de € € {1,0.1,0.01,0.001} .

Observando o problema a ser trabalhado notamos que a me-
dida que ¢ tende a zero, a equacao se aproxima de uma equagao
polinomial 22 — 2 — 1 = 0 que possui tinica solucdo real z ~ 1.3247.
Assim, esperamos que ao tomarmos valores cada vez mais préximos
de zero, a solugao se comporte, qualitativamente préxima da fungao

constante, mas respeitando as condicoes nulas na fronteira.

Conforme segue nos graficos contidos nas figuras 7 a 10, quali-
tativamente, podemos averiguar que a solucao apresenta comporta-

mento compativel com o esperado.

Na figura 7, notamos que a funcao encontrada pelo método
apresenta comportamento tipico de solugao para problemas elipticos

com condigoes de Dirichlet.

O gréfico da funcao ainda apresenta formato semelhante a uma

membrana para valor de e = 0.1 (ver figura 8).

Notamos que o padrao do grafico torna-se mais achatado ao
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0.08

Figura 7: Solugao obtida pelo método para valor de parametro € = 1

tomarmos € = 0.01(ver grafico na figura 9). A funcdo apresenta um
salto mais acentuado para um valor préoximo a solugao do polinémio

B —zx=1

Jé parae = 0.001 (ver grafico na figura 10) a solugéo encontrada
torna-se bem préxima do esperado intuitivamente, ilustrando que o

método é capaz de construir solugdes compativeis com o problema.

Assim, o método das linhas generalizados é capaz de construir a
solucao de forma bastante eficiente e pode ser aplicado para diversos
tipos de problemas elipticos mais complicados, com pouca variagao

na implementagao.
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€=0.1

Figura 8: Solugao obtida pelo método para valor de pardametro € =
0.1

6.3 Cddigo em MatLab

O método implementado em linguagem MatLab pode ser con-

ferido aqui.

%Método para resolugdo do problema eliptico

%\epsilo\delta u+\alpha u~3-\beta u+f=0

% Em um dominio retédngular [a,blx[c,d] através do método das linhas
% generalizado

clear

Y%close all
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=0.01

Figura 9: Solugao obtida pelo método para valor de pardmetro € =
0.01

%Dados do problema:_
alphaa=1000;
beta=1000;

aa=0; bb=1; cc=0;dd=1;
%Dominio [aa,bb]lX[cc,dd]

%Discretizando o dominio_ _ _ _ _ -

N=1400;%Pontos de discretizagio em x
d=(bb-aa) /N;

M=300;% Pontos de discretizag8o em y
d1=(dd-cc)/M;

£=1000*ones (N-1,M-1);



95

€=0.001

Figura 10: Solugao obtida pelo método para valor de parametro
e = 0.001

%M2 é a matriz de diferenciagdo de ordem 2
M2=-2xdiag(ones(M-1,1))+diag(ones(M-2,1),1)+diag(ones(M-2,1),-1);
M2=M2/d1"°2;

A - - - - —

IM=eye (M-1);

%Calculando cada e_n_

e=zeros(N-1,M-1);e(1,:)=0.5%f(1,:);

for n=2:N-1
e(n,:)=n*x(e(n-1,:)+f(n,:))/(n+1);
end

e=e*xd"2;
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[PX,PY]=meshgrid(aa:d:bb,cc:d1:dd);
%U=(10%PX.* (PX-1) .*PY.*(PY-1))’; %Chute Inicial+Introduzir contorr
U=ones (N+1,M+1) ;U(1, :)=zeros(1,M+1) ;U(end, : )=zeros (1,M+1);
U(:,1)=zeros(N+1,1);U(:,end)=zeros(N+1,1);

%0 chute inicial dado foi uo=x(x-1)y(y-1).com condigdes

%de contorno nulas na fronteira do dominio

Ua=U;% U anterior é armazenado para avaliar a evolugdo das solugde
k=0;

t01=1/100000;

criterio=inf;

while (criterio>tol) && (k<500) % 0 algoritmo para quando duas
%solugdes calculadas estfo muito préximas uma da outra

%ou um nimero maximo de iteragdes é alcangado

k=k+1;

for i=1:N-1

c=0.5%(n-1)*d"2;
B=(N-1)*U(N-i+2,2:end-1)/(N+1-i)+U(1,2:end-1) / (N+1-i)+. ..
e(N-1i,:)+2xc*alphaa*U(N-i+1,2:end-1)."3;%Lado direito do problema
B=B+c/d1" 2% (U(N-1i+1,1)*IM(1,:)+U(N-1i+1,M+1)*IM(M-1,:));

AA=eye (M-1) -c*M2-c* (-3*alphaa*diag(U(N-i+1,2:end-1)) ...
."2+betaxeye(M-1));

%AA é a matriz do problema

x=AA\(B’);

U(N-i+1,2:end-1)=x";

end

criterio=norm(U-Ua,inf) ;%/norm(U) ;



Ua=U;

end

figure

s=surfc(PX,PY,U’)%saida grafica
shading interp

alpha(s,0.8)
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7 Conclusao

Ao longo dessa dissertacao, fomos capazes de estudar a feno-
menologia por tras da supercondutividade. Ao visitarmos a teoria
de Drude, London e Gizburg-Landau compreendemos os complexos

mecanismos fisicos deste fendmeno fascinante.

Com base no conhecimento acerca de fundamentos basicos de
andlise e equagoes diferenciais conseguimos mostrar que o problema
de controle 6timo estudado associado as equagdes de Ginzburg-Landau,
de fato, possui solu¢do. Através do teorema de Relich-Kondrachov
e da hipétese do Gauge de London foi possivel construirmos uma
sequéncia minimizante que converge para a solucao dentro do espago

de fungoes adequados.

Experimentos numéricos abordando modelos correlatos as equagao
de Ginzburg-Landau ilustraram a eficiéncia do método das linhas ge-
neralizado que foi desenvolvido no corpo do trabalho. O método é
capaz de construir solugoes para uma grande variedade de problemas

elipticos de maneira computacionalmente economica.



100

Para trabalhos futuros o método das linhas generalizado abre
grandes de possibilidades, entre elas a aplicacao para problemas mais
complicados, em dominios tridimensionais ou até mesmo variacoes
diferentes do método para outras classes de problemas que nao sejam

elipticos.
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