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Resolva uma questão de cada bloco.

Bloco A:

1. Para o problema de Cauchy

u′(t) = f (t, u), t > t0

u(t0) = u0,

considere o método de Runge-Kutta explicito com dois estágios:

un+1 = un + h(b1k1 + b2k2),
k1 = f (tn, un), k2 = f (tn + αh, un + βhk1).

Encontre a relação entre parâmetros do método que garantem acurácia de
segunda ordem.

2. Para o problema de Cauchy

u′(t) = f (t, u), t > 0
u(0) = u0,

encontre a região de estabilidade absoluta para os métodos de Euler expli-
cito, implı́cito e método de Crank-Nicolson. Quais destes métodos são A -
estáveis?
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Bloco B:

1. Considere o problema de valor inicial para a equação hiperbólica de pri-
meira ordem:

∂tu + a∂xu = 0 x ∈ (0, 1), t > 0,
u(x, 0) = u0(x),

com condições de contorno periódicos e o método de Lax-Friedrichs para a
solução numérica do problema:

un+1
j =

1
2

(
un

j−1 + un
j+1

)
−

ak
2h

(
un

j+1 − un
j−1

)
a. Use análise de Von Neumann para encontrar as condições de estabi-

lidade do método.

b. Apresente um esquema em termos de fluxos numéricos. Encontre a
condição CFL para a estabilidade do método.

2. Considere o problema de valor inicial e de contorno para a equação de di-
fusão:

∂tu = ∂2
xu, x ∈ (a, b), t > 0,

u(a, t) = u(b, t) = 0,
u(x, 0) = u0(x).

a. Apresente a formulação do método de Euler explicito para a solução
numérica do problema.

b. Estime a ordem de erro de truncamento do método em t e x.

c. Use análise de Von Neumann para encontrar as condições de estabi-
lidade do método.
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Bloco C:

1. Considere A ∈ Rn×n, com autovalores: |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| e o método
QR iterativo para estimar os autovalores de A. Descreva detalhadamente
este método. Explique a vantagem e/ou necessidade de previamente reduzir
A a uma matriz Hessenberg superior através de transformações ortogonais.

2. Seja A ∈ Rn×n simétrica. Descreva o algoritmo de Lanczos para a determinação
de uma base ortonormal para o subespaço de Krylov

Kk(A, x) = span[x, Ax, A2x, . . . , Ak−1x], x ∈ Rn.

Como esse algoritmo pode ser combinado ao procedimento de Rayleigh-
Ritz com o objetivo de calcular os autovalores de A? Discuta as dificul-
dades técnicas da aplicação desse método para o cálculo dos autovalores e
alternativas para atenuá-las.
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Bloco D:

1. Sejam A, B e C matrizes com dimensões tais que o produto ATCBT é bem
definido. Seja X o conjunto das matrizes X as quais minimizam

‖AXB −C‖F ,

em que ‖.‖F denota a norma Frobenius. Mostre que X0 = A+CB+ satisfaz

‖X0‖F = min
X∈X
‖X‖F ,

e que X0 é a única matriz de X com essa propriedade.
Obs.: A+ denota a pseudo-inversa (inversa de Moore-Penrose) da matriz A.

2. Considere A ∈ Rm×m não singular e o método SOR para solução do sistema
linear Ax = b:

Mωxk+1 = Nωxk + ωb,

sendo ω , 0, Mω = D + ωL, Nω = (1 − ω)D − ωU; A = L + D + U,
com D = diag(A), L e U correspondem às partes (estritamente) triangular
inferior e superior de A, respectivamente. Seja B ∈ Rn×n e

A =
[

In B
−BT In

]
.

Denotando σmax como o maior valor singular de B, prove que, se

0 < ω ≤
2

1 +
√

1 + σ2
max

,

a sequência (xk) converge para a solução do sistema.
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