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Resolva uma questdo de cada bloco.

Bloco A:
1. Para o problema de Cauchy
uw) = f(t,u), t>t
u(to) = uo,
considere o método de Runge-Kutta explicito com dois estagios:

U1 = Uy + W(D1ky + Drky),
ki = f(ty,un), ko = f(t, + ah,u, + Bhk;).

Encontre a relacdo entre parametros do método que garantem acuricia de
segunda ordem.

2. Para o problema de Cauchy

u'(t) = f(t,u), t>0
u(0) = uo,
encontre a regido de estabilidade absoluta para os métodos de Euler expli-

cito, implicito e método de Crank-Nicolson. Quais destes métodos sdo A -
estaveis?



Bloco B:

1.

Considere o problema de valor inicial para a equagdo hiperbdlica de pri-
meira ordem:

ou+ad,u=0 xe(0,1),t>0,
u(x, 0) = up(x),

com condig¢des de contorno periddicos e 0 método de Lax-Friedrichs para a
solu¢@o numérica do problema:
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a. Use analise de Von Neumann para encontrar as condi¢des de estabi-
lidade do método.

b. Apresente um esquema em termos de fluxos numéricos. Encontre a
condi¢do CFL para a estabilidade do método.

. Considere o problema de valor inicial e de contorno para a equacao de di-

fusao:

Ou=0u, xe(ab), t>0,
u(a,t) = ulb,t) =0,
u(x,0) = up(x).

a. Apresente a formulacdo do método de Euler explicito para a solugao
numérica do problema.

b. Estime a ordem de erro de truncamento do método em ¢ € x.

c. Use andlise de Von Neumann para encontrar as condi¢des de estabi-
lidade do método.



Bloco C:

1. Considere A € R™", com autovalores: 1| > |4,] = ... > |4,] € 0 método
QR iterativo para estimar os autovalores de A. Descreva detalhadamente
este método. Explique a vantagem e/ou necessidade de previamente reduzir
A a uma matriz Hessenberg superior através de transformagdes ortogonais.

2. Seja A € R™" simétrica. Descreva o algoritmo de Lanczos para a determinacao
de uma base ortonormal para o subespago de Krylov

K (A, x) = span[x, Ax, A%x, ... JARX], xeRM

Como esse algoritmo pode ser combinado ao procedimento de Rayleigh-
Ritz com o objetivo de calcular os autovalores de A? Discuta as dificul-
dades técnicas da aplicacdo desse método para o célculo dos autovalores e
alternativas para atenua-las.



Bloco D:

1. Sejam A, B e C matrizes com dimensdes tais que o produto A”CB” ¢ bem
definido. Seja X o conjunto das matrizes X as quais minimizam

lIAXB — CllF,
em que ||.||r denota a norma Frobenius. Mostre que X, = A*CB™ satisfaz

1Xollr = min [IX]|F,
XeX

e que X € a tinica matriz de X com essa propriedade.
Obs.: A* denota a pseudo-inversa (inversa de Moore-Penrose) da matriz A.

2. Considere A € R™ nao singular e o método SOR para solucio do sistema
linear Ax = b:
M X = N X + wb,

sendow # 0,0 M, = D+wL, N, = (1 -wD-wU; A=L+D+U,
com D = diag(A), L e U correspondem as partes (estritamente) triangular
inferior e superior de A, respectivamente. Seja B € R™" e

I, B
A<l 2
Denotando o,,, como o maior valor singular de B, prove que, se
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a sequéncia (x*) converge para a solugio do sistema.
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