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Questao 1. Considere A uma matriz quadrada de ordem n qualquer e defina

= 7

Mostre que:

(i) Verifique que para todos ¢, s € R vale a identidade eA(+s) = eAteAs,

(ii) Se t € R entao [eAt}T — Mg [eAt]fl = e A,

(iii) Assuma que B é uma matriz quadrada de ordem n que comuta com A. Entao para

t € R temos que eA+B)t = AteBt,

(iv) Se B uma matriz quadrada de ordem n inversivel e ¢ € R entdo Be B~ = ¢BAB™'t,

(Dica: Vocé pode (e deve) assumir que o problema de Cauchy u/(t) = Au(t) possui

uma Unica solucao para cada par de condigbes iniciais (0, u0)>

Questao 2. Considere a equacao diferencial de segunda ordem nao linear

2"(t) + g('(t)) + f(t) sin(z(t)) =0, (1)



com f: R — R continua e g : R — R continuamente diferenciavel e limitada. Mostre
que para quaisquer condigoes iniciais x(tg) = o € R e 2'(ty) = yo € R, existe uma tnica

solucdo para (1) definida em R.

Questao 3. Mostre que a funcao dada por

1
[(z) = o-(|[z]]),z € B, @ #0,

é solucao fundamental do Laplaciano em dimensao 2. Qual a solucao fundamental do

Laplaciano em R™ \ {0} quando n > 27

Questao 4. Sabemos que a funcao

[(;] e 4t | para (z,t) € R" x (0, 00),

0, para (z,t) € R" x (—00,0),

é chamada solugao fundamental da equacao do calor. Desta forma, se g : R® — R for

continua e limitada prove que:

(i) A funcao
wlat) = [ Vo -yt

estd bem definida para todo x € R* e t > 0.
(ii) ®(z,t) é infinitamente diferencidvel em R™ x (0, 00).
(iil) y(x,t) = AY(z,t) em R™ x (0, 00).

(iv) limyg g (w0,0 ¥ (2, 1) = g(xo) para cada zq € R".

Questao 5. (i) Considere

Uy — Uz = q(x), O0<ax<m, t>0,
ul‘(07 t) = 07
ug(m,t) = 0,



com a regularidade de f(x) e ¢(z) adequadas. Encontre pelo método de variacao de
parametros ou a férmula de Duhamel a solugao do problema.

(Dica: Acha a solugao na forma u = uy + uq.>

(ii) Calcule explicitamente a solugao para estes dois casos: (i) f(z) =0 e q(z) = x; (i1)

f(z)=0eq(x) =d(x — x9), com z¢g = 7/2, sendo que

/0 " b(z — z0)g(a)dr = gla0)

se ¢ continua e zy € (0, 7).

Questao 6. Provar o seguinte principio do maximo para a equacao do calor: seja
A={(z,t) :2€Q0<t<T}comT >0 fixado e Q um dominio limitado do R"

com fronteira regular. Se u(x,t) é solucao de
u — Au <0

em 2 x (0,7) entdo, max;u = Maxsoxo,4) U-



