Exame de Qualificacao em Equacgoes Diferenciais
Programa de Pos Graduacao em Matemética Pura e Aplicada - UFSC
Florianépolis, 29 de Agosto de 2023

Aluno/Matricula:

Esta prova contém 6 questoes. Escolha 5 (cinco) questoes e as resolva.

1. Seja M, (R) o conjunto das matrizes n X n com coeficientes reais.

(a) Dados uma matriz A € M,(R) e zy € R". Mostre que os caminhos ¢ + e’ em
M,(R) e t — eA'zy em R" sdo diferencidveis e

d d
—edl = Aef € M,(R), —etlyy = Aetlz, € R™ (1)
dt dt

Conclua que z(t;zg) = e’z ¢ a tnica solugio de 2 = Az com condigao inicial

z(0) = xo.

(b) Sejam A, B € M,(R). Use o item anterior para mostrar que se AB = BA, entdo

pAB — JA+B _ ,BoA

Conclua que et ¢ sempre invertivel e que sua inversa é (e4)™! = e=4.

2. Resolva os itens.

a) Enuncie e dé a ideia da prova do Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO‘s
(a)
(Teorema de Picard).

(b) Sejam q, fo,- -+, fn : I — R fungdes continuas em um intervalo aberto I contendo
0. Mostre que existe uma tnica solucao para a EDO de ordem n + 1
gy + £y Y fIE) + yfo(t) = alt), (2)

com dados iniciais y™(0) = ay, -+, 4 (0) = a1, y(0) = ay € R.




Exame de Qualificagcao em Equacgoes Diferenciais 28 de agosto de 2023

3. Sejam f : D(f) € R" — R" tal que D(f) é um aberto e existe 0 € D(f) tal que
f(0) = 0. Suponha dados (ty, zg) € [0, +00) x D(f) existe uma tnica solu¢ao ¢y, 4, (%)

para o PVI p
() = f@(®), t >0, w(to) = o,

a qual esta definida pelo menos em [ty, +00).

(a) Resolva os itens abaixo e justifique sua resposta.
i) O que significa dizer que a solugao nula z* = 0 é estavel, assintoticamente estavel
e instavel?
ii) Se 2* € D(f) ¢ tal que f(z*) = 0, como definir os conceitos de estabilidade para
a solugao constante x*7

(b) Enuncie o Método direto de Lyapunov e dé condigdes para garantir que a solugao
nula é assintoticamente estavel.

(c) Seja a,b > 0 constantes e considere a EDO de segunda ordem
y" + by’ + asen(y) =0

i) Mostre que a solu¢do nula é estével.
Sugestao: Transforme a EDO em uma EDO de primeira ordem em R? e encontre
uma funcao V : R? — R tal que VV (21, 22) = (nsen(xy), z2).

ii) Mostre que a solugdo nula é assintoticamente estavel.
Sugestao: Encontre P € My(R) e defina a fungao auxiliar Vp(x1,z2) = (z, Px)
para modificar a func¢ao do item (i).

4. Seja €2 um subconjunto aberto, conexo e limitado de R"
(a) Defina solu¢ao harménica definida em ().

(b) Mostre que se u € C*(Q) N C(Q) é harmonica em  entdo

maxu — maxu.
Q o0

(c¢) Mostre que vale a unicidade de solugoes para o seguinte problema de Poisson

Au = f, Q,
u=g, O0S.
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5. Seja 2 C R™ aberto, limitado e com fronteira ¥ := 9Q € C'.
Considere a identidade

uw) = [ By~ 2) 5200)  ule) 5 (0= ) dS) ~ [ @y~ ) Buly) dy,

valida para qualquer x € € e qualquer funcao u € C?(Q2), onde ® é a solucdo funda-
mental da equacao de Laplace.

(a) Explique como definir uma funcao de corregao ¢ = ¢*(y) de modo que com a

funcao de Green

G(r,y) =Py —2)—"(y), 7,yeQ, (z#y)

seja possivel resolver a equacao de Poisson com condicao de fronteira do tipo Diri-
chlet:
—Au= fem 2, wu=gsobreX

em que f, g sao funcoes continuas.

(b) Prove que nas condigbes do item anterior, temos que

uw) == [ o) G (@) aS(w) - [ Glavy) 1) dy

onde
8_G

5 (z,y) = D,G(z,y) - v(y).

6. (a) Defina transformada de Fourier e sua inversa e enuncie algumas de suas principais
propriedades.

(b) Encontre a solu¢ao de d’Alembert para o PVI

Upp = czum, r€eR, t>0,
u(z,0) = f(x),
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