
Exame de Qualificação em Equações Diferenciais
Programa de Pós Graduação em Matemática Pura e Aplicada - UFSC

Florianópolis, 29 de Agosto de 2023

Aluno/Matrícula:

Esta prova contém 6 questões. Escolha 5 (cinco) questões e as resolva.

1. Seja Mn(R) o conjunto das matrizes n× n com coeficientes reais.

(a) Dados uma matriz A ∈ Mn(R) e x0 ∈ Rn. Mostre que os caminhos t 7→ eAt em
Mn(R) e t 7→ eAtx0 em Rn são diferenciáveis e

d

dt
eAt = AeAt ∈ Mn(R),

d

dt
eAtx0 = AeAtx0 ∈ Rn. (1)

Conclua que x(t;x0) := eAtx0 é a única solução de dx
dt = Ax com condição inicial

x(0) = x0.

(b) Sejam A,B ∈ Mn(R). Use o item anterior para mostrar que se AB = BA, então

eAeB = eA+B = eBeA.

Conclua que eA é sempre invertível e que sua inversa é (eA)−1 = e−A.

———————————————————

2. Resolva os itens.

(a) Enuncie e dê a ideia da prova do Teorema de Existência e Unicidade de EDO‘s
(Teorema de Picard).

(b) Sejam q, f0, · · · , fn : I → R funções contínuas em um intervalo aberto I contendo
0. Mostre que existe uma única solução para a EDO de ordem n+ 1

y(n+1) + fn(t)y
(n) + · · ·+ y′f1(t) + yf0(t) = q(t), (2)

com dados iniciais y(n)(0) = an, · · · , y′(0) = a1, y(0) = a0 ∈ R.

———————————————————
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3. Sejam f : D(f) ⊂ Rn → Rn tal que D(f) é um aberto e existe 0 ∈ D(f) tal que
f(0) = 0. Suponha dados (t0, x0) ∈ [0,+∞)×D(f) existe uma única solução ϕt0,x0

(t)
para o PVI

d

dt
x(t) = f(x(t)), t > 0, x(t0) = x0,

a qual está definida pelo menos em [t0,+∞).

(a) Resolva os itens abaixo e justifique sua resposta.
i) O que significa dizer que a solução nula x∗ = 0 é estável, assintoticamente estável

e instável?
ii) Se x∗ ∈ D(f) é tal que f(x∗) = 0, como definir os conceitos de estabilidade para

a solução constante x∗?
(b) Enuncie o Método direto de Lyapunov e dê condições para garantir que a solução

nula é assintoticamente estável.
(c) Seja a, b > 0 constantes e considere a EDO de segunda ordem

y′′ + by′ + a sen(y) = 0

i) Mostre que a solução nula é estável.
Sugestão: Transforme a EDO em uma EDO de primeira ordem em R2 e encontre
uma função V : R2 → R tal que ∇V (x1, x2) = (η sen(x1), x2).

ii) Mostre que a solução nula é assintoticamente estável.
Sugestão: Encontre P ∈ M2(R) e defina a função auxiliar VP (x1, x2) = ⟨x, Px⟩
para modificar a função do item (i).

———————————————————

4. Seja Ω um subconjunto aberto, conexo e limitado de Rn

(a) Defina solução harmônica definida em Ω.
(b) Mostre que se u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é harmônica em Ω então

max
Ω

u = max
∂Ω

u.

(c) Mostre que vale a unicidade de soluções para o seguinte problema de Poisson

∆u = f, Ω,

u = g, ∂Ω.

———————————————————
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5. Seja Ω ⊂ Rn aberto, limitado e com fronteira Σ := ∂Ω ∈ C1.
Considere a identidade

u(x) =

∫
Σ

Φ(y − x)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Φ

∂ν
(y − x) dS(y)−

∫
Ω

Φ(y − x) ∆u(y) dy,

válida para qualquer x ∈ Ω e qualquer função u ∈ C2(Ω), onde Φ é a solução funda-
mental da equação de Laplace.

(a) Explique como definir uma função de correção φx = φx(y) de modo que com a
função de Green

G(x, y) := Φ(y − x)− φx(y), x, y ∈ Ω, (x ̸= y)

seja possível resolver a equação de Poisson com condição de fronteira do tipo Diri-
chlet:

−∆u = f em Ω, u = g sobre Σ

em que f, g são funções contínuas.
(b) Prove que nas condições do item anterior, temos que

u(x) = −
∫
Σ

g(y)
∂G

∂ν
(x, y) dS(y)−

∫
Ω

G(x, y) f(y) dy

onde
∂G

∂ν
(x, y) = DyG(x, y) · ν(y).

———————————————————

6. (a) Defina transformada de Fourier e sua inversa e enuncie algumas de suas principais
propriedades.

(b) Encontre a solução de d’Alembert para o PVI

utt = c2uxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = f(x),

ut(x, 0) = g(x).
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