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“It has long been an axiom of mine that the little things are infinitely
the most important.”
Sherlock Holmes
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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo demonstrar o Teorema de
Mac Lane para a condigdo estrita. Tal teorema afirma que toda cate-
goria monoidal é monoidalmente equivalente a uma categoria monoidal
estrita. Além disso, apresentamos categorias abelianas e demonstramos
que toda categoria monoidal também é monoidalmente equivalente a
uma categoria monoidal esquelética.

Utilizamos como referéncia principal as notas de aula Una introdu-
cion a las categorias tensoriales y sus representaciones do Prof. Dr.
Martin Mombelli.
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Abstract

The present work aims to demonstrate Mac Lane’s Strictness The-
orem. This theorem states that any monoidal category is monoidally
equivalent to a strict monoidal category. Moreover, we present abelian
categories and demonstrate that any monoidal category is monoidally
equivalent to a skeletal monoidal category.

We used as the main reference the class notes Una introducion a las
categorias tensoriales y sus representaciones of the Prof. Dr. Martin
Mombelli.
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Introducao

A teoria de categorias é apresentada pela primeira vez em 1945, no
trabalho de Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane intitulado General
Theory of Natural Equivalences, com o intuito de entender transforma-
¢oOes naturais. Por ser uma teoria tao abstrata que aparentemente nao
tem contetdo, foi chamada de “abstracdo sem sentido”. Atualmente,
tornou-se uma linguagem poderosa, indispensavel em muitas ares da
matematica, como geometria algébrica, topologia e teoria de represen-
tagoes.

Desenvolvimentos importantes aconteceram quando categorias co-
mecaram a serem usadas em teoria de homologia e algebra homologica.
Mac Lane, Buchsbaum, Grothendieck e Heller consideraram categorias
em que as colecoes de morfismos entre dois objetos fixados tém uma
estrutura adicional. Por exemplo, dados objetos X e Y de uma cate-
goria €, o conjunto Home(X,Y) de morfismos de X em Y forma um
grupo abeliano.

Desde entao, surgiram outros exemplos de categorias com estrutu-
ras semelhantes as conhecidas da algebra ordinaria. Como observado
em [5], uma boa maneira de pensar em teoria de categorias ¢ como
um refinamento (ou “categorificacdo”) da édlgebra ordinaria. Em outras
palavras, existe um dicionario entre estas duas areas, tal que estruturas
algébricas comuns sao obtidas das correspondentes estruturas catego-
ricas considerando o conjunto das classes de isomorfismo de objetos.
Por exemplo, a no¢do de categoria pequena é uma categorificacdo da
nocao de conjunto. Similarmente, categorias abelianas sdo uma cate-
gorificagdo de grupos abelianos (o que justifica a terminologia). Mais
geralmente, a categorificacdo dos monoides, uma das estruturas mais
fundamentais da &lgebra ordinaria, origina as categorias monoidais.

Uma categoria monoidal é, basicamente, uma categoria munida de
um funtor ® e um objeto 1 tais que os objetos (X RY)®Z, X (Y ®Z)
el®X, X, X®1 estao relacionados por isomorfismo naturais. Quando



tais isomorfismos naturais sdo as respectivas identidades, dizemos que
a categoria monoidal é estrita. O Teorema de Mac para a condi¢ao
estrita afirma que podemos, em um certo sentido, considerar quaisquer
categorias monoidais como estritas.

Este trabalho é resultado dos estudos do autor e da sua orientadora
sobre as notas de aula Una introducion a las categorias tensoriales y sus
representaciones do Prof. Dr. Martin Mombelli. Desde o segundo se-
mestre de 2014, abordamos muitos assuntos através de seminarios, por
exemplo, categorias, categorias abelianas, categorias monoidais, cate-
gorias tensoriais e categorias modulo sobre categorias tensorias. Inici-
almente, estas tltimas categorias seriam o assunto da dissertacdo, mas
por falta de tempo, nos limitamos a escrever sobre categorias monoi-
dais. Alertamos o leitor que o Capitulo 2 sobre categorias abelianas
pode ser ignorado, em termos de pré-requisitos para esse trabalho, pois
apesar de algumas categorias abelianas, como por exemplo, a categoria
de médulos, serem exemplos de categorias monoidais, tal capitulo nao
contribui para os principais resultados do trabalho. Escolhemos intro-
duzir categorias abelianas com o objetivo de usar a dissertacao como
referéncia para um possivel trabalho futuro sobre categorias tensoriais
que sao, em particular, categorias abelianas e monoidais.

Uma das motivagoes para realizarmos esse trabalho foram duas ob-
servacoes feitas em ([o]: Remark 2.8.6 e 2.8.7). Para situarmos o leitor,
os dois resultados principais estudados aqui sao que toda categoria
monoidal é monoidalmente equivalente a uma categoria monoidal es-
quelética e que toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente a
uma categoria monoidal estrita, este é o conhecido Mac Lane’s strict-
ness theorem. Na observacao 2.8.6, encontramos um exemplo de uma
categoria monoidal que nao é estrita, mas que pelo teorema de Mac
Lane é monoidalmente equivalente a uma monoidal estrita.

Por outro lado, toda categoria monoidal é monoidalmente equiva-
lente a uma categoria monoidal esquelética e pelo desenvolvimento da
observacao 2.8.6 é possivel concluirmos que a categoria do exemplo refe-
rido acima, nao é monoidalmente equivalente a uma categoria monoidal
que seja esquelética e estrita ao mesmo tempo, isso é dito exatamente
no final da observagao 2.8.7. O que fica por detras desse fato é que,
segundo [5], para tornarmos uma categoria monoidal estrita, é neces-
sario adicionar novos objetos a ela (objetos estes isomorfos, mas nao
iguais aos ja existentes). O desejo de evitar adicionar tais objetos nos
faz trabalhar com categorias monoidais nio estritas (ou seja, a, l e r
nao sendo os isomorfismos naturais identidade) muito embora o teo-
rema de Mac Lane diga que isso nao seja necessario. De alguma forma



assegura-se que algumas categorias sejam “mais estritas” do que a ca-
tegoria apresentada no exemplo dado, a saber, Vecg. Estudamos essa
categoria em nosso trabalho, porém a denotamos por C(G,w).

Nossa proposta de trabalho foi entender bem as provas dos dois
resultados principais citados acima e a seguir apresentamos a disposi¢ao
dos capitulos dessa dissertacao.

No Capitulo 1, apresentamos os pré-requisitos sobre teoria de cate-
gorias. Entre eles, estao os conceitos de categorias, funtores e transfor-
macoes naturais. Além disso, definimos equivaléncias entre categorias e
demonstramos o fato de que duas categorias sao equivalentes se existir
um funtor fiel, pleno e denso entre estas.

No Capitulo 2, estudamos categorias abelianas. Definimos obje-
tos iniciais, finais e nulos, categorias pré-aditivas, aditivas e abelianas.
Um dos resultados importantes é que em categorias abelianas vale o
Teorema do isomorfismo.

No Capitulo 3, estudamos categorias monoidais. Apresentamos a
defini¢do classica destas categorias e provamos algumas de suas pro-
priedades. Ao definirmos categorias esqueléticas, que possuem uma
estrutura mais simples, mostramos que toda categoria monoidal é mo-
noidalmente equivalente a uma categoria monoidal esquelética.

No Capitulo 4, demonstramos o “Mac Lane’s Strictness Theorem”,
que afirma que toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente
a uma categoria monoidal estrita.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos os conceitos fundamentais para estu-
darmos categorias. Definimos categoria, funtor, transformagcao natural,
monomorfismo e epimorfismo.

1.1 Categorias

Definigao 1.1.1 Uma categoria C consiste de
(i) uma colegao de objetos Ob(C);

(ii) para cada par (X,Y) de objetos em C, uma coleggo Home(X,Y)
de morfismos de X para Y;

(iii) para qualquer objeto X em Ob(C), um morfismo idy em Home (X, X),
chamado morfismo identidade de X ;

(iv) para quaisquer X,Y,Z objetos em Ob(C), uma fun¢ao

Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f.9) - golf

chamada composicao, que satisfaz os sequintes axiomas:

(a) para quaisquer objetos X eY em Ob(C), o morfismo identidade id
em Home (X, X) satisfaz

Joudxy=f e idyog=y,



para quaisquer f em Home(X,Y) e g em Home(Y, X);

(b) dados objetos X, Y, Z, W em Ob(C) e morfismos f em Home(X,Y),
g em Home(Y,Z), h em Home(Z, W), a composicao é associativa, ou
seja,

ho(gof)=(hog)of.

A referéncia [8] é basica no estudo da Teoria de Categorias. Nessa
referéncia sao apresentadas trés definicoes de categoria, a que apresen-
tamos, uma que envolve apenas uma colecao de morfismos e uma outra
que considera uma categoria como um grafo dirigido com duas func¢oes,
identidade e composicao. Escolhemos a definicdo dada por ser a mais
comum e comoda para trabalhar.

Vale notar que uma palavra importante na definicao dada é “cole-
¢cao”. Evita-se escrever “conjunto de objetos” e “conjunto de morfismos”,
pois as colecoes de objetos e morfismos nao costumam ser conjuntos,
mesmo nas categorias mais comuns. Na verdade, existem varias ques-
toes interessantes da Teoria de Conjuntos e dos fundamentos da mate-
maética envolvidos no estudo de categorias. No entanto, nao focaremos
nestes aspectos, apresentando apenas algumas consideragoes a respeito
deles. Para o leitor interessado, a ja citada referéncia [§] apresenta um
quadro geral e fornece 6timas indicac¢oes para entender mais profunda-
mente essas questoes.

Apesar das colegbes envolvidas em categorias ndo serem sempre
conjuntos, vamos usar os simbolos e termos ja conhecidos, como €, C,
“fungao”, “aplicacao”, para relacionar colegbes e seus elementos. Sa-
bendo disso, fixamos agora algumas notagoes.

Denotamos um morfismo f em Home(X,Y) por f: X — Y ou

X =Y. Além disso, X e Y sado chamados dominio e codominio do
morfismo f, respectivamente. Escrevemos f € Home(X,Y) e, por
abuso de notagao, escrevemos “X € C” para designar um objeto X em
0b(C).

Apesar de uma categoria ser constituida por objetos, morfismos,
morfismos identidade e uma composi¢do, geralmente se apresentam
apenas os objetos e morfismos, ficando subentendidos os morfismos
identidade e a composicio. E dessa forma que apresentamos a maioria,
dos exemplos a seguir.

Exemplo 1.1.2 A categoria Set é aquela cujos objetos sdo os conjun-
tos e os morfismos sao as fungoes.



Exemplo 1.1.3 A categoria Rel é aquela cujos objetos sdo os conjun-
tos e os morfismos sdo as relagoes.

Lembrando, para X,Y conjuntos, uma relagao R entre X e Y &
um subconjunto do produto cartesiano X x Y. Agora, para X,Y,Z
conjuntos e R C X x Y, S CY x Z relagoes, definimos a composi¢io
SoRC X x Z como a sendo a relagao

SoR:={(z,2z) € XxZ: existe y €Y tal que (z,y) € R, (y,2) € S}.
Nesse caso, idy C X x X é arelagdo idy = {(z,z) : z € X}.

Exemplo 1.1.4 A categoria Grp é aquela cujos objetos sdo os grupos
e os morfismos sdo os homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.1.5 A categoria Ab é aquela cujos objetos sdo os grupos
abelianos e os morfismos sdo os homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.1.6 A categoria Div é aquela cujos objetos sdo os grupos
divisiveis e os morfismos sao os homomorfismos de grupos.

Lembrando, se G é um grupo abeliano, entao G é divisivel se, para
todo = € G e todo inteiro nao-nulo n, existe y € G tal que z = ny. Al-
guns exemplos de grupos divisiveis sdo Q, Q/Z, o grupo multiplicativo
dos ntimeros complexos C* e o grupo de Priifer Z(p*°).

Exemplo 1.1.7 A categoria Ring é aquela cujos objetos sao os anéis
e os morfismos sdo os homomorfismos de anéis.
A categoria ring é aquela cujos objetos sdo os anéis com unidade e
os morfismos sdo os homomorfismos de anéis que preservam a unidade.
A categoria Cring é aquela cujos objetos sdo os anéis comutati-
vos com unidade e os morfismos sao os homomorfismos de anéis que
preservam a unidade.

Exemplo 1.1.8 Seja R um anel. Denotamos por g9t (respectiva-
mente Mpg) a categoria cujos objetos sdo os R-modulos & esquerda
(respectivamente & direita) e os morfismos sdo os homomorfismos de
R-mo6dulos a esquerda (respectivamente & direita).

Exemplo 1.1.9 Seja £ um corpo. Denotamos por Vecty a categoria
cujos objetos sao os k-espacos vetoriais e os morfismos sao as transfor-
magoes k-lineares.

Denotamos por vect; a categoria cujos objetos sdao os k-espagos
vetoriais de dimensao finita e os morfismos sao as transformacoes k-
lineares.



Exemplo 1.1.10 Seja k um corpo. Denotamos por Algy, a categoria
cujos objetos sdo as k-algebras e os morfismos sdo os homomorfismos
de k-algebras.

Exemplo 1.1.11 Seja A uma k-algebra. Denotamos por 49 (respec-
tivamente 9M4) a categoria cujos objetos sdo os A-moédulos & esquerda
(respectivamente & direita) e os morfismos sdo os homomorfismos de
A-modulos & esquerda (respectivamente a direita).

A categoria am (respectivamente my4) é a categoria cujos objetos
sdo os A-modulos & esquerda (respectivamente & direita) de dimenséo
finita e os morfismos sao os homomorfismos de A-médulos & esquerda
(respectivamente & direita).

Para os dois proximos exemplos, lembramos as defini¢oes de algebra
de Lie e de bialgebra.

Definigao 1.1.12 Seja k um corpo. Uma k-dlgebra de Lie é um par
(L,[—,—=]), em que L é um k-espago vetorial e [—, —] : LQL — L é uma
aplicagao k-linear, chamada colchete de Lie, que satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) [x,z] =0, para todo x € L;
(i) [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [, [z, y]] = O, para quaisquer x,y,z € L.

Essa tltima igualdade é conhecida como Identidade de Jacobi.

Exemplo 1.1.13 Seja & um corpo. Denotamos por Lieg a categoria
cujos objetos sdo as k-algebras de Lie e os morfismos sdo os homomor-
fismos de k-algebras de Lie, ou seja, aplicagoes k-lineares que preservam
o colchete de Lie.

Definigao 1.1.14 Seja k um corpo. Uma k-bidlgebra é uma quintupla
(H, M, pu,Ae), em que (H, M, u) é uma k-dlgebra, (H,A,c) é uma k-
codlgebra e valem as sequintes condigoes equivalentes:

(i) M e pu sao homomorfismos de k-codlgebras;
(ii) A e & saGo homomorfismos de k-dlgebras.

Exemplo 1.1.15 Seja k um corpo. Denotamos por Bialgy a categoria
cujos objetos sao as k-bidlgebras e os morfismos sao 0os homomorfismos
de k-bidlgebras, ou seja, aplicacoes k-lineares que sao homomorfismos
de k-algebras e k-codlgebras.



Exemplo 1.1.16 A categoria Top é aquela cujos objetos sdo os espagos
topologicos e os morfismos sdo as fungdes continuas.

Exemplo 1.1.17 A categoria Dif f é aquela cujos objetos sdao as va-
riedades diferenciaveis e os morfismos sao as fungoes diferenciaveis.

Exemplo 1.1.18 Seja A uma k-algebra. Denotamos por A a categoria
com um Unico objeto * e Hom4(x,*) = A. A composigdo é dada pelo
produto de A e id, = 14.

Definigao 1.1.19 Sejam C, D categorias, D é dita uma subcategoria
de C se Ob(D) C Ob(C), Homn(X,Y) C Home(X,Y), para quaisquer
XY € D, e a composi¢ao de morfismos em D € a composi¢cao como
em C.

Defini¢ao 1.1.20 Uma subcategoria D de C € dita plena se Homy (X,Y) =
Home(X,Y), para quaisquer X,Y € D.

Exemplo 1.1.21 Notemos que, para X,Y conjuntos e f : X — Y
funcao, podemos considerar f como a relacao

{(z, f(z):ze X} CX xY.

Dessa forma, Set é uma subcategoria de Rel, mas nao é uma sub-
categoria plena, pois nem toda relacao é uma funcao.

Exemplo 1.1.22 A categoria Div é uma subcategoria plena de Ab,
que por sua vez é uma subcategoria plena de Grp.

Exemplo 1.1.23 A categoria ring é uma subcategoria de Ring que
nao é plena. De fato, para R anel com unidade, podemos definir o
homomorfismo de anéis

f: R - RXR
r +— (r0).

Tal homomorfismo é um morfismo em Ring, mas ndo em ring.

Exemplo 1.1.24 Para k um corpo, vecty € uma subcategoria plena de
Vecty. Analogamente, para A uma k-algebra, 4m é uma subcategoria
plena de A9N.

Exemplo 1.1.25 A categoria Diff é uma subcategoria de Top que
nao é plena.



Definigao 1.1.26 Uma categoria € dita pequena se as colegoes de 0b-
jetos e morfismos forem conjuntos.

Definigao 1.1.27 Uma categoria C € dita localmente pequena se, para
quaisquer X, Y € €, Home(X,Y) é um conjunto.

As principais categorias que vamos estudar sdo localmente peque-
nas. Por essa razao, daqui em diante vamos considerar todas as cate-
gorias como localmente pequenas.

Apresentamos agora algumas construcgoes basicas que nos permitem
obter novas categorias a partir de categorias ja conhecidas.

Definigao 1.1.28 Seja C uma categoria. Denotamos por C°P a cate-
goria oposta a C, definida como segue:

(i) Ob(CP) = Ob(C);
(ii) para quaisquer X,Y € QP
Homeor (X,Y) = Home(Y, X);

(iii) para morfismos f € Homeor(X,Y), g € Homeor (Y, Z), a compo-
si¢ao € dada por
go? f=/foy.

Nao ¢é dificil ver que (C°P)°P = C. A categoria oposta é importante
para estudar dualidade e definir funtores contravariantes. No estudo de
categorias, cada conceito é acompanhado do seu conceito dual, obtido
“invertendo as flechas” na definicdo do conceito original. Isso vai ficar
mais claro nas segoes seguintes. Para mais informacoes, o leitor pode
pesquisar em ([2], section 3.1).

Definigao 1.1.29 Sejam C, D categorias. Denotamos por € xD a ca-
tegoria produto de C e D, definida como seque:

(i) Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D);
(ii) para quaisquer (X,Y), (X', Y') e € x D,
Homexo»((X,Y), (X, Y")) = Home (X, X') x Homp (Y, Y");

(iii) para cada par (X,Y) em Ob(C x D), idxy) = (idx,idy) € o
morfismo identidade em Homex»((X,Y),(X,Y));



(iv) para morfismos (f,g) € Home(X,X') x Homo (Y, Y"), (f',¢') €
Home (X', X") x Homp (Y, Y"), a composi¢io é dada por

(f',9") o (fr9) = (f"of,g og).

A categoria produto vem acompanhada de funtores de projecdo,
como serd visto na secao sobre funtores. Funtores definidos em uma
categoria produto sao chamados de bifuntores, que sao importantes
para definir categorias monoidais.

1.2 Monomorfismos, epimorfismos e isomor-
fismos

Funcoes injetoras e sobrejetoras podem ser definidas em termos de
elementos. Mais precisamente, é apresentada a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.1 Sejam X,Y conjuntos. Uma fungio f: X —Y €
(i) injetora se, para x,y € X tais que f(z) = f(y), entdo x = y;
(i) sobrejetora se para cada y €Y, existe x € X tal que f(z) = y.

Em uma categoria qualquer, nem sempre os objetos sao conjuntos,
de maneira que a definicao anterior nao faria sentido para morfismos.
Por essa razao, na tentativa de generalizar esses conceitos, é preciso
entender como as func¢oes injetoras e sobrejetoras se relacionam com as
outras fun¢oes. Um resultado conhecido é apresentado pela proposi¢ao
seguinte.

Proposigao 1.2.2 Sejam X,Y conjuntos. Uma funcao f: X =Y €
(i) injetora se, e somente se, existe uma fungdo g :' Y — X tal que
gof=ridy;
(ii) sobrejetora se, e somente se, existe uma fungdo g :Y — X tal que
fog=idy.

E sabido que a funcdo g : Y — X em ambos itens (i) e (ii) ndo &
canonicamente determinada. Essas propriedades de func¢oes injetoras e
sobrejetoras seriam muito restritivas em uma categoria qualquer. Por
exemplo, consideremos a categoria gN. Sejam M € g, N um R-
submoédulo de M e f: N — M a inclusao candnica. Entao, é possivel
mostrar que existe um homomorfismo de R-médulos g : M — N tal que
go f =idy se, e somente se, N é um somando direto de M. Por essa
razao, a generalizacdo geralmente considerada é a que apresentamos
agora.
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Definigao 1.2.3 Sejam C uma categoria e f : X — Y um morfismo
em C. Entdao, o morfismo f € dito um

(i) monomorfismo se para todo par de morfismos g,h : Z — X tais que
fog=foh, tem-se g=h;

(ii) epimorfismo se para todo par de morfismos g,h :' Y — Z tais que
gof=hof, tem-se g =h;

(iii) isomorfismo se eziste um morfismo g : Y — X tal que go f = idy
e fog=ridy.

Além disso, X e Y sao ditos isomorfos, e denotamos por X ~ Y, se
existir um isomorfismo f: X — Y.

Notemos que monomorfismo e epimorfismo sao conceitos duais. Em
outras palavras, os monomorfismos de € sdo exatamente os epimorfis-
mos de C°P. O conceito de isomorfismo é auto-dual. Também, todo
isomorfismo é um monomorfismo e um epimorfismo. A reciproca nem
sempre é verdadeira, como serd mostrado nos exemplos. Aqui, faze-
mos o comentéirio de que quando C é uma categoria abeliana, objeto
de estudo do préximo capitulo, a reciproca é verdadeira.

Na categoria Set, fungbes injetoras (sobrejetoras) sdo exatamente
os monomorfismos (epimorfismos). Esses fatos seguem diretamente da
Proposigao Abaixo alguns exemplos de monomorfismos nao in-
jetores e epimorfismos nao sobrejetores.

Exemplo 1.2.4 Em Div, a projecdo 7 : Q — Q/Z é um monomor-
fismo nao injetor.

De fato, sejam G um grupo abeliano divisivel e g,h : G — Q ho-
momorfismos de grupos tais que m o g = w o h. Isso quer dizer que
g(x), h(x) pertencem a mesma classe em Q/Z, ou seja, g(x) —h(z) € Z,
para todo x € G. Chamamos k : G — Q o homomorfismo de grupos
dado por k=g — h.

Seja x € G tal que k(xz) > 0. Como G é divisivel, para n = k(z)
1> 0, existe y € G tal que x = ny. Portanto, k(z) = k(ny) = nk(y)
(k(z) + 1)k(y). Entao

I+

k(z)

7W:k(y)<1.

Como k(y) € Z, segue que k(y) = 0. Como x = ny, temos k(z) = 0.
Se k(z) < 0, usando o mesmo raciocinio, chegamos & desigualdade



o que é um absurdo, pois k(y) € Z. Isso implica k =0, logo g=hen
é um monomorfismo. Claramente, 7 nao é injetor.

Exemplo 1.2.5 Em Ring, a inclusao i : Z — Q é um epimorfismo nao
sobrejetor.

De fato, sejam R um anel e g, h : QQ — R homomorfismos de anéis
tais que g o i = hoi. Isso quer dizer que g e h coincidem nos inteiros,
ou seja, g(n) = h(n), para todo n € Z.

Agora, dado g € Q, podemos escrever ¢ = nm ™!, para n,m € Z,
m # 0. Entao

glg) = g(nm™")
= g(nm_ll)
= g(n)g(m")g(1)
= h(n)g(m~")h(1)
= h(n)g(m™")h(mm™")
= h(n)g(m™")h(m)h(m™?)
= h(n)g(m=)g(m)h(m™")
= h(n)g(m~tm)h(m™")
= h(n)g(1)h(m™1)
= h(n)h(1)h(m™")
= h(nlm_l)
= h(nmfl)
h(q)-

Portanto, g = h e ¢ é um epimorfismo que nao é sobrejetor.

Exemplo 1.2.6 Pode ainda acontecer de uma bijecao nao ser um iso-
morfismo. Em Top, a fungdo f : [0,27) — S dada por f(t) = e*,
t € [0,27), é uma bije¢do continua. No entanto, a inversa de f ndo é
continua, logo f nao é um isomorfismo em Top.

Abaixo alguns exemplos de categorias em que monomorfismos sdo
injetores e epimorfismos sao sobrejetores.

Exemplo 1.2.7 Em Grp, os monomorfismos sio injetores.

De fato, sejam f : G — H um monomorfismo em Grpe K = {x €
G: f(z) = en} o seu ntcleo. Sejam g, h : K — G definidos por

g(x) =z e h(x) =eqg, paratodo z € K,
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ou seja, a inclusao canodnica e o homomorfismo trivial, respectivamente.
Entao fog= foh. Como f éum monomorfismo, temos g = h e isso
implica K = {e¢}. Logo, f é injetor.

Provas andlogas ao do exemplo anterior mostram que 0s monomor-
fismos sao injetores nas categorias Ring e gN.

Exemplo 1.2.8 Em ring, os monomorfismos sao injetores.

Vamos mostrar a contrapositiva, ou seja, um morfismo nao injetor
em ring nao é um monomorfismo. Sejam f : R — S um morfismo
em ring e r,s € R, r # s, tais que f(r) = f(s). Se R[x] é o anel de
polindmios sobre R, existem g,h : R[z] — R morfismos em ring tais
que g(z) = r e h(xz) = s. Portanto, fog = foh, mas g # h, o que
prova que f nao é um monomorfismo.

Exemplo 1.2.9 Seja R um anel. Em g, os epimorfismos sao sobre-
jetores.

De fato, seja f : M — N um epimorfismo em g9. Sejam g,h :
N — N/f(M) dadas por

gn)=n+ f(M) e h(n) =0+ f(M), paratodo n € N,

ou seja, a projecao canonica e o homomorfismo trivial, respectivamente.
Entao go f = ho f. Como f é um epimorfismo, temos g = h e isso
implica f(M) = N. Logo, f é sobrejetor.

A seguinte proposi¢do mostra que a composi¢ao de monomorfismos e
epimorfismos € um monomorfismo e um epimorfismo, respectivamente.

Proposigao 1.2.10 Sejam C uma categoria e f : X =Y, f':Y — Z
morfismos em C.

(i) Se f' é wum monomorfismo, entdo f € um monomorfismo se, e so-
mente se, f' o f é um monomorfismo.

(ii) Se f € um epimorfismo, entdo f' € um epimorfismo se, e somente
se, f' o f € um epimorfismo.

Demonstragao: (i) (=) Sejam g, h : W — X morfismos em € tais que
flofog= f'ofoh. Como f’ éum monomorfismo, temos fog = foh.
Como f é um monomorfismo, temos g = h.

(<) Sejam g, h : W — X morfismos em C tais que fog = foh. En-
tdo f'ofog= f'ofohecomo f’of é&um monomorfismo, temos g = h.

(ii) Segue do item (i) para C°P. ]
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1.3 Funtores

Ao definirmos uma estrutura algébrica, é natural que sejam defini-
dos também os morfismos que preservam tal estrutura. No nosso caso,
definimos agora os “morfismos” entre categorias, chamados funtores.

Definigao 1.3.1 Sejam C, D categorias. Um funtor entre C e D, de-
notado por F : C — D, consiste de duas aplicagoes:

(i) uma aplicagio F : Ob(C) — Ob(D) que associa cada objeto X € C
a um objeto F(X) € D;

(ii) wma aplicaggo F' : Home(X,Y) — Homqo (F(X), F(Y)) que asso-

cia cada morfismo f: X —'Y em C a um morfismo F(f) : F(X) —
F(Y) em D tal que

Flidy) =idpxy e F(go f)=F(g)oF(f),
para X € C e f,g morfismos em C tal que a composi¢io go f exista.

Observagao 1.3.2 O funtor definido acima é conhecido como funtor
covariante. Um funtor contravariante é completamente analogo, exceto
pelo fato de que “inverte flechas”, ou seja, se f : X — Y é um morfismo
em C, entdo F(f) : F(Y) — F(X) é um morfismo em D. Portanto,
para f, g morfismos em C tal que a composicao g o f exista, tem-se

F(go f)=F(f)oF(g).
Podemos considerar um funtor contravariante £’ : ¢ — D como um

funtor covariante F' : C°? — D. De fato, considerando f, g morfismos
em C°P, a igualdade anterior se torna

F(fo% g)=F(gof)=F(f)oF(g)
E por essa razao que é suficiente estudarmos funtores covariantes.

Definigao 1.3.3 Sejam C,D,E categorias e FF : € — D, G : D — €
funtores. A composicio Go F : C — & é definida por

(Go F)(X) = G(F(X)) e (GoF)(f) = GF(f)),

para X € C e f um morfismo em C.
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Para G, D categorias, denotamos por Fun(C, D) a cole¢ao de funto-
res entre C e D. Na proxima segao, vamos apresentar a colecao Fun(C, D)
como uma categoria. Para uma categoria €, Fun(C, €) = End(C).

Apresentamos agora alguns exemplos de funtores. Comegamos apre-
sentando funtores que podem ser considerados em qualquer categoria.

Exemplo 1.3.4 Toda categoria € possui um funtor identidade Ide :
C — C definido por Ide(X) = X e Ide(f) = f, para X € Ce f um
morfismo em C.

Exemplo 1.3.5 Sejam C uma categoria e D uma subcategoria de C.
O funtor inclusdo Ip : D — € é definido por Ip(X) = X e In(f) = f,
para X € D e f um morfismo em D.

Exemplo 1.3.6 Sejam C,D categorias e Z € D. O funtor constante
Cz : € — D é definido por Cz(X) =Z e Cz(f) =idz, para X € Ce
f um morfismo em C.

Exemplo 1.3.7 Sejam C,D categorias. O funtor Pe : € x D — C,
chamado projegao sobre €, é definido por Pe(X,Y) = X e Pe(f,9) = f,
para (X,Y) € € x D e (f,g) um morfismo em C x D.

Analogamente, podemos considerar o funtor Pp : € x D — D,
chamado projecao sobre D.

Exemplo 1.3.8 Sejam € uma categoria e X € €. O funtor Ly : C —
Set é definido por

Lx(Y)=Home(X,Y), para Y € C,
e para f:Y — Z um morfismo em C,

Lx(f): Home(X,Y) — Home(X,Z)
« — foa.

O funtor Lx é chamado funtor representado por X.

Exemplo 1.3.9 Andlogo ao exemplo anterior, o funtor Ry : € — Set
é definido por

Rx(Y)=Home(Y,X), para Y €C,
epara f:Y — Z um morfismo em C,

Rx(f): Home(Z,X) — Home(Y,X)
«a — ao f.
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Nesse caso, o funtor Ry é contravariante. De fato, para Y € C e
para todo o € Home(Y, X), temos

Rx(idy>(a> = aoidy
= «

= ide (y) (O[)

Sejam f:Y — Zeg:Z — W morfismos em Ce o € Home(W, X).
Entao

Rx(gof)(e) = ao(gof)
= (aog) f
= ( x(9)(@)) o

= Bx(f)(R ( )( )
= (Bx(f) o Rx(9))().

Uma notagao mais conhecida para Lx (respectivamente Rx) é Home (X,

(respectivamente Home(—, X)). Nessa notagao, escreve-se f, (respec-
tivamente f*) para Home (X, —)(f) (respectivamente Home(—, X)(f))-
Esses dois funtores podem ainda ser combinados, como mostra o pro-
ximo exemplo.

Exemplo 1.3.10 Sejam € uma categoriae X € C. O funtor Home(—, —) :
C°? x € — Set é definido por

Home(—,—)(X,Y) = Home(X,Y), para (X,Y) €€ x €,
epara (f,g9): (X,Y) = (X', Y') um morfismo em C° x C,
Home(—,—)(f,9): Home(X,Y) — Home(X',Y')
o} — goao f.
Notemos que Home(—,—) & um bifuntor e Home(—,—)(f,9) =
f*ogs=g.of"

Agora, um caso particular do funtor contravariante Rx, definido no
Exemplo [1.3:9

Exemplo 1.3.11 Denotamos por D : Vecty — Vecty o funtor Ry.
Portanto, temos
DV)=V* e D(T)=T",
para V um k-espago vetorial e T': V' — W uma transformacao k-linear,
em que V* = Homy(V, k) é o k-espacgo vetorial dual de V' e
. W* — Vv*
f = foT

¢ uma transformacao k-linear, chamada transposta de 7 : V — W.
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Os proximos exemplos sdo chamados funtores de esquecimento. Sao
chamados assim porque o efeito deles sobre os objetos consiste em es-
quecer parte da estrutura ou alguma propriedade do objeto, enquanto
os morfismos sao preservados. Portanto, esses funtores sao, intuitiva-
mente, da forma U : € - D, U(X) =X e U(f) = f,para X € Ce f
um morfismo em C.

Exemplo 1.3.12 O funtor de esquecimento U : Grp — Set esquece a
estrutura de grupo.

Exemplo 1.3.13 O funtor de esquecimento U : Ab — Grp esquece a
comutatividade dos grupos abelianos. Note que esse funtor é exata-
mente o funtor inclusdo de Ab em Grp.

Exemplo 1.3.14 Seja R um anel. O funtor de esquecimento U :
R — Ab esquece a acao de R sobre os R-moédulos & esquerda.

Exemplo 1.3.15 Seja & um corpo. O funtor de esquecimento U :
Algr — Vecty, esquece o produto das k-algebras.

Usando os exemplos de categorias que apresentamos, poderiamos
considerar ainda varios outros exemplos de funtores de esquecimento.
Apesar de serem simples, estes funtores sdo importantes, especialmente
quando se tenta considerar funtores associados a eles na direc¢do con-
traria. Em muitos casos, obtém-se funtores que associam objetos a
objetos chamados livres ou universais. Para podermos dar o primeiro
exemplo, fazemos algumas consideragoes sobre grupos livres gerados
por um conjunto.

Definigao 1.3.16 Seja X um conjunto. Um grupo livre gerado por X
é um par (Fx,tx), em que Fx é um grupo e 1x : X — Fx € uma
fungdo, satisfazendo a sequinte propriedade universal: para qualquer
par (G, f), em que G é um grupo e f : X — G € uma fungdo, eziste
um uinico homomorfismo de grupos g : Fx — G tal que govx = f.

E possivel mostrar que, para qualquer conjunto X, existe um grupo
livre F'x gerado por X, tinico, a menos de isomorfismo. Por essa razio,
dizemos que Fx é o grupo livre gerado por X. Devido & propriedade
universal dos grupos livres, para uma funcao f : X — Y, existe um
tnico homomorfismo de grupos f : Fx — Fy tal que foix =ty o f.
Para mais informacoes, veja ([7], pags. 64-66).
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Exemplo 1.3.17 Seja F : Set — Grp o funtor definido por F(X) =
Fx, para um conjunto X, em que Fx é o grupo livre gerado por X,
e F(f) = f, para uma funcio f: X — Y, em que f: Fx — Fy éo0
homomorfismo de grupos citado acima.

Lembramos agora a definicao de comutador entre elementos de um
grupo.

Seja G um grupo. Para quaisquer g,h € G, consideremos [g, h] =
ghg~th™1, tal elemento é chamado comutador.

Denotamos por [G,G] = < [g,h] : g,h € G > o subgrupo gerado
pelos comutadores. N&o é dificil ver que [G,G] é o menor subgrupo
normal K tal que G/K é um grupo abeliano.

Denotamos por 7 : G — G/[G, G] a projecdo canonica. E possivel
mostrar que G/[G, G| satisfaz a seguinte propriedade universal: para
qualquer par (H, f), em que H é um grupo abelianoe f : G — H é um
homomorfismo de grupos, existe um tnico homomorfismo de grupos
g9:G/|G,G] — H tal que gomg = f.

Devido a essa propriedade universal, para f : G — H um ho-
momorfismo de grupos, existe um tnico homomorfismo de grupos f :
G/|G,G]) — H/[H,H] tal que forg = ngof. Asaber, f:G/[G,G] —

H/[H, H] é dado por f([G,G|g) = [H,H]f(g), para g € G. Para mais
informagoes, o leitor pode consultar ([7], pags. 102-103).

Exemplo 1.3.18 O funtor abelianizagdo A : Grp — Ab é definido por
A(G) = G/|G,G], para G um grupo e A(f) = f, para f : G — H
um homomorfismo de grupos, em que f : G/[G,G] — H/[H,H] é o
homomorfismo de grupos ja citado.

Sejam R um anel com unidade e G um grupo abeliano. Temos que
R e G sao Z-mo6dulos e podemos considerar o R-modulo & esquerda
R ®yz G. Denotamos por (g : G — R ®z G 0 homomorfismo de grupos
dado por tg(9) = 1gr ® g, para g € G.

E sabido que, para G,H grupos abelianos e f : G — H um ho-
momorfismo de grupos, existe um tnico homomorfismo de R-mé6dulos
aesquerda f : R®z G — R®yz H tal que foug =t o f. A saber,
f:R®zG — R®z H é dado por f(r ® g) = r ® f(g), para qualquer
r®ge RRzG.

Exemplo 1.3.19 Seja R ®z — : Ab — g9 o funtor que associa cada
G grupo abeliano ao R-médulo & esquerda R®z G e (R®z —)(f) = f,
para f : G — H um homomorfismo de grupos abelianos, em que f :
R®7 G — R®z H é o homomorfismo de R-mo6dulos & esquerda dado
acima.
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Sejam k um corpo e V um k-espago vetorial. Denotamos por T'(V)
a k-algebra tensorial sobre V. Como k-espagos vetoriais, temos

o0

T(V)=@pver

n=0

em que V' =k, VO =V e VE =V @ V"1 paran > 2.
Agora, para elementos v1 @ - - Qv, € VO e wy ® -+ @ wy, € VO™,
definimos a operacao

(U1®"'®Un)'(w1®"‘®wm):U1®"'®’Un®w1®"‘®wm-

Estendendo essa operagio k-linearmente para 7'(V'), obtemos uma
estrutura de k-dlgebra. Denotamos por ¢y : V' — T'(V) a transformagéo
k-linear dada por vy (v) =v € V&L, parav € V.

Sabemos que (T'(V),ty) satisfaz a seguinte propriedade universal:
para qualquer par (A, f), em que A é uma k-algebrae f: V — A éuma
transformacao k-linear, existe um tnico homomorfismo de k-dlgebras
g:T(V)— Atal que gowy = f. Veja ([4], pag. 159).

Devido a essa propriedade universal, para f : V — W uma trans-
formacdo k-linear, existe um tnico homomorfismo de k-algebras f :
T(V) — T(W) tal que foiy =y o f. Asaber, f:T(V)— T(W)é
dado por

f(vl®"'®7)n) :f(vl)®"'®f(vn)v
em que vy, ...,v, € V.
Exemplo 1.3.20 Seja T : Vecty — Algy o funtor que associa cada
k-espaco vetorial V' & algebra tensorial T (V') sobre V e T'(f) = f, para

f:V — W uma transformacio k-linear, em que f : T(V) — T(W) é o
homomorfismo de k-dlgebras citado acima.

Prosseguimos apresentando mais exemplos de funtores.

Exemplo 1.3.21 Denotamos por A : Set — Set o funtor, chamado
diagonal, definido por A(X) = X x X e A(f) = f x f, para X um
conjunto e f : X — Y uma funcdo, em que

fxf: XxX — Y xY.
(z,y) = (f(2), [(y))

Lembramos agora as defini¢oes de grupo oposto e de homomorfismo
de grupos oposto.
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Seja G um grupo com operagdo *. Denotamos por G°P o grupo com
operacao *°P cujos elementos sdo os mesmos de G e

xxPy=yxx, para xz,y € GP.

O grupo G°P é chamado o grupo oposto de G. Para f : G — H
homomorfismo de grupos, define-se f°P : G? — H°P o homomorfismo
de grupos dado por f°P(z) = f(x), para © € G. Entdo, fP : G? —
H°P é chamado o oposto de f: G — H.

Exemplo 1.3.22 Denotamos por (—)°? : Grp — Grp o funtor que
associa cada grupo G e homomorfismo de grupos f : G — H aos seus
opostos G°P e f°P : G°P — H°P, respectivamente.

Exemplo 1.3.23 Seja n € N, n > 1. Denotamos por GL,, : Cring —
Grp o funtor definido por

GL,(R) ={A € M,(R): A éuma matriz invertivel}.
Para f: R — S um morfismo em Cring, temos

GLn(f): GLn(R) — GLn(S).
(rij)ig = (f(rij))ig

Exemplo 1.3.24 Denotamos por (—)* : Cring — Grp o funtor que
associa cada anel comutativo com unidade R ao seu grupo de invertiveis

R* ={r e R:r éinvertivel}

e cada morfismo f : R — S em Cring ao homomorfismo de grupos
f*: R* — S§*, dado pela restricdo e corestricdo de f a R* e S*,
respectivamente.

Sejam k um corpo e A uma k-dlgebra. O comutador de a,b € A,
denotado por [a,b]a, é dado por [a,b]a4 = ab — ba. Notemos que se
f A — B é um homomorfismo de k-algebras, entdo f preserva o
comutador, ou seja, f([a,b]a) = [f(a), f(b)]5.

Exemplo 1.3.25 Denotamos por £ : Algy — Liep o funtor definido
por L(A) = (A,[—,—]a) e L(f) = f, para A uma k-algebrae f : A — B

um homomorfismo de k-élgebras.

Sejam k um corpo e L uma k-algebra de Lie. A 4lgebra envolvente
de L, denotada por U(L), é definida como sendo a k-dlgebra U(L) =
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T(L)/I, em que I é o ideal de T'(L) gerado pelos elementos da forma
r@y—y®x—[x,y] € T(L), para z,y € L.

Se f: L — K é um homomorfismo de k-algebras de Lie, existe um
tinico homomorfismo de k-algebras f : U(L) — W(K) tal que fouy =
tg o f.

Exemplo 1.3.26 Denotamos por U : Lie, — Algy o funtor que asso-
cia cada k-algebra de Lie L & algebra envolvente U(L) de L e U(f) = f,
para f : L — K um homomorfismo de k-dlgebras de Lie, em que
f:UWL) - UWK) & o homomorfismo de k-algebras de Lie citado no
comentario anterior.

Exemplo 1.3.27 Seja k um corpo. Denotamos por P : Bialgy, — Liey,
o funtor que toma primitivos, ou seja, para H uma k-bidlgebra com
comultiplicacao A, o conjunto dos elementos primitivos de H é definido
por

PH)={heH:Ah)=h®1lyg+ 1y @ h}.

Entdo, P(H) é um k-espago vetorial e podemos definir um colchete
de Lie em P(H) pelo comutador [h, k] = hk — kh € P(H), para h,k €
P(H). De fato, para h,k € P(H), temos

A([h,k]) = A(hk —kh)
= A(h)A(k) — A(k)A(h)
= hklg+hk+k®@h+1yQhk
—kh@lg—k®@h—h®k—1g ®kh
(hk — kh) @ 1y + 15 ® (hk — k)
= [k @ly+1n @ [h K],
provando que [h, k] € P(H).
Se f: H — K é um homomorfismo de k-bidlgebras, entdao P(f) :
P(H) — P(K) é a restrigdo e corestricdo de f a P(H) e P(K), res-
pectivamente. Dessa forma, P(f) é um homomorfismo de k-algebras

de Lie. Notemos que P(f) esta bem definido. De fato, para h € P(H),
temos

—~
=

A(f(h)) (f @ f)(AR))

(f@fHh®lg+1g®@h)

fh) @1k +1k @ f(h),

logo f(h) € P(K). A igualdade (x) segue do fato de que A é um
homomorfismo de k-algebras.
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Exemplo 1.3.28 Com a nota¢ao do Exemplo[I.3.T1] se considerarmos
Do D : Vecty — Vecty, obtemos um funtor covariante, chamado duplo
dual. Esse funtor associa cada k-espaco vetorial V' ao duplo dual V**
e cada transformacgao k-linear T : V. — W & dupla transposta 7™ :
V** — W** definida por T**(®) = ® o T, para todo ® € V**.

Terminamos essa secdo definindo propriedades basicas que um fun-
tor pode ter.

Definigao 1.3.29 Um funtor F : C — D ¢ dito fiel, respectivamente
pleno, se para todo par de objetos X,Y € C, a aplicacdo

F:Home(X,Y) — Homp(F(X),F(Y))

€ injetiva, respectivamente sobrejetiva.
O funtor F ¢é dito denso se, para todo objeto Z € D, existe um
objeto X € C tal que F(X) ~ Z.

Essas propriedades serao usadas na proxima se¢ao para caracterizar
funtores que definem equivaléncias entre categorias.

1.4 Transformacoes naturais

Nesta secao ocorre, pela primeira vez, uma definicao usando diagra-
mas comutativos. Um diagrama em € é um grafo dirigido cujos nés sao
objetos de € e cujas flechas sdo morfismos em €. Nesse caso, dizemos
que um diagrama comuta ou é comutativo se sempre que se vai de um
objeto a outro seguindo as flechas, sempre se obtém o mesmo morfismo.
Por exemplo, a comutatividade do diagrama

Z

é equivalente a dizer que

gof=4g of €Home(X,W).
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Sabemos que funtores preservam composi¢des. Portanto, funtores
também preservam diagramas comutativos. Por exemplo, se F': € — D
é um funtor, considerando o diagrama comutativo anterior, temos que

Fx) — pyy

E(f) F(g)

F(g')

é um diagrama comutativo em D. Dizemos que o diagrama acima foi
obtido aplicando F' ao diagrama original em C.

Definicao 1.4.1 Sejam F,G : C = D funtores. Uma transformag¢ao
natural entre F e G, denotada por p : F — G, é uma colegao de
morfismos {uy @ F(X) - G(X) : X € C} em D tal que, para cada
morfismo f: X =Y em C, o diagrama

nx

F(X) G(X)
F(f) a(p)
F(Y) G(Y)

é comutativo, ou seja,

G(f)opx = py o F(f).

A transformagio natural p: F' — G é dita um isomorfismo natural
se os morfismos py : F(X) — G(X) sao isomorfismos, para X € C.
Nesse caso, dizemos que F' é equivalente a G e denotamos por F ~ G.

Observagao 1.4.2 E comum apresentar os morfismos px : F(X) —
G(X), ficando a transformacdo natural e os funtores envolvidos suben-
tendidos. Adotamos essa pratica. Também vamos descrever a comu-
tatividade do diagrama na definicdo como sendo a naturalidade de u
para o morfismo f.
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Uma forma de interpretarmos uma transformacao natural seria como
uma cole¢ao de morfismos que transforma os diagramas comutativos ob-
tidos aplicando um funtor naqueles obtidos aplicando outro funtor, ou
seja, como se a transformacgdo natural transladasse certos diagramas.
Considerando p : F — G uma transformacio natural, isso pode ser
visto pelos diagramas comutativos

Hx

X F(X) F(f) X G(f
! AN \
\ Yy F(Y) ‘ GY
h F(h) G(h)
g /F(!J) ‘ G(g
Z F(Z) “Z G(2)

em que X,Y,Z € Ce f,g,h sao morfismos em C.

Exemplo 1.4.3 Todo funtor F' : ¢ — D possui uma transformagao
natural identidade idy : F' — F definida por (idp)x = idp ), para
todo X € C.

Exemplo 1.4.4 A colecao 7 : A — A dada por

Tx: X xX — XxX,
(z.y) —  (y,2)

para cada conjunto X, é uma transformacao natural.

De fato, para uma funcdo f: X — Y e xz,y € X, temos

(A(f)orx)(z,y) = ((f x f)orx)(x,y)

= (fxNlrx(z,9)
(f x Ny,
(

Ny )
f(y) f ()

v (f(2), f(y))

= mv((f x f)(z,y))
(ry o (f x f))(z,y)
(

v o A(f)) (2, ).

Portanto, A(f) o 7x = 1y o A(f).
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Exemplo 1.4.5 A colecio das inversdes nos grupos é um isomorfismo
natual. Explicitamente, seja p : Idgq, — (—)°P definida por

pe: G — GoP,
x = zx !

para cada grupo G. Claramente, pg é um isomorfismo de grupos, para
cada grupo G, e como f(x~1) = f(x)~!, para todo morfismo de grupos
f, segue que p é um isomorfismo natural.

Exemplo 1.4.6 O determinante é uma transformagcao natural. Expli-
citamente, det : GL,, — (—)* definida por

detg : GL,(R) — R*,
A — detR(A)

para R um anel comutativo com unidade, é uma transformacio natural.
Sabemos que detg(A) =), g Sign(o)r10(1)--Tno(n)-

De fato, para f : R — S um morfismo em Cring e A = (r;j)i; €
GL,(R), temos

(f* odetr)(A) = [*(detr(A))
= f(detr(A))
= f(detr((ri;)i;))
= f(z sign(o Tlo(l Tna(n))

oSy

= Zfszgn Tla(l Tna(n))
oSy

= Z sign (o) f(r1e(1))-f (Tno(n))
oesS,
dets((f(ri))i,;)

= dets(GLn(f)((rij)i;))

= dets(GLn(f)(A))

(dets oG Ly (f))(A).
Portanto, f* o detgr = detg oGL,(f).
Exemplo 1.4.7 A colegdo ev : Idyec, — D o D dada por
evy,: V. — V¥

v = evy,(v)
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é uma transformacao natural, em que o morfismo

evy,(v): V¥ — k

foo= f(o)

é uma transformacao k-linear. De fato, para T : V — W, v € V e
f e W™, temos

(Do D)(T)oevy)()(f) = ((T™ cevy

[
S
¢ 3
*
A/(—'Q\
S 8
o <
—
N <
*
N—
—~
~
N—

1%
= (evy (v

[

3
(o

o <

HSH<

= = =

(4

=

Il
=

S
—~

<
~
~

= (eow (T()(f)
= ((evw o T)(v))(f)
(

(
(evy o Idveer, (T))(v))(f)-

Portanto, (Do D)(T') o evy, = evy, o Idyect, (T). Se Idyect, € Do D
forem restritos a vecty, entdo ev é um isomorfismo natural.

Definicao 1.4.8 Sejam C,D categorias.

(i) C e D sao equivalentes se existem funtores F': € — D e G:D — C
tais que Go F ~ Ide e F o G ~ Idp e denota-se C ~ D,

(ii) C e D sao isomorfas se existem funtores FF: € - D e G: D — C
tais que Go F = Ide ¢ F oG = Idp e denota-se C ~ D.

Todo isomorfismo entre categorias é uma equivaléncia, mas a reci-
proca nao é verdadeira.

Para uma categoria C, podemos considerar em Ob(C) a relagdo ~
tal que X ~ Y se, e somente se, X ~ Y. Entao ~ é uma relacao de
equivaléncia e a classe de equivaléncia de um objeto é chamada classe de
isomorfismo desse objeto. Nesse caso, duas categorias sdo equivalentes
se existe uma bijecao entre as suas classes de isomorfismo, enquanto
que sao isomorfas se existe uma bijecao entre suas classes de objetos.

Agora, apresentamos dois tipos de composi¢des entre transforma-
¢Oes naturais: composicao vertical e composi¢ao horizontal.
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Definigao 1.4.9 Sejam C,D categorias, F,G,H : C — D funtores e
w:F — G, v:G— H transformagdes naturais. A composi¢do vertical
de v e u € a transformacao natural vo u: F — H dada por

(vou)y =vyouyx, paratodo X € C.

Definigao 1.4.10 Sejam C, D, & categorias, F,G : ¢ — D, J H :
D — & funtores e p : F — G, v : J — H transformagées naturais.

A composi¢io horizontal de v e p é a transformagdo natural v * p :
JoF — H oG dada por

(v*p)x =vgxyoJ(ux), para todo X € C.

Notemos que vale a igualdade vg(x) o J(uy) = H(uyx) o vr(x)- De
fato, da naturalidade de v e considerando o morfismo py : F(X) —
G(X), o seguinte diagrama é comutativo

VE(x)

J(F(X)) —— H(F(X))

ou seja, vg(x) © J(1x) = H(pux) o vp(x).
Com respeito as composicoes verticais e horizontais, temos o se-
guinte resultado.

Proposigao 1.4.11 As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

(i) a composi¢ao vertical de transformagoes naturais é uma transfor-
macao natural;

(ii) a composi¢cdo horizontal de transformagdes naturais é wma trans-
formacgao natural.

Demonstragao: (i) Seja f : X — Y um morfismo em C. Com as
notagoes da definicao de composicao vertical, devemos mostrar que o
diagrama
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FY) —— H(Y)

(vou)y

comuta. Sabemos que os diagramas

GX)—2X L H(X) e F(X)—2 . q(x)
a(f) H() R a(f)
G(Y) ——— H(Y) F(Y) ——— G(Y)
comutam. Assim,
H(f)o(vop)x = H(f)ovxopux

vy o G(f)opx
vy o py o F(f)
= (wop)y o F(f).

(ii) Seja f : X — Y um morfismo em C. Com as notagbes da
definicao de composicao horizontal, devemos mostrar que o diagrama

(J o F)(X) % (10 6)(X)

J(F(f)) H(G(f))

(JoF)(Y) —— (HoG)(Y)

(V*U)y
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comuta. Além disso, os diagramas

Va(x) Hx

J(G(X)) —— H(G(X)) e F(X)—— G(X)

J(G(f) H(G(f)  F() G(f)

Ya(v) My

H(G(f)o(wxp)x = H(G(f))ovgx)oJ(ux)
= Vg o J(G(f)) o J(ux)
y) © J(G(f) o px)
Vaw) © J(py o F(f))
Veyy © J 1y ) o J(F(f))
= (vxp)y o J(F(f)).

Observagao 1.4.12 A explicagao sobre o nome “composicao vertical”
se deve & representagao dessa composicao em forma diagramaética como
abaixo

O
! NI

s Fﬂ\@/ JV\ /‘“iﬂ\e

/ NG

HoG



Para funtores F, G, denotamos por Nat(F,G) a colegdo de trans-
formacgoes naturais p : F' — G. Podemos agora apresentar mais um
exemplo de categoria.

Exemplo 1.4.13 Sejam €, D categorias. Entao Fun(C, D) pode ser
considerado como uma categoria cujos objetos sdo os funtores F': € —
D e Hompyne,p)(F,G) = Nat(F,G). O morfismo identidade do fun-
tor F': € — D é a transformacao natural id, : F' — F. A composicao
é dada pela composicao vertical de transformagoes naturais.

O proximo teorema caracteriza funtores que definem equivaléncias
entre categorias como aqueles que sao fiéis, plenos e densos. O leitor
atento deve perceber que na parte “se” é usado uma forma mais forte
do axioma da escolha.

Teorema 1.4.14 Duas categorias C e D sao equivalentes se, e somente
se, eziste um funtor F': C — D fiel, pleno e denso.

Demonstragao: (=) Como C e D sio equivalentes, existem funtores
F:C—D,G:D — C e isomorfismos naturais p : Ide - Go F e

v:Idp — F o G. Referimo-nos & comutatividade do diagrama

Hx

X G(F (X))
f G(F(f))
Y ——— G(F(Y))

como sendo a naturalidade de p para o morfismo f: X — Y em C.

Afirmacgao 1: F é fiel.

Devemos mostrar que F : Home(X,Y) — Homo(F(X),F(Y)) é
aplicagdo injetora. Sejam f, f' € Home(X,Y) tais que F(f) = F(f’).
Entdo G(F(f)) = G(F(f")) e temos

pyof = GF(f))opx
= G(F(f")opx
= pyolf,
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em que na primeira e terceira igualdades usamos a naturalidade de u
para os morfismos f e f’, respectivamente. Portanto, uy o f = py o f’
€ como [iy- € um isomorfismo, obtemos f = f’.

Por argumento analogo, G : D — C também é fiel. Esse fato sera
usado na proxima afirmacao.

Afirmacgao 2: F' é pleno.

Devemos mostrar que F' : Home(X,Y) — Homo(F(X),F(Y))
é aplicagdo sobrejetora. Seja g : F(X) — F(Y) um morfismo em
D. Consideremos f : X — Y o morfismo em € definido por f =
p;l o0 G(g) o py . Entao, pela naturalidade de p para f, temos

GIE(f)onx = pyof
= nyopy' 0Glg)oux
= G(g)opx-

Portanto, G(F(f))ouyx = G(g) oy € como py é um isomorfismo,
obtemos G(F(f)) = G(g). Sendo G fiel, concluimos que F(f) = g.

Afirmacgao 3: I é denso.
Seja Z € D. Entdo, G(Z) € Ce F(G(Z)) ~ Z, via o isomorfismo
vy Z — F(G(Z)).

(<) Devemos definir um funtor G : D — € e isomorfismos naturais
p:lde - GoF,v:Idp — FoG. Para isso, vamos definir objetos
Xz € € e morfismos f; em C, em que Z € D e g sao certos morfismos
em D.

Como F': € — D é denso, entdo, para cada Z € D, existe um objeto
Xz € € e um isomorfismo v, : Z — F(Xz) em D.

Agora, como F ¢ fiel e pleno, para quaisquer X,Y € €, a apli-
cagdo F' : Home(X,Y) — Homp(F(X),F(Y)) é bijetora. Logo, se
g : F(X) — F(Y) é um morfismo em D, existe um tnico morfismo
fq: X =Y em C tal que F(f,) = g. Vamos apresentar trés proprieda-
des desses morfismos.

Propriedade 1: fr(;) = h, para todo morfismo i : X — Y em C.

De fato, como F'(h) : F(X) — F(Y) é um morfismo em D, existe
um tnico morfismo fppy : X — Y em € tal que F(fpp)) = F(h).
Como F' é fiel, frp) = h.

Propriedade 2: f;, ., = fy o f,, para quaisquer morfismos g :
F(X)—>FX")eg¢ :F(X')— F(X")em D.
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Como ¢'og : F(X) — F(X") é um morfismo em D, existe um tnico
morfismo fyoq : X = X" tal que F(fgoq) =g  ©g. Agora,

F(fg’Og) = g/og
= F(fy)oF(fy)
F(fg o fg)-

Portanto, F'(fgoq) = F(fy © fg) € como F é fiel, temos fyoq =
fgr o fq-

Propriedade 3: fg’1 = fg-1, para qualquer isomorfismo g : F((X) —
F(Y)em D.
De fato, temos

—
*
—

fo-1ofs = fg-10g

fidpx,
= [frdx)
(x) idy,
em (x) usamos a Propriedade 2 e em (#*) usamos a Propriedade 1
para o morfismo idx. Logo, f,-1 o f; = idx e analogamente mostra-se
fg 0 fg—1 = idy, provando a propriedade.

Agora, seja g : Z — W um morfismo em D e consideremos o dia-
grama,

vz

Z—>F(Xz)

W F()}W)

Definimos o morfismo pontilhado por
v ogov, : F(Xz) — F(Xw).

Pelo dito acima, existe um tnico morfismo f 1: Xz = Xw

vy, 0gov ,
tal que F(fywogoygl) =vyogo Vgl. (A)
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Sabendo disso, definimos G : D — € por

GZ)=Xz e G(g)=f

-1
)
Vi 0gov

para Z € De g: Z — W um morfismo em D.
Mostremos que G : D — € é um funtor. De fato, seja Z € D. Entao

G(ZdZ) = fyzoidzoygl
= fvzougl

fid

fF(idXZ)

F(Xz)

—

*

2 idy,

N

= ZdG(Z)’

em (%) usamos a Propriedade 1 para o morfismo idx,. Agora, se g :
Z —Wegqg :W — V sdo morfismos em D, temos

G(g/ Og) = fyvog’ogoygl

Jo,—1 -1
fuvog Oy, OVyy, 090V,

—
*
N

-1 0 -1
fyvog’oyw nyogoyZ

G(g') 2 G(9),

em (*) usamos a Propriedade 2. Portanto, G(id,) = idg 4 e G(g'og) =
G(¢') o G(g) e assim, G é um funtor.

Agora, queremos definir um isomorfismo natural p : Ide — G o F.
Seja X € €. Temos que vp(x) : F(X) = F(Xp(x)) ¢ um (iso)morfismo
em D. Assim, existe um tGnico morfismo f,,. .+ X = Xp(x) em C tal
que F(fupx,) = vr(x). Como Xp(x) = G(F (X)), entdo fu,, : X —
G(F(X)).

Definindo p1 : Ide = GoF por puy = f,
que p é um isomorfismo natural.

De fato, seja X € €. Usando a Propriedade 3 para o isomorfismo

ex) PATA X € €, mostremos

VF(X), Segue que fiy = f”p(X) é um isomorfismo em €, com inversa
-1
px =1rf, 1 -
VF(X)

Para verificarmos que u : Ide — G o F' é uma transformagcao natu-
ral, consideremos A : X — Y um morfismo qualquer em €. Devemos
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mostrar que o diagrama

X X (Go F)(X)

h G(F(h))

Y (Go F)(Y)

Py

é comutativo. Temos
GEW)ony = 1,

= qu(Y)OJcF(h)of*1 o Hx

Vpr(x)

oF(h)OV;(lx) ©Hx

= pyohopuy opuy
= pyohoidy
py o h.

Portanto, p : Ide — G o F' é um isomorfismo natural.

Para cada Z € D, existe o isomorfismo vz : Z — F(Xz) em D.
Como Xz = G(Z), podemos escrever vy : Z — F(G(Z)).

Mostremos que v : Idp — F o G é um isomorfismo natural. Resta-
nos mostrar apenas a naturalidade. Seja ¢ : Z — W um morfismo em
D. Devemos mostrar que o diagrama

7% L (FoG)(Z)

g F(G(9))
w (FoG)(W)
é comutativo. Temos
F(G(g))ov, = F(fywogo,,gl) oVgz

(4) -1
— l/WOgOl/Z OZ/Z
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= yyogoidy
= twoyg
e isso nos diz que v é um isomorfismo natural.
Assim, encontramos um funtor G : D — € e isomorfismos naturais

t:lde - GoFev:Idp — FoG. Logo, Ce D sao categorias
equivalentes. [
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Capitulo 2

Categorias abelianas

Neste capitulo estudamos as categorias abelianas. Para isso, preci-
samos definir nacleos, contcleos e categorias aditivas. Estas tltimas sao
categorias com estrutura adicional dada pela existéncia de um objeto
zero, soma de morfismos e soma direta de objetos. Como referéncia
basica, citamos [8] e [9].

2.1 Ntcleos e conucleos

Definicao 2.1.1 Seja C uma categoria. Um objeto Z € C € dito
(i) inicial se, para qualquer X € C, Home(Z,X) é unitdrio;
(ii) final se, para qualqguer X € C, Home (X, Z) é unitdrio.

Notemos que objetos inicial e final sdo conceitos duais. Segue da
defini¢do que se Z é objeto inicial ou final, entdo Home(Z, Z) = {idz}.
Usaremos esse fato no préximo resultado.

Proposigao 2.1.2 Seja C uma categoria. As sequintes afirmag¢ées sao
vdlidas:

(i) se C tem objeto inicial, este € unico, a menos de isomorfismo;

(ii) se C tem objeto final, este é 1inico, a menos de isomorfismo.

Demonstragao: (i) Sejam Z e Z' objetos iniciais em C. Entdo exis-
tem tdnicos morfismos f : Z — Z' e g : Z/ — Z e portanto go f €
Home(Z,Z) = {idz} e foge€ Home(Z',Z') = {idz }. Logo, go f =
idz e fog=1idg. Concluimos que Z ~ Z'.

(ii) E o item (i) para CP. |
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Definigao 2.1.3 Seja C uma categoria. Um objeto Z € C € dito objeto
zero, ou objeto nulo, se Z € objeto inicial e final.

No caso de Z ser objeto zero, para X € €, denotamos por
0: X >Z e O0x:Z—X

os tnicos morfismos em Home(X, Z) e Home(Z, X), respectivamente.
Notemos que objeto zero é um conceito auto-dual.

Corolario 2.1.4 Se uma categoria C possui um objeto zero, este €
inico, a menos de isomorfismo.

Demonstragdo: Segue da Proposigao 2.1.2] m

Observagao 2.1.5 Devido ao corolério acima, referimo-nos a um ob-
jeto zero (quando o mesmo existir) de uma categoria € como o objeto
zero de C.

Nos exemplos abaixo verifiquemos se as categorias que conhecemos
possuem objeto zero. Se uma categoria ndo tem objeto zero, dizemos
quem s30 os objetos iniciais e finais.

Exemplo 2.1.6 A categoria Set ndo possui objeto zero.

De fato, o objeto inicial em Set é o conjunto vazio () e os objetos
finais s@o os conjuntos unitarios.

Exemplo 2.1.7 Na categoria Rel, o objeto zero ¢ o conjunto vazio 0.

Exemplo 2.1.8 Nas categorias Grp, Ab e Div, o objeto zero é o grupo
trivial {e}.

Exemplo 2.1.9 Na categoria Ring, o objeto zero é o anel trivial {0}.

Exemplo 2.1.10 As categorias ring e Cring nao tém objeto zero.

De fato, em ambas categorias, o objeto inicial é o anel dos intei-
ros Z e o objeto final é o anel trivial {0}. Basta observarmos que
Homring(ZvR) = HomCring(Z7R) = {fr}, em que fr(z) = 21g, para
todo z € Z.

Exemplo 2.1.11 Sejam R um anel, kK um corpo e A uma k-algebra.
Nas categorias g9, Vecty, vecty, a9 e 4m, o objeto zero é o mddulo
trivial {0}.
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Exemplo 2.1.12 Seja k um corpo. A categoria Algy nao tem objeto
Z€ero.

De fato, o objeto inicial é o corpo k£ e o objeto final é a k-algebra
trivial {0}.

Nas categorias de grupos, anéis e modulos, sdo comuns os homo-
morfismos triviais. Tais homomorfismos podem ser generalizados para
categorias com objeto zero.

Definigao 2.1.13 Seja C uma categoria com objeto zero Z € C. Para
X,Y € €, o morfismo nulo de X em Y, denotado por 05 : X — Y, €
definido pelo diagrama comutativo

X———Y

o\

Z

ou seja, em termos de composi¢ao, temos
0y = 0y 0 0¥,

Proposigao 2.1.14 O morfismo nulo 05X : X — Y ndo depende do
objeto zero.

Demonstragao: Sejam Z,Z’ objetos zeros. Pelo Corolario
existe um isomorfismo ¢ : Z — Z'. Sejam Home(X,Z') = {¢%} e
Home(Z',Y) = {¢y}. Temos que 10 0% € Home(X,Z') e Oy 0171 €
Home(Z',Y). Logo, 100X = ¢X e 0y o1™! = ¢y. Podemos nos basear
no diagrama

cujos triangulos comutam. Entao

0y = 0yo0¥
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Oy ot toro00X

= ¢YO¢X
u

E de se esperar que a composi¢do com morfismos nulos resultem em
morfismos nulos.

Proposigao 2.1.15 Sejam C uma categoria com objeto zero Z € C,
f: X =Y um morfismo em C e W € C. Entao, temos

foO¥ =0y e 0f0f =05
Demonstragao: Podemos nos basear no diagrama

(044 f
W X Y

Ox

VA

cujos tridngulos comutam. De fato, temos que foOx € Home(Z,Y) =
{0y }. Logo, f o 0x = 0y. Entdo

foO¥ = fo0xo0W
Oy o O

= 0y.

Portanto, f o 0% = 0%. Analogamente, mostra-se 03, o f = 03,. m

Observagao 2.1.16 Sejam € uma categoria com objeto zero Z e Y €
€. Entao 0Z = 0y e 0% = 0Y. De fato, 0Z = Oy 0 0% = 0y oidz = Oy.
Analogamente, 0%, = 0.

Definigao 2.1.17 Sejam C uma categoria com objeto zero e f : X —
Y wm morfismo em C.

(1) Um nicleo de f é um par (K, k), em que K €Cek: K — X é um

morfismo em C tal que f ok = 0¥ e a sequinte propriedade universal
é satisfeita: para qualquer par (K' k'), em que K' € C ek’ : K' - X
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é um morfismo em C tal que f o k' = 0¥ existe um tinico morfismo
u: K' — K tal que k' = kowu, ou seja, o diagrama

K’
OY

é comutativo.

(ii) Um conticleo de f é um par (Q,q), em que Q € Ceq:Y — Q é um
morfismo em C tal que qo f = 05 e a sequinte propriedade universal
é satisfeita: para qualquer par (Q',q"), em que Q' € Ceq : Y — Q'
é um morfismo em C tal que ¢ o f = O)Q{,, existe um inico morfismo
u:Q — Q' tal que ¢ = uoq, ou seja, o diagrama

é comutativo.

Notemos que ntcleo e contcleo sao conceitos duais. Em outras pa-
lavras, um nudcleo de um morfismo em € é um contcleo desse morfismo
em C°P,

Observagao 2.1.18 Vale notarmos que se aplicarmos a propriedade
do nucleo (K, k) para o par (K, k), o tinico morfismo que se obtém de K
para K é o morfismo idg : K — K. Usamos esse fato na demonstracao
da proposicao abaixo.

Proposigao 2.1.19 Sejam C uma categoria com objeto zero e f um
morfismo em C.
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(i) Se (K, k) e (K', k") sao nicleos de f, entdo existe um inico isomor-
fismo v : K — K’ tal que k = k' o u, isto é, nicleos de f sdo tinicos,
salvo isomorfismo.

(ii) Se (Q,q) e (Q',q") sao conicleos de f, entdao existe um 1inico iso-
morfismo u : Q' — Q tal que ¢ = uwo g, isto é, conicleos de f sdo
inicos, salvo isomorfismo.

Demonstragao: (i) Aplicando a propriedade dos nucleos (K, k) e
(K', k") para os pares (K', k') e (K, k), respectivamente, existem tnicos
morfismos v: K’ - Keu: K — K' taisque k =k oue k' =kow.
Observamos que o morfismo v ou : K — K satisfaz

ko(wou)=(kov)ou=Fkou=k.

Como k oidg = k, segue da observacdo acima que v o u = idg.
)

Analogamente, uov = idgs. Assim, u: K — K’ & o tnico isomorfismo

tal que k = k' o u.

(ii) E o item (i) para C°. Isto &, em C°, (Q,q) e (Q',¢') sdo nicleos
de f. Pelo item (i), existe um tinico isomorfismo v € Homeer (Q, Q') =
Home(Q', Q) tal que ¢ = ¢’ o°? u = v o ¢’. Portanto, existe um tnico
isomorfismo u : Q' — @ tal que g =uo¢'. (]

Observagao 2.1.20 Devido a proposicao anterior, referimo-nos a um
nucleo e a um contcleo de f como o ntcleo e o contcleo de f, respecti-
vamente. Usamos as notacgoes (Ker(f),k) e (Cok(f),q) ou (Ker f,k)
e (Cok f,q) para o nacleo e o conucleo de f, respectivamente. Também
é comum referirmos ao nucleo e ao contcleo de f como os morfismos &

e q.

Proposigao 2.1.21 Seja C uwma categoria com objeto zero e f: X —
Y wm morfismo em C.

(i) Se f possui nicleo (K, k), entao k: K — X é um monomorfismo.
(ii) Se f possui conicleo (Q,q), entdio q:Y — Q € um epimorfismo.

Demonstragao: (i) Sejam g,h : Z — K morfismos em C tais que
kog=koh. O morfismo kog:Z — X étal que

fo(kog)=(fok)og=0yog=0¢.

Aplicando a propriedade universal do nucleo (K, k) para o par (Z, ko
g), existe um tnico morfismo u : Z — K tal que ko g = k o u. Entéo

41



kog=koh=kFkou. Pela unicidade de u, u = g = h.
(ii) E o item (i) para C°P. |

Os exemplos abaixo mostram categorias cujos morfismos tém ni-
cleos e contcleos.

Exemplo 2.1.22 Em Grp, todo morfismo possui nticleo e contcleo.

De fato, seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Sabemos
que K ={x € G: f(z) = ey} é um subgrupo de G. O par

(K,k), emque k: K — G

é a inclusao canonica, é o nicleo de f.

Agora, para K um subgrupo de H, denotamos por K a intersecio
de todos os subgrupos normais em H que contém K. Logo, K ¢ o
menor subgrupo normal em H que contém K. O par

(H/f(G)",q), emque q:H — H/f(G)"

é a projecao canodnica, é o conticleo de f.

De fato, seja ¢’ : H — @’ um morfismo em Grp tal que ¢’ o f
é o morfismo trivial. Entdo f(G) C Ker(q¢'). Como Ker(q') é um
subgrupo normal de H e f(G)" é o menor subgrupo normal contendo
f(@), f(G)T C Ker(q'). Pela propriedade universal do quociente,
existe um tnico homomorfismo de grupos v : H/f(G)# — Q' tal que
¢ =uogq.

Exemplo 2.1.23 Em Ring, todo morfismo possui ntcleo e contcleo.

De fato, seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Sabemos que
I={reR:f(r)=0s} éumideal de Re J=Sf(R)S é o ideal de S
gerado por f(R). Os pares

(I,k) e (J,q)
sao o niicleo e o contcleo de f, respectivamente, em que
k:I—->Req:85S—S/J

sao a inclusdo e a projecao canonicas, respectivamente.

Verifiquemos o conticleo. Seja ¢’ : S — Q' um morfismo em Ring
tal que ¢’ o f = 0. Entdo f(R) C Ker(q'). Como Ker(q') &€ um ideal,
segue que J C Ker(q'). Pela propriedade universal do quociente, existe
um Unico homomorfismo de anéis v : S/J — Q' tal que ¢ =uogq.
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Exemplo 2.1.24 Em g9, todo morfismo possui niicleo e conticleo.

De fato, seja f : M — N um homomorfismo de R-mddulos & es-
querda. Sabemos que P = {m € M : f(m) = Oy} e f(M) sdo R-
submédulos de M e N, respectivamente. Os pares

(P,k) e (N/f(M),q)
sao o nucleo e o contcleo de f, respectivamente, em que
k:P—-M e q: N— N/f(M)
sdo a inclusdo e a projecao canonicas, respectivamente.

Os proximos resultados apresentam os niicleos e conticleos de mo-
nomorfismos, epimorfismos, morfismos identidade e morfismos nulos.

Proposigao 2.1.25 Sejam C uma categoria com objeto zero Z € C e
f: X =Y um morfismo em C.

(i) Se f € um monomorfismo, entio (Z,0x) € o nicleo de f.

(ii) Se f € um epimorfismo, entio (Z,0Y) é o coniicleo de f.

Demonstragao: (i) Temos que f o Ox = Oy e ja vimos que Oy = O)Z/.
Seja k' : K/ — X um morfismo em € tal que f ok’ = O{f/. Entao
fokl = fo O)Ig/ e como f é um monomorfismo, temos k' = Oggl, ou
seja, k' = 0x o 05", Como 0X" : K/ — Z ¢ o tinico morfismo em
Home(K', Z), concluimos que (Z,0x) é o nucleo de f.

(ii) E o item (i) para C°P. ]

Corolario 2.1.26 Sejam C uma categoria com objeto zero Z € C e
X € C. O morfismo identidade idx : X — X tem miicleo e coniicleo
dados por (Z,0x) e (Z,0%), respectivamente.

Proposigao 2.1.27 Sejam C uma categoria com objeto zero Z € C e
X,Y € €. O morfismo nulo 05 : X =Y tem miicleo e conticleo dados
por (X,idx) e (Y,idy), respectivamente.

Demonstracgao: Claramente, 05 o idy = 0. Seja k' : K/ — X
um morfismo em € tal que 0F o & = 0%'. Entao k' = idx o k'. Se
a: K — X é outro morfismo tal que k' = idx o «, entdo o = k’. Logo,
(X,idx) é o niicleo de 05. Analogamente, (Y, idy) é o conticleo de 05F.
[
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2.2 Categorias aditivas

Definicao 2.2.1 Uma categoria C é dita pré-aditiva se
(i) C possui objeto zero;
(i) para quaisquer X, Y € €, Home(X,Y) € um grupo abeliano;

(iii) a composi¢do de morfismos € bilinear, ou seja, para quaisquer mor-
fismos f,f': X =Y eqg,g Y — Z, tem-se

go(f+f) = goft+gof
(g+g)of = gof+gof.

Notemos que se C, D sdo categorias pré-aditivas, entdo C°P e € x D
também o sdo, isso segue da definicdo das mesmas.

Sejam € uma categoria pré-aditiva e X,Y € €. Denotando por
€Home(X,y) O elemento neutro do grupo abeliano Home(X,Y'), enun-
ciamos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.2 Com a notagio acima, €gome(x,y) = 0.

Demonstragao: Consideremos Z o objeto zero de €. Entdo Home(X, Z) =
{0%} e portanto, 0% 4+ 0% € Home(X, Z) = {0}, ou seja, 0% +0X =
0%. Logo,

0y = 0yo0¥
= Oy o (0¥ +0%)
= 0y o0* +0yo00%
= 0y +0y.

Logo, 05 = 05 + 05F. Somando o oposto de 05 em Home(X,Y),
obtemos €gomq(x,y) = 0. ]

Seja C uma categoria com objeto zero Z € C. Mostramos na Pro-
posicio que se f : X — Y é um monomorfismo em €, entdo f
tem nucleo (Z,0x). Uma propriedade interessante de categorias pré-
aditivas é que vale a reciproca desse resultado. Para ver isso, mostramos
a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.3 Sejam C uma categoria pré-aditiva e f : X — Y
um morfismo em C. As sequintes afirmacdes sao vdlidas:
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(i) f € um monomorfismo se, e somente se, para todo morfismo g :
W — X em C com fog=0Y implica g=0%;

(ii) f € um epimorfismo se, e somente se, para todo morfismo g:Y —
W com go f =0 implica g = 0.

Demonstracao: (i) (=) Seja g : W — X tal que fog = 0. Entdo
fog=fo0¥ e como f éum monomorfismo, segue que g = 0%¥.

(<) Sejam g,h : W — X morfismos em € tais que fog = foh.
Entdo f o (g —h) = 0. Por hipdtese, g — h = 0% e portanto,
g=h+0% = h. Logo, f ¢ um monomorfismo.

(ii) E o item (i) para C°. |

Corolario 2.2.4 Sejam C uma categoria pré-aditiva com objeto zero
ZeCef: X —Y um morfismo em C.

(i) Se (Z,0x) € o nicleo de f, entdo f € um monomorfismo.

(i) Se (Z,0Y) € o coniicleo de f, entio f é um epimorfismo.

Demonstragao: (i) Seja g : W — X um morfismo em C tal que
fog=0¥. Como (Z,0x) ¢ o niicleo de f, existe um tnico morfismo
k:W — Ztalque g =0xo0k = OE‘{. Da proposicao anterior, segue
que f é um monomorfismo.

(ii) E o item (i) para C°. |

Dada a estrutura adicional que as categorias pré-aditivas possuem,
podemos considerar subcategorias que tém tal estrutura e funtores que
preservam a mesma.

Definigao 2.2.5 Seja C uma categoria pré-aditiva com objeto zero Z €
C. Dizemos que uma subcategoria D de C é uma subcategoria pré-
aditiva se Z € D e Homp(X,Y) é um subgrupo de Home(X,Y), para
quaisquer X,Y € D.

Definigao 2.2.6 Sejam C,D categorias pré-aditivas. Um funtor F :
C — D € dito aditivo se, para quaisquer X, Y € Ce f,g € Home(X,Y),
tem-se

F(f+9)=F(f) + F(g),

ou seja, a aplicagio F : Home(X,Y) — Homop(F(X),F(Y)) € um
homomorfismo de grupos.
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Segue da Proposi¢ao e da defini¢do anterior que, para quais-
quer X,Y € C, F(0) = oi&?.

Exemplos de funtores aditivos sao apresentados apés definirmos as
categorias aditivas. Para isso, precisamos da definicao de soma direta

de objetos.

Definigao 2.2.7 Sejam C uma categoria pré-aditiva e X,Y € C. Uma
soma direta de X eY é uma quintupla (S,px,py,ix,iy), em que S € C
epx S —=>X,py:S—=>Y,ix: X — S, iy : Y — S sio morfismos
em C que satisfazem

px oix =idx, py oly =idy e ixopx +iy opy =ids.

Notemos que as relagoes px oix = idx € py oiy = idy implicam que
ix, iy $a0 monomorfismos e px, py sao epimorfismos. Tais morfismos
sao chamados de inclusdes e projecdes, respectivamente. E imediato
verificar que (S,ix,iy,px,py) ¢ uma soma direta de X e Y em C°P.
Vamos usar esse fato para facilitar algumas demonstragoes.

Proposigao 2.2.8 Sejam C uma categoria pré-aditiva e X, Y € C tais
que existe uma soma direta (S,px,py,ix,iy). Entao

; X . Y
py oix =0y e pxoiy =0x.
Demonstragao: Temos

py oix +pyoix = pyoixoidx +idy opyoix
= pyoixopxoix +pyoiyopyoix
= pyo(ixopx +iyopy)oix
= pyoidgoix

= pyoix.

Logo, py cix +py oix = py oix. Somando o oposto de py oix em
Home(X,Y), obtemos py oix = 0. Analogamente, px oiy = 0%. m

A unicidade da soma direta, a menos de isomorfismo, esta garan-
tida pela préxima proposi¢ao. Na verdade, mostramos que dadas duas
somas diretas de objetos em uma categoria pré-aditiva, existe um tnico
isomorfismo que respeita os morfismos de inclusao e projecao.
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Proposigao 2.2.9 Sejam C uma categoria pré-aditiva e X, Y € C. Se-
jam (S,px,py,ix,iy) e (S, 0x, Py, s, ?) somas diretas de X e Y.
Entao existe um isomorfismo p: S — S’ tal que os diagramas

X X
N SN
§—F—— g §—F
’x Py N iy

Y Y

sejam comutativos. Tal isomorfismo € unico com a propriedade do pri-
meiro ou sequndo diagramas comutarem.

Demonstragao: Temos que iy opx, it opy € Home(S,S’). Definimos
w:S — S por u=iy opx + i opy. Entdo

Pxon = pxol(ixopx+iyopy)
= pyoiyopx +pyxoiyopy
= idx opx +0§ o py
= px +0%
= Px-
Portanto, p’y o n = px e py o = py é mostrado de modo anélogo.

Logo, o primeiro diagrama da proposi¢ao comuta.
Mostramos a comutatividade do segundo diagrama. Temos

uoiX:i/XopXoiX—l—i/yopyoiX:Z'/Xoidxzz'lx.

Analogamente, o iy = i} .
Mostremos que p é um isomorfismo. Temos que ix o py,iy o p}y €
Home(S',5). Definimos v : S" — S por v =ix o p'y + iy opl. Entao

vop = (ixopyxt+ivopy)on

ix opxopu+iyopyopu

—~
*
~

= ixopx +iyopy
idS7

em () usamos a comutatividade do primeiro diagrama. Portanto, v o
1 = idg e analogamente, pov = idg .
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Resta-nos mostrar que o morfismo p é o tnico comutando o primeiro
ou o segundo diagramas. Seja n: S — S’ tal que o primeiro diagrama
comuta com 1 no lugar de , isto é, py on = px e py on = py. Temos

n = idg on
= (ixopx +iyopy)on
= dyopyon+iyopyon
= iy opx +iy opy
= L

O caso em que 1 é tal que o segundo diagrama comuta com 7 no
lugar de p é anélogo. ]

Observagao 2.2.10 Devido & proposicao anterior, referimo-nos a uma
soma direta de X e Y como a soma direta de X e Y. E comum a notacio
(X®Y,px,py,ix,iy), assim como é comum referirmos & soma direta
de X e Y como o objeto X &Y, ficando os morfismos px,py,ix,iy
subentendidos.

Definigao 2.2.11 Uma categoria C € dita aditiva se

(i) C € pré-aditiva;
(ii) para quaisquer XY € C, existe a soma direta X @Y € C.

Definigao 2.2.12 Seja C wma categoria aditiva. Dizemos que uma
subcategoria pré-aditiva D de C é uma subcategoria aditiva se D é uma
categoria aditiva.

Abaixo alguns exemplos de categorias aditivas. Escrevemos a soma
direta simplesmente pelo objeto X @Y, ficando subentendidas as in-
clusoes e projecoes.

Exemplo 2.2.13 As categorias Ab e Div sao aditivas.

De fato, ja vimos que o grupo trivial {e} é o objeto zero de Ab.
Para G, H € Ab, Hom 4,(G, H) tem estrutura de grupo abeliano dada
por

fr9 € Homay(G, H) = (f +9)(z) = f(z) + g(x), Yz €.

A soma direta de G, H € Ab é dada pelo produto direto G x H. As
mesmas consideracoes valem em Div.
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Exemplo 2.2.14 Sejam R um anel, kK um corpo e A uma k-algebra.
As categorias g, Vecty, 49 e 4m sdo categorias aditivas.

De fato, ja vimos que o moédulo trivial {0} é objeto zero nessas
categorias. A soma direta de médulos M e N é dada pela soma direta
de médulos M & N.

Sabendo desses exemplos de categorias aditivas, apresentamos exem-
plos de funtores aditivos.

Exemplo 2.2.15 Seja C uma categoria aditiva com objeto zero Z € C
e D uma subcategoria aditiva de €. Os funtores identidade Ide : € — C,
inclusao Ip : D — € e constante Cz : G — € sao aditivos.

Exemplo 2.2.16 Sejam C,D categorias aditivas. O funtor projecao
Pe : € x D — @ é aditivo.

Exemplo 2.2.17 Sejam C uma categoria aditiva e X € €. Os funtores
Lx,Rx : € — Ab, analogos aos funtores dos Exemplos[1.3.8] [1.3.9] sao
aditivos.

Exemplo 2.2.18 O funtor de esquecimento U : g9t — Ab do Exemplo
L3714 é aditivo.

Exemplo 2.2.19 O funtor R ®z — : Ab — g do Exemplo [1.3.19] é
aditivo.

Exemplo 2.2.20 O funtor D : Vecty, — Vecty do Exemplo [1.3.11] é
aditivo.

Para o proximo exemplo, precisamos definir a soma direta de mor-
fismos.

Definigao 2.2.21 Sejam C uma categoria aditiva e f : X =Y, [’
X" = Y’ morfismos em C. Sejam (X & X' ,px,px,ix,ix) e (Y &
Y’ py,pyr, iy, iy’) as somas diretas de X, X' e Y,Y’, respectivamente.
A soma direta de f e f' é o morfismo fHf XX =Y BY emC
dado por

fof =iyofopx+iy of opx.

Proposigao 2.2.22 Sejam C uma categoria aditiva e f : X — Y,
[ X' =Y morfismos em C. Entio f®f : XdX =Y Y’ € tal
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que os diagramas

Px Pxr

X XX X'
f fef Vg
- /

Yo Yoy — oy
ix iy
X—XpX «—m X'
f for f!
Y - YovY - Y’
1y Ty s

sejam comutativos. Tal morfismo € unico com a propriedade do pri-
meiro ou sequndo diagramas comutarem. Em particular, idx ® idy =
idxgy .

Demonstragao: De fato, temos

pro(f@&f) = pyol(ivofopx+iy of opx)
= pyoiyofopx +pyoiy of opx
= ddyofopx +0Y of opx
— fopx +0¥®X
= fopx.

Portanto, py o (f @ f') = fopx e analogamente, py o (f@ f') = f'o
px:- A comutatividade do segundo diagrama segue da comutatividade
do primeiro diagrama para C°P.

Resta-nos mostrar que o morfismo f& f’ é o tiinico tal que o primeiro

ou o segundo diagramas comutam. Seja g : X $ X' - YV &Y' um
morfismo em C tal que o primeiro diagrama comuta com g no lugar de

f®f. Entiopyog= fopx epy og= f opxs,. Temos

g = tidygy o9
= (iyopy +iy'opy/)og
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= dyopyog+iy opy oy
= dyofopx+iyrof opx
= fof.
Portanto, g = f& f’. O caso em que g é tal que o segundo diagrama

da proposicdo comuta com g no lugar de f@ f’ é analogo. Por definigéo,
idx@idy :idx@y. u

Proposigao 2.2.23 Sejam C uma categoria aditiva e f : X — Y,
X =Y, 9:Y—>Z ¢ :Y = Z'" morfismos em C. Entao

(go )@ (g of)=(g@g)o(fDf)
Demonstragao: Vamos mostrar que o diagrama

px Px

X XeX

X/
gof (9@9g")o(f®f") g'of’

- /
Z<p—ZZ€BZ T’Z,

é comutativo. Pela proposicao anterior, sabemos que os diagramas

Py Py
Yé———YpY ———Y'

~

!
Z‘TZ@Z TZI

XLXEBX/ Px’ X/

f fef I’
/

Y‘TY@Y T’Y’
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sao comutativos. Entao
pzo(lg@g)o(fef) = gopro(faf)
= gofopX.

Portanto, pzo(g® g’ )o(f ® f') = go fopx e, de maneira anéloga,
pzro(g®g)o(f@f') =g of opx:. Pelaproposicao anterior, segue
que (go f)® (g’ o f)=(9gdg)o(f&f). =

Proposigao 2.2.24 Sejam C uma categoria aditiva e f,g : X — Y,
f',¢ : X' =Y’ morfismos em C. Entdo

(f+roe(f+d)=(af)+ged).

Demonstragao: Vamos mostrar que o diagrama

pPx px/
Xe——XaoX X’
f+g (fof)+(g®g’) f'+g’
lA
Y ‘T Y (&) Y p—y/> Y’

é comutativo. Pela Proposicao [2.2.22] sabemos que os diagramas

Px’

Px P
X———XpX X'

! fof £

~

YTYEBY’TY’

pPx
Xe——XpX' X'
9 gy’ g’
- /
Y A YaY 4’”, Y’
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sao comutativos. Entao

pyo((fof)+@od)) = pro(fef)+prolgdy)
= fopx+gopx
= (f+g)opx.
Portanto, py o ((f @
®g

pyro((fof)+ (g
segue que (f + g) (

(f' + ¢') o px/. Pela Proposigio [2.2.22]

M+ @®ddg)) =(f+g)opx e analogamente,
) =

+9)=ef)+ged). n
Com a defini¢ao de soma direta, podemos definir o seguinte funtor.

Exemplo 2.2.25 Seja C uma categoria aditiva. O funtor — @ — :
€ x € — € definido por

e )X X)=XoX e (—e)(ff)=rfaf,
para X,Y € Ce f, f/ morfismos em C, ¢ aditivo.
De fato, — @ — é um funtor pelas proposigoes 2.2.22] e 2.2.23] isto é,

(— & —)(idx,idy) = idx @ idy

idX@y

id(—g-)(x,v)

(e )gd)e(=a-)ff) = Ged)o(faf)
= (gofl®(dof)
(—@—)(gof,g'of/).

E aditivo pela proposicdo anterior.

Proposigao 2.2.26 Sejam C,D categorias aditivas, F' : € — D um
funtor aditivo e X, Y € C. Se (X ®Y,px,py,ix,iy) € a soma direta
de X eY, entio (F(X®Y),F(px),F(py),F(ix), F(iy)) € a soma
direta de F(X) e F(Y).

Demonstragao: De fato, temos

F(px)oF(ix) = F(pxoix)
= F(idx)
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= idF(X).

Logo, F(px) o F(ix) = idp(x) e analogamente, F(py) o F(iy) =
idp(y). Além disso, por ser F' um funtor aditivo, temos

F(ix)o F(px) + F(iy)o F(py) = F(ixopx)+ F(iy opy)

F(ix opx +iy opy)
F(idxey)

= idF(X@y).

Como ultimo resultado dessa secdo, mostramos como a soma e a
soma direta de morfismos estao relacionadas.

Proposigao 2.2.27 Sejam C uma categoria aditiva e f,g : X — Y
morfismos em C. FEntdo, existem morfismos Ax : X — X @& X e
oy : Y &Y =Y em C tais que

f+g=dvo(fdg)oAx.

Demonstragao: Sejam (X®X, p,p%,ik,i%) e (YBY, py,pe, iy, %)
as somas diretas de X, X e Y, Y, respectivamente. Definimos Ay : X —
X®Xedy:YBRY > Y por

AX:Z'}( +’L§( e Oy Zp%/ -l—p%/.

Entao

dyo(f®g)oAx

(py +1%) o (fBg)oAx
(pyo(f@g)+pyol(fdg)oAx
(fopx +gopk)oAx

(f opk +90p%) o (ix +i%)
fopkoik + fopkoik +

gopx oix +gopx oix

foidx + fo0%¥ +go0% +goidy
fHOE 405 +g

f+g
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2.3 Categorias abelianas

Definigao 2.3.1 Uma categoria C € dita abeliana se

(i) C € aditiva;
(i) todo morfismo em C possui nicleo e coniicleo;
(iil) todo monomorfismo é um nicleo e todo epimorfismo é um conicleo.

Dado um morfismo f em uma categoria abeliana, podemos con-
siderar a sequéncia {(K,,k,)}nen, em que (K7,k1) € o nucleo de f,
(Kan, k2n) € o conticleo de kap—1 € (Kapt1,kant1) € 0 nucleo de kap,
para todo n € N. A préxima proposicdo mostra que, para n impar,
(K, kn) € o nucleo de f e para n par, (K,,k,) é o conticleo do nicleo
de f.

Proposigao 2.3.2 Sejam C wma categoria com objeto zero Z € C e
f: X =Y um morfismo em C.

(i) Se (Ker(f),k) € o nicleo de f e (Cok(k),m) € o conicleo de k,
entao (Ker(f),k) € o nicleo de 7.

(if) Se (Cok(f),q) € o coniicleo de f e (Ker(q),t) é o nicleo de q, entdo
(Cok(f),q) é o coniicleo de ¢.

Demonstragao: (i) Ja temos mok = Ogj;g,{)), que é a primeira condicao

para (Ker(f), k) ser o nucleo de w. Consideremos o diagrama

K/
u bb
K
L'... f
Ker(f) X Y.
Cok(k)
Como fok = Offer(f) segue, pela propriedade universal do co-

nicleo (Cok(k),n) para o par (Y, f), que existe um dnico morfismo
v:Cok(k) — Y tal que f =vom.
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Agora, seja k' : K/ — X um morfismo em C tal que mok’ = Og;k(k).
Entao ) )
fok =vomok =vo0f,4 =05 .

Pela propriedade universal do nticleo (Ker(f), k) parao par (K', k'),
existe um dnico morfismo u : K’ — Ker(f) tal que ¥’ = k o u. Por-
tanto, (Ker(f), k) é o ntcleo de 7.

(ii) E o item (i) para @°P. Nesse caso, teriamos o diagrama

Ker(q)

Proposigao 2.3.3 Seja C uma categoria abeliana. As sequintes afir-
magdoes sao validas:

(i) todo monomorfismo em C € o nicleo do seu coniicleo;

(ii) todo epimorfismo em C € o conticleo do seu nicleo.

Demonstragao: (i) Seja £ : K — X um monomorfismo em C e
(Cok(k), ) seu conticleo. Por (iii) da Definicao existe um mor-
fismo f em C tal que (K, k) é o nucleo de f. Pela Proposicao
(K, k) é o nucleo do seu conticleo.

(ii) E o item (i) para C°P. |

Nao é dificil ver que em uma categoria C, todo isomorfismo é um
monomorfismo e um epimorfismo. Em uma categoria abeliana, vale a
reciproca.

Proposigao 2.3.4 Seja C uma categoria abeliana com objeto zero Z €
C. Se f: X =Y ¢é um monomorfismo e um epimorfismo em C, entdo
f € um isomorfismo.
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Demonstragao: Como f é um epimorfismo, pela Proposicao [2.1.25]
(Z,0Y) ¢ o coniicleo de f. Pela Proposigio (Y,idy) & o nucleo
de 0Y. Por outro lado, como f é um monomorfismo, pela proposicio
anterior, (X, f) é o nicleo de 0Y. Pela unicidade do niicleo dada pela
Proposigao [2.1.19] existe um tnico isomorfismo v : X — Y tal que
f =1idy ou. Logo, f = u é um isomorfismo. ]

Abaixo apresentamos exemplos de categorias abelianas e um exem-
plo de uma categoria aditiva que nao é abeliana.

Exemplo 2.3.5 A categoria Ab é abeliana.

De fato, ja vimos no Exemplo [2:2.13] que Ab é uma categoria adi-
tiva. Seguindo a mesma prova do Exemplo 2.1.24] prova-se que todo
morfismo em Ab possui nicleo e contucleo. Agora, se f: G — H é
um monomorfismo em Ab, ndo é dificil ver que (X, f) é o nucleo da
projecdo canodnica 7 : H — H/f(G). Portanto, todo monomorfismo é
um nucleo. Analogamente, todo epimorfismo é um contcleo.

Exemplo 2.3.6 A categoria g é abeliana.

De fato, a prova é anédloga a do exemplo anterior. A categoria g9t
é aditiva pelo Exemplo 2:2.74] e todo morfismo em g possui nicleos
e conticleos pelo Exemplo 2.1.24]

Exemplo 2.3.7 A categoria Div é aditiva, mas nao é abeliana.

De fato, a categoria Div ¢é aditiva pelo Exemplo[2.2.13] No entanto,
o morfismo 7 : Q — Q/Z em Div é monomorfismo pelo Exemplo
e é epimorfismo, pois é sobrejetor. Porém, 7 nao é isomorfismo em
Div. Usando a Proposigao[2.3-4] temos que Div nio pode ser categoria
abeliana.

A préxima proposi¢ao mostra que, em uma categoria abeliana, todo
morfismo admite duas decomposicoes, uma envolvendo um monomor-
fismo canodnico e outra envolvendo um epimorfismo canodnico.

Proposigao 2.3.8 Sejam C uma categoria abeliana e f: X — Y um
morfismo em C.

(i) Sejam (Cok(f),q) o coniicleo de f e (Ker(q),t) o nicleo de q. En-
tao existe u: X — Ker(q) tal que f = 1o u.
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(ii) Sejam (Ker(f),k) o niucleo de f e (Cok(k),m) o conicleo de k.
Entao existe v : Cok(k) =Y tal que f =vo.

Demonstragao: (i) Como go f = Oé(ok(f), segue, pela propriedade
universal do nucleo (Ker(q),t) para o par (X, f), que existe um tnico
morfismo u : X — Ker(q) tal que o diagrama

Y 0Cok(s)
m
u y Cok(f)

T
Ker(q) P

er(a)
Cok(f)

é comutativo. Portanto, f = ¢ o w.
(ii) E o item (i) para C°P. ]

Vamos mostrar que as decomposi¢coes da proposicao anterior sao a
composi¢ao de um epimorfismo e um monomorfismo e esta decomposi-
¢ao é unica, a menos de isomorfismo. Para isso, precisamos do seguinte
lema.

Lema 2.3.9 Sejam C uma categoria abeliana e f : X — Y um mor-
fismo em C. Sejam f =10u e f =wvom as decomposi¢ées de f como
nos itens (i) e (ii) da proposicio anterior.

(i) Sev' : X = K et : K =Y sao morfismos em C tais que f = ou’ e

J' é um monomorfismo, entdo existe um inico morfismo v : Ker(q) —
K tal que o diagrama

X — Ker(q)



é comutativo. Além disso, se u e u' sdo epimorfismos, entdo ¢ é um
isomorfismo.

(ii) Sen : X = Q ev' : Q =Y sao morfismos em C tais que f = v’ o7’

e ™ € um epimorfismo, entdo eriste um tnico morfismo ¢ : Q —
Cok(k) tal que o diagrama

!

X Q
s w ‘ ’
C’ok(k) T)

é comutativo. Além disso, se v e v' sdo monomorfismos, entdo 1) é um
isomorfismo.

Demonstragao: Consideremos o seguinte diagrama

X ———— Ker(q)
, "
u . 2
K—— y — s Cok(t).
q
ot ,L/)/
Cok(f)

Seja (Cok(1'),q’) o conucleo de ¢/. Temos
gdof=qolou = Olc(ok(u) ou' = Oé’(ok(ﬂ)'
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Pela propriedade universal do coniicleo (Cok(f), q) para o par (Cok(.'),q’),
existe um unico morfismo ¢’ : Cok(f) — Cok(.') tal que o diagrama

0For(r) Cok(f)
e
X ——Y P!
X
” A
0% o Cok()

é comutativo. Portanto, ¢’ = ¢’ o q.
Agora, ' ¢ um monomorfismo. Pela Proposicio (K,/) éo
ntcleo de ¢’. Temos

dou= o qo1 =1 o0 = 05D,

Pela propriedade universal do nucleo (K, ') para o par (Ker(q),t),
existe um unico morfismo ¢ : Ker(q) — K tal que o diagrama

Ker(q)

Ker(q) x
¥ \ Y S . Cok()

seja comutativo. Portanto, ¢ =/ o ¢. Além disso, u’ = 1 o u. De fato,
/ I _ _ —
tou =f=1ou=1torpou.

Logo, i/ ou’ = 1/ o9 ou e como ' ¢ um monomorfismo, segue que
v = You Entdo = 1 o1 e u = 1 ou, ou seja, o diagrama da
proposicao é comutativo.

Agora, suponhamos que u e v’ sejam epimorfismos. Como ¢t/ ot = ¢
e ¥ ou = u' entdo, pela Proposicio temos que ¥ é um mono-
morfismo e um epimorfismo, respectivamente. Pela Proposigao [2.3.4]
temos que ¥ é um isomorfismo.

(ii) E o item (i) para CP. |



Corolario 2.3.10 Sejam C uma categoria abeliana e f : X — Y um
morfismo em C. Sejam f = i1ou e f = vom as decomposi¢oes de f
como nos itens (i) e (it) da Proposicio[2.3.8 Entao

(i) w € um epimorfismo.
(ii) v € wm monomorfismo.

Demonstragao: (i) Mostremos que u é um epimorfismo usando a
Proposi¢do Seja h : Ker(q) — W um morfismo em € tal que
hou =05}

Seja (Ker(h), k") o ntcleo de h. Pela propriedade universal do nii-
cleo (Ker(h), k") para o par (X, u), existe um tnico morfismo v’ : X —
Ker(h) tal que o diagrama

-
Ker(h) Ker(h)

Oy

¢ comutativo. Portanto, u = k' ou'. Logo, f =tou =10k o/, ou
seja, o diagrama

X —"— Ker(q)

Ker(h) ——— Y
Lok’
é comutativo. Agora, como ¢ e k' sdo monomorfismos entao, pela Pro-
posicao [1.2.10, ¢ o k¥’ ¢ um monomorfismo. Pelo lema anterior, existe
um tnico morfismo 1 : Ker(q) — Ker(h) tal que ¢t =10k’ 01 e como
¢ &€ um monomorfismo, temos idg.q = k' 0 9. Logo,

h=ho idKe’r‘(q) =hok'o '(/) = O‘I/I(/er(h) o ’(/} = Oé‘(/e'r(q).
Portanto, hou = oifv implica h = O‘I,(Ver(q). Logo, u é um epimot-

fismo.
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(ii) E o item (i) para C°P. ]

O préximo teorema pode ser chamado Teorema do Isomorfismo para
categorias abelianas.

Teorema 2.3.11 Sejam C uma categoria abeliana e f : X — Y um
morfismo em C com nicleo (Ker(f),k) e conicleo (Cok(f),q). Sejam
(Cok(k),m) o conicleo de k e (Ker(q),.) o nicleo de q. Entdo existe
uwm unico isomorfismo ¢ : Cok(k) — Ker(q) tal que o diagrama

X ——Y

Cok(k) — Ker(q)

€ comutativo.

Demonstragao: Consideremos as decomposicoes f =toue f =vom
dos itens (i) e (ii), respectivamente, da Proposicdo [2.3.8] Pelo corolério
anterior, u € um epimorfismo e v ¢ um monomorfismo. Pelo Lema|2.3.9]
existe um unico isomorfismo v : Ker(q) — Cok(k) tal que o diagrama

u

X

Ker(q)

Cok(k)

Y

é comutativo. Portanto, 7 = ¢ ou e+ = vo. Para ¢ : Cok(k) —
Ker(q), ¢ =1, temos pom =u e 1o ¢ =wv. Entdo

togpom=tou=f.

[ ]
Agora, definimos imagem e coimagem de um morfismo. Notemos
que tal definicao pode ser feita para qualquer categoria, em contraste
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com a definicdo de niicleo e contcleo, que deve ser feita para uma
categoria com objeto zero. No entanto, escolhemos apresenta-la nessa
secao, pois vamos mostrar que em categorias abelianas todo morfismo
tem imagem e coimagem.

Definigao 2.3.12 Sejam C uma categoria e f: X — Y um morfismo
em C.

(i) Uma imagem de f é um par (I,1), em que [ €Cer: 1 =Y éum
monomorfismo em C tal que f = vog, para algum morfismo g: X — I,
tal que a sequinte propriedade universal € satisfeita: para qualquer par
(I',)), em que I' € C e : I' =Y é um monomorfismo em C tal que
f=10g, para algum morfismo ¢’ : X — I', existe um 1inico morfismo
u:l — I tal que L =t/ ou, ou seja, o diagrama

é comutativo.

(il) Uma coimagem de f é um par (C,7), em que C €Cem: X = C é
um epimorfismo em C tal que f = gom, para algum morfismo g : C —
Y, tal que a sequinte propriedade universal € satisfeita: para qualquer
par (C';x"), em que C' € Cen’ : X — C' é um epimorfismo em C
com f = ¢ o7, para algum morfismo ¢’ : C' — Y, existe um tinico
morfismo u : C' — C tal que m = uo 7', ou seja, o diagrama

é comutativo.
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Notemos que imagem e coimagem sao conceitos duais. Em outras
palavras, uma imagem de um morfismo em € é uma coimagem desse
morfismo em C°P.

Vale notarmos que se aplicarmos a propriedade universal da imagem
(I,:) para o par (I,t), o tnico morfismo que se obtém é idy : I — I.
Usamos esse fato na demonstragio da proposi¢iao abaixo.

Proposigao 2.3.13 Seja C uma categoria e f: X — Y um morfismo
em C.

(i) Se (I,t) e (I',t)) sdo imagens de f, entao existe um unico isomor-
fismow: I — I tal que o = ¢ o u.

(ii) Se (C,m) e (C', ") sao coimagens de f, entdo existe wm tnico
isomorfismo u : C' — C tal que 1 =uon'.

Demonstragao: (i) Aplicando a propriedade das imagens (I,t) e
(I',!) para os pares (I';)') e (I,t), respectivamente, existem morfis-
mosu:l —I'"ev:I' - Itaisquet=1¢ouet =rov. Notemos que
o morfismo vowu : I — I satisfaz

to(wou)=(tov)ou=1ou=u
Segue que vou : I — I é o tinico morfismo que se obtém ao aplicar
a propriedade da imagem (I,:) para o par (I,:). Logo, v ou = id;.
Analogamente, u o v = idy. Assim, u : I — I’ é um isomorfismo tal
que ¢ = ¢/ ou.

(ii) E o item (i) para €°P. ]

Proposigao 2.3.14 Sejam C uma categoria abeliana e f: X —Y um
morfismo em C.

(i) Sejam (Cok(f),q) o conicleo de f e (Ker(q),t) o nicleo de q. En-
tao (Ker(q),t) é a imagem de f.

(ii) Sejam (Ker(f),k) o nicleo de f e (Cok(k),m) o conicleo de k.
Entao (Cok(k),m) é a coimagem de f.

Demonstragao: (i) Da Proposicao [2.3.8] existe u : X — Ker(q) tal

que f = towu, que é a primeira condi¢do para (Ker(q),t) ser a imagem
de f.
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Seja (I',!), em que I’ € Ce  : I' = Y & um monomorfismo
em C tal que existe um morfismo ¢’ : X — I’ com f =/ o g’. Pelo
Lema|2.3.9] existe um tnico morfismo ¢ : Ker(q) — I’ tal que ¢ = /o).

(ii) E o item (i) para CP. |

Sejam R um anel, M e N R-mdédulos a esquerda e f: M — N um
morfismo em g2. Vimos no Exemplo que o nicleo e o contcleo
de f sdo, respectivamente, os pares

(P k) e (N/f(M),q),

em que P={me M: f(m)=0x}, k: P — M é ainclusdo canonica
eq: N — N/f(M) é a projecao candnica. Entao, usando novamente o
Exemplo e a proposicdo anterior, a imagem e a coimagem de f
sao, respectivamente, os pares

(f(M),¢) e (M/P,)

em que ¢ : f(M) — Y é a inclusdo candénica e 7 : M — M/P é a
projecao canodnica. Nesse caso, o Teorema [2.3.1T| mostra que existe um
unico isomorfismo ¢ : M/P — f(M) tal que f =cto¢om.
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Capitulo 3

Categorias monoidais

Os monoides sdo uma das estruturas mais fundamentais da alge-
bra ordinaria. Por exemplo, grupos sao monédides em que todos os
elementos sao invertiveis, anéis sao grupos abelianos com a adicado e
mondides com o produto, médulos sao grupos abelianos com a soma, o
conjunto de endomorfismos de objetos algébricos sao mondides com a
composi¢ao. Portanto, as categorias monoidais, sendo a categorificagdo
dos monodides, sao uma das estruturas mais fundamentais em teoria de
categorias.

Nocgoes importantes que podem ser definidas em categorias monoi-
dais sao objetos monodides e categorias enriquecidas. Mondides, anéis,
algebras, bidlgebras e suas versoes comutativas ou topolégicas sao ob-
jetos monodides em determinadas categorias monoidais. Em [10], as
algebras de Nichols sdao, em particular, objetos monéides na categoria
monoidal dos médulos de Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de Hopf
que estao relacionados com a classificagao de algebras de Hopf pontua-
das. Uma categoria enriquecida sobre uma categoria monoidal € é uma
categoria D tal que, para X,Y € D, Homp(X,Y) € C e existe uma
compatibilidade entre as estruturas de € e D (veja [§]). A motivagao
para esses categorias se deve ao fato de que, em muitas situagoes, os
morfismos frequentemente tém estrutura adicional que deve ser respei-
tada. Categorias monoidais também tém aplicagoes em logica catego-
rica (ver [I]]), teoria quintica de campos, teoria das cordas (ver [3]) e
no estudo do grupo de Thompson (ver [6]).

Neste capitulo apresentamos as categorias monoidais. Definimos
tais categorias e os chamados funtores monoidais, que sao funtores que
preservam a estrutura monoidal. A seguir, definimos equivaléncias mo-
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noidais. O resultado importante deste capitulo é o fato de que toda
categoria monoidal é monoidalmente equivalente a uma categoria mo-
noidal esquelética, e esta tltima possui uma estrutura de categoria mais
simples. No préximo capitulo, mostramos que toda categoria monoi-
dal é monoidalmente equivalente a uma categoria monoidal estrita, que
tem estrutura monoidal mais simples. Como referéncia bésica, citamos

151, 18] e 9.

3.1 Categorias monoidais

Um monoide pode ser definido como uma terna (M, *,1), em que
M é um conjunto, *x : M x M — M é uma funcao, 1 € M e, para
quaisquer x,y,z € M, valem

(zxy)xz=xx(y*z), lxrx=2 e zxl=uzx.

Baseados nessa definicdo de monoéide, definimos categorias monoi-
dais. Neste capitulo, denotamos a composicao de morfismos g e f por
gf invés de go f.

Defini¢ao 3.1.1 Uma categoria monoidal é uma sézxtupla (C,®,1,a,l, 1)
em que

(i) C € uma categoria.
(il) ® : € x € = € € um funtor dado por
BXY) =XV ¢ @(f,9)=[®y,

para XY € Ce f: X =Y, g: X' — Y morfismos em C, em que
fRg: XX YoV

(iii) 1 € € € chamado objeto unidade.

(iV) {aX,Y,Z : (X®Y)®Z — X@(Y@Z) XY, Z € G}, {ZX 10X —
X:XeCle{ry : X®1— X :X € C} sio isomorfismos naturais
tais que, para quaisquer X, Y, Z W € C, os diagramas
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(XoY)®2Z)o W

ax,y,z®idw axey,z,w
XeolYe2)oW (XeY)®(ZeoW)
ax,y®z,w ax,y,ZQw

X(YZ2)9W) —————— XY (ZW))

idx Qay,z,w

ax,1,y

(X®1)®Y X@(1eY)

Txm AX’W

XY

comutam, ou seja,

ax,y,zewaxey,zw = (idx ®@ay,zw)oxyezw(axy,z® idy)
e ry idy = (idX (39 ly)a,X,Ly.

As comutatividades do primeiro e segundo diagramas da definicao
anterior sao chamadas aziomas do pentdgono e do tridngulo, respecti-
vamente.

Chamamos o funtor ® de produto tensorial, apesar de nao ser sem-
pre um produto tensorial ordinario. Chamamos a e [, de isomorfismos
naturais de associatividade e unidade, respectivamente. Analogamente,
para X,Y,Z € C, chamamos ax v,z e lx,rx de isomorfismos de asso-
ciatividade e de unidade, respectivamente.

Referimo-nos a uma categoria monoidal por € quando o funtor pro-
duto tensorial, o objeto unidade e os isomorfismos naturais de associa-
tividade e unidade estao subentendidos.

Explicamos alguns detalhes da Defini¢do[3.1.1] Sendo ® : €xC — €
um funtor, para f : X - Y, f: X' =Y g: Y > Zeqg :Y = 7'
morfismos em C, temos

gfodf =wod)fef).

68



Em particular,se f : X - Y e g: X’ — Y’ sdo isomorfismos em €,
entdo existem f1:Y - X eg ' : Y’ — X' e como ® é um funtor,
temos

(flegH(feg = ffogly
idx ® idx:
®(idx,idxl)
®(id(x,x7))
Zd@(X7X/)

= idX®X/.

Analogamente, (f ® g)(f~' ® g7') = idygy'. Logo, (f®g)" =
fteg

Além disso, idx ® ¢'f' = (idx ® ¢')(idx ® f'). Assim, para X € C,
podemos considerar o funtor X ® — : € — € definido por

X@-)Y)=XoY e (X®-)(f)=idx®f,

para todo Y € € e f um morfismo em €. Analogamente, para Y € C,
podemos considerar o funtor — ® Y : € — € definido por

(oY) (X)=X8Y e (—0Y)(f) = f®idy,

para todo X € € e f um morfismo em C.
Para o isomorfismo natural de associatividade, os funtores envolvi-
dos sao

a:®0(® X Ide) > ®o(Ide X ®),

ambos de € x € x € para C e isto quer dizer que

R(R(X,Y),2)=0(XeY,Z)=(X®Y)®~Z

RX,Y,2) =X, Y ®2Z) =X (Y ®Z).

Para os isomorfismos naturais de unidade, temos
[1:1®——Ide e r:—®1— Ide,

ambos de € para C.
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Sejam f: X - X', g:Y =>Y e h:Z — Z morfismos em €, os
diagramas de naturalidade de a, [ e r sdo, respectivamente,

ax,y,z

(XeY)®Z

XY o2

(f®g)®h f&(g®h)

(X/ ®Y/) ®Z/ N X/ ® (Y/ ®Z/)

Axt y! z!

l T
19X ———— X X©1l— X
id1®f f f®ida f
1®Yl—>Y Y@lT}Y.
Yy

Notemos que se (C,®,1,a,l,7) é uma categoria monoidal, entdo
(C? ®,1,a= %171, r~1) é uma categoria monoidal. Outra categoria
monoidal associada a € é definida abaixo.

Defini¢ao 3.1.2 Seja (C,®,1,a,l,7) uma categoria monoidal. A cate-
goria reversa a C € a categoria monoidal (CTV, Q7Y 17V a"¢ [V yTeV)
em que

(i) GTE'U — e’.
(if) @V : € x C — C € o funtor definido por

XY =YX e f&“g=9g®f,
para quaisquer X,Y € C e f,g morfismos em C;
(ifi) 17 = 1;
(iv) para quaisquer X,Y,Z € @,

rev _ -1 rev __ rev __
axXy,z =0zy x IX"=rx er¥’ =lIx.
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Proposigao 3.1.3 Sejam C uma categoria monoidal e f,g : X — Y
morfismos em C tais que id; @ f =id1 ® g. Entao f =g.

Demonstragao: De fato, usando a naturalidade de [ para esses mor-
fismos, temos

flx =ly(idi ® f) = ly(id1 ® g) = glx.

Portanto, flx = glx e como lx é um isomorfismo, temos f = g.
Analogamente, f ® idy = g ® idy implica f = g. [

Os seguintes resultados tratam de propriedades dos isomorfismos de
unidade. Tais resultados sdo importantes para o Capitulo 4, no entanto,
sao apresentados nesse capitulo exatamente por estarmos tratando de
categorias monoidais.

Proposigao 3.1.4 Sejam (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal e X, Y €
C. Entao os diagramas

a1,x,Y

1X)Y ——————— 510 (XQY)

lx@m‘ Af

X®Y

ax)y,1

XoY)9l —— S X® (Y ®1)

r)& A@T‘,

XY

sao comutativos.
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Demonstragao: Consideremos o diagrama

a1,1,x Qidy

(1)

r1 @idx )@id idy ®lx ) @id
(1®1)® X) ®Y(MQ’(1 ® X) ®y(w(1 ®(1® X))

a1®1,X,Y (2) a1,x,y (3) a1,19X,Y

Y

18)®(X0Y) ——18(XaY) ——18(18X)8Y)

r1®idxgy id1®(lx®idy)

(4) id1®Ix ey (*)

41,1, XQY id1®alyxyy

11X eY)) (5)

em que (5) é o diagrama formado pelas flechas da borda. Abaixo ex-
plicamos a comutatividade de cada diagrama.

Diagrama (1), consideramos o axioma do tridngulo para os objetos
1,1 e X, ouseja, (idi ®lx)a11,x =r1 ®idx e usando o funtor —®Y,
temos

((Zdl [ lx) X Z‘dy)(alyl,x [ Zdy) = Zdl 29 ZX)a1 1,x ® idy

(
(=®Y)((id1 ®Ix)a1,1,x)
(—
(r1

® Y)(rl ®idx)
®idyx) ® idy.

Diagrama (2), segue da naturalidade de a para os objetos 1 ® 1, X
e Y e os morfismos ry, idx e idy.

Diagrama (3), segue da naturalidade de a para os objetos 1, X e Y
e para os morfismos idy, [x e idy.

Diagrama (4), segue do axioma do tridgulo para os objetos 1, 1 e
X®Y.
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Diagrama (5), segue do axioma do pentagono para os objetos 1, 1,
XeY.
Mostremos que o diagrama (x) é comutativo. Temos

(id1 @ (Ix ®idy))a1,19x,v (01,1, x @ idy)

—
=

= a1xy((idi ®lx) ®idy)(a1,1,x @ idy)

—~
=
—

a1,x,y (1 ®@idx) @ idy)

—
no
~

(r1 ®idxgy)aiel,x,y

—
N
=

(id1 @ Ixgy)a1,1,xoY 0181,X,Y

—
%2
=

(id1 ® Ixey)(id1 ® a1, x,v)a1,10x,v (01,1, x @ idy).

Como a1 1g9x,y € 61,1,x ® idy sdo isomorfismos, segue que idy ®
(lX X Zdy) = (Zdl ® ZX®y)(id1 (9 aLX)y), ou seja, o diagrama (*) CO-
muta. Reescrevendo, temos id; ® (Ix ®idy) =id1 ®lxgya1,x,y- Pela
Proposicao @, temos lx ® idy = lxgyai,x,y. Logo, o primeiro
diagrama comuta. A comutatividade do segundo diagrama segue da
comutatividade do primeiro diagrama para C"¢¥. De fato, o primeiro
diagrama para Y e X em C"¢V &

rev
ay

(1 ®'I”6’l) Y) ®'I"6’l) X Y X 1 ®T’€1) (Y ®T’€1) X)

Y ®T€U X

que, como mostramos, é comutativo. Usando a defini¢do de ®"¢", a"<"

e [V o diagrama anterior torna-se

—1

Ax y1
X®((Y®1) (XoY)®1
idxm/‘ Ay
X®Y

que é o segundo diagrama da proposicao considerando a inversa de
axy1- u

Proposigao 3.1.5 Seja (€, ®,1,a,l,7) uma categoria monoidal. En-
tao
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(i) lhgx =id1 ®lx, para todo X € C;
(i) rxg1 = rx ®idi, para todo X € C;
(iii) Iy = 1.

Demonstragao: (i) Para X € €, usamos a naturalidade de [x e temos
que o diagrama

1® (1®X) —1®X

id1 Rl x Ix

1X

X

Ix

é comutativo, ou seja, Ixligx = Ix(idy ® Ix). Como lx é um isomor-
fismo, segue que l1gx = idy ® lx.

(ii) E o item (i) para €Y.
(iii) Os diagramas

ai,1,1

1®1
llm\‘ A

ai1,1,1

1e1)®
Tlm %11

sao comutativos. De fato, o primeiro tridngulo comuta pela proposi¢ao
anterior para X =Y = 1 e o segundo pelo axioma do tridngulo para
X =Y =1. Com a comutatividade desses diagramas e considerando
o item (i) dessa proposi¢do para X = 1, temos as seguintes relagoes

®(1®1)

®((1®1)

lh®id1 = lhigia1,1,1 (1)
r1 ® idy (id1 ®li)a111 (2)
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ll®1 = Zd1®ll (1)

Entao

—
—

lh®idy = ll®1a1,1,1

—~
=)
=

(td1 ®11)ar11

—
N
-

r1 ®idy.

Portanto, I3 ® td; = r1 ® idy e, pela Proposicao[3.1.3} Iy =71. =

Mostraremos agora que o objeto unidade é tinico, a menos de iso-
morfismo. Mais especificamente, para ternas (1,1,7) e (1',I',r'), existe
um unico isomorfismo ¢ que respeita os isomorfismos de unidade.

Proposigao 3.1.6 Sejam (C,®,1,a,l,7), (C,®,1',a,l',7") categorias
monoidais ¢ X € C. Entao existe um tnico isomorfismo ¢ : 1 — 1’ tal
que os diagramas

L®id x
1'®X

1®X
\;\\\ ///;/
X

idx

X®1 Xo1l
\;\\\ ///i/
X

comutam. Tal isomorfismo € unico com a propriedade do primeiro ou
sequndo diagramas comutarem.

Demonstragao: Definimos ¢ : 1 — 1’ por ¢ = l3/(ry)~1. Claramente, ¢
¢ um isomorfismo, pois é a composi¢ao de isomorfismos. Agora, vejamos
que os diagramas
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a3,17, X

121)® 1®(1'® X)
l1/®kj AX
e X
191)® i 10 (1 ® X)

rlém Al'
1 X

l !’
18(1'0X) —S 19X
idy1 @l I

X

sao comutativos. De fato, o primeiro tridngulo comuta pela Proposi¢cao
3.1.4|para os objetos 1, 1’ e X, sendo 1 a unidade. O segundo tridngulo
comuta pelo axioma do tridngulo para os objetos 1, 1’ e X, sendo 1’ a
unidade. O quadrado comuta pela naturalidade de [ para o morfismo
I's. Logo, temos as seguintes relagdes

vy ®idx = lyrgxar1,x (1)
ry ®idx = (id1 ®lx)a11.x (2)
Uligx = Ix(idy @1). (3)
Entao
’ . (2) . /
lx(Tl ®de) S lx(Zdl ®lx)a1,1/,x

= Ixlvgxaiy x

= Ix(lv ®idx)

= I (r] ®idx)

Ix (L@ idx)(ry @idx),
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em (x) usamos a definicdo de ¢ e em (%) o fato de ® ser um funtor.
Portanto, Ix (r] ® idx) =l (t Q@ idx)(r] ® idx) e como 1} ® idx é um
isomorfismo, segue que Ix = I% (¢ ® idx). Logo, o primeiro diagrama
comuta. A comutatividade do segundo diagrama é anéloga.

Resta-nos mostrar que o morfismo ¢ é tnico tal que um dos diagra-
mas comuta. Seja ¢/ : 1 — 1’ um morfismo em € tal que o primeiro
diagrama comuta. Considerando X = 1/, temos que o diagrama

, L/®id1/ , ,
1®1 1'®1

é comutativo. Dai, pelo item (iii) da proposi¢io anterior, temos

liv = l/lz(L/ (24 idll)
= 7/ ®idy)
_

em que na ultima igualdade usamos a naturalidade de r’ para o mor-

fismo «/. Portanto, I3 = /7. Logo, ¢/ = l3/(r})~ = «. [

Antes de apresentarmos exemplos de categorias monoidais, defini-
mos categorias monoidais estritas. Tais categorias apresentam uma
estrutura mais simples do que categorias monoidais quaisquer.

Definigao 3.1.7 Uma categoria monoidal estrita é uma terna (G, ®,1),
em que C € uma categoria, ® : € x C — C é um funtor e 1 € € tal que,
para quaisquer X,Y,Z € C,

XoYV)0Z=Xe(Y®Z),1leX=X=Xa1l

e as transformacoes naturais a, | e r sao as respectivas transformacoes
naturais identidade.

Exemplo 3.1.8 (Set, x, {*},a,l,r) é uma categoria monoidal, em que
x : Set x Set — Set é o produto cartesiano, {*} é qualquer conjunto
unitério e, para X,Y, Z conjuntos,

axyz: (XxY)xZ — Xx(Y xZ),
(z,y),2) = (2,(y,2)
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Ix: {#s}xX —- X e rx: Xx{x} - X

(x,2) +— (x,%x) +— =
De fato, mostremos que a,l e r sdo isomorfismos naturais que sa-
tisfazem os axiomas do pentagono e do triangulo. Sejam f : X — X',
g:Y =Y eh:Z — Z funcdes. E claro que axy,z,lx e rx sdo
bijecbes, logo isomorfismos em Set. Agora, vejamos que os diagramas

ax.y,z

(X xY)xZ ———— X x (Y x2)

(fxg)xh Fx(gxh)

X' x(Y'x2Z)

(X' xY')yxZ

aX/TleZ/
l -
($IxX ——Xx Xx{x}— x
idy X f ! fxidiay !
{*}XX/l;’X’ X/X{*}Tg’X'
x/ X/

comutam. Sejam z € X,y € Y e z € Z. Entao

(f x (g x h))axy,z((x,y),2) = (f*x(gxh))(z,(y,=2))
= (f(x),(g9(y), h(2)))

Il
Q
~
=
N
—~
=
B
N— \.Q
—~
=
>
o

fix(hz) = flx)
= lX/(*7 f(l’))
Analogamente, prova-se que r ¢ um isomorfismo natural. Mostre-

mos os axiomas do pentdgono e do triangulo. Sejam X,Y,Z, W con-
juntosex € X,ye Y, ze€ Z,we W. Entao

aX,Y,ZxWaXxY,Z,W(((xa Y), 2),w)
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aX,Y,ZXW((l'vy)’ (va))
= (z,(y, (2 w)))
(idx % ay,zw)(x, ((y,2),w))
= (idx x ay,zw)ax,yxzw((z,(y,2)),w)
(tdx x ay,zw)axyxzw(ax,y,z % idw)((z,y),2), w)

(TX X Zdy)((l’, *)ay) = (m,y)
= (idx xly)(z, (*,y))
= (idx X ly)ax’{*}’y((m,*),y).

Exemplo 3.1.9 Seja k um corpo. Entao (Vecty,Qp, k,a,l,r) é uma
categoria monoidal, em que ®y : Vecty x Vecty — Vecty é o produto
tensorial sobre k e, para X,Y, Z conjuntos,

axyz: (X®Y)®Z - Xe(Y®2),
(zeyez » 23({Yz)

Ix: E®X — X e rx: X®k — X
1®r — =« r®l — =x

Analogamente, (vecty, ®k, k,a,l,r) é uma categoria monoidal.

Exemplo 3.1.10 Sejam k um corpo, G um grupo e w um 3-cociclo,
ou seja, w: G X G x G — k™, em que k* =k — {0}, é uma funcao tal
que, para quaisquer a,b,c,d € G,

w(a, b, c)w(a,be, d)w(b, c,d) = w(ab, ¢, d)w(a, b, cd).

A categoria C(G,w) é aquela cujos objetos sdo os k-espagos vetoriais
G-graduados, ou seja, X € C(G,w) se X é um k-espaco vetorial e
X = @gec Xg4, em que X, sao k-subespacos de X.

Para X = @ Xy, ¥V = B e Yy € €(G,w), um morfismo em
C(G,w) é uma transformacao k-linear f : X — Y tal que f(X ) C Yy,
para todo g € G.

Se X,Y € C(G,w) com graduagdes X = EBgeG X, Y = EBgeGYg,
entdo X ® Y € C(G,w) com graduagio

X@Y:@(X@Y)g, em que (X®Y), @X QY.
geG ab=g

O objeto 1 € C(G,w) é o corpo k com graduagdo k = P
em que 01,4 € 0 delta de Kronecker e @ = ®y,.

g€eG 51>9k’
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Sejam X,Y,Z € C(G,w) com graduagbes X = @gEGXg’Y =
D,ccYeZ = @yeq Zg- Para quaisquer a,b,c € G, v € Xq,y €
Yy, z € Z., consideremos as seguintes transformacoes k-lineares

axyz: (XQY)®Z — X®(Y®2Z),
(rRy)®z = w(abcr® (yoz)

Ix: kX — X e rx: X®k — X.
lor — w(l,1,a) 'z r®1 — w1,z

Entao (C(G,w),®,1,a,l,7) é uma categoria monoidal. De fato,
mostremos que, para X,Y,Z € C(G,w), axy,z € lx sdo morfismos
em C(G,w). Notemos que, para cada g € G, temos

(Xe)eZz), = PEaY).eZ

ec=g

= @@(Xa®yb)®zc

ec=g ab=e

- @ (Xa & Yb) ® Zc~

abe=g

Analogamente, (X ® (Y ®Z2)), = D Xo® (Yp®Z.). Também,

abc=g “*a

(k@ X)y= P 1.k ® Xy = k@ X,.

ab=g

Agora, para g,a,b,c € G, g =abc, x € X,, y € Yy, z € Z., temos
a((z®y) ®z) =w(a,b )z (y®=z) e X, ® (Y ® Z.),

e lx(1®z)=z€ X,.

Logo, axy,z(X,®@Yy) ®Z.) C X, ® (Y, ® Z.) e lx(k® X,) C X,
e isso nos diz que ax v z((X ®Y)® Z);) € (X ® (Y ® Z))4 € que
Ix((k®X)y) C X,. Portanto, ax,y,z e lx sdo morfismos em C(G,w) e
analogamente, rx é um morfismo em C(G,w).

Resta-nos mostrar o axioma do pentagono e do tridngulo. Sejam
XY, Z,W € (G,w), a,bc,de Gex € X,y €Yy, 2 € Ze, w € Wy.
Entao

axyzewaxey,zw(z®y) ®2) @ w)

—~
*
~

aXyVZ@W(w(ab, c, d) ($ & y) ® (Z X w))
w(ab, ¢, d)w(a,b,cd)r @ (y @ (2 @ w))
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=" w(a,b,c)w(a,be, d)w(b,c,d)z ® (y ® (2 ® w))

=  (idx ®ay,zw)(w(a,b,c)w(a,be,d)z @ ((y ® z) @ w))

= (ZdX ®ayvz7w)aX7Y®Z7w(w(a,b, c)(x@ (y®z)) ®w)

= (idx ®@ayzw)axyezw(axyz @idw)(((z®@y) ® 2) @ w),
em (x) usamos o fato de que x € X, e y € Y}, o0 que implica x ® y €

Xoe®Y, C (X ®Y)4p e em (xx) usamos a propriedade do 3-cociclo w.
Agora, o tridngulo

(rx ®idy)(z®1)®1y)

€

(o, L,z ®y

w(a, 1,)w(1,1,b)w(l,1,b) ey

= w(a,1,)w(1,1,b)(idx @ ly)(z® (1Qy))
"2 (e, 1L b)(idx ®ly) (@ ® (1Y)

= (dx®ly)ax1y(z® (1®y)),

)

em (* x *) usamos a propriedade do 3-cociclo w. De fato, temos

w(a, 1, w(a,1,b)w(1,1,b)
= w(a,1,Nw(a,1-1,b)w(l,1,d)
= w(al,1,b)w(a,1,1d)
= w(a,1,b)w(a,1,b),

de onde segue que w(a, 1, )w(1,1,b) = w(a,l,b).

Exemplo 3.1.11 Seja C uma categoria. Do Exemplo [T.4.13] para C =
D, End(C) = Fun(C, €) é uma categoria. Mostremos que (End(C), ®, Ide)
é uma categoria monoidal estrita, em que ® : End(C) x End(C) —
End(C) ¢é definido por

®(G,F)=GoF e ®(v,pu) =vx*pu,

para quaisquer F, G € End(C) e v, u transformagoes naturais. De fato,
sejamv:F -G, vV :G— H,u:J— R, i/ : R— S transformacoes
naturais, em que F,G,H,J R,S € End(C). Entdo v'ov : F — H,
pop: J — S. Notemos que, pela Defini¢ao[1.4.10] v/+u' : GoR — HoS
evxp:FoJ— GoR sao dadas por

(V') x = V:S‘(X)G(.U'/X) e (vp)x = vrx)F(px), paratodo X € C.
Mostremos que ® é um funtor. De fato, para cada X € €, temos

®(idre)x = ®(idr,ide)x
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(idp *idg) x
= (idr)ax)F((ide)x)
= idpa(x))
= id(Fog)(x)
= (idroc)x

= (ldgra))x

(W, @)oo (v,p)x = W ov,pu op)x
= ((Vov)x(uom)x
= (Vov)sex)F((u op)x)
= V/S(X)VS(X)F(H/XNX)
= vgVse) F(px)Fpx)

= Vg X)G(NIX)VR(X)F(NX)
W' p)x (v x p)x

= ((V'*M) o (v*u))x
(@@ 1) o®(v, 1) x

em que (*) segue da igualdade dada no pardgrafo apds a Definicao
1.4.10] Portanto, ®(id(p,q)) = idgr,q) e @((V', 1" )o(v, u)) = @V, p')o
@, ).

Como categorias monoidais possuem propriedades adicionais, pode-
mos definir os funtores que preservam tais propriedades.

Definicao 3.1.12 Sejam C,D categorias monoidais. Um funtor mo-
noidal entre C e D é uma terna (F,(, $), em que

(i) F:C— D é um funtor;

o — F o® € um isomorfismo natural, isto €,
(xy F(X)®FY)—=F(XQ®Y), para X,Y € C;

(iil) ¢ : 1 — F(1) é um isomorfismo em D;

além disso, para quaisquer X,Y,Z € C, os diagramas
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¢x, Y®ZV W F(Y),F(Z)

FIX®Y)®F(Z Z))
(xey.z idp(x)@Cy.z
(X®Y)® Z) )@ F(Y ® Z)
F(X® (Y ®2)
19 FX) % pex) F(X)®1 2 p(x)
d®idr(x) F(lx) idp(x)®¢ F(rx)
F(1)®F(X)§F(1®X) F(X)@F(l)al»F(X@l)

sao comutativos, ou seja,
Cxyoz(idrx) ® Cv,z)ar(x),Fv),Fz) = Flaxy,z){xev,z((xy ® idp(z)),
lpixy =F(lx)(1,x (¢ ®idr(x)) e Trx) = F(rx){x1(idrx) ® ¢).

Para explicitar, se f: X — X', g : Y — Y’ 830 morfismos em €, o
diagrama de naturalidade de ¢ é

F(X) o F(Y) -5 F(X ®Y)

F(f)®F(9) F(f®g)

F(XY@F(Y') — F(X' ®Y").

X'y’
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Exemplo 3.1.13 Seja (G, ®, 1, a,l, ) uma categoria monoidal. A terna
(Ide, ¢, ¢de) & um funtor monoidal, em que C)I(dg, = idxgy, para
X,Y € Ce ¢plde =id;.

Definicao 3.1.14 Sejam C,DE categorias monoidais, (F, (T, ¢T) : € —
D e (G, (% ¢%) : D — & funtores monoidais. A composigio de (G, (%, p%)
e (F,¢F,0f) € a terna (G o F,(5°F ¢%°F) em que, para quaisquer

X Y eg, CG"F e ¢G°F sdo as composicoes

GoF

F(X®Y))

CFix), }k /@x v)

GoF
¢

\ AF
GoF

Xy — G(C)F(,Y)CIC«“;(X),F(Y) € ¢GOF = G(¢F)¢G'

Proposigao 3.1.15 A composicao de funtores monoidais é um funtor
monoidal.

G(F(X

ou seja,

Demonstragao: Com as notagoes da definicao anterior, devemos mos-
trar que, para quaisquer X,Y, Z € C,

(§¥0z(idGor)(x) ® (FF )A(GoF) (X),(GoF) (Y),(GoF)(2)
= (Go F)(‘IX,Y,Z)C)(?%@,Z(CGOF ®id GoF)(Z))

lgory(x) = (G o F)(Ix)(TSE (09°F @ id(gory(x)) e

r(Gor)(x) = (G o F)(TX)CX,O1 (id(Gor)(x) ® ¢,

De fato, temos

(§F 02 (idGor) (x) @ (V7 )a(Gor)(x).(Gor)(¥).(GoF)(2)

(CX,Y@Z)CF(X),F(Y@Z) (idG(F(X)) & G(C}};Z)C?(Y),F(Z))

84



AG(F(X)),G(F(Y)),G(F(2))
G(C§,Y®Z)<}§(X),F(Y®Z)(G(idF(X)> ® G(Cﬁz))

(ida(r(x)) ® CF(y), F(2)) 3G (F(X)),GF(Y)),G(F(2)

= G(lXyez)Glidpx) ® CQZ)C?(X),F(Y)@F(Z)
(tda(rx)) ® C}C«“;(Y),F(Z))aG(F(X)LG(F(Y)%G(F(Z))

= G(CKyer)Glidrx) ® (Y 2)Glapx),Fv).F(z)
Cg(X)@F(Y),F(Z) (Cg(X),F(Y) ®id(r(z)))

= G(Flax,v,z)G((kev.2)G(Cky ®idpz))
Cg(X)QgJF(Y),F(Z) (Cg(X),F(Y) ®ida(r(z)))

= G(F(GX,Y,Z))G(C§®Y,Z)CJ§(X®Y),F(Z)

(G(Cxy) © Glidp2) (CFix) vy @ ida(r(z))

= (GoF)(ax,y,z) Sy 2(CSY ®@idGory(2)):

em (1) e (4) usamos a naturalidade de (¢, vide diagramas

CRx), Fr@F(2)

GIFX)®GFY)QF(Z) —— GFX)® (F(Y)® F(2)))

G(idp(x))®G((E 5) G(idpx)®CY 4)

GFX)®GF(Y ®2) GFX)@FY®Z)

CF(x),P(vez)

CFx)@r(),r(z)

GIFX)@F(Y))@G(F(2) ——— G(F(X) @ F(Y)) @ F(Z))

G(¢ y)®G(idp(z)) G(¢E v ®idp(z))

G(F(X ®Y)) ® G(F(Z)) GF(X ®Y) @ F(Z)).

G
C}7‘()('(8))/)‘17‘(Z)

Em (2) usamos o fato de G ser funtor monoidal e em (3) usamos o
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fato de F ser funtor monoidal. Agora, vejamos o proximo diagrama
lgor)(x) = la(r(x)
= Gllrex)E px) (¢° @idarx)))

= G(F(Ix))G((1 x)G (9" @idpx))CE pix)(¢° @ idar(x)))
= G(F(x)G( x)SFa)rx) (G(97) © Glidpx)))(¢¢ @ idgr(x)))
= (GoF)(Ix)(FY (09°F ®idigor)(x)),

em (*) usamos o fato de G ser funtor monoidal e em (*x*) usamos o fato
de F' ser funtor monoidal. A comutatividade do diagrama envolvendo
rx € provada analogamente. ]

—
*
Z

Definigao 3.1.16 Sejam C,D categorias monoidais e (F,(F, ),
(G,¢%,¢%) : @ = D funtores monoidais. Uma transformagio natural
monoidal entre (F, (Y, ¢F) e (G, (%, ¢%) é uma transformacio natural
w: F — G tal que, para quaisquer X,Y € C, os diagramas

nxQpuy
N

F(X)® F(Y) GX)®G(Y)

F G
Cx,y Xy

FX®Y) ———— G(X®Y)

UXQY

1
F(1) _ G(1)

sao comutativos, ou seja,

Sy(px ®py) = pxevCky e ¢ =p1o".

Um isomorfismo natural monoidal € uma transformagao natural
monoidal que é um isomorfismo natural. Dizemos que C e D sao mo-
noidalmente equivalentes se existirem funtores monoidais (F,¢F, ¢f) :
¢ = D, (G,¢% ¢%) : D — C e isomorfismos naturais monoidais
pw:GoF = Ideev:FoG — Idp.

Para mostrarmos o principal resultado deste capitulo, precisamos
definir categoria esquelética e esqueleto de uma categoria.
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Definigao 3.1.17 Uma categoria C € dita esquelética se, para quais-
quer X, Y € C tais que X ~Y implicar X =Y.

Em outras palavras, uma categoria esquelética € nao possui objetos
distintos que sejam isomorfos.

Definigao 3.1.18 Seja C uma categoria. O esqueleto de C € a subca-
tegoria plena Sk(C) de C que consiste em considerar um sé objeto em
cada classe de isomorfismo de objetos de C.

E claro que Sk(€) é uma categoria esquelética.

Exemplo 3.1.19 Seja k um corpo. Denotamos por Matry a categoria
cujos objetos sdo os elementos de N, = {0,1,2,---}. Para quaisquer
n,m € N,, um morfismo de n para m é uma matriz m X n com en-
tradas no corpo k. Notamos Homqir, (n, m) pelo espago vetorial das
matrizes m x n sobre k, isto &, My, xn (k).

Tal categoria é monoidal, para maiores detalhes veja [7]. Mostre-
mos que Matry, é esquelética. De fato, seja A € Hompsatr, (0, m) um
isomorfismo. Entdo existe B € Hompatr, (m,n) tal que AB = I, e
BA = I,,,. Assim, n = tr(AB) = tr(BA) = m. Logo, dois objetos
isomorfos em M atry, sdo iguais e isso nos diz que Matry é esquelética.

Seja (€, ®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Gostariamos de apre-
sentar uma estrutura monoidal para a categoria Sk(C). Fazemos isso
através dos proximos dois lemas.

Para cada X € €, denotamos por X € Sk(C) o tnico objeto de
Sk(€) tal que X ~ X e fixamos um isomorfismo o : X — X em C.

Definimos ® : Sk(C) x Sk(C) — Sk(C) por

OX,Y)=X0Y=X0Y e O(f,9)=f09=0xgy ([®90xey

para quaisquer X,Y € Sk(C)e f: X — X', g: Y — Y’ morfismos em
Sk(C). Para melhor visualizagao, explicitamos a composta
—1

IxI gy’

XY =X"oY".

Lema 3.1.20 Com a notagio acima, ® : Sk(C) x Sk(C) — Sk(C) é
um funtor.

Demonstragao: De fato, para f : X =Y, f/ : X' =Y  g:V —
Z,q" :Y' — Z' morfismos em Sk(C), temos

Olidxyy) = Ol(idx,idy)
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U;(é@Y (tdx ®idy)oxgy
Txeyidxeyoxgy
U}%YUX®Y

idm

= Zd@(x,y)

©gf.9'f) = gfodf
= 082 0f @9 oxex
UZ%Z/ (9@d)f®foxex:
= JE}@Z’ (g® 9/)UY®Y/U;é§Y/(f ® foxex:

= (od)forf).

Logo, ® é um funtor. ]

Sejam X,Y,Z € Sk(C). Definimos axyz : (X OY)0Z - X 0O
YoZ),lx:10X - Xerx:X®1— X por

ax,y,z = J;(%(Y@z)(idX ®oygz)axy,z(0xgy @idz)0 xov)ez:
Ix = Ix(oq ®idX)UT®X e Tx =rx(idy ® Ul)aX@T'

Lema 3.1.21 A sézxtupla (Sk(C),®,1,a,l,7) é uma categoria monoi-
dal.

Demonstragao: Primeiramente, vejamos que @, 1 e 7 sdo isomorfismos
naturais. E claro que ax.y,z, Ix e Tx sdo isomorfismos, para quaisquer
X,Y,Z € Sk(@), pois sdo composiges de isomorfismos. Agora, para
f: X=X ,9:Y—>Y' h:Z— Z morfismos em Sk(C), temos

(fo(goh))axyz
= Oxipwiomf © @O N)Txgyorixyz
= Oxiaviez ([ @ (9O M) idx ® oy yy)
ax YZ(O'X®Y ®idz)o(xov)ez
= UX/@(Y/@Z/ (f® (9O h)oyey)

axv,z(0xgy ®idz)0(xov)22
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= U;(}®(Y/®Z’)(f ® 0yip7 (9 @ h)ovez0ygy)
ax,y,z(0xgy ®idz)0(xey)ez
= U;(}®(Y/®Z’)(f ® 0yigp7 (9 @ h))
ax,y,z(0xgy ®idz)0(xey)ez
1 3 1
= O—X’®(Y/®Z’)(de/ ® JY/®Z’)
(f®(g®h)axyz

(0xgy ®idz)o(xov)ez

() -1 . 1
UX’@(Y’@Z’)(ZdX/ ® JY’@Z’)

axyz((f®g)®h)
(Oxgy ®idz)o(xov)0z

EX’7Y/,Z’U(7;,®Y,)®Z, (U)?}@Y/ ® ZdZ’)
(f®g9)®@h)(oxgy ®@idz)o(xov)nz

— —1
- aX/7Y/’Z’O-(X’@Y’)®Z’

(U)_(’l®Y’(f ® 9)oxey ®h)o(xov)ez
= aX’,Y’,Z’U()g}'@Y')®Z'((f ©g)® h)U(X(DY)®Z
= ax y.z(f®g) ®h),

em (*) usamos a naturalidade de a e em (xx) usamos a defini¢do de
@. Portanto, @ é uma transformacdo natural. Agora, provemos que [ é
uma transformagao natural. De fato, seja f: X — Y um morfismo em
Sk(C), temos

flx = [flx(o1®idx)oggx
= ly(id1 ® f)(01 ®idx)o1gx
= ly(01® f)oggx
y (o1idy ® idy f)ogg x
y (o1 ®@idy ) (idy ® f)UT®X
v (

= 1
= 1
= 1

2 (o ® idy )oggy (idy © f)

= ly (de © f)
em (*x%) usamos a defini¢do de id7® f. De maneira analoga, concluimos
que r é uma transformagdo natural. Logo, a, | e T sdo isomorfismos

naturais.
Mostremos os axiomas do pentagono e do tridngulo. Para X, Y, Z, W €
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Sk(C), temos

axy,zowaxey,z,w
1 . 1
- UX@(Y@(Z@W»WX ® Oy g (zow))AX.Y.Z0W
(oxgy ® idZ@W)U(XQY)@)(Z@W)
—1 . -1
I xov)ezeow)idxoy ® zgw)
axov,z,w (0 xoviez ® dw)o(xovioz)aw
-1 . -1
= Ixerozew)idx @ 0ygzow)axy.zow
(Oxgy @ UEé)W)
axov,z,w (0 xov)ez ® 1dw)o(xov)ez)ew
1 . 1
- "X@(Y@(Z@W))WX ® Oy g (zow))AX.Y.Z0W
(idX®YUX®Y X UgéwidZ®W)
axev,zw (0 (xov)ez @ 1AW)0(xov)oz)ew
—1 . -1
- JX®(Y®(Z®W))(7“dX ® UY®(ZQW))GX,Y,ZQW
(idxey ® 075w ) (0xgy @ idzew)
axev,z,w (0 (xov)ez @ 1AW)0(xov)oz)ew
-1 . -1
= Oxaro@ow) X ® 0ygzow))ax.y.zow
((idx ®idy) ® 070w )(0xgy ® (idz @ idw))

axev,z,w (0 xov)ez ® 1dw)0((xoyv)ez)ew

—~
~—

—1 ) -1 ) - —1
= UX@(YG(ZQW))(ZdX ® JY®(Z@W))(ZdX ® (idy ® 07gw))
ax,y,zewaxeY,z,W

(oxgy ®idz) ®idw)(0(xoy)ez @ 1AW)0(xov)oz)eW

—~
no
~

-1 . 1 . 1
= JX@(Y@(Z@W))(ZdX ® UY®(Z®W)(ZdY ®0ozew))
(tdx ® ay,zw)axyezw(ax,y,z ® idw)

(oxey ®idz)0(xoy)zz @ 1AW)0(xov)oz)eW

—1 . —1 . —1
Txevozew) 1dx @ 0ygzoun (idy ® 07y )ay.zw)
X Y®RzZ,W

(ax,v,z(0xgy ®idz)0 xov)ez ® idW)0(xov)02)0W

—~
=

1 . _ . —1
= JX®(Y®(Z®W))(’LdX ® aywz’w)(zdx ® U(YG)Z)@W)

(idx ® (0y 4, @ idw))ax yezw ((idx @ oygy) @ idw)
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(Oxervoz) ®idw)(ax,y,z ®idw)o(xoviez)ew
U;céa(Y@(ZQW))(idX ®ayzw)(idx U(}l@Z)QbW)
ax,yoz,w

(Oxervoz ®idw)(ax,y,z @idw)o xoyvioz)ew
(idx © Ty 2w)0xg(vozow)

(idx ® 0(7Y1®Z)®W)GX’YQZ’W(O’X®(Y®Z) ® idw)

o xovoz)ew(@x,y,z ©idw)

(idx @ ay,zw)ax,yozw(@x,y,z © idw),

em (1) usamos duas vezes a naturalidade de a, em (2) usamos o axioma
do pentagono, em (3) usamos duas vezes a defini¢do de @, em (4) usamos
a definicdo de idx ©ay,z,w € @x,y,z ©idw e em (5) usamos a definicdo
de @. Agora, verifiquemos o axioma do tridngulo. Temos

)

Tx © Zdy
Oxoy (Tx @ idy)o(xo)ay
Oxpy (x(idx ©01)0 7 @ idy)o (xom)ay

O')_{é@Y(TX ® idy)((idx ® oq) ®Z'dy)(O'X®T ® idY)U(X@T)@Y

oxpy (idx ®ly)ax .,y ((idx ® 0y) ® idy)
(Oxg1® idy)o v o1)ay
Oy (idx ® ly)(idx ® (0q ®idy))ay 7.y
(UX®T ® ZdY)U(X@T)@Y

Oy (idx ®1y)(idx ® U{éy)(idx ® (07! ®idy))

(idx ® (01 ®idy))ax 7y (0ye7 ® idy)J(XQI)(@Y

Txey (idx ©ly)(idx ® o7 Jax 1y

(Oxe1® ZdY)U(X@T)@Y

(’idx @Zy) -1

idx ®ogoy)ax1y

-1
UX@(T@Y)(
(UX®I ® idY)U(X@T)@Y

(idx ©ly)ax 1y,

em (1) usamos o axioma do triangulo, em (2) usamos a naturalidade
do a, em (3) usamos a definigdo de [ e em (4) usamos a definicdo de @.
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Portanto, (Sk(C),®,1,a,1,7) é uma categoria monoidal. ]

Teorema 3.1.22 Toda categoria monoidal é monoidalmente equiva-
lente a uma categoria monoidal esquelética.

Demonstragao: Seja uma categoria monoidal (€,®,1,a,l,r), segue,
pelos lemas acima, que (Sk(C),®,1,a,[,7) é uma categoria monoidal.
Queremos mostrar que C e Sk(C) sdo monoidalmente equivalentes. Para
tanto, primeiramente definimos funtores monoidais F'e G. Seja F': C —
Sk(€) por

F(X)=X e F(f) = oy foy,

para X € Ce f: X — Y um morfismo em C. Para X,Y € €, definimos
Zy F(X)OF(Y) = F(X®Y) por
C)F(,Y = U)_(éay(gx ® 0y )0 p(x)Fy) = U)_(égy(ax ® 0oy )ogey

Observamos que, como F(X) = X, para todo X € G, entdo F(X)®
FY)=X®Y = X ®Y (defini¢do dada no Lema|3.1.20). Dai,

—1
_ox®oy

XYy — XY

C&ﬂf@? XRY=FX®Y).

e isso explica a definicao de C)I?,Y,

Mostremos que (¥ : ®o (F x F) — Fo® é um isomorfismo natural.
E claro que C)I“;,Y é um isomorfismo, para quaisquer X,Y € C, pois é
uma composi¢ao de isomorfismos. Sejam f: X - X' eg:Y —» Y’
morfismos em C. Entao

F(f® Q)C)?Y
= oy ([ ©9)0xey(Xy
= 0X’®Y’(f ®g)(ox ®0oy)oxgey
= OX’@Y’(fUX ® 9oy )05 oy
= 0X’®Y' (ox/ F(f) ® oy F(9))oggy
= O'X/@y/ (ox @ oy )(F(f) @ F(9))oggy
= GX’@Y’ (0x/ @ 0y )07 (F(f) © F(g))
= CX’,Y’ (F(f)®© F(g))-
Agora definimos

¢" 11— F(1) por ¢ =idy.
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Verifiquemos que (F, (¥, ") ¢ um funtor monoidal. Para X,Y € €,
queremos mostrar que

<§,Y®Z(id7 © CSP;,Z)*Y,?Z = F(aX,Y,Z)C)I;@Y,Z(C)I;,Y O id),
Ix = F(x)(f x (¢" ©idy)
e Tx = F(rx)(x(idg © ¢").
De fato,

IXR(YRZ) (X yezlidy © ¢ ,)ax vz
(0x ® 0yez)oggvaz(idx © C}Ij Jax
(0x ® oygz)(idg ® CY 2)0 C%e(YeZ)X.Y.Z

= (ox ®0ver(y 2)0%0 07 X7 2
(0x ® (0 ® 02)0542) %570z X7 2
(ox @ (oy ® 02))(idx ® 0y7)0%6voz)IX,V.Z

= (0x ® (0y ©®02))axy 72(0%e7 © 420 %0707

= axyz((ox ®oy) @ 07)(0xey @ idz)0 %0707

— aX,Y,Z(O'X®Y ® UZ)(CX,Y [ de)U(YQ?)(@Z

axy,z(0xgy @ Jz)arw@?(g)?y ® id)

F P .
ax,y,20 (xgy)2z6xev.z(Cxy © idz)

—
=

= UX®(Y®Z)F(“fX,Y,Z)C?@y’Z(C;’Y O®id5).

em (1) usamos a definicdo de @, em (2) usamos a naturalidade de a e
_ -1 .
em (3) usamos que F(ax,y,z) = Oxa(ver)dX.Y.20 (xgy)pz OU S€ja,
O-X®(5Y®Z aXYZ)—aXYZU(X®y)®Z
OO U x (v ®7) é um isomorfismo, segue a primeira condi¢do para
que (F, ¢, ¢%') seja um funtor monoidal. Vejamos a segunda igualdade

O'le = UXZY(UI X idY)UT@Y

—~
N2

= Ix(idy ® ox)(0y @ idx)og %

Ix (0'1 oY O'X)Ui@y

F
Ixo19x Cl,X

UXF(ZX)CEX

,\
[
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UXF(ZX)Cf,X (idy © id%)
= UXF(ZX)§1F,X(¢F ©idx),

em (1) usamos a naturalidade de [ e em (2) usamos que F(lx) =
O’;(ll XO19x-

Como oy & um isomorfismo, segue que Iy = F(lx)({ x (¢F ®@idx).
A dltima igualdade é provada analogamente. Portanto, (F,¢F,¢f) é
um funtor monoidal.

Agora, consideremos o funtor inclusdo G : Sk(€C) — € e mostremos
que o mesmo é monoidal, em que

C)G(,Y = a;{gy, para X,Y € Sk(C) e % = afl.
De fato, para X,Y, Z € Sk(C), temos

C§7Y®Z(idG(X) ® Cﬁz)ag(x),g(y)’c(z)
= Oxgonlilx ®0yg,)axyz
o EX*YVZU(;@Y@Z(J;(%Y ®idy)

= Gaxyv.z) Soyz((Ry ®ida(z))

laxy = Ix

= ZXO’E(XI)X(O'Il &® ’de)
= G(x)(E (07" @idgx))
= Gx)E (0% @idgx))-
A condigao envolvendo rg(x) = G(rX)g}G(T(idg(X) ® ¢%) é provada
de maneira anéloga.
Agora, definimos a: Go F'— Ide e : F o G — Idgye) por

ax: X - X, ax =0y, paratodo X € G,

Bx : X = X, Bx = ox, paratodo X € Sk(C).

Ja temos que ax = ox € um isomorfismo, para todo X € € e por-
tanto, resta verificarmos que « é uma transformacao natural monoidal.
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Seja f: X — Y um morfismo em € e mostremos que o diagrama

(Go F)(X) Ide(X)

(GoF)(f) f

(G o F)(Y) ——— Ide(Y)

é comutativo. De fato, temos

fax = fox
= idyfox
Uya;lfax
oy F(f)
= oyG(F(f))
= ay(GoF)(f).
Portanto, o € um isomorfismo natural. Agora vejamos que « € uma

transformacao natural monoidal, ou seja, para quaisquer X,Y € C, os
diagramas abaixo

(V)

(GoF)(X)® (Go F Ide(X)® 1de(Y)

GoF Ide
XY X,Y

(GoF)(X®Y) ——( e Ide(X @Y)

=N
Ide(1

sdo comutativos. A estrutura monoidal de G o F' é dada por

(GoF)(1

GoF F G —1 -1
xij = (CX,Y)CF(X),F(Y) = UX®y(UX ® UY)0§®7UY®7,
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ou seja,
GoF __
Xy UX@Y(UX ®oy).

Além disso,
¢G’0F — G(¢F)¢G _ idlafl _ 0,171‘

Logo,

Qf%(ax(@ay) = idxgy(ox ®oy)

-1
UX®YUX®y<UX ® Uy)
oxev(Sy

GoF
= CYX®YCX,Y

GoF -1
ay¢ = 0104
= idy
¢Id@
Finalmente, provemos que 3 é uma transformacao natural monoidal.
A prova de que 5 é um isomorfismo natural é analoga a prova feita para

«. Resta-nos mostrar que § é uma transformacio natural monoidal.
Mostremos que, para X,Y € Sk(C), os diagramas

(FoG)(X) o (Fo@) (Y)Y Idgye)(X) © Idgiey(Y)

FoG ”sue)
X, Y

Cx

(Fo@)(XQY) ———— ldspe)(X OY)

XOY
V \MS:‘M
(F o G IdSk @)

1

sdo comutativos. A estrutura monoidal de F' o G é dada por

)I;oxg = F(Cg,y)gg(x),G(Y)
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= F(U;(é@Y)C)I;,Y

_ —1 —1 F
= 07X®YUX®YUX®Y<X,Y7

ou seja,
G
)F(:)Y = X®YCXY
Além disso,
o7 = P(¢%)e"
= F(oy " )idy
-1 _—1
= o7 0y 0y,
ou seja,
(bFOG 0_%1.
Logo,
Id _
Sk((?)(IB @BY) = ldX@Y(UXQUy)

- -1
= ldX@YUX(@y(UX@UY)O’Y@?
idxoy(X,y

-1 ,F
OX0YOxeylx,y
-1 ,F
= IXOYIxgyiXy
FoG
= Bxovixy

5T¢F°G = O’TO'T_1 =idy = pldsre)

Portanto, existem funtores monoidais (F, ¢, ¢%') e (G, (%, ¢%) e iso-
morfismos naturais monoidais a: Go F' — Ide e 8: F o G — Idgye)-
Assim, € e Sk(C) sdo monoidalmente equivalentes. ]
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Capitulo 4

Mac Lane’s Strictness
Theorem

No capitulo anterior, mostramos que toda categoria monoidal é mo-
noidalmente equivalente a uma categoria monoidal esquelética. Agora o
objetivo é mostrar que toda categoria monoidal é monoidalmente equi-
valente a uma categoria monoidal estrita. Esse resultado é o conhecido
“Mac Lane’s Strictness Theorem”.

Este teorema garante que muitos problemas e propriedades de ca-
tegorias monoidais podem ser reduzidos ao caso em que tais categorias
sdo estritas, cujas estruturas monoidais sdo mais simples. Além disso,
sejam X1, ..., X,, objetos em uma categoria monoidal C e Py, P, € C ob-
jetos obtidos colocando parénteses no produto tensorial de X7, ..., X,,.
Em [5], o Mac Lane’s Strictness Theorem é usado para provar que
quaisquer isomorfismos entre P; e P,, obtidos pelo produto tensorial
de identidades e dos isomorfismos de associatividade e unidade, sao
iguais. Esse resultado é chamado Mac Lane Coherence Theorem.

E sabido da algebra ordinaria que, para R um anel com unidade,
existe um isomorfismo de R-modulos & esquerda R ~ Hompg(R, R),
em que Hompg(R, R) sdo os endomorfismos de R considerado como R-
modulo & direita. A prova deste fato é andloga & demonstracdo que
apresentamos para o Mac Lane’s Strictness Theorem.

98



4.1 Construcao de uma categoria monoidal
estrita

Seja (€, ®,1,a,l,r) uma categoria monoidal. Construimos uma ca-
tegoria monoidal estrita associada a € que é usada no teorema principal
desse capitulo. Denotamos por Ende(C) a categoria definida pelo que
segue:

(i) Objetos: sao pares (F,c), em que F : € — C é um funtor e ¢ :
®o (F x Ide) — F o ® é um isomorfismo natural, isto &,

C)Qy!F(X)@Y*)F(X@Y),

para quaisquer X,Y € C, tais que os diagramas

(FX)eY)®Z
Z F(X

FXRY)® 1@ (Y ®2)

CXQY,Z CXYRZ
F(X@Y)®Z) ————— F(X @ (Y © 2))
F(X)®1 it F(X)
cx,1 A{)

F(X®1)

sao comutativos, para quaisquer X,Y, Z € C, ou seja,

cxyez0r(x)y,z = Flaxyz)exey,z(cxy ®idz) (4.1)
e rpxy = Fl(rx)exa. (4.2)

(ii) Morfismos: para (F,cF), (G, %) € Ende(€), um morfismo de (F, cf')
em (G, c%) é uma transformacdo natural . : ' — G tal que, para quais-
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quer X,Y € C, o diagrama

FX) oy 22 ax) ey
CF C
XY X,Y

é comutativo.

(iii) Morfismo identidade: para cada (F,c¢) € Ende(€), o morfismo
identidade é a transformacao natural idp : F — F'.

(iv) Composicdo de morfismos: é a composicao vertical de transforma-
¢oes naturais.

Afirmagao 1: A composicao estd bem definida.

Sejam (F,cf),(G,c%), (H,c) € Ende(C) e p: F - G,v:G— H
morfismos em Ende(C). Provemos que a composigao vertical v oy :
F — H é um morfismo em Ende(C), isto é, para quaisquer X,Y € C,
vejamos que o diagrama

vo id
F(X) oy X px ey

F(X®Y)

HX®Y)

(vou)x@y
é comutativo. De fato,

Ay (wopx ®idy) = Hy(vxux @idy)

Hy(vx @idy)(ux @ idy)

—~
~—

= vxeycKy(ux @idy)

—~
N
—

F
VXY HXeYCxy
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= (vouxevlxy,

em (1) e (2) usamos que v e y sdo morfismos em Ende(C), respectiva-
mente.

Agora, definimos ® : Ende(C) X Ende(€) — Ende(€) por
(G, %), (F,e™) = (G, cE)o(F, ") = (GoF,c%F) e &(v, ) = viou = vip,

para quaisquer (G, c%)®(F, ') € Ende(C) e v, p morfismos em Ende(C).
Além disso, para quaisquer X,Y € C, CGOF é definido pela composi¢ao

GoF
X,y

GFX)®Y G(F(X@Y))
GFX)®Y)

ou seja,
Cg;coxg = G(Cf(,y)cg(){),%
Afirmacgao 2: ® definido acima é um funtor.
Mostremos que ® estd bem definido. Para isso, vejamos que (G o
F,c%F) € Ende(C) e vxpu é um morfismo em Ende(C), para quaisquer
(F,ct),(G,c%) € Ende(C) e u,v morfismos em Ende(€). Iniciamos

mostrando que ¢“°F satisfaz as relacoes
cg;(?}I;@Za(GoF)(X),Y,Z = (GoF)(ax, YZ)C§(®YZ(C§(O}}; ®idz)
e rgoryx) = (GoF)(rx)e§.

De fato,

GoF
CX,Y®ZUGoF)(X),Y,Z

G(ck Y®Z)Cg(X),Y®ZaG(F(X))aY:Z

= G

—~
N2

Cx, vez)G (aF(X) YZ)CJg(X)@)Yz(Cg(X) vy ®idz)

|
Q

CX,yozAF(X), YZ)cg(X)@)YZ(cg(X) y ®idz)

= G
= G

Flax, YZ))G(C§<®Y,Z)Cg()<®y),z(G(Cfc,y) ® idz)(cg(X),Y ®idz)

(ck
(ck
2 G(F(ax, YZ))G(CX®Y,Z)G(CX,Y ® idZ)cF(X)®Y,Z(Cg(X),Y ®idz)
(
(F(ax, YZ))G(C§(®Y,Z)Cg(X®Y),Z(G(cf(,Y)cg(X),Y ®idz)
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= (GoF)(ax,y,z)cSuy 2(5% ®@idy)

T(GoF)(X) = TG(F(X))
= G(TF(X))Cg(X),l

2 G(F(rx))G(ck 1))

= (Go F)(TX)cg;(OlF.

Nas igualdades (1) e (4) usamos que (G,c%) € Ende(C), em (2) e
(5) usamos que (F,cf') € Ende(C) e que G é um funtor e na igualdade
(3) usamos a naturalidade de c“. Portanto, (G o F,c%°F) € Ende(C).

Agora, sejam (F,cF), (G, %), (J,¢’),(H,c) € Ende(C), u: F —
G e v:J — H morfismo em Ende(C). Verifiquemos que o diagrama

JF(X) @Y — X5 pa(x) ey
kg &g
HPXY)) HG(X ®Y))
VX)X QY

é comutativo. De fato,
R ((v* p)x ®idy)
H(c%y )l xyy (H(px) @ idy)(vp(x) @ idy)

= H(S
= H

Xy H(px ® ZdY)CF(X) vy (Vr(x) @ idy)
Cg{ (nx ® ldY))CF(X),Y(VF(X) ®idy)

Y

|
=

\
=

(
(
(bxey)H (cf(,Y)Cg(X),Y(VF(X) ® idy)
(nxey)H (Cl;( Y)VF(X)®YC;£(X) v

(

|
=

xey)Vr(xey)d(ck, Y)CF(X) %
= (vrpxevedy

Na igualdade (1) usamos que (v * u)x = H(ux)vp(x), em (2) usa-
mos a natualidade de ¢, em (3) usamos que p € Ende(C) e que H
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¢ um funtor, em (4) usamos que v € Ende(C) e em (5) usamos a
naturalidade de v. Portanto, v * u € um morfismo em Ende(C).

Seguimos mostrando que ® é um funtor. A prova desse fato é similar
ao que foi feito no Exemplo Sejam (F,cF), (G, c%) € Ende(C).
Entao

®(id((G,c0),(Fery) = @id(g ccy,idip,cry)
idG * ’LdF

= idgoF

id(GOF7CGoF)

id(G,cG)®(F,CF)
= g ((G.e0),(Fel):

Sejam p, v, ', v' morfismos em Ende(C). Entao
(v, v)o(up')) = @Wopv o)
(vou)x( o)
(v*v')o(uxp)
= @, l/) o @(u, /~L/)'

Portanto, ® é um funtor.

No par (Ide,c!?¢), consideramos cg(df;, = idxgy, para quaisquer
X,Y € €. Dai, é claro que (Ide,c?¢) € Ende(C).

Lema 4.1.1 Com a notagao apresentada anteriormente,
(Ende (@), ®, (Ide, ctde)) é uma categoria monoidal estrita.

Demonstracao: Sejam (F,cf), (G,c%), (H,c") € Ende(C). Prove-
mos que

(H, ™) ® (G,c) @ (F.c") = (H,c") & (G,c) @ (F,c"))

e (Ide,c') @ (F,c") = (F,cF) = (F,¢") @ (Ide, ™).

Segundo a defini¢do de ®, devemos mostrar que
((H o G) o F,cHoGFY = (Ho (G o F),cHo(GoF)

e (Ide o F,c'e°ty = (F,cf') = (F o Ide, cF°1d¢).
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Ja temos que (HoG)oF=Ho(GoF)eldeoF =F = Folde.

Resta-nos mostrar ¢(HoG)oF — (Ho(GoF) o cldeoF — (F —  Folde Pyry
quaisquer X,Y € G, temos
HoG)oF o
VT = (HoG)(eky)eled) v
= H(G(cky)H(cEx)v)Chirix)).y
= H(G(Cﬁ,y)c X),Y)C(%oF)(X),Y
= H(Cgog)cféof«“)(x),y
o Ho(GoF)
= Cxy
e
IdeoF Ide
cxy = Ide(cgg,Y)CF(LX),Y
= cg{,YidF(X)@)Y
= Cf{,y
— id F
= WFXeY)CXY
= Flidxey)cky
Ide
= F<CX(Y)CIdc(X)Y
_  Felde
= %Xy -
[

4.2 Teorema de Mac Lane

Tendo definido uma categoria monoidal estrita Ende(C), podemos
apresentar o teorema principal do trabalho.

Teorema 4.2.1 ([5], Theorem 2.8.5, Mac Lane’s Strictness Theorem).
Toda categoria monoidal é monoidalmente equivalente a uma categoria
monoidal estrita.

Demonstragao: Sejam (G, ®,1, a,l, ) uma categoria monoidal e Ende(C)
a categoria monoidal estrita definida no Lema[d.1.1] Definimos ¥ : € —
Ende(@) por

FW) = (Fw,c"™) e F(g): Fw — Fv,
para quaisquer W € Ce g : W — V morfismo em C, em que

Fw=We—-:C—=C, istoé, Fy(X)=WeX e Fy(g) =idwyg,
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XY =awxy e Fg)x =g @idx,
para quaisquer X,Y,V € C. Observamos que

cXY Fw (X)®Y — Fw(X®Y), isto é cXY (WeX)RY - We(XRY)

e isso explica o porqué de c)g(“g, = aw,x,y € também
F(g)x : Fw(X) = Fv(X), istoe Flg)x: W o X 2 vex.

Afirmacgao 1: F é um funtor.

Primeiramente mostremos que, para W € € e g um morfismo em
€, F(W) = (Fw,c"w) € Ende(€) e F(g) é um morfismo em Ende(C).
Devemos mostrar que, para quaisquer X, Y, Z € C, os diagramas

Fw(X)RY)® Z

ci‘f{,@idz Ay (X),Y,2
Fw(XQY)® Z Fw(X)e (Y ®2Z)
CX®Y,Z X yez

(aX,Y,Z)
T (X)® 1 Wi Fur (X)
cXVK\ ATX)
T (X ® 1)



sdo comutativos. Usando a definicdo de F, os diagramas tornam-se

(WeoX)oY)®Z

aw,x,y Qidz aweQX,Y,z
We(XeY)eZ WeX)e (Yo Z)
aw,xXgQY,z aw,X,y®z

We(XeY)® 2)

WeXe(YeZ)

idw®ax,y,z

WeX)ol wex WeX
GWN A@Tx
We(Xel)

e sao comutativos, pois sao os respectivos axioma do pentagono para os
objetos W, X, Y, Z e o segundo diagrama da Proposigao[3.1.4] Portanto,
(Fw, W) € Ende(C).

Agora, seja g : W — V um morfismo em €. Verifiquemos que F(g)
é um morfismo em Ende(C), ou seja, a comutatividade do diagrama,
para quaisquer X,Y,Z € @

F id
Fu(X) oV XN g ey

CTW CTV
X,Y XY
Fw(X@Y) s Fr(X®Y).
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Usando a defini¢do de ¥, o diagrama torna-se

®idx )®id
WeX)ey 209 yoxyey
aw, X,y ay, x|y
We(XeY) A Ve ((XeY)
9®idx @y

é comutativo, pois é a naturalidade de a para ((g,idx),idy). Lem-
bremos que idxgy = idx ® idy. Portanto, F(g) é um morfismo em
Ende(€). Concluimos que JF esta bem definido.

Lembremos que a transformacao natural identidade idp : F — F
estd definida por (idp)x = idp(x), veja Exemplo Esse fato é
muito usado e nao faremos nenhuma mencao.

Mostremos que F é um funtor. Seja W € €. Entdo F(idw) : Fww —
Fw e, para cada X € C, temos

Fldw)x = idw ®idx
= idwex
= idgy(x)
= (idy,)x
= (id’fw,c’fw )X
= (idgw))x
e isso nos diz que F(idw) = idgw). Além disso, para quaisquer mor-
fismos g: W >V eh:V —-UemCe X €C, temos

Flhg)x = hg®idx
= (h®idx)(g ®idx)
= F(h)xTF(9)x
= (F(h) o F(9))x

e portanto F(hg) = F(h) o F(g) e isso termina a prova da afirmacao.

Gostariamos de definir uma estrutura monoidal para F. Da estru-
tura monoidal de Ende(C€) temos, para W,V € €, que

FW)@FV) = (Fw, V)@ (Fv,c"V)
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- (?WO?Vacgwogv)v

e, para quaisquer X,Y € C,

FwoFy Fv Fw
Cxy = :TW(CX,Y)C?V(X),Y

?W(GV7X7Y)C\5;‘§X,Y

= (idw ® av,xy)aw,vex.y-

Além disso,
FW V)= (Fwev,c Wev)
e, para quaisquer X,Y € G, c?"{,@v = aweV,X,Y -

Precisamos estabelecer uma terna (F,¢7, ¢”). Primeiramente ve-
mos que, para W,V € C,

Gvy 1 FW)RF(V) = FWV), ouseja, (yy : FwoFy — Fwev.
Definimos, para todo X € C,

Cvv)x : (FwoF)(X) =W (VeX) = Fuey(X)=WaV)oX

por (Cgv,v)X = a;V%V,X‘

Afirmagao 2: (7 : ®0(F x F) = Fo® ¢ um isomorfismo natural.
Precisamos provar que (7 é uma transformagéo natural e que ¢jj
¢ um isomorfismo em Ende(C), para quaisquer W,V € €. Sejam g :
W — W eh :V — V' morfismos em C. Devemos mostrar que o
diagrama
F

CW,V
FJw o Ty —— Fwev

F(9)@TF (h)=F(9)+T (h) F(g®h)

?W/ O?V/ 4)3_ S'FW/@V/

w’ v/

é comutativo. Recordamos que F(g) x F(h) : Ty o Fy = Ty o Fyr e
assim, para X € C, temos

(F(g)xF(h)x = TFw(F(h)x)F(9)F,(x)
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Fw(h @ idx)F(9)vex
= (idw ® (h®idx))(g ®idygx)

Considerando o objeto X € € no diagrama anterior, temos

-1
Aw, v, x

(Fw o Fv)(X) ——— Fwev(X)
9@ (h®idx) (9®h)®idx

(Fwr o Fv)(X) ——— Fwev (X)

Gy v x

e 0 mesmo é comutativo devido a naturalidade de a=* para (g, (h,idx)).
Logo, ¢7 é uma transformacio natural.

O proximo passo é mostrarmos que Gfuv é um isomorfismo em
Ende(€). Vejamos que (jfy : Fw o Fy — Fywgy € uma transfor-
macao natural, ou seja, o diagrama abaixo comuta, para f : X — Y
morfismo em C

(Cg[./,v)X

(Fw o Fv)(X) FTwev(X)

(FwoFv)(f) Twev(f)

(?W o S’FV)(Y) ;4) ?W®V(Y)
(CW,V Y

Usando as definicoes de F e de ggw, o diagrama torna-se

-1
Aw,v,x

Wo(VeX) —— (WeV)e X
idw @(idy @ f) idwev®f

WelVeY) —— (WeV)aY
Aw v,y
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que é comutativo devido & naturalidade de a~! para (idw, (idv, f)).
Portanto, Cgv,v ¢ uma transformacao natural e como (CgV,V)X = a;VTV’X
¢ um isomorfismo, para todo X € €, segue que C{,fvy ¢ um isomorfismo
natural.

Para concluirmos que Cg/.V é um morfismo em Ende(C), devemos
mostrar que o diagrama

Gy v ) x ®idy
(?W o ?V)(X) QXY —— EFW®V(X) ®RY

JTwoTy Jwev
X,y Xy

Fwodv)(XR®Y) —————— Fyev(X ®Y)

((W,V)X@JY

é comutativo, para quaisquer X,Y € €. Usando a defini¢do de CVTV’V e

. F :
as igualdades para ¢,"%®" e ¢3%°7V o diagrama torna-se

anty, x ®idy
(Fw o F)(X) @Y — X g (X)) @Y
(idw®av,x,y)aw,vex,y AaWweV,X,Y
Ay, v, XY

e é comutativo devido ao axioma do pentagono para os objetos W, V, X Y.
Portanto, (i, € um isomorfismo em Ende(€) e finalizamos a prova da
afirmacao.

Agora, definimos
¢7 :Ide — F1 por ¢% =13 : X - 1®X,
para todo X € C.
Afirmagao 3: ¢7 ¢ um isomorfismo em Ende(C).

E claro que ¢7 é uma transformacio natural e, para todo X € @,
¢% € um isomorfismo em €. Para mostrarmos que ¢ ¢ um morfismo
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em Ende(C), é necesséario que o diagrama abaixo comute

6% Qidy
Ide(X) @Y ——— F1(X)®Y

Id 7
Jde 1
Cx,y X,y

Ide(X ®@Y) ——— F1(X @Y),

Pxeyv

para quaisquer X,Y € C. O diagrama acima torna-se

1% ®idy
Ide(X)®Y F1X)Y
idX®y ai X,y
Ide(X ®@Y) — F1(X®Y)
XQY

e é comutativo devido ao primeiro diagrama da Proposicao [3.1.4 As-
sim, ¢7 & um isomorfismo em Ende(C).

Afirmacgao 4: (F,¢7,¢7) é um funtor monoidal.
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Segundo a Defini¢do[3.1.12] devemos mostrar que, para W, V,U € C,
os diagramas

¢, v®1y X(W) JF(V),F(U)

FW V) FU
Grovi ids(w)®CT y
(WaV)eU) )@ F(V @ U)
FW e (Vel))
(Ide, 1) & F(W) 253 (W) FOW) @ (Ide, "¢y~ 5 (W)
¢7 @idgw) Flw)  idgw)®e7 F(rw)
F(1) F(W) E» F1eW) FW)® F(1) K FW 1)

comutam. Antes de partirmos para a verificacdo da comutatividade dos
diagramas, determinamos as seguintes composi¢oes horizontais. Para
cada X € C, temos que

(idgowy @ () = (idgy ® () = (idgy * Chy)x
= Fw (o) x)Edgy ) (o) (x)
= Fwlayyx)(idsy ) vewsx)

= (idw ® ayy x)idsy, (vowex)

~ -1
idw ® ayy x,

para facilitar, estamos aplicando a definicdo (v * pu)x = H(ux)vp(x)
paraF:?VoﬁU, GZH:V@)U erH:&’W

Civy ®idzay)x = (Cyy ®ids,)x = (Giyy *ids,)x
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Fwev ((idg, )X)(CgV,V)SFU(X)
Fweov (ids, x)) (v ) (x)
Fwev (idvex)(Gvy)uex
iy (U9 X) Oy, e x

—1
Awv,ueX:

aqui F =G =%y, J =FwoFy e H=TFygy na definigdo de (v*pu)x.

(07 @ idswy)x

((bbt ® id?W)X = ((b:)t * idg‘w)x
F1((idgy ) x) D7 (x)
F1(idgy (x)) v e x

idgy (T (X)) P e x

id(gy 0T ) () PV e x

, 1
idigwex)lwex

l71
WX

estamos considerando F' = G = Fy, J = Ide e H = F; na defini¢ao

de (v* p)x.

(idgow) ® ¢7 ) x

(idgy, ® ¢7)x = (idg,, x 67 )x
Fw (8%) (idzy, ) 1ae (x)

Fw (Ix) (idgy ) x

(idw @ 15" )idg, (x)

idw ® 1%,

na definicaio de vx pu, F = Ide, G=F1 e J = H =Fy.

Considerando o objeto X € € nos diagramas acima, o fato de
que Ende(C) é estrita e as definigbes de F, do produto tensorial em
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Ende(C), de ¢7 e de ¢7, obtemos os diagramas

?W o SFV o ?U
ay, Vy Wcﬁvo‘ﬁ,)()ﬂ
3~W®VO§U 3~WO H:VOH:U
1 . —1
AweVv,U,X idw ®ay 1y x
Fwev)eu (X Tw o Fveu)(X
aw.v, U% %‘/@u X
Fwever)(x)
id: id
(Ide o T )(X) —5 F (X) (Fuw o Ide)(X) —=23 Fypr (X))
I x lw®idx  idw @Iyt rw ®idx
(FroTw)(X) —— Frew(X) (Fw o F1)(X) = Fwer(X)
a3 w,x Ay 1, x

e 0s mesmos sao comutativos. A comutatividade do hexagono segue
do axioma do pentagono para os objetos W, V., U, X e a dos quadrados
segue, respectivamnte, da Proposicio [3.1.4] e do axioma do triangulo
para os objetos W, 1, X. Portanto, (F,¢7,¢”) é um funtor monoidal.
Agora, definimos
G:Ende(C) = C, §(F,e)=F(1) e G(u) = p1,
para quaisquer (F,c) € Ende(C) e p um morfismo em Ende(C).

Afirmacgao 5: § é um funtor.
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De fato, sejam (F,c) € Ende(C) e p,v morfismos em Ende(C).
Entao

S(idpe)) = S(idr)
(idp)1
= idF(l)

idg(F,c)

S(wou) = (womh
=

5()S(u)-

Agora, consideramos uma estrutura monoidal para o funtor §. Para
facilitar a notagdo, algumas vezes escrevemos (F,c") somente como F.
Definimos

(G p S(@)@G(F) = S(GRF), ou seja, (2 »: G()@F(1) — G(F(1)),

por

Cg,F = G(lF(l))CiFu)»
para quaisquer F = (F,c"),G = (G, c%) € Ende(C).

Afirmacao 6: (Y :®o (§x9G) = Go® é um isomorfismo natural.

J4 temos que, para (F,ct), (G,c%) € Ende(C), ch;,F é um isomor-
fismo, pois é composicio de isomorfismos. Agora, sejam (F,c), (G, %),
(F/,CFl),(G/,CG,) € Ende(C) e p: (F,cf') — (F/,CFl), v:(G,c%) —
(G’ ") morfismos em Ende(€), mostremos que o diagrama

9

5(G,c%) @ §(F, ")

S((G, %) ® (F,cf))

S()®@SG(k)=G(v*p) G(reu)=G(v*u)

(G, ) @ G(F, ") 5 S((G", D) @ (F', )

é comutativo e isto no diz que ¢9 é uma transformacio natural. De
fato,

Swru)dr = WGl ra)
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G/

)VF(I)G(ZF(I))Cl F(1)

—~
~—

= G'(1)G (lra))vigra)cy (1)

!

I
Q

u1lF(1))V1®F(1)CfF(1)

|
Q

!

|
Q

Lo (1)) (idy @ p1)ef pr) (1 @ i)

!

HA
=
Q

(1
(
(
"(pr (1) (idy @ p1))1r) s p)
(
(
(

!

I
Q

)G

Levn)e, ) ) (G (idy) ® pa) (11 @ idp(a))

) F’(l (ZdG '(idy)V1 @ 1)

= CG’ (V1 ® 1)
QG/ ,(9(1/

(5(

= o (SW)

lpr(1))e

v

())
1))-

Em (1) usamos a naturalidade de v com o morfismo /1), em (2)
usamos a naturalidade de [, em (3) usamos que v é um morfismo em
Ende(€) e em (4) a naturalidade de ¢&'. Logo, ¢5 é um isomorfismo
natural e isso termina a prova da afirmacao.

)©
) *

Também definimos
9 :1 = G(Ide, ') = Ide(1) =1 por ¢9 =idy.

Afirmagio 7: (G,¢9,¢9) é um funtor monoidal.
Devemos mostrar que, para quaisquer (F,c),(G,c%),(H, ) €
Ende(C), as igualdades abaixo sdo verdadeiras

(i oridg(m®CE p)ag iy s6).5(7) = §(am,6.r)Cioq, 1 (Cia®ids (),

Is(r) S(1p)Ci, (6% ®idgr)),
€ Tgr) = 9(TF)<}%,Ide(id9(F) ® ¢9).
De fato,

Crcor idg(m) ® & p)ag(m).s(c).5(r)

H(lgory1)A (Gora)(H(id1) ® (& p)ana).ca)ra)

—~
—

= H(lgwry)H(idy ® (& p)et ayora)@H1),61),71)

H(lg(pay)(id1 ® CC%,F))CEG(l)®F(1)aH(l)aG(l)’F(l)
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|
=

4 Fl'G 1)®F(1))Cl G(1)®F(1)AH(1),G(1),F(1)
Ca,r

(2. pl
= H(C
(¢Gr
(¢Z
(¢Z

(lowera)H(a16a).r1)ecm),ra (@ am ® idra))

I
=

H(lgmera)a,ca), F(1))C1®G(1) F(1)(C1 c) ®idp @)

|
=

Se¥a

)

JH
)
JH(lga) ®idpa )Cl®G(1)7F(1)(cl7G(1) ® idp(1))
)ed

|
=

Se¥a

)

Ca),F 1)(H(ZG(1)) ® idF(l))(Cfg(l) & idp(l))
= H(G(lpa)H(cS gyt .ra) (How)er aa) @ idpa))
= (HoG)(lra)e' s (e @ idg(m)

= (hoar(Cho ®idsim)

= (id(HOG)OF)lchoG,F(CgI,G ® idg(r))

= g(id(HOG)OF)CI%oG,F(CISJ,G ® idg(r))

= S(am.c.r)Cioc,r(Citc @ idg(r)),

lr(1)

= Ide(lp1))idigr@)

= Ide(lF(l))Cfﬁa)

= Clgd@,F

= S(idp)(Fy, plidy @ idp(a))

= Gr)Ci, p (97 @idg(r))

TsE) = TR

= F(ﬁ)cil

=" F(l1)cf,

= Fllraem)et raon)

= (R

= S(idp)(R 14, (idpa) @ ida)
2 S 1, ide ) © 6°).

Em (1) e (5) usamos a naturalidade de ¢, em (2) usamos a natu-
ralidade de ! com o morfismo C&F e que H é um funtor, em (3) usamos
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que (H,c") € Ende(C) e portanto satisfaz (4.1), em (4) usamos o pri-
meiro diagrama da Proposigao , em (6) usamos a definigdo de Cg’F
e que H é um funtor, em (7), (8) e (11) usamos que Ende(C) é estrita,
em (9) usamos que (F,cf") € Ende(C) e portanto satisfaz (4.2) e em

(10) usamos a Proposic¢do (iii).

Finalmente, gostariamos de provar que C e Ende(C) sdo monoi-
dalmente equivalentes. Para isso, consideremos o : Go F — Ide e
B:F0G — Idppae(e) e definimos

aw :W®1—=W por aw =rw

e Burery: Fray) = F por (Bpery)x = F(lx)et x,

para quaisquer W, X € C e (F,cl") € Ende(C). Notamos que (G o
FIW) = G§(Fw, ") =Fp(l)=Weledaiaw : W1 - W, o0
que justifica a definicao de awy = ry .

Também, (F o §)(F,c") = F(F(1)) = (Fp), ¢7F®) e (Br,er))x :
Fr)(X) =F(1)® X — F(X).

Ja sabemos que F0§, §oTF, Ide e Idpyq,(e) sdo funtores monoidais,
0 que prova parte da equivaléncia que queremos estabelecer entre C e
End@((i).

Afirmagao 8: a é um isomorfismo natural monoidal, isto é, uma
transformacao natural monoidal que é um isomorfismo natural.

E claro que o é um isomorfismo natural. Queremos mostrar que o é
uma transformacao natural monoidal, ou seja, para quaisquer W,V € C,
os diagramas

aw Qay

(GoF)Y W) R (G0 F)(V) —— Ide(W) ® Ide(V)

W idweov

GeNWRV) ———— Ide(Wa V)
1
V ids
(G o F)(1) - Ide(1)



comutam. De fato,

aw ay = Trwry
idw @ ry)(rw ® idyg1)

—~
~—

(
Zdw @ rv)(idw ® lygl)aw,1,vel
(

idw @ lg,(1))aw,1,5, (1)

idw @ Ty SFW(l?v(l))cl,ff"V(l)

I
<~ e
8
S
&
=
<

)
)
)
)
)

CS"W#”V

—~
~

—1 <]
TW®VGW,V,1C3"W,STV
F g
= TW@V(CW,V)lgffW,S:V

= TW®V9(C%/,V)<§W7?V

() GoTF
= aweviyy

01097 2 rg(p7)s

= 11(¢7)qidy
iyt
= idy.

Em (1) usamos o axioma do triangulo, em (2) usamos a Proposic¢do

em (3) e (4) usamos a Definic¢do [3.1.14] e em (5) usamos Propo-
sicao (iii).

Afirmagao 9: § é um isomorfismo natural monoidal.

Primeiramente mostremos que, para (F,c) € End®(@), B(F,ery
Fra) — F é um isomorfismo em Ende(C). Para facilitar a notagao,
escrevemos fSr invés de B(pr). Comegamos mostrando que B(pry €
um isomorfismo natural. Seja f : X — Y um morfismo em €. Devemos
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mostrar que o diagrama

(5r)
Fr)(X) — F(X)

Fra(f) F(f)

F Y) —— F(Y
F(l)( ) (Br)y (¥)

é comutativo e isso nos diz que Sr é uma transformacao natural. De
fato,

F(f)(Br)x = F f)F(lX)Cf,X

le)CfX

v)ery (F (ld1)®f)
BF)Y(ldF 1) ®f)
Br)yTra)(f),

Em (1) usamos a naturalidade de [ e que F' é um funtor e em (2)
usamos a naturalidade de ¢

E claro que (Br)x = F(lX)cfX é um isomorfismo, para todo X € C.
Portanto, concluimos que Sz é um isomorfismo natural.

Vejamos que Sr é um morfismo em Ende(C). Sejam X,Y € C.
Entao verifiquemos que o diagrama

(
(

®id
Fray(X) @y LY by ey

TF(1)
°x)y

Fra)(X QYY) —— F(X @)
(ﬁF)X@Y
é comutativo. De fato,

Xy ((Br)x ®idy) = cxy(Flx)er x ®idy)

120



Ry (F(lx) ®@idy)(cf x @idy)

—~
—

= F(lX ® idy)Cf®X7y(Cfx ® ’Ldy)

—
no
—

= F(ZX®Y)F(a1,X,Y)Cf®X7y(CiX ® idy)

F(1X®Y)CfX®YaF(1),X,Y
Fr
= (Br)xevcxy -

Em (1) usamos a naturalidade de ¢, em (2) usamos a Proposi¢io
3.1.4 e que F ¢ um funtor e em (3) usamos que (F,cf) € Ende(C) e
portanto satisfaz (4.1).

Portanto, Sr é um isomorfismo em Ende(C). Finalmente, necessi-
tamos verificar que 8 é uma transformacao natural monoidal. Sejam
(F,c™),(G,c%) € Ende(C) e p : F — G um morfismo em Ende(C).
Devemos mostrar que o diagrama

B
(F o0 G)(F,cF) ——— Idpnge(e)(Fyc)

(FoG) (1) Idgnag(e) (1)

(70 9)(Gre) —— Tdinap(e)(G. )
é comutativo, ou seja, 8 é uma transformacao natural. De fato, seja

X € C. Entao

(hofBr)x = px(Br)x
= ,UXF(ZX)Cf,X

—~
N2

= G(lx)mexc x

= Glx)cf x(n1 ®@idx)

Em (1) usamos a naturalidade de p e em (2) usamos o fato de que
p € um morfismo em Ende(C).
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Logo, po Br = Bg o (FoG)(u) e como Bipry € um isomorfismo em
Ende(C) (isomorfismo natural), segue que 3 é um isomorfismo natural.
Resta-nos verificar que 8 é uma transformacao natural monoidal.
Sejam (F,c), (G, c%) € Ende(€). Devemos mostrar que os diagramas

(T 09)(G,c%) @ (F o G)(F,c)

Be*Br

(G,c%) @ (F,c")

Jo§ .
CG,F, idgor

(G, %)@ (F,ch)

Ide

(9:0 9)(Ide) Id(g

Brde

sdo comutativos. De fato, seja X € C. Entao

(Ba * Br)x
((Br)x

((ﬂF)X;

((Br)x)G(

((Br)x)Glp) © zdx>G(a;,}<l) ) P1yex
)x)G(
)x)

Q

(B&) T ey (x)
(Ba)r1yex

Q

G(r 1)®X)01 F(1)®

G((Br)x)G(lpa) ®idx) ety pay x (65 pa) @ idX)aé%l),F(l),X
G((Br)x)cf) x (Gllpa)) ®idx)(c§ g ®idX)“E;%1),F(1),X
G(F(Ix))G(ey, X)CF(l) X(G(IF(l))Cf,F(l) ® idX)aa(ll),F(l),X
G o F)(Ix)e¥S (G p @ idx) (1) p1)) x
Baor)x (C& p ® idx)((Eay ray) X
(ﬁGoF)X?<<G7F)X(CQ(G),S(F))X
(Baor © ?(Cg,p) © Cg(c),g(F))X
(ﬁGoF o Cgog)X

(
(
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(Brae 0 ¢7°9) x @ (Brae 0 F(¢%) 0 ¢7)x

= (Brae)xF(idy)x d%
= Ide(lx)ey’s (idy @ idx )"

Ixidigxly'
= idx

idrde(X)
= (idId@ )X .

Em (1) usamos a Proposicdo [3.1.4] e que G ¢ um funtor, em (2)
usamos o fato de que (G,c%) € Ende(€) e portanto satisfaz (4.1), em
(3) usamos a naturalidade de c%, em (4) usamos a definicio de ¢, em
(5) usamos ?(Cg’F)X = CgF ®idx e em (6) e (7) usamos a Defini¢do
BI14

Portanto, S é um isomorfismo natural monoidal. Assim, existem
funtores monoidais (7, (7, ¢7) e (G, (9, $9) e isomorfismos naturais mo-
noidais a : GoF = Ide e f: F 0§ = Idpyg.(e)- Logo, C e Ende(C)
sao monoidalmente equivalentes. [
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