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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo explorar algumas dlgebras de
Hopf construidas a partir de grafos do tipo drvore (com raiz). Estudam-
se as algebras de Connes-Kreimer e a de Grossman-Larson, e busca-se
uma relagao entre essas duas dlgebras de Hopf. A relagao encontrada é a
dualidade separante.

Também explora-se uma versao para arvores ordenadas das algebras de
Connes-Kreimer e de Grossman-Larson. Prova-se a dualidade dessas duas
algebras seguindo a ideia do caso anterior, mas nao se consegue obter que
a dualidade é separante. Um contraexemplo para isso é mostrado.

Os capitulos iniciais apresentam a teoria basica de dlgebras de Hopf e
de Lie necessaria para a leitura deste trabalho. Alguns resultados sobre
biadlgebras conexas com filtracao e com graduagao sao vistos no capitulo
4, incluindo a demonstracdo do teorema de Milnor-Moore. O capitulo 5
apresenta as drvores (ndo-ordenadas e ordenadas) e as dlgebras de Connes-
Kreimer e de Grossman-Larson obtidas a partir das mesmas. Termina-se
apresentando o teorema de Panaite e a dualidade entre essas duas dlgebras
de Hopf.

Palavras-chave:
Arvores com raiz. Arvores com raiz ordenadas. Algebra de Connes-
Kreimer. Algebra de Grossman-Larson. Teorema de Panaite.
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Abstract

The present work explores some Hopf algebras built over rooted trees.
The Hopf algebras of Connes-Kreimer and Grossman-Larson are studied,
and a relationship between these algebras is investigated. The relationship
between these algebras turns out to be a separating duality.

A version of the Connes-Kreimer and Grossman-Larson algebras using
ordered rooted trees is also investigated. A duality between these algebras
is obtained, in the same way as the non-ordered case. However, it is not a
separating duality, and a counterexample is shown.

The first three chapters present the basic theory of Hopf algebras and
Lie algebras required for the remainder of the work. Some results con-
cerning gradded and filtered connected bialgebras are shown in chapter
4, including the proof of the Milnor-Moore theorem. The chapter 5 pre-
sents (non-ordered and ordered) rooted trees and the Connes-Kreimer and
Grossman-Larson algebras built over them. A duality between these two
algebras is, then, shown, by means of Panaite’s theorem.

Key-words:

Rooted trees. Ordered rooted trees. The Connes-Kreimer algebra. The
Grossman-Larson algebra. Panaite’s theorem.
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Introducao

Breve historico

As dlgebras de Hopf sdo dlgebras com uma série de estruturas adi-
cionais. Elas tém estrutura de dlgebra e de codlgebra (uma espécie de
dualizacao da estrutura de dlgebra), que sdo compativeis de uma certa
maneira. Além disso, hd uma espécie de “inversao”, a chamada antipoda.
Apesar da quantidade de requisitos, essas estruturas aparecem em muitas
areas da matemdtica.

O inicio desse assunto remonta a 1941, quando o matematico alemao
Heinz Hopf (1894-1991) estuda essa &dlgebra no contexto de topologia al-
gébrica. Mais tarde, o assunto ganha independéncia, e por volta de 1969
comega a surgir uma teoria geral para dlgebras de Hopf. Ao mesmo tempo,
aplicacoes em varias areas da matematica sao descobertas.

Para exemplificar as aplicagdes, citamos [2], que menciona em seu pre-
facio a presenca das algebras de Hopf em teoria de nimeros, geometria
algébrica, teoria de Lie, teoria de Galois, teoria de aneis graduados, teoria
de operadores, grupos localmente compactos, distribui¢oes, combinatoria,
teoria de representagoes, entre outros. Também aparecem na fisica, com
os chamados grupos quanticos, e em ciéncia da computagao.

Passamos aos grafos tipo arvore. Um dos primeiros estudos foi feito em
1857 por Arthur Cayley (1821-1895). As drvores também foram estudadas
por James Joseph Sylvester (1806-1897), Georg Pdélya (1887-1985), entre
outros. Nessa época, o interesse era usar grafos para contar isétopos de
certas moléculas, conforme consta em [4].

Em 1972, J. C. Butcher publicou um artigo em que estuda os métodos
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Runge-Kutta, em andlise numérica, usando arvores com raiz. Descobriu,
entao, uma conexao entre grafos tipo arvore com raiz e derivadas de vérias
ordens da expansao da solugao da EDO de primeira ordem & = F(z); essa
expansao, inclusive, ficou conhecida na literatura como série de Butcher,
ou B-series. E possivel encontrar esse assunto desenvolvido em detalhes
no livro [I], de autoria do préprio Butcher, e no artigo [I1], entre outros.

Por outro lado, em alguns trabalhos de geometria nao comutativa, surge
uma algebra (de Hopf) gerada pelas arvores com raiz. Os mateméticos
A. Connes e D. Kreimer encontram uma conexao entre essa dlgebra e
a algebra de difeomorfismos. A &dlgebra de arvores também foi proposta
para organizar a dificil combinatoria da renormalizacao em teoria quantica
de campos, conforme aponta [I1]. Essa dlgebra é estudada no presente
trabalho, e aqui é denotada por Hcxk.

No fim da década de 80, R. Grossman e R. G. Larson introduziram uma
outra algebra de Hopf com base nas arvores, motivados por algumas ideias
em operadores diferenciais e equacoes diferenciais, como mencionado em
[19]. Estudamos também essa dlgebra, aqui sendo denotada por Hgr,.

Ainda, F. Panaite aponta, no artigo [19], uma conexao entre as duas
algebras Hok e Har via dualidade. A demonstracao contém um equivoco
numa passagem, mas com uma corre¢ao devida a M. E. Hoffman, em [I§],
o resultado continua valido.

Motivacao e estrutura da dissertacao

A presente dissertagao foi motivada, inicialmente, pela leitura do artigo
[II]. O intuito era estudar, se possivel, alguma conexao entre algebras
de Hopf e a renormalizagdo em Teoria Quéntica de Campos. O assunto
esbarrou em uma série de pré-requisitos, e conforme buscdvamos suprir
esses pré-requisitos, o trabalho gradualmente se direcionou para o estudo
das dlgebras sobre arvores com raiz.

Para o estudo das arvores com raiz, hd bastante literatura a respeito
direcionada & teoria de grafos e anélise numérica, como por exemplo [I],
[B] e []. Com relagao a estruturas de dlgebra de Hopf sobre as drvores
com raiz, no entanto, sao poucas as referéncias que contém um material
introdutorio e mais acessivel a quem estd comegando. Destacamos o artigo
[15], que contém uma Gtima introdugdo ao assunto.

Esta dissertagao contém 5 capitulos, descritos abaixo. Os pré-requisitos
necessarios sao um curso em Algebra Linear, para se ter familiaridade
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com espagos vetoriais, soma direta, transformacgoes lineares, teoremas do
isomorfismo, e um conhecimento basico sobre produto tensorial de espagos
vetoriais.

O capitulo 1 traz os pré-requisitos para se estudar algebras de Hopf.
Abordamos o conceito de algebra do ponto de vista categérico, que motiva
a definicao de uma estrutura dual, a coalgebra. Estudamos, também, as
bidlgebras, que sao o pano de fundo para as algebras de Hopf.

No capitulo 2, abordamos alguns elementos da teoria classica de &l-
gebras de Hopf, com énfase nos resultados e construgoes necesséarias nos
proximos capitulos. Seguimos os textos cléssicos [2] e [8], e a dissertagao
[10].

O capitulo 3 trata de algebras de Lie. Fazemos uma exposicao ba-
sica, com foco na &lgebra envolvente universal, que é uma &algebra de
Hopf. Abordamos um conhecido teorema da drea: o teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt. As referéncias utilizadas séo os livros [0] e [7], o artigo [16]
e a dissertacao [9].

Comegamos com um material mais especifico no capitulo 4, em que tra-
tamos de bidlgebras conexas com filtracao e com graduagao. Apresentamos
que toda bidlgebra conexa com graduacao é uma algebra de Hopf. Com
relagao as bidlgebras conexas com filtracao, apresentamos o teorema de
Milnor-Moore, que em certas condigoes, garante que conseguimos recupe-
rar uma bidlgebra a partir dos seus elementos primitivos via o recobrimento
universal. Para esse capitulo, consultamos o livro [3] e o artigo [15].

Por fim, no capitulo 5, fazemos uma introdugao as arvores com raiz,
e definimos as algebras de Hopf de Connes-Kreimer Hck e de Grossman-
Larson Hgyr. Mostramos que sao algebras de Hopf e exibimos suas estru-
turas, com varios exemplos. Abordamos a relacdo entre essas algebras, e
para tanto, utilizamos o teorema de Panaite em [19], com a corregio suge-
rida em [I§]. Obtemos que as duas dlgebras estao em dualidade separante.
Também apresentamos as drvores (com raiz) ordenadas, e tentamos repetir
os passos do caso das drvores (ndo-ordenadas). Mostramos as estruturas
de dlgebra de Hopf para as versoes com arvores ordenadas das algebras de
Connes-Kreimer Hck e de Grossman-Larson Hqgp,, € mostramos um teo-
rema andlogo ao de Panaite para esse caso. Obtemos que as duas algebras,
na versao ordenada, também estao em dualidade, mas o par dual analogo
ao do outro caso nao é separante. Para as definigoes de Hcok e Har,, nos
contextos nao-ordenado e ordenado, usamos o artigo [15].
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Capitulo

A/lgebras7 coalgebras e
bialgebras

Neste capitulo apresentamos alguns pré-requisitos para a leitura do tra-
balho. Precisamos dos conceitos de dlgebra, codlgebra e biadlgebra para o
estudo das Algebras de Hopf. Apresentamos as defini¢bes e alguns ele-
mentos da teoria de dlgebras com uma linguagem categorial, que evidencia
a possibilidade de se dualizar essa estrutura. Fazemos um pequeno es-
tudo dessa estrutura dual, a coalgebra. Encerramos o capitulo estudando
as bidlgebras, que sao algebras e codlgebras ao mesmo tempo e tém uma
compatibilidade entre essas estruturas.

1.1 Algebras

Nesta se¢ao iremos estudar dlgebras de um ponto de vista categorico.
As diversas propriedades, como associatividade, comutatividade, unidade
serao traduzidas em termos de diagramas comutativos. Essa abordagem
possibilitara posteriormente a definigao de uma estrutura dual, a estrutura
de codlgebra.

1.1.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 1.1.1. Uma K-dlgebra (associativa e com unidade) é uma tripla
(A7 s 77)7 €1 que:
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1. A é um K-espago vetorial;
2. p: A® A— Aen: K— A sao transformagoes lineares;

3. os diagramas a seguir comutam:

A A A— %" _AgA Ao A
e
peld # K® A " A9 K
P1 Pr
Ao A . A = M =

po(n®ld)og, =1d

Id®pu) = Id
po(Ild®p) = po(p®ld) po(ld®mn)op, =1d

Nos diagramas acima, temos as ¢; e , transformagoes lineares e bije-
toras, dadas por

o A->K® A
ori A= A®K

com g;(a) =1g ®a e p.(a) = a® lg, para todo a € A.

Além disso, diz-se que a K-algebra é comutativa se o seguinte diagrama

comutar:
A® A s AR A
\ /
A
HoT =H

onde 7: A A — A® A é o operador de transposi¢ao, dado nos monémios
de AQ Apor 7(a®b) =b®a.

Observagao 1.1.2. Para encurtar a notagao, quando nao hé confusao, se
costuma omitir o corpo em que se esta trabalhando. Também se costuma
omitir a tripla que define a dlgebra, apenas mencionando o espaco vetorial.
Os morfismos ficam implicitos no contexto. Dessa forma, costuma-se dizer
“considere uma algebra A” em vez de “considere uma K-dlgebra (A, u1,n)”.
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Observagao 1.1.3. E possivel verificar que essa definigao é coerente com a
definicao usual de &lgebra associativa com unidadeﬂ De fato, as corres-
pondéncias

fornecem uma definicao de p e 7 em termos de - ely e Vice—versaﬂ
A associatividade corresponde & comutatividade do diagrama da es-
querda:

pwo(Id® u)(a®b®c) = (ab)e
po(peld)(a®@b®c) =albe) Va,b,ce A.

A propriedade do elemento neutro do produto corresponde ao diagrama
da direita da definicdo apresentada acima:

po(neld)egia) =1a-a
po(Id®n)op,(a)=a-14 VaeA.

Além disso, as propriedades de compatibilidade das estruturas de anel e
espago vetorial

a-(b+c)=ab+ac
(a+b) -¢c=ac+bc
Aa-b)=(Aa)-b=a-(Ab) Va,bce A YAeK
se traduzem na linearidade dos morfismos p e 7.

Observacao 1.1.4. A comutatividade da algebra, quando ocorre, é tradu-
zida no terceiro diagrama da definigao

pnot(a®b)=b-a
pla®@b)=a-b Va,be A.

Vamos a alguns exemplos.

1Definigdo em termos de uma operagdo bilinear - : A Xx A — A, o produto, e
de uma unidade 14. Ou ainda, A tem estrutura de espago vetorial sobre K e de anel
associativo com unidade.

2Usa-se a propriedade universal do produto tensorial para obter u linear a partir da
fungéo bilinear
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Exemplo 1.1.5 (K é uma &lgebra). O corpo K é uma algebra (comuta-
tiva), com o produto dado pela multiplicacdo do corpo e a unidade, pela
unidade do corpo. Em termos de morfismos, temos:

pr(a®p)=a- B
nk(lx) = 1k .

Exemplo 1.1.6 (Algebra de polinomios a uma varidvel). Seja K[z] o con-
junto dos polinémios p(z) com coeficientes em K corpo. K[z] é uma 4lge-
bra (comutativa), com soma e multiplicagdo por escalar usuais, e produto
dado por a,z" - bypx™ = apbypat™ (e estendido distributivamente para
quaisquer dois polindmios, ja que estes sdo somas finitas de monémios).

Exemplo 1.1.7 (Algebra das matrizes n x n). Seja M,, o conjunto das
matrizes n X n, munido da soma e produto por escalar usuais. O produto
matricial e a unidade Id tornam M,, uma dlgebra (ndo comutativa).

Exemplo 1.1.8 (Algebra das séries de poténcia formais). Seja K[[z]] o
conjunto das séries de ponténcias formais. Isto é, o conjunto cujos elemen-
tos sdo somas formais

Zan an)n 0

que podem ser pensadas também como sequéncias de elementos a, € K.
Na verdade, a igualdade acima serve como definicao para uma soma formal.
Esse conjunto é uma algebra, com produto e unidade dados por

<§;alm’> i:objxj :nf%( 3 ai-bj)x”

i+j=n
4,j20

Ik[a)) = 1x -
Em outras segoes deste capitulo veremos mais exemplos e construcoes

envolvendo algebras, como a algebra tensorial de um espago vetorial, dlge-
bra livre gerada por um conjunto e a algebra quociente.

1.1.2 Subalgebras, ideais e morfismos

Revisamos abaixo os conceitos de subdlgebra, ideal, e morfismos de
algebras. Procuramos, como antes, dar énfase a versao categorica desses
conceitos.
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Definigao 1.1.9. Seja A uma dlgebra. Uma subdlgebra B é um subespaco
vetorial de A tal que u(B ® B) C B.

Observagao 1.1.10. Nessa definigao, observa-se que a subalgebra B é, por
si 86, uma dlgebra (associativa), mas ndo necessariamente com unidade.
Ainda, caso a subédlgebra B seja, por si s6, uma algebra associativa com
unidade, a unidade pode ou néo ser a mesma da algebra A que a contém.
De fato, considere como A a algebra das matrizes 2 X 2 com coeficientes
reais, com o produto matricial e unidade [} ]. Sejam B = {[2]: a € R} e
B' ={[?3]: a,b e R}, que sao subdlgebras de A. B tem unidade 1] #

[39] e B’ ndo tem unidade, como vemos a seguir. Se B’ tivesse uma
unidade [ 3], entao por causade [} §]-[50] =¢8] ede [50]-[F 8] =[55],
deverfamos ter [§ 3] = [ §]. Mas [§0]-[1§] =[60] # [1 }:H I-[60);

uma contradigao.

Definigao 1.1.11. Seja A uma algebra. Um subespaco vetorial I de A é:
1. um ideal ¢ esquerda de A se u(A®I) C I,
2. um ideal a direita de A se p(I @ A) C I

3. um ideal bilateral de A, ou apenas ideal de A, se p(AQT+I®A) C I,
ou equivalentemente, se p(A®I) CIepu(l®A) CI.

Defini¢ao 1.1.12. Sejam (A, pa, n4) e (B, up, ng) duas dlgebras. Uma
funcdo K-linear f: A — B é um morfismo de K-dlgebras se os seguintes
diagramas comutarem:

fef

ARA—— > B®B A B
X /
A uB K
A B
f
ppo(f®f)=[fopa fona=np

Observag¢ao 1.1.13. Essa defini¢do também é a traducao em linguagem
categorial da defini¢ao usual ﬂ

3f: A — B é morfismo de élgebras se é morfismo de anéis com unidade e de espacos
vetoriais.
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O diagrama da esquerda representa o fato de f ser morfismo de anéis:

ppo (f® f)lar ®a2) = flar) - f(az)
fOMA((h ®a2) = f(a1 -a2)

Ja o diagrama da direita corresponde ao fato de f preservar a unidade:

fona(l) = f(1a)
T]B(l) = lB .

Finalizamos essa se¢ao com uma proposi¢ao que liga os conceitos de
morfismo, ideais e subdalgebras.

Proposigao 1.1.14. Sejam A e B dlgebras e f: A — B morfismo de
algebras. Entdo:

1. Tm(f) € subdlgebra de B;
2. ker(f) € ideal de A .
Demonstragao.

1. Im(f) é um subespago vetorial de B. Como fous = ppo(f®f), entdo
para todos a,b € A, temos uy(f(a) @ f(b)) = f(pa(a® b)) € Im(f).
Portanto pg(Im(f) ® Im(f)) C Im(f).

2. ker(f) é subespago vetorial de A. Sabemos que
ker(f @ f) = ker(f) ® A+ A®ker(f) .

Temos, entao, que

pp o (f @ f)(ker(f® f)) =0
= fopalker(f® f)) =0
— palker(f ® f)) C ker(f)
= palker(f) ® A+ A®Im(f)) C ker(f) .

Portanto ker(f) é ideal de A.
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1.1.3 Algebra oposta

Seja A uma dlgebra. Vamos definir um produto “invertido”, fazendo

pP =por,

emque7T: AR A— AR® A, como visto na definicao [I.1.1] é o operador de
transposicao, dado por 7(a®b) = b® a. De forma equivalente, traduzindo
para a notagao usual de algebras, estamos definindo o produto oposto

aopb=0bb-a.

Podemos mostrar que (A, u°P,n) é uma algebra. Quando se considera o
produto oposto na dlgebra, a dlgebra é denotada por A°P e é chamada de
dlgebra oposta.

Checaremos que a algebra oposta é uma algebra. Faremos as contas
apenas usando morfismos, mas é igualmente possivel (e na verdade, mais
facil) fazer as contas aplicando em elementos, para checar as propriedades
de algebra. Para facilitar, vamos estabelecer uma notacdo conveniente
para trabalhar com os operadores de transposicao. Vamos escrever 74 4/
a transposi¢ao definida por

TAA: ARA - A A
a®ad —ad ®a ,
e quando nao ouver risco de confusdo, omitiremos o subscrito.

Vale destacar que para transformagaes lineares f: A — Beg: A’ — B/,
tem-se

B o(f®g)=(g®f)oTan .

Escreveremos também 7,, com p uma permutacdo, para referir-nos a, por
exemplo,

T(129): ARARA - ARARA
a1 ®az®ag+— az ®az @ay .
Vamos verificar a comutatividade dos diagramas:
po (P ®@1d) = poro((por)®ld)
=po(Id® (uoT))oTaga,a
=po(Ild®@u)o(Id® 7)o Taga,a
:M0(1d®/‘)°7(§§§)
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p?o(Id@p®) =poro(d® (noT))
=po((pot)®Id)oTa404
=po(p®ld)o(r®ld)oTaa84
=po(u@ld)oruasy,
portanto p°? o (u°P ® Id) = u°? o (Id ® u°P), e

pPon@ld)op =poro(n®@ld) oy
=po(Id®n)otk a0y
=po(Id®mn) oy,
=1d .

O outro diagrama é analogo. Note que Tk 4 © ) = @, € TAK O Q©r = ).

1.14 Algebra quociente

O resultado a seguir fornece uma estrutura de dlgebra conveniente para

0 quociente ? de uma algebra por um ideal.

Proposigao 1.1.15. Sejam A dlgebra, I C A um ideal e m: A — ? a

projecao canédnica, que € morfismo de espagos vetoriais. Entdo existe uma
unica estrutura de dlgebra em ? tal que a projecao canonica ™ seja um

morfismo de dlgebras. Essa estrutura de dlgebra € dada por:

Demonstragao. % é um K-espaco vetorial. O produto @-b = a - b estd bem

definido, pois:
ab—a'b' = ab—ab' +ab' —a't
- =ab—V)+(a—d) €I = ab=dl .
—— ——
er er

A bilinearidade do produto, e a propriedade da unidade decorrem das
mesmas propriedades em A. Portanto % é uma algebra.

Com esse produto e essa unidade, nao é dificil verificar que a projegao
7 é um homomorfismo de algebras.

Agora, vejamos a unicidade. Se e é um outro produto em ? que faz
7 ser um morfismo de dlgebras, entao

Geb=rn(a)em(b)=m(ab)=ab=a-b .
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E se 1’, é outra unidade, em relacdo ao produto e = - | entdo
I

1

T

:1’%-H:1’%oﬂzﬂ :

O

Proposigcao 1.1.16. Sejam A, B dlgebras, I C A ideal e m: A — ? 0
a proje¢ao canénica. Se f: A — B é um morfismo de dlgebras tal que
I C ker(f), entdo existe um tinico morfismo de dlgebras f: ? — B tal que
o diagrama abairo comuta:

A 4f> B
\ Tf
A
T
fom=f.
Demonstracdo. Considere
f:4—B
a f(a)

Como I C ker(f), f estd bem definida:
a=b = a-belCker(f)

BN
= fla) = f(b) = f(@=f0®).

Além disso, ndo é dificil checar que f é morfismo de dlgebras. Isso decorre
de f ser morfismo, e da estrutura de algebra vista no teorema anterior. O
produto, por exemplo, fica, para quaisquer @, b € ?,

f(@b) = f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f(@F(b) .

Por construcao, temos 7 omw = f.

Resta apenas verificar a unicidade da f. Se g: % — B for outro mor-
fismo de dlgebras com go 7w = f, entao

g(@) =gom(a) = f(a) = f(a)

para todo @ € %. Portanto § = f e a unicidade fica provada.
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Corolério 1.1.17. Sejam A, B dlgebras e f: A — B morfismo de dlge-
bras. Entao

— A
e w%lm(f)

a— f(a)
€ isomorfismo de dlgebras, e portanto

A
ker(f)

=~ TIm(f) .

Demonstragao. Basta considerar I = ker(f) na proposigio anterior, para
obter que f é morfismo de algebras. Para mostrar que é bijecio, basta
notar que a sobrejetividade é imediata, e que a injetividade vem de

f@=0 = fla)=0 = acker(f) = a=0 = @< ker(f) .

1.1.5 Algebra do produto tensorial

Sejam A e B duas dlgebras. Temos que A ® B é um espaco vetorial, o
qual pode-se dar uma estrutura de dlgebra a partir das estruturas de A e
B. Defina

tags = (pa @ pp)o (Ida @ 75,4 @ 1dp)
Nags = (Ma®@np) oAk ,

em que as transformacoes lineares Ak e 75 4 sao dadas por:

Ag: K—-K®K
AK()\) = )\(1K ® 1K)

TBA: B®A—A®B
B,Ab®a)=a®b.
Em termos de elementos, temos

(a@b)-(d @V)=(a-a" )@ (V) Va,a €A, Vbt €B

lygp=14®1p .



1.1. Algebras 15

Vamos mostrar a comutatividade dos diagramas da associatividade e da
unidade:

tags © (Idags ® pags)
= [tA®B © (IdA @Idp ® ((pa ® pp) o (Ida @ 7@ IdB)))
=(pa®up)o(Ida ® 71,4 ®Idg) o
o(Ida®1dp @ pia @ pup) o (Ida ®Idp ® Ida ® 7.4 ® Idp)
=(pa®@up)o(Ida @ ua®Idg @ ug) o

O(IdA®TB,A®A®IdB®B)OTG gggig)
]

=(pa®@up)o(Ida @ ua ®@1Idg @ up)

°TGiiiz0°T

—~
(S
[NV}
w w
NS
a oo
[2X=)
—

:(“A®“B)°(IdA®“A®IdB®“B)°T(}22332)

pags © (tags ® Idagn)

= fagp © (((MA ® pup)o(lds @1 ®1dp)) @ Idy @ IdB)
=(pa®up)o (Ida ® 7,4 ®Idg) o

o(ua®@pup®Idg ®1Idg) o (Ida ® 7,4 ® Idp ® Id4 ® Idp)
=(ua®@up)o(pa®Idy ® up ®Idp) o

o (IdA@A & TB®B,A ®IdB) OTG 2345 g)
=(ua®@pup)o(pa®Ids ® up ®Idp) o

SR R G S

:(NA®/~LB)O(IdA®/~LA®IdB®/~LB)OT123456
(135246)

Portanto pags o (tags @ Idags) = pags o (Idags ® pagnr). Quanto aos
diagramas da counidades, temos:

tagn © (Nags @ Idags) © ¥ AsB
= (pa®@up)o(Ildg ® 78,4 ®1dp) o

© (((77A ®nB) OAK) ®Ida ®IdB> 01 A®B

=(pa®up)o (Ida ® 71,4 ®Idg) o
o(ma®@np ®Ida ®Idp) o (Ax ® Ida ® Idp) o ¢1 agB
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=(pa®pp)o(na®Ids®@np ®Idp) o

o (IdK®TK)A ®IdB) o (AK®IdA ®IdB) 0 Y| ARB
= (pa®pp)o(na®Ida @np®@Idg)o (g1 4 @1 B)
=1dy ®Idg = Idags -

O outro diagrama é andlogo. Note que

(Idg ® Tk, 4 ®Idp) o (Ax ®Ida ®Idp)o v aeB =1 AQ 1 B
(Ida®@7pr ®@Idg) o (Ida ®Idp @ Ak) 0 0 ag =9r AQ @y B ,

0 que se observa aplicando em um elemento de A ® B.

1.1.6 Algebra livre

No contexto de espagos vetoriais é possivel definir o espago vetorial
livre gerado por um conjunto de elementos, digamos S, que é, entao, base
do espago. Esse espaco vetorial livre é constituido de combinacoes lineares
finitas (formais) de elementos de S com coeficientes em K, que podemos
escrever como ¢ ass ou (as)ses, com os a,’s escalares em K.

E possivel fazer o mesmo no contexto das algebras e definir a dlgebra
livre gerada por um conjunto S. Como além da estrutura de espago ve-
torial devemos ter também uma multiplicacao, nao é suficiente considerar
s6 somas formais da forma ) _gass. A ideia é considerar as palavras
formadas de finitos simbolos de .S, como s; ... s,, e considerar o produto

como sendo a concatenagao de palavras
S1...8, T ...Tm=S81...T1...Tm
COM S1,...,84,T1,...,7m € 5. Temos, assim, a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.18. A dlgebra das palavras gerada pelo conjunto S, deno-
tada por K{S}, é o espago vetorial livre gerado pelas palavras finitas em
S

n
K{S} = {Zaiwi | ne N7a'17--'7a'n € Kvwi = 81“-57“} )
i=1
com o produto dado pela concatenagao de palavras (e estendido por dis-
tributividade) e unidade dada pela palavra vazia, denotada por 1.

Nao ¢ dificil ver que a &algebra das palavras é, de fato, uma algebra.
Agora damos uma definicdo em termos de uma propriedade universal:
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Defini¢ao 1.1.19. A dlgebra livre gerada por S é o par (Lg,is) em que:
1. Lg é uma algebra;
2. ig: S — L é uma fungao;

3. vale a propriedade universal: dadas uma &algebra A e uma funcéo
f: S — A, existe tinico morfismo de algebras f: Lg — A tal que o
diagrama a seguir comuta:

fois=f.
Veremos que a algebra de palavras definida acima é uma algebra livre.

Proposicao 1.1.20. K{S} com a inclusao candnicaig: S — K{S} é uma
dalgebra livre. Além disso, a dlgebra livre é inica a menos de isomorfismo.

Demonstracdo. Vamos mostrar a propriedade universal. Sejam A uma
dlgebra e f: S — A uma fungao. Defina f: K{S} — A por

f(s1...80) = f(s1) .- f(sn),

para toda palavra si ... sy, e estendida por linearidade. Em consequéncia
da definigdo de f, o mesmo é um morfismo de dlgebras. Como f(s) = f(s)
para todo s € S (& esquerda da igualdade, s é visto como palavra de
uma letra s6), temos que f oig = f. Além disso, f é tnico. Seja outro
morfismo de dlgebras g: K{S} — A tal que goig = f. Entdo, para todos
S1,. .-, 8n € K{S}, temos

G(s1...5,) =G(51)--.G(sn) = f(51) - f(50) = f(51-.-8n) -

Resulta que g = f, j& que sdo iguais nos elementos da base.
Resta verificar a unicidade da algebra livre (K{S},is). Seja (M,h)
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outra algebra livre gerada por S. Usando a propriedade universal, temos:

S h M S— ' L K{S}
K{S} M
Jh: hoig=nh Jig:igoh =1ig
Dessa forma, temos que
h="hoigoh

is =igohoig,

Portanto
S— 5 L K{S} S L m
XX Tld, isoh \ Id, hois
M

K{S}

e, pela unicidade, temos que Id =igoh e Id = hoig. Assim, h e ig sdo
isomorfismos entre M e K{S}. O

Proposigao 1.1.21. Seja A uma dlgebra. Entdo A é o quociente de uma
dlgebra livre por um ideal. Mais especificamente, A = @, em que S C
A ¢ um conjunto gerador e I € o nicleo do unico morfismo de dlgebras
1: K{S} — A tal que i(s) = s, para todo s € S.

Em particular, fazendo S = A, temos A = @ para um ideal I C
K{A}.

Demonstrag¢ao. Seja S um conjunto gerador de A como espago vetorial, e
i: S — A inclusdo canonica. Pela propriedade universal da dlgebra livre
K{S}, existe tinico morfismo de algebras i: K{S} — A tal que i oig = i,
isto é, i(s) = i(s) = s para todo s € S. Temos que i é sobrejetora, pois
todo a € A pode ser escrito como

a= Z AsS = Z Asi(s) = Z Asi(s) = E(Z )\Ss)
ses ses ses ses
N

€eK{S}
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Portanto temos o isomorfismo de algebras

. K{5}

A=Tm(f)= =4

com I = ker(7). O

1.1.7 Algebra tensorial

Na algebra livre se constréi uma édlgebra partindo de um conjunto, e
essa algebra satisfaz uma propriedade universal. E possivel fazer algo pa-
recido a partir de um espaco vetorial; obtemos a algebra tensorial. Vamos
comegar por uma definicao baseada numa propriedade universal.

Definicao 1.1.22. Seja V um espago vetorial. Uma dlgebra tensorial é
um par (7y,iy), em que:

1. Ty é uma &lgebra;
2. iy : V = Ty é uma transformacao linear;

3. vale a propriedade universal: dadas A dlgebra e f: V — A transfor-
macao linear, existe tinico morfismo de dlgebras f: Ty, — A tal que
o diagrama comuta:

v ! A
xfT
Tv

foiv=Ff.

Tentaremos, entao, construir uma &dlgebra que satisfaca essa proprie-
dade universal. A construcao é parecida com a da algebra de palavras.
Vamos precisar de um produto que funcione como uma concatenagao; um
candidato que funciona é o produto tensorial.

Definicao 1.1.23. Seja V um espaco vetorial. Defina:

V=K,
vel.=v,

Ve .=V ®...QV , oproduto tensorial n vezes.
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Agora defina T (V) e iy por:

n oo
TV):= {Z)‘iwi [neN, N e K w, =v;1 ®...®vi7ni} = @V®"
1=1 n=0
v v = (V0n,1)5e

A notagao Z?:l Ajw; representa uma soma formal de tensores elementares
w;; podemos pensar como uma sequéncia em n € N de (somas de) tensores
de grau n em V®", tal que apenas uma quantidade finita de entradas é
nao-nula.

Frequentemente consideramos K, V,V®™" C @7 V" via inclusées
canoOnicas. Entao escrevemos, por exemplo, v € V para denotar um ele-
mento da forma (vd1 )02, € Do, VE".

Agora defina um produto em 7 (V) dado pelo produto tensorial
(U ®...0UR) RV ®...0V,) =U1 ... 0 Uy, QU1 V... U,
e estendido linearmente.

Nao é dificil checar que T (V) é uma dlgebra. Além disso, esta serd a
dlgebra tensorial no sentido da definigao [[.1.22

Proposigao 1.1.24. (T(V),iy) definidos acima formam uma dlgebra ten-
sorial.

Demonstra¢do. Sejam A uma algebra e f: V — A uma transformacao
linear. Seja {ex}rca base de V.
Defina, paran € N, f,: V x ... xV — A por

—_———

n vezes

fn(ekn"'ae}\n) = f(e)q) "'f(eAn)

e estenda linearmente em cada entrada. Como f é n-linear, pela propri-
edade universal do produto tensorial, existe tnica transformagao linear
fn: VO — A dada por

fnlex, ®...®ex,) = flea,) ... flex,)

Defina também fo: V& = K — A por fo(a) = ala.
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Por propriedade da soma direta, existe tnica transformagao linear
f: @), Ve — A dada pmﬂ

(Z Z Qrpn, €3 @ ® An>

n /\1
=> Z axa Su(er, @ @ey,)
n )\1
=a1A+Z D anioauflen) . flex,) .
n>1 A1 An

f é morfismo de &lgebras, pois:

<Z Z Xy .. An 6A1®"'®e>\n) (Z Z 5)«.4.)\(", e>\’1®"'®6/\§L>

n o Ap.. n’

Z Z Qg .. Aﬂx..xn,€A1®-~~®6An®e%®---®e%/
n,n’

)\I

=> Z @ Bxpar, flea) - flex)flex) - flen )

n,n’ A1 An
AN

<Z Z axia, flexy) ... flex ><Z Z B 6A'1)---f(€A;L,)>

noAi.. n’

= <Z Z QxpAn €A1®"'®6An> (Z Z Bap.ar, ex @ '®€x;,>-
n o Ap.. n’

Além disso, temos que f oiy = f. De fato, para todo v € V, escreva
v =), ayey como combinagao linear dos vetores da base acima. Temos:

=f<z) Ssften (zm): W

Por fim, f é tinico com essa propriedade. Se existisse outro morfismo

4Considera-se que para n = 0, a expressio ex, ®---®ey, significa 1g.
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de dlgebras g: P, VE" — A com goiy = f, terfamos

(Z Z Uayng € Q- @ M)

n o Ai..
:Z Z 00\1“.)\”9(6)\1)"'g(ekn)
n Ai...Ap
=> Zoé,\1 A flen) . flen,)
no o Ai..
f(Z Z Qrpd, €3 @0 ® M) :
n o Ai..
Entéo g = f. O

Proposigao 1.1.25. Seja A uma dlgebra. Entdo A é o quociente de uma

dlgebra tensorial por um ideal.
Mais especificamente, A = TTA)

I € o miicleo do inico morfismo de dlgebras i: T(A) — A tal que i(a) = a,

para todo a € A

, em que A visto como espago vetorial e

Demonstrag¢ao. Considere A algebra e ¢ = Id: A — A linear. Pela propri-
edade universal da dlgebra tensorial, existe tnico morfismo de lgebras 7
tal que i(a) = a, para todo a € A. E imediato que 7 é sobrejetora. Entio
temos o isomorfismo de algebras

com I = ker(3). O

1.2 Coalgebras

Nesta secao dualizaremos o conceito de dlgebra. Obteremos as codlge-
bras, com toda a estrutura que a acompanha analoga a das dlgebras. A
dualizacao corresponde ao seguinte: ao escrevemos uma propriedade em
termos de diagramas comutativos, a propriedade dual é obtida invertendo-
se as flechas nos diagramas.

1.2.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 1.2.1. Uma K-codlgebra é uma tripla (C, A, ¢), em que
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1. C' é um K-espago vetorial;
2. A: C = C®C ee: C — K sao transformagoes lineares;

3. e os diagramas a seguir comutam:

c 2 CeC
et o

A Id®A C@K A K@C
W W

;' o(e®Id)oA=1d

[dRA)ocA=(A®Id)c A
( ® )O ( ® )O (p:lo(Id@&)OA:Id,

em quem @y, @, sao as mesmas da defini¢ao[1.1.1] e suas inversas sao
dadas por

¢, T K®C—C
0, 1 CRK—C,

com ¢, '(lg®c) =ce ¢, (c® 1g) = c para todo ¢ € C.

Além disso, diz-se que a K-codlgebra é cocomutativa se o seguinte dia-
grama comutar:

ToA=A.

Para simplificar a notagdo, muitas vezes enunciamos que C' é uma codl-
gebra e fica implicito o corpo K. E os morfismos do coproduto e da couni-
dade serao usualmente denotados por A e €, ou A¢ e e¢ se houver risco de
confusao. Frequentemente definimos A e ¢ apenas nos elementos da base;
fica implicito, entao, que sao estendidas a transformagoes lineares em todo
o espago C.
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Proposigao 1.2.2. A counidade € unica. Isto é, se (C,Ae) e (C,A,e")
sdo codlgebras, entdo € = ¢'.

Demonstra¢do. Primeiramente, note que para todo f: C — K, temos:

foprt =pko(ldk ® f)
foor' = pxo(f®ldk) .
De fato, mostra-se que sao iguais aplicando em elementos ¢ ® 1x e 1x ® ¢
respectivamente, com ¢ € C. Obtém-se f(c) nos dois lados, nas duas
equagoes.
Assim, temos:
e =¢olde
= op;lo(e®lde)oA
=pxo(ldg ®e’)o (e ®Ide) o A
=ugo(e®e)oA

e=c¢olde
:5090;10(Idc®61)0A
=pgo(e®@Idg) o (Idc ®e’) o A
=puxo(e®e)oA

Logo e =¢'. O
Veremos alguns exemplos de codlgebras a seguir. Neste mesmo capi-

tulo, em outra segao, serao apresentadas outras construgoes envolvendo
codlgebras.

Exemplo 1.2.3 (K é uma codlgebra). O corpo K é uma codlgebra com
coproduto e counidade dados por

AK(O() =

EK(Oz)

(1 ® 1k)

e
@
Exemplo 1.2.4 (Uma estrutura de codlgebra para qualquer espaco veto-
rial). Seja V um espago vetorial. Defina as transformacoes lineares

AV -VRV e: V=K
VU v 1g .
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Checamos abaixo a comutatividade dos diagramas de coalgebra:

(Id@A)oA( J=vRv®v=(A®Id)oAv)
¢, o(e@ld)oAv) = (U)v— I]K'U_'U
v, o (ld@e) o A(v) = ve(v) =

Dessa forma, V' é uma codlgebra com a estrutura acima.

Exemplo 1.2.5 (Codlgebra da poténcia dividida). Seja V um espago veto-
rial com base {c,, }5°_. Defina as transformagoes lineares A: V - V@V
ee: V — K por:

e(em) = 00,m

:Zc’i®cmf’i
i=0
=cg®cm+c1R®cm_1+...+cm @y

= Z CZ'®CJ'.

i+j=m
1,720

Vamos conferir a comutatividade dos diagramas de codlgebra. Basta fazer
isso para os elementos da base:

(A®Id) o Aley,) = Z (A®Id)(¢; ® )
j+l=m

Z Z c Qe X

JjHl=mit+k=j

= Z C Qcr

i+k+l=m

(Id®A) o Alcy) = Y (Id® A)(e; @ ¢))

i+j=m

Z Z ¢ Qe X

itj=m k+l=j

= Z c; R e

i+k+l=m

= (A®Id)oA(cy) = (Id® A) o Alep)
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¢, to(e®Id) o Alem) = ¢, o (e ®1d) <ch®cm 1)

S(CZ‘) *Cm—i

p”qs

0

.
Il

00,i * Cr—i

.

s
I
o

Il
o
3

o, to(ld®e)oAlen) = ¢, to(Id®e) <Zcz®cm z)

Portanto V' é uma codlgebra. Com essa estrutura, V' é chamada codlgebra
da poténcia dividida.

Exemplo 1.2.6 (Codlgebra das matrizes). Denote por M um espago
vetorial de dimenséo n? e base {eij: 1 <i,j < n}. Defina o coproduto e a
counidade nos elementos da base por:

A MS — M@ MS e: M —- K
Aleij) = 20— €ip @ ep; elei) = dij -

Vamos verificar a comutatividade dos diagramas. Novamente, como se
tratam de transformacoes lineares, basta conferir para os elementos da
base.

(A@1d) o Ale;) = > (A@1d)(es ® e))
p=1
n

E €ig ® €qp @ €p;
1g9=1

[
NE

p
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(Id® A) o A(es;) = zn:(ld ® A)(eiq ® eq;5)

q=1
n n

z_: Zezq @ egp @ €pj

— (A®Id)oA=(Id®A)oA .

Além disso, temos:

o1 o (e®@1d) o Aes;) = ¢, o (e @ 1d) <Z @)

I
M=

e(eip) - epj
1

=
Il

I
M=

dip " €pj

S
I

¢, to(ld@e)oAleyy) = ¢ T o(ld@e) <Zezp®em>

= Zeip ~e(ep;)

1.2.2 Notacao de Sweedler

A notagdo de Sweedler é uma maneira abreviada de se escrever o copro-
~ n
duto. Nessa notagao, escreve-se o elemento A(c) = >"" | ¢1;Qca; € CRC
como

A(C) = ZC(l) (4 C(2)

(&

As vezes escreve-se também A(c) = ¢y ® ¢(2) ou mesmo A(c) = ¢; @ ¢z
para abreviar, quando nao ha confusao.
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Devido & coassociatividade, os elementos de C ® C ® C'

(A@Id OA ch(l) @ c1)(2) @ C(2)

c ('(1)

(Id® A)o A(c 220(1)@96(2 (1) D €(2)(2)

c 6(2)

sao iguais, e na notagao de Sweedler, sao ambos escritos como
Az(e) = ey ® ez @ ey
c

em que Ay = (A®Id)o A= (Id® A) o A.

Da mesma forma, usamos a coassociatividade diversas vezes e obtemos
=(A®Id®Id)oc(A®Id)oA
(Ide A®Id) o (A®Id)o A
=(A®Id®Id)o (Id® A)o A
(IdeA®Id)o(Id® A)o
( )o( )
( )o( )

I[deIld® Ao (Id® A)o A
IdId® Ao (A®Id)o A

entao todos esses 6 morfismos, em que o A aparece 3 vezes, sao iguais. E
o elemento Az(c) é denotado por

As(e) =) ey ® @) @) @ ey -

Defina
Al :=A
Api1:=(A®Id") o A,

paran > 1eld" =1d®...®1Id (n vezes, e se n = 0, entende-se que o
termo Id" desaparece da expressdo). Pode-se mostrar por inducao que é
possivel reescrever A,, trocando a posicdo em que os A’s aparecem, como
fizemos com As.

Proposigao 1.2.7. Vale a coassociatividade generalizada:
1. A1 =(Id°P @ A®Id"P)o A, Vp=0,1,...,n,Vn > 1

2. Apy1= (A, ®Id)o A,V >1
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8 A, =Id" @A Id" "™ o A,
Vn>2 Vi=1...n—1, Vm=0,...n—1 .

Demonstragao.

1. O caso p = 0 é a definicao de A, 7. O caso n = 1 segue da coas-
sociatividade Ay = (A ®Id)o A = (Id ® A) o A. Assumimos que a
férmula vale para n — 1, com n > 2. Isto é,

HI) A, = (I @ AQId" " P)o A, , ¥p=0,1,...,n—1.

Seja p entre 1 e n. Provaremos a féormula para n. Temos p — 1 entre
0Oen—1, e vale:

(IdP @ A®Id""P)o A,

= (" QA" P)o(IdP '@ ARIA"P) oA,

(1P @ Id®A)@Id" ) o (I ' @ A Id"P) o A,y
(I '@ ([d@A) o A)@1d" ) 0 A,y
1" '@ (A®Id) o A)®Id" P) o A,
P9 ARIA" P D)o (1P '@ A®Id" P) oA,y
P '@ Agld" P Y)o A,

(
(

Repetimos essa conta para qualquer p’ entre 1 e p. Aplicando o

resultado acima para p’ = p, p’ = p—1, ..., p’ = 1, conseguimos
trazemos o A a esquerda da composicao para a esquerda das Id’s até
obtermos:

1P @ ARIA"P)o A, = (1P '@ A ld" P Y)oA
= (P 2@ AId" ") A

n
n

'@ Aeld" HoA,
=(A®Id") oA,
:An+1 .

Portanto, o item 1. fica provado.

2. Vamos provar por indugao em n. O caso n = 1 recai na coassociati-
vidade. Suponha vélido para n — 1, com n > 2, isto é,

(HI) Ap = (Ap_1 ®Id) o A .
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O caso n fica:

Apir = (ARIdM) oA,

E

"(A®TdY) o (Ap_ ®1d) 0 A
(A@Id" ' ®Id)o (A, 1 ®Id)o A
= (A®Id" M oA,1)®Id) oA
(A, ®1d) o

3. Seja n > 2 fixo. Vamos provar, por indugao em i, que a igualdade
vale para qualquer m = 0,...,n — 1. De fato, para i = 1, recaimos

no item 1. desta proposicao. Assumimos que a igualdade seja véalida
para ¢ —1, com ¢ > 2:

HD) A, = (Id" @A @IA" ") o Ay .

Provamos agora que vale para i. Seja m entre 0 e n — i. Temos

2 1™ @ Ay @ 1A 0 Ay

[I=

Id™ @ Ay @A™ ™ ) o (Id" @ A@Td" ™ ™) 0 Ay
(Idm ® Az 1@ ™) o (™ @ A®Id" ™) o A,
= (A" ® (A1 ®@Id) o A)®@Id" ™) 0 A,

(Idm®A QI "™ o Apy

(|

e isso conclui a indugao.

Essa proposicao (item 3. aplicado a m — 1) nos permite escrever:

ZC(l) Q... B Cn)
= Ay(c)
= (d™ ' @A @Id" MDY o AL (c)

_ (Idm71 QA1 ® Idnfiferl) (Z C(1) ®R...x C(m) ... C(ni))

C

—ZZ%)@ (m-1) ® C(m)(1) @

c C(m)

O Cm) (i) D Cmt1) - @ i
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coml<i—1<nel0<m-1<n-u.

Assim, se temos uma expressao envolvendo c(y),...,c(,) (resultante
da composigao de uma transformacio linear com A, _;1), podemos rees-
crever os simbolos c(;)’s mantendo c(yy, ..., ¢(p—1) como estao, trocando
Cim)s -+ C(m+i) por C(m)(1)y - -+ C(m)(4) e trocando C(m+it1)y -1 C(n) por
Clm+1)y -5 C(n—i)-

Com isso, podemos reescrever expressoes envolvendo

An—l(c) = Zc(l) Q...Q C(n) 5

c

como por exemplo:

> eleq)e@e(e)

c

=g o(ld@p, Ho(ewld®e) (Z EORSEORS C(s))

c

= (pl—l o(Id® @7_71) o(e®ld®e) Z c1) ® c2)(1) ® ¢2)(2)

C,C(Q)

= Z elcay)emelce)y @)

€.c(2)
=Y elew) | Y coowele@@)
c c(2)
= elew)ew)
(&
=C .

As ultimas igualdades seguem do axioma da counidade.

1.2.3 Subcoalgebras, coideais e morfismos

Dualizaremos os conceitos de subélgebra, ideal e morfismos, que foram
escritos de maneira categdrica. Obteremos desta forma as subcodlgebras,
coideais e morfismos de coalgebras.

Definicao 1.2.8. Seja C' uma codlgebra. Uma subcodlgebra D de C' é um
subespago vetorial tal que A(D) C D ® D.
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Observagio 1.2.9. (C, Al , €|) é uma codlgebra. Note que no caso das
algebras, nem sempre a subdlgebra é, por si s6, uma dlgebra (com unidade),
como visto na observagao [.1.10] da defini¢ao [I.1.9]

Definicao 1.2.10. Seja C uma coalgebra. Um subespaco vetorial I de C
é:

1. um coideal o esquerda de C' se A(I) C C ® I;
2. um coideal 4 direita de C' se A(I) C I ® C;
3. um coideal de C,se A(I) CCRI+I®Cec(l)=0.

Observagao 1.2.11. A condicao e(I) = 0 em 3. é imposta para que seja
possivel definir uma estrutura de codlgebra no quociente % Essa estrutura
é vista na secgao [1.2.7]

Definic¢ao 1.2.12. Sejam (C, A¢,ec) e (D, Ap,ep) duas codlgebras. Uma
fun¢ao K-linear f: C' — D é um morfismo de K-codlgebras se os diagramas
abaixo comutarem:

c ! D c ! D
Ac Ap K
cCeC D®D

Apof=(f®f)oAc epof=cec.

Proposigao 1.2.13. Seja (C,Ac,ec) uma codlgebra. Seja I C C um
subespaco de C. Entao:

1 € coideal a direita e & esquerda de C sse I € subcodlgebra .

Demonstragdo. Basta observar que (C @ I)N(I® C)=1® I. Assim:

Al)CC®I
Heow sse A(I)CI®I.
A(l)CIwC

O

Proposigao 1.2.14. Sejam C e D codlgebras e f: C — D morfismo de
codlgebras. Entao:



1.2. Codlgebras 33

1. Tm(f) € subcodlgebra de D;
2. ker(f) € coideal de C .
Demonstragao.

1. Im(f) é um subespaco vetorial de B. Seja ¢ € C. Como f é morfismo
de codlgebras, Ap o f = (f ® f) o Ac, e portanto

Ap(f(c)) = f® f(Ac(e) = fleq)) @ fle)) € Im(f) @ Im(f) .

Dessa forma Ap (Im(f)) C Im(f) ® Im(f), e portanto Im(f) é sub-
codlgebra de D.

2. ker(f) é subespago vetorial de C.
Vamos mostrar que e(ker(f)) = 0. Seja ¢ € ker(f). Temos que

e(c)=¢epo flc)=¢ec(0)=0.

Agora vamos verificar que Ag(ker(f)) C ker(f) ® C' + C @ ker(f).
Seja ¢ € ker(f). Temos

Ap(f(e)) =Ap(0) =0,

portanto, como f é morfismo de coalgebras,

(f© Ac(e) = Ap(f(e) =0.

Assim, Ag(c) € ker(f ® f). Como ker(f ® f) = ker(f) @ C 4+ C ®
ker(f), temos entao Ac(c) € ker(f)@C+C®ker(f). Segue, portanto,
que Ac(ker(f)) C ker(f) ® C + C ® ker(f).

Portanto, ker(f) é um coideal de C.

1.2.4 Teorema fundamental das coalgebras

As codlgebras tém uma finitude intrinseca, expressa pelo teorema fun-
damental das codlgebras. Esse teorema diz que todo elemento de uma
codlgebra estd contido numa subcoalgebra de dimensao finita. Para mos-
trar esse teorema, vamos comegar com alguns lemas simples.
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Lema 1.2.15. Seja V' um espago vetorial. Sejat € V@V ® V. Podemos
escrever t como uma soma finita

t:ZCi®xij®dj ,
0,J
com {c;} e{d;} LI’s.

Demonstragdo. Seja t = >, yr @ 21 @ w. Tome uma base {vy} de V.
Escrevendo os vetores yi, e wy como combinagao linear dos vetores da

base, temos
t= 335 aiun)vr @ 5 @ ag(wn o -
ki g

Passando as constantes para a entrada tensorial do meio, temos a soma

finita
t = Zvi ® (Z ai(yk)aj(wk)zk> ®vj .
@] k

Escolhemos como ¢;’s os termos v; da soma finita em 4, como d;’s os finitos

termos v; e como x;;’s os termos da entrada do meio do tensor. Temos
a P . .. . ,’ .’

entaot—zi’jcl(@x”@dj,comos ¢;’s LI e os d;’s LI O

Lema 1.2.16. Sejam U e V espacos vetoriais, e sejam X CU eY CV
subespagos. Considere um elemento t € U @ V', que pode ser escrito como

t:Zuk®vk€U®V,
k=1

com os ug € U e vy € V. Entao:

Lt=) wu@ueU®Y ew’s LI = v €Y, Vk;
k=1

2. t:Zuk@)vkeX@V evr’s LI = wup € X, Vk.
k=1

Demonstragao.

1. Estenda os ux’s a uma base {uy: @ € A} de U. Entdo U ® Y =
YA =@, Y (soma direta externa), com isomorfismo @ (3, ua ® za) =
(Za)aen. Logo, se > 7 up®@uy, € URY, entdo temos @ (D) _, up @ vg) =
(Vo) aen € Y(A), em que vy = U Se Uy = Uk € Vq = 0 caso contrario.
Dessa forma, v, € Y, para todo k.
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2. E anslogo ao anterior, estendendo os vj’s a uma base {ug: o € A}
de V e considerando o isomorfismo X @ V = X(A) = Dacr X (soma
direta externa) dado por ® (}°, o ® Vo) = (Ta)aeA- O

Teorema 1.2.17 (Teorema fundamental das codlgebras). Todo elemento

c € C de uma codlgebra estd contido em uma subcodlgebra de dimensdo
finita.

Demonstracdo. Escreva, pelo lema Ag(c) = 32, ;¢ ®@ ij ® dj, to-
mando os ¢;’s e d;’s LI. Denote por X o espago vetorial de dimensao finita
gerado pelos z;;’s. Como temos ¢ = (e®Id®e)(Asz(c)) (veja a se¢io m
sobre notacao de Sweedler), entdao ¢ =3, ;e(c;)zie(dy) € X.

Resta mostrar que X é uma subcodlgebra. Precisamos mostrar que
para todo z;;, tem-se A(x;;) € X ® X. Note que

(A ®1d ®1d)(As(c) = (Id ® A ® Id)(As(c)) = (Id @ Id ® A)(As(c))

Vamos aplicar o lema [1.2.16] considerando C @ C®@ X C CC®C e
C® X C C ® C subespagos. Temos:

Zci (2] A(.T”) ®d; = ZA(CI) ® Tij @ dj

%) (%)

= ) (ZCZ‘(@A(CCU‘)) ®d;j=)»_ (ZA(@)@MW-) ®di € (CRC®X)®C

J

er2B2T08™ 0 o Afei) = S Ale) ©ai; € COCOX , V)
= Y @A) eC(C®X), V)

lemgﬂA(mzj) eC®RX, Vi,j.

Também usamos o lema [1.2.16] considerando os subespacos X @ C ® C' C
CRCRCeX®(CCC®C. Temos:

D @A) @d; =Y e @3y ® Ady)

i,5 %,
== ZCi®<ZA($z‘j)®dj>_Zci@)(inj@A(dj))EC@(X(X)C@C)
i J i 7
ereB2 IS Ay 0 d; = e @ Ad) eX@COC, Vi
J J
= > Alwy)®d; €(X®C)®C, Vi

J

lem@A(mu) eXC s Vi7j .
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Note que X ® C' e C ® X sao subespagos de C' ® C, por isso aplicamos
o lema [1.2.16| acima. Logo A(z;;) € X ® X, e X é uma subcodlgebra de
C. O

Observagao 1.2.18. Para dlgebras, nao vale que todo elemento esta contido
numa subdlgebra de dimensao finita. Basta considerar A = K[z], a dlgebra
dos polinémios na varidvel x com coeficientes em K. Temos que z € K[z],
mas 2 nao estd em nenhuma subédlgebra de dimenséo finita de K[z]. De
fato, se estivesse em uma subdlgebra X de dimensao finita, os polindmios
22, 23,... deveriam estar também em X, e terfamos um subconjunto LI
infinito em X. Obtemos, entao, uma contradicao com o fato de X ter

dimensao finita.

1.2.5 Coalgebra co-oposta

Seja C' uma codlgebra. De forma dual ao caso da algebra oposta, defi-
nimos o coproduto co-oposto

AP — 16 A

com7: C®C — C®C o operador de transposigao, dado por 7(c; ® ¢3) =
co®cq. Vamos ver a seguir que (C, AP ) é uma codlgebra. Chamaremos,
entao, C°°P quando estivermos tratando C' munido do coproduto co-oposto
Acop-

Vejamos a comutatividade dos diagramas:

(Id @ A®P) o AP = (Id @ (T o A)) o (T o A)
(Id®7)o(Id®@A)oTo A
(Id®7T)oTcgc,co (A®Id)o A

T(lg?)O(A(X)Id)OA,

3

(AP 1d) o AP

(toA)®@Id)o (T0oA)
TRId) o (A®Id)oT0 A
T®Id) o700 o (Id®@ A)o A
:T(égi)o(Id@)A)oA.

=
=

Assim (AP @ Id) o AP = (Id ® AP) o AP, O diagrama da counidade
fica:
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oto(Idog)o AP = to(Idog)oTo A
=y torcgo(cold)o A
:(p;lo(soId)oA
=1d,
e a comutatividade do outro diagrama da counidade é obtida de forma
analoga. Repare que:
pilotex = (gg  ow) " = (keoop) = ot

prlomke = (g o o)t = (ko) =gt

1.2.6 Coalgebra do produto tensorial

Sejam C' e D codlgebras. Definiremos uma estrutura de codlgebra para
C' ® D a partir das estruturas de C e de D.
Defina o coproduto por

Acgp = (Ide @ 7¢,p @ Idp) o (Ac @ Ap)
e a counidade por
Ecop =k © (Ec ®ED) -
Aplicando em elementos, com ¢ € C e d € D, ficamos com:
Acep(c®d) = cn) ® da) @ ¢z) © dz)
ecep(c®d) =ec(c) -ep(d) .
Vamos checar a coassociatividade:
(Idegp ® Acgp) © Acep
= (Ide ®Idp @ Ide ® 7¢,p ® Idp) o (Ide @ Idp @ Ac ® Ap) o
o(Ide ® To.p ® Idp) o (Ac ® Ap)
= (Ide¢ ® Idp ® Ide ® 7¢,.p ® Idp) ©
° (Idc ® ((Idp ® Ag) o 7¢,p) ® AD) o (Ac ® Ap)
= (Ide¢ ® Idp ® Ide ® 7¢,p ® Idp) ©
o (e ® (roec,p 0 (Ao ©@1dp)) © Ap ) o (Ao & Ap)

I
/—:]
==
VAN
ww
SN
B o
oo

142356

)
(
)OT(123456)O(IdC®AC®IdD®AD)O(AC®AD)
)
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(Acgp ®Idegp) o Acep
= (Ild¢ ® 7¢,p ®1dp @ Ide @ 1dp) o (Ac ® Ap @ Ide ® Idp) ©
o(Ide @ To,p @ Idp) o (Ac ® Ap)
= (Id¢ ® 7¢,p ® Idp @ Id¢ @ Idp) o
° (Ac ® ((Ap ®1d¢) o 70,p) ® IdD) o(Ac®Ap)
= (Ide¢ ® To,p @ Idp @ Idc ® Idp) o
° (AC ® (r¢,pep © (Ide ® Ap)) ® IdD) o (Ac ® Ap)
=70 23439 0(ldoge @7e,pep ©@1dp) o (Ac @ lde ® Ap ®1dp) o (Ac ® Ap)
yorzsaseo(Ac®lde®Ap®1dp) o (Ac® Ap)

124536

=T(123456)O(Ac@Idc@Ap@IdD)O(Ac(X)AD).

142536

Assim (AC’@)D & IdC®D) o AC@D = (IdC®D X AC’@D) o AC’@D-
Para a counidade temos:

%1 07®1D o(ecgp ®Idegp) o Acgp
=1 cap © ((MK o(ec ®ep)) ®IdC®D> o Acep
= ¢, cap o (b ®Ide ®@1dp) o (ec ®ep ®Ide ® Idp) o
o(lde ® To,p ®Idp) o (Ac ® Ap)

= ¢ Calp © (px ® Ide ®1dp) o

° (50 ® ((ep ®1dg) o T0.p) ® IdD> o(Ac® Ap)
= ¢y Gap © (ux @ 1de ®1dp) o

o (ec ® (rox o (Idc ® ep)) ®IdD) o (Ao ® Ap)
= C_(E;D o (g ®Ide ®1dp) o (Idg ® T x @ Idp) o

o(ec ®1do ®ep ®1dp) o (Ag ® Ap)

= (¢, 61 ®p, p)olec®@lde ®ep ®@1Idp) o (Ac ® Ap)
=1Idc ® Idp = Idegp -

O outro diagrama da counidade é andlogo. Note que no final da secao

[[-1.5 obtivemos

(Idg @ Tk, 4 @ Idp) 0o (Ax ® Ida ® Idp) o1 aeB =91 A® ¥ B
(Ida @ T g ®Idg) o (Ida ® Idp ® Ak) 0 @y agB =r AQ¢r B,

onde Ag: K - K® K é dada por Ag(\) = A(1g ® 1k). Invertendo essas
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relagoes (e trocando A por C' e B por D), obtemos:

P C&}D o (ug ®Ide ®@Idp) o (Idx ® ¢ x ® Idp) = o 61 ® ) Bl
¢, cap © (lde ®1dp ® px) o (Ide ® T,p ®1dx) = 0, @ ¥, »

-1 _ -1 -1
em que pug = Ay, Tk.c = TCK € Tpg = TK,D-

1.2.7 Codalgebra quociente

Dada uma coalgebra C' e um ideal I, construiremos uma estrutura

de coalgebra para o quociente % Essa estrutura respeitard a projegao

canodnica, no sentido que a projecao serd um morfismo de codlgebras.
Proposigao 1.2.19. Sejam C codlgebra, I C C coideal e w: C' — % oa

projecdo canénica, que € morfismo de espacos vetoriais. Entao eriste uma

unica estrutura de codlgebra em % tal que a projecao candnica ™ seja um

morfismo de codlgebras. Essa estrutura € dada por:
Ac(e) =2n) @)
ec(c) =e(c) .

Demonstra¢ao. Vamos comegar verificando que Ac¢ e de ec estdo bem
I I
definidos. Considere as transformacoes lineares

7T®7TOA020—>%®%
z’:‘c:C%K .

Temos que I = ker(m). Como I é coideal de C, temos que
ec(l)=0 = I Cker(eo)
e também
(r@m)oAc(I) C (r@T)(I®C+C®I) =0 => I Cker ((r@7)0A¢) .

Como o coideal I é anulado por e¢ e por (7 ® ) o A¢, podemos definir
essas transformacoes lineares no espago vetorial quociente % e concluir que
existem transformagoes lineares

C C C
EQZ%—HK
T
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tais que:
Agorm=(r®m)oA¢
Ag (@) = (r@m)(ca) ©cw) = Tm) @ %)

Ecom=¢€g
I

eg(E) =ec(c) .
Assim, os morfismos Ac eec estao bem definidos, e 7 satisfaz os
diagramas comutativos da deﬁmgao de morfismo de codlgebras.
Vamos verificar que satisfazem a coassociatividade e a counidade. Para
a coassociatividade, basta ver que:

(Ac ®Ide)oAc(e) = (Ac ®1de)(cn) ®Cz))

=C1)(1) D)2 ¥ C2)
=(r@7Tm)(cyn) ®cuye) @ @)
= (m@7R7)(ca) @ ce)y1) @ Cc@)2)

=) ®Ce)1) ©C)(2)

=lde ® Ac(cy ®Cz)

= (Id% ®A%)OA%(E) .
Para a counidade,

prlo(eg @lde)oAc(e) = ¢ ' o (ce ®@1de)(em @ o)

= 80(0(1)) 072)
=ecolc)) ¢
=z,

e de forma andloga
(pfl O(E% ®Id%)OA%(E) =cC.

Por fim, verifiquemos a unicidade. Se A e € sdo coproduto e counidade
em % tais que m é morfismo de codlgebras, entdao temos:

A@) =Aon(c)
= (r@7)(Ac(c))
=Ac om(c)

Ac (@),

~Q

~Q
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O

Suponha que temos uma transformacao linear f: U — V entre espagos
vetoriais, e um subespaco I C U. Se f anular I, entao é possivel passar f ao
quociente, ficando com f: % — V tal que f(uw) = f(u) para todo u € U.
A préxima proposicdo é uma versao desse resultado para morfismos de
codlgebras.

Proposigao 1.2.20. Sejam C, D codlgebras, I C C um coideal e m: C' —
% 0 a projecao canonica. Se f: C — D € um morfismo de codlgebras tal
que I C ker(f), entdo existe um tinico morfismo de codlgebras f: % — D

tal que

o

C— M

.

For=f.

Demonstra¢ao. Como f: C — D é uma transformacdo linear com I C
ker(f), entdo existe uma tnica transformacio linear f tal que f o = f,
isto é, f(¢) = f(c) para todo c € C.

f é morfismo de codlgebras, pois:

AD07(E)ZADOJ‘.(C)
=(f® f)oAc(c)
= fleq) ® fle)

)
f(T)®f( )

!

[

~IQ
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Falta apenas verificar a unicidade da f. Se g: % — D for outro mor-
fismo de codlgebras com gom = f, entao

9@ =gom(c) = f(c) = f(0)
para todo ¢ € % Portanto § = f e a unicidade fica provada. O

Coroléario 1.2.21. Sejam C, D codlgebras e f: C — D morfismo de
codlgebras. Entao

- C

— 1
ker(f) m(f)
a f(a)
€ isomorfismo de codlgebras, e portanto

C
ker(/)

>~ Tm(f) .

Demonstragdo. Basta considerar I = ker(f) na proposicido anterior, e f é
morfismo de codlgebras. Para mostrar que é bijecao, a sobrejetividade é
imediata e a injetividade vem de

f@) =0 = f(c)=0 = ccker(f) = ¢=0. O

1.3 Duais de algebras e coalgebras

Algebras e coslgebras sio espacos vetoriais com estruturas adicionais.
E possivel tomar o dual, considerando-os do ponto de vista dos espagos
vetoriais. Relembrando, o dual de um espago vetorial V' é o espaco vetorial
das transformagoes lineares de V' em K, denotado por V*, e a transposta
de uma transformagao linear f: U — V é a transformagao linear f*: V* —
U* tal que f*(¢) = ¢ o f. O conjunto das transformagoes lineares de U
em V ¢é denotado por Homg (U, V).

Acontece que o espaco dual também herda estruturas de dlgebra ou
codlgebra do seu espaco original, da seguinte forma:

e O dual de uma codlgebra é uma algebra;

e O dual de uma algebra é uma codlgebra (com certas ressalvasED.

5A 4lgebra deve ter dimensdo finita, ou entdo, o dual considerado é o dual finito, a
ser definido na segao
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A ideia para obter uma estrutura para o dual é transpor os morfismos
das estruturas do espaco original. Por exemplo, dadas A algebra e C
codlgebra, temos

piA®AS A AT (A A)

n:K— A n* A — K*
A:C—-CoC A*: (CoO)" = C*
e:C—>K e K= C* .

Ao transpor esses morfismos, as flechas sao invertidas. Isso explica
essa mudanga de dlgebra para codlgebra no dual e vice-versa, ji que os
morfismos que definem a codlgebra, por exemplo, sao semelhantes aos da
algebra, mas apontam em sentido contrario. E necessario, no entanto,
identificar K com K* e (A® A)* com A* ® A*. A primeira identificagao é
natural, via o isomorfismo

& K- K
A= multy ,
em que multy(a) = X\ a.
No entanto, a outra identificagdo A* ® A* = (A ® A)* trard algumas
dificuldades e nao serd valida sempre. Veremos que ha uma injegdo A* ®

A* = (A® A)*, que nem sempre é sobrejecao. E no caso particular de
dim(A) finita, essa injegdo é um isomorfismo.

Lema 1.3.1. Sejam M, N eV espacos vetoriais sobre K. Considere as
transformacades lineares:

¢: M* @V — Homg (M, V)
o(f ®@v)(m) = f(m)-v
¢': Homyg (M, N*) — (M @ N)*
¢'(9)(m®n) = (g(m))(n)
0: M*@ N* - (M ® N)*
0(f ®g)(m@n) = f(m)-g(n) .
Entao:
1. ¢ € injetora. Se V tem dimensao finita, entao ¢ € bijetora.
2. ¢ € bijecao.

3. 6 € injetora. Se N tem dimensdo finita, entdo 0 ¢é bijetora.
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Demonstragao.
1. (¢ é injetiva:)
Seja x € ker(¢). Temos z = >, fr ® vy € M* ® vy, e podemos

escolher os v;’s LI. Dai

o(@) =0 = 0=g(z)(m) =) _ fu(m)vy Ym €M
k

2 g (m) =0 Vk,Ym e M
= fr=0 Vk
= z=0.

Logo ¢ é injetiva.

(Se dim(V') < oo, entao ¢ é bijetora:)

Seja {v1,...,v,} base de V. Seja h € Homg(M,V). Entao te-
mos h(m) € V e h(m) = Y., a;(m)v;, com tunicos coeficientes
a;(m) € K. Esses coeficientes definem, na verdade, funcionais linea-
res a;: M — K. A linearidade vem da linearidade de h:

h(m1 =+ /\mg) = h(ml) + )\h(mg)
— Zai(ml + Amg)v; = Z(ai<m1) + Aa;i(m2))v;

= a;(m1 + Ama) = a;(m1) + Aa;(ma), Vi .
Entao, temos:

n

h(m) = Zai(m)w = dla; @vi)(m) = ¢ (Z a; ® w) (m) .

i=1
Logo h=¢ (> 1, a; @ v;) € Im(¢) .
2. (¢ é injetiva:)
Seja g € ker(¢').
d(g) =0 = 0=9¢'(9)(m®@n)=g(m)(n),Ym € M,Yn e N
= g(m)=0,Yme M
— g=0.
@' é sobrejetiva:
Seja h € (M ® N)*. Defina g: M — N* por g(m)(n) := h(im ®

n), para m € M en € N. Temos que g(m) € M* e que g €
Homg (M, N*). Portanto h = ¢'(g) € Im(¢’) .
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3. Seguede 1. e 2., comV=N*efl=¢ 0¢. O
Corolario 1.3.2. Sejam My, ... M, espacos vetoriais sobre K. Seja:

Op: Mi*®@...Q M) - (M;®...Q M,)*
en(fl ®®fn)(m1 ®-~-®mn) = fl(ml)"'fn(mn) :

Entao ¢ € injetora, e se todos os My,... M, tém dimensao finita, ¢ €
bijetora.

Demonstracdo. Por indugao em n. O caso n = 2 foi visto no item 3. da
proposigio anterior e o passo de indugao segue de 6,11 = 63 o (6,, ® Id):
X " . 0, ®1d . .
M*®..@M} @M, —— (M1 ®...®@ M,)* @ M, [,

9n+1

(M1®®Mn®Mn+l)* .

1.3.1 Estrutura de algebra para Homg(C, A)

Sejam A uma algebra e C' uma codlgebra. O conjunto Homg (C, A) das
transformacoes lineares de C' em A é um espago vetorial, e podemos equipé-
lo com uma estrutura de dlgebra. Defina um produto x em Homg(C, A),
chamado de produto de convolugdo, por

frg=pao(f®@g)oAc

fxg(c)=pao(f®g)oAc(c)
= flea)glee)

com f,g € Homg(C, A), e a unidade por
1Homy(c,A) =MACEC -

Proposigao 1.3.3. Com as defini¢oes acima, Homg (C, A) é uma dlgebra.
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Demonstragao. Para todos f, g,h € Homg(C, A) e A € K, temos:

(Bilinearidade do produto:)

fx(g+Ah)=pao(f®(g+Ah))oAc
=pao(f®g)oAc+Apaoc(f®h)oAc
=f*xg+Afxh

(f+Ag)xh=pac((f+Arg)©h)oAc
=pao(f@®h)oAc+Apao(g®h)oAc
=fxh+Agxh.

(Associatividade do produto:)
(fxg)xh=pao((f*g)®h)oAc
—MAO( pao(f®g) 0Ac)®h)oAc
= Ao( uao(f®g) OAC) (IdthoIdc)>oAC
=pao(pa®Ida)o(f®g®h)o(Ac®Ide)oAc
fr(gxh)=pao (f®(gxh))oAc
—MAO(f® pao 9®h)°Ac)>0Ac
(IdAof Ide) ® (,qu(g®h)oAc)>oAc
=pao(lda®@pa)o(f@®g®@h)o(Ide ® Ac)oAc .

AO

Como valem

tao(pa®Ida) =ugo(Idsa @ pa)
(AC ®Idc) oAg = (Idc ® Ac) oAc ,

obtemos (f * g) x h = f * (g *h).
(Propriedade da unidade:)

Note que pela propriedade da unidade para A e da counidade para C,
temos:

pao(na®@lda)oy; 4 =1Idy pao(na®Ida) =, 4
pao(Ida ®na)op, 4 =1da _ Mac (Ida ®@n4) =@, 4
<Pfcl o (ec ®Idg) o Ag =1de (ec®Idg)oAc =wi ¢

¢, bo(lde ®ec)oAc =1de (Idec ®ec) o Ac = ¢y ¢ -
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Portanto:

iomg(c.4) * f = pao ((nacec)® f) o Ac
:MAO((nAoIdKoec)(X)(IdAofoIdc))OAC
=pa0(Na®Ida)o(Idx ® f) o (ec ®1d) 0o A
=, 40(dg® f)og ¢
=f

S * THomy(c,a) = pao (f @ (nacec)) o Ac
= piao ((Idgo folde) ® (4 oldg oec)) o Ac
=pa0(Ildg®@na)o(f®Idg)o (Ide ®ec) o Ae
=, Ao (f®ldk) oy ¢

=f.
O

1.3.2 Estrutura de algebra para o dual de uma coal-
gebra

Dada uma coalgebra C'; podemos fornecer uma estrutura para o dual
C* = Homg (C,K) do mesmo modo que na se¢ao anterior, usando a estru-
tura de dlgebra padrao de K. O produto (de convolugao) * fica definido,
para quaisquer f,g € C*, por:

f*g=uK0(f®g)oAc

Zf (cy) - 9(ce2))

Lo = AC o6,
A unidade é dada por:
lgs =nrgoeg =Idoeg =¢e¢
ne= =e¢ 0§ .
Em cima, temos:
0:C*C*—= (CxC)"
£&:K—K*
dadas por 8(f ® g)(c®d) = f(c) - g(d) e £&(\) = multy, em que mult; € K*
¢ a multiplicacao por .
Além disso, hd um resultado sobre a transposta de morfismos de alge-

bras.
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Proposicao 1.3.4. Se f: C — D é morfismo de codlgebras, entdo f*: D* —
C* € morfismo de dlgebras.

Demonstracao. Dados p,q € D*, temos
[roxa)=(rq)of
@)« f (@) = (po f)*(qof).
Mas temos (p*¢q) o f = (po f) x (go f). De fato, para todo ¢ € C,

(o f)*(goN)e)=D (pof)lecaylae Nlee)

=(pxq)(f(c)) =(pxq)o f(c) .
Além disso,
f*(lp-) =1p-of =epof=cc=1c- .

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 1.3.5 (O dual da coélgebra das matrizes MS é M,). MS e M,
foram vistos nos exemplos e respectivamente.

Vamos calcular a dlgebra dual da codlgebra M¢. Sejam f,g € (Mg)*.
O produto (de convolugao) e a unidade sao:

frgleij) = px o (f @g) o Ales;)

_MKO f®g (Zezk®ek]>
_Zf ezk ek]

nk o e(eij) = nK(fSij) = dij -

O produto lembra um produto de matrizes e a unidade lembra a matriz
identidade. Tentaremos exibir um isomorfismo entre essa algebra dual
e a algebra das matrizes. Vamos definir, entdo, ®: (MS)* — M, por
®(h) = [h(esj)]ij. Temos

(fxg)=2(f)®(g)
D(ngoe)=1d,
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portanto ® é morfismo de dlgebras. Além disso, ® é um isomorfismo. De
fato, é injetiva pois seu ntcleo é nulo:
) ] p

h e ker(fb) — [h(ei]’)}ij = [O]lj — h(eij) = O,Vi,j — h=0.

E é sobrejetiva, pois qualquer matriz [a;;];; define um funcional f € (MS)*
por f(e;;) = a;j, e temos [a;;]i; = P(f) € M,.
Desse modo, (Mg)* = M,, como algebras.

Exemplo 1.3.6 (O dual da codlgebra de poténcias é K[[z]]). Seja C a
coalgebra da poténcia dividida, vista no exemplo Seja {em }_,
base de C. Temos

A(Cm) = Z Ci & Cm—;
i=0
e(em) = do,m -
Vamos explicitar a algebra dual C*. Dados f,g € C*, temos
frglem) = pxo (f®g)oAlem)
= > fle) - glens)
i=0
Lo~ (Cm) = E(Cm) = 5O,m .

Esse produto lembra o termo m-ésimo de um produto de séries de potén-
cia. Tentaremos encontrar um isomorfismo de C* na algebra das séries de
poténcia formais K[[z]]. Defina

O: C* = K[[z]]

f= Zf(cn) " .
n=0

Mostraremos que ® é um isomorfismo de dlgebras. A injetividade é con-
sequéncia de

o(f)=0 = if(cn)mnzo = f(cn)=0,YmeN = f=0.
n=0

Para a sobrejetividade, seja Y.~ jan,z™ € K[[z]]. Definindo a transforma-
¢ao linear nos elementos da base de C por f(c,) = a, para todo n € N,
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temos que Y, a,z™ = ®(f) estd na imagem de ®. Resta, entao, mostrar
que é morfismo de dlgebras. Isso ocorre porque dados f,g € C*, temos:

O(frg) =Y frglca) 2"
n=0

“S Y Flegley) o
o 2
- (i f(Cz')xi) ~ iog@)xﬂ
= q’(?) - ®(g) , :
B(1ee) = D(e) = ie(cn) "

= Z do.n " = 1g = Ik -

n=0
Com isso, o dual da codlgebra da poténcia dividida é isomorfo a dlgebra
das séries de poténcias formais.

1.3.3 Estrutura de coalgebra para o dual de uma al-
gebra

1.3.3.1 Dimensao finita

Seja A uma algebra de dimensdo finita. Daremos uma estrutura de
codlgebra para o dual A*. Nesse caso, §: A* ® A* — (A ® A)* é bije-
¢ao linear, como visto no lema m E possivel definir o coproduto e a
counidade para A* por

Agr=0"1o A
EAx = 5_1 © 77A* 5
onde
0:C*C* = (CxC)"
& K—-K*
sao dadas por O(f ® g)(c®d) = f(c) - g(d) e £(A) = multy (multy € K* é
a multiplicacao por \).

Verificaremos posteriormente que satisfazem a coassociatividade e a

propriedade da counidade. Primeiramente, precisaremos de um lema:
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Lema 1.3.7. Seja f € A*. Temos

Au(f) :Zgi®hi

para alguns g;, h; € A*. Entdo:
1. f(a-b) Zgl , Va,be A .

2. Se tivermos f(a-b) =32, gj(a)-h;(b), Va,b € A para outros g}, h; €

A*, entdo
Soon-Ygen.
( J

Demonstracao.

1. Para todos a,b € A, temos:

fla-8) = foualaeb)
(a

2. Se f(a-b) Zgl hi( 7Zg;(a)'h’(b) Va,b € A, entao:

f(a-b)z&(Zgi@)hi) (a®b) =10 (Zg;eah;) (a®b), Ya,be A

J

:6‘(5 gi®hi>:0(g g}@h;)
i J
== E gi®hi:E g; @ N,

% J

pois 8 é uma bijecao.
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Agora checaremos a coassociatividade e a propriedade da counidade, e
com isso obteremos que A* é uma codlgebra.

Proposicao 1.3.8. Se A € uma dlgebra de dimensdo finita, entdo A* €
uma codlgebra, com coproduto e counidade definidos por

como no comego desta se¢ao.

Demonstragao.
(Coassiciatividade:) Seja f € A*. Vamos denotar:

Aae() =3P e f

Aae(fV) = Z e
Age f(2 Z (2) ) @ f12)(2) _
Entao:
(AA* ® Id) oAy (f) _ Zf(l)(l) ® f(l)(2) ® fz(2)
(Id@AA* OAA* Zf(l)@) (1)®f(2)
Considere a bije¢do linear (pelo coroldrio do lema
O3: A QA" QA" - (AR AR A)*

03(91 ® g2 ® g3)(a1 ® az ® a3z) = g1(a1)g2(az)gs(as) ,

para todos gi1,92,93 € A* e a1,a2,a3 € A. Com isso, pelo lema [.37]
obtemos:

05((Aa- @1d) o Au(f))(a®@b®c)
fz Zf(”(” o) fPPwm) ) 1)
mzf” b)) ()

@f«a b)-¢)



1.3. Duais de algebras e codlgebras 53

03((Id ® Age) o A= (f))(a®@b®c)

_ Z (Z V) (1>(b)) FOO ()
TN 1 (@) 1P (- 0)
L fa-(b-0)) -
Portanto 05 ((Aa- @ Id) 0 Ag-(f)) = 03((Id ® Aa-) 0 Aa-(f)) e logo,
(Ag @Id) oAy = (Id®@ Aye) o Ay .
(Counidade:) Temos:
ear(9) =& ons(9) =€ (nacg) =gona(l) =g(la), Vg€ A*.

Seja f € A*. Usando a mesma notacdo de antes para A4« (f), temos:

(¢, " o(ea- ®Id) 0 Ay-) <ZEA f(2)>

_1 (Zf 1) ®f 2))
_ Zf(l 2)

(@ril o (Id ® Eax )O AA 71 (Z f(l) ®ea (2) )

= <Pr_1 <Z fi(l) ® fi(2)(114)>
=S P a) .

7

Logo, aplicando em a € A, temos:
(ot o lea @1 0 ) @) = 3047000 0@

TET (14 - a)
= f(a)
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(o "o @@en) 0 Aa) (D) (@) EDIRCI Y

@ﬂa 1)

= fla) .

Assim, obtemos

(pl_l O(EA* ®Id)OAA* =1d
o, to(ld®eas)o Ay =1d .

O

Observagdo 1.3.9. Se A tem dimensdo finita, pode-se expressar a comul-
tiplicagdo da codlgebra A* em termos da base dual. Seja {e;} base de A
e {e;} a respectiva base dual em A*. Temos que {e] ® e}} é base para
A*® A*. Segue que para dado f € A%, A(f) = >_ ; ane; ®ef. Por outro
lado, temos

fleiej) = fopule;@e;) = p*(f)(ei ®ej) = O(A(f))(ei ®e)

= E arie(e;)e; (e;) E a0k,i01,; = Gij -

k,l

Portanto, obtemos A(f) expresso em termos da base dual:

= Z flexey)er ®@ej .
kol

Vamos a um exemplo.

Exemplo 1.3.10 (O dual de M™ é a codlgebra das matrizes MS). Sejam
M,, e M¢ como nos exemplos e respectivamente.

Seja {E;;} base canonica de M,,, com FE;; a matriz com entrada ij igual
a 1 e outras entradas nulas. Seja {E};} a base dual em M,;. Temos, que
para todo f € M}, pela observacao anterior:

n’

Az (f) = Z f(EijEkl)E;-kj ® E},
ikl
> f(0kiEa)E;; @ By

.5,k

=> f(Ea)E}; ® Ej; .

1,550
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Portanto, para E;, temos:

A (E Z E5(Erp) Egy © Ep,
k,l,p
=Y dudpEn © B,
k,l,p

=> E;®E;.
1
A counidade é dada por
emz (f) = fQ1) = f(1d) ,
para f € M

en: (Ef) = Ej;(1d) = Z () 25115 1= 0ij

l

para EJ;.
Considerando o isomorfismo de espagos Vetoriaiéﬁ ®: My — MS dado
por ®(E};) = E;j;, temos

Ape 0 ®(E};) = Ape (B Z Eii ® Ey;

(P®®)o Ay (E;) = (PR D) (ZEk®Ek3>_ZEik®Ekj~
2

Portanto Apse 0 ® = (® ® ®) o Apy=. Além disso,
eme 0 R(E};) = eme(Eij) = 6ij = e (E];) -

Dessa forma, ® é um isomorfismo de codlgebras, e M = MS como codl-
gebras.

Como no caso do dual de uma codlgebra, temos uma proposicao sobre
a transposta de um morfismo de dlgebras.

Proposigao 1.3.11. Sejam A, B duas dlgebras de dimensao finita. Se
f: A — B éum morfismo de dlgebras, entdo f*: B* — A* é um morfismo
de codlgebras.

6Note que é bijetora pois leva uma base do dominio a uma base do contradominio.
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Demonstracao. Seja p € B*. Entao

Ay-o f*(p) =Aa(po f)
=Y o N ®@e e

pof

(ff@f)oAp(p)=f"®f" (Zp(l ®p2)>
:Zf P1)) @ [ (Pe2))

=> (payo )@ (pa o f)
Mas temos

S oy ®@@ofley=> (ayof)@(peof) .

pof P
De fato, para todos a,b € A, podemos usar o item 1. do lema[I.3.7] e obter:

Y o Huya)- o £ ®ZEpo fla-b)

pof

=p(f(a) - (b))
@Zpu)(f(a)) “P(2)(f (D))

p

=Y (o) © £)(@) - (pzy © F)(B)

p

Novamente, pelo lema|1.3.7 item 2., temos:

> oy ®(Poflay =Y payof@paof.
P

pof

Dessa forma, temos Ay o f* = (f*® f*) o Ap« .
Resta, entao, calcular:

ga- o f*(p) =ea-(pof)=po f(la) =p(l) =eB-(p) -

Obtemos €4+ 0 f* =ep« . O
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1.3.3.2 Dual finito

Agora consideramos o caso mais geral em que A é uma &algebra que
nao necessariamente tem dimensdo finita. Como a transformacao linear
0: A* @ A* — (A ® A)* vista antes nem sempre é bijetora, nem sempre
é possivel definir uma estrutura de coalgebra no dual como feito na secao
anterior. Entretanto, podemos considerar um subespaco de A* no qual o
coproduto esteja bem definido. E isso que faremos nessa secao.

Primeiramente, serd necessario um lema sobre espagos vetoriais. Lem-
bramos que dado um espago vetorial V' e um subespago X C V, a codi-
mensio de X ¢é definida por codimX = dim ¥.

Lema 1.3.12. Seja V um espago vetorial. Sejam X,Y C V subespacos.
Entao:
codim(X NY) < codimX + codimY” .

Demonstracao. Sejay: V — % X % transformacao linear dada por v(v) =
(v+ X,v+Y). Temos que ker(y) = X NY e que

L:LEIm(v)Q%X¥.
Obtemos entao
codim(X NY) = dim (ke%(,y)) < dim(¥) 4 dim(¥)
= codim(X) + codim(Y") . O

Veremos abaixo um teorema que nos permitird definir o dual finito por
meio de varias propriedades equivalentes.

Teorema 1.3.13. Sejam A uma dlgebra e f € A*. Seja

f: A A" - (A A)”

0(f @ g)(a®b) = f(a)-g(b)
a transformagao linear injetiva vista no lema[I.3.1 Sdo equivalentes:
C3fi,g € A" (i=1,...,n) : Ya,be A, f(a-b)=>", fi(a)gi(b).
L us(f) e0(AT @ AY) .

~

2

3. 3T C ker(f) ideal a esquerda de A com codimensao finita.
4. 3J Cker(f) ideal a direita de A com codimensao finita.
5

. AK C ker(f) ideal de A com codimensdo finita.
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Demonstragao. Mostraremos 1. < 2., 3. & 4. & 5. e 2. & 5.

(I.=2)
Sejam a,b € A. Temos:

M (f)(a@b Zfz z —0<Zfz®gz> (a®b)

Dai pug(f) =0, fi @ gi) € 0 (A* @ A*).

(1. <=2)
Se us(f) € 0 (A* ® A*), entdo existem f;,9; € A*, com i =1,...,n, tais
que p(f) =603, fi ® gi). Assim, para todos a,b € A,

pa(f)(a®b) =9<Zfi®gi> (a®b)
= f(a-b) Zfz

Para fazer 3. = 5. e 4. = 5., usaremos a seguinte notacgao. Para
uma dlgebra A, Endl(A) refere-se a algebra de endomorfismos em A. Isto
é, Endl(A) é o conjunto de transformacéoes lineares A — A, que é um
espago vetorial, e é uma &dlgebra com o produto dado pela composicao de
fungoes. Quando usamos o sobrescrito [, consideramos que a funcao atua
pela esquerda do elemento, e a composi¢gao obedece a ordem a seguir. Se
temos ¢, € Endl(A) e a € A, entao denotamos ¢ aplicado em a por ¢(a),
e se quisermos aplicar 1, teremos w(qb(a)). Consideramos o produto ¥ - ¢
como sendo a composicao ¥ o ¢.

A notagao End"(A) também refere-se & dlgebra de endomorfismos em
A. Mas desta vez, o produto é dado pelo produto oposto da composicao.
Isto é, End"(A) = End"(A)°P como &lgebras. Se considerarmos que as
funcoes atuam pela direita dos elementos de A, ficamos com uma notacao
mais natural para essa dlgebra de endomorfismos. Se temos ¢, € Endl(A)
e a € A, entao denotamos ¢ aplicado em a por (a)@, e se quisermos aplicar
¥, teremos ((a)@)ey. O produto ¢ -9 é igual a 1) o ¢, mas fica mais natural
de se pensar com a notacao a direita. Por isso acrescenta-se o sobrescrito
.
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Essa distingao serd importante pois usaremos os morfismos multiplica-
¢ao a direita e multiplicacao a esquerda

A: A — End' (4)
(Ma)(b+1)=ab+ 1

p: A— End" (%)
(b+1)((a)p) =ba+1,

que sao morfismos de algebras quando tomamos a algebra de endomorfis-
mos adequada em cada caso.

(3. =5.)

Seja I < A, I C ker(f) e com codim(I) < oo. Considere a multiplicagdo
a esquerda

At A— End' (4)
(Ma)(b+1)=ab+1,

que é um morfismo de dlgebras. Seja K = ker(A). Temos que K é um
ideal de A. Mostraremos que possui codimenséao finita. De fato, temos o
isomorfismo

=~ Im(\) C End' (4) .

=

Entao,

dim (3£) = dimIm()) < dim (End' (%)) = (dim (%))’
— codim(K) < codim(I)? < oo .
(4. =5.)
Seja J dp A, J C ker(f) e codim(J) < co. Considere a multiplicagdo a
direita
p: A — End" (%)
(b+1)((a)p) =ba+1,
vista como uma fungdo que atua a direita do elemento. Considerando a
algebra de morfismos atuando a direita, temos que p é um morfismo de

algebras. Faga K = ker(p), que é um ideal de A. Mostraremos que possui
codimensao finita. De fato, temos o isomorfismo

=~ Im(p) C End" (%) .

=
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Portanto,

dim (£) = dimTm(p) < dim (End” (4)) = (dim (4))”
= codim(K) < codim(J)? < oo .
(3.<=5.ed. <5)

Sao imediatos, visto que um ideal (bilateral) é um ideal & esquerda e um
ideal & direita simultaneamente.

(2.=5.)
E suficiente mostrar que 2. = 3., ja que 3 < 5. ja foi provado. Como
pi(f) € 0(A* @ A*), existem g;, h; € A* tais que p i (f) =60 (>, 9i ® hy).
Podemos assumir que os g;’s sao LI e os h;’s sao nao nulos. Seja I :=
N; ker(h;).

De fato, basta mostrar que A-1 C I. Sejam b € A,¢c € I. Temos,
para todo a € A,

0= Z gi(ab)&(’c_)/ = f(abc) = Zgi(a)hi(bc) .

Como os g;’s sao LI, existenﬂ v;’s tais que g;(v;) = J;;. Fazendo
a = v; acima, temos

0= Zgi(vj)hi(bc) = Z 8ijhi(bc) = hy(be) .

Portanto be € ker(h;) para todo j, logo e be € N, ker(h;) = I.

(I tem codimensao finita:)
Temos, pelo lema [1.3:12] que

codim(I) = codim (N; ker(h;)) < Zcodim ker(h;) < oo ,

ja que a quantidade de indices ¢’s é finita e

codim ker(h;) = dim (%) =dimIm(h;) =dimK=1.

"Esse é um resultado cldssico da teoria de espacos vetoriais duais. E uma versio
um pouco mais forte do que o resultado sobre existéncia de base dual de um espaco de
dimensao finita.
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2. <5.
Seja K < A com K C ker(f) e codimK < oco. Seja7m: A — % projecao
candnica. Vamos mostrar que p 4 (f) € Im(f o (7* @ 7*)) C §(A* ® A*).
Temos
pa(f): A A—-K.

Como

pA(fIAOK+K®A) = f(pa(A9 K+ K®A)) C f(K) =0,

entdo 1 4 (f) pode ser fatorad pela projecdo candnica p: AQA — %.

Isto é, existe uma transformagao linear
. ARA
v(f): sek+xesa — K

tal que v(f) op = p4(f).

Além diSSO, %

s A®A A A
TARK+K®A KK
Pa@b+ AOK+K®A) =(a+K)®(b+K) .

1%

% ® % via o isomorfismo de espacos vetoriais

Também (4)" @ (4)" = (£ ® 4)" via o isomorfismo ¢, do lema m
aplicado a %. Garantimos que 6’ é isomorfismo pois dim % = codim(A) <
0.

Assim, temos

®

BN
kS

X

(%)@ (

(

RS

)* >~ AR A *
& ARK+K®A

Afirmacgao: Temos fo (1*Q@7*) = p* o™ of’. Ou seja, o diagrama abaixo

comuta:
* * @* o’ *
(#)" 8 (#) — o (7ot
T p*
A*® A* 5 (A® A)*

8Essa é a versiao para espacos vetoriais da proposicdes[1.1.16] e [1.2.20]
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Prova da afirmagao. De fato, dados g, h € (%)*, ea,be A, temos

(P og 0t (g h))(awb) = (0'(9g®h)opop)(a®b)
(g ) ($oplash)
0'(g@h)) (¢ a®b+A®K+K®A))
9’(g®h))( b+K))
=g(a+ K)h (b+K)

= (0
=
=

(o (r*@m*)(g®h))(a®b)=0((gom)® (hom))(a®Db)
= (gom)(a)(hom)(b)
=g(a+ K)h(b+K) .
Portanto f o (7* @ ) = p* o ¢* 0@’ . 4
Voltando & prova do teorema, temos p* = 6 o (7* @ 7*) o (¢* 0 §') !
palf)=vif)op
=p"(v(f))
=0o (" @m*)((¢" 0 0) 7 (v(f)))
eIm(@o (7" @7")) .
O

Definicao 1.3.14. Seja A uma édlgebra. O dual finito de A é o subconjunto
Ao = {f € A" | jui(f) € 0(A" @ A")} C A"
dos funcionais f € A* que satisfazem as condigbes equivalentes do teorema

C313

Veremos a seguir que o dual finito A° é tem a estrutura de codlgebra
dual andloga & do caso do dual de uma &algebra de dimensao finita.

Lema 1.3.15. A° € subespago vetorial de A*.

Demonstragio. 0 € A°, porque 0(ab) = 0 = 0(a)-0(b) para todos a,b € A,
e logo 0 satisfaz a condigao 1. do teorema, ja que 0 € A*.

Dados f,g € A° e A € K, temos que f e g satisfazem a condigdo 1. do
teorema |1.3.13] portanto existem f(l) fl(Z), ](1)’ J(Q) € A* tais que

Z @20
Zg(l) (2)
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para todos a,b € A. Portanto

(f + Ag)(ab) Zf ) f2 )+ 3 (Mgt (@)g? (b), Va,be A

J

e f + \g satisfaz a condi¢ao 1. do teorema. Logo f + A\g € A°. O

Proposigao 1.3.16. Seja A uma dlgebra, e A° seu dual finito. Entdo A°
€ uma codlgebra, com coproduto e counidade

Ago: A° — A°® A°
€Ao:AO—>K

dados por

A g0 zﬂflo‘uA*

cae =& tony

restritos a A°. Observe que podemos escrever 0~ acima, pois estamos nos
referindo a 6: A* @ A* — 0(A* ® A*) C (AR A)*, que € bijegao.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que A g40: A° — A°® A° é um mor-
fismo bem definido. Isto é, mostraremos que a imagem de A 4o estd contida
em A° ® A° (a principio, temos apenas que estd contida em A* @ A*).

Seja f € A°. Como p 5 (f) € 0(A* ® A*), entao existem g;, h; € A* tais
que pu 4 (f) =6(3; 9i ® hy). Logo

Apo(f) = Zgi®hi

f(a’b):/’cA a’®b Zgz z ,

em que a,b € A.

Afirmagao: Ao (f) € A* @ A°.

Prova da afirmagao. Podemos escrever p1 4 (f) =6 (>, g, ® hl) com os g.’s
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LI. Sejam v;’s tais que g;(v;) = d;;. Assim, dado i,

Z 8;; 1’y (ab)

= Z 93‘ (Uz)h; (ab)
= f(v;ab)

9; (Uia)h;‘ (b)

[
NE

1

<.
Il

I
NE

(g © Av,)(a)hj (D)

K2

Portanto h}, € A° e Ago(f) =D, gi ® b, € A* ® A°. 3

Il
-

Afirmacgao: Ao (f) € A° ® A*.

Prova da afirmag¢ao. Também podemos escrever pu, (f) = 60 (>, g/ ® hY)
com os h}’s LI. Sejam w;’s tais que h}(w;) = d;;. Assim, dado i,

Q
=

'

I

[
k)

o>

g; (ab) )dij

<.
Il
—

I
(-
M\

gj (ab) i (w)

<.
Il
—

Il
=
Q
>
&

( )h”(bU%)

I
[
K)\

<.
Il
—

g5 (@)(hf © puw,) (D)

I
I
K}\

&
Il
_

Portanto g/ € A° e Aao(f) =Y 1, g/ @ hll € A° ® A*. 5
Dessa forma, temos
Apo(f) e (A°@ANYN(A"R@A°)=(A"NA°)R(A°NA")=A°® A°.

Resta apenas mostrar a comutatividade dos diagramas da coassociativi-
dade e counidade, mas as contas sao analogas as do caso de dimensao
finita, na proposicao [1.3.8 O
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Com respeito aos morfismos, temos a seguinte proposigao.
Proposigao 1.3.17. Seja f: A — B um morfismo de dlgebras. Entao
f°:B° — A°,
definido por f°(p) = f*(p) é um morfismo de codlgebras.

Demonstrag¢do. Mostraremos que f°© estd bem definido, isto é, f*(p) € A°
para todo p € B°. Temos, para todos a,b € B,

frp)(a-b)=p Of(a-b) (f(a) f(0))
—Zpu @ (f(b))

pr(l o £)(@)(p@) o £)(b) -

Assim, temos f*(p) € B°, pois satisfaz a condigdo 1. do teorema|1.3.13
Estando bem definido, as contas para mostrar que f° é morfismo de
codlgebras sao idénticas as do caso de dimensao finita, na proposicao[L.3.11]
O

1.4 Bialgebras

Vamos considerar um conjunto que tenha tanto estrutura de algebra
quanto de coalgebra. Entao tudo que estudamos até entao sobre algebras
e coalgebras valeria para um tal conjunto. Para obter outros resultados,
que “misturem” os conceitos de dlgebra e codlgebra, seria bom que essas
estruturas tivessem alguma relagcao de compatibilidade.

Nesta segao estudaremos o que acontece quando A e € sdo morfismos de
dlgebras, o que nao é consequéncia das estruturas de algebra e de codlgebra
apenas. Isso serd a compatibilidade entre as duas estruturas.

1.4.1 Definicao e exemplos

Proposicao 1.4.1. Seja (B, u,n, A, e) uma quintupla em que (B, u,n) €
uma dlgebra e (B, A, ) € uma codlgebra. Sao equivalentes:

1. A, € sd@o morfismos de dlgebras.

2. p, m sao morfismos de codlgebras.
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Demonstracao. Temos que u e 1 sao morfismos de codlgebras se e somente

se os diagramas abaixo comutam:

(1)
B® B me B

ApgB Ap

BRBR®B®B——>B®B
wBRuUB

Apopup = (up ® up)oApegn

A]K AB

K®K B®B

nBRNB

Apong = (np®np)o Ak

(2)

BeB—"" B

RN

EBOUB = EB®B

EBONB = €K -

Também temos que A e € sdo morfismos de dlgebras se, e somente se,

os diagramas abaixo comutam:

(1)

Ap®Ap

B®B B®B®B®DB
1B HB®B
B . B®B

pBeB © (Ap® Ap) = Apo (up ® pip)

(2)

B4>B®B

N\

Aponp =1BgB
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(3" (4)

BoB %7 KoK B— % .K
k A
mB MK K
B K
€B
upo(ep®ep) =cpo(up @ un) EBOMNB =TK -

Nota-se que:

1) comuta sse (1’) comuta, porque
( , porq

(B ®pp)oApgp = (kg @ pp) o (IdpoToldp) o (Ap ® Ap)
= UB®B © (AB ®AB) .

(3) comuta sse (2') comuta, pois
neeB = (N5 ®Np)° Ak .
(2) comuta sse (3') comuta, ja que
eBeB = UK © (B ®eR) -
(4) comuta sse (4') comuta, pois
nk = ldg = ek .

Portanto a comutatividade dos diagramas (1), (2), (3), (4) equivale & co-
mutatividade dos diagramas (1'), (2'), (3'), (4').
O

Defini¢ao 1.4.2. Uma bidlgebra é uma quintupla (B, u,n, A, &) em que
(B, it,m) é uma &lgebra e (B, A,e) é uma codlgebra e uma das condigoes
equivalentes é satisfeita

1. A, € s@o morfismos de algebra;
2. p, n sdo morfismos de codlgebra.

Enumeramos alguns exemplos de bidlgebras.
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Exemplo 1.4.3 (K é uma bidlgebra). Para o corpo K, consideramos, como
antes,

)
m(lk) = 1k
AK(Q) = OL(IK X I]K)
EK(a) =Q,

em que «, 8 € K. Note que temos ug = AK*I.

Com essa estrutura, K é uma &dlgebra e uma codlgebra. Se valer a
compatibilidade, serd uma bidlgebra também. Vamos checar que A e ¢ sdo
morfismos de dlgebras. Sejam «, 8 € K. Temos

A(lg) = 1g ® 1k
ela-B) = af = e(a) - £(8)
6(1]1() = ]-]K .

Portanto K é uma bialgebra.

Exemplo 1.4.4 (F(G), T(V), KG e U(g) sao bidlgebras). Esses exemplos
serdo vistos com mais detalhes nas secoes 2.2.1] 2.2.2] 2:2.3] e [2.2.4] onde
veremos que também sao algebras de Hopf.

1.4.2 Sub-bialgebras, bi-ideais e morfismos

Como no caso das dlgebras e codlgebras, definiremos sub-bidlgebras,
bi-ideais e morfismos de bidlgebras.

Definicao 1.4.5. Seja B uma bialgebra. Uma sub-bidlgebra é um subes-
paco C' de B que é uma subdlgebra e uma subcodlgebra. Ou seja:

1. p(C®C) CC;
2. A(C)CcCwC.

Observagao 1.4.6. Seja C C B uma sub-bidlgebra. Entao C' é uma codl-
gebra por si so.

E se 1p € C, entdo C é uma &algebra por si s6. Como vale a compatibi-
lidade entre dlgebra e codlgebra, pois vale em B, temos que se 1g € C,
entao C' é uma bidlgebra por si sé.

Definicao 1.4.7. Seja B uma bidlgebra. Um subespaco I de B é um
bi-ideal de B se é um ideal e um coideal de B, isto é,
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1. uB&I+I1I®B)CB
2. A(B)C(B®I+I®B)ee(l)=0.
Definigao 1.4.8. Sejam B e H bidlgebras. Uma transformacao linear

f: B — H é um morfismo de bidlgebras se for um morfismo de dlgebras e
também for um morfismo de codlgebras. Isto é, se os seguintes diagramas

comutam:
BeB—'%" _Hen B ! H
\ /
KB HH K
B - H
f
pro(f@f)=fous fong=nn
B ! H B ! H
x /
Ap Ay K
B® B H®H
® fef ®
Agof=(f®f)oAp egof=cp

Proposicao 1.4.9. Seja f: B — H morfismo de bidlgebras. Entao
1. ker(f) é um bi-ideal de B
2. ITm(f) € uma sub-bidlgebra de H

Demonstracdo. Segue dos resultados ja vistos para algebra e codlgebra

(proposigoes [1.1.14] e [1.2.14]). O
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1.4.3 Bidalgebras oposta, co-oposta, e oposta-co-oposta

Seja B uma bialgebra. Considere o produto oposto u°P e o coproduto
co-oposto AP, Sabemos que B°P é uma algebra e B°°P é uma codlgebra.
Vamos provar nessa secao que B°P e B®P sao, na verdade, bidlgebras.
Também consideraremos as duas estruturas opostas ao mesmo tempo, ob-
tendo a bidlgebra oposta-co-oposta B°P°°P. O detalhe a se observar é a
compatibilidade entre algebra e codlgebra.

Proposigao 1.4.10. (B, u°?,n, A e) é uma bidlgebra, e é denotada por
Bop,

Demonstracdo. A: B°P? — B°P ® B°P é morfismo de dlgebras, pois:
Aon=npgp =k (N®nN) = Npergper

Aou®* =Aopor
=ppgp o (A®A)orT
= UB@B © TB®B,BoB © (A ® A)

:('u®,u)o(ld®7®1d)o7'( )O(A®A)

=wepeoryzano(Ael)
=pouo(t®r)o(lde7T®Id)o (A®A)
=((por)®@(uom)o(ld@T®Id)o (A®A)
= pporgper © (A @A) .

e: B°? — K é morfismo de dlgebras:

€on =1k

gopu’P

:{-:O’LLOT
=pro(e®e)®T
=pgoTo(e®e)
=ugo(e®e).

O

Proposicao 1.4.11. (B, u,n, A®P &) é uma bidlgebra, denotada por BP.
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Demonstra¢ao. A®P: B®P — BP g BP é morfismo de dlgebras, pois:
APopn=r0Aon

T ONB®B

=70(n®n) oAk

=(n®n)oToAg

= (n®n) oAk

= nBcop®Bcop

APopy=70Aop

=T1oupgp o (AR®A)
=7o(pep)@Idereld)o(A®A)
=(u@p)otep.ees @ Id@T®Id)o (A®A)
=m@mery sy e(Ael)
=pepo(lder®ld)o(r®7)o (A®A)
= ppeopgpeop 0 (AP @ AP |

J& que a multiplicacdo nao foi alterada, continuamos tendo e on = ng e

gou=pgo(e®e), e portanto £: B°P — K é morfismo de algebras. [

Proposigao 1.4.12. (B, pu°P,n, AP &) é uma bidlgebra, denotada por
gopcop

Demonstragdo. AP : BOP:COP — BOP:COP @ BOP:¢OP ¢ morfismo de dlgebras,

pois:
ACOP on = (T] [ 77) [¢] A]K = (’r]Bop,cop 29 T]Bcop) o A]K = nBop,Cop®B0p,Cop s
da mesma forma que na proposicao anterior, e
A“Pop®=r0Aopor

=Toupgpo(A®A)oT
=70 (p@p)o(d®7®ld) oty BoB ° (AQA)
= (n®p)oTpep,Bep o (ld®T®Id)oTpen BeB © (A®A)
=weperyzano(A®l)
=pweuo(t®7r)o(Ide7®Id)o (7@ 7)0 (AR A)
=((per)@(por))o(lder@ld)o((toA)® (10A))
= /,LBop,cop@Bop,cop o (ACOp ® ACOp) .
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Obtemos que €: B°®? — K é morfismo de algebras fazendo as mesmas
contas que na proposicao sobre B°P. O

1.4.4 Bialgebra do produto tensorial

Sejam B e H duas bidlgebras. Ja definimos estrutura de algebra e de
codlgebra para o produto tensorial B® H. Vamos checar a compatibilidade
dessas estruturas e ver que, de fato, B® H é uma bialgebra. Relembrando,
as estruturas de algebra e de codlgebra de B ® H sao dadas por

tpeor = (@ pug)o(ld®r®Id)
npen = (B ®nm)o Ak
AB@H = (Id@T@Id)O(AB@)AH)
eBegH = Mro(eB®enH),
em que
r: Ko K — K
pr(e® B) =a- B
AK:K—)K@)K
AK(O() = Oz(l]K ® I]K)
A -1
e ug = Ag .

Vamos checar que Aggy ¢ morfismo de algebras:

ABgH © iBoH
=(ld®7®Id)o(Ap®@Apy)o (up®pn)o (Id®T®1d)
— (& r®1d) o (upes ® tren) © (As ® Ap) ® (Ay @ Ag)) o
o (Id® T ®1d)
=Ide®7®Id)o(up Qup @ g  pg) °
oc(lder@ldeld®r®Id) o
o (Ap®AR® Ay ®Ag)o (Id® @ Id)
= (B @ pr @ pp @ pg)o (ldpgs @ TeB,Her @ ldHoH)
o(d®7eldeldeTeld)o (dses @ THemses ® ldren) o
o(Ap®Ag ® Ap® Ap)
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:(NB®,UH®MB®MH)OT(1234567
1537264

= (up @ pug @ pp@pg)o(IlderIld®Id®r®I1d) o
Zg)O(AB@’AH@AB@AH)

S)O(AB@)AH@AB@AH)

= (uBen ® ppem) o T(1 2 3 750 (Ap @A @ Ap®Ap)

6

4 6 8

= (tBoH @ tBowH) o (Idper ® TBeH,BeH @ ldBeH) ©
o(lde7IldId®r®Id) o (Ap® Ay @ Ap @ Ay)

= UBgHoBoH © (ABoH ® ABgH)

(Id@7@Id)o (Ap®Ag)o (N @nu) o Ak
(Id®7®1d) o (Npes © NHeH) © Ak
(Id@7®Id)o (np ®np @1 @nm) o (Ax ® Ag) o Ag
=B ®@nu ®@np@nu) e (Id@T@Id) o (Ak ® Ag) 0 Ak
=B ®ng @NB ®nH) o (Ax ® Ak) o Ag

= (NBoH @ NBeH) © Ak

ApgH °NBoH

= /B HRB®H -
Com relagao a epgm,
€BoH O fipgH = kK © (B ©em) o (pp @ pm) o (Id®@ 7 ®1d)
=pgo(urk @ pr)o(epRep ey @ep) o (Id® 7@ 1d)
=pgo(purk @ug)o(Id®@7®Id)o(cp ®ep ®ep Veny)
= px o (g ® ux) o (e ® ey Vep @ epr)
= pk o (eBeH ® €BoH)

= EBRH®B®H

EBgH ©NBeH = UK © (B ®em) o (NB ®NH) o Ak
= px © (1k ® 1K) 0 Ak
= pg o (Idg ® Idg) o Ag
= g o Ag
=Id=mnx .

1.4.5 Bialgebra quociente

Da mesma forma que com &lgebras e bidlgebras, é possivel definir uma
estrutura de bidlgebra para o quociente. E essa estrutura se comporta bem
com relagao a projegao canonica.
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Proposigao 1.4.13. Sejam B bidlgebra, I C B bi-ideal. Consideren: B —

? a projecdo canodnica, que € morfismo de espacos vetoriais. Entdo existe

uma unica estrutura de bidlgebra em % que faz com que w seja um mor-

fismo de bidlgebras. Essa estrutura é dada por:

Demonstragdao. Das proposigoes [L.I.15] e [1.2.19] temos que:

? tem uma Unica estrutura de algebra, a enunciada na proposicao,
tal que 7 é morfismo de algebras;

% tem uma Unica estrutura de codlgebra, a enunciada na proposicao,
com 7 morfismo de codlgebras.

Resta checar a compatibilidade entre essas estruturas de algebra e de coal-
gebra. Precisamos entao verificar que A s e £ 8 sdo morfismos de dlgebras.
I I

Az(lz)=Az(1p)
= A? om(lp)
=(n®m) oAg(lp)
=(re7)(lp®1p)
= 1? ® 1? )
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(ab)
(ab
(

ex(@b)=e

~|w

=

=€

& W
IS

Q
~—

.gB(

- €

I
o

= =

(@) -ex(b).

Em diversas passagens nessas contas usamos que 7w é morfismo de alge-
bras e de codlgebras, e que Ap e €p sdo morfismos de édlgebras (pois B é
bidlgebra). O

~—

=&

~|w
~|w

Proposigao 1.4.14. Sejam B, H bidlgebras, I C B bi-ideal e 7: B — ?
0 a projecao canonica. Se f: B — H é um morfismo de bidlgebras tal que
I C ker(f), entdo existe um tinico morfismo de bidlgebras f: ? — H tal
que

S

B \
fom=7f.
Demonstragao. E consequéncia das proposicoes [1.1.16[e[1.2.20 O

Corolario 1.4.15. Seja f: B — H morfismo de bidlgebras. Entdo

f

-

~|o

— B
I ker(f)
a— f(a)

€ isomorfismo de bidlgebras, e portanto

— Im(f)

B ..
o) =m0

Demonstracdo. Usar I = ker(f) na proposicao anterior, e f é morfismo de
biadlgebras. Da mesma maneira que para algebra e codlgebra, a injetividade
segue de

FB) =0 = f(b)=0 = beker(f) = b=0

e a sobrejetividade é evidente. O
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1.4.6 Bialgebra dual

1.4.6.1 Dimensao finita

Seja B uma bidlgebra com dimensao finita. O dual B* tem estrutura
de coalgebra e de algebra, pelo fato de B ser dlgebra e codlgebra. Entre-
tanto, nao é claro a principio se a compatibilidade entre as duas estruturas
continua vélida no dual. E isso que veremos nessa segao.

Aqui precisaremos dos morfismos 6 e ¢ definidos na segao de [I.3] Re-
lembrando, temos

£ K= K
&(A) = multy ,

em que multy é a multiplicacao por A € K, e

9: B*@B* = (B® B)*
0(f ®g)(a®b) = f(a)g(b) .

Proposicao 1.4.16. B* tem estrutura de bidlgebra, com as operagoes

definidas nas se¢oes e[1.3:3 Isto ¢,

g =Agof Ap-=0"1opug
frxg=pxo(f®g)oAp
f* Q(C) = Zc f(C(l))g(C(z))

*

nB» =g °§ ep- =& tong .

lp- =¢p

Demonstrag¢ao. Sé resta mostrar que A« e g+ sdo morfismos de algebras.

(Ap~ é morfismo de &lgebras:) Primeiramente, temos:

0(Ap-(f*9))(a®@b) = (ng(f*g))(a®b)
=(f+*g)(a-b)
=pxo(f®g)oAp(a-b)
= px o (f @ 9)(Ap(a) - Ap(b))
= Zf(a 1) b)) - 9(ag) - bez)) -
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Por outro lado, note que

pp(f)=foup=00Ap(f)=0 (qu)@f(z))
7

= fla-b) =Y fay(a)- f2)(d) ,
f

e o mesmo vale para g. Dessa forma, temos:

0(Ap-(f) * Ap-(9))(a® D)

Zf(1)®f(2) * 29(1)®9(2)) (a®b)
f

g

—~

=40

f.9
(foy * 9y)(a) - (f2) * 9¢2))(b)

Cb

(fa)y*91)) @ (fi2) * g 2))) (a®b)

M

f.9

faylaay)ga(ae)) f2)(bay)ge) (b))
b

( foy(aqy) fay (b ) <Zg(1 ae))ge2)( )))
a,b
fla

aqy - by)glag) b)) -

M?:M

=

a,

Portanto 6(Ap«(f * g)) = 0(Ap-(f) * Ap«(g)), e temos

Ap«(f xg) = Ap«(f) * Ap-(g) -
Com relagao a unidade, temos:

0(Ap-(1p+))(a®@b) = pg(1p-)(a @ b)
=1p-opupla®b)
=¢ep(a-b)
=ep(a)ep(db)

0(1p- ®1p-)(a®b) =0(ep ®ep)(a®b)
=ep(a)ep(d) .
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Assim, (Ap«(1p-)) = 0(1p+ @ 1p+) e entao
AB*(lB*) = lB* %9 1Bx .
(ep~ é morfismo de dlgebras:) Temos que:

ep-(fxg) =& ong (fxg)
§

=& g () € (05 (9)
=ep+(a)ep~(b)
ep-(1p-) =& (g (e))
=¢ Hepong)
=eponp(lk)
=¢e(1p)
—1x .

Quanto as transpostas de morfismos, temos a proposigao abaixo.

Proposigao 1.4.17. Sejam B e H bidlgebras de dimensao finita e f: B —
H um morfismo de bidlgebras. Entdo a transposta

f*+H* — B*

€ um morfismo de bidlgebras, em que B* e H* estao equipados com a
estrutura de bidlgebra dual definida acima.

Demonstra¢io. E consequéncia das proposigoes e [1.3.11] que f* é

morfismo de algebras e de codlgebras. Portanto é morfismo de bialgebras.
O
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1.4.6.2 Dual finito

Seja B ¢é bidlgebra, nao necessariamente de dimensao finita. FEnxer-
gando B apenas como algebra, podemos construir seu dual finito B°, con-
forme secao Sabemos entao que B° é uma codlgebra e é subcon-
junto da algebra de convolucao B*. A partir dessas informagoes, consegue-
se verificar que B° é uma bidlgebra, como segue.

Proposigao 1.4.18. Seja B uma bidlgebra. O dual finito B® € uma bidl-
gebra, com estrutura dada por:

ppe =Ag of Ape =0""opg
[rxg=puxo(f®g)oAp
[xgle) =22 flewy)glee))

NBe =é€p 0§ epe =& Tong .

lB* = EB
Acima, temos:

& K—K*
&(A) = multy

0: B*®@ B* — (B® B)*
0(f @ g)(a@b) = f(a)g(b) -

Além disso, 6 € injetiva, e considerando a restricio do contradominio
0: B* ® B* — 0(B* ® B*), temos 6 bijetora, de modo que faz sentido
a férmula em que aparece 67",

Demonstracao. Como argumentamos acima, B° é uma codlgebra e é um
subconjunto da dlgebra de convolugdo B*. Se mostrarmos que ppg«(B° ®
B°) C B° e que 1g« € B°, entdo teremos que B° é uma algebra, com
estrutura herdada de B*. Entao, poderemos definir ppg.: B° ® B° — B°
pela restrigao de up«, como no enunciado acima.

Temos 1+ € B° porque dados a,b € B,

1p<(a®b) =cp(a-b) =ep(a)ep(d),

e logo, 1p+ satisfaz a condicao 1. das condigoes equivalentes em [1.3.13
Dessa forma, 15« € B°, como queriamos.
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Ao mesmo tempo, temos pp-(B° ® B°) C B°. De fato, para todos
f,g9 € B° e a,b € B, temos pelo lema [I.3.7] que:

qu) foy (b
= Zg(l) a 9 2
g

Entao, dados f,g € B° e a,b € B, temos

fxgla-b)=pxo(f®g)oAp(a-b)
=px o (f®g)(Ap(a)-Ap(b))

=uxo(f®9) [ D awmba) ®ambe)
a,b

= Zf mba))g(a@)be)
= Z qu) am)) f2)(bq) ) Z!J(l) a(2>)9<2)(b(2>>>
= Z <Zf1) Q(1) 9(1) 2) ) <Z f(2 (1) 9(2 )))

—Zf(l *91) f 2) * 4(2) (b .

Portanto f g satisfaz a condi¢ao 1. das condigoes equivalentes no teorema

e dessa forma, f * g € B°.

Assim, B° é uma &algebra e uma coalgebra. As contas para se mostrar
que B° é bidlgebra sao idénticas ao caso B° = B* com B de dimensao
finita, na proposigao Assim, temos que B° é uma bialgebra. O

Também ha um resultado para a “transposta finita” de um morfismo.

Proposicao 1.4.19. Sejam B e H bidlgebras e f: B — H um morfismo
de bidlgebras. Entdo a transposta finita

f°:H®° — B°,

com f°(p) = f*(p), € um morfismo de bidlgebras, em que B° e H® sao os
duais finitos de B e H, respectivamente.
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Demonstragao. E consequéncia da proposicao que f° estd bem de-
finida e é morfismo de codlgebras. Da proposicao [[.3.4] temos que f* é
morfismo de algebras. Como f° = f* em H®, temos que f° é morfismo de
algebras. Portanto f° é morfismo de bidlgebras. O
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Capitulo

Algebras de Hopt

De posse dos conceitos de dlgebra, codlgebra e bidlgebra, podemos de-
finir as algebras de Hopf. Estas algebras sao bialgebras com uma propri-
edade adicional: admitem um morfismo que funciona como uma “inver-
sao” da identidade (num sentido que veremos com mais precisdo posteri-
ormente).

2.1 Definicao

Anteriormente vimos que para dadas A algebra e C codlgebra, ha uma
estrutura de dlgebra para Hom(C, A), o conjunto das transformagoes line-
ares de C para A, dada por:

produto de convolugao:
frg=pao(f®g)oAc, Vf g€ Hom(C,A)
Frgle)=>_ flea)glew), Vf g€ Hom(C,A), VeeC

PHom(C,A) = HAa 0 Ad .
unidade:
]-Hom(C,A) =TACEC .

Se H é uma bidlgebra, podemos dar uma estrutura de algebra de con-
volugdo para Hom(H, H) dessa mesma maneira. Nessa dlgebra, temos
Id € Hom(H, H), mas pode acontecer ou nao que Id tenha inverso multi-
plicativo com relagao ao produto de convolugao.

83
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Definicao 2.1.1. Seja H uma bidlgebra. Uma transformacao linear S: H —
H é chamada antipoda de H se é a inversa de Id com relacao ao produto
de convolugdo. Temos SxId =Id*S =noe.

Observagcao 2.1.2. A antipoda, se existir, é tinica, pois é um elemento
inverso numa algebra.

Assim, se a bidlgebra H admitir uma antipoda S € Hom(H, H), isto
é, se Id € Hom(H, H) for inversivel em relagdo ao produto de convolugio,
dizemos que H é uma algebra de Hopf.

Definigao 2.1.3. Uma dlgebra de Hopf é uma sextupla (H, u,n, A, e,5)
em que:

1. (H,p,n, A &) é uma bidlgebra;
2. S é uma antipoda em H.

A propriedade da antipoda
Sxld=1Id* S = 1Hom(H,H) )

ou seja,
pno(S®Id)oA=noce
po(Id®S)oA=noe

pode ser escrita como a comutatividade do seguinte diagrama:

HoH—9 . pgen

H - K H
X /

Em termos de elementos, e usando a notagdo de Sweedler, também pode-
mos escrever essa propriedade como:

Z S(hqy) - h@y =e(h) 1n
Z hay - S(he) = e(h) 1
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Definicao 2.1.4. Como no caso das algebras, coalgebras e bidlgebras,
diz-se que a &algebra de Hopf é

1. comutativa, se potT = p;
2. cocomutativa, se T o A = A.

Veremos alguns exemplos de algebras de Hopf na préxima segao.

2.2 Exemplos de algebras de Hopf

2.2.1 Algebra das funcdes F(G) de um grupo finito

Seja G um grupo finito, com operagao denotada pela justaposicao ou
por -, ou ainda, por m: G x G — G, quando for conveniente. Considere o
K-espago vetorial das fungoes do grupo G no corpo K

F(G)={f:G—=K} ,
com a estrutura de algebra dada por
th—)K 1]:(G)ZG—)]K
g fg)-h(g) g 1k .

Daremos uma estrutura de codlgebra a esse conjunto. Para definir um
coproduto, usaremos a estrutura de multiplicagao do grupo.

Repare que uma funcao f: G — K define uma outra funcao f: GXG —
K por f(g,h) = f(gh), para todo g,h € G. Isto é, f = fom. Temos entao
uma funcgao

m*: F(G) = F(G x G)
frf=fom.

Para se conseguir definir um coproduto a partir de m*, devemos observar
qual seria a relacao entre F(G X G) e F(G) ® F(G). Acontece que quando

G é um grupo finito, temos um isomorfismo de dlgebras F(G x G) =
F(G) ® F(G), como veremos no lema abaixo.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo finito. Entao
0: F(G) @ F(G) = F(G x G)
0(f@ f)(9,9") = f(9)f'(d)

€ um isomorfismo de dlgebras.
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Demonstragao.
(6 é bem definida e é linear:) Observamos, primeiramente, que 6 estd bem
definida e é linear. De fato, temos que a transformacao

9: F(G) x F(G) = F(G x G)

dada por 0(f, f')(g,9") = f(g9)f'(g’") é bilinear, e pela propriedade univer-
sal do produto tensorial, se fatora por uma transformacao linear 6 tal que

O(f, f") =0(f ® f), para todos f, f' € F(G).

(6 ¢ bijecao:) Mostraremos que 6 é bijegao. O espago vetorial F(G) tem
dimensad'| |G|. Entio F(G) ® F(G) tem dimensdo |G|?. Além disso,
F(G x G) tem dimensdo |G x G| = |G|%. Dessa forma, para mostrar que
0 é bijetora, basta mostrar que é injetora, isto é, que seu nicleo contém
apenas o vetor nulo.

Seja >, fi ® f! € ker#, e escolha os f!’s LI. Entao 6 (>, fi ® f/) =0,
e dados g, ¢’ € G quaisquer,

0 (Z fi® f£> (g@4g)= Zfi(g)f{(g') =0.

Fixado g € G qualquer, temos . fi(g)f; = 0, e como os f; ’s sao LI,
temos f;(g) = 0. Como isso vale para todo g € G, temos f; = 0 para todo
i. Portanto ), f; ® f/ =0, o que prova a injetividade de 6.

(9 é morfismo de dlgebras:) Por 1ltimo, mostramos que 6 é morfismo de
algebras. Temos:

0(1®1)(g,9") =1(g) - 1L(¢') = 1k - lx = 1x = 1(g,9') .

Além disso, dados 3, f; ® f, 32, t; ® t) € F(G) ® F(G), temos:

1E gerado pelas fungdes zg: G =K, com g € G, dadas por z4(h) = dg,p.



2.2. Exemplos de dlgebras de Hopf 87

0<Zfi®f;-2tj®t;><g J)
% J

By < Z Z fit; ® f{t;> (9,9")
= Z Z fi(9)t;i(g) - Fi(gt;(g")
=2_F9)file) - D t:(9)45(9)

= 9<Zf¢®f£> (9»91)’0<th ®t}>(g g

para todos g, g’ € G. Portanto

Sres-Suet)-o(Trer) oSy
i J i J
Desse modo, 6 é morfismo de algebras, e terminamos a prova do lema. [J

Com a ajuda do lema acima, podemos definir o coproduto por:

A: F(G) = F(G) @ F(G)
A=0"1om".

Note que para quaisquer f € F(G) e g, € G, temos:

(60 A(f))(g,9") = m*(f)(g.9") :»Zf 9 fed) = flgg) -

A counidade é dada pela avaliagdo na identidade do grupo:

e: F(G) =K
e(f) = fle) .

Proposicao 2.2.2. F(G) é uma codlgebra com o coproduto e a counidade
dados acima.

Demonstragao.
(Coassociatividade:) A coassociatividade decorre da associatividade de G,
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como veremos a seguir. Considere o isomorfismd?]
03: F(G) @ F(G)® F(G) = F(G x G xG)
0(f @ f @ f)9.9'.9") = F() ' (d)f"(g") -
Dados g,¢’,¢" € G, temos:

03(Id @ A) o A(£))(9,9,9") =YY fy(@) ) (9 fye)(9")
o fe

—Zf(l f(2) 99)
f( (g9") -

Do mesmo modo, temos que:

03((A@1d) o A(£))(g,99") =D fom@ e (@) fe(d")
f fo

=> fuy(99) (9"
7
= f((99")9") -

Da associatividade da operagao de grupo, temos
93((Id ®A)o A(f)) = 93((A ®Id) o A(f)) ,
e como 03 é bijecao, temos

(1d® A)o A(f) = (A1) 0 A(f) .

(Propriedade da counidade:) Seja f € F(G). Temos

Qol_l o (6 ® Id) o A(f) = (pl 5 ®Id (Z f(l) X f(g))
= <(fm) fe

f

=> foe) fio

f

2Para se mostrar que A3 é isomorfismo de 4lgebras, procede-se por indugdo no caso
do 02 = 6.
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LpT_lo(Id®€)OA(f):<p o(Id®e) (Zf(n@f )
=Y fuy e(f2)
7

=> fu) fo(le)
f
Aplicando em g € G, temos:

(o, o (e®Id) o A(F))(9) = Y fay(1a) fizy(9) = f(lag) = f(9)
f

(o, o ([d@e) o A(F))(9) =Y fuyf(1a) = flgla) = f(g) -
f

Dessa forma, conseguimos

g to(e@Id) o A(f) = f=¢, told®e) o A(f)
e a propriedade da counidade fica demonstrada. O
Proposigao 2.2.3. F7(G) ¢ uma bidlgebra.
Demonstra¢ao. Devemos apenas mostrar que A e ¢ sdo morfismos de al-

gebras.

(A é um morfismo de édlgebras:) De fato, temos:
(00 A(1r@)))(9:9) =17 (99)
—1g
=17)(9) 1) (9)
= (0(1r@) @ 1x@)(9:9) -
Portanto 6 o A(1x)) = 0(17(c) ® 17(@)), e pela injetividade da 6, segue

que A(lr@)) = 17 ® 1x o)
Além disso, dadas f,t € F(G), temos:

(O(A(f-1)))(g,9") = [ -t(gg")
= fg9g')t(99")
= (0(A())) (9, 9") - (O(A1))(9,9")
(O(A(S)) - (A1) (9, 9")
= (0(A(f)-A1))(9,9")
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Obtemos O(A(f-t)) = 0(A(f)- A(t)) e usando a injetividade de 6, temos
)

A(f-1) = A(f) - At ):
(e é um morfismo de dlgebras:) Vale:
e(1r@)) = 1r)(le) = 1k .
Com relag@o ao produto, temos o seguinte. Dados f,t € F(G):
S(f 1) = £ t16) = f(la) (1) = =(f) - =(2)

Com isso, € é morfismo de algebras. O

Para conseguirmos uma estrutura de algebra de Hopf, resta apenas
definir uma antipoda para F(G). Faga:

S: F(G) —» F(G)

Proposigao 2.2.4. S é uma antipoda para F(G). Portanto, o espaco das
fungdes de um grupo finito G no corpo K, F(G), é uma dlgebra de Hopf.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que S satisfaz a propriedade da antipoda,
isto é, que é a inversa da Id com respeito ao produto de convolugao.

(S*Id(f))( (ZS foy f(2)) (9)
Z (9)f2)(9)
Z

f

Il
=
= e

Q

I
—~ O
3
0]
™
—~
~
N—
SN—"
—~
Na)
=
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(Id*S(f))(g) = Zf(l)S(f(Q)) (9)

qu) S(f2)(9)

—qu) (@) fe (g™
f(gg Y

= f(1lc)
e(f)lx

= (noe(f))(9) -

2.2.2 Algebra de grupo KG

Seja G um grupo, escrito na notagao de produto, e com unidade e. A
dlgebra de grupo KG é definida por

KG = Z aqg: ag € K e ag’s quase todos nulos » = @K .
ge@ geG

A soma formal } s a49 pode ser identificada como uma sequéncia de
elementos (ag)geq, com ag, € K. Tem-se que KG é um espaco vetorial
sobre K. Geralmente consideramos G C KG via a inclusao candnica

i(ﬁG-)KG
g ngg,hh:g'
heG

Com essa notagao, temos que G é base do espago vetorial KG.
A estrutura de algebra de KG é dada por:

Zagg -<thh)— Zagbhgh 1225976926.

geG heG g,heG geG

E a estrutura de codlgebra é dada pelas transformacoes lineares definidas
por:

Alg)=g®g e(g) = 1k

Zagg :Zagg@)g € Zagg :Za-@'

geG geqG geqG geG
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Proposicao 2.2.5. KG ¢ uma dlgebra e uma codlgebra.

Demonstracdo. Para mostrar que é uma dlgebra, verificamos a associativi-
dade e a unidade. Basta mostrar que os morfismos que definem o produto e
a unidade satisfazem suas respectivas propriedades nos elementos da base.
A associatividade segue da associatividade do grupo:

g ‘KG (h ‘KG k) = g(hk) = (gh)k} = (g ‘KG h) ke k Vg, h,keqG.
A unidade também segue da unidade do grupo:
lkg-9g=e9=9, gxclkc=ge=g, Vgei.

Quanto ao fato de ser codlgebra, verificamos abaixo a coassociatividade e
a counidade:

(A®Id)oA(g) =g®g®g=(Id®A)oA(g)
¢, to(e®Id)oAg) =e(9)g=1kg=g
o, to(ld®e)oAlg) =gelg) =glk =g, Vg€G .

Proposigao 2.2.6. KG € uma bidlgebra.

Demonstracao. O coproduto e a counidade sao morfismos de dlgebras, e
portanto KG é uma bidlgebra. De fato, temos:

A(lge) = Ale) =e® e = 1k ® lke

e(lgg) = ¢ele) = 1k,

() ) - o
=> ajbhA(gh)

g,h

- Z agbh gh X gh‘

g,h

=Y aghn (9@ g)(h®h)

g,h

= (%:ag g®g> (;bh h®h>
foe)efey
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(fg) o) o

= Zh:agbh
() ()
() )

A antipoda de KG é obtida pela operagao de inversao no grupo. Defina

O

S: KG = KG

-1

pondo S(g) = g~* e estendendo linearmente.

Proposigao 2.2.7. S é uma antipoda para KG. Portanto a dlgebra de
grupo KG € uma dlgebra de Hopf.

Demonstracao. Vejamos que S é uma antipoda. Temos, para todo g €
G CKG, que

Sxld(g) =po(S®Id)oAg) =S(g9)g=g 'g=e=¢e(gle=noe(g)
IdS(g) =po(Id® S)oAlg) =gS(g) =99 " =e=c(gle=noe(g) .

Dessa maneira, KG tem estrutura de dlgebra de Hopf. O

2.2.3 Algebra tensorial 7(V)

Na secao vimos a estrutura de dlgebra da dlgebra tensorial T (V)
de um espaco vetorial V. Relembrando, temos

T(V):= {Z)‘iwi | neN N\ €K w; :vi,1®...®vi7ni} :@V@m ,

i=1 n=0

emque VO =K, VO .=V e V" =V ®...QV (n vezes).
O produto e a unidade sdo dados por:

(U ®...0UR) RV ®...Q0V,) =U1 R ... Uy QU1 V... Uy,
Loy =1k -
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As vezes denotaremos o produto como - ou mesmo como a justaposicao,
ao invés de ®, quando nao houver confusao.

Quando trabalhamos com morfismos de dlgebras partindo de T(V),
podemos concluir que sao iguais fazendo as contas para V apenas e usando
a unicidade na propriedade universal da algebra tensorial. Isso serd usado
com frequéncia a seguir.

Defina o coproduto e a counidade da seguinte forma, para v € V:
A(lK) =1g® 1k 6(1K) =1k
A)=v@1lk+1g®v e(v) =0,

e estenda a morfismos de dlgebras usando a propriedade universal da dlge-
bra tensorial, dada em A coassociatividade e o axioma da counidade
sao verificados a seguir. Basta fazermos as contas para v € V; o caso geral
é consequeéncia da propriedade universal da algebra tensorial. Temos:

(AId)oA(w) = (ARId)(v®1x + 1xk ®v)
=VQ1IgVIx+1IxRUVRIx + 1Ig ¥ 1Ig ®v

(Id®A)oA(v) =(Id® A)(v® 1g + 1k ® v)
=VQ1Igk Ik +1IxRUVRIg + Igx ¥ Igk ®v
¢, 'o(e®Id) o A(v) = e(v)lk + e(1lg)v = v = Id(v)
¢, to(Id®e) o A(v) = ve(lg) + 1ge(v) = v =Id(v) .
Pela unicidade na propriedade universal da algebra tensorial, temos
(A®Id)cA=(Id® A)o A
o, to(e®Id)oA=1d
o, to(ld®e)oA=1d.
Como A e € sdo morfismos de &lgebras (por definigdo), a dlgebra tensorial
T(V) é uma bidlgebra. Veremos a seguir que a &lgebra tensorial 7 (V)
admite uma antipoda, e portanto é uma algebra de Hopf. Defina S°P: V —
T(V)°P por S°P(v) = —v em v € V e estenda a um morfismo de algebras

pela propriedade universal da dlgebra tensorial. Entao temos S°P: 7(V) —
T (V)°P morfismo de &lgebras dado por
SP(v1...vn) = (—=1)™01 op - - - “op Un
SoP(1g) = 1k .
Fazendo S: T(V) — T(V) com S = S°P, tem-se que S é antimorfismo de
algebras, e
S(vr...00) =(=1)"vp ... 11
S(1lg) = 1k -
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Para conferir a propriedade da antipoda, seja v € V. Temos que os
seguintes morfismos de algebras coincidem em V:
po (SP®Id)oA(v) =Sk +S(lk)v=—-v+v=0=noe(v)
po(Id® S°P)oA(v) =vS(lk) + 1xkS(v) =+v —v=0=mnoe(v) .
Usamos novamente a propriedade universal da dlgebra tensorial para obter
que
po(SP@Id)oA=noe
po(Id®SP)oA=noce.

Como S = S°P, 0 mesmo vale para S, e portanto S é antipoda para T (V).

2.2.4 Algebra envolvente universal ¢(g)

O recobrimento universal U(g) de uma algebra de Lie g é uma dlgebra
de Hopf. A definicao de uma &algebra de Lie g serd vista em ea
definigdo do recobrimento U(g), na segao Por hora, adiantamos que
uma &algebra de Lie g é um espaco vetorial munido de uma operacao bilinear
[,]: g x g — g com certas propriedades. E seu recobrimento é U(g) = @
em que I C T (g) é o ideal gerado pelos elementos ab — ba — [a,b] € T (g).
Entao, em U(g), identificamos os elementos ab — ba e [a,b] da dlgebra

b

tensorial.
Por completeza, exibiremos aqui, também, a estrutura de algebra de
Hopf de U(g). As demonstragoes de todas as propriedades sdo feitas na

secao A projecio g1 Gn =91.--Jn de g1 ... gn € T(g) é denotada
apenas por gi . ..¢gn. Lemos:

Juwmh=91@h=9"  lueg =l
Alg)=9g®@1g+ 1k ®g e(g)=0
A(l]K) =1xg® Ig E(lK) =1k

S(lg) = 1k
S(g1---gn) =(=1)"gn...91,
com g,h7gl7~-~,gn € g gu(g)

2.3 Hopf-subalgebras, Hopf-ideais e morfis-
mos

Nesta se¢ao, veremos os conceitos de ideal, subdlgebra e morfismo para
o caso das algebras de Hopf.
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Definicao 2.3.1. Seja H uma algebra de Hopf. Um subespago B de H é
uma Hopf-subdlgebra se:

1. B é subélgebra de H, isto é, u(B ® B) C B;
2. B é subcodlgebra de H, isto é, A(B) C B ® B;
3. S(B) C B.

Observagdo 2.3.2. Se 1y € B, entdao temos 7: K — B. Assim, obtemos
que (B, plsgs,n, Al €|B, SB) é uma algebra de Hopf por si sé.

Definicao 2.3.3. Seja H uma algebra de Hopf. Um subespaco I C H ¢é
um Hopf-ideal se:

1. T é um ideal da algebra H, isto é, y(H® I +1® H) C H;

2. I é um coideal da codlgebra H, isto é, A(H) C HQI+I® H e

3. S(I)C 1.

Definigao 2.3.4. Sejam H; e Hy duas algebras de Hopf. Uma transfor-
magcao linear f: Hy — Hy é um morfismo de dlgebras de Hopf se:

1. f é um morfismo de bialgebras, isto é:

foum = p2o(f®f)
fom = m
(f@floAr = Agof
€1 = eof

2. f preserva a antipoda:

H — Hy

H,

Hy

foSi=80f
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Veremos que o item [2] é, na verdade, automaticamente satisfeito para
morfismos de bidlgebras entre duas algebras de Hopf.

Proposigao 2.3.5. Sejam Hi e Hsy duas dlgebras de Hopf. Seja f: Hi —
Hy um morfismo de bidlgebras. Entdo foS; = Ss0 f, e f € automatica-
mente um morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que tanto f oS quanto Sy o f sdo inversas
de f em relagdo ao produto de convolugdo em Hom(Hy, Hy), que é uma
algebra. Portanto, pela unicidade do inverso multiplicativo, terfamos f o
S1 = f oS5 Vejamos que f o S; é o inverso multiplicativo de f:

(foSi)xf=p20((foS1)®f)olA;
=p2o(f®f)o(Si®ld)oA,;
=fouo(S1®Id)o Ay
= fo (S x1d)
=fomoe

=T1n20¢&1

fx(foS1)=pao(f@(foSr)) ol
=ps0o(f®f)o(Id®S1) oAy
= fopuo(Id®Sy) oAy
= fo(Id*Sy)
=fomoe

=TnN20¢1 .

Vejamos agora que S5 o f é o inverso multiplicativo de f:

(S2o0f)* f=p20((S20f)®f)ol
=pp0(Sa®@Id)o(f® f)oA
=p20(Sa®Id)oAyo f
= (S2xId)o f
=npoezof

=T120¢&1
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fx(S20f)=pzo(f@(S20f)) 0l
=p20(Id® S2) o (f® f) oAy
=p2o(Id® S3)oAgo f
=(IdxS3)o f
=ng0eg0 f
=moey .

Em vérias passagens, usamos que f é morfismo de bidlgebras. Assim o
resultado fica provado. O

2.4 Algumas propriedades da antipoda

J4 obtivemos na observagao [2.1.2] que a antipoda de uma dlgebra de
Hopf é tnica. Veremos também que a antipoda é um antimorfismo de
algebras e de coalgebras, e algumas outras propriedades relacionadas com
a antipoda.

Proposigao 2.4.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao:

1. S é um antimorfismo de dlgebras. Isto é, S: H — H°P é morfismo de
dlgebras, ou, equivalentemente, S: H°? — H € morfismo de dlgebras.
Em outras palavmﬂ

Sop=pPo(S®S)  Sou®=po(Sx®.5)
Son=mn Son=mn.

2. S ¢ um antimorfismo de codlgebras,. Isto é, S: H — H P é mor-
fismo de codlgebras, ou, equivalentemente, S: HP — H € morfismo
de codlgebras. Em outras palavradl

AoS=(S®S5)oA®P  A®PoS=(55)cA
coS =¢ coS=¢.

Demonstragao.

1. (Sop = puPo(S®S):) Considere Hom(H ® H, H) com o produto de
convolucao * e unidade lyomHeH,H) = N ° EHgH- Vamos mostrar

3Passamos de Sopu = pu°P o (S®S) a Sou® =po(S®S), e vice-versa, aplicando
7 & direita dos dois lados, e usando que (S® S)oT =70 (S®S).

4Passamos de AoS = (S®S)o AP a A®PoS = (S®S)0A, e vice-versa, aplicando
7 & esquerda dos dois lados, e usando que (S® S)oT =70(S®S).
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que tanto Sop quanto p°?o(S®.S) sdo inversas de u € Hom(HQH, H)
com relagao ao produto de convolugao.

Vejamos que S o u é inversa de u:

#(Sopu) =po(u®(Som)oAuen

o (
po(Id® S)o(n®u)oAygy
o (
noe

Id® S)oAou=(Id*xS)opu

op="n0°cHsH

(Sop)xp=po((Sop)@p)oAygn
=po(S®ld)o(n®p)oAnen
=po(S®Id)oAopu=(S«lId)opn
=nocopu="10EHRH -

Agora, verifiquemos que p?o(S®S) é inversa de u. Sejam h,g € H.
Temos:
(hx (1P o (S®9)))(h®g)
= ulhay ®ga)) - (1P 0 (S®9)) (hz) @ g(2))
= hay-9a) - S(9@) - S(he)

o

- Zh:h(l)- (Zg(n : 5(9(2))> - S(h)

- Z hay - (Idg* $)(9) - S(h2)

_ Zh (noe)(g) - S(hz)

Zh<1>' e(9)1u) - S(he)
()Y hety - S(hee) = <lg) (1 » S)(h)

h
=e(g)(noe)(h) =e(g)e(h)lu

=n(e(9)e(h)) =noengu(h®g)
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(1P o (S®8))*u)(h®g)
— Z Po(S®9))(h®gw) - e @9ge)

—ZS%> M) he) - 92

—-Ejsékn <§:5’%1 Mm>'9@>
:ZS 9a1y) - (S*Id)(h) - g(2)

*ZS 9)) - (noe)(h) - g
:ZS%WE JLu) - 92)
ZS “9¢2) = €(h)(S x1d)(g)

(hﬂnoaﬂg)ZEQﬁdhﬂH
=n(e(9)e(h)) =noengu(h®g) .

Portanto u°? o (S ® S) e S o u séo inversas de p € Hom(H ® H, H)
com relagdo ao produto de convolucao na dlgebra Hom(H ® H, H).

Como o elemento inverso é tnico numa algebra, temos que

pPo(S®S5)==Sou.

(S(1g) = 1g5:) De fato, temos:

SxId(lg) =po(S®Id)oA(ly) =noe(ly)
— S(lH)'lH:€(1H)1H:1K1H

2. (AoS=(S®S)oA°P:) Considere Hom(H, H ® H) com o produto
de convolugao * e unidade nggy © €. Vamos mostrar que Ao S e
(S ® S) o A°P s3o inversas de A € Hom(H, H ® H) com relagao ao
produto de convolucao.
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Verificando que A o S é inversa de A:

A (Ao 8) = jron o (A (AoS)) oA
= paen ° (A®A)o (Id® S)o A
=Aopuo(Id®S)oA=Ao(IdxS5)

:AO’I]O€:’/]H®H

(A08) %A= pmano((AoS) @A) oA
=Aopo(S®Id)oA=Aoc(S*Id)

=Aonoe=nNugHOoE .
Verificando que (S ® S) o AP ¢ inversa de A:
(ax((5@8)0a®))(n)

= Z A(hny) - (S ® S) 0 A®P) (h(a))
h

_Z (Zh(l 1) ®ha)e ) (ZS hey2)) @ S(hz) 1)))

h() h(2)

Z hayyS(he)2) @ hy@2)S(he)a))
h h(1> h(z)

Z h(l)S )®h Q)S(h(g )

Z h1)S(h()) ® he2)1)S(h2)(2))
hh(2>

= nS * S 2
zh:hu (hez)) @ (Id * S)(h(2)

(noe)(h(zy)

= (Zdh(z))h(l)S(h(s))) @1y
h
= <Z h(l)S(h(z))> @1y =Id*S)(h) @1y
h ——
(noe)(h)
e(W)ly ® 1y = nuen oc(h)
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(((S® S) 0 AP) A)(h)

=>_((8©5)0A“P)(h)) - Alhe)
h

> (Z S(hay@) ® S(hm(l))) : (Z he)) @ h(2)(2>)

h h(1y h(2)

> Shaye)h@a) @ S(hay)hee)
hyhay,hz)

= > S(h)he) @ S(hay)hy
h
= > Slheya)h@e) @ Sha)he)
h,h(z)

= (S *1d)(hez)) @S(h))h)

h
(noe)(h(2))

=lu® (Z S(hu))é(h(z))h(z))
h

(noe)(h)
= {:‘(h)lH ®1y = NHQH © €(h) .

Dessa forma, (S®S5)o AP e AoS sdo inversas de A € Hom(H, H®
H) com relagao ao produto de convolugao da dlgebra Hom(H, HQH ).
Pela unicidade do elemento inverso numa &algebra, temos:

(S®8)oA“P =AoS .

(eo0S =¢:) Seja h € H. Entao temos:

(Id* S)(h) =noe(h) = Y ha)S(he) =e(h)ly .
h

Aplicando €, e como ¢ é morfismo de algebras, temos:
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> e(hay)e(S(hez)) = e(h) e(1m)

h 1
— > e(S(ehy)he)) = (h)
h
— (6 o S) (Zé‘(h(n)h(g)) = €(h)
h

= (e08)(h)=¢(h) .
Portanto s 0 S = ¢. ]

Proposigao 2.4.2. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sdo
equivalentes:

1. ZS(h(g))h(l) =e(h)1ly para todo h € H ;
2.) h)S(hay) = (h)1m para todo h € H;
h

3. 58%=1d.

Demonstragao.

(1. = 3.):

Como Id ¢ a inversa de S com relacao ao produto de convolucao, basta
mostrar que S? também é a inversa de S com relacdo ao produto de con-
volugao. De fato, temos:

S * 52 ZS h(l) h(2 )

=5 (Z S(h)) - h(l))
h

= S(e(h)1n)
(h)S(1w)

(h)1g

=noe(h).

Assim, como sabemos que S é inversivel e temos que S? é inversa & direita
de S, temos que S? deve ser a inversa de S, que é Id.

O U

™
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3. = 1):
Pela definicao da antipoda, temos, para todo h € H, que

h

Aplicando S dos dois lados, e usando que S é antimorfismo de dlgebras,
obtemos

> S(h@)S(hay) =e(h)lg = Y S(h))ha) = e(h)1y .
h h

(2. = 3.):
Da mesma forma que em 1. = 3., vamos mostrar que S? é a inversa de
S com relagao ao produto de convolugao. De fato:

(5% S)(h) = §*(h1))S(hz)
h

=5 (Z h<2>5(h<1>)>
h

S(e(h)ln)
(h)1
oe(h) .

i
)
s

I
3

Portanto, como sabemos que S é inversivel e temos que S? é inversa a
esquerda de S, devemos ter Id = S2.

3. = 2):
Considere h € H. Pela definicao de antipoda, temos:

> ha)S(he) =e(h)ln -
h

Aplique S dos dois lados da equacao, e como S é antimorfismo de algebras,
temos:

> 8%(h@)S(hay) =e(h)iy = > h@S(hay) =e(h)ly .
h h
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Corolario 2.4.3. Se H é uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomuta-
tiva, entao

S?=1d.
Demonstra¢ao. Se H é comutativa, entao

Zh(l)s(h@)) = E(h)lH — Zs(h(2))h(1) = E(h)lH s
h h

e pela proposicao [2.4.2) temos que S? = 1d.
Se H é cocomutativa, entao

D hay@h@) =Y he) @ha)
h h
= e(h)lp =Y hw)S(he) = heyS(ha)) .
h h

e pela proposicao [2.4.2) temos que S? = 1d. O

2.5 Algebras de Hopf oposta, co-oposta e oposta-
co-oposta

Seja H uma &lgebra de Hopf, e considere o produto oposto p°P e o co-
produto cooposto AP, Na secao foi visto que H°P, HP ¢ HOP-coP
sao bidlgebras também. Veremos nessa se¢ao que a antipoda de H tam-
bém fornece uma antipoda para S°P°°P e que em determinadas situacoes
também temos uma antipoda para H°P e HP.

Proposicao 2.5.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. A bidlgebra HCP°°P ¢é
uma dlgebra de Hopf, com antipoda S.

Demonstragao. Dados f,g: H — H, o produto em Hom(H°P-<°P  [OP:cOP)
chamado de produto de convolugao, é dado por:

[ *op,cop 9 = 1 o (f @ g) o AP .
Sabemos que H°P-°°P é uma bidlgebra, pela proposicao[1.4.12] Resta veri-
ficar a propriedade da antipoda. Temos que:
S *op,cop Id = P o (S @ Id) o AP
=poto(S®Id)oTo A
=poto7o(Id® S)o0 A
=po(Id®S)oA

=noc.
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Da mesma forma, mostra-se que Id *qp cop S = 17 0 €. Portanto H°P°P ¢
uma &algebra de Hopf, com antipoda S. O

Proposigao 2.5.2. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao sao equivalentes:
1. S € inversivel com rela¢do a composicao de funcgoes;
2. a bialgebra H°P € uma dlgebra de Hopf.

Caso sejam verdadeiras, a antipoda de HP é §' = S~1.

Demonstragao.
(1. = 2.):
Como S é antimorfismo de coalgebras, pela proposicao temos

pPo(S®8)==Son
Son=n.

O mesmo vale para S™!, pois podemos aplicar (S~!®S~!) & direita e S~!
& esquerda na primeira equacdo, e S~! & esquerda na segunda. Obtemos

S—l Oljfop =po (S—l ®S_1)

e
(%) n=5S""1ton.

Aplicando a transposicao 7 a direita na equacao de cima, temos

(+%) S ou=pPo (s @S,

jAque (STt@SHor=70(S"t®s™1).
Considere Hom(H°P, H°P), com o produto de convolucao dado por

f*opg:‘quo(f@g)oA,

para f,g € Hom(H°P, H°P).
Vamos mostrar a propriedade da antipoda para S~1:
Sl xopId=pPo (S @Id)o A
=puPo(S'®S Ho(ldeS)oA
() g1 opo(Id®S)o A
=Stonoe

(*)
- 77°5>
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Id#op St =pPo(ld® S 1) oA
=uPo(S'®S Ho(S®Id) oA
) 616 po(S®Id) o A
=S tonoe

*)
=r7noe€.

Portanto S—! é antipoda para H°P.

(2. = 1.):
Temos que:

(SOS/)*S:MO((SOS/)®S)OA
=po(S®S)o (S ®@Id)oA
=SouPo(8®@Id) oA
=Sonoe
=noc,

S*(S/OS)ZILLO(S@(S/OS))OA
=po(ld®S)o(S®S)oA
=po(Id®S")oA®Po S
=pPo(5®Id)oAoS
=noeoS
:7’]05 .

Como S ¢ inversivel com respeito ao produto de convolugao, com inversa

Id, temos S oS" = Id = S’ o S. Portanto S é inversivel com relacao a
composicao de funcdes, com inversa S’ = S~1. O

Proposicao 2.5.3. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entao sao equivalentes:
1. S € inversivel com relagdo a composicdo de funcgoes;
2. a bidlgebra HP ¢é uma dlgebra de Hopf.

Caso sejam ambas verdadeiras, a antipoda de HP é §' = S~1.

Demonstragao.
(I. = 2):
Sabemos da proposicao que S é antimorfismo de codlgebras. Entao:

(S®8)oA“P = Ao S

coS=¢
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Da mesma forma que antes, podemos aplicar (S~ ® S~!) & esquerda e
S~1 & direita na primeira equacdo e S~! & direita na segunda. Ficamos
com S~! antimorfismo de coélgebras:

ACOP o Sfl — (Sfl ® Sfl) o A

(%) e=ecoSt.
Aplicamos a transposigdo 7 a esquerda na equagao de cima, e ficamos com
(%) AoS™t=(S"T1t®8 1) oA®Pr,

posto que 7o (S~ @S H =(St®SHor.
Agora considamos Hom(H®P, H®P), com o produto de convolugao
dado por

f*copg:‘uo(f@g)oACOp,

para f, g € Hom(HP HP). Passamos, entdo, & propriedade da antipoda
para S~

S xeopId = po(S7'®@1Id) o AP
= po(Id® S)o (S '®S™1)oA®P
) old® S)oAo st
= 170505_1
()
=noe,

Id #eop S™! = po(Id®S™1) o A%P

= po(S®Id)o (St ®S71)oA®P

o (

) o (S@Id)oAos!
= 17050571

(%)

=noc.

Portanto, temos que S~! é antipoda de HP.
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(2. = 1.):
Temos que:

(So0S8)x«S=po((Ses)®58)oA

S * (S

=po(S®8)o (S ®@Id)oA
=SouPo (8 ®Id)oA
=Sopo(Id® S’) o AP
=Sonoe

=noe

(S®(S"'08))oA
o(ld® S)o(S®S)oA
=po(Id®S")oA®Po S

=noeoS

=po
=puo

:7’]08

Como S ¢ inversivel com respeito ao produto de convolugao, com inversa
Id, temos S o S’ = 1Id = S’ o S. Portanto S é inversivel com relacdo a

composicio de funcdes, com inversa S’ = S~ O

2.6 Algebra de Hopf do produto tensorial

Sejam B e H duas dlgebras de Hopf. Na sec¢ao [[.4.4] vimos que B ® H
é uma bidlgebra, com as operagoes

HBoH
NBeH
ApgH
EBRH

em que

e, além disso, ug = AKfl

(g ® p) o (Id® T ®Id)

(nB @nE)o Ax
(IdoroId) o (Ap @ Ag)
pr o (ep®cm) ,

pr: KoK =K
pr(a®p) =a- B

AKI K—-K®K
AK(Q) = Oz(l]K X 1]1()
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Resta tentar obter uma antipoda para B ® H. Defina
Spen =S ® Sy -
Conferindo a propriedade da antipoda:

tBoH © (Sen @ IdpeH) © ApgH
=(up@ug)o(Id®@7®Id) o (Sp® Sy ®Id ®Id)
o(IdoTold)o (Ap ® Ag)
= (up @ pg) o (lde@7®1Id) o (Ido 7 o1d)
0 (Sp®Id® Sy ®Id) o (Ap ® An)
=(up@pum)o (SpRId® Sy ®Id)o (Ap ® Ay)
(,uBo SB(X)Id)oAB) (MHO(SHQ@Id)oAH)
=(npoep)® (nuocn)
=B ®nu)o (e ®en)
=M ®ng)oAgopugo(ep®@en)

=T7BeH CE€BRH

pBeH © (Idpgr ® Sper) © ApeH
= (up ® pg)o(ld®7T®1d) o (Id®1d® Sp ® Sx)
o(Ido7old)o (A ® Ag)
=(up @ ug)o(ld®7®Id)o (Ido 7o 1d)
o(Id® Sp®1d® Sy) o (Ap ® Ag)
= (up ®pr)o (ld® Sp®1d® Su) o (Ap ® Ag)
(NBO Id®SB)oAB) (,uHo(Id®SH)oAH)
=(mBoep)® (Nuoen)
=B ®nu)o(cp en)
=B ®nu)oAxopuxo(ep®en)
=TBgH CE€BRH

Com isso, B ® H é uma algebra de Hopf.

2.7 Algebra de Hopf quociente

Daremos uma estrutura de algebra de Hopf para o quociente % de uma
algebra de Hopf H por um Hopf-ideal I. Observe que a definicao de Hopf-
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ideal é tal que possibilita transportar a estrutura de H para %, da mesma
forma que ocorre com as dlgebras, codlgebras e bidlgebras.

Proposigao 2.7.1. Sejam H dlgebra de Hopf, I C H Hopf-ideal. Consi-
dere m: B — B a projegdo canonica. Entdo existe uma unica estrutura de
dlgebra de Hopf em & que faz com que 7 seja um morfismo de dlgebras de
Hopf. Essa estrutum € dada por:

Demonstragao. Um Hopf-ideal é um bi-ideal com a propriedade adicional
de ser invariante pela antipoda, isto é, S(I) C I. Sendo assim, a estru-
tura de bidlgebra jé estd garantida pela proposigao Resta obter a
antipoda.

Defina Sg: % — % por

Su (a) = Sn(a) .

A funcao estd bem definida e é um antimorfismo de algebras e de codlgebras
(pois Sy o é). Dados a,b € H, a boa defini¢io segue de:

a=b = a-bel = Syla—b)el = Sy(a)— Su(b) el
— Su(a) = Su(b) = Su(a)=Su ().

Falta apenas mostrar a propriedade da antipoda. Seja a € H. Temos:

~l=

Su *Id%(ﬁ) =pm o(S% ®Id%)oA%(E)

=pm o SH®Id (Za ®a2)>

Su(aq)) - ag)

n
iy
=
S
=
N
s
C
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Portanto S% * Id% =nmoexn. A outra relacao Id% * S% =ngocu se
mostra de forma andloga. Portanto % é uma algebra de Hopf.

Por fim, 7 é um morfismo de dlgebras de Hopf, pois é um morfismo
de bidlgebras, em decorréncia da proposi¢ao [1.4.13] e um morfismo de
bidlgebras é automaticamente um morfismo de algebras de Hopf, por causa
da proposicao

A unicidade da estrutura de &algebra de Hopf do enunciado é con-

sequéncia da unicidade da estrutura de bidlgebra, decorrente da proposicao
1.4.13 O

Proposigao 2.7.2. Sejam B e H duas dlgebras de Hopf, I C B um Hopf-
tdeal e m: B — % a proje¢do candnica. Se f: B — H é um morfismo de
dlgebras de Hopf tal que I C ker(f), entao existe um tnico morfismo de
dlgebras de Hopf f: ? — H tal que

.

For=1.

Demonstracao. Seja f: B — H é um morfismo de algebras de Hopf com
I C ker(f). Da proposigao vale que existe tinico morfismo de bidl-
gebras f: % — H tal que fonm = f. Como, pela proposicio o
morfismo de bidlgebras preserva a antipoda, temos que f é um morfismo
de algebras de Hopf. O

B

T

!

—_—

~|t

2.8 Algebra de Hopf dual

2.8.1 Dimensao finita

Considere uma algebra de Hopf de dimensao finita H. J4 vimos antes,
na se¢ao que H* é uma bidlgebra, com estrutura dada por:

e = Ajof Ag- =0 opug
frxg=pxo(f®g)oAn
[xgle) =22, flewy)glee))

N =€ 0& e =& o,

lu- =¢cn
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em que temos
& K—K*
&(A) = multy
f: B*® B* — (B® B)*
0(f @ g)(a®b) = f(a)g(b) .

Como H admite antipoda Sy, é possivel mostrar que H* também admite
antipoda, e esta é dada pela transposta de Sg:

Sy = Sgis H* — H* .

Antes, precisaremos de um lema para reescrever a transposta do produto
tensorial de duas transformacoes lineares.

Lema 2.8.1. Dados f1: V1 — W1 e fo: Vo — Ws transformagades lineares
entre espagos vetoriais de dimensao finita, temos

(i@ fo) =0y o(f1*® f,")oby ",
em que
by V@V = (Vi 1))’
Gwi Wl* ® WQ* — (Wl 0 WQ)*
sao dados, para a € V1 e b € Vs por
Ov(f @g)la®b) = fla)g(b)
Ow (f @ g)(a®b) = f(a)g(b) .

Demonstragdo. Sejam w,* € W,* e wy* € W,*. Entao

(1 ® fo) 0 bw)(w" @ wy") = (fr @ f2) " (Bw (wy” @ wy))
= (0w (0" @ wy")) o (f1 @ f2) -

Aplicando em v, € V] e vy € V5, temos:

((fr® f2)* 0w ) (" @ wy")(v1 @ va)
= (0w (w,* @ wy*)) o (f1 ® fa)(v1 @ v2)
= (0w (w" @ wy")) (f1(v1) © fa(v2))
=w;"(fi(v1)) - wo" (f2(v2))
=w;" o fi(v1) - wy" o fa(va)

= (v (w" o fi ®wy" 0 f2)) (v1 @ v2) -
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Dessa forma, obtemos que
((fr ® f2) obw) (w," @ wy")
=0y (w;" o fi ®wy" o f2)
=0v(fi"(wy") ® fo" (wy"))
=0y o (fi" ® fy")(w" ®wy") .
Segue que
(f1® fa) obw =0vo(fi"®f"),

isto 6, como @y é bijetord]
(L@ f) =0vo(fi*®fr7)oby".
0

Proposigao 2.8.2. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. A
bidlgebra H* admite a antipoda ST = Sy e portanto € uma dlgebra de

Hopf.

Demonstracao. De fato, transpondo a propriedade da antipoda para Sy,
temos:

pr o (Sy@ldy)o Ay =numoey
= Ago(Syp®Id)*oug =ecgony
ZE0 Ajobfo(SyeId) ol tous=chobot ong
= pup~o (S ®Id) o Ay+ =ny«oey-
= Sy xId=ng-oey~ .
Acima usamos o lema 2.8 com V; = Vo, = Wy = W, = H, para dizer
que (Sy ®@1d)* =00 (S @Id*) o0~ 1.
De forma andloga, temos:
pgo(Id® Sy)o Ay =ngoey
= Ago(Id® Sy) oug =cgong
@Aﬁo@o(Id*®Sﬂ)09_louﬁzaH*ogof_lonb’{
= ug+o(Id® Siy) o A+ =y~ oepy-
= Id* S} =nu-oepy~ .

Usamos, novamente, o lema|2.8.1] para obter (Id® Sy)* = 6o (Id*® Sj;) o
6~1. Portanto S;; é uma antipoda para H*. O

5Temos que W1 e Wa sdo espagos vetoriais de dimensdo finita, e usamos o item 3.

do lema
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Além disso, temos a proposicao sobre a transposta de um morfismo de
algebras de Hopf.

Proposicao 2.8.3. Sejam H e B duas dlgebras de Hopfe f: H— B um
morfismo de dlgebras de Hopf. Entdao a transposta f*: B* — H™* € um
morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstragao. Pela proposicao temos que f* é morfismo de bidl-
gebras. Como todo morfismo de bidlgebras entre dlgebras de Hopf é auto-
maticamente um morfismo de dlgebras de Hopf (proposigao [2.3.5]), temos
o resultado. O

2.8.2 Dual finito

Nesta secao estenderemos o resultado da segao anterior para o dual
finito H° de uma &algebra de Hopf H. J4 vimos que o dual finito de uma
bidlgebra tem estrutura de bidlgebra. Repetimos os morfismos aqui, por
conveniéncia:

fie = A of Ao =0"1opug

frg=pro(f®g)olAn
[rglc) =22, fley)glew))

Nue =¢ep 0§ eme =& 1oy .

lH* =€H
Acima, temos:

£ K —K*
&(A) = multy

0:H"QH" - (H® H)"

0(f ® g)(a®b) = f(a)g(b) .
Além disso, 0 é injetiva, e restringimos a : H* @ H* — §(H* ® H*) para
obter uma bije¢do. Também jd mostramos que ;5 (H®) C 0(H* @ H*) (é
consequéncia imediata da definigdo de H°), de modo que a férmula para
Ao faz sentido.

Entao resta ver se essa bidlgebra admite uma antipoda. Tentaremos

usar a transposta finita S de Sy e repetir as contas do caso de dimensao

finita para mostrar que é a antipoda de H°. Precisaremos de um lema
muito parecido com o lema Apenas evitamos tomar 6, L
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Lema 2.8.4. Dados f1: V1 — W1 e fo: Vo — Ws transformagades lineares
entre espacos vetoriais, temos

(i®f2) obw =0vo(fi"®f"),
em que
Oy: V"V, = (V1 @ Va)*
Ow: W " @ Wy* — (W @ Wa)*
sao dados, para todos a € V1 e b € Vy, por

Ov(f@g)(a®@b)= f(a)g(b)
Ow (f @ g)(a®b) = f(a)g(b) .

Demonstracao. Similar a do lema m (exceto pela ultima linha, onde
invertemos Oy ). O

Proposigao 2.8.5. Seja H uma dlgebra de Hopf. O dual finito H°, como
visto nas secoes [1.3.3.9 e|1.4.6.9, é uma dlgebra de Hopf, com antipoda
Spo = S+ H° = H° dada por Si7 = Sy restrito a H®.

Demonstrag¢do. Vamos mostrar que Sy : H° — H° estd bem definida,
isto é, que Sy (H°) C H°. De fato, dado f € H®, por f pertencer ao dual
finito, temos que existem f;’s e g;’s em H* tais que f(a-b) =, fi(a)-gi(D)
para todos a,b € H. Entao, como Sy é antimorfismo de dlgebras (pela
proposicéo [2.4.1)), temos:

Si(f)(a-b)=(foSu)(a-b)
= f(Sw(b) - Su(a))
- Z fi(Su(b)) - gi(Sw(a))

= Z(Qi oSu)(a) - (fioSu)(®) .

Portanto S;5(H°) C H°. Para mostrar que S, é a antipoda, fazemos:

pro(Syp®Id)o Ay =ngoey
= Ajgo(Sg@Id)*oug =cgong .

Seja p € H°. Entao, pela condicao 2. da definicao do dual finito,
no teorema [1.3.13] temos que pj;(p) € 6(H* ® H*). Escrevemos entao
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i (p) =003, fi ® gi), e também temos Ago(p) = >, fi ® gi. Aplicando
a equacao acima em p, temos:

Ago(Sy®Id)*opug(p) =eg ong (p)

— Ago(Sy®Id)* o <Zfi®gi> = &g °ong (p)

ZEI A oho (S ®1dY) <Zfi®gi> =egotot ong(p)
= ppgo o (S ®1d) o Agre(p) = ne 0 epo (p) -

Note que Ago(p) € H° ® H°, pois p € H°. E, como visto, S;f = S5 em
H° e S;(H®) C H°. Entao Ay o6 esté sendo aplicado a um elemento de
H° ® H°, como deveria ser. E foi possivel escrever, entdo, A o0 = ppgo.

Portanto, temos pgo o (S ®Id) o Age = e oeyo. De forma andloga,
mostra-se que o o (Id® S%) o Ago = e oepgo. Consequentemente, S5
é antipoda para H°. O

Por fim, a “transposta finita” de um morfismo de algebras de Hopf
também é um morfismo de dlgebras de Hopf, como diz a proposigao abaixo.

Proposigcao 2.8.6. Sejam H e B duas dlgebras de Hopf e f: H — B
morfismo de dlgebras de Hopf. Entdo a “transposta finita”

f°:B° — H° |
dada por f° = f* restrito a B° € um morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstra¢ao. Sabemos da proposicao [1.4.19] que a “transposta finita”
f° estd bem definida e é morfismo de bidlgebras. Automaticamente é
morfismo de dlgebras de Hopf, em virtude da proposicao [2.3.5] O

2.9 Dualidade em algebras de Hopf

Existe um conceito de dualidade entre bidlgebras que é um pouco mais
fraco do que o do dual finito. Dados B e C bidlgebras, podemos considerar
que B é o dual de C quando B =2 C°. Nesse caso, o isomorfismo ¢: B — C°
define uma forma bilinear por (b, ¢) := ¢(b)(c), para todos b € B e c € C.
Pelo fato de ¢ ser morfismo de bialgebras, essa forma bilinear guarda certa
compatibilidade com a estrutura de bidlgebra de B e de C (as dadas por

1. a 4. na definigao abaixo).
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Podemos generalizar essa nogao considerando um cenario em que B e
C° nao sao necessariamente isomorfos, mas sao tais que existe uma forma
bilinear definida em B ® C' satisfazendo algumas propriedades de compa-
tibilidade. Escreveremos essa definigao de dualidade entre duas bidlgebras
ou algebras de Hopf, e logo em seguida, provaremos que no caso de se ter
um isomorfismo ¢: B — C°, também recaimos nessa definicao por meio
da forma bilinear (b, ¢) := ¢(b)(c).

Definigao 2.9.1. Duas bidlgebras B e C' estao em dualidade se existe uma
forma bilinear (-,-): B x C' — K tal que dados b,b' € B e ¢, € C, temos
que:

1. (b-,c) =V, Ac(c)) ;
2. (bye- ) =(Ap(b),cx);
3. (Ip,c) =ec(c) ;
4. (b,1c) =¢€p(b) .

Em 1. e 2., a fungao bilinear (-,-): (B® B) x (C ® C) — K é dada por
bab,cad)=(bc) ().
Veremos na observagao que essa funcao bilinear estd bem definida.

Observagdo 2.9.2. A fungédo (-,-): (B® B) x (C ® C) — K dada por
b, cad)y=(b-c) ¥, )

estd bem definida. De fato, considere ¢, : Bx B — K, para fixados ¢, ¢’ €
C, dada por ¢ = (b-c)-(V/, ). Temos que ¢, s ¢ bilinear, portanto pela
propriedade universal do produto tensorial, existe inica ¢, : B® B -+ K
tal que . 0T = ¢ . Defina ¢: C x C — (B® B)* por ¢(c,c’) = de.er-
Temos que ¢ ¢é bilinear, e aplicamos a propriedade universal do produto
tensorial para obter ¢: C ® C — (B ® B)* dada por ¢(c® ) (b®b) =
(b-c)-(t,c). Por fim, definimos (-,-}: (B ® B) x (C ® C) — K por
bab,cad)=¢(cad)(bal).

Definicao 2.9.3. Dizemos que a dualidade é separante se
(a) (VeeCl, (bc)=0) = b=0;
(b) (VbeB, (bye)=0) = c=0.
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No caso em que B e C sao algebras de Hopf, requeremos também uma
compatibilidade entre as antipodas.

Definicao 2.9.4. Sejam B e C duas algebras de Hopf. Se B e C' estao
em dualidade como bidlgebras, e se valer:

5. (SB(b),¢) = (b, Sc(c)) ,

entao dizemos que B e C' estdo em dualidade como dlgebras de Hopf.

Veremos que a condigao 5. é automaticamente satisfeita.

Proposigao 2.9.5. Dadas duas dlgebras de Hopf B e C, se B e C estdo
em dualidade como bidlgebras, entao estao em dualidade como dlgebras de

Hopf.
Demonstracdo. Primeiramente, note que as formas bilineares

(n):BxC—=K
(Sp(+),): BxC =K
(wSc(-)): BxC =K

podem ser fatoradas a transformagoes lineares definidas no produto tenso-
rial, pela propriedade universal. Sejam, respectivamente,

f:B®C =K fb®@c) = (b,c)
fiiBeC—=K  filb®c)=(Sp(b),c)
riBC—=K  f.(b®c)=(bSc(c))

essas transformacoes lineares obtidas pela aplicacao da propriedade uni-
versal.

Considere a &lgebra de convolu¢ao Hom(B ® C,K) = (B ® C)*. Mos-
traremos que tanto f; como f, sao inversas de f nessa algebra, e portanto,
devem ser iguais.
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(fi é ainversa de f em (B ® C)*:) De fato, para b € B e ¢ € C, temos:
fix fo®c)=pxo (fi® f)oApgc(b®c)

= px o (fi® f) (Z by ® ca) @by @ C(z))

b,c

=D filbay ®cqy) - flba) @ cz))
b,c

=SB b)) cy) - (bzy @ c2))

=" (Sb) @ by, ey ® cz)
b,c

= Z <SB(b(1)) & b(z), AC(C)>

1:<ZSB b(1 2),C>

b
= (ep(b)lp,c) =ep(b) - (1, ¢)
Zep(b) eclc) = pxo (s ®ec)(b® )
=¢epec(b®c) =gy (b®@c),
[*filb®c)=pxo(f® fi)oApgc(b®@c)
=pro (f® fi) (Z by ® (1) ® by ® C(2>>

b,c

= Z flo) ®@cqy) - filbe) © ¢2))
= Z by ® cy) - (SB(be2)), c(2))

—Z 1) ® SB(b2))s c1) ® c2))

=3 (b ® Sp (b)), Ac(c))
b

< by - SB(b(z)), ¢ >

= <€B( Mg, c) =¢ep(b) (1p,0)
ep(b) -ec(c) = pr o (ep ®ec)(b®c)
= EB®C<b®C) = 1(B®C)*(b®c) .

1=

ko
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Assim vale f; % f=1ggc)-=f * fi. Logo fi é a inversa de f em (B® C)*.
(fr é ainversa de f em (B® C)*:) Parab e B e c € C, temos:
frxfb®c)=pxo(fr® f)oApgc(b®c)

= pr o (fr ® f)(Zb(l) ®ca) ®bwe) @ C<2>)

b,c

_ Z Fr(by ® ) - f(ba) ® ¢2))
— Z by, Sc(c))) - (b ® cay)
— Z b1y ® bay, Sc(cry) ® c2))
_Z (Ap(b), Sclc)) ® ez

Z <b, Z Scleq)) - 0(2)>

= (bec(c)lc) = (b, 1c) -ec(c)

=ep(b)-ec(c) =pxo(ep®ec)(b®@c)
=¢epec(b®c) =1pgc)-(b@c),

f*fr(b®c)=pxo(f® fr)oApgc(b®c)

= UK o (f (9] fr) < Z b(l) (24 C(l) X b(2) ® 0(2))

b,c

:Zf by ®cqy) - frbz) © ¢(2))

~

= Z by, cy) - (b2) ® Solc())
= Z (bay ® b2y, ey @ Scle))
= Z <AB(b)7 c(1) [029] Sc(C(g))>

2 (0> e - Selep))

= (b,ec(c)lc) = (b,1c) -ec(c)
Zep(b)-ec(c) = pxo (e ®ec)(b®c)
= EB®C(b®C) = 1(B®C)*(b®c) .
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Logo fr * f = L(Bec)- = f* [r e fr é a inversa de f com relagao ao
produto de convolugao em (B ® C)*.

Dessa forma, f, e f; s@o inversas de f na algebra de convolucao (B ®
C)*. Portanto f; = f,, e temos:

(Sg(b),c) = filb®c)= fr(b®c) = (b,Sc(c)), Yoe B, YVee C. O

Veremos que o conceito de dualidade desse capitulo engloba a dualidade
usual, conforme comentamos no inicio desta segao.

Proposigao 2.9.6. Sejam B e C bidlgebras. Suponha que exista ¢: B —
C° morfismo de bidlgebras. entdo B e C' estao em dualidade, no sentido
da defini¢do acima (satisfazem 1. a 4.), com

(b,c) = ¢(b)(c) .

Isso também ocorre se B e C sao dlgebras de Hopf (também satisfazem
5.).
Demonstracao. Por ¢ ser morfismo de bidlgebras, as propriedades 1. a 4.
valem, como veremos a seguir. No restante da demonstracao, b, € B e
¢, ¢ € C sdo arbitrarios.

Antes de prosseguir, vamos escrever como o par dual em (B ® B) X
(C ® C) fica escrito em termos de ¢:

(b, cd)=I(bc) () =db)(c) d()() .
1. Considere a igualdade ¢ o up = pco 0 (¢ ® ¢). Temos que:

(9o upd@))(c) =d(b-V)(c)=(b-V,c)

(oo o (¢@)(b@V))(c) = (Ad 000 (¢ ® ¢)(b@V))(c)
(A (060 @ 6) ) (0
((0(6) @ 6(¥')) 0 Ac ) (©)

= (0((b) @ B(V))) (Z c(1) ®C(2)>

c

= 6b)(c)) - 6(t)(c2)

C

Zbcl) bC(2>

= (b®b’7Ac( )) .



2.9. Dualidade em &lgebras de Hopf 123

Portanto, temos (b-bV',¢c) = (b @b, A.(c)).
2. Sabemos que vale Ao 0 = (¢ ® ¢) o Ap. Entao
BoAcoodp=00(pR¢)oAp,

e portanto:

(0o (6@ 0)oApb)(c®d)=

Logo (b,c- ¢’y = (Ap(b),c® ).

3. Como ¢ ong = N, temos

(¢onp(1x))(c) = ¢(15)(c) = (15, ¢)

(nce(1x)) () = (e¢ 0 (1)) (¢)
= (£(1x) o ec)(o)

=1g-ec(c) =ec(c) .
Logo (15,¢) = £c(c).
4. Usamos a igualdade eco 0 ¢ = e e obtemos

foecoop=Eoep .
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Calculamos:
(Eoece 0 (b)) (1) = (nc 0 d(b)) (1k)
= (¢(b) o ne) (L)
=¢(b)(1c)
= <b7 10>

(€oep()(1k) = 1k - eB(b) = ep(b) .
Entao, temos (b, 1¢) = ep(b).

Se B e C sao élgebras de Hopf, pela proposigao temos que a pro-
priedade 5. é automaticamente satisfeita. Também podemos mostri-la
diretamente. Sabemos da proposigao que ¢ é morfismo de algebras
de Hopf. Entao, a propriedade 5. fica:

5. Sabemos que Sco 09 = ¢ o Sp e que Sco = S Entao:

(Sce 0 p(b))(c) = (S¢ 0 6(b)) (<)
= (6(b) 0 Sc)(c)
= ¢(b)(Sc(¢))
= (b, So(¢)

(60 Sp(b))(c) = &(Sm(b))(c)
= (Sp(b),c) .

Logo (b, Sc(c)) = (Sp(b),c).
O

No caso de uma forma bilinear qualquer fornecer uma dualidade entre
as bialgebras B e C, temos o seguinte:

Proposigao 2.9.7. Sejam B, C bidlgebras. Assumimos que B e C estao
em dualidade, com par dual {,). Considere as aplicagies:

¢l: B—C*

¢r: C — B*
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dadas, para b€ B e c € C, por

FEntao:

1. ¢; e ¢, sao morfismos de dlgebras.

2. Se a dualidade for separante, entao os morfismos ¢; € ¢, sao injeti-
V0S.

3. Se B* e C* sao bz'dlgebmﬁ , entao ¢; e ¢ também sao morfismos
de codlgebras.

Demonstragao.

1. Em consequéncia da bilinearidade de (-,-), temos que ¢; e ¢, sdo
transformagoes lineares.

Sejam b,b’' € B e c,c’ € C. Entao:
di(b) * pr(b')( Zaﬁz (cy) - (b)) (c2))
= Z b C(1 b ,C 2)>

:Z bV, ey @)

= (e, Ac(c))
= <b‘b/ac>
= ¢l(b ' b,)(C) )

61sto é, quando os morfismos canénicos 0p: B* ® B* — (B B)* e 0c: C*QC* —
(C ® C)* sao isomorfismos, e podemos definir as estruturas de bidlgebra por

HB* :AE;‘OGB AB* :0]_310“5
np* :EB*O£ eB* :g_lonB*
por = A olc Acx =05 opgs
'fIC*:EékOf ecx :5_107]

Por exemplo, quando B e C sdo de dimensao finita.
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¢r(c) * dr(c Z¢r )(b(1y) - Dr () (b(2))
—2: 1),€) - (b(2), )

= Z (1) ® by, c® )
b

= (Ap(b),c®c)
= (b,c-c)
— dile- YD)

Portanto ¢i(b- 1) = i(b) * 6u(b) € 6,(c ) = 6,(c) % 6,(c). Além
disso,
¢T(1C>(b) = <b7 1C> = EB(b) )
e desse modo, ¢;(1g) =ec = 1¢- € ¢.(1¢) =ep = 1p~.
2. Sejam b € ker(¢;) e ¢ € ker(¢,.). Entao

G(b) =0 — (b,d) =0V €C — b=0
¢r(c)=0 = (b,e)=0VW €B = c=0,

logo ¢; e ¢, sao injetivas se a dualidade é separante.

3. Suponha que B* e C* sao bidlgebras, com a estrutura usual. Os mor-
fismos canénicos fp: B*®@B* — (B&B)* e fc: C*@C* — (C®C)*
sao isomorfismos. Também usaremos o isomorfismo ¢: K — K* dado

por {(A) = multy e £71(f) = f(Ix).

(¢ é morfismo de coalgebras:) Mostramos que ¢; preserva o copro-
duto. Seja b € B. Temos que, para todos ¢, ¢ € C:
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(9 (61 @ d1) 0 Ap(b))) (c® )
- <Z 0c(¢1(br)) ® ¢l(b(2)))> (c®c)
me ) $1(bez))(¢')
= Z by ¢) - b2y, )

= <AB(b),C®C>
Z (bc-c).

Logo uc (¢1(b)) = 0c((¢1 @ é1) o Ag(b) , e aplicando 6, ", temos
A0 gi(b) =05 (nc (a(b)) = (61 © ¢1) 0 Ap(b)

para todo b € B. Portanto Ag+ o ¢y = (¢ ® ¢;) o Ap. Mostramos
que ¢; preserva a counidade: Seja b € B. Vale que:

(0" (6u(6))) (A) = @u(b) (nc(N))

para todo A € K. Portanto 5. (¢(b)) = £(ep(b)), e passando &1
dos dois lados, ficamos com e+ o ¢y(b) = £ o (g (b)) = ep(b) e
entao, ec+ o ¢; = ep. Desse modo, ¢; é um morfismo de coalgebras.

(¢ é morfismo de codlgebras:) Mostramos que ¢, preserva o copro-
duto: Seja ¢ € C. Temos que, para todos b, b’ € B:

(15 (6r(0)) (0D V)
= (¢r(c) o) (b@VY)
— ¢),.(c)(b~b/)
={-V,c),
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(05((¢r ® ¢,) 0 Ac(e)) (b V)
=<§p3wmmn®mw@»>w®w
fZ@m ) br(cg) (V)

— Z (b,c1)) - (b, c2))

<b®b’ Ac(c)
= (b-Vse)

Obtemos, entéo, que pg 0 dr(c) = 05((¢r @ ér)oAc(c) , e aplicando
93_1, temos

=

Ap-o¢r(c) =05 " oud (4(b)) = (¢r ® ¢r) 0 Ac(c)

para todo ¢ € C. Logo A+ o ¢, = (¢, ® ¢,) 0 Ac.

Mostrando que ¢, preserva a counidade: Seja ¢ € C'. Temos que:

(15" (6r(0))) (N) = ér(c) (n5 (V)
= ¢r(c)(AlB)
=A{(lp,c)

2 ec(c)
= (&ec(@) )
para todo A € K. Portanto ng5"(¢,(c))

dos dois lados, obtemos ep« o ¢.(c)
Ep* O gf)r =E&C.

= ( c(e)), e passando ¢!
£t ong (dr(c)) = ecle) e

Assim, obtemos que ¢, é um morfismo de coalgebras. O



Capitulo

Algebras de Lie e envoltorio
universal

Nesta secao veremos alguns elementos da teoria de &dlgebras de Lie,
com énfase no que serd necessario nos préximos capitulos deste traba-
lho. Abordaremos principalmente a relagao entre as algebras de Lie e as
dlgebras associativas e bidlgebras. Por exemplo, na se¢ao[3.1.7]daremos es-
trutura de algebra de Lie para uma dlgebra associativa qualquer, em [3.1.§]
veremos que um certo subconjunto de elementos (chamados primitivos) de
uma bidlgebra sdo uma &algebra de Lie. Adicionalmente, na [3.2] veremos
que uma algebra de Lie pode ser imersa numa algebra associativa e, na
verdade, Hopf, conforme

Com os objetivos deste trabalho em vista, omitimos o estudo de al-
gebras de Lie semissimples, split semissimples, soltiveis, nilpotentes, ou o
critério de Cartan. Também nao fora abordado o estudo de grupos de Lie
e sua relagao com as algebras de Lie. Estes podem ser encontrados em
vérios livros cldssicos de dlgebras de Lie, dentre os quais citamos [6] e [7].

3.1 Algebras de Lie

3.1.1 Definicao e exemplos

A definigao de algebra de Lie é motivada, principalmente, pelos chama-
dos grupos de Lie, que sao grupos com estrutura adicional de variedade, e
em que as operagoes de grupo (o produto e a inversao) sdo operagoes con-

129
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tinuas. As algebras de Lie surgem nessa situagdo como o espaco tangente
ao elemento e do grupo.

Definigdo 3.1.1. Uma Algebra de Lie é um par (g,[,]) em que:
1. g é um K-espaco vetorial;

2. [,]: g X g — g é uma operagao bilinear, o colchete de Lie, ou comu-
tador, que satisfaz:

2. (a) “Antissimetria fraca™ [z,z] =0, Vreg.

2. (b) Identidade de Jacobi: [z, [y, z]] + [y, [z,2]] + [2,[z,4]] =0,
Ve,y,z €9 .

A identidade de Jacobi, a primeira vista, nao parece ter um papel bem
claro. Entretanto, serd muito importante da demonstracao do teorema
de Poincare-Birkhoff-Witt (teorema referente a recobrimentos de
algebras de Lie, que serao estudados depois.

Observagdo 3.1.2. A condigao de “antissimetria fraca” [z, z] = 0 garante a
condicao abaixo:

2. (c¢) Antissimetria: [z,y] = —[y,z], Vz € g.

De fato, dados z,y € g,
0=[z+yz+yl=[z2]+ [z,y] + [y, 2] + [y, 9] = [, 9] + [y, 2] ,

portanto vale a condigao de antissimetria.

Observagdo 3.1.3. Quando o corpo K tem caracteristica diferente de 2,
a condi¢ao [z,z] = 0 é equivalente & antissimetria. De fato, se vale a
antissimetria, entdo 0 = [z,z] + [z, z] = 2[z, x|, e se a a caracteristica de
K ¢é diferente de 2, temos [z, x] = 0.

Observacao 3.1.4. A algebra de Lie é uma algebra nao associativa em
geral.

Veremos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 3.1.5 (Algebras de Lie abelianas). Qualquer espago vetorial V/
munido de um colchete de Lie nulo [u,v] := 0 para todos u,v € V' é uma
algebra de Lie. Nesse caso, essas dlgebras sao chamadas de abelianas. Essa
algebra de Lie é associativa.



3.1. Algebras de Lie 131

Exemplo 3.1.6 (Algebra das matrizes M,, = gl,). A dlgebra das matrizes
M, é uma algebra de Lie, com colchete dado pelo comutador [A4, B] :=
AB — BA, para todos A, B € M,,. Na secao [3.1.7] a seguir, veremos que
qualquer &dlgebra associativa tem estrutura de dlgebra de Lie de maneira
analoga a esse exemplo. A dlgebra de matrizes, vista como algebra de Lie,
é denotada por gl(n, K) ou mais simplesmente por gl,,.

Exemplo 3.1.7 (Algebra geral linear gl(V')). Seja V um espago vetorial
de dimensao finita. A 4lgebra dos endomorfismos End(V') tem estrutura
de algebra de Lie dada pelo comutador

[fag}:fog_gof7 VﬁgeEnd(V),

como no caso da algebra das matrizes. Munido desse colchete, denotamos
End(V) por gl(V), e a chamamos de dlgebra geral linear.

3.1.2 Subalgebra de Lie, ideal de Lie e morfismos

Nesta secao definimos subélgebras, ideais e morfismos de Lie. Expomos
também algumas propriedades béasicas dessas estruturas.

Definicao 3.1.8. Uma subdlgebra de Lie de g é um subespaco h C g que
é fechado pelo colchete. Ou seja, [h, h] C b.

Uma subdlgebra de Lie h C g é uma algebra de Lie por si s, com o
comutador herdado da &lgebra de Lie g.

Exemplo 3.1.9. {0} e g sdo subdlgebras de Lie de g. Sao chamadas
subdlgebras triviais. Qualquer outra subalgebra de Lie que nao for trivial
é chamada de prdpria.

Exemplo 3.1.10. O subespaco

9, 0] = {Z[Iu?h] Ty Yi € E}

%

é uma subdlgebra de Lie de g, chamada dlgebra derivada de g.
De fato, devemos checar se [[g, g],[g, ]| estd contido em [g,g]. Mas
isso segue de [g, g] C g. Portanto [g, g] é uma subdlgebra de Lie de g.
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Definicao 3.1.11. Um ideal de Lie de uma algebra de Lie g é um subes-
paco I C g tal que

L [I,g] CT;
2. [g,I]C1T.

Os dois itens sao equivalentes devido & antissimetria 2.(c), que vale em
toda &dlgebra de Lie.

Exemplo 3.1.12. O subespaco

Z(g) ={r €g: [r,y] =0 Vy e g}

¢ um ideal de g, chamado de centro de g.
A prova é a seguinte. Dados finitos x; € Z(g) e y; € g, temos

Z[ffz,yz] = ZO =0€Z(g) -

Portanto [Z(g),g] € Z(g) e Z(g) é um ideal de Lie de g.
Proposicao 3.1.13. Se I e J sao dois ideais de g, entao

I+J={ax+y:zel,ycJ}
[, J] = {Z[mi,yi]f z; €1,y € J}
i
sao ideais de g.

Demonstragao. Sabemos que I + J e [I, J] sdo subespagos de g. Devemos
mostrar, entao, que [I + J,g] C g e que [[I, J],g] Cg.

Temos que I + J é fechado em relagao ao colchete de Lie pois dados
zel,yeJezeg, temos

[x+y,z] =[z,2] +[y,2) €T+ J.
—~—

el eJ

Também [I, J] é fechado em relagao ao colchete pois dados z € I, y € J e
z € g, temos, pela propriedade de Jacobi, que

[[x,y],z] + [[y,z],x] + [[va]uy] =0,
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portanto

[[m,y},z] = 7[[27‘%]73/] - [[yvz 71']
= ||z, z|, +|.x ,Y,z
[z v I+ [z v
er  €J S
el,J. O
Definigao 3.1.14. Sejam g e g’ duas dlgebras de Lie. Uma transformagao
linear p: g — g’ é um morfismo de dlgebras de Lie se for compativel com
o comutador, isto é, dados x,y € g,

ez, y]) = [p(2),0(y)] -

E costumeiro denotar os dois colchetes, os de g e g', pelo mesmo simbolo
[,], quando nao hd confuséo.

A proposigao abaixo relaciona morfismos de algebras de Lie com ideais
e subalgebras de Lie.

Proposicao 3.1.15. Seja ¢: g — b um morfismo de dlgebras de Lie.
Entao:

1. ker(yp) € um ideal de Lie de g.

2. Im(yp) € uma subdlgebra de Lie de b.
Demonstragao.

1. Sabemos que ker(p) é subespago de g. Além disso, dados = € ker(yp)

ey € g, temos ¢([z,y]) = [p(2),¢(y)] = [0,¢(y)] = 0,e portanto
[,y] € ker(p). Assim, ker(¢) é um ideal de Lie de g.

2. Resta mostrar que é fechado em relagao ao comutador. Sejam os

clementos ¢(x), ¢(y) € Ime. Temos [p(z), p(y)] = ¢([z, y]) € Im(p).
Portanto Im(y) é uma subdlgebra de Lie de b.

O

3.1.3 Exemplos classicos de algebras de Lie

Vamos a alguns exemplos de algebras de Lie classicas, que sao certas
subdlgebras de gl(V) (= End(V)) com V espago vetorial de dimenséo fi-
nita. A denominagao “classica” se dd pelo vinculo que estas tém com os
chamados grupos de Lie classicos. Neste trabalho, no entanto, nos restrin-
gimos apenas as algebras de Lie, sem abordar sua relagao com grupos de
Lie.
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Exemplo 3.1.16 (Algebra especial linear sl(V)). Seja V espaco vetorial
de dimensao finita. Considere o conjunto de endomorfismos de gl(V') com
tracd nulo. Estes formam uma subslgebra de Lie de gl(V), denotada
por sl[(V), e chamada de dlgebra especial linear. Vejamos que sl(V) é
subdlgebra de Lie de gl(V'). Dados a,b € sl(V), temos Tr(a) = Tr(b) = 0.
Entao

Tr([a,b]) = Tr(aob—boa) =Tr(aob) — Tr(boa) =0,
onde usamos as propriedades do tra(;cﬂ

Tr(zoy) =Tr(yox)
Tr(x + Ay) = Tr(z) + ATr(y) , Va,y € End(V), VAeK.

Portanto s[(V') é uma subdlgebra de Lie de gl(V).

Exemplo 3.1.17 (Subdlgebras de gl(V') geradas por uma forma bilinear).
Seja V espago de dimensao finita, e seja f: V x V — K uma forma bilinear
em V. Seja Xy o subespaco de End(V') definido por

Xy = {e € End(V): f(z(u),0) + f(u2(v)) = 0} .

Vamos mostrar que Xy é uma subdlgebra de Lie de gl(V)) = End(V). De
fato, dados z,y € Xy, temos:

Portanto [z,y] € X¢, e Xy é uma subdlgebra de Lie de gl(V).

1Lembramos que o traco de um endomorfismo z é o traco da matriz da transformacéo
linear em uma certa base. Mostra-se que o trago independe da base. As propriedades

Tr(zoy) =Tr(yox)
Tr(z + Ay) = Tr(z) + ATr(y) , Vz,y € End(V), VA eK

se mostram por célculo direto com matrizes.
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Exemplo 3.1.18 (Algebra ortogonal o(V)). A élgebra ortogonal ¢ de-
finida de maneira diferente para espacos V de dimensao par ou impar.
Mas nos dois casos, a definimos por meio de uma forma bilinear, como no
exemplo anterior [3.1.17]

O nome “ortogonal” aparece porque essa é a algebra de Lie associada
ao grupo de Lie ortogonal O(V), o grupo das transformagoes lineares de
V em V com determinante igual a +1.

(dim(V) fmpar:) Seja V espaco vetorial de dimensdo 2] + 1, I € N*, e
base {e1...ex41}. A dlgebra ortogonal o(V) é a subélgebra de Lie X, de
gl(V) obtida pela forma bilinear e simétrica f, que é definida pela matriz
2l +1 x 2l + 1 dada por
( 0 0 1&) ,
01d; 0

Explicitando a forma f, sejam u,v € V escritos na base como

|: U1 U1

u - u/ } v - [ vl }

! v’ ?

em que v, u”, v, v" € K! (o produto cartesiano de [ cépias de K). Escre-

vendo com uma notacao ansloga a do R, temos

10 0
f(u,v):ut(O 0 Idz)v:ulvl +u v U
01d; 0

A notacdo acima imita a do produto interno em R!, ou seja:
u/ . U/, — (ul)t 'U//

ul/ . 'U/ — (u//)t U/ .

(dim(V') par:) Seja V espago vetorial de dimensdo 2I, I € N*, e base
{e1...exu}. A dlgebra ortogonal o(V) é a subalgebra de Lie Xy de gl(V)
obtida pela forma bilinear e simétrica f, definida por

0 Id,
Id; 0 :
Explicitando a forma f, sejam u,v € V, escritos na base como
’ !’
u=[w] e=1[n],

em que u',u”,v',v" € K! (o produto cartesiano de [ cépias de K). Escre-
vendo com uma notacdo analoga a do R, temos

flu,v) =ut (Ic?lz Igl)v:u'-v”—i—u”-v’.
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A notacdo acima imita a do produto interno em R!:

u v = (u/)t UH

U’ U/ — (ull)t UI .

Exemplo 3.1.19 (Algebra simplética sp(V)). Considere um espaco veto-
rial V' de dimensao par 2I, [ € N*, e base {e1 ...eq}. A dlgebra simplética
sp(V) é a subdlgebra de Lie Xy de gl(V) obtida pela forma bilinear e
simétrica f, que é definida por

0 Id;
—Id; 0 N

Ou seja, dados u,v € V, escritos na base como

com o', u”,v",v" € K, temos

Py =ut (% ) o= a0 =

3.1.4 Algebra de Lie oposta

Seja g uma 4lgebra de Lie, com produto [,]. Se tentarmos definir um
outro produto [, ]op invertendo a ordem dos operandos, obtemos a dlgebra
de Lie oposta, denotada por g°P. Temos, entao, para todos a,b € g°P,

[avb]op - [bv a] = _[a'v b] )

e, na verdade, [,]op = —[,] (note que numa &lgebra de Lie sempre vale a
condicao de antissimetria, como visto na observagao . E facil ver que
o comutador oposto satisfaz as relagoes requeridas numa algebra de Lie.

As élgebras de Lie g e g°P sao isomorfas, via o isomorfismo de Lie
w: g — g°° dado por w(a) = —a. De fato, w é bijegdo linear e é morfismo
de algebras de Lie, pois

[wla), w(b)]op = [=a, =blop = —[a,b] = w([a,b]) ,
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3.1.5 Algebra de Lie da soma direta

Sejam g e h duas algebras de Lie. Consideremos a soma direta g @ b.
Podemos dar uma estrutura de algebra de Lie a essa soma direta definindo
o comutador entrada a entrada:

[(a’ u)> (b7 UHQ@Q = ([a’ b]ﬂ? [u7 U]b)

para todos a,b € g, u,v € h. As condigdes de antissimetria e identidade
de Jacobi sao satisfeitas para [, |qeq, pois sao satisfeitas pelas duas entra-
das, como veremos. Omitiremos os indices nos comutadores abaixo para
simplificar a notacao. Temos, para todos a,b € g e u,v,w € b, que

[(a,u), (a,u)] = ([a,a], [u,u]) =(0,0)=0

QQ
<
e
+
=2
o
2,
+
o
2
)
=
=
B
+
=
=
=
+
kS
2
=
N’

3.1.6 Algebra de Lie quociente

A partir de uma &lgebra de Lie g e de um ideal I C g podemos dar
uma estrutura de dlgebra de Lie para o quociente 7.

Proposicao 3.1.20. Sejam g dlgebra de Lie, I C g ideal de Lieem: g — %
a projecdo canédnica. Entao existe uwma unica estrutura de dlgebra de Lie

para ¥ tal que a projecdo candénica € wm morfismo de dlgebras de Lie. Essa
estrutura € dada por

[@,b] = [a,b] , Va,beg

Demonstragao.

(Definicao do colchete de Lie em £:)

Sabemos que § é um K-espago vetorial.
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O colchete estd bem definido, pois dados a,b € g tais que a = a’ e
b=V, temos
a—a =ucl
b—b =vel,
portanto, como I é ideal de Lie,
[a,b] — [, 0] = [@' +u,b +v] — [d, V]
= [alab/] + [alvv] + [u7b/] +u, ’U] - [alv b/]
— [y 0] + [0, V] + [u, ] € T
O colchete em ¥ ¢, claramente, bilinear, e satisfaz a antissimetria e a
identidade de Jacobi, ji que o colchete em g satisfaz tudo isso. Assim ¥ é
uma algebra de Lie. Além disso, a projegao w é homomorfismo de algebras

de Lie, pois 7([a,b]) = [a,b] = [a,b] = [r(a), 7(b)] para todos a,b € g.

(7 é um morfismo de dlgebras de Lie:)
De fato, por defini¢do do comutador em %, temos para todos a,b € g,
que

7([a,b]) = [a,b] = [a@,b] = [m(a),7(b)] .

Il
of

(Unicidade da estrutura de algebra de Lie em ¥:)

Seja [,]’ outro colchete de Lie em ¢ tal que para todos a,b € g,

Entao temos

portanto [,]" = [,]. O

Proposicao 3.1.21. Sejam g, b duas dlgebras de Lie, I C g ideal em: g —
2 a projegao candnica. Se f: g — b € um morfismo de dlgebras de Lie com
I C ker(f), entdo existe um tunico morfismo de dlgebras de Lie f: 3 — b
tal que
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Demonstracao. Faga

|

4 —=b
a— f(a) .
Como I C ker(f), f estd bem definida:
G=b= a—-belCker(f) = fla—b)=0
= fla) = f(b) = f(@)=F(®).

Além disso, f é morfismo de dlgebras de Lie (decorre de f ser morfismo,
e da estrutura de &lgebra de Lie no quociente). E por construcao, temos
fom=f.

Resta apenas verificar a unicidade da f. Se g: 2 — b for outro mor-
fismo de algebras de Lie com go 7w = f, entao

g(@ =gom(a) = f(a) = f(@)
para todo @ € 4. Portanto g = f e a unicidade fica provada. O

Corolario 3.1.22. Seja f: g — b morfismo de dlgebras de Lie. Entao
= g

T e

a— f(a)

€ isomorfismo de dlgebras de Lie, assim

— Im(f)

9 o m
ker(f) = Im(f) .

Demonstracdo. Usar I = ker(f) na proposiciao anterior. Obtemos que f é
morfismo. A sobrejetividade de f é imediata e a injetividade vem de

f@=0 = f(a)=0 = acker(f) = a=0.

O

3.1.7 Estrutura de algebra de Lie para uma algebra
associativa

Nesta se¢gdo veremos como equipar uma algebra associativa A com uma
estrutura de dlgebra de Lie. Denotamos por A; o conjunto A equipado
com esta estrutura a ser descrita.
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Definimos Ay, = A como espagos vetoriais. Definimos o colchete de Lie
[,]: AL X AL %AL por

[a,b]=a-b—b-a,

para todos a,b € Ap. Essa operagao é bilinear e satisfaz as identidades
requeridas para a algebra de Lie. De fato, dados a,b,c € Ap, temos

[a,a] =a-a—a-a=0,

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [, [a,b]] = [a,bc — ¢b] + [b, ca — ac] + [¢, ab — ba]

a(bc — ¢b) — (be — cb)a + b(ca — ac)+

— (ca — ac)b + c(ab — ba) — (ab — ba)c
=0.

3.1.8 Estrutura de algebra de Lie para os elementos
primitivos de uma bialgebra

Comegaremos definindo o conjunto de elementos primitivos de uma
bidlgebra B, e mostraremos que estes formam uma &dlgebra de lie, com o
colchete [a,b] = a-b —b-a, o mesmo colchete de B, visto apenas como
algebra associativa.

Definigao 3.1.23. Seja B uma bialgebra. Dizemos que b € B é um
elemento primitivo se

Ab)=bR1p+15®b

O conjunto de todos os elementos primitivos de B é denotado por P(B).

Proposigao 3.1.24. P(B) € uma dlgebra de Lie, com comutador
[a,b) =a-b—b-a .

Isto é, P(B) é uma subdlgebra de Lie de By,.



3.1. Algebras de Lie 141

Demonstragao. Precisamos mostrar que P(B) é fechado pelo comutador.
De fato, dados a,b € P(B), temos

A([a, b)) = A(ab — ba)
= A(a)A(b) — A(b)A(a)
=(a®1lp+1p®a)(b1p+15b)+
—(b®lp+1p®b)(a®k1lp+1p®a)
=ab®1g+1pRab—-ba® 1 — 15 ® ba
=[a,b]®1p+ 15 ® [a,b] ,

e portanto [a,b] € P(B). O
3.1.9 Estrutura de algebra de Lie para as derivagoes
em uma algebra de Hopf

Definimos abaixo o espaco das derivagoes em uma algebra de Hopf H.
Mostraremos que esse espago é uma subdlgebra de Lie de P(H°) Aqui, H°
denota o dual finito de H, que é uma &lgebra (de Hopf), e portanto é uma
algebra de Lie com o colchete dado pelo comutador

[f9l=Ffxg—g*f, Vfge H®.
Observe que, da segao anterior, P(H°) é uma subdlgebra de Lie de H°.

Definigao 3.1.25. Seja H uma algebra de Hopf. Uma derivagdo em H é
um funcional linear §: H — K tal que

d(ab) = d(a)e(b) + e(a)d(b) .
O conjunto de todas as derivagoes é denotado por Der.(H).

Observagdo 3.1.26. Der.(H) é um subespaco vetorial de H*. De fato,
dados 6,7 € Der.(H) e A € K, temos

(0 + Ay)(ab) = d(a)e(b) +e(a)d(b) + A(v(a)e(b) + e(a)(D))
= (6(a) + Ay(a))e(b) +&(a)(8(b) + Ay(b))
= (6 + A)(a)e(b) +(a) (0 + Ay)(b) -

+
+

Portanto § + Ay € Der.(H).
Observagao 3.1.27. 6(1y) = 0 para toda derivagao o.
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Proposigao 3.1.28. Der.(H) é uma subdlgebra de Lie de P(H®), em que
H® € o dual finito de H. O comutador em Der.(H) € dado por

[0,7] =%y —y*0=pgo (6 @y —y®d) oAy

em que x € o produto de convolucdo em H®.

Demonstra¢do. Primeiro, vamos mostrar que Der.(H) C P(H®). De fato,
temos, para todo 0 € Der.(H) e para todos a,b € A,

doula®b) =0(a)e(b) + e(a)d(b)
=0(6®ec)(a®b)+0(c®d)(a®b)
=0(0®e+e®I)(a®Db)

em que 0: H* @ H* — (H ® H)* é um morfismo injetivo dado por 6(f ®
9)(a®0b) = f(a)g(b), que aparece na se¢ao sobre dual finito de dlgebras
(segao|1.3.3.2)).

Portanto u* () = 0(6®e+e®0) € (H* @ H*). Dessa forma, ¢ satisfaz
o item 2. do teorema [1.3.13| e entao, por definicao, pertence ao dual finito
He.

*

Além disso, lembrando que € = 1go e que Ago = 671 o p*:

Apo(8) = 071 o pu*(0)
=000 ®e+e®0)
=0Re+e®d
=0Q@1lygo+1go®F

e temos que toda derivacao 6 em H é um elemento primitivo de H°.

Resta mostrar que Der.(H) é fechado pelo comutador escrito acima.
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Sejam 0, € Der.(H) e a,b € H. Temos que:

[0,7](ab) = px o (6 @y — v ® ) o A(ab)
= px o (6 @7 —7®6)(A(a)A(b))
= pr o (6 @y —v®3)(an)ba) ® ag)be))
= d(a@w)bw)) - v(a@be) —v(awba) - 6a@)be))
= (d(aqy)e(b)) +ela@y)d(bay)) - (v(a@)e(de) +e(ae)v(be))+
= (v(aqeby) +elaay)r(bay)) - (8(ae)e(be) +elac)d(be)))
= (8(aq))v(a@) = v(a@)d(ae))e(ba))e(be)+
+elaqy)e(ae) (3(b) (b)) —v(ba))d(be))+
+ e(aq))e(bea)) (8(bay)v(ace) = v(ba))d(ac)))+
+e(b))e(acz)) (8(a@))V(be)) — v(a@)d(be)))
= [6,7](a)e(b) + (a)[d, ~](b)+
+(b)y(a) —v(b)d(a) + 6(a)y(b) — v(a)d(b)
= [6,7](a)e(b) + (a)[d,7](b) -

Dessa forma, [d,v] € Der.(H), e entao [Der.(H),Der.(H)] C Der.(H). O

3.2 Algebra envolvente universal
Comecamos definindo a algebra envolvente universal de uma &lgebra
de Lie g por meio de uma propriedade universal. No decorrer, exibire-

mos construcao de uma algebra que satisfaz essa propriedade. Também é
costume denotar a algebra envolvente por recobrimento universal.

3.2.1 Propriedade universal

Definigao 3.2.1. Seja g uma algebra de Lie. A dlgebra envolvente uni-
versal, ou o recobrimento universal de g é um par (U, i), em que:

1. U é uma algebra associativa e com unidade;
2. i: g — Ur é um morfismo de édlgebras de Lie;

3. vale a seguinte propriedade universal: dados A algebra (associativa
e com unidade) e f: g — Ay, morfismo de dlgebras de Lie, existe um
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tinico morfismo de dlgebras f: U — A tal que o diagrama comuta:

f A, =

h

©
/
E——
=l

Up =

<

Foi=1.

Construiremos a seguir uma algebra que satisfaz essa propriedade uni-
versal. Considere a élgebra tensorial T(g) gerada pelo espago vetorial g.
Essa algebra pode ser vista como uma &algebra de Lie da maneira padrao,
fazendo o comutador ser [a,b]rg) = a-b—b-a. Mas queremos que esse
comutador coincida com o comutador em g quando nos restringimos a
a,b € g. Assim, fazemos a identificacdo [a,b]g =a-b—b-a, com a,b € g.
Temos a seguinte definigao:

Definigao 3.2.2. Escrevemos

em que I é o ideal em T(g) gerado por elementos da forma a-b—b-a—|a, b|4,
com a,b € g C T(g). Além disso, fazemos

i:g—Ug)
T

que é um morfismo de algebras de Lie, ja que

i(lz,ylg) =@ yls =2y —y -2 = [2,ylu) -
Aqui consideramos U(g) = U(g)L-

A principio ndo sabemos se 0 morfismo ¢ é injetor. Um coroldrio do
teorema de Poincare-Birkhoff-Witt nos garante que isso realmente
ocorre (é o coroldrio [3.3.2] a seguir). Como consequéncia da propriedade
universal do recobrimento, que veremos na proposicao abaixo que (U(g), 1)
satisfaz, o morfismo natural iy de qualquer recobrimento (U, i) também
é injetor.

Proposigao 3.2.3. O par (U(g),i) definido acima satisfaz a propriedade
untversal em|[3.2.1] e, portanto, é a dlgebra envolvente universal de g.
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Demonstracao. Mostrando a propriedade universal. Seja A uma algebra
(associativa com unidade) e f: g — Az um morfismo de édlgebras de Lie.
Considerando g apenas como espago vetorial, aplicamos a propriedade uni-
versal da algebra tensorial para f, e concluimos que existe um tnico mor-
fismo de dgebras f': T(g) — A tal que f'(z) = f(z) para todo z € g.

Aphcamos a propriedade universal do quociente para f’ (isto é, a pro-
posicao , para obter um tnico morfismo de &lgebras f: Tg) — A
tal que f om = f’. Podemos fazer isso pois temos I C ker(f’):

xr = Zci(ai ®Rb; —b; ®a; — [al,bl})dl el s

%

implica que

=f (Zci®(ai®bi —b;®a; — [ai,bi])@)di)
= Zf’(ci)(f(ai)f(bi) — f(bi) f(ai) = f(lai, b:])) f(ds)
= Zf ci) (f (lai, bi]) — f(lai, bi])) ' (ds)

=0.

Logo = € ker(f’) e f estd bem definido. Temos também foi = f.
Além disso, é tinico tal que foi = f. De fato, seja § outro morfismo
com goi= f. Entao, para dado T € (g) , temos:

9@ =gon(zx) = f(z) = f(@) -

3.2.2 U(g) é uma algebra de Hopf

Nesta segao equiparemos U(g) com uma estrutura de dlgebra de Hopf.
A §lgebra envolvente universal U(g) é o quociente da dlgebra tensorial 7 (g)
pelo ideal I C T(g) gerado pelos elementos ab — ba — [a, b]. Se mostrarmos
que o ideal I é um Hopf-ideal, teremos que o quociente U(g) = @
estrutura de algebra de Hopf quociente herdada da dlgebra tensorial.

tem

Lema 3.2.4. O ideal I = g{ab — ba — [a,b]: a,b € g}g de T(g) é na
verdade, um Hopf-ideal.
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Demonstracdo. J& temos que I é um ideal. Vamos mostrar que é um
coideal. De fato, para os geradores ab — ba — [a, b], com a,b € g, temos
A(ab — ba — [a,b]) = A(a)A(b) — A(b)A(a) — A([a, b])
=(@®1lx+1kRa)(b® g + 1x @ b)+
— (bR 1k + 1k ®b)(a® 1x + 1Ig ® a)+
— ([a,b) ® 1g + 1k ® [a, b])
= (ab —ba — [a,b]) ® 1x — 1x ® (ab — ba — [a, b))
€IRT(9)+T(g) @I

g(ab —ba — [a,b]) = e(a)e(b) — e(b)e(a) — &([a,b]) =0 .

E f4cil ver que o mesmo ocorre se esse elemento gerador for multiplicado
por um elemento de g & esquerda e a direita, e se houver uma soma finita
de termos dessa forma. Portanto, A(I) CT®T(g)+T(g) @I ee(l)=0.
Isso significa que I é coideal.

Portanto I é um bi-ideal. Resta mostrar que S(I) C I, em que S é a
antipoda de T (g). De fato,

S(ab — ba — [a,b]) = S(ab) — S(ba) — S([a, b])
=ba—ab+[a,bl €T,
e 0 mesmo ocorre se multiplicarmos o elemento gerador a direita e a es-

querda por elementos de g e tomarmos somas finitas. Decorre, entao, que
S(I) C I, e que I é um Hopf-ideal. O

Portanto, pela secao temos que U(g) é uma algebra de Hopf, com
estrutura tal que a projecao m: T(g) — @ = U(g) é um morfismo de
algebras de Hopf. Costuma-se considerar g C U(g) via a inclusao

ig: g — U(g)
g—=g,
em que ja estamos considerando g C 7 (g). Essa inclusao é injetora em con-
sequéncia do teorema de Poincare-Birkhoff-Witt (teorema a seguir);

a injetividade estd mostrada no coroldrio [3.3.2}
A estrutura de dlgebra de Hopf é dada, entdo, por:

Juwh=91@h=9"  lug =1k

Alg)=g@1g+1k®g e(g) =0
Alg) = 1g ® 1x e(lx) = 1k ,
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e a antipoda é dada por

S(1g) = 1k
S(g1---gn) = (=1)"gn... 91,

com g,hvgla"'agn €g gu(g)

3.2.3 Extensao de morfismos de Lie para o recobri-
mento universal

Dadas g e h dlgebras de Lie, e um morfismo de Lie f: g — b, é possivel
definir um tnico morfismo de dlgebras U(f) que estende f aos recobrimen-
tos universais. Considere o seguinte diagrama:

g
zg‘ ip

Aplicando a propriedade universal da algebra envolvente para o morfismo
de algebras de Lie iy o f: g — U(h), existe um tnico morfismo de algebras

U(f): Ug) — Ub)
que faz comutar o diagrama acima, isto é, tal que

u(f)oig :ihof
U(f)(g) = flg), Vgeg.

Veremos a seguir que além de morfismo de dlgebras, U(f) é um Hopf-
morfismo.

Lema 3.2.5. Sejam B uma bidlgebra e g uma dlgebra de Lie. Considere
um morfismo de dlgebras de Lie h: g — By, em que By € B equipado com
o colchete dado pelo comutador. Pela propriedade universal da dlgebra
envolvente universal, existe winico morfismo de dlgebras h: U(g) — By que
estende h.
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1. Se h(g) C P(B), entdo a extensdo h é um morfismo de bidlgebras.

2. Se B € uma dlgebra de Hopf e h(g) C P(B), entdo a extensdo h é
um morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstragao.

1. Sabemos que h é um morfismo de &lgebras. Entdo resta mostrar
que é um morfismo de codlgebras. Seja g € g. Temos h(g) = h(g)
primitivo em B, portanto

Apoh(g) =h(g)®1p+1p® h(g)
= (h@h)(9® ly(g) + lug @ 9)
= (h@h) o Dy(g)(9)

e os morfismos de algebras Agoh e (h®h)o Ay(g) coincidem em g.
Pela propriedade universal da algebra envolvente, temos que os dois
morfismos coincidem em todo U(g).

Além disso, os elementos primitivos de uma bidlgebra sdo anulados
pela counidade. De fato, dado a € B, temos Ag(a) = a®1lp+1p®a,
e portanto, expandindo a pelo axioma da counidade,

ep(a) =ep(ep(a)lp +ep(lp)a) = ep(a) + epla) ,

logo eg(a) = 0.

Entao e o h(g) = 0 = ey(g)(g), € 0s morfismos ep o h e £(4) coin-
cidem em g. Também pela propriedade universal, temos que esses
morfismos s@o iguais em todo U(g).

Dessa forma h é um morfismo de bidlgebras

2. Segue do item 1. e da proposicao [2.3.5] que diz que todo morfismo
de bidlgebras entre duas algebras de Hopf preserva antipoda.

O

Proposigao 3.2.6. Seja f: g — b um morfismo de dlgebras de Lie. A
extensao U(f): U(g) — U(h) € um morfismo de dlgebras de Hopf. Além
disso, se f é isomorfismo de dlgebras de Lie, entdo U(f) é um isomorfismo
de dlgebras de Hopf.
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Demonstragdo. Para a primeira parte, basta aplicar o lema [3.2.5] item 2.
ao morfismo iy o f, j4 que iy 0 f(g) Ch = P(Z/{(h)).

Para a segunda parte, precisaremos do teorema de Poincare-Birkhoff-
Witt. Essa parte nao é usada para mostrar o teorema de Poincare-Birkhoff-
Witt, entao nao havera problema em usar esse teorema aqui. Seja

{’LLl', 1€ I}
base ordenada de g. Entao

{f(uz)vl € I}

é base de h. Pelo teorema Poincare-Birkhoff-Witt (teorema [3.3.1]), temos
que os seguintes conjuntos sao bases:

{ui) - cwim [neNyrp e Nyig € Iig < ... <in} CU(9)

11

{fui)™ . fui,)™ | n €N €Nyig € Iiy < ... <in} CUH) .

Note que, pondo F :=U(f), temos

Slug))™ o f(ug,)™ = Fufl . oul™)

-y

logo F' leva um elemento da base em U(g) em exatamente um elemento da
base em U(h). Portanto, definindo a transformacao linear F': U(h) — U(g)
na base por F(f(uil)“ o flug,)™) =it ulm, temos que F ¢ a inversa
de F'. Portanto F' é bijecao se f o é.

O

3.3 Teorema de Poincare-Birkhoff-Witt

O teorema de Poincare-Birkhoff-Witt, a ser enunciado abaixo, nos for-
nece uma base para o recobrimento universal U(g) a partir de uma base
de g.

Teorema 3.3.1 (PBW). Seja g uma dlgebra de Lie e {u;};cr uma base
ordenada para g (I é um conjunto ordenado). Entdo os elementos de U(g)

da forma
1 Tn
uilougn
sao uma base para U(g). Acima, temosn € N, r1,..., 1, €N, iy,...,i, €

I, ei; <...<iy.
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Vamos utilizar uma notagao conveniente para denotar esses elementos
da base. Considere os multi-indices r € NU) com r = (ri)ier, ri’s inteiros
nao negativos, e tal que apenas uma quantidade finita de termos néo sao
nulos. Se i =i < ... < i, sao os indices tais que r; # 0, entao denote:

T . 1 T
U = o...u "
i1 in

Uma combinagao de elementos da base de U(g) pode ser escrito da seguinte

forma:
Z A(r)u”

em que subentende-se que a soma é apenas sobre finitos multi-indices, ou
seja, que A(r) = 0 para quase todo r.

Antes de prosseguir com a demonstracao do teorema, vejamos um co-
rolario interessante.

Coroldrio 3.3.2. O morfismo natural i: g — U(g), da propriedade uni-
versal da dlgebra envolvente, € injetor.

Demonstra¢do. Dado g € ker(i), escreva g = Y . oyu;. Temos i(g) =
Yo iou; =0 E|7 e como os elementos u; fazem parte da base de U(g), temos
que os coeficientes «; devem ser nulos. Portanto g = 0 e ker(z) = 0. O

Para a demonstracao, precisaremos de alguns lemas. No decorrer, va-
mos denominar os monémios
Uiy Ui, €T(g), comip <...<i,

como monomios padrao.
Em toda a segdo, {u;}ier é uma base ordenada para g.

Lema 3.3.3. Todo elemento de T(g) € congruente mod I a uma com-

binagao linear de monomios padrao. Isto €, os mondomios padrao geram
T .

U(g) = # como espaco vetorial.

Demonstragdo. Basta mostrar que todo mondémio w;, ... u;, em T(g), cu-

jos indices nao necessariamente estao ordenados, pode ser escrito como

n

combinagao linear de monémios padrao moédulo I. Procedemos por indu-
¢ao em n, o grau do monomio.

2Nessa equagio, os u;’s denotam elementos de U(g). Na verdade, seriam i(u;), mas
é costume simplificar a notagdo denotando-os dessa forma.
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(caso m =0): u;, ...u;, =1 j& é um mondémio padrao.
(caso n =1): u;, j4 é um monémio padrao.

(HI): Todo mondémio em 7 (g) de grau < n pode ser escrito como combi-
nagao de monomios padrao mod 1.

caso n): Seja u;, ...u; um monomio em 7 (g). Se os indices ja estive-
1 n

rem ordenados, estd feito. Se néo, considerando i1, ...,4, nao ordenado,

existe uma permutacdo o = (}} 2 ') que ordena esses indices, isto é,
1 %2 " 'n

que resulta em ¢} < i) < ... < i) . Escreva essa permutagdo como uma

composigdo de permutagoes de dois indices vizinhos: o = o] o...0]. De-
notaremos com linha as permutagoes que trocam dois elementos vizinhos.
Com um ligeiro abuso de notagao, escreveremos:

O'(uil . uln) = ua(il) .. .ug(i") .

Afirmacao: Seja v;, ...v;
de elementos vizinhos ¢/, temos:

um monoémio em 7 (g). Para uma permutacao

n

Wiy - i, =0 (u; ... u;, ) + combinagdo de monoémios padrao  mod I .

n

Prova da afirmacdo. De fato, se ¢/ é uma permutacao que troca dois ele-
mentos vizinhos, digamos i; e 41, temos:

gy oo Uj, = WUjy - -+ (ui],uijﬂ — uijﬂuij — [uij,uijﬂ]) e Ugy,

+’UJZ‘1 ...ui_7.+1uij Uy, +Ui1 [’I.Li_7.7uij+l] ceeUgy,
!
=0+0"(wiy - ug,) +wgy oo Jug,ug, ] ug,  mod T
grau < n
(HI)

o' (ug, ... u;, ) + combinacdo de monoémios padrao  mod I .

Voltemos a aten¢ao ao monomio u;, ... u;, € & permutagdo o = o ...0]

que ordena os indices. aplicando a afirmagao sucessivamente as permuta-
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¢oes o1, ..., 0, de elementos vizinhos, temos que:

Uiy - .ouq, = oy (g, ... u;, ) + combinagao de monémios padrao  mod I

= oo (ui, ... u;, ) + combinagao de monomios padrao  mod I

=0)...00(us ... u;, ) + combinagdo de monoémios padrao  mod
= o(uj, -..u;, ) + combinacdo de monémios padrao  mod [

= combinacao de monémios padrao mod I .

Note que apés a ordenagao dos indices, o mondémio o(u;, ...u; ) é um
monomio padrao. Isso encerra a demonstracao do lema. O

Lema 3.3.4. Eziste uma transformagao linear L: T (g) — T (g) tal que
1. L(IK) = 1]K ]

2. Sei; <...< iy, isto €, se u;, ...u;, € um monodmio padrao, temos

n

L(uil ’U,,Ln) = Uiy -+ - Uq, ;

3. Se iy > igy1, temos

L(Uil e Uikuik+1 e uln) = L(Uzl e Uik+1u7;k . uln)
-+ L(uil e [uik,uikﬂ] .. uln) .
Demonstragdo. Escreva T(V) = @,—,V®" em termos da sua gradua-
gédﬂ Vamos definir uma familia de transformagoes lineares {L,: V& —
T(9)}5, indutivamente. Definimos Lo, Ly e Lo transformagoes lineares
na base por

Lo(1x) = ix
Lqi(u;) = u;

Uiy Uiy, S€ 11 < G
Lo (us,ug,) = . .
Uip Wiy + [Wiy, Uiy, S€ 11 > o .
Agora supomos L, bem definido para todo n’ < n, e satisfazendo as
condicoes:

3 Aqui os subespacos considerados deveriam ser i‘}gn(\/@”) para serem subconjuntos
da soma direta externa T (V) = @, V®" mas sdo denotados simplesmente por V&
para facilitar.
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(%) Lp(ugy . -u4,) = U4y ... u;,, para um mondémio padrao

(**) Ln/ (uil e uin,) = Ln/ (uil . uikﬂuik e uin,)
+ Ly 1 (i - [y, Wiy, ] -0 ,), PATA G > Gt
Vamos definir L,, da maneira abaixo. Antes, precisamos estabelecer

uma notagao. Dado um monoémio u;, ...u;, chamamos de defeitos todos

n
os pares (ig,4;) com k < [ e ix > 4;. Isto é, todos os pares que nao estao
na ordem padrao dentro do mondémio. Note que se temos d defeitos, o
mondmio comporta algum par (i, ix4+1) com defeito; e trocando esses dois
elementos, temos w;, ... u;, , Us, ... Uz, com d— 1 defeitos.
Seja u;, ...u;, um mondémio. Vamos definir L,, indutivamente sobre
o numero de defeitos d no monémio. Se o nimero de defeitos é d = 0
(mondémio é padrao), definimos
Ln(uil . Uin) = Uiy - .- Uy

Se d = 1, temos um tnico defeito do tipo (ik,ik+1), € escrevemos

Ly (wiy - ui,) = Ly (Wi, oo Wi Wiy, -+ Wi, ) 4+ L1 (i, <o [y, Wiy ) - s,)

= Ujy - .uiHluik e Uy, —+ Ln_l(uil e [uik,uikH] .. Uln) .

Supomos, entao, que L, estd bem definido para qualquer monémio com
menos de d defeitos (d > 2) e que vale

Ln(uil .. .Uikuik+1 .. Uln) = Ln(u“ . .uiHluik . .’U,in)

(#) Lt (g e gy iy ] 03,

para qualquer par (ig,ig+1) com defeito. Definimos L, aplicado a um

monoémio de d defeitos w;, ...u;, assim: consideramos um par (ig,ig+1)

n

com defeito, e escrevemos

Ln(uil .. .Ui") = Ln(uil .. .uikJrlU,ik .. U,ln) +

tem d — 1 defeitos

+ Ln_l(uil ‘e [uik,uikﬂ} ‘e ’U,i“)

estd bem definido

Resta mostrar que essa defini¢ao independe do par de defeitos (i, ix+1)
considerado. Considere dois pares com defeito (i, ix+1) € (i1, %14+1), com
k 4+ 1 < [. Precisamos mostrar que considerando qualquer desses pares,
o resultado de L, (u;, ...u;,) continua igual, e a ideia é abrir L,, pelos
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dois pares, nas duas ordens possiveis. Teremos de considerar dois casos:
k+1 <l (quando as permutagoes de (ig,ir+1) € de (i7,4;4+1) ndo “intera-
gem”) e k 4+ 1 =1 (quando essas permutagoes “interagem”).

(caso k+ 1 < I:) Usando o par (ik, ix+1) para definir Ly (u;, ... u;, ):

Ln(uil .. .uin) = Ln(u“ .. .’U,ikJrluik .. .uiluilﬂ .. .uin) —|—

d — 1 defeitos, use (#) para o par (4, ¢141)

+ Ln—l (’u,i1 ce [uik,uikﬂ] .. .uiluilﬂ . .uin)

use (*%) para o par (i, %41)
= Ln(u“ e uikﬂuik e UilJrluil . uin)—l—
+ Ln,l(uil .. .uik+1uik . [uil,uil+1] . Uzn)+
-+ Ln_l(uil e [uik?uik+1] e Uil+1uil e Ui")+

+ Ln_g(’u,il e [UimuikJrl] ce [uil,uin] e Uin> .
Usando o par (i, 4;+1) para definir L, (u;, ... u;, ):

Ln(uil .. .’U,i”) = Ln(u“ .. .uikuikﬂ .. .UilJrluil .. .uin) —|—

d — 1 defeitos, use (#) para o par (ig, tk+1)

—|— Ln,1 (’u,i1 .. .uik,uikﬂ e [ui“uilﬂ] .. .’U,i")

use (*%) para o par (ig, tk+41)
= Ln(u“ ‘e uik“uik oo uil“uil ‘e uin)—l—
+ Ln,l(uil N [Uik+1,uik] . uiHluil . Uzn)-l-
+ Ln_l(uil e Uik+1uik N [uil,uilﬂ] e ui")Jr

+ Ln_g(uil e [uik,uikﬂ] e [uil,uilﬂ] . .uin) .

Obtemos que as duas expressoes sao iguais.

(caso k+ 1 =1:) Temos 4; = ix41 € 4141 = igto.
Usando o par (i, ig4+1) para definir Ly, (u;, ... u;,):
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Ln(u“uzn): Ln(uil...uikHuikuiHQ...uin) +

d — 1 defeitos, use (#) para o par (ik,ix+2)
+ Ln,1 (’Lbil . [uik,uik+1]uik+2 N uzn)

Ln(uil ...uikﬂuik”uik UM) +

d — 2 defeitos, use (#) para o par (ix41,irt2)
+ Ln_l(uil Wy Wi Wi o] - - .Uz'n)+
+ Lp_1 (Ui1 o [y s iy iy - -Uin)
=1L, (ui1 e Uy Uiy Uiy e - uz)—i—
+ L, (ui1 o Wiy s Wiy s, - .uin)—i-
+ Ln_l(uil Uy Wi Wi o] - - .uin)Jr

+ Ln_l(uil PN [uik,uiHl]uin vee Uin) .

Usando o par (ig41,ig+2) para definir Ly, (u;, ... u;, ):

Ln(uil uln) = Ln(uil ...uikuik+2uik+1 uln) +

d — 1 defeitos, use (#) para o par (iy,%r+2)
+ Ln—l (uil e Uy [uiHl,uin] PPN uin)

Ln(uil ...uik+2uikuik+l ...’U,in) +

d — 2 defeitos, use (#) para o par (ix, ix+1)
+ Ly (Wiy - Uiy Wi Wiy -+ - i )+
4+ L, (uil Uy [ Wiy 5 Wi ] - uin)
=L, (u,;l e Uy Uy Uiy e - uin)Jr
+ Ln_l(uil e Ui Wiy, Wiy ] - - - Uin)‘F
+ Ly (Wiy - [y Wi Wiy -+ - i, )+

+ Ln,l(uil cee Uy, [uik+1,uik+2] . Uin) .

Subtraimos as duas expressoes para Ly (u;, ...u;, ), € esperamos que o
resultado se anule. De fato, o primeiro termo das duas se cancela e ficamos
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com:

L1 (g oty [Wy, Wiy ] - -, )+
4 Ly (wiy - Wiy Wiy Wiy - -, )+
+ Ln,l(uil e Wi (Ui Wi o] - - .uin)—i-
—Lp1 (uil o Wiy s Uiy ), - .uin)+
— Ln_l(uil e Wiy Wiy s Wi o] - - ~Uin)+
= L1 (Wy - Wi, Wiy Wiy - - - Ui, )
=Ln 1 (ui1 e [uik, [uik+1’uik+2]] .. .uin>+
L, (uil ... [uin, [uik,uikﬂﬂ .. .uin)—k

Ln,1 (’u,i1 e [’U,ikJrl, [uik+27uik]] e ’U,i”)

= Ln—l (uil ce

([ulm [Uik+1 ’ uik+2H + [uik+1’ [uik+2v uik]] + [uik+17 [uik+2 ) uik”)
.. uin>
=0.

Nessa etapa, usamos a identidade de Jacobi.

Com isso, a familia de transformagoes lineares {L,: V& — T (g)}>2,
fica bem definida, e satisfaz (*) e (**) para todo n > 0. Extraimos, usando
a propriedade universal da soma direta, uma transformagao linear

L:T(g)—T(g) .-

As condigbes (x) e (xx), entdo, implicam os requisitos do enunciado do
lema. O

Vamos a prova do teorema de Poincare-Birkhoff-Witt.

Demonstragio do teorema[3.3.1, (PBW) Precisamos mostrar que as clas-
ses dos monoémios padréﬂ Uiy - u;, € U(g) formam uma base para U(g)

4A classe Uiy ... u4, + I é denotada, aqui, como u;, ...u;, € U(g) por simplicidade
da notacao. Continuamos chamando-a de monoémio padrao.
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(Geram o espago:) Pelo lema(3.3.3) os mondmios padrao geram U(g).

(Sao LI:) Para mostrar a independéncia linear, usaremos o lema Esse
lema nos garante a existéncia de uma transformacao linear L: T (g) —
T (g) que é a identidade quando atua nos monémios padréo e é tal que:

3. se i > ig4+1, tem-se
L(ui1 . uikuikﬂ .. uln) = L(u“ e ul—Hluik .. ’U,Zn)

+ L, - Wiy Uiy, - w,) -

Iremos mostrar que:

Afirmacao: L se anula no ideal I C T (g).

Prova da afirmacgao. Para qualquer elemento da forma

U=y o (Wi Wiy y — Wiy Uiy, — (Wi s Uiyy]) - Uiy

temos
L(u)=0.

De fato se iy = ijt1, temos u = u;, ... (0)...u;, e L(u) = 0.
Se iy > ix41, usamos o item 3. do lema[3.3.4|no termo w;, ... wi, iy, -+
e temos:
L(u) = L(uiy - wip iy - s, )+
— L(Uzl Ce uiHluik N uz,,)+
- L(’UJZ1 e [inuiwrl] ce uin)
=0.
De forma andloga, se iy < irt+1, usamos item 3. do lema no termo
Wiy o Ugp g Uiy, - - - U, € tEIMOS:

L(u) = L, - Uiy Wiy, - - - Ui, )+
7L(Ui1 "'uik+1uik ---Uin)+
+L(u11 ...[uikﬂ,uik]...uin)
=0.

Portanto, em qualquer caso, L(u) = 0. Por fim, qualquer elemento de I
se escreve como z(ab — ba — [a, b))y, com z,y € T(g) e a,b € g. Abrindo
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x e y na base de T (g) formada pelos monémios da forma w;, ...u;, (nao
necessariamente com indices ordenados) e fazendo o mesmo para a,b na
base de g formada pelos u;’s, temos uma combinacéo linear de elementos da
forma u mencionada acima. Portanto, obtemos L(z(ab—ba — [a,b])y) = 0
e L(I)=0. J

Dessa forma, podemos usar a propriedade universal do quociente %g) =

U(g) e extrair L: U(g) — T (g) dada por L(z) = L(z) Pl Como L é a iden-
tidade se aplicada a mondémios padrio, o mesmo vale para L. Portanto
uma combinagdo linear nula de mondémios padrdo em U(g) resulta numa
combinagao linear nula de monémios padrdo em 7 (g), e como os monoémios
padrao sdo LI nesse espago (sdo parte da base do espago), temos que todos
os coeficientes da combinacao sao nulos. Portanto os monémios padrao
sao LI em U(g). O

5Do lado esquerdo da igualdade, o termo x refere-se & classe x + I.



Capitulo

Bialgebras conexas e o teorema

de Milnor-Moore

Neste capitulo estudaremos alguns tipos especiais de bidlgebras: as
bidlgebras conexas com filtracao e as conexas com graduacao. Estas bidl-
gebras tém a caracteristica de admitirem uma “decomposi¢cao” em subes-
pagos componentes; no caso da bidlgebra com filtragao, essa decomposicao
é uma uniao enumeravel e no caso da graduacao, ¢ uma soma direta de
subespagos. Essas decomosigoes devem ser compativeis com a estrutura
de bialgebra.

A estrutura de filtracdo e de graduacgao trazem algumas propriedades
novas a bidlgebra. Veremos na secao que uma bialgebra conexa com
graduagdo é automaticamente uma &algebra de Hopf. E com relacao a
filtracao, na segao[£.4] veremos que uma bidlgebra conexa com filtragao, sob
certas hipdteses (cocomutatividade e corpo de caracteristica nula) também
é uma algebra de Hopf; e é, na verdade, isomorfo a algebra de Lie dos seus
elementos primitivos. Este é o resultado do teorema de Milnor-Moore.

Pelo fato de a filtragao e a graduagao serem uma espécie de decom-
posicao da bidlgebra em uniao ou soma enumeravel de subespagos, temos
acesso a indugao para provar algumas de suas propriedades.

159
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4.1 Bialgebras conexas com graduacao
Uma bialgebra conexa com graduagao é uma biadlgebra com uma estru-
tura extra: ela admite uma certa decomposicao em soma direta enumeravel

de subespagos. Nesta secao, veremos a defini¢ao, alguns exemplos e pro-
priedades que serao necessdrias nas préximas segoes.

Definigao 4.1.1. Seja B uma bidlgebra. Dizemos que B é uma bidlge-
bra conexa com graduagao se admitir uma decomposi¢do em uma familia
{B;}$2, de subespagos néo nulos de B, chamada graduagdo, tal que:

1. BQZK-lB;

(o]
2. B= @Bi;
=0
3. Ban g Bm+n7 vmvn Z 0 5
4. A(B,) €Y Bni®B;,¥n>0.
=0

Exemplo 4.1.2 (Algebra tensorial 7(V)). A élgebra tensorial T(V) é
uma &algebra de Hopf. E também conexa, com graduacao dada po
{ve@niee . De fato, as propriedades da graduagao sao vistas abaixo:

1L VE =Kl ;
2. T(V)=EPver;
n=0

3. VOr @ Ve C yemin) iy n >0, ja que

(11 ® ... 1) ® (W1 QW) =1 R ... Uy W ® Wy, 5

LAqui os subespacos considerados sdo as inclusées iv®”(V®"), mas sdo denotados
simplesmente por V& para facilitar.
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4. A(VE™) C ver=b o v vn >0, pois

M=

1
Alv ®...Qv,) = A(vy) ... Avy)
=Rl +1lg®@v1)...(v, ®1g + 1k @ vy)

—Z Z Vo(1) -+ Vo (k) ® Vo (kt1) - - - Vo(n))

OUESn k

c Z Ok ® yen—k 7
k=0

Il
=]

em que Sy i é o conjunto de permutacoes o do conjunto {1,...,n}
tais que (1) < -+ < o(k) ea(k+1) < -+ < o(n) (0 é uma
permutagao do tipo “shufﬂe”)ﬂ

Exemplo 4.1.3 (Algebra simétrica S(V')). Munimos o espago vetorial V
com a algebra de Lie trivial, dada pelo colchete nulo. A algebra simétrica
S(V) é a élgebra envolvente universal dessa dlgebra de Lie, e portanto é
uma &algebra de Hopf. Essa dlgebra é comutativa. Veremos que também
admite uma graduagao, dada pelo grau dos mondémios de S(V').

Defina 8™(V) como o subespago gerado pelos monomios de grau n.
Mostraremos as propriedades da graduacao:

1. SO(V) = KIS(V) )

2. 8™V @3"
De fato, seJa {vi}ier uma base ordenada para V. Pelo teorema de
Poincare-Birkhoff-Witt, a base PWB de S(V) ¢ formada por elemen-

tos do tipo
Vi« - V4, Zlgéln

Afirmamos que para n € N, o conjunto
,@n:{’uil Uiy il S Szn}

é base para S"(V). De fato, sabemos que 3, é LI, e resta apenas
mostrar que gera o subespago. Seja s .. .S, um mondémio de grau n

2Se k = 0 ou k = n, o conjunto de permutacdes Sp,k 86 tem uma permutacdo, a
identidade. O termo (vy(1)---Vo(k)) ® (Vo(k+1) - - Vo(n)) fica igual a 1g ® (v1...vn)
ou a (v1...vn) ® 1k, respectivamente.
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em S™(V). Escrevendo cada s; na base de V, temos

S1...8, = E Agq..ip Vig -+ - Vi
%

15-e00n
em que a;,..;, € K sado escalares.

Podemos comutar os elementos de v, ... v;, até obter uma ordenagao

em que v, ...U; com i1y < ... <ig(n). Com isso,

n = Vigay -+ Vig(py
_ estdo no conjunto [3,, e portanto 3, gera S™(V) como

espago vetorial. Em consequéncia disso, e dos 3,’s serem dois a dois

disjuntos, temos S(V @S"

Vi« U5

3. Como no exemplo anterior, da &lgebra tensorial, S*(V) - S™(V) =
Smtm(V).

4. Verificamos que A S" Z @S*(V)®8™*(V), por uma conta

parecida com a do exemplo da algebra tensorial.

oo

Proposicao 4.1.4. Seja B = @Vn uma bidlgebra conexa que admite
n=0
graduacao. Entao

1. € anula V,, para todon >1 ;

2. Para x € V,, temos

n—1

Az )—$®1B+1B®x+22% s

7=1 iy
em que i ; €Vjea, €V, ;.
Demonstragao.

1. Se fosse falso, terfamos um n > 1 minimal tal que €(V,,) # 0. Seja
x € V,, com e(x) # 0. Pela compatibilidade da graduagao em relagio
ao coproduto (A(By) C Yy Bn—i ® By), temos

Az) =1’ ®1B+13®x”+2$ ®a
J
com z’,z" € B, e Zj :c; ® :E}' € Z?;ll B; ® B,,_;. Note que B; C
ker(e) para 0 < ¢ < n, pela minimalidade do n.
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Aplicando Id ® ¢, (omitindo isomorfismo B ® K 2 B) temos:
r=Id®e)oAlx) =12"+1pe(z") .

Entao, como a soma dos subespagos By’s é direta, temos z = 7’ e

g(z"”) =0.

Fazendo a mesma coisa para € ® Id, temos z = 2" e () = 0. Dessa

forma, temos © = 2’ = z” e ¢(z) = 0, uma contradigdo. Portanto
£(Vy,) = 0 para todo n > 1.

2. Dado z € B, com n > 1, temos A(z) € A(B,,) € >.)' Bn_1 ® B.
Portanto
n—1
Alz)=2'"®1p+1p@2" + Z Zx;l] @y, ,
J=1 i
em que x;” € Bje a:;-”ij € B,_j ex' 2" € B,. Aplicando Id®¢ e
€ ® Id dos dois lados, obtemos
x=2a'e(lp)+0
x=¢e(lp)z”" 4+0.

Logox =12 =2". O

4.2 Uma bialgebra conexa com graduacgao é
Hopf

Nesta secao, mostraremos que uma bidlgebra conexa com graduagao
admite, automaticamente, uma antipoda. Portanto é uma dlgebra de Hopf.
E dada uma férmula recursiva para o calculo da antipoda. Também temos,
como corolario, que essa antipoda é inversivel com relagao & composicao
de fungoes.

Teorema 4.2.1. Seja B uma bidlgebra conexa com graduag¢do. Entao B
tem uma antipoda e portanto é uma dlgebra de Hopf. A antipoda S: B — B
é dada recursivamente por:

S(1g) =1p
n—1
S(z) =—x — Z Z S(a:;dj):r;"ij

Jj=1 i

n—1
=—z— Z Zx;-JjS(z;{ij) , Yz eB,,

Jj=1 i
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em que temosn > 1,

n—1

Az )—x®1B+1B®x+ZZx”J®me ,

J=1 iy

N / "
e, ainda, x, € B, a0 € B,_;.

Demonstragdo. Seja {Bp}5° ; uma graduagao para B. Defina as transfor-
magoes lineares ST(LZ), ST(LT) : B,, — B indutivamente por:

s (1p) =15

S0 = o Y5004, ), e,

Jj=1 1;

S(’")(lB)—lB
S (x fxfzz al; Sy J (x};), Vo €By,

Jj=1 1

sendo que

Az )*‘T®1B+1B®x+zzxﬂ]®xﬂ]

Jj=1 1
com z}; € Bjex];, €B,_;.
Afirmagao: Temos, para n > 1:
n—1
SO =3 o ((8 opr) ®1d) 0 A
k=0
n—1
S = leuo (Id®(5£r) opr)) oA,
k=0

com pi: B — By projecao canonica. Portanto, ST(LZ) e S,(f) estao bem
definidas.

Prova da afirmagao. De fato, dado z € B,,, e denotando A(x) como acima,
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temos:

n—1
1
SV(@) = —x— Z Z SJ(' )(x;%)x;/h

J=1 ij
n—1
= —lpz — Z Z SJ(-” (ps(@]i;)) %5,
j=1 ij
n—1
= =S (o(1p))e = 33787 (pi()e))) el
J=1 i
= —S(l) pO 1B .Z' - Z Z (Z S(l) (pk m] ZJ))) x‘ljl’lj
J=1 ij
n—1n—1
= (5 opo(tp)e— 303 37 (S0 o puaf ) 2,
k=1 j=1 i;
n—1n—1
I (Sél) opo(lg)) Qx+ Z Z Z (S;(cl) Opk(wg,ij)) ® x;,ﬂ,
k=1 j=1 i;

-~ n—1
<Z S(l> opr) ® Id) (13 @+ Z Zx;” ® w;,”)

P J=1 i

_ n—1
*Bn _ <Z SO o pp) ® Id) (m @lp+lp@a+ Y. > @y, ® w}',ij)

- =1 i
n—1
ZMO<S()Opk ®Id)oA()
k=0
n—1
(T) _ (T)
S(@) = —e =D ol S, (al,)
Jj=1 iy
= _CL‘IB_ZZI]ZJSO”) pn J(IJ,LJ))
J=1 ij
= :ES( ") p() 13 722.%]“5“) pn ](xgzj))
Jj=1 ’LJ
_ _1,5< ) (po(15) _szwzsm x”
J=1 ij
n—1ln—1

= (S o (1) - 3 0 Sk (587 o)

k=1 j=1 1ij
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—u (a?@(s o po( 1B JFZZZ%ZJ " Opk@’]n)))

k=1 j=1 1;

n—1
o (ZId@(S,(f)opk ) (m®13+zz:p” ®x“J>
k=0

j=1 1i;

Jj=1 1i;

n—1
= <Zld® v om) <x®13+13®x+zz%“®xm)

n—1

= =Y wo(de (50 o)) 0 Aw) |

Dessa forma, as Sgll)’s e as Sr(LT)7S estdo bem definidas. g

Defina os mapas S, S(": B — B pela propriedade universal da soma
direta:

SO, a) = 3, S ()
SO ai) = X0 S () -

Afirmacao: S é a antipoda & esquerda.

Prova da afirmag¢ao. Seja x € B, com n > 1. Temos:

o (SO ®1d) o A(x)

=po(SV@Id) |z@lp+lper+y > 2, @),

J i

=50 +w+ZZS“
=SV (x +x+ZZS(l w2l

=0= E(m)IB s

o (SW@Id)oA(lp) = po (SV @1d)(1p @ 15) = 15 = ¢(1p)1p

Assim, po (SO ®@Id)o A =noe, e SU é a antipoda & esquerda de B.

Afirmacao: S(") é a antfpoda & direita.
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Prova da afirmacao. Seja x € B, com n > 1. Temos que:

po(Id® ST) o Ax)

=po(deST) lz@lp+lp@r+ Y Y o), ®af,

Jyi
Joi

=2+ 8T @)+> Y o, S, )
Joij

=24+ S (z) + Z Z x;“ S,(Qj (x;’lj)
Jooi

=0= E(:Z?)IB s

po(Id®SM)oA(lg) =po(Id® S (1p®1g) =15 =(15)1p .

Portanto, o (Id®S(M)o A =noe, e S é a antipoda & direita de B.

Entao B admite antipodas S e SO & direita e & esquerda, respecti-
vamente. Como a dlgebra de convolucao de B é associativa, as antipodas
a direita e a esquerda sao iguais:

S(l) = S(l) * 1H0m(B,B) = S(l) * Id * S(T) = 1Hom(B,B) * S(T) = S(T) .
Portanto S = S = S ¢ antipoda para B. O

Corolario 4.2.2. Seja B uma bidlgebra conexa com graduacdo e que,
portanto, é uma dlgebra de Hopf. A antipoda S de B € inversivel, e S™1 €
a antipoda de B°P e de BP.

Demonstracdo. Aplicamos o teorema para a bidlgebra conexa com gradu-
agao B°P obtendo uma antipoda S’ para B°P. Pelas proposigoes e
temos S inversivel com S’ = S~!. Também temos S’ antipoda para
Beer, O

4.3 Bidlgebras conexas com filtracao

Para o restante do trabalho também precisaremos do conceito de co-
nexidade por filtracao de uma bidlgebra. Diz-se que a bidlgebra é conexa
com filtracao quando admite uma espécie de decomposicao da bidlgebra,
a “filtragdo”, que mantém compatibilidade com a estrutura de bidlgebra.
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Definicao 4.3.1. Seja B uma bidlgebra. Dizemos que B é conexra com
filtragao se existir uma familia {B;}$2, de subespagos vetoriais de B, com
B,, € B, +1, chamada filtragao, tal que:

1. BOZK-lB;
o0

2. B= UBZ-;
1=0

3. Ban g Bm+n7 vmvn Z 07
4. A(B,) €Y Bn1® By, ¥n > 0.
=0

Observagdo 4.3.2. Uma bidlgebra conexa com graduagao B = @, ., B,
também ¢ conexa com filtragdo. A mesma é dada por B, = @, _, B, e
temos B = J,~, @Dj_o B

Exemplo 4.3.3 (Algebra envolvente universal). Seja g uma dlgebra de
Lie. A dlgebra envolvente universal de g, denotada por U(g) é uma algebra
de Hopf. Também é conexa com filtracao:

un:Span({gl~-~gm ‘ mgna gi,---,9m GQ}U{lK}) .

De fato, Uy = Klyg) e U(g) = UpZoUyn. Além disso, o produto é compa-
tivel com a filtragao, pois Up,U,, C Upy4r. Resta checar que o coproduto é
compativel com a filtracao, o que ocorre pois

A(gr-.gn) =(1 @1k + 1k ®g1) - (gn ® Ik + 1k ® gn)

n
=33 (o) - Io) @ (Go(ht1) - - G ()

k=00€Sn x

€ Zuk Q@ Un—1
k=0

em que S, ; é o conjunto de permutacoes o do conjunto {1,...,n} tais
que o(l) < ---<o(k)eo(k+1) <--- <o(n) (¢ é uma permutacdo do
tipo “shuffle”

3Se k = 0 ou k = n, o conjunto de permutacdes Sp,k 86 tem uma permutacdo, a
identidade. O termo (go(1) - -- 9o (k) ® (do(k+1) - - - Jo(n)) fica igual a 1x ® (g1-..9gn)
oua (g1...9n) ® 1k, respectivamente.
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Exemplo 4.3.4 (Algebra simétrica). Seja V um espaco vetorial. S(V) é
a dlgebra simétrica (dlgebra livre comutativa, associativa e com unidade,
ou ainda, algebra polinomial) gerada por V. Também podemos olhar para
S(V) como sendo a dlgebra envolvente universal U(V'), com V sendo con-
siderado como dlgebra de Lie com colchete trivial ([v,w] := 0, Yv,w € V).

Sendo uma &algebra envolvente universal de uma algebra de Lie, é co-
nexa com filtracao, conforme o exemplo anterior.

4.4 Teorema de Milnor-Moore

O teorema de Milnor-Moore nos diz que uma bidlgebra conexa com
filtragao B, sob certas hipdteses, pode ser recuperada a partir da dlgebra
de Lie dos seus elementos primitivos por meio do recobrimento universal.
Em simbolos, B =2 U (P(V)) como bidlgebras. Como consequéncia disso,
B é uma &lgebra de Hopf, com antipoda herdada da &algebra de Hopf
U (P(V))

Comecaremos enunciando alguns lemas e proposigoes que nos ajudarao
a provar o teorema de Milnor-Moore. O primeiro lema é consequéncia da
compatibilidade da filtracao com o coproduto da bidlgebra.

Lema 4.4.1. Seja B = U B,, uma bidlgebra conexa com filtra¢ao. Seja

n=0

a € B,. Entao:
Ala)=a®1lp+1p®a+x

em que x € By,_1®B,,—1. Em particular, By C Klg®P(B), em que P(B)

€ a dlgebra de Lie dos elementos primitivos de B.

Demonstragao. A filtragdo de B é compativel com a estrutura de bidlgebra,
entdo A(a) € Yp_oBr ® By, € B, ® By + By ® By, + By_1 ® By,_1.
Portanto A(a) =b0®1p+1p®c+y, com b,c € B, ey € B,,_1 ® By_1.
Agora note que, usando a propriedade da counidade, temos

a= (Id®e)(A(a)) = be(1p) + 1pe(c) + (Id @ €)(y)
=b+e(c)lp+(Id®e)(y) ,

€Bp_1

0 = (¢ ® 10)(A() = (b)1p +(lp)e + (¢ @ Td)(y)
=c+eb)lp+ (ex1d)(y) .

€Bn_1
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Assim, b — a,¢ — a € B,_1. Entéo:

Afa) =b®1p+1p®c+y
=a®lp+1p®a+ (b—a)@1p+1p®@(c—a)+y
=a®lp+1lp®a+z,
comz=(b—-a)®1lp+1p®(c—a)+y € By_1® Bp_1.

Para a outra parte do lema, temos que a € By implica A(a) =a® 1 +
1p®a+ A(1p ® 1p), para algum A € K. Portanto

A(a+ Ap) =Aa) + AA(1p)
:a®13+13®a+/\(13®13)+)\(13®13)
=(a+Ap)®1p+1p®(a+ Alp),

e a + Alg é um elemento primitivo. Assim, a = —Algp +a + Al €
Klg @ P(B). A soma é direta porque K1z NP(B) = 0. De fato, se \1g €

P(B), entao A()\].B) = ()\13) R1p+1® ()\13) e A()\lB) = )\(13 ® ].B).
Subtraindo, 0 = A(1p ® 15), e A = 0, e obtemos o desejado. O

Iremos introduzir uma notacao auxiliar. Removeremos o termo a ®
1p+1p®a do A original, obtendo uma funcio coassociativa A’, mas que
nao respeita o axioma da counidade, nem é morfismo de algebras.

Definigao 4.4.2. Dado a € B, com B bidlgebra conexa com filtracao,

pomos:
A'(a) :=Ala) —a®1lp—1p®a.

Definimos também:
B’ := ker(e)
B], := B, Nker(e) .

Observagio 4.4.3. A'(1g) = —1p ® 1p, portanto A’ ndo é morfismo de
algebras.

Observagao 4.4.4. Se tentarmos verificar o axioma da counidade, teremos
(e®1d)(A'(a)) = (e®1d)(A(a) —a®1p — 1 ®a)
=a—¢(a)lp —alg = —¢(a)lp ,

e de forma andloga, (¢ ® Id)(A’(a)) = —e(a)lp, de modo que néo vale a
propriedade da counidade.
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Observagao 4.4.5. Um elemento a € B é primitivo se e somente se pertence
ao ntcleo de A’.

Proposicao 4.4.6.
1. A’ € coassociativo;
2. A € cocomutativo se A o for.
Demonstragao.
1. Seja a € B. Temos:
(A" @1d)(A'(a))
:(A/ X Id)(a(l) & a) — a R1Ip—1® a)
=a)(1) ® a)(2) ® ) — aq) @ lp®ap) —1lp ®aq) dag)
—a(l)®a(2)®1B+a®1B®lB+1B®a®IB+1B®13®a,
(Id ® A")(A(a))
(Id@A)( )®a(2)—a®13—13®a)
=a() ® a@)n) ® ae)e) —aq) ®ae) ®1lp —aq) ®1lpDag)
+a®13®13—1B®a(1)®a(2)+13®a®13+13®13®a.
Portanto (Id ® A")(A'(a)) = (A’ @ Id)(A'(a)).
2. Seja a € B. Como A é cocomutativo,

70 A(a)

7(A(a) —a®1p —1p®a)
(o) —1p®a—a®1p
!/

(a) -

A
A

O

A proposicao a seguir refere-se & uma espécie de projecao de B em B’.
Uma consequéncia que serd usada se refere ao fato de o A’ aplicado nos
1« : b : / /
B, “baixar o grau”, recaindo em B, _; ® B],_;.

Proposigao 4.4.7. Sejaw: B — B’ a projecio w(a) = a—e(a)lpg. Entdo:
(r@m)ocA=Aor.
Em particular, temos:

AN(B.)YCB., ,®B.,_, .
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Demonstragdo. Primeiramente, note que a imagem de m cali em B’ =
ker(e). De fato, dado a € B, temos e(n(a)) = e(a—e(a)lp) = e(a)—¢c(a) =
0.
Também note que 7 é sobrejetiva, pois dado o’ € B’, temos e(a’) =0
ead =a —e(d)lp =n(d) € Im(n).
Seja a € B. Entao:
(r & M(A@) = (& ™)(aq) ® a)
= (aq) —ela@)lp) @ (a) — £(ae)ls)
aqy ® a2y +e(aqy)elae))(1p @ 1p)+
—elam)lp ®ae) —elae)an) @ 1s
A(a) + e(e(aq))ae))(1p ® 1)+
—1p ®e(any)ae) —<lae))an) @ 1p
=A(a)+¢e(a)lp®1lp—1pRa—a®1p
A'(a) - ( )A'(ls)
Al(a—e(a)lp)
Al((a ))

Portanto (1 ® ) o A = A’ o . Além disso,

N'(B)) = Ao v(B,) = (r© m)(A(B,)
C(rem) (ZB I®Bl>=B 1 ®B, .y,

pois m(By) =n(Klg) =0e By C B,y parak=1,...,n— 1. O

A proposicio a seguir fornece que a counidade £ anula os elementos
primitivos. Isso ocorre em qualquer bidlgebra, conforme o argumento a
seguir.

Proposicao 4.4.8. Para toda bidlgebra B vale que P(B) C ker(e).

Demonstragao. Para todo elemento primitivo a € P(B) de uma bidlgebra
B, temos e(a) = 0, ou seja, a € ker(e). Isso porque A(a) =a®1lp+1p®a
e g(a) = e(ae(1p) + 1pe(a)) = €(a) + €(a), onde na primeira igualdade
expandimos a pelo axioma da counidade. Entdo P(B) C ker(¢). O

Aqui voltamos a uma bidlgebra conexa. Obtemos outra informacao
decorrente da existéncia de uma filtragao: que a counidade anula um certo
pedaco de B, possibilitando a decomposicao indicada abaixo.
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o0
Lema 4.4.9. Seja B = U B,, uma bidlgebra conexa. Entdo:

n=0

B = By®ker(e) =Klp @ ker(e) .

Em consequéncia disso,

o]
B=Klz+|]JB, .
n=1
Demonstracdo. De fato, provemos por indugao em n que B, C Klg &
ker(¢). O caso n = 1 resulta do lema [{.4.1] e de P(B) C ker(e). Supomos
como hipétese de indugdo que B,_; C K @ ker(¢). Para B, temos que
todo a € B,, pode ser escrito da forma

a=(Id®e)(A(a))
=([de)(a®lp+1p®a+x)
— a+1pe(a) + (Id@e)(z)

usando o axioma da counidade e o lema comz € B,_1 ® Bp_1.
Temos que 2’ := (Id ® €)(x) C B,,—1 C Klp @ ker(¢). Entéo, aplicando &
em a, temos

e(a) =¢e(a) +e(a) +e(z') = ela+2')=0

e portanto a = (a + z') — 2’ € Klg @ ker(e).
A soma é direta porque Klp Nker(e) = 0, tendo em vista que A\lp €
ker(e) = e(AMlg) =0 = Alg=0 = A=0 = Al =0. O

O préximo lema faz uso da dlgebra simétrica S(V'). Mostra-se uma
condicao de injetividade para que um morfismo qualquer de codlgebras
com dominio nas algebras simétricas. A informagao da injetividade de
£: S(V) — B estd contida na injetividade em K & V apenas!

Lema 4.4.10. Seja C uma codlgebra. Se £: S(V) — C € um morfismo de
codlgebras cuja restricao a K@V € injetiva, entao £ € injetivo.

Demonstragio. Considere a filtracio de S(V) dada por S,, = @j_, S*(V),
em que S°(V) = K, SY(V) = V e S¥(V) é o subespaco gerado pelos
monoémios de grau k. Com essa filtragdo, S(V) é uma bidlgebra conexa.
Vamos provar por inducao em n que ¢ ¢é injetiva em S,,.

O caso n = 1 vale por hipétese, ja que S; = S°(V) @ SH(V)=Ka V.
Suponha entdo que ¢ seja injetiva em S,,, com n > 1. Iremos provar que
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¢ é injetiva em 5,41 mostrando que o ntcleo da restricao a esse espago é
nulo.

Seja x € S,41 pertencente ao nucleo de ¢, ou seja, £(x) = 0. Se fosse
x = Alp, entdo temos ¢(z) = 0 = 2z = 0 automaticamente. Entéo
assumimos também que = # Klp. Pelo lema temos que x € ker({).
Além disso:
(£ ® g)(AI V) € ® ﬁ (AS(V) r)—2rQ 15(‘/) — 15(\/) ® SU)

g@é (AS(V X ) E(a:)@ﬁ(ls(v)) —f(ls(v)) ®€(ZL’)

Mas, pela proposigao temos Ay (Sy41) €57, ® S, € Sn @ S,
portanto Al (z) € S}, ® 5. Pela hipdtese de indugao, £ ¢ injetiva em
Sp, € isso implica que £ ® ¢ é injetiva em S, ® S,,. De fato, ker({ ® ¢) =
Sp ®@ ker(¢) + ker(£) ® S, = 0, considerando ¢ restrita em .S,,.

Entao, temos:

(L@ 0)(As)(2) =0 = Agy(z) =0,

e isso implica que z é primitivo, conforme a observagao Ja que
S(V) = U(V) (com o colchete de Lie nulo em V), e como os elementos
primitivos de uma algebra envolvente universal sao os proprios elementos
da dlgebra de Lie, temos que x € V. Portanto, lembrando que ¢(z) = 0
e que ¢ é injetiva em S,,, temos que x = 0. Dessa forma, ¢ é injetiva em
Snt1- O

A seguir temos um lema bastante interessante sobre a chamada aplica-
cao de simetriza¢do, definida abaixo. Surpreendentemente, essa aplicagao
é um isomorfismo de codlgebras (apesar de nao ser morfismo de élgebras).

Lema 4.4.11. Seja g uma dlgebra de Lie e K corpo de caracteristica
0. A aplicagdo de simetrizacio p: S(g) — U(g), definida nos mondémios
g1---9nS(g) por

1
PG gn) = — > 9oty Gom)

" o€eS,
p(lK) = 1K 3

é um isomorfismo de codlgebras. S(g) € a dlgebra simétrica de g, que aqui
€ visto apenas como espaco vetorial.



4.4. Teorema de Milnor-Moore 175

Demonstracdo. Primeiramente, checamos que p estd bem definida.

Afirmacgao: p estd bem definida.

Prova da afirmagao. Temos S(g) = @7 com I o ideal gerado pelos ele-
mentos ab — ba — [a,b]s(g) = ab —ba € T(g). Usaremos a propriedade
universal do quociente para mostrar a boa definigao.

Seja p': T(g) — U(g) dada nos mondémios v := vy ...v, € T(g) por
1 1
p(vr...vn) = ] Z Vo) -+ Vo(n) = — Z a(v) .
o€S, g€Sy

Fazemos aqui um pequeno abuso de notagao, escrevendo o (v) = Vg(1) - - - Ug(n)-
Precisamos mostrar que I C ker(p’), isto é, que p’ anula I. De fato,
basta mostrarmos que p’ anula elementos da forma

vi=v1...05(ab—ba)vgss... vy, comn>2ek<n-—2.

Entendemos aqui que:

k=0 = v1...05(ab—ba)vgis ... v, = (ab—ba)vs... v,
k=n—-2 = wp...vx(ab—ba)vgss... vy :=v1...0,_2(ab— ba)
n=2 = v1...v5(ab—ba)vgss... vy :=ab—ba .

Escreva v = ¢ — y, com:
T=21...Tp =V1]...V Q@ bVgt3...0,
Y=Y1...Yp =01...0 bavgyrs...v, .

Sejay = (k41 k+2) € S, a permutagdo que troca k+ 1 e k + 2. Temos,
em todos os casos, que

y=(x)
Portanto, temos
p'(v) = p'(x) = p'(y)
1 1
= o(x) — ) o(y)
n!
UESn Uesn
1 1
== > @) = S o)
" 0ES, " o€ES,
1 1
= o(x) - ol o(x)
g€eSy, o€Sn
=0.

Assim, p’ anula I, e p fica bem definida. a
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Afirmacgao: p é morfismo de codlgebras.

Prova da afirmagao. Mostraremos que p preserva o coproduto e a couni-

dade.

(p preserva coproduto:)

Note que para 1x € S(g) vale:
(p®@p)oAs(g)(1x) = 1k ® Ik = Dy(g) © p(1k) -
Seja g1 ... gn € S(g) um monoémio. Calculamos:

(p@p)oAsg(gr---gn)
=(p@p) (1 @1k + 1k ®g1) (g0 © g + 1k @ gn))

=(p®@p) Z Z 9o(1) - - Go(k) @ Jo(k+1) - - - Go(n)
k= OO'GSy,'k

= Z Z P(Go(1) -+ - Go(k)) @ P(Io(kt1) - - - Go(n))

k=0 UES,L k

1
—Z > 2 X T (n = 9o @) -+ 9r(o) © G k) - I5(o(m) -

k= OUESn k YESK 0ESH_k
Também calculamos:

Dyigy o p(gr---gn)

1
= Au(g) (n. > 9u<1>--~9u<n>>

" vES,

1
= E Z Au(g) (gV(l)) te AZ/f(g) (gy(n))
vES),

1
> 1 0m @Ik + 1k ® guw) - (gum) @ I + 1% ® G
veS,

Z Z Z ;gl/(c(l “Gu(s(k) © Gu(s(k+1)) - - - Gu(s(n)) -

0vES, SESn &
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Seja k € {0,...,n} fixo. Se k =0 ou k = n, os termos

> > k, T i) - (o) © I5(a (1) - - Go(o ()

0ESH kK YESK 5eSn &

Z Z ,9»<<<1>> “Ju(s(k)) @ Ju(c(k+1)) - - - Ju(s(n))
VESy, SESn K

correspondem, ambos, a

1
Z EIK ® Gy(1) - - - Gy(n) (k=0)

YESn
1
Z 59’7(1) - Gy(n) ® 1k (k = n) .
eSS,
Consideramos, entéo, k € {1,...,n — 1}. Vamos comparar os termos:

Gry(o(1)) - - - Gy(o(k)) D G5(o(k+1)) - - - 95(o(n)) » T € Snk, Y E Sk, 0 € Sk

com

Iu(c(1)) -+ Gu(c(k) © Ju(s(kt1)) -+ Ju(s(n)) » YV ESn s SESnk -
Precisamos saber que relagao existe entre estas permutacoes:

Tipo 1: (y xd) oo, com o € Sy, ¥ E Sk, 0 € Sp—i;

Tipo 2: vog,comv € S,, < € Sy k.

Escrevemos abaixo o nimero de permutagoes de cada tipo (contando re-
petigoes, isto é, maneiras diferentes de se obter a mesma permutagao):

# Tipo 1: |Sn | - [Skl - |Sn—kl = (}) - k! - (n— k)l =nl;
# Tipo 2: |Sy,| - |Snx| =n!- (Z) .

Mostramos que cada permutacao do tipo 1 pode ser obtida por exatamente
(") permutacgoes do tipo 2. De fato, seja (v X 0) o o uma permutagao do
tipo 1. Para qualquer uma das ( ) permutagdes ¢ € Sy, , existe uma tnica
permutacdo v € S, tal que v o = (y x ) o 0; é a permutagdo dada por
v = (yxd)ooog L. Portanto, alcancamos uma dada permutacio do tipo
1 de exatamente () maneiras diferentes usando permutagées do tipo 2. E,
portanto, cada termo g, (s(1)) - - - Gy (o (k)) @ Is(o(k+1)) - - - 95((n)) € alcancado
de (Z) maneiras diferentes por g, (1)) - - - Gu(s(k)) @ Ju(s(k+1)) - - - Jv(s(n))-
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Assim, podemos identificar:

Z Z ,9v<<<1 “Ju(s(k) © Ju(c(k+1)) - - - Ju(s(n))

veS, §€Sn k

Z Z Z ()%(a(l)) (o (k) D Ys(o(k+1)) - - - 95(a(n))

0ESy Kk YESK 0ES, i,

Z Z Z kl (n—k ,97(0(1)) Gy (o (k) © Y5(o(k+1)) - - - IS(a(n)) -
0ESy 1 YES) €S n_1

Isso implica na igualdade

(p@p)o AS(g)(gl i Gn) = Al/l(g) op(gr-.-gn) -

Portanto (p ® p) o Ag(g) = Au(g) © p-

(p preserva counidade:)
Para 1g € S(g), temos:

€5(9) © p(lk) = Es(g)(lK) =1k = Eu(g)(lK) .

Agora seja g1 ... g, € S(g) um mondmio. Temos:

£8(g) © P(g1---9n) = €5(g) ( Z 9o (1) - - - Yo (n) )

oeS,

Zo

UGS
=0
— cute) (91 -+ 9n) -

Portanto, temos €S(g) © P = EuU(y)- J

Afirmagao: p é injetiva.

Prova da afirmagdo. Usaremos o lema[£.4.10] O morfismo de codlgebras p
tem dominio na &lgebra simétrica S(g). Note que p restrita a Kdg C S(g)
se reduz & identidade K® g C S(g) > Ko g C U(g):

PO+ 9) = pN) + plg) = A+ 39 = A+ 9 €Ula) -
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Mostraremos, entao, que ker(p) = 0. Seja dado A + g € ker(p), em que
Ae K CU(g)eg e g C U(g). Pelo corolario do teorema de
Poincare-Birkhoff-Witt, temos que as inclusdes naturais i,: g < U(g) e
is: g — S(g) sdo injetoras. Portanto

At g=A+iu(g) =0 em U(g) " *"EST N = 0,4,(g) = 0 em U(g)
i“égﬁtim)\zOemKeg:Oemg
= A =0,is(g) =0 em S(g)

= A+g=A+is(g) =0em S(g),

e ker(p) = 0. a

Afirmagao: p é sobrejetiva.

Prova da afirmagao. Considere as filtragoes S(g) = U, Sn e U(g) =
U, Uy, vistas nos exemplos e Faremos inducdo em n para

mostrar que

Pr: Sn — Uy
é sobrejetiva para todo n € N. Em consequéncia disso, p é sobrejetiva.

(n = 1:) Temos que p1: & — U; é, como vimos antes, a identidade
KdgCS(g) > KdgCU(g), que é sobrejetiva.

Seja n > 1. Supomos que p,: S, — U, é sobrejetiva (HI). Mostraremos o
caso n + 1:

n + 1:) De fato, seja {u;};c; base ordenada de g e
( ') € g
{wiy oo iy, |41 <00 <dpem I}

base de U(g) pelo teorema de Poincare-Birkhoff-Witt (teorema [3.3.1f). Te-
mos que
{wiy .o g, |11 <. <ipeml k<n+41}

é base do espaco U, 11 gerado pelos monomios de grau < n+1 . Ja temos,
pela (HI), que os mondmios de grau < n de U, 41 sdo alcangados por p,, e,
portanto, por p. Basta, entdao, mostrar que todos os monoémios com grau
n + 1 da base sao alcancados por p,+1.
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Considere um monoémio da base u;, ... u;,u;, ,. Podemos, com o au-
xilio do comutador [,], permutar quaisquer dois termos do monémio. Por
exemplo, podemos escrever

Uiy Ujgy + -« uinuinH = UjoUjy - - - uinuinﬂ + [uil y ’U,iQ] e uinuinH .

Como qualquer permutagao o € S, 41 € pode ser formada por combinacao
de permutacgoes de elementos contiguos, podemos escrever

Wiy o Uiy Wiy g = Wiy gy oo Uiy Uiy, + termos com [] (grau < n) .
Portanto:
1 |
sy -+ Uz'n’uz'n+1 = m(n + 1).Ui1 R 2 Y
1
= 7(71 1) Z Wiy - v Wiy () Wiy (g + tETMOS COM [,]
0ESh+1
= p(wi, .. uz,u;,,,)+  termos com [,] € Im(p)
€Im(p) €lm(p) (grau < n e (HI))
Logo p é sobrejetora. g
Com isso, fica provado o lema. O

Vamos a prova do teorema central desta secao.

Teorema 4.4.12 (Milnor-Moore). Seja B uma bidlgebra conexa e coco-
mutativa, sobre um corpo K de caracteristica 0. Entdo

B>=UP(B)),

e o isomorfismo é J: U(P(B)) — B, a extensio da inclusao candnica
j: P(B) — B wia propriedade universal da dlgebra envolvente (ver defini-

cio[TZ).

Demonstracao. Comegaremos vendo que J é um morfismo de bialgebra.
Em seguida, mostramos a injetividade e sobrejetividade de J.

(J é um morfismo de bidlgebras:)

Usaremos o lema [3.2.5] para obter que a extensao J da inclusao cano-
nica j é um morfismo de bidlgebras. De fato, temos que j: P(B) — B é
morfismo de &lgebras de Lie, com Im(j) € P(B). Do lema mencionado,
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obtemos que J: U(P(B)) — B é um morfismo de bidlgebras.

A injetividade é mais facil de ser demonstrada lancando-se mao de um
truque. Faremos essa demonstragao primeiro.

(J é injetora:)

Considere o morfismo de codlgebras Jop: S (P(B )) — B. Sua restricao
a K@ P(B) ¢é injetiva, pois é igual & identidade. De fato, dados A € K e
b € P(B), temos:

Jop(A+b) = J(p(N)) + T (p(b))
=J(A) + J (5;b)
— A+ J(b)
=A+b.

Portanto, pelo lema [4.4.10) temos que J o p ¢ injetiva em todo S(P(B)).
Como p é isomorfismo, segundo o lema [4.4.11] conclui-se que J é injetiva.

Vamos a sobrejetividade. Esta é a parte mais trabalhosa da demons-
tragao, e para mostra-la, serd usado o teorema de Poincare-Birkhoff-Witt.

(J é sobrejetora:)
Seja {a;}icr uma base ordenada para a dlgebra de Lie P(B). Pelo
teorema de Poincare-Birkhoff-Witt,

{ar | re N(I)}

é base para U (P(B)), em que denotamos a” := a;! ... a;", comi; < ... <y

eri,...,r as entradas ndo nulas do multi-indice » € N, Se r = 0, de-
notamos a” = lg. Também definimos r! :=r{!---r;! .
Afirmacgao: Os elementos

{a4m =L@ | ren®}

sao LI em B e formam uma base para a Im(J).
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Prova da afirmacao. De fato, temos:

ZarA’“ =0em B = J <Zar7}lar> =0

J é injetiva
S E aT%aT:Oﬁar%,VrzaT:O,Vr,

T

portanto sdo LI Geram Im(.J) pois dado J(u) € Im(J), com u € U(P(B)),
temos u = ), a,a”, e aplicando J, temos

J(u) =J <Z arar> = Z(arr!)J(%aT) = Z(arr!)AT )

T T

|

Como B ¢ uma bidlgebra conexa, pelo lema [£.4.9] temos B = Klp +
U2, B,,. Sabemos que Klp C Im(J), j& que J é morfismo de bidlge-
bras (e em particular, 1z = J(1p(p))). E suficiente, entdo, provar que
B, CIm(J) para todo n > 1. Iremos provar por inducao em n.

Afirmacao: B C Im(J) para todo n > 1.

Prova da afirmacgao. Faremos indugao em n. O caso n = 1 é consequéncia

do lema temos

B} = By Nker(e) C (Klg @ P(B))Nker(e) C Im(J) .
~——_— —
CIm(J)

Supomos que para n > 1 vale B], C Im(J) (HI). Mostramos agora que vale
By 41 € Im(J).
Seja a € By, fixo. Dividiremos a prova de que a € Im(.J) em 5 etapas.

FEtapa 1: célculo de Az (a).

Tem-se A’z (a) € B), ® Bj,, segundo a proposi¢ao[4.4.7] Pela hipétese
de inducao (HI), temos A’z (a) € Im(J) ® Im(J), e usando a base de
Im(J) escrita acima, podemos escrever

Afp(a) = A(r,s)A" @ A*®
= Z A(r,s)A” @ A° +
r,s#0

+) M0,5)1p @ AT+ > A(r,0)A" @ 15 + A(0,0)15 ® 15 ,
s#0 r#0
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com A(r, s) € K e a soma é sobre multi-indices r, s € N!) com apenas
finitas entradas nao nulas. Como B), = B, Nker(e), e 15 ¢ ker(e),
temos que 1 ¢ B!,. Tem-se:

D ON0,5)1p® A+ A(r,0)A" @15+ A0,0)1lp @15 =0
s7#£0 r#£0

De fato, considerando que os A"’s e 15 sdo LI em Im(J), e usando o

lema [T:2.16] temos

Y aso M0, 5)1p ® A*+ > " A(r,0)A" ® 15+ A\(0,0)15 @ 1 € B, ® B),
r#0
A(0,5)15, Y A(r,0)A” + X(0,0)1p € B, , e
r#0
AT PN A(0,5) 4% + A(0,0)15,A(r,0)15 € B, .
s#£0

A%selpg LI

Se algum dos A(0, s), A(r,0), A(0,0) fosse diferente de zero, terfamos
1p € B!, o que nao pode ocorrer. Logo, A(0, s), A(r,0), A(0,0) = 0.

Portanto, podemos escrever:
(#)  Apla)= D Ar,s)A"® A* .
r,s#0
FEtapa 2: calculo de Az (A").
Tem-se:
Ay sy (ar) = (Bups) (ai)”
n
= ((ai RIg+1g® al))

- zn: (Z> (a; @ 1g)* - (1x ® a;)" 7

n _
an) aég az@ k

2
n!

Aup()) <
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Entao:
A agll a;’j
U(P(B)) r! gl
p q p ar
- = a;y 2 ay 3 Biy ®%
p! T o@l) ol !
pitqi=r1 Pr+qe=Tk

DS (“511...“57:)@(@33...“3:).

| | | |
pAa=r petae=re NPT Pr: a L

Logo, considerando p, ¢, € N multi-indices, temos:

a” aP  af
Ay p(B)) (T,> = Z ®— .

nl !
pra=r V' ¢

Usando que J é morfismo de bidlgebras, temos:

Ap(AT) = Ap ( ! J(a’“))

7!
a

e
r!

= (J®@J) o Dups)) (T

:(J@J)(Z “p®“(_1>

B
N——

| |
pq=r P q
P q
> () e (%)
pHq=r P q
= > ArgAT,
pt+q=r

AB(A") =Ap(A")—A"®1p—1p® A"

= ( Z Ap®Aq>_AT®lB_lB®AT

p+q=r

= Z AP @ Al

ptq=r
P,q#0

FEtapa 3: obtendo relagdes entre os coeficientes A(r, s).
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Usando os resultados anteriores, conseguimos calcular:

(A 1) (Ap(a) E Ay 1) [ 3 @1 A7 e 4!
p,t#0
= 3 Apt) Ap(A?) ® A°
p,t#0

S ) | S e |ea
p,t#0 r+S;Qp

= D Ar+st) ATeA A",
r,8,t#0

(1d® Ap)(Ag(a) Z (Weay) [ 3 Arq) 47 A7
r,q7#0

= 3 Arq) AT ® Al (A%
r,q#0

DS g are| Y Al
r,q#0 Stht;Z;]

= > Arst+t) A @A @A,
r,8,t#0
Também temos:

Np(a) E 3" M) A7 @ A°
r,s#0

ToAp(a) = 7 D Asr) AT@AT| = D As,r) AT @ A"
s,7#0 r,s7#0

Lembramos que A’y é coassociativo e cocomutativo, pela proposigao
46l A coassociatividade nos d4

Ar+s,t)=Nr,s+t), Vr,s,t#0
e a cocomutatividade,
A(rys) = A(s,r), Vr,s#0.

Dessas relagdes, obtemos abaixo que A(r, s) sé depende da soma 7+ s.
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Etapa 4: os coeficientes A(r, s) s6 dependem de r + s.

Sejam r,s,t,u # 0 multi-indices tais que r + s = t + u. Vamos
decompor esses multi-indices de tal forma que

r=k+1 s=m-+n
t=k+m u=Il+n.

Para tanto, fixamos ¢ € I e tentamos resolver o seguinte sistema
linear para k;,l;, m;,n; € N.

+I;  +m, = U,
+m; +n;, = S;

Escalonando, obtemos um sistema possivel e indeterminado:

1 1 0 O | T
0 -1 1 0 | ti—’l“i
0 00 0 |

ti—ri—l—ui—si
—_— ——
=0

Temos, entao:

kl' ai75i+ti:a¢7ui+ri
l; = —a; + u;

m; = —o; + 8;

n; = oy,

para qualquer «; € R. Resta observar que podemos escolher um
a; € N tal que k;,l;,m;,n; > 0 e k;,l;,mi,n; € N. De fato, as
condigoes para que isso acontega sao
0< a; <s4
U =1 <0 < U -
Basta escolher a; = 0 para os indices i em que 7y, S;,t;,u; = 0,
e para os finitos indices em que algum desses nao é nulo, defina
o =u;—1; =8 —t; € Nsew, —r; >0 e = min(s;,u;) se
u; —r; < 0. Dessa forma, conseguimos multi-indices k,1,m,n € N’

como requeridos acima.

Tendo a decomposigao acima, consideramos os seguintes casos. Note
que A(p, q) sé estd definido se p,q # 0 :
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— Se k #£ 0, fazemos:

Alrys)=Ak+1L,m+n)=Akm+n+1)
AMt,u) =AMk +m,l+n)=Xkm+n+1);
— Se k=0, entdao como r = k + [ # 0, temos [ # 0, e fazemos:
A, s) = A(l,m+n)
At,u) = A(m,l+n)=AX(m+n,l)=XIl,m+n) .

Assim A(r, 8) = A(t,u) para r + s =t + u. Portanto A(r, s) depende
apenas de r 4+ s. Escreveremos entdao A(r,s) = A(r + s).

FEtapa 5: a € Im(J) .

Assim, tem-se

Ag(a)Z 37 Ay s) A" @ A°

r,57#0
= ) Ar+s) A" @A
r,s7£0
S Y v
[t]>2 rs=t
= > A > AT®A°
tz2 et
7,870
(##)
=) A)AR(AY)
[t|>2
em que denotamos |t| = [t1| 4+ -+ + [tg], com t1,..., ¢ as entradas

nao-nulas do multi-indice t € N, Assim
Apla= > AHA"| = Ag(a) = Y At)AR(A) =0,
[t|>2 [t[>2

e obtem-se que b 1= a — 37,5, A(t)At é primitivo. Por fim, b =
j(b) = J(b) € Im(J), e como todos os A! estao em Im(J), temos

a=b+ Y At)A"€Im(J) .

t>2
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Terminamos a indugao. Obtemos, entao, que B), C Im(.J) para todon > 1
e encerramos a prova da afirmagao. a

Da afirmacao, concluimos que

B=Klg+ | J B, CIm(J),

n=1

e, por conseguinte, que J é sobrejetiva. Aqui termina a demonstracao do
teorema. O

Observagdo 4.4.13 (Uso das hipdteses no teorema). Requerimos que o
corpo tenha caracteristica nula para mostrar a injetividade e sobrejeti-
vidade de J. Foi necessaria para termos acesso a aplicagao de simetriza-
¢ao, na prova da injetividade. Na sobrejetividade, em diversas passagens,
também foi necesséario dividir por um elemento do corpo pertencente aos
naturais, que deve-se garantir ser # 0.

A conexidade com filtracao de B foi a base da prova da sobrejetividade.
Usamos pela primeira vez para decompor B = Klpg + UZO:O B..

A cocomutatividade foi usada na prova da sobrejetividade de J. Usamo-
na apenas para obter A(r, s) = A(s,7). E o tinico momento em que usamos
essa relagao foi na prova de que A(r, s) sé depende de r + s, e foi apenas
no subcaso em que mostramos A(r, s) = A(t,u) para k = 0!

Uma consequéncia desse teorema é que a bidlgebra em questao é uma
algebra de Hopf, ji que é isomorfa & algebra de Hopf U(P(B)) como bial-
gebras.

Corolario 4.4.14. Seja B uma bidlgebra conexa com filtragdo. Se B é
cocomutativa sobre um corpo K de caracteristica 0, entao B € uma dlgebra
de Hopf.

Demonstragdo. De fato, pelo teorema de Milnor-Moore, B = U(P(B))
como bidlgebras. Mas como U(P(B)) tem antipoda, entdo transportando
para B por meio do isomorfismo, B admite uma antipoda, e é uma algebra
de Hopf. Escrevendo isso explicitamente, seja J: U(P(B)) — B o isomor-
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fismo mencionado; temos que Sp := J o Sy p(B)) © J~1 ¢ uma antfpoda:

SpxId=ppo(Sp®Id)oAp
— g o ((Jo Supmyod )@ (Joldo J*I)) oAp
= ppo(J®J)o (Sypmy @Id)o(J @I ) oAp
= J o puee(n)) © (Sues) @ 1d) o Aypsy o J ™
= J o (Sywpp)) *1d) o J1
= Jonuwp(B)) © cum®B) ©J "
=NBOEB,

Id* Sg = pupo(Id® Sg) o Ap
= ugo ((Jo Ido J™") & (J o Sy (ny © J*I)) °oAp
= ppo(J®J)o (@ Sypmy)o (J '@ J ) oAg
= J o ey © (1d @ Symr))) © Dummy) o J "
= Jo (Id * Sypmy) o J
= Jomup(B)) © cum®d) ©J
—npocp .

O

Observagao 4.4.15. Tendo em vista que B e U(P(B)) sao élgebras de Hopf,
o morfismo do teorema de Milnor-Moore é isomorfismo de algebras de Hopf
também.

Vimos no teorema que uma bidlgebra conexa com graduacao é
uma algebra de Hopf. O corolario apresentado acima s6 nao é um caso
particular do teorema [.2.1] porque uma bidlgebra que admite filtragao
nao necessariamente admite uma graduacdo. Apenas o contrario é va-
lido garantidamente: uma graduacao numa bidlgebra define uma filtracao

conforme a observagao da definigao
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Capitulo

Rooted trees, algebras de Hopt
e o0 teorema de Panaite

No presente capitulo estudaremos algumas algebras sobre grafos do
tipo arvore com raiz. As algebras estudadas surgem em contextos dis-
tintos. Uma delas, a dlgebra de Connes-Kreimer, aparece no contexto
de renormalizacdo em teoria quantica de campos. A outra algebra, de
Grossman-Larson, surgiu na investigacdo de certas estruturas de dados
baseadas em arvores, com o intuito de se computar operadores diferenciais
de uma maneira eficiente.

Primeiramente abordaremos as defini¢bes iniciais, de grafos tipo ar-
vore com raiz, arvores ordenadas, e algumas operacoes definidas nesses
grafos. Passamos ao estudo da estrutura de dlgebra de Hopf das algebras
de Connes-Kreimer e de Grossman-Larson. Em seguida, dedicaremos uma
secao ao teorema de Panaite, que ajudara a encontrar uma relacao entre
essas duas algebras. Na ultima secao, mostraremos que a relagao entre
essas algebras é a dualidade. No decorrer, procuramos abordar tanto o
caso das arvores nao-ordenadas como o das ordenadas.

5.1 Rooted trees

Comegaremos com as definicoes iniciais a respeito dos grafos tipo arvore
com raiz. Definiremos arvores nao-ordenadas e ordenadas, e estabelecere-
mos algumas operagoes sobre essas arvores.

191
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5.1.1 Arvores (nio-ordenadas)

Definicao 5.1.1. Uma drvore com raiz, ou rooted tree, é um grafo
1. finito;
2. conexo (sempre existe um caminho ligando dois vértices);
3. sem ciclos (existe apenas um caminho ligando dois vértices);

4. com um unico vértice “especial”’, chamado raiz, do qual apenas par-
tem arestas.

Nas ilustragoes das arvores, convencionamos desenhar a raiz sempre no
topo da figura, e o sentido das arestas é o de cima para baixo, de modo
que nao precisamos desenhar flexas nas arestas.

Dado um vértice V', os vértices descendentes, ou vértices filhos, sao os
vértices que estao ligados a V' por uma aresta partindo de V.

As folhas s@o os vértices que ndao tem descendentes. O conjunto de
todas as arvores nao-vazias é denotado por RT e o conjunto de todas as
arvores de n vértices é denotado por RT,,.

Uma floresta, ou rooted forest, ¢ um grafo finito em que cada compo-
nente é uma arvore; ou seja, é uma palavra em RT. Incluimos o grafo vazio
nessa definicao, considerando-o como a palavra nula, e denotamos por 1 .
O conjunto de todas as florestas é denotado por RF e o conjunto de todas
as florestas de n vértices é denotado por RF,,.

K[RT] denota a dlgebra associativa e com unidade gerada pelas drvores.

Exemplo 5.1.2. As arvores de 1 até 4 vértices sao explicitadas abaixo:

cLEAL A A

Exemplo 5.1.3. f = IA:A I ¢ uma floresta com 5 vértices.

Vamos estabelecer algumas operacoes envolvendo arvores.
Definicao 5.1.4.
1. O ndmero de vértices de uma floresta f é denotado por #f ou |f|.

2. B*: K[RT] — K[RT] leva uma floresta f = t;ts...t, em uma drvore
B*(f) da seguinte forma: escreva um novo vértice, que serd a raiz
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da BY(f), e ligue-o & todas as raizes das arvores t; - - - t,, da floresta
f; estenda essa definicao por linearidade para todas as somas finitas
de florestas com coeficientes em K. Também define-se B+ (1) = e. A
figura abaixo ilustra a operagdo em uma arvore:

Bt (ty ty t3) = /y\

t1 ta t3

Temos que B' é uma transformacao linear, mas nao é morfismo de
algebras, ja que

ORI ENENDS

O ntimero de vértices de BT (f) é

f]+1, para f floresta.

Toda 4rvore nao-nula pode ser decomposta de maneira tinica em B+
de uma floresta, com niimero de vértices menor que a arvore original.
Basta deletar a raiz e considerar a floresta formada pelas subdrvores
que aparecem.

3. B~ : K[RT] — K[RT] leva uma &rvore t numa floresta f = t;...%,
desta forma: delete a raiz de t, e forme uma floresta com as subarvo-
res ty ...t, que aparecerem; estenda para um morfismo de algebras.

B~ A =11 1o t3

t1 to 13
B~ A A =11 to t3 ug us .
t1 to ty3 W U2

O ndmero de vértices de B~ (t) é |¢| — 1, para uma &rvore t.

Perceba que se considerarmos os dominios restritos

B*:RF — RT
B™:RT — RF,
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temos o seguinte:

+ _

t1 tn
Bt B~
1 — ) — 1
- +
AN 5w 5 /N
tl “ e tn tl .« .. tn
B~ Bt
° — 1 — o .

Portanto, com essa restricao, vale
BtoB =Id e B oBT=1d,

e ha uma bijecao RF = RT.

5.1.2 Arvores ordenadas

Definicao 5.1.5. Uma drvore ordenada, ou drvore planar, é uma arvore
t em que para cada vértice V de t, os vértices filhos de V' sdo totalmente
ordenados. Para representar as arvores planares nas figuras, costuma-se
desenhar os vértices filhos ordenados da esquerda para a direita:

<
Uma floresta ordenada , ou floresta planar , é um grafo finito em que cada
componente é uma arvore planar, e as raizes dessas arvores também sao

ordenadas.
K{PRT} ¢ a édlgebra ndo-comutativa gerada pelas drvores planares.
Quando nao houver confusao, omitiremos o termo “planar” ou “ordenado”

por simplicidade.

Observagao 5.1.6. As arvores planares de 1 até 4 vértices sao representadas

CEARAPAA
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Observagao 5.1.7. Nao podemos mais comutar os ramos das arvores, nem
as componentes de uma floresta. Por exemplo,

Py
ot

Observagao 5.1.8. Repare que as folhas da arvore também sao ordenadas

b
com uma ordem induzida pelos seus vértices “ancestrais”’, como na figura
repetida abaixo por conveniéncia:

<
Podemos definir operagoes andlogas as das drvores nao-ordenadas.
Definicao 5.1.9.

1. O numero de vértices de uma floresta f é denotado por #f ou |f|,
da mesma forma que antes.

2. BT: K{PRT} — K{PRT} leva uma floresta ordenada f = tits...t,
em uma drvore ordenada B (f) de forma andloga ao caso da K[RT]:
escreva um novo vértice, que serd a raiz da BT (f), e ligue-o & todas
as raizes das arvores tq - --t, da floresta f, mantendo a ordem em
que as raizes aparecem na floresta; estenda essa defini¢ao por linea-
ridade para todas as somas finitas de florestas com coeficientes em
K. Tlustrando, novamente (repare como a ordem é mantida):

BT (t; ta t3) = A

t to t3

Nesse contexto BT continua sendo uma transformagao linear, sem
ser morfismo de algebras, ja que, repetindo a observagao para o caso
comutativo,

O AT EEAHERDS
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O nimero de vértices de BT (f) continua sendo | f|+1, para f floresta
ordenada.

Toda 4rvore pode ser decomposta de maneira tinica em BT de uma
floresta, com numero de vértices menor que a arvore original. Basta
deletar a raiz e considerar a floresta formada pelas subarvores que
aparecem, mantendo a ordem.

3. B~ : K{PRT} — K{PRT} leva uma arvore ¢t numa floresta f =
t1...t, desta forma: delete a raiz de t, e forme uma floresta com
as subarvores t1 ... t, que aparecerem, mantendo a ordem em que 0s
vértices filhos da raiz apareciam na arvore; estenda para um morfismo
de algebras. Exemplificando:

B~ A :tl tQ t3

1 ta t3
B~ A . A =11 to t3 ugp us .
t1 to t3 Ui U2

Da mesma forma que no caso nao-ordenado, o niimero de vértices de
B~(t) é |t| — 1, para t arvore ordenada.

Da mesma forma que com o caso das arvores nao-ordenadas, se consi-
derarmos os dominios restritos

B*: PRF — PRT
B~ : PRT — PRF ,

temos

St
~
3
lbd
Y
13
S
~
3

tl tn
I _
1 B . B 1
- +
AN 5 wen 2 /N
tl tn _ tl tn
B Bt
° — 1 — °

Portanto, com essa restrigao, ainda vale

BtoB " =Id e B oBt=1d,
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e ha uma bijecao PRF = PRT.

5.2 Algebra de Connes-Kreimer

Nesta secao, apresentaremos a algebra de Connes-Kreimer sobre arvo-
res com raiz e mostraremos sua estrutura de algebra de Hopf. Conside-
raremos também uma versao da dlgebra de Connes-Kreimer para arvores
ordenadas. Também abordaremos uma propriedade universal associada a
essas algebras.

5.2.1 Versao nao-ordenada

5.2.1.1 Estrutura de algebra de Hopf

Definigao 5.2.1. A dlgebra de drvores de Connes-Kreimer é a dlgebra li-
vre associativa, comutativa e com unidade gerada por RT, e é denotada por
Hek. Em outras palavras, Hek € igual, como dlgebra, a K[RT], que por
sua vez é igual ao espaco span(RF). A unidade é o grafo vazio, denotado
por 1, e o produto é a “concatenacao” de grafos, como por exemplo:

A AAA

Veremos a seguir que é possivel definir uma estrutura de algebra de
Hopf em Hck-

Para obtermos uma estrutura de biadlgebra, precisamos de um copro-
duto e uma counidade. O coproduto serd obtido com o conceito de cortes
admissiveis, definido abaixo.

Definicao 5.2.2. Definimos corte e corte admissivel abaixo:
1. Um corte ¢ em uma &arvore t é uma escolha de arestas de ¢;

2. Um corte admissivel ¢ em uma arvore t é uma escolha de arestas de t
em que qualquer caminho partindo da raiz encontra no maximo uma
aresta cortada.

Vamos excluir o corte nulo (escolha de arestas vazia) desta definigao,
por conveniéncia.

Denote por Adm(t) o conjunto de todos os cortes admissiveis de t.
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Exemplo 5.2.3. Vejamos um exemplo de corte admissivel e de corte nao
admissivel:

corte admissivel corte nao admissivel

Um corte ¢ de uma arvore ¢ define uma floresta W¢(t) obtida deletando
de t as arestas escolhidas em c. Se o corte é admissivel, a floresta W€(¢) vai
ter uma unica arvore que carrega a raiz de t. Vamos denotar essa arvore
por R°(t), e o restante da floresta, por P¢(t).

t Pe(t) Re(t)
AN N

Para facilitar mais adiante, defina:

o corte nulo cn como sendo a escolha de arestas vazia, R"(t) =t e
P (t) = 1;

o corte total ct, tal que R (t) = 1 e P(t) =t;

Adm(t) = Adm(¢t) U {cn, ct} o conjunto de cortes admissiveis esten-
dido de ¢.
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Uma maneira util de pensar nesses cortes é a seguinte:

corte total ct corte nulo ¢n
Re(t) 1
Pct (t) | ch (t) k
P (t) 1.

Agora estamos preparados para definir o coproduto em Hck.

Definicao 5.2.4. Dada uma arvore ¢, defina o coproduto por

Aft)=t@1+1@t+ Y PY(t)® R(t)
ceAdm(t)

= Z P(t) @ R°(t)

ceAdm(t)

e estenda a um morfismo de algebras.
A counidade serd dada, para uma arvore ¢, por

E(t) = 617t
e estendemos esta funcao para um morfismo de dlgebras também.

Mais adiante mostraremos que de fato este morfismo de dlgebras satis-
faz a coassociatividade.

Exemplo 5.2.5. Calculo do coproduto para algumas arvores:
A(l
A(e)
(I Jettialtece

)
($>=i®1+1®i+1®o+o®1
NUNEVCIESEVCETERESTTED &

Para mostrar a coassociatividade, usaremos um lema que diz como A
se comporta com relacdo & operacio BT.

1®1
oeR1I+1IR e

A
A
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Lema 5.2.6. Para todo x € Hck,
AoBT(x)=BT(r)®1+ (Id® BT) o A(x) .

Demonstragao. E suficiente mostrar a igualdade para x = t;...t, € RF.
Seja t = BT (z). Vamos olhar para os cortes de t em termos de cortes nas
subarvores t;. Observe a seguinte figura:

t1 to i3
o 1A f\
c1=cn co = ct cs € Adm(ts)
t to ts
¢ € Adm(¢)
Sejai=1,2,...,n. Note que todo corte admissivel estendido c de t que

nao é ct induz um corte admissivel estendido ¢; em t¢; dado pela colecao
das arestas de ¢ que estao em t;, no caso em que essa colecao é nao vazia.
Ou entao, se ha um corte de ¢ na aresta que liga a raiz a subdarvore t;,
correspondemos ¢; ao corte total de t; e se ndao ha corte nessa aresta nem
em t;, correspondemos ¢; ao corte nulo.

Reciprocamente toda colecao de cortes admissiveis estendidos ¢; de ;,
i =1,2,...,n, fornece um corte admissivel ¢ de t. Se algum ¢; for um
corte total, correspondemos a um corte na aresta que liga a raiz a subarvore
t;. O corte total de ¢ seria o unico corte admissivel estendido que nao é
induzido por nenhuma colecao de ¢;’s.

Além disso, temos:

PE(t) = PO (ty) ... P (ty,)
R¢(t) = BT (R (t1)... R (t,)) -

Continuando o exemplo da figura acima:

Pe(t) :AI Pt =1 Pe(ty) :A Pes(ts) =
<~
!

Rc(t):ﬁ Rcl(tl):I Re2(ty) =1 Re(ts)
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Assim, podemos escrever g E e portanto:

c€Adm(t)Ucn =10 o e Adm(t;)

Ay=tel+ > P(t)@R()

ceAdm(t)Ucn

=t@1+> Y PYt1)...P"(ty) @ BY (R (t1)... R (tn))
=1 ¢;eAdm(t;)
=tel+@MeB") [[[ D Pt)eR W)
=1 ¢, cAdm(t;)
=Bt(x) @1+ (1d® BY)(At)...At,))
=Bt (z)®1+ (Id® B*)(A(x)) .

Teorema 5.2.7. A dlgebra Hcx com o produto, unidade, coproduto e
counidade definidos acima € uma bidlgebra comutativa.

Demonstra¢ao. Por definicdo, Hck é uma dlgebra comutativa. Também
temos que A e ¢ sdo morfismos de dlgebras. Resta mostrar a coassociati-
vidade e a counidade.

(Propriedade da counidade:)

Vamos comegar pela counidade. Para simplificar a notagao, os isomor-
fismos AQK =2 Ae K®A = A serdo omitidos. Basta mostrar a propriedade
parat € RT e parat = 1. Se t = 1, temos:

(e@Id)oA(l) = (¢®@I)(1®1) =e(1)l =6 ,1=1,

Por fim, se t € RT, temos:

(c@Id)oA(t) = (e@1d) [t@1+1®t+ Y  P(t)®R(t)

ceAdm(t)
=et)1+e(1)t+ g e(Pe(t)) R°(t)
~— ——
-0 -1 c€Adm(t) -0

:t’
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(dee)oA(t)=(Id®e) [t@1+1®t+ Y P(t)®R(t)
c€Adm(t)
=te()+1et)+ Y, P(t)e(R())
-1 -0 ce€Adm(t)
=t.

=0

(Coassociatividade:)
Para mostrar a coassociatividade, considere o ideal:

A={r e Hex|(A®Id) o A(z) = (Id® A) o Az)}
= ker ((A@Id)oAf (Id®A)oA> .
Afirmagao: Temos que BT(A) C A.
Prova da afirmagao. De fato, seja € A. Usando o Lema [5.2.6]

(A ®1d) o A(B* () 2% (A @ 1) (B+(x) @1+ (Id® B*)o A(z))
ABYT(z))®@1+ (A®Id)o(Id® B') o A(x)
G20 (B+( )@ 1+ (1d®B+)oA(x)) ®1+

+(A®1d)o (Id® BT) o A(x)
=BT(z)®@1®1+ (((Id@B*) oA)(:c)) ®1+

+(Id®Id® BT) o (A®Id) o A(z) ,

(Id® A) o AB* () B28 (1d @ A) (B+(x) ®1+(Id® B*)o A(x))

T2)@1®1+ (Id® (Ao BT))(zq) @ z(2))
) @1@ 14 201) @ A(BT (2(2)))
Bfz)@1®1+

+ )@ (BY () @1+ (1d@ BY) 0 Alw(z))
=BT (2)®1®1+z1) @B (zp)®1 +
+ 20y ® ((10@ BY) 0 Aza)))

o
UJUU

I

§

=Bt elel+ ((Me BY)(AE)) 21+
+(Id®Id®@ Bt)o (Id® A) o A(x) .
Como z € A, temos (A®1Id) o A(z) = (Id ® A) o A(x). Assim
(Id® A) o A(BT(z)) = (A®1d) o A(BT(z)) ,
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entdo BT (z) € A. J
Afirmagao: Temos RF C A. Portanto Hcx = A.

Prova da afirma¢do. Provemos que todo f € RF pertence a A por indugao
em n = |f|; isso implica Hek = A e entdo vale a coassociatividade em
Hek. Se n =0, temos:

(AI)oA()=1®11=(Id®A)oAl) .
Sejan € N, n # 0, e suponha que
(HI) geRF,|gl<n = g€ A.

Seja f € RF com |f|] = n. Se f for apenas uma drvore, entdo escreva
f = BT (g) para alguma floresta ¢ € RF com |g| = n — 1. Pela (HI),
g € A. Como visto acima, f € BT(A) C A. Agora se f tiver mais de

uma componente, entdo f =ty ---tg, com t1,...,tx € RT e k > 1. Entao
t1,...,tx € Aecomo A é um ideal, f =t;---t; € A. g
Fica provado, entao, que Hcg = A. O

Agora temos uma estrutura de bialgebra para Hck. Mostraremos que
essa bidlgebra é conexa por graduagao.

Proposicao 5.2.8. A bidlgebra
Hox = P Hox(q)
q=0

é conexa com graduagdo, em que Hck(q) € o subespaco vetorial gerado
pelas florestas de q vértices. Portanto admite antipoda e € uma dlgebra de

Hopf.

Demonstragdo. Vamos verificar que {Hck(q)}72, é uma graduagio para

Hcxk, conforme

1. Temos que Hck(0) =K -1 é o subespago gerado pela drvore vazia.

2. Por construgao, temos Hcog = @210 Hek(q); a soma é direta, pois,
claramente, Hek (p) N Hek (g)-

3. Como o produto é dado pela concatenagao de florestas, é valido que
Hex(p) - Hek(g) € Hex(p +q).
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4. Dada t arvore com ¢ vértices, temos

Afty=t®1+1at+ Y  P()®R(t).
ceAdm(t)

Repare que, como P°(t) e R°(t) s@o obtidos cortando a &rvore ¢,
temos |P(t)| + |R°(t)| = ¢, e logo

A(t)ye > Hox(m) @ Hek(n)

m+n=q

O mesmo vale para florestas, ja que aplicamos A em cada arvore com-
ponente. Com isso, ficamos com A(Hck(q)) € 32,4, Hok(m) ®
HCK (n)

O

Em seguida exibiremos a antipoda explicitamente, em termos de cortes.

Teorema 5.2.9. Sejat drvore. A antipoda é dada, recursivamente, por

St)=—t— Y S(P()R(L) .

ceAdm(t)

Também podemos escrevé-la usando o conceito de cortes apresentado antes,
e obtemos

St =— Y ()W),

ceCut(t)

em que

Cut(t) € o conjunto de cortes (nao totais, mas incluindo o corte nulo
e os cortes nao-admissiveis) de t;

Adm(t) € o conjunto de cortes admissiveis (excluindo corte nulo e
corte total);

ne € 0 numero de arestas cortadas por c;
We(t) é a floresta obtida deletando-se as arestas de ¢ em t;

P<(t) e R(t) estio especificados logo acima da definicio[5.2.4)
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Demonstragdo. A versao recursiva vem do teorema[d.2.1} em que se obtém,
para uma bidlgebra conexa com filtracdo B = @D, , By, a antipoda

qg—1
S(x) = —r — Z ZS@;;J)QU;/ZJ )

j=1 i

onde A(z) = z®@1p+1p@x+ 35, o), ®j;, comaj, € B;
x}’,ij €B,_jex€B,.
Para o caso em que x = t é uma 4rvore, temos A(t) =t® 14+ 1@t +
> ceadm(r) P¢(t) ® RE(t), e portanto temos

St)y=—t— Y S(P(t) R(t) .

ceAdm(t)

Para mostrar a segunda férmula, faremos indugao em ¢ = |[¢|.

Para ¢ =1, temost = o, A(e) = ¢ ®1+1® @ e pela férmula recursiva,
S(e) = —e, que corresponde & soma sobre todos os cortes de @ (86 tem
o corte nulo) do enunciado, com o sinal correto.

Seja ¢ > 2 e t uma &rvore com |t| = ¢. Vamos supor que vale o enunciado
para toda drvore ¢’ com [¢'| < ¢ (HI). Por enquanto temos apenas

Sty=—t— > S(P )R ().

c¢’€Adm(t)

Tome um corte ¢ de t ndao nulo e ndo total. Considere a drvore de W€(t)
que contém a raiz original de ¢. Considere o corte admissivel ¢’ construido a
partir de ¢ considerando-se apenas as arestas de ¢ “mais préximas” da raiz,
ou seja, tais que o caminho que liga cada aresta dessas a raiz nao intercepta
nenhum corte. Escreva P¢(t) = t; - - t) e defina ¢; pela restrigao de ¢ a t;,
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que é um corte nao total de ¢; (pode ser, talvez, o corte nulo).

we(t)

AN A

¢ — marcado com ===

rhA

W“(tl) Wcz tg) W03 3

A AN
RC’(t):A

Wet) =W (ty)... W (ty) - R (1)

j4 que um dos pedacos de W€(t) contém a raiz de t e corresponde a R¢ (t),
e os demais sao formados pelos cortes de cada um dos k pedagos de P (t).
Além disso, note que o nimero de arestas em ¢ pode ser escrito como:

’

pe(t) =

Perceba que

Ne=MNet +Ney + oo+ N, =k +ne, ...+ 0, .

Pela hipétese de inducao,

S(P(t)) = S(t1) ... S(ty)

— Z (71)%1 e (tl) . Z (—1)”CA-,+1WCk: (tk)

c1€Cut(ty) c€Cut(ty)

Z . Z (_1)nc1+--.+nck+kW01 (t1) - W (t)

c1€Cut(ty) c€Cut(ty)
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Aplicando esse resultado em S(t), temos

Sty=—t— > S(P’(t)R(t)

c¢’€Adm(t)

— 4 Z Z (_1)ncl+...+nck+chl (tl) . W(‘k(tk)Rc/(t)
c¢’€Adm(t) c;eCut(t;)
0<i<k

DI KUECR

ceCut(t)
Fica provada, entao, a segunda férmula. O
As primeiras antipodas sao calculadas no exemplo abaixo:

Exemplo 5.2.10. Calculo da antipoda para algumas arvores, de 1 a 4
vértices, e da floresta nula:

>
>

I

|
+
[N}
)

—e

|

°
°
°

I
|
:>-’+°
+
[N}
[ )
*—o
|
[ ]
[ )
[ ]

)
o000
I

_i+2.}+11_3..1+....
_)\+z.{+-j\—3--1+----

I/\ _ {\“I“/VII?’"I“"'
_/I\+3.A_3..I+.ooo.

5.2.1.2 Propriedade universal

§>~

Podemos definir a algebra de arvores de Connes-Kreimer por meio de
uma propriedade universal associada & férmula para Ao B no lema[5.2.6

Definicao 5.2.11. (H,b) é a dlgebra de Connes-Kreimer se
1. H é uma &lgebra associativa, comutativa e com unidade;

2. b: H — H é um operador linear;
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e se vale a seguinte propriedade universal:

3.(a) Dadas A élgebra associativa, comutativa com unidade e L: A — A
operador linear, existe um unico morfismo de algebras ¢: H — A tal
que ¢ ob = Lo ¢. Isto é, o diagrama abaixo comuta:

H$—

A

b J{L

H——A
¢

3.(b) Se H e A sao élgebras de Hopf, e L satisfaz
AoL(zx)=(Id® L) o A(z) + L(z) ® 14
entao ¢ é um morfismo de algebras de Hopf.
Proposigao 5.2.12. (Hck, B") satisfaz a propriedade universal.

Demonstracdo. Considere Heg = EB;O:O Hex(g) com a graduagao usual.
Sejam A algebra comutativa e L: A — A transformacao linear. Vamos
mostrar que (Hck, BT) satisfaz a propriedade universal:

3.(a) (Existéncia:) Defina as transformagoes lineares ¢q: Hex(qg) — A
indutivamente por

$o(1) = 1a
$1(®) =1 0BT (1) = Logpy(l)

¢q(t1 s tn) = ¢q1 (tl) s ¢qn (tn)v

para |t1| =4dq1, - 7|tn‘ =gneq1t...+tqn=gq
G (BT (t1---tn)) = L(¢gs (t1) - - - bg, (tn)),
para [ti| = qi, -, [to| =qneq +.. .+ +1=0q .

Pela propriedade universal da soma direta, tome
o0

¢: Hek = @HCK(Q) — A
q=0

transformacdo linear tal que ¢(f) = ¢4(f), com f uma floresta de
q vértices. Temos, por construgao, que ¢ é morfismo de algebras, e
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que ¢p o BT = Lo ¢.

(Unicidade:) Se ¢': Hcx — A é outro morfismo de dlgebras com
¢' o BT = Lo ¢, entdo mostraremos por inducio no ntimero de
vértices ¢ = |f| que ¢'(f) = ¢(f). Os casos n = 0 e n = 1 séo
validos porque

(1) =1=0¢(1)
¢'(8)=¢ oB¥(1)=Log¢'(1)=Lo¢(l)=¢oBT(1)=¢(e).

Supomos que ¢'(f) = ¢(f) para florestas f com |f| < ¢q. Agora seja
f uma floresta com q vértices. Se f = t;...t, tem n > 1 arvores
componentes, entao

(HI)

¢ (f) = (t1)...¢'(tn) =" (t1) ... d(tn) = &(f) -
Se, no entanto, f é composto de uma tnica arvore, podemos escrever
f=B%(t1...t,), e temos
¢ (f)=¢ oBT(t1...tn)=Lod (t1...t,)
M Lo g(tr.. tn) = do B (tr...tn) = &(F) -
Portanto ¢’ = ¢.

Ja sabemos que ¢ é morfismo de algebras. Precisamos mostrar que
¢ também é morfismo de codlgebras.

(¢ preserva a counidade:) Primeiramente, note que para todo x € A,
temos:

L(z)=¢, ' o(ea®Id) o Ay o L(z)
=¢, to(ea®ld)((Id® L) o Au(z) + L(z) ® 14)
=@ o (ea® L) (Aa(x)) + ¢, (ea(Llx)) @ 1)
=¢, 'o(Id®@L)owop, ' o(ca®Id)(Aa(x)) +ea(L(z))la
=¢, 'o(Id® L) o ¢(x) +eca(L(z))1a
— L) + ea(L(@) 1

Dessa forma, temos:

eaoL(x)=caoL(x)+eca(l(z))ca(la) =caoL(x)+eaoL(x)
= ec40L(z)=0.
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Sabemos que €4 0 ¢ € £9, a0 morfismos de dlgebras de Hex — K.
Para mostrar que os morfismos sao iguais, basta mostrar que sao
iguais aplicados nas drvores. Seja t = B¥ (1 ...t,) uma arvore com
[t| > 0. Temos:

ca0p(t) =eaopoBY(ty...t,) =caoLlop(ty...t,) =0= Epex (t) -
Além disso,

EA©O ¢(1) = sA(lA) =1g = 57‘[0}((1) :

(¢ preserva o coproduto:) Da mesma forma, sabemos que Ay o ¢
e (¢ ® @) o Agyy sdo morfismos de dlgebras, e basta mostrar que
coincidem nas arvores para concluir que sao iguais. Vamos mostrar
por indugdo em ¢ = |t| ndmero de vértices da drvore ¢.

Os casos g =0e ¢g=1 vém de

AAO(b(l) :AA(lA) =14®14
=(0®9)1®1) = (¢ ®P) oAy (1),

Agop(e)=As0¢p0B (1) =As0Lop(l)=As(L(14))
=Id®L)oA(la) + L(14) ®14
=14@L(1a)+L(1a)®14,

(PR P) oAy (0)=(pRd)(ex1+1x )
(e)®1a+1a® (o)
(BT(1))® 14+ 14 ® ¢(BT(1))
(0(1)) ® 14+ 14 ® L(4(1))
(1a)®1a+14®L(14) ,

¢
¢
L
L

donde concluimos que

AA O¢(1) = (¢® (b) ° AHCK(l)
AAO¢(.) = (¢®¢)OAHCK(.) .

Supomos que para toda drvore u com |u| < ¢ vértices, temos

HD)  Asod(u) = (@ @) 0 Apey(u) -
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Sejat = BT (t1...t,) uma drvore de q vértices. Temos |t1],...,|tn| <
q, ¢

Apop(t)=Apo0¢poBT(ty...t,)

2Ad@ L) o Aa(B(tr - -tn)) + L(A(t1 .. 1)) @14

1@ L) 0 (6® 0) 0 Apcrc(tr - ta) + L(6(t - 1)) © 1
+

=(¢® (poBh)) o Ao (tr...tn) +d(BT(t1... 1)) ® ¢(1)
= (¢® ¢>)<(Id @ B1) o Apey(tr .. tn) + (BT (t1...4,)) @ 1)

P28 (5 © ¢) 0 Apgen (BT (11 -+ . 1))
= (0 ® @) o Ay (t) .
Portanto Ag 0 ¢ = (¢ @ ¢) 0 Ayy. Temos que ¢ é morfismo de

bialgebras, e portanto, de algebras de Hopf (conforme a proposigao
2.3.5)).

O

5.2.2 Versao ordenada

5.2.2.1 Estrutura de algebra de Hopf

Existe uma versao nao comutativa da dlgebra de Connes-Kreimer estu-
dada anteriormente. Com frequéncia, faremos referéncia ao caso anterior,
das arvores (nao-ordenadas), como “caso comutativo”’, em contraste ao
“caso nao comutativo”, que sera visto a seguir.

Definigao 5.2.13. A dlgebra de drvores planares de Connes-Kreimer é
a algebra livre associativa e com unidade gerada por PRT, e é denotada
por Hok- A unidade é o grafo vazio, denotado por 1, e o produto é a
“concatenagao” de grafos, respeitando a ordem das raizes que aparecem no

A AN
AN

O contexto vai especificar se estamos falando da versao comutativa ou nao
comutativa de Hck.
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As defini¢oes do coproduto e da counidade sao andlogas ao caso comu-
tativo. As nocgoes de cortes, cortes admissiveis, entre outros, se estendem
naturalmente para o caso das arvores planares, ja que a escolha de arestas
nao interfere na ordem dos vértices filhos de todos os vértices da arvore
planar. Como surgirdao alguns detalhes em relagao a ordem dos vértices,
repetiremos as defini¢oes, destacando os ajustes para o caso nao comuta-
tivo.

Definigao 5.2.14. Definimos corte e corte admissivel abaixo, para o caso
ordenado:

1. Um corte ¢ numa arvore planar é uma escolha de arestas.

2. Um corte admissivel ¢ numa drvore ¢ continua sendo um corte (néo
vazio) em que qualquer caminho partindo da raiz encontra no mé-
ximo uma aresta cortada. Pela observacgao [5.1.8] as folhas da arvore
planar sao ordenadas. Além disso, cada folha é ligada de maneira
unica a raiz (considerando ligacoes de vértice para vértice filho, ape-
nas). Cada caminho desses pode interceptar no maximo um corte.
Entao, podemos ordenar o corte admissivel pela ordem das folhas
associadas a cada aresta do corte. Por exemplo:

O conjunto de cortes admissiveis de ¢ arvore planar continua sendo
denotado por Adm(t).

Vamos usar a mesma notagao para corte nulo cn, corte total ct, e
conjunto dos cortes admissiveis estendido Adm(t) que no caso comutativo.
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Como antes, é 1til pensar nos cortes nulo e total como:

corte total ct corte nulo ¢n
R (t) 1
Pct (t) | ch (t) A
Pen(t) 1

Um corte admissivel ¢ em uma arvore ordenada t continua a separa-la,
como no caso anterior, em dois pedacos: o R¢(t), composto de uma tnica
arvore e que contém a raiz, e P(t), uma floresta ordenada contendo o
restante dos pedagos. Agora devemos tomar cuidado com a ordem dos
vértices filhos. Para R°(t), a ordem é a mesma mantida pela drvore or-
denada t. Para P¢(t), a ideia é que cada subdrvore obtida com o corte
mantém a ordenagao induzida por t, e podemos ordenar as raizes dessas
subérvores de acordo com a ordem do corte admissivel que as gerou (cada
subdrvore estd associada a uma tnica aresta do corte).

t pe(t) Re(t)

S e /\I

Feitas as observagoes com relagao a ordem das arvores num corte ad-

missivel, passamos a definicao do coproduto.

Definicao 5.2.15. Seja uma arvore ordenada t. Defina o coproduto em ¢
por

At)=t@1+1@t+ Y PY(t)®R(t)
ceAdm(t)

= > P)®Rt)

ceAdm(t)
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e estenda a um morfismo de dlgebras. A counidade serd dada, para a
arvore t, por

E(t) = 51,t
e estendemos esta funcao para um morfismo de dlgebras também.

Exemplo 5.2.16.

A<I/\> AT AN E 8

+0®A+O®I+Io®o+oo®1

A(/\) = /\I®1+1®/}+I®I+
+0®A+O®I+OI®0+OQ®I

Os resultados da segao anterior possuem andlogos para o caso nao co-
mutativo. Apenas é necessdrio respeitar a ordem das arvores que aparecem
numa floresta, e a ordem dos vértices filhos em todas as arvores. Por essa
razao, suas provas sao omitidas.

Lema 5.2.17. Para todo x € Hck, tem-se

AoBt(z)=BT(z)®1+ (Id® BT) o A(x) .
Teorema 5.2.18. Hck com o produto, unidade, coproduto e counidade
definidos acima é uma bidlgebra (nao comutativa,).

Proposigao 5.2.19. A bidlgebra

Hoex = EP Hox(q)

q=0

é conexa com graduagdo, em que Hck(q) € o subespaco vetorial gerado
pelas florestas ordenadas de q vértices. Portanto admite antipoda e € uma
dlgebra de Hopf.

O teorema a seguir, sobre a férmula para a antipoda, também possui
demonstracao andloga ao do caso comutativo. Mas para isso, precisamos
definir adequadamente W¢(t) para uma &rvore, determinando em que or-
dem os pedagos de t devem aparecer no produto. Precisamos que seja
obedecida a relagao

WE(t) = W (ty) ... W (ty,) - RS (t) .
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Aqui, t é uma drvore ordenada e ¢ € Cut(¢) é um corte qualquer de t. O
corte ¢ € Adm(t) é o corte admissivel obtido a partir de ¢ considerando-se
apenas as arestas que se ligam a raiz de ¢ sem interceptar outras arestas do
corte. Por fim, também denotamos P¢ (t) =t1...tg, com ty,...,t; ramos
de t, e os cortes ¢; sao os cortes em t; induzidos por c¢. A figura abaixo
ilustra essas definigoes:

We(t)

ANt A

¢ — marcado com ===

’

P )= t ta ts

Wer(ty)  Wee(ty) Wes(ts)

A AN e

Repare que podemos ordenar os termos em W¢(t) de maneira dnica para
obtermos a relagao desejada. Ordenamos os pedacos de forma indutiva.
Primeiro, construimos ¢’ a partir de ¢, e ¢’ tem uma ordem intrinseca.
Usamos ¢’ para obter pe (t) =t1 ...t como acima. Obtemos os cortes ¢;
de t;, com n.,, < n.. Colocamos os pedagos obtidos na seguinte ordem:
os pedacos oriundos da primeira componente t; primeiro, depois os da
componente to, e assim por diante, até tx; por ultimo, o pedago que contém
a raiz de t. Obtemos

WE(t) = W (ty)... W (tg) - RS (1)

a menos da ordem em cada pedago de W€ (¢;). Mas cada termo desses
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é ordenado pelo mesmo procedimentcﬂ até esgotarmos a quantidade de
pedagos.
A figura abaixo ilustra a ordenagao dos pedagos de W(t):

Com essa definigdo de W¢(t) para o caso ordenado, a férmula para a an-
tipoda no teorema abaixo é valida.

Teorema 5.2.20. Seja t drvore ordenada. A antipoda é dada, recursiva-
mente, por

S(1)=1
St)y=—t— > S(P(t)R(t) .

c€Adm(t)

Também podemos escrevé-la em termos de cortes. Temos:

Sit)y=— Y (~L"we),

ceCut(t)

em que

Cut(t) € o congunto de cortes (nao totais, mas incluindo o corte nulo
e os cortes nao-admissiveis) de t;

Adm(t) € o conjunto de cortes admissiveis (excluindo corte nulo e
corte total);

ne € 0 numero de arestas cortadas por c;

. ) . . .
LConsideramos o corte admissivel ¢; construido a partir de ¢;. Obtemos P% (t;) =
ti,1...t;k, e obtemos cortes c;; nas componentes t; ; induzidos por c¢;. Escrevemos
Ci (¢, Ci1 (¢ Ciky (¢ (4 Cij(ts -
cada W (t;) como W1 (t;1)... W ki (t; p.) - R (t;), e ordenamos cada Wi (t; ;)
que ainda tiver mais de uma componente pelo mesmo procedimento...
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We(t) € a floresta obtida deletando-se as arestas de ¢ em t, com 0s
pedagos na ordem definida acima;

Pe(t) e R(t) estdo especificados logo acima da defini¢ao|5.2.15,

Com isso, Hck também é uma dlgebra de Hopf no caso nao comutativo.

5.2.2.2 Propriedade universal

A algebra de arvores ordenadas de Connes-Kreimer também admite
uma defini¢ao por propriedade universal. Também se usa o comportamento
de A o BT dado no lema que ¢é idéntico ao Novamente,
a demonstracao é andloga a do caso comutativo, apenas cuidando-se a
ordem das arvores e subarvores.

Definicao 5.2.21. (H,b) é a dlgebra de Connes-Kreimer (versao nao-
comutativa) se temos

1. H é uma algebra associativa e com unidade
2. b: H — H é um operador linear
e se a seguinte propriedade universal é satisfeita:

3.(a) Dadas A dlgebra associativa com unidade e L: A — A operador
linear, existe um tnico morfismo de algebras ¢: H — A tal que
pob=Lodg. Istoé:

H—" 4
b JL
H— A
@
3.(b) Se H e A sao élgebras de Hopf, e L satisfaz
AoL(z)=(Id® L) o A(z) + L(z) ® 14

entao ¢ é um morfismo de algebras de Hopf.

Proposicao 5.2.22. (Hck, B") satisfaz a propriedade universal.
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5.3 Algebra de Grossman-Larson

Definiremos outra dlgebra de Hopf utilizando os grafos tipo drvore como
geradores, obtendo a dlgebra de Grossman-Larson. Consideraremos sua
versao para arvores ordenadas também.

5.3.1 Versao nao-ordenada

Considere o espago vetorial livre gerado pelas arvores nao vazias RT,
denotado por Hgr. Vamos definir uma estrutura de dlgebra de Hopf nesse
espago.

Definicao 5.3.1. Definiremos uma multiplicacdo da seguinte forma. Da-
das duas arvores u # @ e v, tomamos a primeira, u, deletamos a raiz e
as arestas ligadas a raiz, ficando com uyq, ..., u, subarvores. Penduramos
essas subdrvores em alguns vértices de v (ligando por uma aresta o vértice
de v com a raiz de uma das subdrvores). Somamos sobre todas as pos-
sfveis maneiras de pendurar as subdrvores nos vértices de v (é permitido
pendurar mais de uma subdrvore num vértice, e deve-se conectar todas as
subdrvores exatamente uma vez). Essa soma é definida como u - v, e tem
|v|F termos (ou, maneiras diferentes de se pendurar). Estendemos essa
defini¢do para Hgp, por distributividade.

Também definimos que ® - v = v. A unidade para esse produto é e.

Definiremos também uma notacao auxiliar para esse produto. Seja

o: Edge(u) — Vert(v)

uma fungéo, em que Edge(u) é o conjunto de arestas que ligam as subdr-
vores de u a raiz e Vert(v) é o conjunto de vértices de v. Essa fungao
determina uma maneira de se pendurar as subarvores uq, ..., u; de u nos
vértices de v, da maneira indicada acima (a cada aresta z; € Edge(u) se
corresponde uma unica subdrvore u;, aquela que é ligada a raiz de u por
x;). Denotamos a drvore resultante dessa maneira o de se pendurar por
v?. Temos v? D wv,uq,...,us, isto é, ha uma copia de cada uma destas
arvores em v?. Se chamarmos de F'(u,v) o conjunto de todas as fungoes

Edge(u) — Vert(v), entdo podemos denotar o produto por
u-v= Z v7 .
oc€F (u,v)
Repare que o niimero de termos da soma é |F(u,v)| = [Vert(v)|Fdee(] =
|v|¥, como antes.
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Exemplo 5.3.2. Um esquema de como calcular o produto:

RV AEAEAE
AA/N

ty to

AN
RN N LY.

/’\A

t1 t2
Dependendo do formato das arvores t1 e to, é possivel simplificar mais a ex-
pressao. Note que como estamos trabalhando com arvores nao-ordenadas,
podemos comutar os ramos das arvores e permanecer com o mesmo ele-
mento. O nimero de termos (antes de juntar) é 32 = 9, pois podemos
pendurar a arvore t; de 3 maneiras diferentes, e a arvore t, também de 3
maneiras diferentes; e as maneiras de pendurar sao independentes.

Exemplo 5.3.3. Mais alguns exemplos

T
o

Es
>
-
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Observagao 5.3.4. Pelo exemplo anterior, podemos ver que o produto nao
é comutativo.

Nao é imediato que o produto seja associativo. Veremos na proposicao
a seguir.

Proposigao 5.3.5. O produto definido acima € associativo.

Demonstragao. Pela bilinearidade do produto, basta mostrar a relagao (r-
s)-t=r-(s-t) parar,s,t € RT\{l}. Faremos uma correspondéncia dos
termos da soma (r - s) -t com os termos da soma r - (s-t), em que r, s et
sao arvores nao-nulas.

Comegaremos fixando uma notagao para esta demonstracao. Usare-
mos a notacdo da definicao (do produto em Hgr,), repetida aqui por
conveniéncia. Para dadas w,v € RT \ {1}, considere o conjunto F'(u,v)
das fungoes Edge(u) — Vert(v), em que Edge(u) é o conjunto de vértices
ligados & raiz em w e Vert(v) é o conjunto dos vértices de v. Cada fungéo

0 € F(u,v)

representa uma maneira distinta de se pendurar as subarvores de u em v,
e define uma &drvore v¢ dada por essa maneira de pendurar. O produto é

u-v= g ve .

o€ F(u,v)

dado, entao, por

Passamos, entdo, & correspondéncia entre os termos de (r - s) - t e de
r-(s-t). Cada termo da soma em (r - s) -t é resultado de:

1° pendurar as subarvores r1,7r2,... de r em s de uma maneira dada
b b
por ¢ € F(r,s), obtendo-se s7 ;

2° pendurar as subarvores s7,s9,... de s em t de uma maneira p €
F(s%,t), obtendo-se t°.

o
T2 Sg

Cada termo da soma que aparece em em 7 - (s - t) é resultado de:
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1° pendurar as subarvores s1, So, ... de s em t da maneira dada por uma
€ F(s,t), obtendo-se t# ;

2° pendurar as subarvores 1,79, ... de r em t* da maneira definida por
uma v € F(r,t*), obtendo-se t*.

tH t¥

! !
Lo |

52 T2

Note que as subérvores de s” podem ser de 3 tipos diferentes, depen-
dendo da maneira de pendurar ¢ e das subarvores penduradas. Apresen-
tamos um esquema de cada um desses tipos abaixo. Cada s;, s7 e 7,
representa alguma subdarvore de s, s? e 7, respectivamente.

Tipo 1: Tipo 2: Tipo 3:
S| 5%
si| sg ° \ rp| s7
Tp

(Cada termo da soma (r - s) - t corresponde a um termo de r - (s-t) :)
Sejam o € F(r,s) e p € F(s°,t) correspondentes a um termo ¢* da
soma (7 - s) - t. Exibiremos um termo correspondente em 7 - (s - t). Isto é,
definiremos p € F(s,t), t*, v € F(r,t*) e t¥ tais que t¥ = t*.
Primeiramente, definimos u € F'(s,t) e t* da seguinte forma. Seja s;
subarvore de s. Precisamos determinar onde essa subarvore é pendurada,
em t. Seja s7 a subarvore de s” 2 s que contém s;. Temos dois casos:

Caso 1: sj é do tipo 1:

Temos que s7 estd pendurada em um vértice xyp de ¢ C t#. Nesse
caso, s; = s7, e podemos pendurar s; em ¢ no mesmo vértice xg.
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Veja a seguinte figura:

128 tH

Zo Zo

Caso 2: s7 é do tipo 2:

A subarvore s{ estd pendurada em um vértice xg de t C ¢#. Como
5; C s7 engloba a raiz dessa subdrvore, podemos pendurar s; em xg,

para formar t*.

P tH
Lo Lo

Sl

Agora definimos v € F(r,t") e t¥. Seja 1, subdrvore de r. Precisamos
determinar onde essa subdrvore é pendurada em t* para formar t¥ = t°.
Temos que 1, C s7 para alguma subdrvore s7 de s?. Temos dois casos a

se considerar:

Caso 1: s7 é do tipo 3:

Seja xg o vértice no qual sf, estd pendurado, em t. Como s7 = 7,
para alguma subdrvore r, de r, definimos a maneira de pendurar v
para formar ¢ pondo 7, pendurado diretamente no vértice zo em
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t C t*. Veja a figura abaixo:

tP I L

Caso 2: s7, é do tipo 2:

Nesse caso, temos que 1, estd pendurado em alguma subdrvore s;
de s, dentro de alguma subédrvore s7 de s7. Seja x; o vértice de s;
em que 7, estd pendurado. Temos que x; é um vértice de t* D s;
também. Definimos, entao, a maneira v de pendurar para formar ¢t
fazendo r, pendurado em x;, conforme a figura abaixo.

tP th tv

Assim, para cada termo ¢ da soma em (r - s) - ¢, obtivemos um termo
t” =t da soma em r - (s - t).

(Cada termo da soma r - (s - t) corresponde a um termo de (r-s) - ¢ :)
Sejam p € F(s,t) e v € F(r,t*) correspondentes a um termo ¢” da
soma em 7 - (s - t). Exibiremos um termo correspondente em (7 - s) - ¢, isto
é, definiremos o € F(r,s), s°, p € F(s7,t) e t tais que t* = t.
Comegamos obtendo ¢ € F(r,s) e s°. Seja r, uma subdrvore de r.
Precisamos determinar em que vértice de s devemos pendurar 7,. Seja x
o vértice de t* C t¥ no qual 7, estd pendurado (em t”). Temos dois casos

a considerar:
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Caso 1: x é um vértice de t:
Definimos a maneira de pendurar r, em s pondo a subdrvore r, na

raiz de s.

Caso 2: x nao é um vértice de t, e portanto, estd em alguma subar-
vore s; de s (que estd pendurada em ¢ formando t#):

Aqui, definimos a maneira de pendurar r, em s (para obter s? ao
final) pondo 7, no vértice =, que é vértice de s.

]t

L1
\.H

Por fim, definimos a maneira p € F(s%,t) de pendurar e o termo t” a
seguir. Seja sj uma subdrvore de s”. Precisamos determinar onde, em
t, essa subarvore deve ser pendurada. Consideramos os seguintes casos,
conforme os diferentes formatos da subarvore s7.

Caso 1: s7 ¢ do tipo 1:

Se s{ = s, entdo quer dizer que em ¢ nao hé nenhuma subarvore
de r pendurada em s;, que é pendurada em t. Seja zy o vértice de
t C t¥ em que s; estd pendurado. Definimos a maneira de pendurar
sy em ¢ pondo s7 em xo. A figura abaixo ilustra essa maneira de
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pendurar sf, em .

I p
t 7 t

Caso 2: s7, ¢é do tipo 2:

Se s7 ¢ desse formato, entao existe uma subdrvore s; de s contida em
5. Considerando s; em t*, seja xg o vértice de ¢ C t* em que s; estd
pendurado. Definimos a maneira de pendurar s7 em ¢ pendurando-se

s7 em xg.

7] 1 v
X0 Zo
! \
S N ;l S(l:
[ [

Caso 3: s7, é do tipo 3:

Pela definicao de s7, esse formato de subédrvore sé ocorre se r, tiver
sido pendurado diretamente em ¢ (em ¢,). (Ver caso 1 da definigdo
de s7). Seja xg o vértice de ¢ C t¥ em que 1, esta pendurado. Temos:
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I L tP

Por fim, concluimos que ha uma bijecao entre as maneiras de pendurar em
r-(s-t) eem (r-s)- f. Essas maneiras de pendurar produzem os mesmos
elementos t* = t”. Portanto, temos (r-s)-t =r-(s-t). O

Vamos a definicao do coproduto e da counidade.

Definigao 5.3.6. A sera definido desta forma. Seja t uma arvore. Re-
mova a raiz, ficando com t1, ..., t, arvores, e em seguida selecione algumas
dessas subarvores. Digamos que foram selecionadas t;,,...,%;, e sobraram
tj,...,t5,, com k + 1 = n. Adicione uma raiz e pendure todas as subar-
vores selecionadas nela. Também adicione uma nova raiz e pendure as
subdarvores que sobraram. Ficamos com duas arvores, uma para as subdr-
vores selecionadas e outra para o resto. Colocamos as duas nas entradas
de um tensor, sendo a primeira a selecionada e a segunda a das sobras.
Agora some sobre todas as maneiras de selecionar subarvores. Essa soma
serd o resultado de A(t). Por fim, estenda linearmente para combinagoes
de arvores. Escrevendo de outra forma, temos:

Ale)=eR e
AN =D > B (toy - tor) ® BT (tohrn) -+ to(n)
k=00€Sn ik

=i e+ et +

n—1
SN Bty tor) @ B (tohsn) - toin))
k=1 O’ES”,]‘:

n
=) D Oty

k=00€Sy i
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em que S, i, ¢ 0 conjunto das permutagcoes o do tipo “shuffle” de {1,2,...,n},
isto é, sao permutagoes tais que:
o) <o(2)<...<o(l)
ol+1)<o(l+2)<...<0a(k),

e definimos a notagao auxiliar:

t?l) = BJr (ta(l) ce to(k))
t((jQ) = BJr (to—(k+1) ce to(n)) .

Se a arvore t tem n subdrvores tq,...,t,, o nimero de termos da soma é
n n n
Snkl = =2" .
T ED S
k=0 k=0

A counidade ¢ a transformacao linear definida na base por £(t) = dy..

Exemplo 5.3.7. Um exemplo do processo de calculo do coproduto:

selecionado | resto
titats
_ t1tats
t B~ (¥) t tots
tats tq
%
A — t1 to t3 t t ts
t1 to t3 t ts to
t3 t1to
tits ts
A /]\ = /I\ Dete® /I\+
ty to i3 t1 to t3 ty to t3
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Exemplo 5.3.8. Calculo do coproduto das arvores com tamanho de 1 até
4:

i?{)) ; i§:+.®1

a(N) =A®o+o®A+2I®I

A i - i®.+.®i

A}\ - )\®o+o®)\

AI/\ - {\®o+o®{\+I®I+I®$

A(A\) A\®°+°®/I\+3A®I+3I®A

Observagio 5.3.9. Verificando que &(t) = 0,0 ¢ counidade para A. Seja
t arvore. Em (e ® Id)(A(t)) , aplicamos ¢ na primeira entrada de A(¢).
O tnico termo de A(t) que nédo vai se anular é o que tem @ na primeira
entrada, que é ® ®t. Assim, a menos do isomorfismo canénico K® Hqgr, =
Her,

(exId)(A)=1-t.

A equagao (Id ® €)(A(t)) =t se mostra de forma anéloga.

Observagio 5.3.10. Os elementos da forma BT (t) sdo primitivos em Hqr,.
De fato, seja t drvore. Temos BT (t) primitivo pois pela defini¢io do co-
produto (as tnicas sele¢oes de subérvores possiveis em B (t) sio a selegio
nula e a total), A(BT(t)) = B*(t) ® e + e ® BT(t).

Por outro lado, se u arvore é um elemento primitivo em Hgy,, entao
u = BT(t) para alguma 4arvore t. De fato, se ndo fosse, u conteria pelo
menos duas subdrvores, e ao calcularmos A(u), além de parcelas referentes
a selecao nula e a selecao total, que forneceriam os termos u® ® + ® ® u,
terfamos mais parcelas com outras sele¢oes de subdrvores (e que nao podem
se cancelar). Assim, u ndo poderia ser primitivo, e temos uma contradigao.

Dessa forma,

P(Hcr) = span{B*(¢): t € RT} .

Proposigao 5.3.11. O coproduto € coassociativo e cocomutativo.
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Demonstracdo. Basta verificar essas propriedades para uma arvore t qual-
quer.
(Cocomutatividade do coproduto:)

A cocomutatividade vem do fato de que para qualquer escolha de su-
barvores, podemos fazer a “escolha contraria” de subdrvores (escolhendo
as do resto). Entao na soma que define A(t), teremos um termo do tipo

tescolha ® tresto
e outro termo do tipo

tescolha contraria & tresto contririo — tresto & tescolha .

Por exemplo:

A S TeA
t1 ty t3 t1 ta 3
sel. resto

/K S A ]
t1 to ts ta 3 4y
resto sel.

Portanto, o coproduto é cocomutativo.

(Coassociatividade do coproduto:)

Para a coassociatividade, procuraremos uma correspondéncia entre as par-
celas de (A®1Id)o A(t) e de (Id ®@ A) o A(t). Essas parcelas sao analisadas
mais detalhadamente abaixo:

Caso 1: Um termo da soma em (A ® Id) o A(t) corresponde a sele-
cionar subarvores de t e, dentre as selecionadas, selecionar de novo,
¢ montar o termo

tsclccionadaQX & tsclccionada & trcsto .

A AN S TaTe AN

t1to t3tats t1 to t3 14 t5 ty 2 t3 t4 t5
sel. resto sel. resto sel.2x sel. resto
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Caso 2: Um termo da soma em (Id ® A) o A(¢) corresponde a sele-
cionar subarvores de t e selecionar dentre as subarvores do resto, e
montar o termo

tselecionada primeiro ® tselecionada depois @ Lresto -

A ToAN - TeTeA

t1 totstats 21 to  t3tyts t1 ta  t3 ty ts
sel.1° resto sel.1° sel.2° resto sel.1° sel.2° resto

E possivel ver que as selegoes em um caso tém relagdo um para um com
as selegoes no outro, e os termos correspondentes sao iguais. Assim, como
fazemos a soma sobre todas as selegdes possiveis, temos (A @ Id) o A(t) =
(Id ® A) o A(t) e segue a coassociatividade. O

Mostramos agora que Hgr, € uma bidlgebra com a estrutura acima.

Proposigao 5.3.12. Com o produto, unidade, coproduto e counidade de-
finidos acima, Hagr, € uma bidlgebra cocomutativa.

Demonstragao. Falta verificar que A e £ sdo morfismos de dlgebras. Ja
temos que

Ale)=eR e
c(e)=1.

Basta, entao, mostrar as relagoes

para drvores t,u € RT \ {1}.

(A é morfismo de algebras:)

Mostraremos uma correspondéncia entre os termos das somas de A(t-u)
e A(t) - A(u). Comecaremos fixando a notacao.

Cada termo da soma em A(t - u) é resultado de:

1° pendurar as subérvores ti,ts,... de t em u de uma determinada
maneira, digamos, p € F(t,u), obtendo u”;
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2° cortar e selecionar as subarvores de u” por meio da permutagao o €
Sp(ur),k(ur), Obtendo-se o elemento (u”)] ® (u”)§ (em que n(u”) é o
nimero de subarvores de u” e k(u”) é o nimero de subarvores que
foram selecionadas).

W), (),

:

uf

i2 i2

Cada termo da soma em A(t) - A(u) é resultado de:

1° cortar e selecionar as subarvores de t e de u, por meio das permuta-
¢0es ¥ € Sy (t)k(t) € 0 € Sn(u),k(u), € 08 termos obtidos sao t'(yl) ® té)

o o .
e Uy B Upy);

2° pendurar t(71) em u‘(sl) e té) em u‘(SQ), dos modos dados por u €
F(t?l),u‘(sl)) eve F(tE/1)>u((S1))> obtendo-se (u‘(sl))“ ® (u‘(sz))”.

vy Y ) )
ty tiz) Uy U
[} t | u
[} |
ti, : biz Ujy : Uiz
[} |
} ]
[} ]
(u?m)“ (u((sz))u
5
<1) <2)
| |
i i
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Tlustramos também o formato das subarvores de u”. Estas podem ser de
3 tipos diferentes, conforme a figura abaixo:

Tipo 1: Tipo 2: Tipo 3:
uf / uf uf
L up
> uj ™l >
Uj U ti L
hd
ti].

Passamos, entao, a correspondéncia entre os termos da soma.
(Cada termo da soma em A(t-u) corresponde a um termo de A(t) - A(u):)

Sejam dados
p € F(t,u), que resulta na drvore u”, e
0 € Sp(ur),k(ur), que Tesulta nas arvores (u”)‘(’l) e (up)‘(’Q).

O termo (u”){}) ® (u”)(yy ¢ o termo da soma A(t - u) considerado. Exibi-
remos

Y € Sne) k) 0 € Sn(u),k(u), que fornecem as arvores tE’l), tz’z), u‘gl) e

)
U(2)

e F(t?l), u‘gl)) eveE F(t?z),u‘(52))7 que fornecem as drvores (u‘(sl))“
e (u?Q))”

tais que (u?l))“ ® (u‘é))” = (u”)‘(’l) ® (up)‘(’Q).

Para definir v, devemos determinar as condi¢Oes para uma certa su-
barvore de ¢ ser selecionada (tornando-se, entéo, subarvore de t?1)) ou nao
(tornando-se subéarvore de tzQ)). Seja t; uma subarvore de t. Temos t;
contido em u”, e portanto estd contido em uma tnica subdrvore u} de u”.
Essa subérvore estd ou em (u”){}) ou em (u”)%,. No primeiro caso, defi-
nimos que t; é selecionada para compor t?l), e no segundo caso, definimos
que t; nao é selecionada, compondo o termo t?Q).
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(“p)&) (UP)?Q)

ol vy
7 = ty o
o1 1 | t
Ul ]
! — ti| |
: |
| |
| |
W)ty (W) tly  th
1 2
| u”
N ~_
o’
1 V[
: % |
| |
! l

Definimos ¢ de modo parecido. Seja u; uma subdrvore de u C u”. En-
tao u; estd contido numa tnica subdrvore u) de u”. Se u C (u”)7, entéo
definimos que u; é selecionada, compondo u‘(sl), e se u) C (u”)g, definimos
]
(

que u; nao é selecionada, compondo o termo u 2

(up)&) (“p)?z) s

)
/: o RO
Al | v
upl o |
| — Uj :
: .
| .. |
| |
(uf) (u?){:
— . p uly uly
~ :
uy

U;

Vamos a definicdo das maneiras de pendurar p e v. Para definir p,
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precisamos considerar uma subérvore de t?l) e definir em que vértice de u‘(;l)
deve ser pendurado. Seja t; um uma subéarvore de t?l), e automaticamente,
uma subdrvore de ¢. Seja u] a subdrvore de u” na qual ¢; estd contido.
A subérvore u} pode ser ou do tipo 2 ou do tipo 3. Temos os dois casos
abaixo.

Caso 1: u} é do tipo 3:
t; esta pendurado na raiz de u”. Definimos a maneira de pendurar
t; em “?1) pondo t; na raiz de “?1)'

wW)s, @)y,

Pt u? (udy) )"

t;

Caso 2: u} é do tipo 2:

t; estd pendurado em um vértice xy de u, numa subarvore u; C uf .
Por defini¢ao de v, temos que a subérvore u) estd na parte selecio-
nada (u”)‘(’l). Em consequéncia, pela defini¢do de §, temos u; C u‘(sl).
Portanto xg € u‘gl), e podemos definir a maneira de pendurar ¢; em

u‘(sl) pondo t; em xg.

W), (),
)
(

ul v (uipy)"
5
(

ul)
xZ

0,
7
t

K2

[~

Para definir v, consideramos uma subérvore de t7., e definimos em que
I (2) q

vértice de u‘(sQ) esta deve ser pendurada. Seja t; uma subarvore de té),
automaticamente sendo uma subdrvore de ¢t. Sabemos que t; estd contido
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numa unica u) subdrvore de u”. A subdrvore u} pode ser ou do tipo 2 ou
do tipo 3, e como antes, consideramos os dois casos.

Caso 1: u} é do tipo 3:

t; estd pendurado na raiz de u”. Definimos a maneira de pendurar
t; em u?z) pondo t; na raiz de u‘gz).

(up)?l) (up)?z)

uf (u‘gz))”

d

Caso 2: uf é do tipo 2:

t; estd pendurado em um vértice x¢ de u, numa subdrvore u; C ulp .
Por definicao de 7, temos que a subdrvore u} estd na parte restante
o . onci 1ca S . 6
(uP)(2), Em consequéncia, pela definicdo de 6, temos u; C U(y)-
Dessa forma, zg € u?z), e podemos definir a maneira de pendurar t;

em u‘g?) fazendo t; pendurado em xg.

(Up)a) (Up)((jz)

m (u?z))”

(Cada termo da soma em A(%) - A(u) corresponde a um termo de A(t-u):)
Agora, sejam dados

Y € Sne) k) 0 € Sn(u),k(u), que fornecem as arvores t?l), t'(g), u‘gl) e
udy, e

(2)
We F(t?l), u‘gl)) eveE F(t?Q),u?2)), que fornecem as 4rvores (u‘(sl))”

e (“?2))V~
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O termo (u‘gl))” ® (u‘ZQ))” é o termo da soma em A(¢) - A(u) considerado.
Exibiremos

p € F(t,u), que resulta na arvore uf e

0 € Sp(ue),k(ur), que resulta nas arvores (u")‘(’l) e (u”)‘(’2)
tais que (u”){}) ® (uf)(y) = (u‘gl))“ ® (u‘(sz))”.

Comegamos exibindo p. Para defini-lo, precisamos tomar uma subar-
vore de t e mostrar como penduréd-la em u. Seja t; uma subarvore de t.
Entao é uma subarvore ou de t?l) ou de té).

Caso 1: t; é subarvore de tz’l):

Considere (u‘gl))“. Entao existe um vértice z; de “?1) no qual ¢; estd
pendurado. Considere 1 em u e defina a maneira de pendurar ¢; em
u como sendo pendurar ¢; no vértice .

(up)l(71) (up)((jg)

(u‘(sl))" ]l v
5
() T
X /1
? R

N

Caso 2: t; é subdrvore de té):

Considere (u‘(sQ))”. Existe um vértice z de U((sz) no qual ¢; estd pen-
durado. Considere z1 em u e defina o0 modo de pendurar ¢; em u
como sendo pendurar t; no vértice xs.

(Up)(a) (UP)?Q)

(u‘(sQ))” ; m
5
U(2) : Z2
T2 |
. A
4>
\ AN
ti ! ti
|
|
|
]

Definimos, agora, 0. Precisamos tomar uma subérvore de u” e decidir
se esta é selecionada (tornando-se subdrvore de (t")‘(’l)) ou nao (tornando-
se subdrvore de (t7)(,)). Seja u) uma subérvore de u”. Esta pode ser de
trés formatos diferentes. Consideramos cada caso abaixo.
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Caso 1: uf dos tipos 1 e 2:
Temos u; C uf para alguma subédrvore de u. Definimos u) C (uf )E‘l)

) , 5
se u; C uy) e uf C (uf)&) se uj C Uy

(“p)(@) (Up)?z)

uly “?2)
P
- /: u

| |
] up|
Uj : — |
! |
| |
| I
|
. y W)l (W
(1) @) ; —
N, G
! Uj - ]
|
| |
l l
|

Caso 2: v} do tipo 3:
Temos u) = t; para alguma subérvore de ¢t. Definimos u] C (uf )0
se uj C t'(yl) eu) C (ul”)&) se u; C t'{z).

(“p)((jn (up)?z)

Y vy
/: — ty  to
o1 1 | t
Ul |
I — ti|
|
| }
| }
| |
P Wty WG
(1) 2) —
t E\
I uy
|
|
|
|
|
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Terminamos, pois, obtendo a equivaléncia entre os termos de A(t-u) e
A(t) - A(u). Com isso concluimos que A é um morfismo de dlgebras.

Passamos, entao, a verificagao de que ¢ é morfismo de algebras.

(e é morfismo de algebras:)
Basta ver que dadas t e u arvores, t-u tera sempre termos com mais vértices
que ®, a nao ser que t = u = ®. Portanto

e(t-u)=0=c¢e(t)e(u) set#eouue
e(t-u)=c(e)=1=c(t)e(u) set=u=-e

e temos que ¢ é morfismo de algebras. O

A bidlgebra Hgr, admite uma graduagao natural dada pelo nimero de
vértices das arvores, e portanto é uma bidlgebra conexa. Pelo teorema
é uma algebra de Hopf.

Proposicao 5.3.13. A bidlgebra

Her = P Herlq)

q=0

é conexa com graduagdo. Acima, os subespagos Har(q) sao os espagos
gerados pelas drvores com numero de vértices igual a q + 1.

Demonstracao. Mostraremos que Hgr, = @;O:O Her(g) é uma graduagao
e torna Hgr, conexa. Temos que:

1. Her(0) =Ke ;

oo
2. Por construcao, Har, = @HGL(Q) ;
q=0

3. O produto u-v de drvores com tamanho |u| = p+1 e |v| = ¢+1 produz
uma soma de drvores com tamanho |u-v| = |u|+|v|—-1=p+qg+1,
portanto Har(p) - Har(q) € Her(p +q) ;

4. Seja t uma arvore com |t| = ¢ + 1. As parcelas de A(¢) consistem
na concatenacao via Bt de algumas subdrvores de ¢ na primeira
entrada do tensor e do restante das subarvores concatenadas via
BT na segunda entrada. Lembramos que |BT(x)| = |z| + 1 para
qualquer arvore x. Se [+ 1 é a ordem da arvore que ficou na primeira
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entrada, entao ¢ — [ + 1 é a ordem da érvore na segunda entrada

do produto tensorial. Portanto A(t ZHGL ® Her(g—1), e

q
A(Her() €O Her(l) ® Hawnlg — 1.

=0

Proposicao 5.3.14. Hgr € uma dlgebra de Hopf, com antipoda dada
recursivamente por:

S(o):o
:—t—z > S(B*(toy- - tow) ) - BY (tosn -+ Lo
= 1U€Snk
=—f—z Y S(thy) 1l
= 1U€Snk
em que:

t=BY(t1...t,) € uma drvore com n subdrvores;

Sn.k € 0 conjunto das permutagées do tipo “shuffle” de {1,2,...,n},
isto ¢, permutacgoes o tais que

o(l)<o(2)<...<o(k)
ok+1l)<ok+2)<...<0o(n);

t‘(fl) = B+ (tg(l) . ~to(l)) € t'(j2) = B+ (to(l+1) . ~to(k))-

Demonstrag¢ao. Segue do teorema e da defini¢do do coproduto. [
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Exemplo 5.3.15. Célculo da antipoda para drvores de 1 a 4 vértices:

9] ©n W
S/_\A.
N—

Il

S~—"
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°

- -]
g
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A
- )\Hi
Y NONTARE

5.3.2 Versao ordenada

o090
~ " —
Il

n

D)

n

nn
v:v
|

nn
\_/E
Il

Nesta segao construiremos uma versao da algebra de Grossman-Larson
usando arvores ordenadas. Denote por Hgr, 0 espago vetorial gerado pelas
arvores ordenadas nao vazias PRT \ {1}. Usaremos, por simplicidade, a
mesma notagdo do caso das arvores (nao-ordenadas), e ficard especificado
pelo contexto a que caso estamos nos referindo.

Repetiremos as definicoes e proposicoes, andlogas as da secao ante-
rior, chamando a atencao para as diferencas, que consistem em preservar
a ordenagao nas arvores. As demonstragoes das proposigoes, por serem
essencialmente as mesmas, serao omitidas.

Definigao 5.3.16. Definimos o produto entre duas arvores nao-ordenadas
e estendemos por bilinearidade.

Dadas duas arvores u # @ e v, tomamos a primeira, u, deletamos a
raiz e seus vértices, ficando com uq, ..., u; subarvores. Penduramos essas
subdrvores em alguns vértices de v (ligando por uma aresta o vértice de
v com a raiz de uma das subdrvores). Somamos sobre todas as possiveis
maneiras de pendurar as subarvores nos vértices de v, e a soma é definida
como u-v. B permitido pendurar mais de uma subdrvore num vértice, e
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deve-se conectar todas as subdrvores exatamente uma vez, como no caso
das arvores nao-ordenadas.

A diferenca, nesse caso, é que devemos manter a ordem das subdrvores
quando estas sao penduradas no mesmo vértice. Também quando pen-
duramos uma subdrvore num vértice que tenha outros galhos (da drvore
original) é importante observar a maneira como a subédrvore e os galhos
estao intercalados. Desse modo, se temos

u v
eA’

Uy U2

entao

é uma maneira permitida de pendurar,

Uy u2

nao é uma maneira permitida de pendurar,

U2 Uy

e temos que

31 Uy Ui

U2 U2 U2

sao maneiras diferentes de pendurar.

Também definimos que ® - v = v, e portanto, a unidade para esse
produto é e.

Exemplo 5.3.17. Segue abaixo um esquema de calculo do produto. Com-
pare com o caso das arvores nao-ordenadas do exemplo [5.3.2
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t1 1o

1 12 ty tq t
+A + 4\ + A. + A +
tq t1 to tq ta
ty to t2
+ A /I\ +T/'\ + A +
t1 to 31 t1 ty 12
ta ta
+ A +/'\ +T/I\ + A +
tq to 31 t1 ty to
to to
+~/¥\ +/\ + /I\ +/'\ +
tq to to
tg t2 tl tl tl
+4\ +/>\
to
ty ty to

Nao é possivel juntar alguns desses termos se nao soubermos o formato
das arvores ordenadas t; e ts.

Exemplo 5.3.18. Seguem mais alguns exemplos. Compare com o exem-
plo do caso das arvores nao-ordenadas.

LA
b1 A

DA - o

Al - 2{\+3A\+2/}+}\.

Observagao 5.3.19. Pelo exemplo anterior, podemos ver que o produto do
caso nao-ordenado continua sendo nao comutativo.
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Da mesma forma que no caso das drvores (ndo-ordenadas), esse produto
é associativo. A demonstracao segue a mesma ideia da do caso das arvores
nao ordenadas, com uma complicagao adicional devido ao fato de poder-
mos pendurar de maneiras diferentes num mesmo vértice (intercalando as
subdrvores nos ramos ja existentes).

Proposigao 5.3.20. O produto definido acima € associativo.
O coproduto é andlogo ao caso das arvores nao-ordenadas.

Definigao 5.3.21. A é definido, para t = BT (¢ ...t,) drvore ordenada,
por

Ale)=eR e
At) = Z Z BT (ta'(l) .. .tg(k)) ® BT (tg(k_,_l) e tg(n))
k=0 O’ESn,k
=t e+ ext+
n—1
Z Z BT (ta(l) - to‘(k)) ® Bt (tg(k_H) e tg(n))
k=1 (TESn,k
=D D th®th,
k=0 O'ESHJc
em que S, i, ¢ 0 conjunto das permutagcoes o do tipo “shuffle” de {1,2,...,n},

isto é, sao permutagoes tais que
o) <o(2)<...<o(l)
ol+1)<o(l+2)<...<a(k).
Também definimos a seguinte notacao auxiliar, como antes:

t?l) = BJr (ta(l) ce to(k))
t((jQ) = BJr (to—(k+1) ce to(n)) .

A diferenca desse caso, das drvores ordenadas, é que a operacao BT pre-
serva a ordem das arvores componentes da floresta ordenada. Note que a
permutagao do tipo “shuffle” também mantém a ordem das subarvores da
arvore t nas duas componentes tensoriais do coproduto.

Se a arvore t tem n subdrvores tq,...,t,, o nimero de termos da soma

n n .
0 k=0

continua sendo
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A counidade ¢é a transformacao linear definida na base por €(t) = dy..

Observagao 5.3.22. Os elementos da forma BT (t) sao primitivos em Hgr,
e

P(HgL) = span{B*(t): t € PRT} .
Exemplo 5.3.23. Caélculo do coproduto das drvores de tamanho até 4:

A(e) = eRQe
= loeten]

1
:>

®

[ )

+

[ ]
®.+.
:»

+

e

®

*—o

dol+1
®.+.®G+I®i+i®
‘¢\®o+o®JT\+QK®I+»I®j&

Proposigao 5.3.24. O coproduto € coassociativo e cocomutativo.

—
Il

Proposicao 5.3.25. Hqr, € uma bidlgebra cocomutativa.

Proposigao 5.3.26. A bidlgebra

Her = P Harle)

q=0

é conexa com graduagdo. Acima, os subespagos Har(q) sao os espagos
gerados pelas drvores ordenadas com numero de vértices iqual a q + 1.

Proposigao 5.3.27. A dlgebra Hgr € uma dlgebra de Hopf, com antipoda
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dada recursivamente, para t = BY(t1...t,), por:

S(e)=e
k—1

St =~t=3 > (B (toy--to))) - B (tots1) - o)
I=10€ESy i
k—1

=—t=> > S(thy) 1y
I=10€Sy i
em que Sy € o conjunto das permutagdes do tipo “shuffle” de {1,2,...,n},

isto €, permutacgoes o tais que
o(l)<o(2) <...<o(k)
ok+1)<o(k+2)<...<0o(n).
Usamos também a notagao auziliar do coproduto:
t0y = B (tory - - - toq))
1y = BT (los1) - totr)) -

Exemplo 5.3.28. Caélculo da antipoda aplicada nas arvores ordenadas
com tamanho de 1 até 4:
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5.4 Teorema de Panaite

As élgebras de Connes-Kreimer e de Grossman-Larson sdo algebras de
Hopf conexas que admitem graduacao. Exploraremos a relacio entre essas
duas algebras no restante do trabalho.

Para mostrar a relagao entre essas duas algebras, serd necessario mos-
trar o teorema de Panaite. Inicialmente, prepararemos a notacao para
abordar esse teorema. No decorrer, faremos uso do teorema de Milnor-
Moore (teorema , e portanto sera necessario assumir que o corpo K
tenha caracteristica nula.

O teorema de Panaite caracteriza a dlgebra de Grossman-Larson Hgy,
como a algebra envolvente universal de uma certa algebra de Lie F. Essa
algebra de Lie estd no dual da algebra de Connes-Kreimer, e sera definida
adequadamente no decorrer da secao.

Primeiramente, estabelecemos uma notagao para os cortes admissiveis
que selecionam apenas uma aresta. Serd tutil distingui-los dos demais.

Definicao 5.4.1. Seja t € RT ou t € PRT. Chamamos de cortes elemen-
tares de t os cortes ¢ € Cut(t) que pegam apenas uma aresta de ¢. Os
cortes elementares sao cortes admissiveis, e denotamos o conjunto de cor-
tes elementares por Adm; (¢). O conjunto de cortes admissiveis que pegam
mais de uma aresta é denotado por Adms ().

Observagao 5.4.2. Sejat € RT ou t € PRT, e seja ¢ € Adm(t). Observe
que sao equivalentes:

1. ¢ € Adm, (t) é corte elementar;

2. P¢(t) é uma érvore (ordenada ou nao-ordenada, dependendo do con-
texto);

3. P°(t) e R°(t) s@o &rvores (ordenadas ou nao-ordenadas).

De fato, 2. < 3. é imediato pois R°(¢) sempre é uma arvore. E 1. & 2.
porque o ndmero de arvores em P¢(t) é igual ao ntimero de arestas cortadas
por ¢ € Adm(¢).

No restante da secao adotaremos a notagao abaixo para os coeficientes
dos termos do produto em Hqgr, e do coproduto em Hcok.

Definicao 5.4.3. Sejam u,v,r € RT. Denote por:

n(u,v;r) o coeficiente em r do produto BT (u) -y, v, ou seja, o
ntimero de maneiras de se pendurar u em v e obter r;
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m(u,v;r) o coeficiente em u ® v de Ay, (7), ou seja, o nimero de
cortes (elementares) ¢ de r tais que P°(r) = u e R°(r) = v.

Nessa notacao, temos

B (u) yey v = Zn(um;r)r
AHCK(T):r®1+1®r+2m(uw;r)u®v+ Z Pe(r)® R°(r) .

u,v ceAdmsq(r)

As somas séo sobre todas as drvores (ordenadas ou nao-ordenadas, depen-
dendo do contexto em que estivermos), e apenas uma quantidade finita
de coeficientes é nao-nula em cada soma. Usaremos essa notagao tanto no
contexto das arvores nao-ordenadas como no das arvores ordenadas.

H4 relacgao entre esses dois coeficientes, nos dois contextos. No caso das
arvores ordenadas, esses coeficientes s@ao iguais, e no caso nao-ordenado,
a relacao é simples, mas exige alguns coeficientes multiplicativos para dar
conta da comutatividade dos ramos das arvores. Veremos essas relagoes
no comecgo das préximas segoes.

5.4.1 Versao para arvores nao-ordenadas

No caso das arvores nao-ordenadas, podemos comutar os ramos de uma
arvore e nao alteramos a arvore considerada. Em particular, vamos voltar
nossa atencao para as permutacoes entre ramos idénticos.

Definicao 5.4.4. Sejat € RT uma arvore nao-ordenada. Dado um vértice

V de t, podemos definir uma arvore ty com V como raiz e formada apenas

pelos vértices descendentes de V', com as mesmas arestas que tinham em

t. Definimos também ¢ \ ¢y, como sendo a &rvore ¢ excluindo-se o ramo ty .
A figura abaixo ilustra essa definicao.

t ty t\ ty

v - A {\
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Definicao 5.4.5. Definimos:

1. Dado um vértice W de t, seja SG(t, W) o grupo de permutagdes de
ramos idénticos de t saindo de W sem permutar os “sub-ramos”desses
ramos, isto é, trocando apenas a ordem dos vértices filhos de W, sem
trocar a ordem de outros vértices descendentes.

Se W tem n vértices filhos e n ramos idénticos pendurados, o grupo
SG(t, W) é isomorfo a S,,.

Numa situacao mais geral, seja W com n = o +. .. aj vértices filhos,
em que para cada i = 1,...,k, temos a; ramos idénticos (a um ramo
t;). Aqui consideramos todos os t;’s distintos. A figura abaixo ilustra
o formato dos ramos pendurados a W considerados:

w

Ho bty by te b

—_——— —— e —

aq vezes g vezes «y vezes

Temos que o grupo SG(t, W) é isomorfo a Sy, X ... X Sq,.

2. SG(t) como o grupo de todas as permutagdes de ramos idénticos
de t, saindo de um mesmo vértice (e todas as composicoes dessas
permutagoes).

Temos o produto direto de grupos

sGit)y=[[ sGEw);

W eVert(t)

3. Fix(V,t) como o subgrupo de SG(¢) que mantém fixo o vértice V;

4. Fix(c,t) como o subgrupo de SG(t) que mantém fixa a aresta c, isto
¢, mantém fixos os vértices ¢; e cy, origem e término da aresta c;

5. Fix(ty,t) o subgrupo de SG(¢) que mantém todos os vértices de ty
fixos, em que V' é um vértice de t e ty é a arvore formada por todos
os vértices descendentes de V' em ¢, com as mesmas arestas de t;

6. s; :=|SG(¢)| o nimero de permutagoes possiveis entre ramos idénti-
cos. Chamamos s; de fator de simetria de t.
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Exemplo 5.4.6. Seja

(1.1.1) (1.12) (LL3) (1.2.1) (1.22) (1.2.3)

Considere as permutacoes de ramos idénticos p1, ps e p3 dadas abaixo:

(1)

Y2
(1.1.1) (1.1.1) (1.1.1) (1.2.1) (1.2.2) (1.2.3)
(tI‘OC&I‘ t(l.l) A4 t(12))
(1)
(1.1) (1.2)
p2
— —
(1.1.1) (1.1.1) (1.1.1) (1.2.1) (1.2.2) (1.2.3)
(trocar t(1.9.1) = t(1.2.2) = t(1.2.3) = t(1.2.1))
p3 (trocar t(l.l.l) <~ t(1.2.2))
Temos que

p1,p2 € SG(t) e p3 ¢ SG(t) .
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Para a permutagao de ramos idénticos estar em SG(t), podemos permutar
ramos que estejam ligados a um mesmo vértice (como no caso de p; e p2),
mas nao podemos permutar ramos idénticos presos a vértices diferentes
(como em p3).

Além disso, sejam ¢ a aresta que liga (1) a (1.2) e V o vértice (1.1).
Temos que p nao muda ¢, V nem ty de lugar, portanto

p2 € Fix(e,t) , p2 € Fix(V,t) e py € Fix(ty,t) .
Por fim, o fator de simetria de ¢ é
s =21-31-31=72.

Proposigao 5.4.7. Podemos escrever o fator de simetria s; por meio de
uma formula recursiva. Para a drvore vazia e a drvore de um vértice,
temos:

51 = 1
Se = 1.
Parat = BT (t{"---t3*), com drvores distintas ti, ..., t, o fator de sime-
tria € dado por:
= A a1 l...g% |
St SB‘*’(t(flth’”) Stl aq. Stk (672

Demonstragao. De fato, considere a seguinte figura:

t

o byt te T b

—_—— — N

a vezes g vezes ay vezes

Uma permutagao de ramos idénticos de ¢ corresponde exatamente a
uma permutacdo de ramos idénticos SG(¢,raiz) (quantidade: aq!...ag!)
combinada (de maneira independente) com

a; permutacoes de ramos idénticos de t;  (quantidade: si') ,

ay permutagées de ramos idénticos de ¢ (quantidade: si'*) .
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O numero de permutagoes de ramos idénticos de t é, entao,
sp =l ag!-sPt - sE

O

Proposigao 5.4.8. Seja t uma drvore e ¢ uma aresta de t, partindo do
vértice ¢; ao vértice cy.

1. O conjunto das permutagoes que fixam a aresta ¢ pode ser escrito
por:

Fix(c,t) = Fix(B* (t.,),t) x SG(t.,) .
2. Vale a seguinte igualdade de permutagoes:
Fix(c;,t \ te;) = Fix(B" (t,),t) ,
em que t\ le, € a drvore obtida deletando-se o ramo Loy de t.
Demonstragao.

1. Veja a seguinte figura.

Como desejamos fixar apenas c; e ¢y, podemos fazer isso fixando os
vértices de BT (t.,) (e permutando os ramos iguais fora de B (¢, )) ,
e, independentemente, permutando os ramos de ¢, dentro de B¥ (¢, ).
Com isso, temos

Fix(c,r) = Fix(B*(t.,),r) x SG(tc,) -
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2. Note que ¢\ ., é idéntico a t quando se colapsa o ramo B (t,) de
t num vértice e (nomeado por ¢;).

B*(te,) ) c\\ 4\6\

Fixar BT (te f) em t, e permutar os outros ramos, ¢ equivalente, entao,
a fixar o vértice ¢; em ¢\ t. ; € permutar os outros ramos. O

Com essa notagao, veremos a relagdo entre os coeficientes n(u,v;r) e
m(u,v;r).

Lema 5.4.9. Sejam u,v,r € RT. Temos
n(u, v;7)8y = m(u, v;1)8uSy ,
em que, relembrando,

n(u,v;r) € o coeficiente em r do produto BT (u) 34, v, 0u seja, € o
numero de maneiras de se pendurar u em v e obter r

m(u,v;r) € o coeficiente em u® v de Ay, (1), ou seja, € o nimero
de cortes (elementares) ¢ de r tais que P¢(r) =u e R°(r) = v

s¢ € o fator de simetria det € RT.

Demonstracdo. Mostramos, primeiramente, que ambos os coeficientes se
anulam simultaneamente. Ou, de modo equivalente, ambos sao nao nulos
simultaneamente.

Afirmacao: n(u,v;r) # 0 sse m(u,v;r) # 0.

Prova da afirmagao. De fato, se n(u,v;r) # 0, entdo é possivel obter r
pendurando u em algum vértice V de v. Tomando como corte elemen-
tar ¢ exatamente a aresta que é formada ao pendurar u em V, obtemos
P¢(r) = uw e R°(r) = v, de modo que m(u,v;r) # 0. Reciprocamente,
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se m(u,v;r) # 0, entdo é possivel cortar com ¢ uma aresta de forma que
Pe(r) = uw e R°(r) = v. Denotando por V o vértice origem da aresta
cortada, temos que V' também é vértice de v; e se pendurarmos u em V,
recobramos 7. Portanto n(u,v;r) # 0. 3

Suponha agora que ambos m(u,v;r),n(u,v;r) sdo nao nulos. Fixe ¢
um corte elementar tal que P°(r) = u e R°(r) = v. Denote por ¢; e ¢y
os vértices inicial e final da aresta c. Temos que ¢; é um vértice de r e
também de v, e ¢y é um vértice de r mas também corresponde a raiz de
u. Ainda, temos r., = P°(r) = u.

C;

!
-

Note que pelo item 1. proposicio anterior,
Fix(B+(7’cf),7’) X SG(rCf)

é o grupo de permutacoes que fixam a aresta ¢ de r. Portanto, a quantidade
de classes de permutagcoes (de ramos idénticos) em r que mudam c de lugar
para um mesmo lugar é:

SG(r) ) SG() |
[Fix(B*(re,),r) x SG(re,)|  |Fix(B*(re,),r) x SG(u)|

Todas as permutagoes que trocam ¢ de lugar produzem os mesmos ele-
mentos P°(t) = u e R°(t) = v. E temos que m(u,v;r) é a quantidade de
classes de permutacoes que mudam ¢ para um mesmo lugar. Entao

o SG(r)
m(u, vir) = Fix(B*(re,),7) x SG(u)

_ [SG(r)]
[Fix(B*(rc,),7)| - [SG(u)]

TR (BT (re, ), )| $u
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Por outro lado, observe que
Fix(¢;,v)

é o grupo das permutagoes que fixam o vértice ¢;, e portanto a quantidade
de classes de permutagoes (de ramos idénticos) em v que mudam o vértice
¢; de lugar, para um mesmo lugar, é:

ISG(v)|
[Fix(c;,v)|

Temos que n(u,v;r) é essa quantidade de classes, portanto:

SG(v)
Fix(c;,v)
_ISG()

|Fix(c;, v)]

= |Fix(c;,v)]

n(u,v;r) = ‘

Agora, note que h4 uma correspondéncia FiX(B+(7“cf ), 7‘) = Fix(¢;, v), pelo
item 2. da proposicao (em que v =7\ r.,). Portanto:

[Fix(B* (re,),r)| = [Fix(ci, v)|
Sy _ Sv

m(u,v;7) - sy n(u,v;r)

= n(u,v;7)s, = m(u,v;r)sy,Sy -
O

Definimos abaixo um conjunto de funcionais em Hck. Descobriremos
que esses funcionais tém uma relagao interessante com a dlgebra Hgr,.

Defini¢ao 5.4.10. Seja t € RT \ {1}. Defina os funcionais Z;, Z, € Hx
pondo

Zt(f) = 5t,f
Zy(f) = st0n 1

para todo f € RF.
Denote o espago vetorial gerado por esses funcionais por

3:=span{Z; |t e RT\ {1}} =span{Z] | t € RT\ {1}} .
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Observagao 5.4.11. Z; e Z] sao derivagoes. De fato, dados f1, fo € RF C
Hck, temos:

17 f1:17f2:t0uf1:taf2:1
Z . =
ilfi-f2) {0, caso contrario

= Zi(f1)e(f2) +e(f1)Zi(f2)

St, f1:1,f2:t0uf1:t,f2:1
Z(f1- =
(Wi f2) {O, caso contrario

= Z{(f)e(f2) +e(f1) Zi(f2) -

O produto f; - f2 e a counidade ¢(f) = d7.1, aqui, sdo em Hck. Dessa
forma, Z;, Z, € Der.(Hcxk), como afirmado.

Isso também implica que Z;, Z, € H2k, pois satisfazem a condigdo 1.
do teorema [[L3.13}
Observagio 5.4.12. Por Z; e Z; serem derivagdes, temos Z;(1) = 0 e
Zi(1) =0.

Veremos como esses funcionais se comportam com relacao ao produto

de convolugao em Hgk.
Proposicao 5.4.13. Para drvores u,v € RT \ {1}, temos

1. Zyx Zy(t) = Y m(u,vir)Z,(t) , Vt€RT\ {1}
reRT

2. [Zu, Zy) = Z (m(u,v;r) - m(v,u;r))Zr ;
reRT

8. Z,x Z,(t) =Y n(u,v;r)Z(t), Vt€RT\ {1}
reRT

4. 12,71 = Z (n(u,v;r) = n(v,u;r)) Z). .
reRT
De 2. ou 4. seque que 3 € uma subdlgebra de Lie de Der.(Hcek).
Demonstra¢ao. Sabemos que o colchete de duas derivagoes é uma deriva-
¢ao. Portanto, em 2. e em 4., precisamos apenas mostrar a igualdade para

arvores. Mas estas seguem de 1. e 3., respectivamente, lembrando que o
colchete em Der. (Hck) é dado pelo comutador

[g,h] =g*xh—hxg, Vg,h€ Der.(Hck) -

Portanto basta mostrar 1. e 3..
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1. Temos Zy*Z, = ugo(Zy,@7Z,)0 Ay Sejat € RT\{1}. Escrevemos

Ao (t) =t@1+10t+ Y PR+ Y. PY(H)RR().
c€Adm; (t) ceEAdm~1(t)

Aplicando Z, ® Z,, sobra apenas a soma sobre cortes elementares
¢ € Adm, (1), ja que Z,, e Z, se anulam em 1 e em florestas com mais
de uma componentd? Portanto

Zyx Zo(t)= > Zu(P°(t)- Z,(P°(t)) .

c€Adm; (1)

Além disso, os termos Z,(P¢(t)) - Z,(P¢(t)) se anulam, a nio ser
que P¢(t) = u e R°(t) = v, quando valem 1. Assim, a soma fica igual
ao nimero m(u,v;t) de cortes elementares que fornecem P¢(t) = u
e R°(t) = v. Decorre que:

Z % Zy(t) = m(u,v;t)
Z m(ua U3 r)ér,t

reRT

= Z m(u,v;r)Z,.(t) .

reRT

3. De forma andloga ao item acima, consideramos o produto Z!, * Z! =
pk o (Z, ® Z!) o Aoy, tomamos ¢ € RT \ {1} e escrevemos

Ao (t) = t@1+1@t+ Y PR+ Y. PY(t)RR(t)
ceAdm; (t) ceAdmsq (t)

Aplicamos Z], ® Z/,, e como antes, sobra apenas a soma sobre cortes
elementares ¢ € Adm;(t) porque Z, e Z! se anulam em 1 e em
florestas com mais de uma componenté®. Obtemos

ZoxZt)= Y ZL(PUw) - ZL(P()) -

ceAdm; (t)

Aqui temos uma pequena modificagdo: os termos Z,, (P<(t))-Z,, (P¢(t))
se anulam a nao ser que P°(t) = u e R°(t) = v, quando valem $,8,.

2Note que R°(t) é uma arvore se, e somente se, o corte ¢ é elementar (¢ € Admj (t)).
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Nesse caso, a soma vale m(u, v;t) - $,8,. Portanto

Zy, x 70 (1) = m(u,v;t) - SySy

= Z M (U, V; 1) Sy Sy 0r 1

reRT
Gz Z n(w, v; )85 0r ¢
reRT
= Z n(u,v;r)Z.(t) ,
reRT
onde usamos o lema [5.4.9 O

Vamos ao teorema que identifica U(3) com a &lgebra de Grossman-
Larson Hqr,.

Teorema 5.4.14 (Panaite, versao para drvores nao-ordenadas). A dlgebra
de Hopf de Grossman-Larson € isomorfa ao recobrimento da dlgebra de Lie
3. Em outras palavras,

Haon = U(3)

como dlgebras de Hopf. Lembramos que o corpo K considerado tem carac-
teristica nula.

Demonstracao. Primeiramente, observamos que Hqar, € uma bidlgebra co-
nexa e cocomutativa sobre um corpo de caracteristica nula. Podemos, en-
tao, usar o teorema de Milnor-Moore, e escrever que Hgr, = U (P(HGL))
como #lgebras de Hopf. Se mostrarmos que 3 = P(Hqr), obtemos via pro-

posicao que U(3) 2 U(P(Hcw)), e portanto, que Her, = U(3), como
queremos demonstrar.

Basta mostrar a seguinte afirmagao:

Afirmacgao: 3 e P(Hgr) sao dlgebras de Lie isomorfas via

Y: 3 — P(HaL)
Z, — Bt(t) .

Prova da afirmagao. Comecaremos mostrando que v é bijegao.
(Sobrejetividade:) Os elementos de Hgr da forma BT (t) = (Z]) sdo
primitivos e geram o espago vetorial P(Hqy,). Portanto ¢ é sobrejetiva.
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(Injetividade:) Temos ker(¢)) = 0 pois

Zaizgi € ker(¢y) = ¥ (Z aiZt’i> =0 = ZaiBJr(ti) =0

= a; =0,Vi = ZaiZt’z_ =0.

Veremos agora que ¥ é morfismo de dlgebras de Lie. E suficiente mos-
trar que [¢(Z),), ¥ (Z),)] = (2], Z}]) para geradores Z,, Z € 3. Temos

W(Z;)W(ZL)] = [B+(u)7B+(U)] = B+(u)'HGLB+(U)_B+(U)'HGLB+(U) .
Podemos escrever:

Bt (u) -y, BT (v) = Z n(u, BT (v);t)t
teRT
= BT (w) + Z n(u,v;7)BT(r) .
reRT
A primeira igualdade segue da definigiao dos coeficientes n(u, B*(v);t) (sao
os coeficientes de t do produto BT (u) 314, B1(v)). A segunda vem por
identificagao dos termos da soma em ¢. O termo t = B (uv) corresponde
a pendurar u na raiz de B*(v), e s6 h4 uma maneira de obté-lo. A soma
em 7 corresponde aos outros termos, em que u é pendurado em outros
vértices de BT (v) que nao sejam a raiz; isso é o mesmo que pendurar em
v, obtendo r, e depois aplicar BT, obtendo ¢t = BT (r).
O mesmo argumento vale para mostrar que:

BT (v) 3y BY(w) = Y n(v, B* (u);t)t

teRT

= BT (vu) + Z n(v,u;r)BT(r) .
r€RT

Portanto, temos:
[(Z,),%(Z)] = B (u) ‘e B (v) = B (v) 'y, B (u)
= > (n(w,v;r) = n(v,u;r)) B¥(r)

reRT
= Z (TL(U, V3 7”) - TL(U, U3 T))’IZJ(Z;‘)
reRT
=9 < > (n(u,v;7) = n(v, u; r))Z£>
reRT
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e terminamos a afirmacao. J

Feita a afirmacéo, terminamos a prova do teorema. O

5.4.2 Versao para arvores ordenadas

A relagéo entre os coeficientes n(u, v; r) e m(u, v; ), no caso das arvores
ordenadas, é a igualdade.

Lema 5.4.15. Dados u,v,r € PRT, temos
n(u,v;r) = m(u,v;r) .

Assim, para drvores ordenadas, o nimero n(u,v;r) de maneiras de se
pendurar uw em v e ganhar r € o mesmo nimero m(u,v;r) de cortes ele-
mentares ¢ que resultam em P°(r) =u e R°(r) = v.

Demonstra¢do. Da mesma forma que no caso das &rvores ordenadas (lema

5.4.9), temos
n(u,v;r) #0 sse m(u,v;r) #0 .

Para o caso em que ambos n(u,v;r), m(u,v;r) # 0, faremos uma corres-
pondéncia 1-1 entre as maneiras de se obter r pendurando u em v e os
cortes ¢ € Adm; (1) que fornecem P°(r) =u e R°(r) = v.

Dados r,u,v € PRT, o vértice V de v tal que u pendurado em V resulta
em 7 é tnico. De fato, tomando r e considerando todos os seus ramos com
mesmo formato u, para obter v devemos deletar de r um desses ramos wu.
Ramos do tipo u pendurados em vértices diferentes, ao serem deletados,
produzem &arvores diferentesﬂ e s6 uma delas pode ser v. Para ramos u
pendurados no mesmo vértice de r, ha mais de uma maneira de deletar
um ramo u para ficar com v.

Por exemplo, considerando

r= uF e,

U u uu

obtemos arvores diferentes se deletarmos u destas duas maneiras diferentes

U U uu U U uu

3Lembrando que as drvores aqui sdo ordenadas.
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e obtemos arvores iguais se deletarmos u destas duas maneiras diferentes

U U U U U uUU
Enumeramos dois casos:

Caso 1: Se temos ramos u repetidos em V', entao o nimero de cortes
m(u,v;r) serd igual ao ndmero de subédrvores com formato u repe-
tidas em r. Mas o nimero n(u,v;r) de maneiras de se pendurar u
em v para se obter r também serd igual a esse numero m(u,v;r),
pois temos exatamente m(u, v; r) maneiras de intercalar o u entre os
ramos de v com mesmo formato.

Por exemplo, se temos V' igual a raiz de v e

S W W

entao temos 3 maneiras de pendurar u em v para obter r e temos 3
maneiras de cortar r em u = P¢(r) e v = R(r).

Caso 2: Se hé apenas um ramo igual a v pendurado em V', entao sé
ha uma maneira de se obter r pendurando u em v: é identificando a
Unica posigao da subarvore de 7 que é igual a u e identificando essa
posicao em v para se inserir u e obter r. E a tnica forma de cortar
rem u = P°(r) e v = R°(r) é identificar que subarvore pendurada a
raiz de r € igual a u, e fazer o corte logo acima da mesma.

Por exemplo, se V' é igual a raiz de v e

SR IR IN IR

entao a Unica maneira de se obter r pendurando u em v é pendurando
u entre o primeiro e o segundo vértice-filho de V em wv.

Assim, o ndmero n(u,v;r) de maneiras de se pendurar u em v para obter
r é 0 mesmo que o numero m(u,v;r) de cortes em r tais que P°(r) =u e
Re(r) = v. O
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Como no caso de arvores nao-ordenadas da segao anterior, definimos
um conjunto de funcionais em Hck, e encontraremos uma relagao entre os
mesmos e a algebra de Grossman-Larson Hgp, sobre drvores ordenadas.

Definicao 5.4.16. Seja t € PRT &arvore ordenada nao vazia. Definimos
Zy € 7—[%% C H{k funcionais lineares por

Zi(f) = 01,5

para toda floresta f € PRF.
Denote o espago vetorial gerado por esses funcionais por

3 :=span{Z; | t € PRT néao vazia} .

Observagdo 5.4.17. Z; é uma derivagdo. A prova é idéntica & do caso das
arvores nao-ordenadas. Dadas duas florestas f1, fo € PRT C Hck, temos:

1, flzl,fgztouflzt,fgzl
0, caso contrario

Zt(fl : f2) = {
= Zi(f0)e(f2) +e(f)Zi( f2) -

Portanto Z;(f1 - f2) = Ze(f1)e(f2) + e(f1)Zi(f2) e 3 C Der-(Hek).

Mostraremos que 3 C Der.(Hck) é uma subélgebra de Lie de Der. (Hck).
Para tanto, vamos calcular o comutador de dois elementos de 3.

Proposicao 5.4.18. Para drvores ordenadas u,v € PRT, temos que:

1. Zy,* Z,(t) = Z m(u,v;r)Z,.(t) = Z n(u,v;r)Z.(t) ,
r€PRT r€PRT
Vi € PRT\ {1};

2. [Zu, Zy) = Z (m(u,v;r) —m(v,u;r)) Z,
rcPRT

= Z (n(u,v;7) = n(v,u; 1)) Z, .

rePRT

Em consequéncia disso, 3 C Der.(Hck) € uma subdlgebra de Lie de Der.(Hok).

Demonstracao. O item 2. segue de 1., sabendo-se que os dois lados da
igualdade sao derivagdes. A prova de 1. segue a mesma sequéncia da prova
da proposicao |5.4.13
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1. Temos Z,*Zy, = pugo(Z,®Z,)oA. Sejat € PRT\{1}. O coproduto
de t fica

Alt) =t@l+1et+ Y P(ORR(t)+ Y. P()R(t).
ceAdm; (t) ceAdms 1 (t)

Ao aplicar Z, ® Z,, resta apenas a soma em ¢ € Admy(t) ja que Z,
e Z, se anulam em 1 e em florestas com mais de uma componente.
Ficamos com

ZyxZo(t)= > Zu(P(t))Zy(R(t)) .

c€Adm; (t)

Além disso, os termos Z, (P°(t)) Z,(R(t)) se anulam a nao ser que
P(t) = u e R°(t) = v, e nesse caso, valem 1. Entdo a soma fica

igual ao ntmero m(u,v;t) € K de cortes com uma aresta tais que
Pe(t) = u e R°(t) = v. Assim,

Zy * Zy(t) = m(u,v;t)
= Z m(u7v;r)5t,r

rePRT

I
S
£
L
3
N
=

e terminamos a demonstragao. O

Vamos ao teorema que relaciona as dlgebras de Hopf U(3) e Har no
caso nao-comutativo.

Teorema 5.4.19 (Panaite, versao para drvores ordenadas). A dlgebra de
Hopf de Grossman-Larson € isomorfa a dlgebra envolvente universal de j3.
Isto é,

Har = U(3)

como dlgebras de Hopf.
Assumimos que o corpo K tenha caracteristica nula.

Demonstracdo. Hgr, é uma bidlgebra conexa e cocomutativa. Pelo teo-
rema de Milnor-Moore (teorema , Her =2 UP(HeL)) como dlge-
bras de Hopf. Para mostrar o isomorfismo do teorema, mostraremos uma
bijecao entre as dlgebras de Lie 3 e P(Har,). A extensdo candnica & algebra
envolvente universal, entao, serd um isomorfismo entre as algebras de Hopf
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U(3) e U(P(HgL)), conforme a proposicao
Afirmagao: Defina v: 3 — P(Hqr,) transformacao linear por
W(Z;) = BT (t) .

Afirmamos que ¢ é um isomorfismo de algebras de Lie.

Prova da afirma¢ao. Primeiramente mostraremos que v é bijecao.

(Sobrejetividade:) Conforme a observagao os elementos da forma
¥(Z;) = BT (t) sdo primitivos e geram o espago vetorial P(Hgr). Obte-
mos, entao, que ¥ é sobrejetiva.

(Injetividade:) Temos ker(¢) = 0 pois valem as implicagoes

> aiZ, € ker(yh) = ¥ (Z aiZtl.) =0

- ai:O,Vi - ZaiZtiZO.

(3

Além disso, ¥ é um morfismo de algebras de Lie. E suficiente mostrar
que para u,v € PRT, vale

Comecaremos calculando

[V(Zu), ¥(Z,)] = [BT (u), B¥ (v)]
= B+(u) "Heu BJr(v) - B+(U) "HaL B+(u) .

Mas podemos reescrever os produtos da seguinte forma:

BT (u) -y, BT (v) = Z n(u, B (v);r)r
rE€PRT
= BT (uv) + B¥ (vu) + Z n(u,v;r)BT(r) .
rePRT

Os dois primeiros termos correspondem a pendurar u na raiz de B*(v); po-
demos fazer isso de duas maneiras: pendurando u antes de v e pendurando
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u depois de v El A soma no terceiro termo corresponde as outras formas
de pendurar u em BT (v) (nos vértices que nao sao a raiz de BT (v)). Do
mesmo modo, temos

B (v) mg, B (w) = Y n(v, BX(u);r)r
rePRT
= B (vu) + B (uwv) + Z n(v,u;7)BY(r) .
rePRT

Com isso, temos

[¥(Zu) $(Z0)] =[BT (u), B (v)]
=B"(u)- B"(v) = B (v) - BT (u)

=3 (n(w,vir) = n(v,usr) BH(r)

= 7/} Z (n(u,v;r) - n(v,u;r))Zr

= w([Zuv Zﬂ]) :

_l

Portanto ¢ é um isomorfismo de dlgebras de Lie, e sua extensao cand-
nica U: U(3) - U(P(HeL)) é um isomorfismo de dlgebras de Hopf pela

proposicao [3.2:6] O

5.5 Dualidade entre Hcx e Hcr

No que segue, veremos que as dlgebras de Hopf Hck e U(3) encontram-
se em dualidade de maneira natural. Isso acontece nos dois contextos con-
siderados. Do teorema de Panaite, temos que Har, = U(3). Concluiremos,
posteriormente, que as algebras de Connes-Kreimer Hck e de Grossman-
Larson Hgr, estao em dualidade. Por fim, verificaremos se a dualidade
obtida é separante. No caso das drvores nao-ordenadas isso é verdade.
Entretanto, no caso das arvores ordenadas, foi possivel exibir um contrae-
xemplo para uma das propriedades da dualidade separante.

4Para a multiplicacdo em H a1, no caso ndo-comutativo, a ordem em que penduramos
num mesmo vértice importa, e produz termos distintos. Isto é, preservando a ordem
das duas arvores do produto, deve-se intercalar a maneira de pendurar as subarvores
da primeira entrada com os ramos que ja estavam na arvore. Consulte a definigao [5.3.1]
e o exemplos que seguem, para ver com mais detalhes como funciona essa alternancia
na hora de pendurar as arvores para fazer o produto.
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5.5.1 Versao nao-ordenada

Comegamos considerando a inclusdo canonica i: 3 = Hk, que é um
morfismo de dlgebras de Lie. Note que i(3) = 3 C Der.(Hck), e como as
derivagoes sao elementos primitivos no dual, temos i(3) C Der.(Hck) C
P(H3k). Podemos, entdo, usar o lema item 2., para estender i a
12 U(3) — Hik morfismo de édlgebras de Hopf. Entao, pela proposigéo
temos U(3) e Hek em dualidade via

(u, f) = i(u)(f), VueU(3),Vf € Hek -

Essa dualidade é separante. Para mostrar essa afirmagao, escreveremos
alguns lemas.

Lema 5.5.1. Sejam n > 2 e ty,...,t, € RT e uy,...,u, € RT drvores
nao vazias. Temos

1. Zt1 E 3 Ztn (U1 . un) = ZUESn Zt1 (uo'(l)) . Ztn(ug(n)) .

Além disso, para g € RF floresta com pelo menos uma drvore componente,
temos

2. Zp koo Zy (ur...upg) =0,

isto é, Zy, * ...% Zy, aplicado a florestas com mais de n componentes €
nulo.

Demonstragao.
(1.): Primeiramente, temos a igualdadeﬂ

Ztl*...*Ztn:(Zt1®...®Ztn)OAn,1,

em que é a expansao do coproduto em Hcxk feita n — 1 vezes (em qualquer
uma das entradas tensoriais).

Precisamos calcular

An_l(ul ce un) = An_l(ul) [N An_l(un) .

5A menos do isomorfismo K® ... ® K 2 K dado pelo produto em K.
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Sejai=1,...,n. Temos:

Aj(ui) =u; @1 +1®u; + Z P (ui) @ R (u;)
c;€Adm(u;)

Ap(u)) =u; 114+ 10u; @1+101Q@wu; +
+ D0 A(P () @ R () + Y PO (i) ® RO (ui) © 1

c;€Adm(u;) c;€Adm(u;)

Ap1(u)=1010..01+...+1®...01Qu; + Fi; ,

em que F;; é uma soma de tensores com pelo menos duas arvores distri-
buidas nas n entradas tensoriais; pode ser que as duas estejam na mesma
entrada ou nao.

Fazemos o produto sobre todos os i’s, obtendo

n

n

H 1 (u) H(u1®1® 1+...+1®...010wu) + F .

i=1 i=1
O termo restante Fj é o resultado do produto de parcelas dos A,,_1(u;)’s
em que pelo menos uma delas é uma parcela de Fy ;. Essa parcela, de
Fy 4, ¢ um tensor com pelo menos duas arvores, e os outros termos que
vém multiplicando tém pelo menos uma arvore cada. Entao os termos de
Fy tém n + 1 arvores distribuidas nas n entradas tensoriais. Assim, para
cada termo da soma Fi, pelo menos uma das entradas tem mais de uma
arvord)

Ainda, reescrevemos o produto da seguinte forma:

n

H(ui®1®...®1—|—...—|—1®...®1®ui) = Ue) @ Ugn) + Fa
i=1 €Sy

em que F, é uma soma de tensores em que pelo menos uma das entradas
tem mais de uma arvore.

Por fim, aplicamos Zy, ®...®Z;, e fazendo o produto. Os termos das somas
Fy e F5 se anulam porque cada tensor dessas somas tem uma entrada,
digamos j, com mais de uma arvore, e Z;, anula essa entrada. Assim,
sobra apenas a soma em o € 5, e temos:

Ze, koo x Zy (ug .. up) = (Zt1 ...®Zt )(An_l(ul...un))
= Z Zt1 Ztn( U(n)) .
g€Sy,

6Usamos o conhecido “principio da casa dos pombos”.
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Com isso, provamos o item 1.

(2.): Precisamos calcular A,,_1(uq ... u,g). Podemos reaproveitar algumas
contas da prova do item 1.:

An—l((u ung <H An 1 ul > : n— 1(9)

= <Z Ug(1) @ -+ Ug(n) + F2 +F1> “Ap-1(g) -

oESy

O resultado desse produto serd uma soma de tensores em que pelo menos
uma componente tensorial contém mais de uma arvore. E as entradas com
mais de uma arvore sdao anuladas pelos Z;,’s. Portanto Z;, ® ... ® Z;,
anula A,,_q(ug ...upg) e temos

Ty # oo Zy, (U1 ... Upg) = (Zt1 R...Q Zt") (An,l(ul .. ung)) =0.
Vemos, agora, que a dualidade é separante.

Proposicao 5.5.2. A dualidade entre U(3) e Hcex dada por

(u, f) =i(W)(f), YueU(3),¥f € Hex
¢ separante. Isto ¢, valem as sequintes propricdades:
(a) (VfeHek, (u,f)=0) = u=0;
(b) (Yuel(z), (u,f)y=0) = f=0.

Demonstragdo. Provamos as duas propriedades da dualidade separante
abaixo.

(a) (VfeHek, (u,f)=0) = u=0:
Seja u € U(3) tal que (u, f) = 0 para todo f € Hck. Temos, entdo:

(u, fy=0, VfeHek = i(u)(f)=0, Vf€eHek
= i(u) =0

Para mostrar que u = 0, basta mostrar que i é injetiva. Mostraremos
isso a seguir. Considere a aplicagao de simetrizacao p: S(3) — U(3), que
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sabemos ser um isomorfismo de codlgebras (pelo lema [4.4.11| do capitulo
anterior). Considere o seguinte morfismo de codlgebras:

i0p:S(3) = Hdx -

Mostramos que esse morfismo € injetivo em K@ 3. De fato, note que dados
AeKez ey, temos que:

<z’op><A>=A (io ><1 > A i = A eron
i(42) =

Portanto, se A + z € K @ 3 pertence ao kernel da restricio de i o p, entdo

(iop)A+2)=0 = Negyex +2=0em Hk
= Xene (1) +2(1)=0
== A=0.

Na pentltima passagem, aplicamos em 1 € Hck. E na dltima, temos que
enox(l) = 011 = 1 e que, como z € 3 C Der.(Hck) ¢ derivagao, vale
z(1) = 0. Como A = 0, entao temos

Aeex +2=0 = z=0em Hx D} .

Portanto A + z = 0 em S(3), e i 0 p é um morfismo de codlgebras injetivo
em K @ 3. Pelo lema |4.4.10, obtemos que i o p é injetivo em todo o seu
dominio. Por fim, como p é uma bijecdo, temos que 7 é injetiva.

(b) (YuelU), (u,f)=0) = f=0:
Seja f € Hck, e escreva f na base RF como f = deRF agg. Suponha
que para todo u € U(3) tenhamos

() 3 agiu)(e) = iw)(f) = (u. f) =0.
geRF

Mostraremos por inducao no nimero de arvores das florestas g componen-
tes de f que os coeficientes a, sao todos nulos.

(Caso n = 0): O coeficiente a4 é nulo para g = 1. De fato, tome u = 1x
em (x). Com isso temos i(1x) = 135 = €wcx € Portanto

0= Z ag i(u)(g) = Z ag Erox(9) = Z ag 01,9 = ay -

gERF gERF geRF
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(Caso n = 1): Tomamos ¢ drvore qualquer e u = Z; € U(3) em (x). Temos
E(Zt) = ’L(Zt) = Zt, portanto

0= Z ag i(u)(g) = Z ag Zi(g) = Z ag 0tg = ay -

gERF gERF gERF

Vamos ao passo de indugdo. Seja n > 2. Supomos que os coeficientes
ag se anulam para todas as florestas g com menos de n componentes (HI).
Mostraremos, entao, que a, = 0 para florestas g com n arvores componen-
tes. Considere u = Z;, ... Z;, , para dadas t1,...,t, € RT\ {1} quaisquer.
Temos:

Aplicamos esse u na equagao (x). Ja temos, pela (HI), que a soma é
apenas sobre as florestas no minimo n componentes. Pelo lema [5.5.1
item 2., a soma sobre as florestas com mais de n componentes é nula, ja
que estamos aplicando Z;, % ... * Z; . A soma ¢, entdo, apenas sobre as
florestas com exatamente n componentes. Podemos escrever ) gERF =

> ur,uneRT\{1} » €M que fixamos uma ordem (arbitrdria) para RT \ {1}
ur <...<un
apenas para nao repetir termos na soma, ja que termos da forma ujus . . . Uy,

€ Ul . ..Uy, SA0 iguais, por exemplo.
A soma em (x) fica:

0 = E Qs ..y, (Zt1 *...*Ztn)(ul...un)
uy,...,un ERT\{1}
w1 <. Zup
==L 3
— aulmun Zt1 (ua'(l)) e Ztn (ug(n))
U1, un ERT\ {1} oESK
u1 <...<un
= E : Auy..up E 6t17ua(1) s 5t7laua(n)
u,...,un ERT\{1} 0ESy
= E ata(l)---ta(n)
g€Sy
= n' (Ztlmtn .

Como o corpo K tem caracteristica nula, temos a;, ., = 0. Concluimos a
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inducdo. Dessa forma, temos a, = 0 para todo g € RF, e

f= }: ag g=0,

geRF

como queriamos mostrar. O

As dlgebras de Hopf U(3) e Hek estdao em dualidade separante. Usa-
mos a versao para arvores nao-ordenadas do teorema de Panaite (teorema
para obter que U(3) é isomorfo a Hqr, como algebras de Hopf. Ob-
temos, assim, que as algebras Hck e Har estao em dualidade separante.

5.5.2 Versao ordenada

Obtemos uma dualidade entre U(3) e Hck da mesma forma que para
o caso nao-ordenado. Consideramos a inclusdo i: 3 = HJk, que é um
morfismo de &lgebras de Lie. Checamos que i(3) = 3 C Der.(Hck) C
P(H3k)- Podemos, assim, usar o lema item 2., para estender i ao
morfismo de dlgebras de Hopf i: U(3) — HSk. Pela proposicao U@)
e Hck estao em dualidade via o par dual

(u, f) = i(u)(f), YueU(3),¥feMHek -

Investigamos, entdo, se essa dualidade é separante. Apesar da semelhanca
com o caso nao-ordenado, a resposta é nao! Veremos que apenas uma das
condigOes para ser separante é satisfeita.

Precisaremos de uma versao ordenada do lema 5511

Lema 5.5.3. Sejamn >2 ety,...,t, € PRT ewuq,...,u, € PRT drvores
ordenadas nao vazias. Temos

1. Zt1 *..0% Ztn (U1 .. .’LLn) = ZO’ESn Zt1 (ua(l)) e Ztn (’LLo.(n)) .

Além disso, para g € PRF floresta ordenada com pelo menos uma drvore
componente, temos

2. Zpy koo % Zy (Ur ... upg) =0,

isto €, Zy, * ...* Zy, aplicado a florestas com mais de n componentes é
nulo.

Demonstragao. E idéntica & do caso ordenado, no lema trocando RT
por PRT. Note que nao utilizamos comutatividade das arvores na floresta
para mostrar esse lema. O
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O resultado principal é a seguinte proposigao.
Proposicao 5.5.4. A dualidade entre U(3) e Hcex dada por
(u, f) = i(u)(f), YueU(s),Vf € Hex

satisfaz a sequinte propriedade:
(a) (VfE’HCK, (u,f)z()) = u=0.
Hd um contraexemplo para a propriedade

B) (Vuel() . (uf)=0) = f=0,
portanto essa dualidade nao € separante.
Demonstragao.
(a) (er’HCK, (u,f)zO) = u=0:
A demonstragao é igual a da proposicao item (a), trocando Hcxk e 3
nao-ordenados por suas versoes ordenadas.

) (VucUG), {uf)=0) =5 f=0:
Nao podemos repetir a prova da proposicao item (b), pois ndo vale
em geral que

E ato(l)"'ta(n) =0 = n! Aty .ty = 0.
gESy

E justamente esse o ponto que motiva o contraexemplo. Exibiremos f €
Hek tal que f# 0 e (u, f) =0 para todo u € U(3).

Seja
f:oI—Io;éO.

Mostraremos que (u, f) = 0 para todo u € U(3). Tomamos a base {Z; | t €
PRT\{l}} de 3, com uma ordem qualquer fixada, e aplicando o teorema de
Poincare-Birkhoff-Witt (teorema , para obter a base PBW de U(3),
formada pelos elementos

Zo o Ty, <. <t

n

Basta mostrar que (u, f) = 0 para u elemento da base PBW. Para u = 1,
temos:

(u, f) = i(1x)(f)

el 11

= ren () Eron ( ) EHex ( >€ch (o)

=0-0-0-0=0.
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Para w = Z;, com t € PRT \ {1}, temos:
(u, ) = i(Zo)(f

Para w = Zy, Z1,Zs,, com t1,ts,t3 € PRT \ {1}, temos que calcular
z(Ztl thzts) = T, * Lty * Lyy = (Zt1 ® Zy, ® ZtB) CPAVE

com Ay o coproduto em Hck aplicado duas vezes em qualquer posicdo
tensorial. Calculamos entao:

A(e) = exl+1lxe
Ar(o) = o101+l eR1+101® e
A(I) = le1+10l+ece

2:(1)

Ag(o I):oI®1®1+I®o®1+I®1®o+

lotei+1elei+ioie ] +
toeRoeRl+toeRIet+tIReR e

+o®I®1+1®oI®1+1®I®o+

teviol+icen]l+ioice] +
+tooeRoeRltoeRoee]I+oROeR e +
N———

+tooeRlRet+oeReoeRet+teR]IRoee +
———

+toeReRetleoeRet+tlRxeRee
————
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ZM<Io):Io®1®1+I®o®1+I®1®o+
tealoltialesi+inloe+

tevlal+ioenl+ioiele+
+tooeRoeRl+toeRoeeR]lt+toeReoeRe +
———

+oeoeRlet+toeReRet+teRIRee +
————

+toeReoeRetlRoeoeRet+tlReRDee .
N————

Ao aplicarmos Z;, ® Z;, ® Zy, em Ag (oI - Io), sobram apenas os
termos destacados. Temos entao:

Zoy % Doy % Zog(f) = Zo, @ Zay @ Zo, (Az (o] - I.))

=3 Ztl(.)th(.)Zt?,(.) -3 Ztl(.)th(.)Zte,(.)
=0.

Portanto, para u = Zy, Zy, Zy,, temos (u, f) = 0.

Por fim, para v = Zy, 24,2, 24, w = Zy, Ly, Ziy e, 2y, €tc, devemos
calcular Az(f), As(f), etc, aplicar Z;; cada entrada tensorial j e multipli-
car todas as entradas para obter (u, f).

Mas o calculo de As(f), A4(f), etc vai sempre gerar termos com pelo
menos uma entrada tensorial sendo 1. De fato, temos pelo menos 4 entra-
das tensoriais, e as florestas @ I e I e tém apenas 3 vértices cada. Ainda,
cada parcela do coproduto conserva o mesmo numero de vértices que a
floresta que estd sendo operada. Entao as parcelas de As(f), A4(f), etc,
devem ter, todas, 3 vértices distribuidos por entre as 4, 5, etc entradas
tensoriais. Pelo menos uma delas fica sem vértices, como afirmado.

Portanto, ao aplicar os Z;;’s e multiplicar sobre todas as entradas de
cada tensor da soma, temos que pelo menos um dos Z;,’s vai atuar em 1
e resultar em 0, anulando cada parcela da soma. Entao temos (u, f) = 0.

Dessa forma, obtivemos f € Hcox nao nulo tal que (u, f) = 0 para todo
u € U(3), e a propriedade (b) nao é vélida.

O
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Consideracoes finais

Revisao dos pontos principais

Reservamos este capitulo para revisar os principais pontos estudados
no presente trabalho. Para estudar as dlgebras de Connes-Kreimer e de
Grossman-Larson construidas sobre grafos do tipo arvore, foi necessario
estudar alguns elementos da teoria de algebras de Hopf e de Lie. Esses
pré-requisitos foram estudados nos trés primeiros capitulos. Também foi
necessario estudar bidlgebras conexas com filtracao e com graduagao, re-
sultando no capitulo 4 deste material.

A parte principal do trabalho encontra-se no capitulo 5, em que fazemos
um estudo das algebras de Connes-Kreimer e de Grossman-Larson. No de-
correr desse capitulo, abordamos uma versao para arvores nao-ordenadas
dessas duas algebras. Terminamos o trabalho mostrando que ha uma du-
alidade entre essas duas dlgebras. O par dual obtido é separante no caso
das drvores nao-ordenadas, porém no caso das arvores ordenadas, o par
dual andlogo nao possui uma das propriedades de par separante. Um con-
traexemplo para essa propriedade foi dado no final do capitulo 5.

Estudos posteriores

A dualidade entre as algebras de Connes-Kreimer e de Grossman-
Larson foi obtida, no presente trabalho, por meio de um par dual. Os
artigos [I8] e [I5] apresentam a ideia de se considerar o dual graduado da
algebra de Connes-Kreimer. Seguindo essa linha, o artigo [18] mostra que

Hcgé =~ Har, , no caso das arvores nao-ordenadas

275
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e o artigo [15], que
HC’% ~ Heok , no caso das arvores ordenadas .

Uma outra possibilidade de estudo seria a abordagem de outras al-
gebras sobre arvores presentes na literatura. Mencionamos a algebra de
Calaque, Ebrahimi-Fard & Manchon, que é estudada nos artigos [12] e [13].

Ainda, pode-se tentar estender essas algebras para outros grafos tipo
arvore, como as arvores com rétulos (ou decoradas), arvores bindrias ou
arvores m-arias. Ou ainda, procurar as aplicagbes na teoria quantica de
campos, como a renormalizacao de divergéncias em expansoes perturbati-
vas.



Bibliografia

Livros

Butcher, J. C.; Numerical Methods for Ordinary Differential Equations,
Second Edition, Wiley, 2008.

Dascalescu, S.; Nastasescu, C.; Raianu, S.; Hopf Algebras: an intro-
duction, Marcel Dekker 2001.

Gracia-Bondia, J. M.; Varilly, J. C.; Figueroa, H.; Elements of Non-
commutative Geometry Birkhduser, 2001.

Gross, J. L.; Yellen, J.; Zhang, P.; Handbook of Graph Theory, Second
Edition, CRC, 2014.

Hairer, E.; Ngrsett, S. P.; Wanner, G.; Solving Ordinary Differential
Equations I - Nonstiff Problems, Second Revised Edition, Springer,
2008.

Jacobson, N.; Lie Algebras, Dover, 1979.

Kirillov, A.; An Introduction to Lie Groups and Lie Algebras, Cam-
bridge, 2008.

Radford, D. E.; Hopf Algebras, World Scientific 2012.

277



278 Bibliografia

Dissertacoes e teses

[9] Schutzer, W.; Algebms de Lie, dlgebras de Hopf e grupos quanticos,
Dissertacao de mestrado, USP, 1996. Disponivel em:
http://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/tese.pdf.

[10] Teixeira, M. M.; Extensées de dlgebras obtidas a partir de dlgebras de
Hopf, Dissertacao de mestrado, UFSC, 2011. Disponivel em:
https://repositorio.ufsc.br/xmlui/handle/123456789/95887.

Artigos

[11] Brouder, C.; Runge-Kutta methods and renormalization, Eur. Phys.
J. C (2000), 521-534. Disponivel em:
http://link.springer.com/article/10.1007%2Fs100529900235#page-
2 ou em http://arxiv.org/pdf/hep-th/9904014.pdf.

[12] Calaque, D.; Ebrahimi-Fard, K.; Manchon, D.; Two interacting Hopf
algebras of trees, Advances in Applied Mathematics 47 (2011) 282-308.
Disponivel em http://arxiv.org/abs/0806.2238.

[13] Chartier, P.; Hairer, E.; Vilmart, G.; Algebraic structures of B-series,
Found. Comput. Math. 10(7) (2010) 407-427. Disponivel em:
http://www.unige.ch/ vilmart/publications.html.

[14] Connes, A.; Kreimer, D.; Hopf Algebras, Renormalization and Non-
commutative Geometry, Comm. Math. Phys (1998), 203-242. Disponi-
vel em:
http://arxiv.org/abs/hep-th/9808042.

[15] Foissy, L.; An introduction to Hopf algebras of trees, Preprint, 2013.
Disponivel em:
http://loic.foissy.free.fr/pageperso/preprint3.pdf.

[16] Garrett, P.; Poincaré-Birkhoff- Witt theorem, 2011. Disponivel em:
http://www.math.umn.edu/garrett/m/algebra/pbw.pdf.

[17] Grossman, R.; Larson, R. G.; Hopf-algebraic structures of families of
trees, J. Algebra, 126 (1989), 184-210. Disponivel em:
http://arxiv.org/abs/0711.3877.



Bibliografia 279

[18] Hoffman, M. E.; Combinatorics of Rooted Trees and Hopf Algebras,
Trans. Amer. Math. Soc. 355 (2003), 3795-3811. Disponivel em:
http://www.ams.org/journals/tran/2003-355-09/5S0002-9947-
03-03317-8/.

[19] Panaite, F.; Relating the Connes-Kreimer and Grossman-Larson Hopf
algebras built on rooted trees Letters in Mathematical Physics 51
(2000), 211-219. Disponivel em:
http://arxiv.org/abs/math/0003074.



	Introdução
	Breve histórico
	Motivação e estrutura da dissertação

	Álgebras, coálgebras e biálgebras
	Álgebras
	Definição e exemplos
	Subálgebras, ideais e morfismos
	Álgebra oposta
	Álgebra quociente
	Álgebra do produto tensorial
	Álgebra livre
	Álgebra tensorial

	Coálgebras
	Definição e exemplos
	Notação de Sweedler
	Subcoálgebras, coideais e morfismos
	Teorema fundamental das coálgebras
	Coálgebra co-oposta
	Coálgebra do produto tensorial
	Coálgebra quociente

	Duais de álgebras e coálgebras
	Estrutura de álgebra para HomK (C,A)
	Estrutura de álgebra para o dual de uma coálgebra
	Estrutura de coálgebra para o dual de uma álgebra

	Biálgebras
	Definição e exemplos
	Sub-biálgebras, bi-ideais e morfismos
	Biálgebras oposta, co-oposta, e oposta-co-oposta
	Biálgebra do produto tensorial
	Biálgebra quociente
	Biálgebra dual


	Álgebras de Hopf
	Definição
	Exemplos de álgebras de Hopf
	Álgebra das funções F(G) de um grupo finito
	Álgebra de grupo KG
	Álgebra tensorial T(V)
	Álgebra envolvente universal U(g)

	Hopf-subálgebras, Hopf-ideais e morfismos
	Algumas propriedades da antípoda
	Álgebras de Hopf oposta, co-oposta e oposta-co-oposta
	Álgebra de Hopf do produto tensorial
	Álgebra de Hopf quociente
	Álgebra de Hopf dual
	Dimensão finita
	Dual finito

	Dualidade em álgebras de Hopf

	Álgebras de Lie e envoltório universal
	Álgebras de Lie
	Definição e exemplos
	Subálgebra de Lie, ideal de Lie e morfismos
	Exemplos clássicos de álgebras de Lie
	Álgebra de Lie oposta
	Álgebra de Lie da soma direta
	Álgebra de Lie quociente
	Estrutura de álgebra de Lie para uma álgebra associativa
	Estrutura de álgebra de Lie para os elementos primitivos de uma biálgebra
	Estrutura de álgebra de Lie para as derivações em uma álgebra de Hopf

	Álgebra envolvente universal
	Propriedade universal
	U(g) é uma álgebra de Hopf
	Extensão de morfismos de Lie para o recobrimento universal

	Teorema de Poincarè-Birkhoff-Witt

	Biálgebras conexas e o teorema de Milnor-Moore
	Biálgebras conexas com graduação
	Uma biálgebra conexa com graduação é Hopf
	Biálgebras conexas com filtração
	Teorema de Milnor-Moore

	Rooted trees, álgebras de Hopf e o teorema de Panaite
	Rooted trees
	Árvores (não-ordenadas)
	Árvores ordenadas

	Álgebra de Connes-Kreimer
	Versão não-ordenada
	Versão ordenada

	Álgebra de Grossman-Larson
	Versão não-ordenada
	Versão ordenada

	Teorema de Panaite
	Versão para árvores não-ordenadas
	Versão para árvores ordenadas

	Dualidade entre HCK e HGL
	Versão não-ordenada
	Versão ordenada


	Considerações finais
	Revisão dos pontos principais
	Estudos posteriores
	Bibliografia
	Livros
	Dissertações e teses
	Artigos




