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Curso de Pós-Graduação em Matemática Pura e Aplicada
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Universidade Federal de Santa Catarina,
para a obtenção do grau de Doutor em
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À minha noiva Lila, obrigado por compartilhar comigo estes anos de
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Resumo

Nesta tese, estudamos métodos de reconstrução do coeficiente de trans-
ferência de calor convectivo, embutido como condição de fronteira do
tipo Robin associada à equação de Poisson numa região anular. A
reconstrução é realizada utilizando-se informações da temperatura na
borda externa da região como dado de entrada, por meio de uma téc-
nica de linearização, a qual consiste em obter o coeficiente convectivo
de calor através da determinação do fluxo de calor na borda interna
da região. Neste contexto, estudamos o problema direto empregando
as seguintes abordagens: o método de colocação pseudoespectral de
Chebyshev, a análise de Fourier e o método de Galerkin.

Para o problema inverso, usando a técnica pseudoespectral, mostra-
mos que as aproximações do fluxo são recuperadas através da resolução
de um sistema linear mal condicionado. Para contornar as dificulda-
des decorrentes dos dados de entrada serem inexatos e do mal condi-
cionamento do sistema, as estimativas do fluxo serão recuperadas via
técnicas de regularização: a decomposição em valores singulares trun-
cados e regularização de Tikhonov. Em todos os casos, os parâmetros
de regularização são determinados pelo Prinćıpio da Discrepância.

Na segunda parte da tese, usando a análise de Fourier, mostramos
resultados de existência e unicidade da solução do problema direto as-
sim como, uma relação linear entre o fluxo e a temperatura na parede
externa do tubo. Com base nestes resultados, utilizamos a expansão
truncada de valores singulares e regularização de Tikhonov como mé-
todos para construir aproximações do fluxo de calor.

A última parte da tese aborda a reconstrução do fluxo de calor e
do coeficiente convectivo através do método de Galerkin. Mostramos
que este método é apropriado para casos práticos em que os dados de
entrada são discretos. Para validar o modelo matemático, utilizamos
dados sintéticos e experimentais encontrados na literatura. Os resulta-
dos numéricos são comparados em termos de aproximação e tempo de
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execução.

Palavras-chave: Problema inverso de calor, tubos enrolados, mé-
todo pseudoespectral de Chebyshev, Análise de Fourier, Método de
Galerkin, regularização, Prinćıpio da Discrepância.
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Abstract

In this thesis, we study reconstruction methods for the convective heat
transfer coefficient inserted as a Robin boundary condition of a Poisson
equation in an annular region. The reconstruction is carried out using
temperature information on the external boundary as input data. Our
main tool is a linearization technique, which replaces the problem of
reconstructing the convective heat transfer coefficient for that of re-
constructing the heat flux distribution. With the heat flux at hand,
the heat transfer coefficient is readily obtained. For this we study the
direct problem using the following approaches: a collocation pseudos-
pectral Chebyshev method, a Fourier analysis and an approach based
on the Galerkin method.

For the inverse problem, using the pseudospectral technique, we
show that heat flux approximations can be recovered by solving an
ill-conditioned linear system. To overcome the difficulties arising from
both the input data being inaccurate and the ill-conditioning of the
system, the flow estimates are recovered through truncated Singular
Value Decomposition (TSVD) and Tikhonov regularization (TR). In all
cases, the regularization parameters are determined by the Discrepancy
Principle (DP).

The second part of the thesis describes Fourier analysis results about
existence and uniqueness of solutions of the direct problem as well as,
a linear relation between the heat flux and the temperature on the
external boundary. Then, using these results, we derive reconstruction
methods for heat flux based on the truncated singular value expansion
(TSVE) and Tikhonov regularization.

The last part of the thesis presents a reconstruction method for the
heat flux and the convective coefficient based on the Galerkin method.
We show that the method is appropriate for practical cases where input
data are discrete. To validate the mathematical model, we used synthe-
tic and experimental data found in the literature. The numerical results
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are compared in terms of approximation quality and execution time.

Keywords: Inverse heat problem, coiled tubes, Chebyshev pseu-
dospectral method, Fourier analysis, Galerkin method, regularization,
Principle of discrepancy.
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2.3 Parâmetros de regularização TGSVD e Tikhonov para a
reconstrução do fluxo Q1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 Erro relativo na reconstrução do coeficiente h e tempo
médio t̄ gasto associados a Q1. . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5 Erro relativo médio dos métodos TSVD e Tikhonov para
Q2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.2 Índice de truncamento n∗max, média de tempo de execu-

ção (em segundos) do método TSVD e do erro Eh para
ri = 0.012. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.3 Erro relativo médio na reconstrução do fluxo de calor
calculado pelo método RT. . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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GSVD Decomposição em Valores Singulares Generalizados
NL Nı́vel de rúıdo
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Caṕıtulo 1

Introdução

A estimação de dados de fronteira associados à equações diferenci-
ais parciais eĺıpticas é um problema recorrente em aplicações indus-
triais, tais como sistema de ar acondicionado, corrosão, componentes
eletrônicos, pasteurização de alimentos e reatores nucleares, entre ou-
tros [1, 20, 22, 23, 28, 29, 47, 49, 53, 62]. Essencialmente, podemos sepa-
rar os problemas de reconstrução de dados de fronteira em dois tipos:
dados de fronteira do tipo Dirichlet e dados de fronteira do tipo Neu-
mann/Robin [17, 24, 25, 57, 58]. Nesta tese, estudamos um problema
de reconstrução de dados de fronteira do tipo Robin, vinculado a um
modelo descrito pela equação de Poisson em coordenadas polares e pro-
veniente da área de problemas inversos em condução de calor. O dado
de fronteira de interesse é o coeficiente de transferência de calor, que
devido aos efeitos da geometria do duto, pode sofrer mudanças signifi-
cativas que são cruciais em certas aplicações. Exemplos que mostram
grande variabilidade do coeficiente de transferência de calor em tubos
espiralados podem ser vistos em [18, 19, 52–54, 62]. A dificuldade en-
contrada na estimativa desse coeficiente é que ele não pode ser medido
experimentalmente devido à impossibilidade de se colocar sondas no
interior do duto.

O objetivo de esta tese é estimar o coeficiente de transferência de
calor através de técnicas da área de problemas inversos, baseados em
dados de temperatura acesśıveis na fronteira exterior. Apesar da abor-
dagem via técnicas de problema inversos ser interessante, uma vez que
o monitoramento da temperatura na parede interna do duto é evitada,
vale enfatizar que ela acarreta outro tipo de dificuldade: o problema
de reconstrução é mal posto no sentido de Hadamard [14]. Em ou-
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tras palavras, a solução pode ser muito senśıvel a pequenas varia-
ções nos dados e a resposta oferecida por métodos tradicionais é de
pouco ou nenhum significado f́ısico, sendo necessário o uso de métodos
de regularização. Pesquisas nessa direção têm sido desenvolvidas por
muitos autores m em diferentes áreas. Por exemplo, trabalhos basea-
dos no método de regularização de Tikhonov podem ser encontrados
em [10,20, 22, 23, 27, 28,30, 54]. O uso de outras técnicas de regulariza-
ção também é frequente na literatura especializada. Martin e Dulikra-
vich [45] descrevem o Método de elemento de fronteira (BEM) inverso
para determinar o coeficiente de transferência de calor em superf́ıcies
de forma arbitrária; métodos baseados em BEM também são utilizados
em [48,63]; métodos que combinam transformada de Laplace, diferenças
finitas e quadrados mı́nimos para estimar o coeficiente de transferên-
cia de calor em domı́nios retangulares são abordados via linearização
em [28, 29]. Estimativas de aproximação da temperatura de fluidos na
seção transversal de um tubo, baseadas no método de gradiente conju-
gado, são apresentadas em [43].

Neste trabalho, estudamos o modelo bidimensional da equação do
calor na seção transversal de um tubo com domı́nio Ω = {x ∈ R

2, ri <
‖x‖2 < re}, como mostrado na Figura 1.1, sendo as fronteiras interior
e exterior denotadas por Γi = {x ∈ R

2, ‖x‖2 = ri} e Γe = {x ∈
R

2, ‖x‖2 = re}, respectivamente.

Figura 1.1: Seção transversal do tubo.

O modelo matemático envolve uma equação de Poisson, em coorde-
nadas polares (r, θ), com condições de fronteira do tipo Robin

λw
1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+ λw

1

r2
∂2T

∂2θ
+ qg = 0, (r, θ) ∈ (ri, re)× [0, 2π] (1.1)

λw
∂T

∂r
(re, θ) = α(Tenv − T (re, θ)), 0 ≤ θ ≤ 2π (1.2)
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− λw
∂T

∂r
(ri, θ) = h(θ)(Tb − T (ri, θ)). 0 ≤ θ ≤ 2π. (1.3)

Na área de transferência de calor, λw denota a condutividade tér-
mica do material, qg é uma fonte de calor que depende da posição (r, θ),
o parâmetro α é a resistência à transferência de calor na fronteira exte-
rior Γe com a temperatura ambiente Tenv. O coeficiente de transferência
de calor convectivo na região interior do tubo é representado por h(θ)
e Tb é a temperatura do fluido no interior do tubo.

Usando o modelo (1.1)-(1.3) como base, estudaremos o problema
de estimar o coeficiente de transferência convectivo h(θ) a partir das
informações de temperatura no meio externo Γe, isto é, Te = T (re, θ),
onde T é a solução do problema (1.1)-(1.3). Note que, devido à con-
dição (1.3), o problema pode ser abordado por meio de técnicas de
otimização não linear, pois h(θ) não depende linearmente de T . Para
contornar as dificuldades que aparecem no uso dessas técnicas (existên-
cia de vários mı́nimos, por exemplo), nesta tese usaremos uma técnica
de linearização, proposta inicialmente por Engl et. al [32], que consiste
em substituir a condição de fronteira (1.3) por

−λw
∂T

∂r
(ri, θ) = Q(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, (1.4)

em que Q(θ) representa o fluxo de calor na parede interior Γi. Com isso,
lidamos com o problema de estimar Q, o qual é abordado via solução
de um problema linear [14, 22, 23]. Assim, a técnica de linearização
para estimar h consiste em, primeiro, estimar Q a partir de medições
T (re, θ) na fronteira exterior Γe e, em seguida, estimar h por meio da
relação

h(θ) =
Q(θ)

Tb − T (ri, θ)
. (1.5)

onde assumimos que Tb 6= T (ri, θ). Os objetivos do trabalho envolvem
os seguintes pontos

1. Resultados teóricos do problema direto (1.1)-(1.3) para determi-
nar a existência, unicidade e as propriedades da solução.

2. Desenvolver métodos numéricos robustos para o problema in-
verso, incluindo a análise de erro associado às soluções calculadas.

3. Testar os métodos desenvolvidos usando dados experimentais ob-
tidos em laboratório.
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No segundo caṕıtulo, abordamos a solução numérica do problema
(1.1), (1.2) e (1.4), através do método de colocação pseudo espectral de
Chebyshev (CPS) [61]. Para tanto, discretizamos o domı́nio anular Ω
nos pontos (ri, θj), i = 0, . . . , N e j = 1, . . . ,M , com N + 1 pontos de
Gauss-Lobatto na direção de r, e M pontos uniformemente espaçados
na direção de θ. Usando o método de colocação pseudo-espectral (CPS),
aproximamos a solução T em qualquer ponto da malha via uma equa-
ção linear que envolve o fluxo Q e a temperatura na malha T (ri, θj).
Com esta relação, estabelecemos o problema inverso de determinar o
fluxo discreto Q a partir das informações discretas de temperatura, ob-
tidas na fronteira exterior Γe via um problema de minimização. Devido
ao mal condicionamento da matriz coeficiente, faremos uso de métodos
de regularização: o método da TGSVD e regularização de Tikhonov,
baseado na GSVD da matriz (J, L), sendo J a matriz coeficiente do
sistema e L ∈ R

p×M , M ≥ p a matriz de diferenciação discreta. Tam-
bém introduzimos a base de splines lineares e a base de Fourier para
estimar o fluxo Q. Acoplamos esta estratégia aos métodos de regulari-
zação mencionados. Por fim, comparamos estes métodos propostos em
termos da qualidade da solução regularizada e do tempo de execução
computacional.

No terceiro caṕıtulo, estudamos o problema (1.1), com as condições
de fronteira (1.2) e (1.4), em espaços funcionais apropriados. Estu-
damos condições de existência e unicidade para determinar a função
temperatura T a partir do fluxo Q. A estratégia utilizada será par-
ticionar este problema em dois subproblemas com soluções V e W ,
respectivamente, sendo a solução escrita como T = V +W . Assim, es-
tabelecemos uma relação entre o fluxoQ(θ) e a temperatura na fronteira
G(θ) = T (re, θ) −W (re, θ) via uma equação A(Q) = G, sendo A um
operador linear, compacto, auto-adjunto e injetor. Esta relação deriva
numa expansão em séries que posteriormente será utilizada no problema
inverso, especialmente quando os dados de entrada contêm rúıdo. Com
os resultados obtidos para o problema direto, definimos o problema in-
verso de determinar estimativas do fluxo Q a partir das informações
inexatas da temperatura na borda exterior. Para tanto, utilizamos mé-
todo de truncamento e regularização de Tikhonov, sendo os parâmetros
de regularização obtidos pelo Prinćıpio da Discrepância. Ilustramos a
eficiência destes métodos fazendo uso de dados sintéticos que simulam
informações de entrada obtidas experimentalmente [20]. Mostraremos
a qualidade da aproximação das soluções obtidas e o tempo de execução
dos métodos empregados.

No caṕıtulo seguinte, utilizamos o método de Galerkin para apro-
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ximar a função de temperatura G, definida no caṕıtulo anterior, em
subespaços de polinômios a partir dos dados discretos do fluxo Q, com
Qj = Q(φj). Além disso, demonstramos que a existência da solução
G depende das caracteŕısticas do fluxo Q. Assim, geramos um sistema
linear mal condicionado, que relaciona o fluxo discreto Q e a tempe-
ratura discreta na fronteira G. Além disso, mostramos que a SVD da
matriz do sistema pode ser determinada explicitamente e constrúıda de
forma simples.

No problema inverso, fazemos uso da equação linear para estimar o
fluxo discreto, utilizando os métodos TSVD e Regularização de Tikho-
nov, quando os dados de entrada Gδ apresentam diferenças com res-
peito à solução exataG. No experimento numérico, usamos o problema
direto para gerar a solução exata G a partir de um fluxo exato Q. Os
dados a serem utilizados são constrúıdos da forma Gδ = G+ ǫ, sendo ǫ
o vetor de incertezas, tal que o erro é estimado da forma ‖Gδ−G‖2 ≤ δ.

As conclusões finais do trabalho são apresentadas no caṕıtulo 4. Os
resultados obtidos nos caṕıtulos 3 e 4 desta tese serão publicados em
revistas internacionais 1 2.

Por fim, alguns resultados técnicos relativos a regularização para
problemas em dimensão finita, são organizados num apêndice.

1Um artigo sobre o método descrito no Caṕıtulo 3 foi aceito para publicação na
revista Journal of Computational and Applied Mathematics (JCAM) [11].

2Um artigo que trata sobre o método descrito no Caṕıtulo 4 foi submetido à
revista Numerical Algorithms (NUMAL) [8].
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Caṕıtulo 2

Método de estimação

baseado em técnica

pseudoespectral

Neste caṕıtulo, apresentamos uma abordagem do problema inverso
baseado no método de colocação pseudoespectral de Chebyshev e técni-
cas de regularização. Além de construir soluções numéricas para o pro-
blema direto baseado em informações pontuais do fluxo Q, mostramos
que a técnica pseudoespectral permite estabelecer uma transformação
linear entre o fluxo e a temperatura na borda externa do domı́nio. Ba-
seado nessa transformação, desenvolvemos métodos para reconstruir o
fluxo a partir de dados da temperatura contaminados por erros utili-
zando técnicas de regularização. A eficiência dos métodos é ilustrada
utilizando dados artificiais.

2.1 Problema direto: método de colocação

pseudoespectral

Neste seção, vamos fornecer aproximações numéricas para calcular a
temperatura T do problema (1.1) sujeito às condições de fronteira (1.2)
e (1.4). Para tanto, usaremos o método de colocação pseudoespectral
de Chebyshev (CPS). A escolha do método é motivada pela sua po-
tencialidade de produzir soluções numéricas para equações diferenciais
parciais com alta precisão [16, 50]. Se, por simplicidade, consideramos
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um problema unidimensional, o método CPS pode ser descrito como
segue. Seja F um operador diferencial, munido de condições de con-
torno, e g uma função definida num intervalo (a, b) tal que a seguinte
equação tem uma única solução

Fu(x) = g(x), a < x < b. (2.1)

O método CPS constrói soluções aproximadas para o problema
acima num espaço de polinômios de grau fixo, tal que (2.1) é satis-
feita em pontos do domı́nio chamados de pontos de colocação, os quais
estão relacionados a uma familia de polinômios ortogonais. Seguindo
este método, definimos a solução aproximada UN como combinação li-
near da base {l0, . . . , lN}, formada por polinômios de Lagrange de grau
N [21], isto é

UN(x) =
N∑

k=0

Ûklk(x), (2.2)

sendo os coeficientes Ûk := u(xk), as incógnitas a serem determinadas.
Note que, a p-ésima derivada u(p) de u, é aproximada diferenciando
(2.2) p-vezes, isto é

U
(p)
N (x) =

N∑

k=0

Ûkl
(p)
k (x), p = 1, 2, . . . (2.3)

Assim, a partir de (2.3), obtemos uma representação na forma matricial
utilizando os pontos de colocação xj como

U
(p) = D

p
U, (2.4)

sendo U
(p) = [U

(p)
N (x0), . . . , U

(p)
N (xN )]T , U = [UN (x0), . . . , UN(xN )]T

e D ∈ R
(N+1)×(N+1) é a matriz de diferenciação, cujas entradas são

Dj,k = l′k(xj) para 0 ≤ j, k ≤ N .
Note que a equação (2.4) fornece aproximações da p-ésima derivada

discreta U
(p)
N (xk) a partir de produtos matriz-vetor usando o vetor de

incógnitas U.
Resumindo, para construir soluções numéricas para o problema des-

crito acima via o método CPS, basta resolver um problema linear/não
linear decorrente de exigir que (2.1) seja satisfeita nos pontos de colo-
cação, onde as derivadas pontuais são aproximadas por meio da relação
(2.4). O método CPS para problemas bidimensionais é análogo.

Vamos supor, nesta seção, que as funções Q e qg são suaves e que há
uma única solução clássica T para o problema (1.1), (1.2) e (1.4). Ba-
seados no método CPS, resolveremos numericamente o problema (1.1),
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(1.2) e (1.4), usando o domı́nio de referência [−1, 1]× [0, 2π] através do
operador

r(r) = ri +
1

2
(r + 1)(re − ri), −1 ≤ r ≤ 1

φ(θ) = θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Utilizando esta mudança de variáveis, obtemos o problema de valo-
res de fronteira

λw

(
ζ2
∂2T

∂r2
+

ζ

r(r)

∂T

∂r

)
+

1

[r(r)]2
∂2T

∂φ2
+ qg = 0, (−1, 1)× [0, 2π]

(2.5)

λwζ
∂T

∂r
(re, φ) = α (Tenv − T (re, φ)) , 0 ≤ φ ≤ 2π, (2.6)

− λwζ
∂T

∂r
(ri, φ) = Q(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π, (2.7)

sendo ζ =
2

re − ri
. Começaremos fazendo a discretização no domı́nio

[−1, 1] × [0, 2π] como mostrado a seguir: no intervalo [−1, 1] empre-
garemos o método de colocação pseudoespectral de Chebyshev o qual
utiliza os pontos de Gauss-Lobato rj definidos como

rj = − cos
jπ

N
, j = 0, 1, . . . , N,

junto com os polinômios de interpolação lk.
Por outro lado, considerando que o problema (2.5)-(2.6) está num

domı́nio anular, vamos supor que a temperatura T e sua derivada Tφ
sejam funções 2π-periódicas na variável φ, i.e.,

T (r, 0) = T (r, 2π),
∂T

∂φ
(r, 0) =

∂T

∂φ
(r, 2π) ri < r < re,

assim, na direção azimutal utilizamos M pontos uniformemente espa-
çados

φj = 2πj/M, j = 1, . . . ,M

associados à base {SM (φ−φ1), . . . , SM (φ−φM )} [61, Caṕıtulo 3], sendo

SM (φ) =
sin(πφ/κ)

(2π/κ) tan(φ/2)
, κ = 2π/M.

Logo, as matrizes de diferenciação obtidas são D ∈ R
(N+1)×(N+1), na

direção r, e a matriz discreta de segundas derivadas D(2) na variável φ,
respectivamente.
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A distribuição dos (N + 1) × M pontos da malha é colocada na
ordem lexicográfica como mostra a Figura 2.1.

r0

1

r1

2

· · · rN−1

N

rN

N+1
φ1

φ2
N+2 N+3 2N+1 2N+2

...

φM−1

φM
(M−1)(N+1)+1 M(N+1)

Figura 2.1: Distribuição dos pontos ri, φj de Gauss-Lobato e Fourier
respectivamente.

Primeiramente, aproximaremos as derivadas parciais da equação
(2.5) na direção r como segue. Para j fixo, o vetor de incógnitas é
denotado por

Tj = [T (r0, φj), T (r1, φj), . . . , T (rN , φj)]
T, j = 1, . . . ,M

e representamos a matriz de diferenciação D, na forma de linhas e
colunas como sendo

D = [d0 d1 · · · dN ] = [l0 · · · lN ]T di, li ∈ R
N+1. (2.8)

Note que a matriz de diferenciação D
2 pode ser expressada como

D
2 = d0l

T
0 + d1l

T
1 + · · ·+ dN l

T
N , logo obtemos que as derivadas segundas

de T , com respeito à r, são aproximadas por



Trr(r0, φj)
Trr(r1, φj)

...
Trr(rN , φj)


 ≈ D

2




T (r0, φj)
T (r1, φj)

...
T (rN , φj)


 = d0l

T

0Tj + D1D2Tj + dN l
T

NTj ,

(2.9)
sendo D1 = [d1 d2 · · · dN−1], D2 = [l1 · · · lN−1]

T.
Passamos a incorporar as condições de fronteira (2.6)-(2.7) utili-

zando a relação l
T
i Tj ≈ Tr(ri, φj), (i = 0, . . . , N). Assim, obtemos

l
T
0Tj ≈ Tr(r0, φj) = −Q(φj)

ζλw
l
T
NTj ≈ Tr(rN , φj) =

α

ζλw
(Tenv − T (rN , φj)) .

(2.10)
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Agora, substituindo (2.10) em (2.9), temos a aproximação para o vetor
de segundas derivadas

λwζ
2




Trr(r0, φj)
Trr(r1, φj)

...
Trr(rN , φj)


 ≈ ETj + αζTenvdN − ζQjd0, (2.11)

sendo E = λwζ
2D1D2 − αζdNeTN+1, ei denota o i-ésimo vetor canônico

de R
N+1 e Qj = Q(φj). De forma análoga, o vetor

λζ

ri
Tr(ri, φj), (i =

0, . . . , N) é descrito como

λwζ




1

r0
Tr(r0, φj)

1

r1
Tr(r1, φj)

...
1

rN
Tr(rN , φj)




≈ λwζR
−1



l
T
0Tj

D2Tj

l
T
NTj


 = D̃Tj + Q̃j , (2.12)

em que R = diag (r0, . . . , rN ) , Q̃j = R
−1 (αTenveN+1 −Qje1) e

D̃ = R
−1




0T

λwζD2

−αeTN+1




com 0 ∈ R
N+1 sendo o vetor nulo. Por (2.11) e (2.12), obtemos

λwζ
2




Trr(r0, φ1)
...

Trr(rN , φ1)
...

Trr(r0, φM )
...

Trr(rN , φM )




+λwζ




1
r0
Tr(r0, φ1)

...
1
rN
Tr(rN , φ1)

...
1
r1
Tr(r0, φM )

...
1
rN
Tr(rN , φM )




≈ (IM ⊗A)T− f, (2.13)

em que IM ∈ R
M é a matriz identidade, A = E+ D̃, com E, D̃ definidos

acima, T = [T
T

1 , . . . ,T
T

M ]T é o vetor de temperatura na malha, ⊗ é o
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produto Kronecker 1, e o vetor f = [fT1 , . . . , f
T

M ]T, com componentes

fj = Qj
(
ζd0 + R

−1
e1
)
− αTenv

(
ζdN + R

−1
eN+1

)
. (2.14)

O vetor de segundas derivadas com respeito à variável φ é aproxi-
mado de forma similar. Para cada i = 0, . . . , N , denotamos o vetor
T̃i = [T (ri, φ1), . . . , T (ri, φM )]T ∈ R

M . Assim, utilizando a matriz de
diferenciação D(2) ∈ R

M×M , obtemos que a segunda derivada de T com
respeito à φ é aproximada como




1

r2i
Tφφ(ri, φ1)

...
1

r2i
Tφφ(ri, φM )



≈ 1

r2i
D(2)

T̃i. (2.15)

Consequentemente, o vetor
λw
r2i
Tφφ(ri, θj) (0 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ M)

pode ser aproximado como

λw




1

r20
Tφφ(r0, φ1)

...
1

r20
Tφφ(r0, φM )

...
1

r2N
Tφφ(rN , φ1)

...
1

r2N
Tφφ(rN , φM )




≈ λw(R
−2 ⊗D(2))T̃, (2.16)

sendo T̃ = [T̃
T

0 , . . . , T̃
T

N ]T. Para uniformizar as componentes dos vetores
nas equações (2.13) e (2.16), utilizamos a matriz de permutações P ∈
R

(N+1)M×(N+1)M tal que
PT = T̃. (2.17)

1Sejam as matrizes A ∈ R
m×n e B ∈ R

p×q, o produto Kronecker A ⊗ B ∈

R
mp×nq e definido por

A⊗B =







a1,1B · · · a1,nB

.

..
.
..

am,1B · · · am,nB






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Então, multiplicamos a equação (2.13) pela matriz P, e utilizando
as propriedades do produto Kronecker tem-se

λwζ
2




Trr(r0, φ1)
...

Trr(r0, φM )
...

Trr(rN , φ1)
...

Trr(rN , φM )




+λwζ




1
r0
Tr(r0, φ1)

...
1
r0
Tr(r0, φM )

...
1
rN
Tr(rN , φ1)

...
1
rN
Tr(rN , φM )




≈ (A⊗IM )T̃−Pf. (2.18)

Finalmente, desprezando o erro de aproximação, obtemos, pelas
equações (2.16) e (2.18), o sistema linear

ÂT̃ = ĝ, (2.19)

sendo

Â = (A⊗ IM ) + λw(R
−2 ⊗D(2)), ĝ = P(f − q)

com

q = [qT

1 , . . . ,q
T

M ]T, qj = [qg(r0, φj), . . . , qg(rN , φj)]
T.

Para resolver numericamente o problema direto que procura estimar
a temperatura T̃ nos pontos da malha a partir do fluxo de calor Q,
isolaremos o vetor de temperaturas usando a pseudoinversa da matriz
Â. Pela análise desenvolvida por Bazán e Bedin [9], temos que a matriz

PÂPT é singular. Além disso, se decompormos o vetor 1 = [1, . . . , 1]T ∈
R
N+1 na forma

1 = 1impar + 1par, (2.20)

então, para N par, as entradas do vetor 1impar são definidas como

(1impar)i =

{
0 se i = 0, 2, . . . , N,

1 se i = 1, 3, . . . , N − 1,

enquanto para N impar

(1impar)i =

{
0 se i = 0, 2, . . . , N − 1,

1 se i = 1, 3, . . . , N,
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então, prova-se que a dimensão do núcleo N (PÂPT) é unidimensional
e é gerada pelo vetor

N (PÂPT) =





span([1T

impar,1
T

impar, . . . ,1
T

impar︸ ︷︷ ︸
M vezes

]T) se N é par,

span([1T

par,1
T

par, . . . ,1
T

par︸ ︷︷ ︸
M vezes

]T) se N é impar.

Para nossos propósitos, consideramos N par e, então, obtemos que

N (Â) = span([0T ,1T , . . . ,1T ,0T︸ ︷︷ ︸
N+1 vezes

]T ),

com 0, 1 ∈ R
M . Baseado na caracterização do núcleo N (Â) e do fato

de que o conjunto de todas as soluções do sistema linear (2.19) são da
forma

T̃ = Â
†
ĝ+w, w ∈ N (Â), (2.21)

podemos concluir que as aproximações para a temperatura na borda
interna e na borda externa podem ser extráıdas a partir de uma so-
lução do sistema (2.19), desde que tal solução seja expressa como em
(2.21), independentemente da componente w escolhida. Ou seja, os

sub-blocos T̃0 e T̃N do vetor de temperaturas T̃ ao longo da malha
bidimensional sempre poderão ser extráıdos a partir de uma solução do
sistema descrito na forma (2.21).

2.1.1 Exemplo numérico

Para mostrar o grau de precisão do sistema linear (2.21), baseado no
método CSP, utilizamos a função de temperatura T definida por [9]

T (r, θ) =
−qg(r2 − r2e)

4λw
+

qg
2λw

r2e ln

(
r

re

)
+ Tenv + C cos(θ)

(
r +

D

r

)
.

Cálculos elementares mostram que T é a solução exata da equação (1.1)
para o caso em que a função de fonte qg é constante. Com a função
temperatura definida, o fluxo de calor associado Q é obtido usando a
condição de fronteira (1.4), isto é

Q(θ) = 0.5× qg(ri − r2er
−1
i )− λwC(1−Dr−2

i ) cos(θ),

sendo D =
r2e(λw + αre)

λw − αre
e as quantidades f́ısicas restantes mostradas

na Tabela 2.1.
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re λw α qg Tenv Tb C

0.015 15 5 4.8× 106 294.2 295.2 -200

Tabela 2.1: Parâmetros f́ısicos.

Neste exemplo, geramos aproximações discretas de temperatura T̃
a partir das informações pontuais do fluxo Q via a equação (2.21). Em
particular, na Figura 2.2 mostramos a temperatura estimada nas pare-
des internas e externas do tubo, bem como o erro entre as temperaturas.

0 2 4 6
298

300

302

304

306

308

310

 

 

Tri

Tre

T̃ri

T̃re

0 2 4 6
−1.5

−1.4

−1.3

−1.2

−1.1
x 10

−8

Figura 2.2: Esquerda: Temperatura exata e estimada na fronteira in-
terior e exterior respectivamente. Direita: Erro de temperatura nas
fronteiras.

Com estes resultados, podemos constatar que o método CPS é muito
útil para resolver este tipo de problema, pois proporciona aproximações
numéricas com alto grau de precisão.

2.2 Problema inverso: abordagem da ma-

triz de sensibilidade

Nesta seção, abordaremos o problema de estimar o coeficiente do
fluxo de calor discreto Q = [Q1, . . . , QM ]T , a partir das informações de
temperatura obtidas na borda exterior do tubo T (re, φj), j = 1, . . . ,M,
baseado no fato de que aproximações para a temperatura na malha
podem ser determinadas por meio do método CPS via equação (2.21).

Começamos observando, pela estrutura do vetor T̃ = [T̃
T

0 , . . . , T̃
T

N ]T,

que os sub-blocos T̃0 e T̃N contêm informação estimada das temperatu-
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ras nas fronteiras internas e externas do tubo, respectivamente. Logo,
pela estrutura do vetor w ∈ N (Â), segue que o primeiro e o último

bloco de T̃ podem ser calculados da seguinte maneira:

1. o vetor T̃0 é obtido multiplicando a solução T̃ pela matriz Si =
[IM , 0], isto é,

T̃0 = SiT̃.

2. de maneira similar, a temperatura discreta na borda externa é
calculada pelo produto de T̃ com a matriz Se = [0, IM ], ou seja

T̃N = SeT̃, (2.22)

sendo 0 ∈ R
M×NM em ambos os casos.

Agora, é importante observarmos que (2.22) pode ser reescrita como

T̃N = SeÂ
†
ĝ, (2.23)

e que o coeficiente discreto Q está embutido no vetor ĝ, como pode
ser observado em (2.19). Esta observação é crucial para a solução do
problema inverso. De fato, ela estabelece uma conexão entre o vetor
Q ∈ R

M e o vetor de temperatura na borda externa T̃N através de
uma transformação

T : Q 7→ T̃N (Q), (2.24)

no sentido de que, para cada vetor de fluxo Q, existe um único vetor
de temperaturas T̃N . Para analisarmos a rećıproca, primeiro, vamos
introduzir os vetores

f
(a)
j = Qj

(
ζd0 + R

−1
e1
)
, f

(b)
j = −αTenv

(
ζdN + R

−1
eN+1

)
(2.25)

e, em seguida, observamos que as componentes bloco do vetor f em
(2.14) podem ser decompostas como

fj = f
(a)
j + f

(b)
j .

Assim, o vetor ĝ em (2.19) pode ser decomposto como

ĝ = Pf
(a) + P(f(b) − q),

em que f
(a) e f

(b) tem componentes bloco definidas em (2.25). Agora,
visto que a primeira componente de ĝ pode ser expressa como

Pf
(a) = PGQ, G = diag

(
ζd0 + R

−1
e1, · · · , ζd0 + R

−1
e1
)
Q,
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e, que a segunda componente do vetor ĝ não depende do fluxo Q, a
equação (2.23) pode ser expressa como

T̃N − T̃
(b)

= SeÂ
†
Pf

(a) = SeÂ
†
PGQ,

em que

T̃
(b)

= SeÂ
†
P(f(b) − q) (2.26)

é um vetor determinado univocamente e, mais importante, que depende
apenas dos parâmetros do modelo. Portanto, introduzindo a matriz

B̂ = SeÂ
†
PG ∈ R

M×M , a existência e unicidade do vetor de fluxo
Q satisfazendo (2.23) dependerá da não singularidade da matriz B̂.
Portanto, temos mostrado o seguinte resultado.

Proposição 2.2.1. Admita que o vetor de fluxo Q e a temperatura
discreta na malha T̃ satisfazem o sistema linear (2.19). Então o fluxo
Q é univocamente determinado a partir de informações de temperatura
na borda externa, T̃N , se e somente se a matriz B̂ é não singular.

Visto que, em aplicações reais, o vetor de temperaturas na borda
externa é contaminado por rúıdos, veremos a seguir que o problema
inverso pode ser abordado por meio de uma técnica de otimização que
incorpora métodos de regularização.

2.2.1 Problema de minimização: método da matriz

de sensibilidade

Definido o operador (2.24) que relaciona cada vetor do fluxo Q com

o vetor de temperatura T̃N(Q), nesta subseção estabeleceremos o pro-
blema inverso de obter estimativas do fluxo a partir das informações de
temperatura obtidas na fronteira externa.

Para tanto, denotamos por Qex = [Q1, . . . , QM ]T o vetor associado

ao fluxo exato e desconhecido com componentes Qj = Q(φj) e T̃ ∈ R
M

o vetor de temperaturas obtidas experimentalmente na fronteira Γe, em
que T̃ = T̃N+e, sendo e um vetor que denota erros de medição ou erros
provenientes de outras fontes. Obviamente, ‖T̃N (Qex) − T̃N‖2 = 0,

portanto, uma estimativa Q̃ para o fluxo Qex pode ser obtida definindo
o problema de minimização

Q̃ = argmin
Q∈RM

1

2
‖T(Q)− T̃‖22 = argmin

Q∈RM

1

2

M∑

j=1

(Tj(Q)− T̃j)
2 (2.27)
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sendo T definido em (2.24), o vetor que depende de Q e contém as
informações da temperatura na borda exterior satisfazendo (2.23). O
problema definido acima, procura pontos do domı́nio Q ∈ R

M que
minimizam a diferença entre T(Q) e os dados inexatos T̃.

Calculando as derivadas parciais da função objetivo em (2.27), con-
clúımos que uma condição necessária para a existência de mı́nimo é

JT(T(Q̃)− T̃) = 0, (2.28)

em que J ∈ R
M×M , conhecida como matriz de sensibilidade, tem com-

ponentes definidas como

[J]i,j =
∂Ti(Q)

∂Qj
, i, j = 1, . . . ,M.

A matriz J pode ser calculada como segue. Visto que a matriz Â
em (2.19) não depende do fluxo Q, passamos a calcular as colunas de
J aplicando as derivadas parciais com respeito à Qj (j = 1, . . . ,M) em
(2.19). Neste caso, obtemos

Â
∂T̃(Q)

∂Qj
=
∂ĝ(Q)

∂Qj
= P




0
...
0

ζd0 + R
−1

e1
0
...
0




= P
(
ej ⊗ (ζd0 + R

−1
e1)
)

(2.29)

com ej ∈ R
M . Ou seja, as derivadas

∂T̃(Q)

∂Qj
são soluções do sistema

linear

Â
∂T̃(Q)

∂Qj
= P

[
ej ⊗ (ζd0 + R

−1
e1)
]
. (2.30)

Portanto, para calcularmos as colunas de J, basta multiplicar as solu-
ções do problema (2.30) pela matriz Se, isto é,

Jj = Se
∂T̃(Q)

∂Qj
, para j = 1, . . . ,M.

Seguindo o procedimento descrito acima segue que as segundas deri-
vadas de T(Q) com respeito à Qj são nulas. Logo, pelo teorema de
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Taylor, para a função T no ponto Q = 0 obtemos

T(Q̃) = T(0) + JQ̃. (2.31)

Substituindo (2.31) em (2.28), temos a equação normal

JTJQ = JT(T̃−T(0))

a qual é associada ao problema de minimização

Q̃ = argmin
Q∈RM

‖JQ− (T̃−T(0))‖22. (2.32)

Note que, para definirmos o problema de minimização (2.32), além

da temperatura T̃ na fronteira exterior, precisamos do vetor T(0), o
qual é calculado utilizando (2.23) com Q = 0. Na verdade, baseado em

(2.26), é evidente que T(0) = T̃
(b)

.
Porém, a dificuldade de estimar o fluxo a partir do problema de

minimização (2.32) é que a matriz J é mal condicionada, isto é, seus
valores singulares σi decrescem rapidamente para zero. Consequente-
mente, as incertezas presentes nas informações de temperatura T̃ são
amplificadas na solução Q̃ = J†(T̃ −T(0)), tornando-a inútil em apli-
cações práticas. A explicação mais transparente para esse fenômeno
vem do fato de que a solução do problema de minimização pode ser
escrito em termos da SVD de J (ver equação (A.4) no apêndice), como

Q̃ =
M∑

j=1

uTj (T̃−T(0))

σj
vj = Q+

M∑

j=1

uTj e

σj
vj ,

sendo e = T̃ −T o vetor de erros nas medidas de temperatura. A se-
gunda parcela na equação acima representa o erro cometido no cálculo
da solução Q. A partir disso, fica evidente que o erro deve dominar
a solução calculada devido a divisão por valores singulares muito pe-
quenos. Ilustramos esta observação na Figura 2.3, onde o fluxo exato
é dado por

Q(φ) = −3250− 1265 exp(cos(φ))

e as temperaturas discretas T e T(0) são calculadas via a equação

(2.23). A temperatura experimental T̃ na fronteira Γe é obtida de

maneira que o erro ‖T− T̃‖2 = 13.34.
Como podemos observar, devido à presença de perturbações nos

dados, não existe relação entre a solução exata Q e a solução Q̃ do
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problema (2.32). Por outro lado, notamos que o comportamento dos
valores singulares σi convergem rapidamente para zero, que é caracte-
ŕıstico das matrizes mal condicionadas.
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Figura 2.3: Esquerda: comparação entre o fluxo exato Qex e o fluxo

Q̃ = J†(T̃−T(0)). Direita: valores singulares da matriz J.

Pelas observações mencionadas acima, para resolver o problema
(2.32) é necessário o uso de métodos de regularização. Neste caṕı-
tulo, utilizaremos a decomposição generalizada em valores singulares
truncados (TGSVD) e regularização de Tikhonov (RT). Para tanto,
vamos considerar a GSVD do par (J, L), sendo L ∈ R

p×M a matriz de
diferenciação discreta.

J = U

[
Σ1 0
0 IM−p

]
X−1, L = V (Σ2, 0)X

−1

sendo U = [u1, . . . , uM ] ∈ R
M×M e V = [v1, . . . , vp] ∈ R

p×p matri-
zes ortogonais, X = [x1, . . . ,xM ] ∈ R

M×M é não singular, e Σ1 =
diag(σ1, . . . , σp), Σ2 = diag(µ1, . . . , µp) são matrizes diagonais com

componente positivas tal que σ2
i + µ2

i = 1. Denotando b̃ = T̃ −T(0),
com a GSVD dispońıvel, a solução TGSVD é definido como

Q̃
(k)

δ,L =

p∑

i=p−k+1

uTi b̃

σi
xi +

M∑

i=p+1

(uTi b̃)xi

e a qualidade da solução depende do parâmetro de truncamento k. De
maneira similar, a solução regularizada obtida pelo método RT, baseada
na GSVD do par (J, L) é

Q̃λ,δ =

p∑

i=1

σi
λ2µ2

i + σ2
i

(uTi b̃)xi +

M∑

i=p+1

(uTi b̃)xi.
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Novamente, a qualidade da solução Q̃λ,δ depende do valor do parâ-
metro de regularização λ. Maiores detalhes a respeito das técnicas de
regularização TGSVD e TR são descritos no apêndice.

Na prática, os dados são obtidos experimentalmente e, ao utilizar-
mos métodos de regularização, dois casos são considerados:

1. O erro nos dados T̃ é conhecido a priori através da estimativa
‖T̃−T‖2 ≤ δ, sendoT o vetor de temperaturas exato. Neste caso,
os parâmetros de regularização dos métodos TGSVD e RT são de-
terminados utilizando o Principio da Discrepância, (ver equações
(A.8) e (A.12) no apêndice).

2. A estimativa do erro nos dados ‖T̃ − T‖2 é desconhecida. Para
este caso existem diferentes critérios de escolha do parâmetro de
regularização. Dentre estes, citamos o trabalho de Bazán et al.
[12], que propuseram o método do produto mı́nimo (MPR) para
calcular o parâmetro de truncamento para o método TGSVD.
Por outro lado, para determinar o parâmetro de regularização do
método RT, mencionamos o método da curva L (LC), de Hansen
e O’Leary [36], e o método do ponto fixo de Bazán et al. [5–7].

Nesta tese assumiremos que a estimativa do erro da temperatura
é conhecida a priori. A seguir, mostramos o algoritmo proposto para
obter as estimativas do fluxo Q̃ a partir das medidas de temperatura
T̃.

Algoritmo 1:

Dados de entrada: α, δ, λw, qg, re, ri, Tb, Tenv, T̃.

Dados de sáıda: Solução regularizada Q̃.

1. Calcule a matriz Â de (2.19).
2. Calcule o vetor ĝ0 associado ao fluxo Q = 0.
3. Calcule o vetor T(0) via a equação (2.22).

T(0) = SeÂ
†
ĝ0

4. Para j = 1, . . . ,M

Calcule o vetor bj = P
(
ej ⊗ (ζd0 − R

−1
e1)
)
de (2.29).

Resolva o problema (2.30)

Â
∂T̃(Q)

∂Qj
= bj

Calcule as colunas da matriz J como

Jj = Se
∂T̃(Q)

∂Qj
.

5. Calcule a solução Q̃ do problema (2.32) via regularização.

20



Além disso, considerando que o problema original (1.1)- (1.3) en-
volve o coeficiente de transferência de calor convectivo h, baseado em
aproximações da temperatura na parede interna do tubo T̃0 e do fluxo
Q, as componentes do coeficiente h são estimadas como:

hj =
Qj

Tb − [T̃0]j
, j = 1, . . . ,M, se Tb 6= [T̃0]j . (2.33)

2.2.2 Custo computacional

Encerramos a seção analisando o custo computacional do método de
estimação via resolução do problema (2.32). Começamos notando que,
para construir a matriz J e o vetor de temperatura T(0), é necessário

calcular a matriz Â
†
e este procedimento precisa de O(M3(N + 1)3)

operações. Além do cálculo da matriz pseudoinversa, notamos que o
número de colunas da matriz J corresponde à quantidade de pontos
utilizados φj (j = 1, . . . ,M). Assim, calcular as M colunas via pro-
dutos matriz-vector requer O(M2(N + 1)2) operações. Finalmente,
devemos considerar o cálculo da GSVD do par (J, L) cujo custo é
O(M2Np) operações. Portanto, o custo total do método de estimação
baseado na matriz de sensibilidade é de aproximadamente O(M3(N +
1)3) +O(M2(N + 1)2)+O(M2Np) operações.

Com o objetivo de diminuir as operações envolvidas neste processo,
na seguinte seção propomos o método que visa reduzir o número de
colunas da matriz J para m≪M e, consequentemente, reduzir o custo
computacional.

2.3 Método de aproximações cont́ınuas em

subespaçõs de dimensão finita

Uma caracteŕıstica t́ıpica da abordagem descrita na seção anterior

é que, devido ao uso da pseudoinversa Â
†
, o cálculo da matriz J tem

alto custo computacional. Com o objetivo de reduzir tal custo, deter-
minaremos aproximações para o fluxo Q definidas por

Q̂(φ) =

m∑

i=1

ciψi(φ), φ ∈ [0, 2π] (2.34)

tal que Q̂(0) = Q̂(2π), sendo ci incógnitas a serem determinadas e
{ψ1, . . . , ψm} um conjunto de funções cont́ınuas e linearmente indepen-
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dente em [0, 2π]. Para tanto, primeiro observamos que, o valor pontual

Q̂(φj), j = 1, . . . ,M , pode ser expresso como

Q̂(φj) = F
T

j c, (2.35)

em que Fj = [ψ1(φj), . . . , ψm(φj)]
T e c = [c1, . . . , cm]T. Substituindo

Qj em (2.14) pela aproximação dada em (2.35), vemos que o vetor f

em (2.13), pode ser aproximado pelo vetor

f
ψ = [[f

ψ
]T1 , . . . , [f

ψ
]TM ]T, (2.36)

sendo

[fψ]j = F
T

j c(ρd0 + R
−1

e1)− αTenv(R
−1

eN+1 + ρdN ).

Seguindo os procedimentos desenvolvidos na solução do problema
direto pelo método CPS, estabelecemos um sistema matricial

ÂT̃ = ĝψ, (2.37)

com ĝψ = P(fψ − q), fψ definido em (2.36) e Â, T̃ , q como em (2.19).

Claramente, neste caso, ambos, o fluxo Q̂ = Q̂(c) e a temperatura

externa T̃ = T̃(c), são dependentes das constantes c1, . . . , cm. Assim,
seguindo um processo análogo ao descrito na seção anterior, o problema
de estimar o fluxo Q a partir das informações obtidas T̃ na fronteira
externa, pode ser formulado como: determinar o vetor de coeficientes
c ∈ R

m que resolve o problema de minimização

c̃ = argmin
c∈Rm

‖Jbc− (T̃−T(0))‖22, (2.38)

sendo Jb ∈ R
M×m, M ≫ m, a matriz de sensibilidade, e T(0) a tempe-

ratura no tubo externo quando c = 0. Neste caso, as colunas da matriz
de sensibilidade Jb são sub-blocos das soluções do problema linear

Â
∂T̃(c)

∂cj
=
∂ĝψ(c)

∂cj
= P



ψj(φ1)(ρd0 + R

−1
e1)

...

ψj(φM )(ρd0 + R
−1

e1)


 , j = 1, . . . ,m.

(2.39)
Note que, diferentemente do problema (2.32), a solução do (2.38) é
calculada num subespaço de menor dimensão, mas ainda assim, o mal
condicionamento da matriz de sensibilidade permanece, e métodos de
regularização devem ser utilizados. Porém, vale a pena ressaltar que,
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neste caso, os métodos de regularização utilizados serão baseados na
SVD usual de Jb, porque as propriedades da solução de (2.38) são
desconhecidas.

Finalmente, obtida a solução do problema (2.38) regularizado, a

aproximação discreta Q̃ de Qex é obtida via a equação (2.34).

2.3.1 Base de Splines lineares

Entre os subespaços que serão utilizadas para aproximar a função de
fluxo Q, primeiro consideramos o subespaço gerado por splines linea-
res, Bs = {B̂0, . . . , B̂m}, associados a pontos uniformemente espaçados

{φ̂0, . . . , φ̂m} em [0, 2π], conforme mostrados na figura 2.4. Assim, a
aproximação para a função de fluxo Q pode ser escrita como

Q̂(φ) =

m∑

i=0

ciB̂i(φ), φ ∈ [0, 2π], (2.40)

sendo a função B̂i definida como

B̂i(φ) =





0 φ < φ̂i−1

φ− φ̂i

φ̂i+1 − φ̂i
, φ̂i−1 ≤ φ < φ̂i

φ− φ̂i+1

φ̂i − φ̂i+1

, φ̂i ≤ φ < φ̂i+1

0, φ ≥ φ̂i+1.

Os pontos {φ̂i}mi=0 são escolhidos a partir da partição {φ0, . . . , φM}
com m≪M tal que M +1 = m+ k(m− 1) para algum k ∈ N. Agora,

considerando que a função Q̂ tem que ser 2π-periódica, das propriedades
das funções B̂i [33] segue que c0 = cm. Assim, Q̂ pode ser escrita como

Q̂(φ) =
m∑

i=1

ciBi(φ), φ ∈ [0, 2π], ,

sendo Bi = B̂i, i = 1, . . . ,m− 1 e Bm = B̂0+ B̂m e, então, a matriz de
sensibilidade Jb pode ser calculada conforme descrito em (2.39), com
Bj em lugar de ψj , aproveitando as propriedades das funções Bj . Uma
vez constrúıda a matriz de sensibilidade, o problema (2.38) pode ser
resolvido usando regularização.
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Figura 2.4: Splines B̂i.

2.3.2 Base de Fourier

Além de utilizar splines para aproximar a função de fluxo Q, também
aproximaremos a função Q como combinação linear de uma base de
funções trigonométricas Bt = {ϕ1, . . . , ϕm}, isto é

Q(φ) =

m∑

i=1

ciϕi(φ), φ ∈ [0, 2π].

com ϕ1(φ) = 1 e ϕ2l(φ) = cos(lφ), ϕ2l+1(φ) = sin(lφ). Note que esta
base satisfaz a condição de periodicidade do fluxo Q naturalmente.
Portanto, o processo de estimação deve seguir o roteiro geral descrito
anteriormente, com ϕj em lugar de ψj .

2.4 Resultados numéricos

O objetivo desta seção é ilustrar o desempenho dos métodos desen-
volvidos na reconstrução dos parâmetros f́ısicos de interesse (fluxo e
coeficiente de transferência de calor). Para tanto, consideramos dados
artificiais, gerados a partir de dois problemas associados às funções de
fluxo Q1, Q2, respectivamente, definidas por

Q1(φ) = −3250− 1265 exp[cos(φ)], φ ∈ [0, 2π], (2.41)

Q2(φ) =





−6000, 0 ≤ φ <
π

2
ou

3π

2
< φ ≤ 2π

−4200,
π

2
≤ φ ≤ 3π

2
.

(2.42)
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O fluxo Q1, além de possuir regularidade, ele é interessante porque
simula o comportamento do fluxo obtido em experimentos de labora-
tório em [10]. A função Q2 é um fluxo descont́ınuo e é empregada para
medir a eficiência, em termos de aproximação, dos métodos propostos.
As quantidades f́ısicas utilizadas no modelo (1), (2) (4) são extráıdas
de [20] e apresentadas na Tabela 2.1.

Para efeitos da modelagem, consideramos M pontos φi uniforme-
mente espaçados em [0, 2π] e o vetor de fluxo Q = [Q1, . . . ,QM ]T com
Qi = Q(φi). Baseado nisso, calculamos os vetores de temperatura na
fronteira exterior TE e T(0) conforme descrito em (2.23) e (2.26), res-
pectivamente e, para simular dados experimentais, definimos o vetor
de dados de entrada b = TE −T(0) e o vetor com perturbações b̃ da
forma

b̃ = b+ ǫ,

em que ǫ é um vetor de rúıdos com componentes aleatórias, tal que o
erro relativo presente nos dados satisfaz

‖b̃− b‖2 = NL‖b‖2
sendo NL o ńıvel de rúıdo. Para a avaliação do desempenho dos métodos
calcularemos o erro relativo

EQ = ‖Q− Q̃‖2/‖Q‖2
para três diferentes ńıveis de rúıdo:

NL1 = 1× 10−4, NL2 = 2.5× 10−3, NL3 = 1× 10−2

e diferentes raios internos ri.
Como os métodos de regularização são baseados na SVD/GSVD,

para a reconstrução do fluxo Q1, que é suave, utilizaremos a GSVD
do par (J, L), sendo L a matriz de diferenciação discreta de primeira
ordem (M − 1)×M , porém, para a reconstrução do fluxo Q2, que não
é suave, utilizamos a SVD usual. Os parâmetros de regularização são
determinados empregando o Prinćıpio da Discrepância. Os métodos de
regularização TGSVD e RT, por sua vez, são implementados utilizando
as rotinas dispońıveis em [39]. O tempo gasto na execução dos métodos
é calculado utilizando a função tic toc do software MATLAB.

Finalmente, a partir do fluxo estimado Q̃, utilizamos o problema di-
reto (2.19) para calcular estimativas discretas da temperatura interna

T̃I e obtemos a aproximação do fluxo convectivo h̃ via a equação (2.33).
A qualidade das reconstruções do coeficiente de transferência será ava-
liada por meio do erro relativo

Eh = ‖hex − h̃‖2/‖hex‖2.
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2.4.1 Desempenho do método descrito no Algoritmo

1

Para gerar dados do experimento numérico, na discretização do pro-
blema direto, consideramos N = 20 para a direção radial no intervalo
[ri, re] e M = 128 para a partição {θi}Mi=0 de [0, 2π]. Com isso, a di-
mensão do sistema (2.19) é M(N + 1) × M(N + 1) = 2688 × 2688.
Por outro lado, para resolver o problema (2.32) via TGSVD e regula-
rização de Tikhonov, a escolha do parâmetro de regularização é feita
pelo principio de discrepância, com a estimativa do erro nos dados,
δ = τNL‖b‖2, sendo usada como dado de entrada. Em todos os casos
usamos τ = 1.01.

Na Tabela 2.2 apresentamos a média do erro relativo EQ correspon-
dente a 50 reconstruções do fluxo Q1. Os valores médios dos parâmetros

ri
TGSVD Tikhonov

NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

0.010 0.014 0.039 0.096 0.017 0.061 0.187
0.011 0.014 0.032 0.080 0.016 0.041 0.149
0.012 0.012 0.031 0.055 0.014 0.041 0.122
0.013 0.010 0.024 0.051 0.011 0.031 0.081
0.014 0.007 0.022 0.031 0.009 0.020 0.042

Tabela 2.2: Erro relativo médio EQ associado aos métodos TGSVD e
Tikhonov na reconstrução do fluxo Q1.

de regularização obtidos no experimento, para o caso ri = 0.012, para
os três ńıveis de rúıdo, são apresentados Tabela 2.3. No caso do parâ-
metro de truncamento, o parâmetro k̄ denota o valor arredondado para
o maior inteiro.

NL1 NL2 NL3

k 6 2 1

λ 0.04 0.94 2.63

Tabela 2.3: Parâmetros de regularização TGSVD e Tikhonov para a
reconstrução do fluxo Q1.

Já na Tabela 2.4, mostramos a média do erro relativo na reconstru-
ção do coeficiente de transferência correspondente, Eh, também para o
caso ri = 0.012, e o tempo de execução, em segundos. Dos resultados,
fica claro que ambos os métodos fornecem boas estimativas do coefici-
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ente hex e que o tempo de execução t̄ é praticamente o mesmo para
cada método. A segunda observação deve-se ao fato de que a maior

quantidade de tempo gasto é no cálculo da matriz pseudoinversa Â
†
.

TGSVD Tikhonov
NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

t̄ 14.92 14.84 14.87 15.30 14.78 14.83
Eh 0.012 0.031 0.054 0.014 0.041 0.123

Tabela 2.4: Erro relativo na reconstrução do coeficiente h e tempo
médio t̄ gasto associados a Q1.

Na Figura 2.5, mostramos os dados de entrada b, b̃, e os fluxo
exato e estimado, Q1 e Q̃1. Este último corresponde ao caso em que
ri = 0.010 e o ńıvel de rúıdo é NL = 5× 10−3.
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Figura 2.5: Esquerda: Dado de entrada exato e perturbado. Centro:
Fluxo exato e reconstrúıdo via TGSVD. Direita: Fluxo exato e recons-
trúıdo via RT.

A conclusão que podemos tirar dos resultados obtidos é que os mé-
todos propostos têm um bom desempenho, pois conseguem recuperar
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boas estimativas do fluxo exato quando os dados possuem baixo ńıvel
de rúıdo e estimativas razoáveis para ńıveis grandes de rúıdo, como
mostra a Figura 2.5.

ri
TSVD Tikhonov

NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

0.010 0.049 0.084 0.146 0.061 0.088 0.152
0.011 0.048 0.081 0.116 0.056 0.084 0.143
0.012 0.047 0.080 0.099 0.052 0.080 0.116
0.013 0.045 0.079 0.098 0.049 0.077 0.096
0.014 0.041 0.076 0.085 0.042 0.073 0.083

Tabela 2.5: Erro relativo médio dos métodos TSVD e Tikhonov para
Q2.

Analogamente, na Tabela 2.5, mostramos a média do erro relativo
EQ na reconstrução do fluxo Q2. Neste caso, como o fluxo é descon-
t́ınuo, os métodos de truncamento e a regularização de Tikhonov são
baseados na SVD usual. Novamente, podemos concluir que os métodos
TSVD e regularização de Tikhonov produzem boas estimativas quando
o ńıvel de rúıdo é pequeno. Porém, a qualidade da aproximação tende
a piorar quando o erro nos dados aumenta, como pode ser verificado
em cada linha da tabela acima. A média dos parâmetros de regulari-
zação para o caso em que ri = 0.012, descrita na Tabela 2.6, mostra
que o parâmetro de truncamento k̄ decresce à medida que o ńıvel de
rúıdo aumenta, enquanto que o parâmetro de regularização λ̄ cresce.
A média do erro relativo na reconstrução do coeficiente convectivo h e
a média do tempo t̄ computacional gasto, em segundos, também para
ri = 0.012, são mostradas na Tabela 2.7. Observamos que as estimati-
vas do erro são muito parecidas para ambos métodos de regularização.

NL1 NL2 NL3

k 12 3 2

λ 0.001 0.028 0.088

Tabela 2.6: Parâmetros de regularização k, λ para a reconstrução do
fluxo Q2 .

Na Figura 2.6 mostramos o fluxo exato Q2 e o estimado Q̃2 para o
caso em que ri = 0.014, para dois ńıveis de rúıdo, NL = 1×10−4, 2.5×
10−3.
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TSVD Tikhonov
NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

t̄ 14.91 14.89 14.91 14.85 15.86 14.85
Eh 0.047 0.079 0.098 0.052 0.080 0.111

Tabela 2.7: Erro relativo Eh e tempo médio t̄ associados a Q2.
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Figura 2.6: Fluxo exato e estimado usando o método TSVD com ńıveis
de rúıdo NL = 1× 10−4 e NL = 2.5× 10−3 respectivamente.

Como observação geral, notamos que o erro relativo da solução apro-
ximada melhora quando o ńıvel de rúıdo é pequeno e o raio interno ri
é próximo do raio externo re. Fisicamente, isto mostra que, para tubos
finos, é posśıvel obter boas estimativas do fluxo Q a partir de dados
com pouco rúıdo e estimativas razoáveis para ńıveis de rúıdo maiores.

2.4.2 Desempenho do método baseado em subespa-

ços

Agora, mostraremos os resultados numéricos obtidos utilizando os
subespaços gerados pelas bases de splines e de Fourier. Os dados de
entrada para o experimento são constrúıdos como descrito anterior-
mente, e os resultados são expressos em termos de médias, também
como no caso anterior. No caso do subespaço gerado pela base de
splines, usamos m = 17, enquanto que, para o subespaço gerado pela
base de Fourier, usamos m = 4. Em todos os casos, o parâmetro de
regularização é determinado pelo prinćıpio da discrepância.

Os resultados correspondentes à reconstrução do fluxo Q1, para dis-
tintos ri e distintos ńıveis de rúıdo, são descritos na Tabela 2.8. Na
Tabela 2.9, mostramos o erro relativo médio Eh e o tempo médio t̄.

Na Tabela 2.10, mostramos os resultados referentes à reconstru-
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ri
Splines-TSVD Splines-Tikhonov

NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

0.010 0.009 0.056 0.140 0.012 0.058 0.136
0.011 0.009 0.055 0.099 0.009 0.055 0.135
0.012 0.008 0.053 0.080 0.007 0.045 0.105
0.013 0.006 0.048 0.061 0.006 0.040 0.080
0.014 0.003 0.027 0.056 0.004 0.024 0.055

Tabela 2.8: Erro relativo médio obtido pelo método Splines-TSVD e
Splines-Tikhonov para Q1.

Splines-TSVD Splines-Tikhonov
NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

t̄ 10.82 10.92 12.03 10.92 10.81 10.80
Eh 0.008 0.053 0.081 0.007 0.046 0.106

Tabela 2.9: Erro médio e tempo médio associado aos métodos Splines-
TSVD e Splines-Tikhonov na reconstrução do coeficiente convectivo.

ção do fluxo Q1, usando o subespaço gerado pela base de Fourier e,
na Tabela 2.11, o tempo médio t̄ gasto na reconstrução do coeficiente
convectivo, para o caso em que ri = 0.012 .

ri
Fourier-TSVD Fourier-Tikhonov

NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

0.010 0.008 0.003 0.145 0.011 0.058 0.205
0.011 0.008 0.056 0.101 0.009 0.054 0.104
0.012 0.008 0.053 0.075 0.007 0.045 0.110
0.013 0.008 0.050 0.061 0.005 0.037 0.031
0.014 0.008 0.026 0.054 0.002 0.026 0.036

Tabela 2.10: Erro relativo médio obtido pelo método Fourier-TSVD e
Fourier-Tikhonov para Q1.
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Fourier-TSVD Fourier-Tikhonov
NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

t̄ 10.46 10.52 10.53 10.56 10.57 10.51
Eh 0.008 0.053 0.076 0.007 0.045 0.111

Tabela 2.11: Erro médio e tempo médio associado aos métodos Fourier-
TSVD e Fourier-Tikhonov na reconstrução do coeficiente convectivo h.

A Figura 2.7, mostra os coeficientes convectivos exato e aproximado,
associados ao fluxo Q1. Os resultados correspondem a uma execução
dos métodos para o caso em que ri = 0.012 e NL = 5× 10−3.
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Figura 2.7: Coeficiente convectivo exato e estimado utilizando os mé-
todos TSVD (esquerda) e regularização de Tikhonov (direita). Parte
superior: regularização com base de splines. Parte inferior: regulariza-
ção com base de Fourier.

Finalmente, para compararmos os tempos de execução do Algoritmo
1, denotado por t̄reg, com aqueles gastos pelos métodos que usam su-
bespaços, denotados por t̄S t̄F, respectivamente, na Tabela 2.12, mos-
tramos os tempos médios gastos na reconstrução do fluxo Q1, para
ri = 0.012. Os resultados mostram que a técnica das aproximações
cont́ınuas consegue boas estimativas da solução, em um tempo relati-
vamente menor devido a que o cálculo das m colunas da matriz Jb em
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(2.39) é de ordem O(M(N+1)) operações, o qual difere do custo de cal-
cular todas as colunas de J em (2.29), que é O(M2(N+1)2) operações.
No entanto, estes métodos numéricos são computacionalmente caros,
pois precisam do cálculo da pseudoinversa de uma matriz de dimensão
M(N+1)×M(N+1). Conclúımos que, para reconstruir a distribuição
do fluxo de calor Q a partir das informações de temperatura, na borda
exterior do tubo, são necessárias O(M3(N+1)3) operações aritméticas.

TSVD Tikhonov
NL1 NL2 NL3 NL1 NL2 NL3

t̄reg 14.92 14.84 14.87 15.30 14.78 14.83
t̄S 10.82 10.92 12.13 10.52 10.81 10.80
t̄F 10.46 10.52 10.53 10.56 10.57 10.51

Tabela 2.12: Comparação do tempo gasto pelos métodos propostos.

No próximo caṕıtulo, desenvolveremos, com base na série de Fou-
rier, um método para calcular estimativas para o fluxo Q a partir da
temperatura na fronteira exterior, que não requer o cálculo da matriz
de sensibilidade. Em particular, demonstraremos que o custo da re-
construção fica em torno de O(M) operações.
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Caṕıtulo 3

Reconstrução do fluxo

baseada em análise de

Fourier

3.1 Sumário e notação

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados teóricos sobre a existência
e unicidade de solução do problema direto (1.1), (1.2) e (1.4), assim
como uma descrição da solução na forma de séries de Fourier. Com
isso, estabeleceremos uma relação entre o fluxo e a temperatura na
borda externa do tubo via um operador linear, compacto, autoadjunto e
injetor. Como principal contribuição, mostramos que o sistema singular
associado é determinado expĺıcitamente e é simples de se avaliar.

Baseados nesses resultados, para o caso de dados exatos, apresenta-
mos uma fórmula expĺıcita da solução do problema inverso. Para o caso
de dados inexatos, apresentamos métodos de reconstrução baseados no
truncamento de uma expansão infinita em valores singulares (TSVE) e
regularização de Tikhonov.

A vantagem dos métodos propostos neste caṕıtulo é que não há ne-
cessidade da resolução de sistemas lineares relacionados ao problema
direto. Dessa forma, são relativamente simples de implementar, além
de computacionalmente baratos quando comparados aos métodos de-
senvolvidos no caṕıtulo anterior.

Daqui em diante, denotamos por H o espaço de Hilbert das fun-
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ções quadrado integráveis em L2[0, 2π] equipado com o produto in-
terno usual 〈·, ·〉 e norma associada ‖·‖H. Também, definimos o espaço
de Hilbert V como sendo o completamento do espaço das funções infi-
nitamente diferenciáveis C∞(Ω) com a norma em coordenadas polares

‖f‖2V =

∫ 2π

0

∫ re

ri

[
f2 +

(
∂f

∂r

)2

+
1

r2

(
∂f

∂θ

)2
]
rdrdθ

a qual provém do produto interno

〈f, g〉V =

∫ 2π

0

∫ re

ri

[
fg +

∂f

∂r

∂g

∂r
+

1

r2
∂f

∂θ

∂g

∂θ

]
rdrdθ

Note que
‖f‖2V = |f |2L2(Ω) + |∇f |2L2(Ω) (3.1)

sendo

|f |2L2(Ω) =

∫ 2π

0

∫ re

ri

f2rdrdθ, |∇f |2L2(Ω) =

∫ 2π

0

∫ re

ri

|∇f |2rdrdθ

e ∇f =
(
fr,

1
r fθ
)
.

3.2 Problema direto: análise de Fourier

Os aspectos teóricos relativos a existência e unicidade de solução
do problema de valor de fronteira (1.1)-(1.3) e, consequentemente, do
problema (1.1), (1.2), (1.4), para o caso em que Ω tem fronteira suave,
podem ser encontrados em várias referências, ver, por exemplo [55,
Teoremas 8.3 e 8.14]. Nesta seção, aproveitando que o domı́nio Ω é
um anel, os aspectos mencionados acima são estudados via análise de
Fourier. Para tanto, visto que o problema inverso depende da solução
do problema auxiliar (1.1), (1.2), (1.4), começamos com a observação
que tal solução pode ser escrita na forma

T = V +W (3.2)

em que V é solução do problema de valor de fronteira

λw
1

r

∂

∂r

(
r
∂V

∂r

)
+ λw

1

r2
∂2V

∂2θ
= 0, ri < r < re, 0 ≤ θ ≤ 2π, (3.3)

λw
∂V

∂r
(re, θ) + αV (re, θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π, (3.4)
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− λw
∂V

∂r
(ri, θ) = Q(θ). 0 ≤ θ ≤ 2π. (3.5)

e W é solução do problema auxiliar

λw
1

r

∂

∂r

(
r
∂W

∂r

)
+ λw

1

r2
∂2W

∂2θ
+ qg(r, θ) = 0, (ri, re)× [0, 2π], (3.6)

λw
∂W

∂r
(re, θ) = α (Tenv −W (re, θ)) , 0 ≤ θ ≤ 2π, (3.7)

− λw
∂W

∂r
(ri, θ) = 0. 0 ≤ θ ≤ 2π. (3.8)

Diferentes maneiras de escrever a solução de (1.1), (1.2), (1.4) podem
ser encontradas em [22, 30]. A seguir, iniciaremos a análise detalhada
dos problemas (3.3)-(3.5) e (3.6)-(3.8). Supondo que as funções V , W
, Vθ e Wθ sejam periódicas de peŕıodo 2π na variável θ, i.e.,

V (r, 0) = V (r, 2π),
∂V

∂θ
(r, 0) =

∂V

∂θ
(r, 2π) ri < r < re. (3.9)

W (r, 0) =W (r, 2π),
∂W

∂θ
(r, 0) =

∂W

∂θ
(r, 2π) ri < r < re.

Como veremos mais adiante, a validade desta hipótese dependerá
de condições de regularidade sobre Q.

3.2.1 Solução do problema de valor de fronteira

homogêneo

Na primeira parte desta seção abordaremos as questões relativas a
existência e unicidade de solução do problema (3.3)-(3.5). Por en-
quanto, construiremos uma solução fraca do problema usando a hipó-
tese que V ∈ C∞(Ω). Para tanto, introduzimos a formulação variacional
associada, como segue. Multiplicando a equação (3.3) por w ∈ C∞(Ω)
e integrando em Ω, tem-se

∫ 2π

0

∫ re

ri

[
∂

∂r

(
r
∂V

∂r

)
w +

1

r

∂2V

∂θ2
w

]
drdθ = 0 (3.10)

Utilizando integração por partes, em cada integrando apresentado
em (3.10), junto com as condições de fronteira (3.4)-(3.5), na primeira
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parcela, tem-se

∫ 2π

0

∫ re

ri

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

wdrdθ =

∫ 2π

0

[

re
∂V

∂r
(re, θ)w(re, θ)− ri

∂V

∂r
(ri, θ)w(ri, θ)

]

dθ

−

∫ 2π

0

∫ re

ri

r
∂V

∂r

∂w

∂r
drdθ

=

∫ 2π

0

[

−re
α

λw
V (re, θ)w(re, θ) +

ri
λw

Q(θ)w(ri, θ)

]

dθ

−

∫ 2π

0

∫ re

ri

r
∂V

∂r

∂w

∂r
drdθ

De maneira análoga, utilizando a condição de periodicidade (3.9)
no segundo integrando de (3.10), tem-se

∫ re

ri

∫ 2π

0

1

r

∂2V

∂θ2
wdθdr =

∫ re

ri

1

r

[
∂V

∂θ
(r, 2π)w(r, 2π) − ∂V

∂θ
(r, 0)w(r, 0)

]
dr

−
∫ re

ri

∫ 2π

0

1

r

∂V

∂θ

∂w

∂θ
dθdr

= −
∫ re

ri

∫ 2π

0

1

r

∂V

∂θ

∂w

∂θ
dθdr

Assim, pelas identidades obtidas acima, definimos a formulação va-
riacional associada ao problema (3.3)-(3.5) como sendo

{
Encontre V ∈ V tal que
a(V,w) = f(w), ∀w ∈ V (3.11)

onde

a(V,w) =

∫ 2π

0

∫ re

ri

r
∂V

∂r

∂w

∂r
+

1

r

∂V

∂θ

∂w

∂θ
drdθ

+

∫ 2π

0

αre
λw

V (re, θ)w(re, θ)dθ

(3.12)

e

f(w) =

∫ 2π

0

ri
λw

Q(θ)w(ri, θ)dθ (3.13)

O próximo passo é mostrar que o problema variacional (3.11) tem
solução única. Mostramos este resultado a partir da seguinte proposi-
ção.
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Teorema 3.2.1. Seja a : V × V → R definida em (3.12) e f : V → R

em (3.13), então a é uma forma bilinear cont́ınua e coerciva e f é linear
e cont́ınuo.

Demonstração.

Sejam V,w ∈ V , no primeiro integrando de (3.12) utilizamos as
desigualdades de Hölder e Cauchy-Schwarz e obtemos

∫ 2π

0

∫ re

ri

r1/2
∂V

∂r
r1/2

∂w

∂r
+

1
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drdθ
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drdθ

)1/2

+

+
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×
(∫ 2π

0
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ri
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∂w
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)2

+
1

r

(
∂w
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)2

drdθ

)1/2

≤ ‖V ‖V‖w‖V .

Na segunda parcela de (3.12), utilizamos as desigualdades de Hölder
e do traço e temos

∫ 2π

0

re
α

λw
V (re, θ)w(re, θ)dθ ≤ re

α

λw
|V (re, ·)|H|w(re, ·)|H

≤ C‖V ‖V‖w‖V ,

onde C > 0. Pelas desigualdades obtidas acima, conclúımos que

a(V,w) ≤ C‖V ‖V‖w‖V , V, w ∈ V

e, portanto, o operador a é cont́ınuo.

Para mostrar que a é coerciva, procedemos por contradição. Supo-
nha que existe uma sequência {vn}n∈N ⊂ V tal que

‖vn‖V = 1, ∀n ∈ N e lim
n→∞

a(vn, vn) = 0. (3.14)
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Dado v ∈ V e o gradiente ∇v =
(
vr,

1
r vθ
)
, então, pela definição de

a, temos

a(v, v) =

∫

Ω

|∇v|2rdrdθ + C

∫

Γe

v2(re, θ)dθ.

Como {vn} é limitada no espaço reflexivo V , existe uma subsequên-
cia que denotamos por {vn} ⊂ V e v ∈ V tal que vn ⇀ v em V .
Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov [15], temos a inclusão compacta
V ⊂ L2(Ω). Segue a convergência vn → v em L2(Ω).

Por outro lado, considerando que vn ⇀ v em V , pela definição de
convergência fraca temos que, para todo w ∈ V

〈vn − v, w〉V → 0, quando n→ ∞

ou seja
∫

Ω

(vn − v)wrdrdθ +

∫

Ω

∇(vn − v).∇wrdrdθ → 0, quando n→ ∞

em particular para w = v. Isto implica que
∫

Ω

|∇v|2rdrdθ = lim
n→∞

∫

Ω

∇v.∇vnrdrdθ ≤ |∇v|L2(Ω) lim
n→∞

|∇vn|L2(Ω)

utilizando (3.14) e pela desigualdade acima obtemos que

|∇v|L2(Ω) ≤ lim
n→∞

|∇vn|L2(Ω) ≤ lim
n→∞

a(vn, vn)
1/2 = 0 (3.15)

então, segue-se que v = c é constante. Além disso, pela convergência
vn → v em L2(Ω) e a expressão (3.15), tem-se

|v|L2(Ω) = lim
n→∞

‖vn‖V = 1

logo c > 0. Por outro lado, da convergência vn → v ∈ L2(Γe) e da
hipótese (3.14), obtemos

C1/2|v|L2(Γe) ≤ lim
n→∞

a(vn, vn)
1/2 = 0

logo c = 0, o que é absurdo. Portanto, a forma bilinear a é coerciva.
Com respeito ao funcional f definido em (3.13), é fácil verificar

que é linear. Para mostrar a continuidade seja w ∈ V e utilizando a
desigualdade do traço obtemos

f(w) =

∫ 2π

0

ri
λw

Q(θ)w(ri, θ)dθ ≤
ri
λw

‖Q‖H‖w‖L2(Γi)
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≤ C‖Q‖H‖w‖V .

�

Pelos resultados obtidos a partir da Proposição 3.2.1, segue, do
Teorema de Lax-Milgram [3], que o problema variacional (3.11) tem
única solução V e satisfaz a estimativa a priori

‖V ‖V ≤ sup
w∈V

a(V,w)

‖w‖V
= sup
w∈V

f(w)

‖w‖V
≤ C‖Q‖H

sendo C > 0 constante. Portanto, obtemos a desigualdade que relaciona
a temperatura V e o fluxo Q

‖V ‖V ≤ C‖Q‖H. (3.16)

Tendo provado a existência da função V , mostraremos que esta fun-
ção pode ser expressa em termos de séries de Fourier. Para tanto, uti-
lizaremos o método da separação de variáveis, como segue.Assumamos
que a solução do problema (3.3)-(3.5) pode ser escrita como V (r, θ) =
X(r)Y (θ). Inserindo este produto em (3.3)-(3.5), obtém-se dois proble-
mas de contorno descritos por equações diferenciais ordinárias, a saber:
o problema de Sturm-Liouville

Y ′′(θ) + γ2Y (θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π (3.17)

Y (0) = Y (2π), Y ′(0) = Y ′(2π) (3.18)

e o problema de Cauchy

r2X ′′(r) + rX ′(r)− γ2X(r) = 0, ri < r < re (3.19)

λwX
′(re) + αX(re) = 0. (3.20)

Cálculos elementares mostram que o problema (3.17)-(3.18) pos-
sui um sistema de autovalores e autovetores associados, os quais tem
as seguintes caracteŕısticas. O primeiro autovalor é γ0 = 0 e seu au-
toespaço associado é span{1}. Os autovalores restantes são γn = n,
n ∈ {1, 2, . . .}, os quais possuem dupla multiplicidade com seu res-
pectivo autoespaço associado span{cos(nθ), sin(nθ)}. Segue-se que, a
solução geral que resolve (3.17)-(3.18) é dada por

Yn(θ) = anRn(θ) + bnSn(θ),
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em que Rn(θ) = cos(nθ), Sn(θ) = sin(nθ). Agora, inserimos os valores
γn no problema de Cauchy (3.19) e obtemos que para γ0 = 0 a solu-
ção correspondente X0(r) ∈ span{1, ln(r)} e pela condição de fronteira
(3.20), esta é obtida explicitamente como sendo

X0(r) = ln

(
r

re

)
− λw
αre

.

Para γn = n, não é dif́ıcil provar que Xn ∈ span{rn, r−n} resolve o
problema (3.19)- (3.20) e é da forma

Xn(r) =
1

rn
+

(
λwnr

−n−1
e − αr−ne

λwnr
n−1
e + αrne

)
rn, n ∈ {1, 2, . . .} (3.21)

Seguindo o prinćıpio da superposição, tem-se que V é dada pela
expressão formal

V (r, θ) = a0X0(r) +

∞∑

n=1

Xn(r) (anRn(θ) + bnSn(θ)) . (3.22)

O próximo passo, é mostrar que V é, de fato, solução fraca do
problema (3.3)-(3.5).

Afirmação 3.2.1. A função V definida em (3.22) é solução do pro-
blema variacional (3.11) e seus coeficientes são

a0 = − 〈Q,R0〉
2πλwX ′

0(ri)
, an = − 〈Q,Rn〉

λwπX ′
n(ri)

, bn = − 〈Q,Sn〉
λwπX ′

n(ri)
,

(3.23)
sendo as funções Rn e Sn definidas previamente

Demonstração. Com efeito, para cada N ∈ {0, 1, 2, . . .}, considere
a soma parcial

QN (θ) =
1

2π
〈Q,R0〉+

1

π

N∑

n=1

〈Q,Rn〉Rn(θ) + 〈Q,Sn〉Sn(θ). (3.24)

É simples verificar que QN converge à Q em H, isto é

QN → Q em H, quando N → +∞
Se considerarmos a função QN , em vez de Q como condição de

fronteira em (3.5), é fácil verificar, nestas condições, que a função

VN (r, θ) = a0X0(r) +

N∑

n=1

Xn(r)(anRn(θ) + bnSn(θ)).
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é solução do problema variacional (3.11).
Agora, passamos a mostrar (3.23). Note que VN ∈ C∞(Ω). Assim,

pela condição (3.5), obtem-se a relação

−λw
(
a0X

′
0(ri) +

N∑

n=1

X ′
n(ri) (anRn + bnSn)

)
= QN (θ), (3.25)

e o resultado segue pela ortogonalidade da base B. Resta apenas
demonstrar que V está bem definida, de fato sejam VN1

, VN2
, com

N1, N2 ∈ N. Como o problema (3.3)-(3.5) é homogêneo, segue-se que
VN1

− VN2
também é solução, com condição de fronteira QN1

− QN2
.

Assim, pela estimativa a priori (3.16), obtemos

‖VN1
− VN2

‖V ≤ C‖QN1
−QN2

‖H. (3.26)

Então, considerando que {QN}N é uma sequência de Cauchy em
H, temos que a sequência {VN}N é uma sequência de Cauchy em V ,
sendo V um espaço vetorial completo. Portanto, a sequência {VN}N é
convergente e seu limite

V (r, θ) = a0X0(r) +

∞∑

n=1

Xn(r)(anRn(θ) + bnSn(θ)) (3.27)

está bem definido.
O próximo passo é mostrar que V é solução fraca do problema

(3.3)-(3.5). Efetivamente, pelo que vimos anteriormente, a função VN
é solução do problema variacional

a(VN , w) = c

∫ 2π

0

QN (θ)w(ri, θ)dθ ∀w ∈ V (3.28)

com c = ri/λw. Considerando que as sequências {VN}N e {QN}N con-
vergem nos espaços V e H, respectivamente, o resultado segue tomando
limite em (3.28) quando N → ∞, isto é

a(V,w) = C

∫ 2π

0

Q(θ)w(ri, θ)dθ, ∀w ∈ V .

Portanto, V é solução fraca do problema (3.3)-(3.5). �

Observação 3.2.1. Como vimos acima, se Q ∈ H, então existe a so-
lução fraca V do problema (3.3)-(3.5) expressa em séries por (3.27).
Uma pergunta natural é: sob qual hipótese esta solução V é solução
forte? No próximo Teorema, demonstraremos resultados de regulari-
dade sobre a função V .
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Teorema 3.2.2. Seja V a função definida em (3.22), então V ∈
C∞(Ω ∪ Γe).

Demonstração. Simples cálculos mostram que a k-ésima derivada
de Xn(r), n ∈ {1, 2, . . .} é dada por

X(k)
n (r) = An,kr

−n−k +
λwnr

−n−1
e − αr−ne

λwnr
n−1
e + αrne

Bn,kr
n−k, n ≥ k

onde Bn,k = n!/(n− k)! e An,k = (−1)k(n+ k − 1)!/(n− 1)!. Então

X
(k)
n (r)

X ′
n(ri)

= −
(ri
r

)n ri
rk

λwn(An,kr
2n
e +Bn,kr

2n) + αre(An,kr
2n
e −Bn,kr

2n)

λwn2(r2ne − r2ni ) + αnre(r2ne + r2ni )
.

Portanto, para k ≥ 1, ℓ ≥ 0 e n ≥ k obtemos

∣

∣

∣
anX

(k)
n (r)R(ℓ)

n (θ)
∣

∣

∣
≤

(ri
r

)n nℓri
λwrk

(λw + αre)(|An,k|+Bn,k(r/re)
2n)

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
‖Q‖H.

(3.29)

onde ρ = ri/re. Então, para cada ǫ ∈]0, re − ri[ e n ≥ k, tendo em
conta que 0 < r/re ≤ 1,

sup
(r,θ)∈[ri+ǫ,re]×[0,2π]

∣∣∣anX(k)
n (r)R(ℓ)

n (θ)
∣∣∣ ≤ ri

αreλwrk
‖Q‖HCn(ℓ, k, ǫ),

(3.30)

onde

Cn(ℓ, k, ǫ) = nℓ−1

(
ri

ri + ǫ

)n
(λwn+ αre)(|An,k|+Bn,k).

Uma estimativa similar se cumpre para
∣∣∣bnX(k)

n (r)S
(ℓ)
n (θ)

∣∣∣. Note
que,

Cn+1(ℓ, k, ǫ)

Cn(ℓ, k, ǫ)
=

(
n+ 1

n

)ℓ−1(
ri

ri + ǫ

)(
λw(n+ 1) + αre
λwn+ αre

)

×
( |An+1,k|+Bn+1,k

|An,k|+Bn,k

)
.

(3.31)

Também,

|An+1,0|+Bn+1,0

|An,0|+Bn,0
= 1,

|An+1,1|+Bn+1,1

|An,1|+Bn,1
=
n+ 1

n
(3.32)
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e, para cada k ∈ {2, 3, . . .},

|An+1,k|+Bn+1,k

|An,k|+Bn,k
=

1

n(n− k + 1)

(n+ k)!(n− k + 1)! + n!(n+ 1)!

(n+ k − 1)!(n− k)! + n!(n− 1)!

=
1

n(n− k + 1)

(n+ 1)!(n− k + 1)!

n!(n− k)!
×

(n+ k)(n+ k − 1) · · · (n+ 2) + n(n− 1) · · · (n− k + 2)

(n− 1 + k)(n− 2 + k) · · · (n+ 1) + (n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

≤ n+ 1

n

(n+ k)k−1 + nk−1

(n+ 1)k−1 + (n− k + 1)k−1

≤ n+ 1

n

(
n+ k

n− k + 1

)k−1

.

(3.33)

Portanto, para (3.32)-(3.33),

lim sup
n→+∞

|An+1,k|+Bn+1,k

|An,k|+Bn,k
≤ 1

e, pela identidade (3.31), obtemos

lim sup
n→+∞

Cn+1(ℓ, k, ǫ)

Cn(ℓ, k, ǫ)
≤ ri
ri + ǫ

< 1

Utilizando o teste da razão para a convergência, conclúımos que a
série, cujo termo geral é limitado em (3.30), é convergente. Consequen-
temente, V ∈ C∞(Ω ∪ Γe) pois a diferenciação da série (3.22) termo
a termo produz uma serie uniformemente convergente em [ri + ǫ, re]×
[0, 2π] para cada ǫ ∈]0, re − ri[, e a prova termina. �

Note que não temos como afirmar nada a respeito da suavidade da
solução V na fronteira interna Γi sem contar com informação a priori
sobre Q. Para contornar esta dificuldade, assumiremos que o fluxo
Q satisfaz certas propriedades, sendo estas baseadas em observações
de dados obtidos experimentalmente [20]. Nosso resultado principal é
descrito no seguinte Corolário.

Corolário 3.2.1. Suponha que Q,Q′, Q′′ ∈ H tal que Q e Q′ são fun-
ções 2π-periódicas. Então a função V , dada em (3.22), resolve o pro-
blema (3.3)-(3.5) no sentido clássico.
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Demonstração. Desde que Q,Q′, Q′′ ∈ H onde Q e Q′ são 2π-
periódicas, pela integração por partes obtemos

〈Q,Rn〉 = −n−2〈Q′′, Rn〉, 〈Q,Sn〉 = −n−2〈Q′′, Sn〉.

Então, fazendo procedimento similar à (3.29), podemos deduzir que

|X ′
n(r)(anRn(θ) + bnSn(θ))| ≤

≤ 2

λwn2

λwn
2(1− (r/re)

2n) + αren(1 + (r/re)
2n)

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
‖Q′′‖H.

(3.34)

mas

λwn
2(1− (r/re)

2n)

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
≤ λwn

2(1− ρ2n)

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
≤ 1

e

αren(1 + (r/re)
2n)

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
≤ 2αren

λwn2(1− ρ2n) + αnre(1 + ρ2n)
≤ 2.

Portanto, de (3.34), segue que

sup
(r,θ)∈[ri,re]×[0,2π]

|X ′
n(r)(anRn(θ) + bnSn(θ))| ≤

6

λwn2
‖Q′′‖L2. (3.35)

A diferenciação termo a termo da série (3.22), com respeito a r junto
com (3.35), mostra que a derivada da série convergem uniformemente
em [ri, re]× [0, 2π]. Então, (3.4)-(3.5) são satisfeitas no sentido clássico
e consequentemente V é uma solução clássica. �

Com os resultados obtidos, no Teorema 3.2.2 sobre a regularidade
de V , mostramos a seguir a relação que constitui a base do método
proposto neste trabalho.

Teorema 3.2.3. Seja A : H → H definido por A(Q) = V |Γe
, onde V é

solução de (3.3)-(3.5). Então, são satisfeitas as seguintes propriedades:

1. A é um operador linear, compacto, autoadjunto, positivo e injetor,
tal que

A(Q) = µ0〈Q,R0〉R0 +

+∞∑

n=1

µn(〈Q,Rn〉Rn + 〈Q,Sj〉Sn) (3.36)
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em que as funções R0(θ) = 1/
√
2π, Rn(θ) = cos(nθ)/

√
π, Sn(θ) =

sin(nθ)/
√
π, para n ≥ 1 e os coeficientes

µn = − Xn(re)

λwX ′
n(ri)

=
2rn+1
i rne

λwn(r2ne − r2ni ) + α(r2n+1
e + rer2ni )

> 0.

(3.37)
para todo n ≥ 0

2. A sequência {µn}∞n=0 é não crescente e é convergente com

lim
n→∞

µn = 0.

3. Os valores singulares de A são dados por (3.37), sendo µ0 auto-
valor simples, associado à função singular R0; e µn, n ≥ 1, au-
tovalor com dupla multiplicidade associado às funções singulares
{Sn, Rn}. Consequentemente, R(A), a imagem de A é caracteri-
zada como sendo

R(A) = {f ∈ H/ 1

µ2
0

〈f,R0〉2+
+∞∑

n=1

1

µ2
n

(
〈f, Sn〉2 + 〈f,Rn〉2

)
<∞}.

(3.38)

Demonstração. Para provar o primeiro item, vemos pela compa-
cidade do operador traço Λ : V → L2(Γi)× L2(Γe), Λ(u) = (u|Γi

, u|Γe
)

[42, pag. 271] e a desigualdade (3.16) que A é um operador linear com-
pacto. A expansão (3.36) com µj em (3.37) resulta de (3.22) e pela
suavidade de V em Ω ∪ Γe. Por outro lado, considerando que µj ∈ R,
segue que A é autoadjunto pelo [56, Teorema 2, p. 10]). Com isso, para
cada Q ∈ H, segue que

〈A(Q), Q〉 = µ0〈Q,R0〉2 +
+∞∑

n=1

µn
(
|〈Q,Rn〉|2 + |〈Q,Sn〉|2

)
≥ 0.

Assim, temos demonstrado que A é um operador positivo. Para provar
a injetividade de A, note que pela completude da base B de H e (3.36),
a equação AQ = 0 implica que Q = 0, i.e., A é injetora.

Para provar o segundo item, note que

µn =
2ri

λwn(ρ−n − ρn) + re(ρn + ρ−n)
,

sendo ρ = ri/re. De fato, como ρ < 1, é fácil verificar que as sucessões
{ρ−n − ρn}∞n=0 e {ρ−n + ρn}∞n=0 são não decrescentes. Isso implica o
que a sequência µn não é crescente e converge a zero quando n→ ∞.
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Para provar o último item, notamos que

AR0 = µ0R0, ASn = µnSn, ARn = µnRn, n ≥ 1

que é um resultado imediato de (3.36), então

A∗(A(Q)) = µ2
0〈Q,R0〉R0 +

+∞∑

n=1

µ2
n(〈Q,Rn〉Rn(θ) + 〈Q,Sn〉Sn(θ)).

Isto mostra que {µ2
n}∞n=0 são os autovalores de A

∗A. A esse respeito,
ver [56, Corolário do Teorema 2]. Portanto, também mostra que µj são
valores singulares de A. A última parte do item segue do Teorema de
Picard [31]. �

Observação 3.2.2. Baseado na definição de µn, é muito simples veri-
ficar que os valores singulares do operador tem decaimento exponencial.
Problemas envolvendo operadores compactos com esse tipo de valores
singulares, são denominados na literatura como problemas severamente
mal postos.

Pelo Teorema acima, segue que existe uma relação entre o fluxo Q e
a temperatura na borda externa V (re, θ). Uma consequência imediata
das propriedades teóricas do operador A é que o fluxo Q pode ser de-
terminado como Q = A−1(V |Γe

) e descrito, explicitamente, em termos
do sistema singular de A e dados de entrada exatos V |Γe

, como veremos
na próxima seção. Finalmente, observamos que o conjunto de funções,
para as quais é garantida a existência do fluxo Q, é determinado pelo
terceiro item do Teorema 3.2.3. De fato, supondo que desejamos re-
solver AQ = f , para que uma solução quadrado integrável Q exista,
a série descrita em (3.38) precisa ser limitada, o que significa que os
coeficientes de Fourier 〈f,Ri〉, 〈S,Ri〉, de f , devem decrescer para zero
mais rápido em comparação com os valores singulares µi. Em termos de
regularidade, isto implica que o subespaço R(A) é formado por funções
muito suaves.

3.2.2 Solução do problema não homogêneo

Começamos assumindo que a função fonte qg não depende da variável
angular. Nesse caso, podemos desprezar as derivadas com respeito a θ
em (3.6), e procurar a soluçãoW como uma função que depende apenas
de r. Procedendo dessa forma, o problema (3.6)-(3.8) transforma-se em
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um problema unidimensional, cuja solução,

W (r) = Tenv +
1

λw

∫ re

r

(
1

s

∫ s

ri

tqg(t)dt

)
ds+

1

αre

∫ re

ri

tqg(t)dt,

pode ser avaliada usando algum método de quadratura. Obviamente,
uma solução desse tipo, envolve a situação particular onde a função qg
é constante e, nesse caso, a solução pode ser escrita como

W (r) = − qg
4λw

(r− r2e) +
qg
2λw

r2i ln(
r

re
) + Tenv +

qg
2αre

(r2e − r2i ). (3.39)

Vale a pena ressaltar que, o caso qg constante aparece frequentemente
em problemas inversos em transferência de calor, nos quais qg é gerado
em laboratório e representa uma fonte de calor uniforme gerado pelo
efeito Joule [30, 52].

A existência e unicidade de solução do problema (3.6)-(3.8), para
o caso do termo fonte qg depender de ambas as variáveis, depende
basicamente de hipóteses de regularidade sobre o fluxo Q, e pode ser
abordado seguindo [55]. Outra alternativa é construir soluções fracas
ou soluções numéricas. A construção de soluções fracas pode ser feita
via formulação do problema variacional,

{
Encontre W ∈ V tal que
a(W,w) = g(w), ∀w ∈ V

sendo a o operador bilinear definido em (3.12) e

g(w) =
1

λw

∫ 2π

0

∫ re

ri

rqg(r, θ)w(r, θ)drdθ +
αreTenv
λw

∫ 2π

0

w(re, θ)dθ,

seguindo o procedimento descrito no caso do problema homogêneo, com
a hipótese adicional da função qg(r, θ) pertencer ao espaço L2(Ω). Ou
seja, baseado no Teorema de Lax-Milgram [3], podemos verificar a exis-
tência de uma única solução fraca do problema (3.6)-(3.8). Porém,
quando o termo fonte depende de ambas as variáveis, na prática, ape-
nas soluções numéricas podem ser constrúıdas e, nesse caso, métodos
numéricos altamente precisos são recomendados. Neste trabalho, para
o caso do termo fonte depender de ambas as variáveis, qg = qg(r, φ),
utilizaremos o método CSP detalhado no caṕıtulo anterior. Com este
procedimento obtemos um sistema matricial

ÂW̃ = ĥ (3.40)
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sendo

Â = (A⊗ IM ) + λw(R
−2 ⊗D(2)), W̃ = [W̃

T

0 , . . . , W̃
T

N ]T, ĥ = P(f − q)

com

W̃j = [W (rj , φ1), . . . ,W (rj , φM )]T, f = [fT1 , . . . , f
T

M ]T , fj = f
(b)
j

e
q = [qT

1 , . . . ,q
T

M ]T, qj = [qg(r0, φj), . . . , qg(rN , φj)]
T.

sendo a componente W̃N o vetor que contém as informações na fronteira
Γe, via o produto W̃N = SeW̃, com Se definido em (2.22). Note também
que no último caso, pelo que foi visto no caṕıtulo anterior, a resolução
do problema (3.40) demandará um custo computacional de O((N +
1)3 ×M3) operações.

Observação 3.2.3. Pelos resultados de existência e unicidade descri-
tos acima, podemos concluir que a função T = V +W é bem definida
e é solução fraca do problema (1.1)-(1.3). Note que do Teorema 3.2.3,
podemos reformular a relação entre o fluxo Q e a temperatura T na
fronteira Γe via a equação

A(Q) = T |Γe
−W |Γe

. (3.41)

Esta relação será a base para estudar o problema inverso, na próxima
seção.

3.3 Problema inverso

Nesta seção, estudamos o problema inverso, que consiste na determi-
nação de aproximações do fluxo de calor Q a partir de dados da tempe-
ratura na fronteira exterior T (re, ·). Para tanto, como ocorre frequen-
temente em problemas inversos em transferência de calor [20,27,52,53],
para simplicidade, assumiremos que a função de fonte qg é constante
em Ω. Assim, utilizaremos a função radial u(r)

.
= W (r) definida em

(3.39). Assim, o problema inverso pode ser formulado através de uma
equação linear via o operador A, definido em (3.36), como sendo

A(Q) = Te − u(re), Te = T (re, θ).

Entretanto, note, pela injetividade de A, que este problema tem, no
máximo, uma solução. Se denotarmos por G = Te − u(re) ∈ R(A),
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então, pelo Teorema de Picard [31], o fluxo Q pode ser escrito como

Q(θ) =

+∞∑

j=0

1

µj
(〈G,Rj〉Rj(θ) + 〈G,Sj〉Sj(θ)) , (3.42)

sendo a convergência na norma ‖ · ‖H. Pela expansão (3.42), temos que
a solução Q é escrita em termos de funções suaves e 2π-periódicas.

No entanto, na prática nos deparamos com dados de entrada arbi-
trários da forma Gδ(θ)

.
= Tδ(re, θ)−u(re), com Gδ /∈ R(A), e estimadas

pelo erro

‖G−Gδ‖H = ‖Te − Tδ‖H ≤ δ, (3.43)

Assim, pelo fato de que o operador A−1 : R(A) → H é descont́ınuo
[31, pag. 38], calcular estimativas da solução Q torna-se complicado,
pois pequenas variações presentes nos dados de entrada podem produzir
grandes perturbações na solução. De fato, se introduzirmos

Qδ(θ) =

+∞∑

j=0

1

µj
(〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)) , (3.44)

por causa do comportamento dos valores singulares, (veja Teorema 3.2.3
item 2), é claro que a série deve divergir ou diferir enormemente deQ(θ).
Para contornar essas dificuldades, usaremos métodos de regularização.

3.3.1 Expansão truncada de valores singulares

O primeiro método, denominado expansão truncada de valores singu-
lares (TSVE) é um método intuitivo que procura mitigar a propagação
do erro Te − Tδ em (3.42) devido a divisão por pequenos valores singu-
lares µj . Assim, a TSVE procura aproximações estáveis para a solução
Q(θ) definindo soluções truncadas dadas por

Qk,δ(θ) =

k∑

j=0

1

µj
(〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)) . (3.45)

Note que, se denotarmos por Qk(θ) a série (3.42) truncada em k termos,
então

Qk,δ(θ) = Qk(θ) +

k∑

j=0

1

µj
(〈Tδ − Te, Rj〉Rj(θ) + 〈Tδ − Te, Sj〉Sj(θ)) .
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A equação acima mostra que Qk,δ pode ser fortemente influenciada pelo
segundo somatório, pois, como a sequência de valores singulares {µj}j
decresce para zero, deve existir um ı́ndice j ≥ j0 tal que µj ≪ ‖Tδ−T ‖2,
ficando evidente que a partir desse ı́ndice a qualidade da soluçãoQk,δ(θ)
deve deteriorar. Dito em outras palavras, a qualidade de Qk,δ(θ) como
aproximação para Q(θ) depende fortemente da escolha do ı́ndice de
truncamento k.

Conforme já mencionado, nesta tese o parâmetro de truncamento
será determinado utilizando o Prinćıpio da Discrepância (DP) de Moro-
zov [31], impondo que o reśıduo da solução aproximada, A(Qk,δ)−Gδ,
seja da ordem do erro presente nos dados. Ou seja, dado τ ≥ 1, esco-
lhemos o ı́ndice de truncamento, denotado por k̂, tal que

k̂ = inf{k ∈ N; ‖A(Qk,δ)−Gδ‖H ≤ τδ} (3.46)

Para referência futura, a norma do reśıduo associado a Qk,δ(θ),
denotado por ‖rk,δ‖H, pode ser expressa como

‖rk,δ‖2H = ‖Gδ −A(Qk,δ)‖2H
= ‖Gδ‖2H −

k∑

j=0

(
〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2

)

=
∞∑

j=k+1

(
〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2

)
.

É importante observar que, por causa do Prinćıpio da Discrepância, o
ı́ndice de truncamento k̂ deve satisfazer a desigualdade

∞∑

j=k̂+1

(
〈Gδ, Ri〉2 + 〈Gδ, Si〉2

)
≤ τ2δ2 ≤

∞∑

j=k̂

(
〈Gδ, Ri〉2 + 〈Gδ, Si〉2

)
.

(3.47)

3.3.2 Análise de erro e taxas de convergência para

TSVE

Nesta última parte estudaremos as taxas de convergência do método
TSVE, associado com o prinćıpio da Discrepância, isto é, a rapidez em
que a solução Qk̂,δ aproxima à função Q. Com este objetivo, assumire-
mos hipóteses de regularidade sobre a função Q, a saber: a condição de
fonte tipo Hölder [31,35] e a condição de fonte Logaŕıtmica [41,44,51].
Como veremos mais adiante, estas condições a priori, são necessárias
para obter a estimativa do erro. Começaremos com a condição tipo
Hölder. Primeiro, descrevemos propriedades desejáveis do fluxo Q.
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Lema 3.3.1. Suponha que Q ∈ R ((A∗A)ν) para algum ν > 0, então a
série

C =
1

µ
2(2ν+1)
0

〈G,R0〉2 +
∞∑

j=1

1

µ
2(2ν+1)
j

(
〈G,Rj〉2 + 〈G,Sj〉2

)
.

é convergente.

Demonstração. Pela hipótese sobre Q, existe um elemento z ∈ H
tal que Q = A2νz. Então, pelo Teorema 3.2.3, item 1, a função Q é
expressa como

Q(θ) = µ2ν
0 〈z,R0〉R0(θ) +

∞∑

j=1

µ2ν
j (〈z,Rj〉Rj(θ) + 〈z, Sj〉Sj(θ)) .

Por outro lado, utilizando (3.42), segue que o fluxo tem a representação
em séries da forma

Q(θ) =
1

µ0
〈G,R0〉R0(θ) +

∞∑

j=1

1

µj
(〈G,Rj〉Rj(θ) + 〈G,Sj〉Sj(θ)) .

Logo, pela ortogonalidade da base B, obtem-se, as seguintes rela-
ções, para cada j ∈ {0, 1, . . .}:

〈z,Rj〉 =
1

µ2ν+1
j

〈G,Rj〉, 〈z, Sj〉 =
1

µ2ν+1
j

〈G,Sj〉. (3.48)

Como z ∈ H, temos

‖z‖2H =

∞∑

j=0

(
〈z,Rj〉2 + 〈z, Sj〉2

)
<∞. (3.49)

O resultado procurado é obtido substituindo as identidades (3.48) em
(3.49). �

O resultado central sobre a qualidade da solução calculada pela
TSVE é descrito no próximo teorema.

Teorema 3.3.1. Suponha que Q ∈ R ((A∗A)ν) para algum ν > 0 e
Tδ ∈ H tal que satisfaz (3.43). Se Qk̂,δ é definida por (3.45), onde o

parâmetro k̂ é determinado por (3.46), então obtemos a seguinte esti-
mativa de erro para a solução regularizada.

‖Q−Qk̂,δ‖H ≤ C
1
2Cτ δ

2ν
2ν+1 , (3.50)

com Cτ = (τ + τ1)
2ν

2ν+1 + (τ − τ2)
− 1

2ν+1 , 0 < τ1, τ2 < 1 e τ ≥ 1.
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Demonstração. Para estimar o erro Q − Qk̂,δ utilizamos a desi-
gualdade triangular

‖Q−Qk̂,δ‖H ≤ ‖Q−Qk̂‖H + ‖Qk̂ −Qk̂,δ‖H. (3.51)

e procedemos a estimar cada uma das normas separadamente. Na pri-
meira parcela, notamos que

‖Q−Qk̂‖2H =

∞∑

j=k̂+1

1

µ2
j

(a2j+b
2
j), aj = 〈G,Rj〉, bj = 〈G,Sj〉. (3.52)

Agora, utilizamos a desigualdade de Hölder

∑

j

αjβj ≤



∑

j

αpj




1/p

∑

j

βqj




1/q

,
1

p
+

1

q
= 1, αj , βj ≥ 0.

com ı́ndices

p = 2ν + 1, q =
2ν + 1

2ν
,

e escolhas apropriadas de αj e βj . De fato, note que o termo geral em
(3.52) pode ser escrito como

1

µ2
j

(a2j + b2j) =

(
1

µ2
j

a
2

2ν+1

j

)(
a

4ν
2ν+1

j

)
+

(
1

µ2
j

b
2

2ν+1

j

)(
b

4ν
2ν+1

j

)
,

então, em (3.52) a desigualdade de Hölder produz

‖Q−Qk̂‖2H ≤




∞∑

j=k̂+1

1

µ
2(2ν+1)
j

a2j




1
2ν+1




∞∑

j=k̂+1

a2j




2ν
2ν+1

+




∞∑

j=k̂+1

1

µ
2(2ν+1)
j

b2j




1
2ν+1




∞∑

j=k̂+1

b2j




2ν
2ν+1

.

Usando, novamente, a desigualdade de Hölder, o lado direito da
desigualdade acima pode ser estimado como

‖Q−Qk̂‖2H ≤ C




∞∑

j=k̂+1

(
a2j + b2j

)



2ν
2ν+1

, (3.53)
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onde C =




∞∑

j=k̂+1

1

µ
2(2ν+1)
j

(
a2j + b2j

)



1
2ν+1

é limitada pelo Lema ante-

rior.

O próximo passo é estimar o segundo fator em (3.53). Para tanto,
denotamos por Pk̂+1 o operador projeção ortogonal de H sobre o su-
bespaço span{Rk̂+1, Sk̂+1, Rk̂+2, Sk̂+2, . . .}, então

∞∑

j=k̂+1

(
a2j + b2j

)
= ‖Pk̂+1(G)‖2H

≤
[
‖Pk̂+1(Te − Tδ)‖H + ‖Pk̂+1(Gδ)‖H

]2

≤ (τ1 + τ)2δ2,

(3.54)

onde temos introduzimos a variável δ1 = ‖Pk̂+1(Te − Tδ)‖H < δ, de-
finido τ1 = δ1/δ e utilizado as condições (3.43) e (3.47). Substituindo
(3.54) em (3.53), segue que

‖Q−Qk̂‖H ≤ C
1
2 (τ1 + τ)

2ν
2ν+1 δ

2ν
2ν+1 (3.55)

Agora, vamos estimar a segunda parcela de (3.51). Note que

‖Qk̂ −Qk̂,δ‖2H =
k̂∑

j=0

1

µ2
j

(
〈Te − Tδ, Rj〉2 + 〈Te − Tδ, Sj〉2

)
≤ δ2

µ2
k̂

.

(3.56)

logo devemos limitar o último termo na desigualdade acima. Para
tanto, procedemos como em (3.54) e utilizamos a condição (3.47), as-

sociado ao ı́ndice de truncamento k̂, e obtemos

τ 2δ2 ≤
∞
∑

j=k̂

(

〈Gδ, Rj〉
2 + 〈Gδ, Sj〉

2)

≤















∞
∑

j=k̂

〈Tδ − T,Rj〉
2 + 〈Tδ − T, Sj〉

2





1/2

+





∞
∑

j=k̂

a2
j + b2j





1/2










2

=











‖Pk̂(Tδ − T )‖H +





∞
∑

j=k̂

a2
j + b2j





1/2










2

.

(3.57)
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Definindo δ2 = ‖Pk̂(Tδ − T )‖H, obtemos a relação

τδ ≤ δ2 +




∞∑

j=k̂

(a2j + b2j)



1/2

⇔ (τ − τ2)
2δ2 ≤

∞∑

j=k̂

〈G,Rj〉2 + 〈G,Sj〉2,

em que τ2 = δ2/δ. Como µk̂ ≥ µj para j ≥ k̂, então

(τ − τ2)
2δ2 ≤

∞∑

j=k̂

(
〈G,Rj〉2 + 〈G,Sj〉2

)

≤ µ
2(2ν+1)

k̂

∞∑

j=k̂

1

µ
2(2ν+1)
j

(
〈G,Rj〉2 + 〈G,Sj〉2

)

≤ µ
2(2ν+1)

k̂
C2ν+1,

e assim

1

µ2
k̂

≤ C(τ − τ2)
− 2

2ν+1 δ−
2

2ν+1 ⇔ δ2

µ2
k̂

≤ C(τ − τ2)
− 2

2ν+1 δ2−
2

2ν+1 .

Substituindo a desigualdade acima em (3.56), obtemos

‖Qk̂ −Qk̂,δ‖H ≤ C
1
2 (τ − τ2)

− 1
2ν+1 δ

2ν
2ν+1 . (3.58)

Finalmente, utilizando as estimativas (3.58) e (3.55) em (3.51), obtemos

‖Q−Qk̂,δ‖H ≤ C
1
2Cτ δ

2ν
2ν+1 , (3.59)

sendo Cτ = (τ + τ1)
2ν

2ν+1 + (τ − τ2)
− 1

2ν+1 . �

Observação 3.3.1. Ressaltamos que a condição de Hölder sobre o
fluxo Q ∈ R ((A∗A)ν) é muito importante neste resultado, pois garante
que a constante C, definida no Lema 3.3.1, é limitada. Além disso,
esta hipótese torna-se natural quando ν = 1/2 (o que produz a taxa do

erro O(δ
1
2 )), pois aqui estaŕıamos exigindo apenas que Q ∈ R(A), o

que é aceitável devido ao fato da solução Q ser expressa na forma de
série infinita em termos de uma base ortonormal de R(A).

Para o caso em que ν > 1/2, a situação é diferente, porque a con-
vergência da série que define a constante C requer que os coeficientes de
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Fourier 〈G,Rj〉, 〈G,Sj〉 decaiam mais depressa do que as potências dos
valores singulares µ2ν+1

j , sendo que estes têm decaimento exponencial.
Isto, somente é posśıvel quando a função G é muito regular. Assim
sendo, hipóteses menos restritivas devem ser procuradas.

Como mencionado acima, a hipótese Q ∈ R ((A∗A)ν) é muito restri-
tiva para problemas mal postos [44,51] cujos valores singulares tem de-
caimento exponential. Na verdade, para problemas deste tipo, é usado
na literatura condições de fonte Logaŕıtmica, isto é, Q ∈M log

p,̺(A) sendo

M log
p,̺(A) definido como

M log
p,̺ (A) =

{
u ∈ H; u = ln−p(A∗A)−1z, ‖z‖H ≤ ̺

}
,

com p > 0 e ̺ > 0. Na sequência, para completude, apresentamos
resultados sobre o assunto extráıdos de [9]. Para tanto, assumimos
que os parâmetros f́ısicos satisfazem ρ < α. Com estas hipóteses, e com
aux́ılio do seguinte Lema mostraremos a estimativa de erro ‖Q−Qk̂,δ‖H
quando o ı́ndice de truncamento k̂ é determinado pelo DP.

Lema 3.3.2. Seja k̂ o ı́ndice de truncamento determinado pelo DP e
assuma que Q ∈M log

p,̺(A). Então, a seguinte estimativa é válida.

(τ − 1)δ ≤ ‖AQk̂−1 −G‖H ≤ ̺µk̂ ln
−p µ−2

k̂
. (3.60)

Demonstração. Seja Pk̂ o projetor ortogonal definido no Teorema

anterior. É simples de verificar a seguinte igualdade:

‖AQk̂−1 −G‖2H =

∞∑

j=k̂

(a2j + b2j) = ‖Pk̂G‖2H, (3.61)

sendo aj = 〈G,Rj〉, bj = 〈G,Sj〉. Como k̂ é escolhido pelo DP, pela
desigualdade (3.47) tem-se:

τ2δ2 ≤
∞∑

j=k̂

(〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, S2
j 〉) = ‖Pk̂Gδ‖2H

≤
(
‖Pk̂(Gδ −G)‖H + ‖AQk̂−1 −G‖H

)2
.

Assim, verificamos que a primeira desigualdade de (3.60) é satisfeita.
Por outro lado, se Q ∈ M log

p,̺ (A), então utilizando a decomposição es-

pectral do operador A∗A, temos que o operador ln−p(A∗A)−1 está bem
definido [31], e obtemos
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Q(θ) = ln−p(A∗A)−1z =
∞∑

j=0

ln−p µ−2
j (〈z,Rj〉Rj(θ) + 〈z, Sj〉Sj(θ))

(3.62)

para algum z ∈ H. Então o reśıduo pode ser expresso como

G−AQk̂−1 = AQ−AQk̂−1 =

∞∑

j=k̂

µj ln
−p µ−2

j (〈z,Rj〉Rj + 〈z, Sj〉Sj) .

Logo, para j ≥ k̂, temos que µj ≤ µk̂; isto implica a desigualdade

ln−p µ−2
j ≤ ln−p µ−2

k̂
. Portanto, obtemos

‖AQk̂−1 −G‖2H =

∞∑

j=k̂

µ2
j

(
ln−p µ−2

j

)2 (〈z,Rj〉2 + 〈z, Sj〉2
)

≤ µ2
k̂

(
ln−p µ−2

k̂

)2
‖z‖2H.

�

Agora faremos uso de um resultado auxiliar mostrado por Mair [44].

Lema 3.3.3. Sejam A, B operadores entre os espaços de Hilbert X, Y
tal que para todo x ∈ R(B∗B)

∫
ϕ(λ−1)λdµx,x(λ) ≤ ‖Ax‖2H,

sendo µx,x a medida espectral de B∗B e ϕ(s) = s exp(−s1/2p). Se para
algum u ∈ X, as seguintes desigualdades ‖Au‖Y ≤ ε e ‖Bu‖Y ≤ 1 são
satisfeitas , então

‖u‖X ≤ ln−p
1

ε2
(1 + o(1)).

Proposição 3.3.1. Assumamos que Q ∈ M log
p,̺(A) e Tδ ∈ H satisfaz

(3.43). Então, dado δ > 0 suficientemente pequeno a seguinte estima-
tiva de erro é satisfeita

‖Q−Qk̂,δ‖H ≤ C ln−p 1

δ
, C = C(p, ̺, τ) > 0. (3.63)
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Demonstração. Para estimar o erro Q − Qk̂,δ, faremos uso da
desigualdade triangular

‖Q−Qk̂,δ‖H ≤ ‖Q−Qk̂‖H + ‖Qk̂ −Qk̂,δ‖H (3.64)

e estimaremos cada termo separadamente. De fato, seja u = ̺−1(Q −
Qk̂) e utilizamos (3.62) obtemos

u(θ) = ̺−1
∞∑

j=k̂+1

ln−p µ−2
j (〈z,Rj〉Rj + 〈z, Sj〉Sj) . (3.65)

Seja B : H → H tal que Bz =
∑∞

j=k̂+1 ln
p µ−2

j (〈z,Rj〉Rj + 〈z, Sj〉Sj).
Então

Bu = ̺−1
∞∑

j=k̂+1

(〈z,Rj〉Rj + 〈z, Sj〉Sj) , (3.66)

então,

‖Bu‖2H = ̺−2
∞∑

j=k̂+1

(
〈z,Rj〉2 + 〈z, Sj〉2

)
≤ ̺−2‖z‖2H ≤ 1. (3.67)

Seja x ∈ R(B∗B) e ϕ, µx,x como no Lema 3.3.3. Então, pela definição
de B temos
∫

ϕ(λ−1)λdµx,x(λ) =
∞
∑

j=k̂+1

ϕ((ln−p µ−2
j )2)(lnp µ−2

j )2
(

〈x,Rj〉
2 + 〈x,Sj〉

2
)

=
∞
∑

j=k̂+1

(ln−p µ−2
j )2 exp(−[(ln−p µ−2

j )2]−1/2p)(lnp µ−2
j )2

(

〈x,Rj〉
2 + 〈x,Sj〉

2
)

=

∞
∑

j=k̂+1

exp(− lnµ−2
j )

(

〈x,Rj〉
2 + 〈x, Sj〉

2
)

≤ ‖Ax‖2H.

Por outro lado, da desigualdade a esquerda de (3.47) e a expressão

Au = ̺−1
(
AQ −AQk̂

)
= ̺−1

∞∑

j=k̂+1

〈G,Rj〉Rj(θ) + 〈G,Sj〉Sj(θ)

implica que

‖Au‖2H = ̺−2‖Pk̂+1G‖2H ≤ ̺−2 (‖Pk̂+1(G −Gδ)‖H + ‖Pk̂+1Gδ‖H
)2

≤ (τ + 1)2̺−2δ2.
(3.68)

57



Logo, pelo Lema 3.3.3 e as expressões (3.67)-(3.68), para δ suficiente-
mente pequeno temos

‖Q−Qk̂‖H = ̺‖u‖H ≤ ̺ ln−p
(

1

(τ + 1)2̺−2δ2

)
(1 + o(1))

≤ 2̺
1

(ln((τ + 1)−2̺2) + ln(δ−2)p)

≤ C(p, ̺) ln−p
(
1

δ

)
. (3.69)

Assim, temos estimado o primeiro termo da desigualdade (3.64).
Para estimar o segundo termo, note que

‖Qk̂ −Qk̂,δ‖2H =

k̂∑

j=0

1

µ2
j

(
〈Tre − Tδ, Rj〉2 + 〈Tre − Tδ, Sj〉2

)
≤ δ2

µ2
k̂

.

(3.70)

Se δ ≤ µ2
k̂
, então obtemos

‖Qk̂ −Qk̂,δ‖H ≤ δ1/2 < ln−p
(
1

δ

)
. (3.71)

caso contrário, se δ > µ2
k̂
, então ln−p µ−2

k̂
< ln−p(δ−1). Utilizando

os extremos de (3.60), obtemos

(τ − 1)
δ

µk̂
≤ ̺ ln−p µ−2

k̂
≤ ̺ ln−p

(
1

δ

)
.

Portanto, obtemos

‖Qk̂ −Qk̂,δ‖H ≤ ̺

τ − 1
ln−p

(
1

δ

)
. (3.72)

O resultado procurado segue de (3.71)-(3.72), (3.70) em (3.64). �

Baseados no método TSVE, descrevemos o Algoritmo TSVE para
determinar a solução regularizada Qk,δ.
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Algoritmo TSVE:
Dados de entrada: δ > 0, Gδ, τ > 1.
Dados de sáıda: Solução regularizada Qk̂,δ.

1. Para k = 0, . . . faça
2. No passo k

(i) Calcule os produtos internos 〈Gδ, Rk〉, 〈Gδ, Sk〉 .
(ii) Calcule µk.

3. Atualize ‖rk,δ‖H
‖rk,δ‖2H = ‖rk−1,δ‖2H −

(
〈Gδ, Rk〉2 + 〈Gδ, Sk〉2

)

4. Indice de truncamento
Se ‖rk̂,δ‖H < τδ, calcule

Qk̂,δ(θ) =
k̂∑

j=0

1

µj
[〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)]

senão
k = k + 1

3.3.3 Regularização de Tikhonov

Como vimos, resolver o problema inversoAQ = Gδ, sendoA um ope-
rador compacto, apresenta dificuldades porque imprecisões nos dados
de entrada podem produzir grandes diferenças entre a solução aproxi-
mada e a solução exata. Para tratar este tipo de situações, na literatura
encontramos métodos de regularização, os quais são empregados para
obter aproximações estáveis da solução.

A ideia básica do método de Tikhonov é substituir o problema ini-
cial por um problema próximo, envolvendo um parâmetro λ junto com
informações a priori da solução exata. Especificamente, o método de
Tikhonov constrói soluções regularizadas dadas por

Qλ,δ = argmin
Q∈H

Fλ(Q), Fλ(Q) = ‖AQ−Gδ‖2H + λ2‖Q‖2H (3.73)

onde λ > 0 é o parâmetro de regularização. A base teórica do método
foi introduzida em [59, 60] e, desde então, vários trabalhos têm sido
desenvolvidos [2,31,35,40]. A função objetivo Fλ(Q) procura um com-
promisso de dois processos: aproximação da solução para os dados en
entrada, e suavidade ou estabilidade da solução. A escolha apropriada
do parâmetro λ faz o balanço nestes processos. Resultados de existên-
cia e unicidade de solução do problema (3.73) podem ser encontradas
em [42]. Além disso, a solução regularizada Qλ,δ satisfaz a equação
normal (

λ2I +A∗A
)
Qλ,δ = A∗Gδ
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e, em consequência, Qλ,δ pode ser escrita como

Qλ,δ = (λ2I +A∗A)−1A∗Gδ

sendo A∗ o operador adjunto de A. Utilizando o sistema singular
{µj , Rj , Sj} do operador compacto A, temos que a solução regulari-
zada Qλ,δ é representada por

Qλ,δ(θ) =

+∞∑

j=0

µj
λ2 + µ2

j

[〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)] . (3.74)

Como podemos observar, a solução regularizada Qλ,δ depende do
parâmetro λ. Se este valor for grande a solução é muito suave. Por
outro, lado se for muito pequeno, a solução é afetada pelo erro contido
nos dados. Na sequência, se Q é a solução do problema sem rúıdo
AQ = G, assumimos que o erro nos dados de entrada satisfaz

‖AQ−Gδ‖H = ‖G−Gδ‖H ≤ δ. (3.75)

Neste trabalho, escolhemos o parâmetro de regularização λ∗ como sendo
a solução da equação não linear

‖AQλ∗,δ −Gδ‖H = τδ, τ > 1. (3.76)

Este critério de escolha se deve a Morozov [31, 46] e, por esta razão, é

chamado prinćıpio da Discrepância de Morozov. É interessante notar
que a solução determinada pelo Prinćıpio da Discrepância estabelece
que o reśıduo da solução regularizada ‖AQλ∗,δ − Gδ‖H deve ser da
mesma ordem do erro presente nos dados (O(δ) ).

Por outro lado, vemos que a solução regularizada Qλ,δ, em (3.74),
e o problema de cálculo de raiz λ∗, em (3.76), requerem cálculos envol-
vendo séries infinitas, que são inviáveis em termos computacionais. Em
vista destas dificuldades, utilizaremos o método de projeção, para gerar
soluções estáveis do problema original, onde o espaço H é aproximado
por uma famı́lia de subespaços encaixados {Xn}n∈N de dimensão finita
em H, cuja união é densa, isto é,

X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ H,
∞⋃

n=1

Xn = H.

As soluções Qn geradas resolvem o problema AnQ = G, sendo An =
APn e Pn : H → Xn é o operador projeção ortogonal de H sobre Xn.
Em geral, a sequência {Qn}n não necessariamente converge a Q. As
condições que garantem a convergência são encontradas em Engl et
al. [31] e mostradas nos seguintes Teoremas.
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Teorema 3.3.2. Seja Q ∈ D(A†) e seja Qn definido como acima

(i) A sequência {Qn}n converge de maneira fraca para Q, Qn ⇀ Q
se e somente se {‖Qn‖H}n é limitada.

(ii) A sequência {Qn}n converge fortemente, isto é, Qn → Q se e
somente se lim sup

n→∞
‖Qn‖H ≤ ‖Q‖H.

Como podemos observar no item (ii), a caracterização da conver-
gência na norma não ajuda muito devido à necessidade de ter a norma
da solução exata ‖Q‖H, a qual, para casos práticos, é desconhecida.
Assim, no seguinte teorema, estabeleceremos uma condição suficiente
para garantir esta convergência.

Teorema 3.3.3. Seja Q ∈ D(A†) e seja Qn definido como acima. Se

lim sup
n→∞

‖(A†
n)

∗Qn‖H = lim sup
n→∞

‖(A∗
n)

†Qn‖H <∞

então Qn → Q.

Para o caso em que os dados Gδ contêm perturbações, utilizaremos
o método de projeção combinado com a regularização de Tikhonov,
sendo os subespaços Xn definidos como

Xn = span{R0, R1, S1, . . . , Rn, Sn}.

Assim, com estas considerações prévias, definimos o problema de
minimização projetado

Q
(n)
λ,δ = argmin

Q∈H

{‖AnQ−Gδ‖2H + λ2‖Q‖2H}. (3.77)

Afirmação 3.3.1. Seja n ∈ N fixo, então a solução Q
(n)
λ,δ do problema

(3.77) é dada por

Q
(n)
λ,δ(θ) =

n∑

j=0

µj
λ2 + µ2

j

[〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)] (3.78)

Demonstração. De fato, como a função Q
(n)
λ,δ é solução do pro-

blema (3.77), temos que esta satisfaz a equação normal

(λ2I + PnA
2Pn)Q

(n)
λ,δ = PnAGδ. (3.79)
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Utilizando a propriedade do sistema singular {µj, Rj , Sj} do opera-
dor A, isto é, ARj = µjRj , ASj = µjSj para j ≥ 0, vemos que cada
termo da equação (3.79) pode ser expresso como

(λ2I + PnA
2Pn)Q

(n)
λ,δ =

∞∑

j=0

λ2[〈Q(n)
λ,δ , Rj〉Rj + 〈Q(n)

λ,δ , Sj〉Sj ]

+
n∑

j=0

µ2
j [〈Q(n)

λ,δ , Rj〉Rj + 〈Q(n)
λ,δ , Sj〉Sj ]

e

PnAGδ =

n∑

j=0

µj [〈Gδ , Rj〉Rj + 〈Gδ, Sj〉Sj ].

Equacionando estas identidades e empregando a ortogonalidade da base
B, obtemos, para j = 0, 1, . . . , n

〈Q(n)
λ,δ , Rj〉 =

µj
(λ2 + µ2

j )
〈Gδ, Rj〉, 〈Q(n)

λ,δ , Sj〉 =
µj

(λ2 + µ2
j)
〈Gδ, Sj〉

e
〈Q(n)

λ,δ , Rj〉 = 0, 〈Q(n)
λ,δ , Sj〉 = 0 j = n+ 1, . . .

Assim, provamos que os primeiros n coeficientes de Fourier de Q
(n)
λ,δ

são não nulas e obtivemos o resultado procurado. �

Neste caso, a determinação do parâmetro de regularização λ, deno-
tado por λ∗n, é feito utilizando o prinćıpio da discrepânçia, como sendo
a raiz do problema

‖AnQ(n)
λ,δ −Gδ‖H = τδ, τ > 1. (3.80)

Para garantirmos que a equação não linear acima tem solução, ob-
serve que o reśıduo da solução

r
(n)
λ = ‖AnQ(n)

λ,δ −Gδ‖2H
pode ser escrito da forma

r
(n)
λ =

n∑

j=0

λ4

(µ2
j + λ2)2

[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2] + ‖(I − Pn)Gδ‖2H

=

n∑

j=0

λ4

(µ2
j + λ2)2

[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2] + ‖Gδ‖2H
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−
n∑

j=0

〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2.

Seja δ
(n)
0 = ‖(I − Pn)Gδ‖H a componente incompat́ıvel de Gδ que não

pertence à imagem de An, então

lim
λ→0

r
(n)
λ = δ

(n)
0

2
e lim

λ→+∞
r
(n)
λ = ‖PnGδ‖2H + ‖(I − Pn)Gδ‖2H = ‖Gδ‖2H.

Além disso, a sequência {δ(n)0 }n∈N é decrescente por definição temos que

lim
n→∞

δ
(n)
0 = 0. Com esta observação, segue-se que a equação (3.80) tem

solução se for satisfeita a seguinte desigualdade

δ
(n)
0 < τδ ≤ ‖Gδ‖H.

Assim, dado δ > 0 vemos que a existência da raiz λ∗n depende da

proximidade de δ
(n)
0 para zero. Porém, temos que r

(n)
λ é crescente para

λ > 0. Com efeito, derivando (3.80) com respeito à λ, temos

d

dλ
r
(n)
λ = 4λ3

n∑

j=0

µ2
j

(µ2
j + λ2)3

[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2] > 0

segue que r
(n)
λ é crescente. Com estes considerações, fazemos uma mo-

dificação do Prinćıpio da Discrepância, de forma análoga à [13], e pro-
curamos as ráızes do problema não linear

R(n)(λ) = τδ, (3.81)

sendo R(n)(λ) =

√
r
(n)
λ − δ

(n)
0

2
. Pelos resultados obtidos acima, segue

que R(n) é crescente com R(n)(µ0) ≥
1

2
‖Gδ‖H. Portanto, as ráızes do

problema (3.81) serão procuradas no intervalo (0, µ0].
Por outro lado, se fixarmos λ > 0 é fácil verificar as seguintes desi-

gualdades:

‖Q(n)
λ,δ‖2H =

n∑

j=0

µ2
j

(λ2 + µ2
j)

2
[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2] ≤ ‖Q(n+1)

λ,δ ‖2H.

e

r
(n+1)
λ − δ

(n+1)
0

2
=

n+1∑

j=0

λ4

(µ2
j + λ2)2

[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2]
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≥
n∑

j=0

λ4

(µ2
j + λ2)2

[〈Gδ, Rj〉2 + 〈Gδ, Sj〉2]

= r
(n)
λ − δ

(n)
0

2
.

Assim, mostramos o Lema a seguir.

Lema 3.3.4. Sejam Q
(n)
λ,δ, R

(n) definidas em (3.78) e (3.81), respecti-
vamente, então são verificadas as seguintes afirmações

(i) Seja n ∈ N fixo, então a função λ 7−→ R(n)(λ) é crescente e o
problema (3.81) tem uma única solução.

(ii) Seja λ > 0 fixo, então, para cada n ∈ N, tem-se

‖Q(n)
λ,δ‖H ≤ ‖Q(n+1)

λ,δ ‖H, R(n+1)(λ) ≥ R(n)(λ).

Teorema 3.3.4. Seja n ∈ N fixo e λ∗n a solução da equação (3.81).
Então a sequência {λ∗n}n∈N é decrescente.

Demonstração. Seja λ∗n solução de (3.81), então R(n)(λ∗n) = τδ e
pelo Lema 3.3.4, temos que

R(n)(λ∗n) = τδ ≤ R(n+1)(λ∗n)

como a função λ 7−→ R(n+1)(λ) é cont́ınua e crescente para λ > 0,
então existe λ∗n+1 > 0 tal que λ∗n+1 ≤ λ∗n e satisfaz R(n+1)(λ∗n+1) = τδ.
Assim, obtemos o resultado. �

Critério de Parada. Note que a sequência de ráızes {λ∗n}n∈N é de-
crescente, limitada inferiormente e, portanto, converge. A partir desta
propriedade, faremos uso do critério de semiconvergência

|λ∗n+1 − λ∗n| < λ∗nTOL,

onde TOL > 0 é o parâmetro de tolerância, para interromper as ite-

rações que geram as soluções {Q(n)
λ∗

n
,δ}n∈N quando a mudança relativa

entre as ráızes consecutivas é pequena.
Utilizamos este critério, pois, intuitivamente, a partir de certo ı́n-

dice n0 ∈ N, os novos valores da sequência {λ∗n}n≥n0
não contribuem

com novas informações para a solução Q
(n)
λ,δ . Com estas observações,

resumimos, no seguinte algoritmo, o método proposto para obter a so-
lução do problema (3.77) como segue
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Algoritmo Tikhonov:
Dados de entrada: δ > 0, Gδ, τ > 1, TOL > 0.

Dados de saida: Solução regularizada Q
(n)
λ,δ .

1. Para n = 0, . . . faça
2. No passo n:

(i) Calcule os produtos internos 〈Gδ, Rn〉, 〈Gδ, Sn〉 .
(ii) Calcule µn.

3. Atualize r
(n)
λ

(i) r
(n)
λ = r

(n−1)
λ +

λ4

(µ2
n + λ2)2

[〈Gδ, Rn〉2 + 〈Gδ, Sn〉2]
−[〈Gδ, Rn〉2 + 〈Gδ, Sn〉2].

(ii) Defina R(n)(λ) =

√
r
(n)
λ − δ

(n)
0

2
.

(iii) Resolva R(n)(λ) = τδ no intervalo I = (0, λ∗n−1].
(iv) Calcule λ∗n

4. Critério de parada
Se |λ∗n − λ∗n−1| < λ∗n−1TOL, então

Q
(n)
λ∗

n
,δ(θ) =

n∑

j=0

µj

µ2
j + λ∗n

2 [〈Gδ, Rj〉Rj(θ) + 〈Gδ, Sj〉Sj(θ)]

senão
n = n+ 1

3.3.4 Custo computacional

Com o propósito de comparar o custo computacional destes méto-
dos com o método pseudo-espectral desenvolvido no caṕıtulo anterior,
começamos observando que a função Qk̂,δ, obtida pelo método TSVE,

precisa do cálculo dos coeficientes 〈Gδ, Rj〉, 〈Gδ, Sj〉, j = 0, . . . , k̂. Estes
são aproximados utilizando a fórmula de quadratura, sendo Gδ substi-
túıda pelo seu interpolador cúbico 2π-periódico. Assim, cada produto
interno envolve O(M) operações; e, consequentemente, a solução regu-

larizada precisa de O(Mk̂) operações, sendo k̂ o parâmetro de trunca-
mento obtido pelo Prinćıpio da Discrepância.

Seguindo a mesma linha de análise, o fluxo Q
(n)
λn,δ

, estimado pelo
método de regularização de Tikhonov, requer O(Mn) operações, sendo
o parâmetro de regularização λn determinado como a solução do pro-
blema não linear (3.80). Este valor pode ser estimado utilizando-se um
método de resolução de ráızes.
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3.3.5 Resultados numéricos

Para testar numericamente os métodos de regularização propostos,
utilizaremos a função de fluxo Q definida em (2.41). Neste caso, a tem-
peratura na borda externa T (re, θ) não possui uma expressão anaĺıtica.
Assim, como dados de entrada usamos valores pontuais da temteratura
T (re, θ) calculados numericamente pelo método de Galerkin, conforme
será descrito no próximo caṕıtulo. Com as informações exatas da tem-
peratura e do fluxo, levamos em consideração a função de dados exatos

G(re, θ) = T (re, θ)− u(re)

sendo u a função definida em (3.39). Passamos a resolver, o problema
de determinar soluções aproximadas de Q(θ) quando os dados da tem-
peratura na fronteira exterior Gδ(re, θ) apresentam perturbações com
respeito aos dados exatos, sendo Gδ constrúıdo como segue.

Considere θi = 2πi/M (i = 0, . . . ,M) pontos igualmente espaçados
em [0, 2π]. Definimos, nos pontos θi, a função de dados perturbados na
fronteira externa Vδ(re, θ) por

Gδ(θi) = G(θi) + ǫi, i = 0, . . . ,M

com ǫi números aleatórios Gaussianos tal que o erro com respeito à
temperatura exata na fronteira Γe satisfaz

‖Gδ −G‖H = ‖Tδ − T ‖H = NL‖G‖H

onde NL denota o ńıvel de rúıdo.
Por outro lado, note que as soluções dadas pelos métodos de regu-

larização descritos acima requerem o cálculo dos coeficientes 〈Gδ, Rj〉
e 〈Gδ, Sj〉, onde Gδ(θ) = Vδ(re, θ)− u(re). Estes produtos internos são
aproximados substituindo Gδ pelo seu spline cúbico interpolador 2π-
periódico, denotado por I(θ), que interpola Gδ nos pontos (θi, Gδ(θi)).
A função I(θ) é definida em cada subintervalo [θi, θi+1], como sendo

Ii(θ) = ai(θ − θi)
3 + bi(θ − θi)

2 + ci(θ − θi) + di, θi ≤ θ ≤ θi+1

para cada i = 0, . . . ,M − 1, sendo os coeficientes ai, bi, ci, di determi-
nados pelas propriedades do interpolador I(θ) nos pontos θi [21], isto
é,

Ii(θi) = Gδ(θi), Ii(θi+1) = Ii+1(θi+1)

I ′i(θi+1) = I ′i+1(θi+1), I ′′i (θi+1) = I ′′i+1(θi+1).
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Com esta abordagem, os produtos internos são estimados em cada su-
bintervalo como segue

〈Gδ, Rj〉 ≈
∫ 2π

0

I(θ)Rj(θ)dθ =
M−1∑

i=0

∫ θi+1

θi

Ii(θ)Rj(θ)dθ,

〈Gδ, Sj〉 ≈
∫ 2π

0

I(θ)Sj(θ)dθ =

M−1∑

i=0

∫ θi+1

θi

Ii(θ)Sj(θ)dθ.

onde, para cada i = 0, . . . ,M − 1, estas últimas integrais envolvem
calcular integrais da forma

∫ θi+1

θi

(θ − θi)
m cos(jθ)dθ,

∫ θi+1

θi

(θ − θi)
m sin(jθ)dθ,

para m = 0, . . . , 3 e j = 0, 1, . . .

Resultados obtidos com TSVE

Neste experimento numérico, consideramos M = 256 pontos para
a partição {θi}Mi=0 de [0, 2π] e τ = 1.01. Mostraremos a eficiência
deste método através do erro relativo da solução aproximada Ek =
‖Qk,δ − Q‖H/‖Q‖H. Este valor representa a média calculada para 50
realizações, utilizando cinco valores do raio interno ri e distintos ńıveis
de rúıdo NL. Na Tabela 3.1, mostramos os resultados obtidos para
diferentes valores do raio interno ri e diferentes ńıveis de rúıdo NL. O
parâmetro de truncamento determinado pelo Prinćıpio da Discrepância
é, na média arredondada para o máximo inteiro, k̂ = 2 em todos os
casos. Utilizaremos cinco valores diferentes para o raio interno ri. Nas
simulações, usamosM = 128 valores de temperatura na parede externa
do tubo.

ri NL = 7.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−3

0.010 0.1266 0.1691 0.2097
0.011 0.0786 0.0850 0.2096
0.012 0.0497 0.0658 0.1874
0.013 0.0496 0.0497 0.1299
0.014 0.0480 0.0496 0.0597

Tabela 3.1: Erro relativo médio do fluxo de distribuição de calor
Qk,δ(θ).
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A Tabela 3.1 mostra que o método TSVE aproxima muito bem o
fluxo exato para o caso em que o ńıvel de rúıdo presente nos dados é
pequeno e tem uma aproximação aceitável quando o ńıvel de rúıdo vai
aumentando. Em particular, no caso em que o raio interno é próximo
do raio externo, obtemos as melhores estimativas.

Com respeito ao tempo de execução, na Tabela 3.2 mostramos a
média do tempo, considerando ri = 0.012 com diferentes ńıveis de
rúıdo. Podemos observar que o tempo gasto pelo método TSVE é curto
e consideravelmente mais rápido em comparação com o método CPS,
pois, neste método, não precisamos construir um sistema matricial nem
calcular a decomposição SVD.

NL = 5.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−3

t 0.19 0.18 0.11

Tabela 3.2: Média do tempo de execução do método TSVE.

Considerando ri = 0.012 e NL = 2.5× 10−3, mostramos, na Figura
3.1, a diferença entre os dados de entrada Gδ e a solução regularizada
Q1,δ, calculada pelo método TSVE. Para este caso em particular, vemos
que os dados Gδ apresentam grandes diferenças com respeito aos dados
exatos G. No entanto, o método consegue determinar, para k̂ = 1, uma
estimativa aceitável do fluxo exato Q.

0 2 4 6
-785

-780

-775

-770

-765
G

Gδ

0 2 4 6
-7000

-6000

-5000

-4000

-3000
Q

Q1,δ

Figura 3.1: Esquerda: Função de temperatura exata G e temperatura
perturbada Gδ. Direita: Fluxo exato Q e recuperado Q1,δ pelo método
TSVE.
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Resultados obtidos com regularização de Tikhonov

Usando um processo análogo ao descrito no método acima, conside-
ramosM = 256 e utilizamos a partição {θi}Mi=0 de [0, 2π]. Tendo-se em

conta que a solução regularizada Q
(n)
λn,δ

depende do parâmetro λ∗n, este
valor é calculado, para cada n, pelo Prinćıpio da Discrepância, que esta-
belece a equação não linear R(n)(λ) = τδ no intervalo (0, λ∗n−1]. Sendo
esta equação resolvida utilizando um método de cálculo de ráızes, como
o método da biseção ou método de Newton [21].

A Tabela 3.3 mostramos a média do erro relativo, Eλ = ‖Q −
Q

(n)
λ∗

n
,δ‖H/‖Q‖H, para 50 simulações e diferentes valores para ri e NL

com τ = 1.01.

ri NL = 7.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−3

0.010 0.0758 0.0942 0.1827
0.011 0.0617 0.0763 0.1562
0.012 0.0490 0.0603 0.1192
0.013 0.0381 0.0453 0.0829
0.014 0.0223 0.0278 0.0489

Tabela 3.3: Erro relativo médio do fluxo de distribuição de calor Q(θ).

Como podemos observar, para um raio fixo o erro relativo aumenta
a medida que o ńıvel de rúıdo nos dados de entrada cresce. Sendo os
melhores resultados obtidos quando o anel é fino.

NL = 7.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−3

λn 1.5× 10−3 1.8× 10−3 3.8× 10−3

n 4 4 3
t 0.39 0.35 0.39

Tabela 3.4: Média do Parâmetro de regularização, do parâmetro de
truncamento e do tempo de execução.

Na Tabela 3.4, mostramos, para ri = 0.012, a média dos parâmetros
de regularização λ, sendo estes obtidos pelo Prinćıpio da Discrepância.
O valor n é a média arredondada, para o maior inteiro próximo, dos
parâmetros de truncamento obtidos pelo critério de parada. No que
diz respeito ao tempo de execução requerido, podemos constatar que a
solução aproximada é calculada rapidamente.

Para o critério de parada, consideramos o valor da tolerância TOL =
0.005. Como podemos observar, o algoritmo escolhe valores pequenos
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de n, o que mostra que as informações relevantes da solução (3.78)
são capturadas utilizando poucos termos. Também, os parâmetros de
regularização crescem com respeito ao ńıvel de rúıdo nos dados. A

Figura 3.2 mostra a solução aproximada Q
(3)
λ3,δ

com ri = 0.012 e ńıvel

de rúıdo NL = 7.5× 10−4.

0 2 4 6
-7000

-6000

-5000

-4000

Q

Q
(3)
λ3,δ

Figura 3.2: Comparação entre o fluxo exato e estimado para ri = 0.012
e ńıvel de rúıdo NL = 7.5× 10−4.

Além disso, ilustramos, na Figura 3.3, o comportamento crescente
das funções λ 7−→ R(n)(λ) em escala logaŕıtmica para n = 0, 10 e 20.
No centro, mostramos uma ampliação das ráızes λ∗n que são geradas
pelas interseções de R(n)(λ) com a reta y = τδ, e, na direita, podemos
observar o comportamento monótono da sequência de ráızes {λ∗n}n∈N;
o que está de acordo com o Teorema 3.3.4.
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Figura 3.3: Funções R(n)(λ) para n = 0, 10 e 20, τδ = 1.96 com
ri = 0.012 (esquerda) e ampliação das ráızes λ∗n (direita). Sequência
{λ∗n}20n=0 (parte inferior).

Conclúımos este caṕıtulo, ressaltando que o estudo teórico do mo-
delo (1.1), (1.2) e (1.4), em espaços funcionais, possibilitou o desen-
volvimento de métodos computacionais eficientes para a reconstrução
do fluxo Q a partir de informações da temperatura na parede externa
do domı́nio. Os métodos desenvolvidos neste caṕıtulo, fornecem boas
estimativas do fluxo Q quando os dados de entrada apresentam peque-
nas perturbações. Além disso, o custo computacional dos métodos é
pequeno quando comparado com o custo do método CPS, pois agora
não há necessidade de resolver sistemas lineares como visto no caṕıtulo
anterior. Observamos que a diferença no tempo computacional dos mé-
todos TSVE e RT é devido a que o último precisa calcular o parâmetro
de regularização λ, utilizando uma rotina para o cálculo de ráızes.
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Caṕıtulo 4

Abordagem via método

de Galerkin

Com o objetivo de amenizar o esforço computacional do método
baseado na análise de Fourier, descrito no caṕıtulo anterior, neste ca-
ṕıtulo, introduziremos um método de estimação baseado no método
de Galerkin para o tratamento numérico do problema direto (1)-(2) e
(4). A abordagem difere daquela dada no caṕıtulo anterior em que o
método é apropriado para casos reais pois está baseado em dados de
temperatura discretos. Em particular, análogo ao método baseado na
técnica pseudo espectral, mostramos que o fluxo discreto pode ser de-
terminado a partir de dados de temperatura discreta na borda exterior
via solução de um sistema linear mal condicionado. Em decorrência do
método, mostraremos que a SVD da matriz do sistema é determinada
explicitamente e sem custo computacional, facilitando em grande ma-
neira a implementação numérica para cálculo da solução regularizada
via os métodos TSVD e RT.

Para ilustrar a eficiência do método, reconstruiremos aproximações
do fluxo de calor Q e do coeficiente convectivo h, para dados sintéti-
cos. Finalmente, aplicaremos este método para reconstruir o fluxo e
o coeficiente convectivo a partir de dados experimentais obtidos por
Bozzoli [20].
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4.1 Problema direto

Como mencionado acima, o método de Galerkin será utilizado para
procurar aproximações da função V em subespaços de dimensão finita.
Para tanto, assumiremos, como no caṕıtulo anterior, que a função V
satisfaz as propriedades de periodicidade dadas em (3.9). Assim, proce-
demos a resolver o problema direto (3.6)-(3.8) a partir das informações
do fluxo Q.

Considere B = {R0, R1, S1, . . .} a base ortogonal em H, sendo as
funções

R0(θ) = 1 e Rk(θ) = cos(kθ), Sk(θ) = sin(kθ), k = 1, . . .

Seguindo o procedimento descrito em [16, 50], procuramos soluções
aproximadas de V da forma

Vm(r, θ) =

m∑

k=0

(vk(r)Rk(θ) + wk(r)Sk(θ)) (4.1)

sendo os coeficientes {vk, wk} funções a serem determinadas da seguinte
maneira. Substituindo Vm em (3.3)-(3.5), após multiplicar por Rk, Sk
e integrar em (0, 2π), obtemos

∫ 2π

0

[
∂

∂r

(
r
∂Vm
∂r

)
+

1

r

∂2Vm
∂θ2

]
Rk(θ)dθ = 0, k = 0, . . . ,m. (4.2)

∫ 2π

0

[
∂

∂r

(
r
∂Vm
∂r

)
+

1

r

∂2

∂θ2

]
Sk(θ)dθ = 0, k = 1, . . . ,m. (4.3)

Como a base B é ortogonal, as equações (4.2)-(4.3) são reduzidas ao
seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO):

r2v′′k (r) + rv′k(r) − k2vk(r) = 0, ri < r < re
r2w′′

k (r) + rw′
k(r)− k2wk(r) = 0, ri < r < re.

(4.4)

Aplicando um processo similar na condição (3.4), obtemos

λwv
′
k(re) + αvk(re) = 0, λww

′
k(re) + αwk(re) = 0. (4.5)

Seja Q̂n o interpolante trigonométrico que passa por (θj , Q(θj)),

j = 0, . . . ,M − 1, sendo θj = 2πj/M (j = 0, . . . ,M − 1). É bem

conhecido que Q̂n é único e dado por [61, Caṕıtulo 3]

Q̂n(θ) =
â0
2

+

n∑

k=1

(
âkRk(θ) + b̂kSk(θ)

)
(4.6)
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satisfazendo Q̂n(θj) = Qj , j = 0, . . . ,M − 1. Os coeficientes âk, b̂k são
dependentes de M (par ou ı́mpar) e podem ser determinados explicita-
mente. Neste trabalho, vamos considerarM ı́mpar, ou seja,M = 2n+1;
então, os coeficientes do polinômio interpolador Q̂n são

âk =
2

M

M−1∑

j=0

QjRk(θj), k = 0, . . . , n,

b̂k =
2

M

M−1∑

j=0

QjSk(θj), k = 1, . . . , n.

(4.7)

Mencionamos que expressões similares podem ser deduzidas para M
par. Para futuras referências, notamos que as expressões em (4.7) se
devem ao fato de que os vetores rk, sk ∈ R

M definidos por

rk = [Rk(θ0), . . . , Rk(θM−1)]
T , k = 0, . . . , n,

sk = [Sk(θ0), . . . , Sk(θM−1)]
T , k = 1, . . . , n

(4.8)

são ortogonais [50] e satisfazem

rTk rk =

{
M se k = 0,
M/2 se k = 1, . . . , n.

sTk sk =M/2, k = 1, . . . , n.
(4.9)

Agora procedemos com a construção de soluções pelo método de
Galerkin, com a observação de que, na condição de fronteira (3.5), o
fluxo de calor Q é substitúıdo pelo seu interpolante trigonométrico.
Dessa forma, para a aproximação Vm satisfazer a condição de fronteira
(3.5) com Q̂n em vez de Q, a seguinte igualdade deve ser satisfeita

−λw
m∑

k=0

(v′k(ri)Rk(θ) + w′
k(ri)Sk(θ)) = Q̂n(θ). (4.10)

Novamente, pela ortogonalidade de {R0, R1, S1, . . . , Rm, Sm}, param >
n, obtemos

{
−λwv′k(ri) = âk/dk, −λww′

k(ri) = b̂k; k = 0, . . . , n
−λwv′k(ri) = 0, −λww′

k(ri) = 0; k = n+ 1, . . . ,m.
(4.11)

sendo dk = 2 se k = 0 e dk = 1 para k = 1, . . . ,m. Assim, a par-
tir de (4.11) e (4.4) vemos que, para determinar os coeficientes vk, wk
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(k = 0, . . . ,m) em (4.1) devemos resolver os seguintes problemas com
condições de fronteira





r2v′′k (r) + rv′k(r) − k2vk(r) = 0, ri < r < re
λwv

′
k(re) + αvk(re) = 0

−λwv′k(ri) = âk.
(4.12)





r2w′′
k (r) + rw′

k(r)− k2wk(r) = 0, ri < r < re
λww

′
k(re) + αwk(re) = 0

−λww′
k(ri) = b̂k.

(4.13)

Se k = 0, utilizando o mesmo procedimento do Caṕıtulo 3 obtemos
que a solução v0 de (4.12) é

v0(r) = â0

(
ri
λw

ln
(re
r

)
+

ri
αre

)

e para k = 1, . . . , n, temos que as soluções vk são da forma

vk(r) = c1,kr
k + c2,kr

−k (4.14)

com coeficientes c1,k e c2,k a serem determinados utilizando as condições
de fronteira dadas em (4.12). Logo, temos que os coeficientes c1,k, c2,k
satisfazem o sistema linear{

c1,kr
2k
e (λwk + αre) + c2,k(αre − λwk) = 0

c1,kr
2k
i − c2,k = −âkrk+1

i /λwk
(4.15)

cujas soluções correspondentes são

c1,k =
âkr

k+1
i (λwk − αre)

λwk[λwk(r2ke − r2ki ) + αre(r2ke + r2ki )]

c2,k =
âkr

2k
e r

k+1
i (αre + λwk)

λwk[λwk(r2ke − r2ki ) + αre(r2ke + r2ki )]
.

Fazendo ρ = ri/re e agrupando os termos em (4.14), obtemos

vk(r) = âkµ̂k(r), k = 0, 1, . . . (4.16)

onde

µ̂0(r) =
ri
λw

ln
(re
r

)
+

ri
αre

µ̂k(r) =

(1− αre
λwk

)ρk
(
r

re

)k
+ (1 +

αre
λwk

)
(ri
r

)k

[λwk(1− ρ2k) + αre(1 + ρ2k)]
ri, k = 1, . . .

(4.17)
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Utilizando procedimentos similares é simples verificar que a solução
de (4.13) é da forma

wk(r) = b̂kµ̂k(r), k = 1, . . . (4.18)

Note que para k = n+ 1, . . . ,m, em (4.14), obtemos de (4.16) e (4.18)
que vk(r) = 0 e wk(r) = 0. Portanto, se m > n, é suficiente considerar
a função Vn em vez de Vm. Estes resultados são resumidos no seguinte
Teorema.

Teorema 4.1.1. Sejam Qj = Q(θj) (j = 0, . . . ,M − 1) os valores dis-
cretos do fluxo em pontos uniformemente espaçados de [0, 2π]. Então,
a solução aproximada de (3.3)-(3.5), obtida pelo método de Galerkin,
é da forma

Vn(r, θ) =
v0(r)

2
+

n∑

k=1

(vk(r)Rk(θ) + wk(r)Sk(θ)) (4.19)

com coeficientes vk, wk dados em (4.16) e (4.18). Além disso, se Q ∈
H, temos

|vk(r)|, |wk(r)| → 0, k → ∞, ∀r ∈ [ri, re]. (4.20)

Demonstração. A afirmação sobre Vn é verdade pela construção.
Para provar (4.20), tomamos o módulo em cada termo e obtemos

|c1,krk| ≤
ri|âk||(λwk − αre)|

λwk(λwk + αre)(1− ρ2k)
ρk
(
r

re

)k
, (4.21)

e

|c2,kr−k| ≤
|âk|ri

λwk(1 − ρ2k)

(ri
r

)k
. (4.22)

Assim, as desigualdades (4.21), (4.22) mostram que se |âk| é limi-
tada, então vk(r) decresce para zero exponencialmente quando k cresce,
∀ r ∈ [ri, re]. Para wk(r), obtemos resultados similares, o que completa
a demonstração. �

Pelo Teorema 4.1.1, temos que os coeficientes vk(r) e wk(r) tornam-
se despreźıveis para grandes valores de k desde que os coeficientes âk
sejam limitados, como acontece quando Q ∈ H. De fato, para este
caso os coeficientes do polinômio interpolador são da O(1/k), o que
é suficiente para garantir que ambos os termos |c1,krk| e |c2,kr−k| se
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tornarão insignificantes para grandes valores de k, devido às condições
(4.21)-(4.22).

Exemplo: Ilustramos esta observação, usando dados discretos Qj as-
sociados ao fluxo definido por

Q(θ) =
3 + cos2(0.5θ)

2α+ 3 + cos2(0.5θ)
, (4.23)

com M = 257 e parâmetros f́ısicos reportados em [20] e mostrados na
Tabela 2.1.

Para este exemplo, é fácil verificar que os coeficientes b̂k = 0, im-
plicando que a solução aproximada (4.19) não contém os termos Sk(θ).
Na Figura 4.1, mostramos o comportamento de |âk| e |vk(r)|, e vemos
que ambas quantidades decaem rapidamente e podem ser desprezadas
a partir de k = 10. Assim, em (4.19), vemos que n = 10 termos são
suficientes para capturar as caracteŕısticas mais importantes da solução
V de (3.3)-(3.5).

0 10 20 30
10-20

10-10

100

|âk|

0 10 20 30

10-20

100
|vk(ri)|
|vk(re)|

Figura 4.1: Comportamento dos coeficientes |âk| e |v̂k(r)| para k =
0, . . . , 30.

Com base nesta observação, na Figura 4.2, mostramos a função V10
e o erro discreto entre V10 e V20. Portanto, conferimos que para este
caso, acrescentar muitos termos em (4.19) não contribui para melhorar
a qualidade da solução aproximada Vn.

É importante destacar que a construção de Vn e o resultado de apro-
ximação dependem do erro de interpolação Q−Q̂n [16,57]. Em termos
de convergência, no ambiente do espaço de funções V introduzido no
Caṕıtulo 2, temos o seguinte resultado de convergência.
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Figura 4.2: Esquerda: Valores da temperatura aproximada obtidas com
V10(r, θ) em [ri, re]× [0, 2π]. Direita: Erro discreto entre ‖V10(ri, θj)−
V20(ri, θj)‖2 soluções aproximadas.

Teorema 4.1.2. Seja Vn(r, θ) definido no Teorema anterior. Então,
Vn(r, θ) converge em V, quando n→ ∞, para a função V que é solução
fraca do problema (3.3)-(3.5).

A demonstração será omitida por ser análoga à prova da afirmação
2.1.1.

Pelos resultados numéricos mostrados acima, observamos que po-
demos construir soluções aproximadas para o problema (1.1)-(1.4) com
excelente qualidade, utilizando a solução de Galerkin Vn, com n mode-
rado, junto com a função W solução de (3.6)-(3.8). De fato, podemos
considerar n suficientemente grande, o que é razoável, pois n está rela-
cionado com a quantidade de dados da temperatura e, então, usar (3.2)
para definir Tn, aproximação de T , como sendo

Tn(r, θ)
.
= Vn(r, θ) +W (r, θ)

=
â0
2
µ̂0(r)R0(θ) +

n∑

k=1

µ̂k(r)
(
âkRk(θ) + b̂kSk(θ)

)
+W (r, θ),

em que µ̂k(r) é definido em (4.17). Neste caso, a solução aproximada
Vn na borda externa r = re, é dada por

Vn(re, θ) =
â0
2
µ0R0(θ) +

n∑

k=1

µk

(
âkRk(θ) + b̂kSk(θ)

)
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sendo os coeficientes µ0 e µk, k = 1, . . . , n, definidos em (3.37). Como
consequência, temos a correspondente aproximação para T (re, θ)

T (re, θ) ≈ Tn(re, θ) =
â0
2
µ0R0(θ)+

n∑

k=0

µk(âkRk(θ)+b̂kSk(θ))+W (re, θ).

(4.24)
Esta identidade será a base para definir o problema inverso na se-

guinte seção.

4.2 Problema inverso

Os resultados obtidos pelos Teoremas na seção anterior, mostram que
podemos construir soluções aproximadas Vn do problema (3.4)-(3.5),
para n suficientemente grande, e por conseguinte estimar aproximações
da temperatura T desde que as informações de W (re, θ) sejam deter-
minadas com alto grau de precisão. Iniciamos esta seção definindo
G(re, θ) = Tn(re, θ)−W (re, θ), e estabelecendo os seguintes objetivos

(i) Determinar os valores da temperatura Tn(r, θj) para todo r ∈
[ri, re].

(ii) Estabelecer um problema matricial

AnQ = G (4.25)

com An ∈ R
M×M , em que Q e G contêm os valores pontuais de Q

e G nos pontos de colocação θj , respectivamente, que permita a
determinação do fluxo nos pontos de colocação de forma eficiente.

Havendo declarado os objetivos da seção, procedemos introduzindo o
vetor G, com entradas Gj := Tn(re, θj) −W (re, θj) = Vn(re, θj), j =
0, . . .M − 1. Utilizando a expressão (4.24) nos pontos de colocação θj ,
temos que os dados de entrada podem ser descritos como

G =




Vn(re, θ0)
...

Vn(re, θM−1)


 = EnDnC (4.26)

em que

En = [
r0
2
, r1, s1, . . . , rn, sn] ∈ R

M×M ,

com rk, sk definidos em (4.8),

Dn = diag (µ0, µ1, µ1, . . . , µn, µn) ∈ R
M×M
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e

C =
[
â0, â1, b̂1, . . . , ân, b̂n

]T
∈ R

M .

Agora, note que, pela propriedade (4.9), a matriz En possui colunas
ortogonais e satisfaz

ET
nEn = diag(M/4,M/2, . . . ,M/2)

.
= D ∈ R

M×M .

A partir dessa relação, junto com (4.6)-(4.7), segue que os coeficientes
do polinômio interpolador satisfazem a relação

C = Dn
−1

D−1En
T
G. (4.27)

Por outro lado, seja G(r) uma função vetorial cujas entradas são

G
(r)
j = Tn(r, θj) −W (re, θj), j = 0, . . . ,M − 1. Seguindo um procedi-

mento similar ao feito acima, obtemos

G(r) = EnDn
(r)

C (4.28)

em que

Dn
(r) = diag (µ̂0(r), µ̂1(r), µ̂1(r), . . . , µ̂n(r), µ̂n(r)) .

Portanto, pela equação (4.27), obtemos

G(r) = ENDn
(r)

Dn
−1

D−1En
T
G. (4.29)

Assim, temos obtido uma equação (4.29) que relaciona a temperatura
na fronteira r = re com qualquer ponto r ∈ [ri, re]. Portanto, temos
atingido o item (i) O item (ii) é atingido utilizando o seguinte Teorema.

Teorema 4.2.1. Utilizando as notações e definições nesta seção, as-
suma que Tn(re, θj) são dados exatos de temperatura na fronteira ex-
terna, sendo θj, j = 0, . . . ,M − 1 os pontos de colocação de Fourier.
Então, o vetor Q de dados pontuais do fluxo Qj de Q, é representado
como sendo

Q = FnD
−1
n FT

nG =
M∑

k=1

fTk G

σk
fk, (4.30)

em que Fn = En

√
D−1 é uma matriz ortogonal e fk denota a k-ésima

coluna de Fn,

σ1 = µ0, σ2i = σ2i+1 = µi, i = 1, . . . , n
σ̂1(r) = µ̂0(r), σ̂2i(r) = σ̂2i+1(r) = µ̂i(r), i = 1, . . . , n

(4.31)
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com µi definido em (3.37). Além disso, o vetor T(r) de valores discretos
de T (r, θj) pode ser descrito como

T(r) =
M∑

k=1

σ̂k(r)
fk
T
G

σk
fk +We (4.32)

sendo We o vetor de dados discretos W (re, θj).

Demonstração. Como a equação (4.27) implica que C = D−1En
T
Q,

substituindo C em (4.26), vemos que Q resolve o sistema linear

AnQ = G, An = EnDnDE
T
n (4.33)

com Fn = En

√
D−1. Note que, por construção, que Fn é uma matriz

ortogonal, portanto a matriz An possui uma decomposição em valores
singulares (SVD) expressa como

An = FnDnF
T
n .

Com este resultado, a expressão (4.30) é deduzida imediatamente. Por
último, a identidade (4.32) segue imediatamente a partir da equação
(4.29) e (4.33). �

Embora tenhamos conseguido uma expressão para determinar o
fluxo discreto, é importante ressaltar que, na prática a temperatura
medida corresponde a T (re, θj) e não a Tn(re, θj). Assim, a hipótese
usada pode ser considerada não realista. Por essa razão, nesta seção
assumiremos as seguintes hipóteses:

a) A função W (re, θ) é simples de calcular ou aproximar com exce-
lente precişão.

b) O erro de aproximação |T (re, θ)− Tn(re, θ)| é despreźıvel e, con-
sequentemente, podemos substituir Tj = T (re, θj) por Tn(re, θj)
sem perda significativa da informação.

É importante mencionar que hipótese em (a) é satisfeita nos pro-
blemas inversos de transferência de calor quando a função de fonte
representa o calor gerado pelo efeito Joule [52]. Para outros casos a
solução W (re, θ) deve ser calculado mediante métodos com alto grau
de aproximação, como por exemplo, pelo método CPS, estudado no
segundo caṕıtulo.
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Com relação a hipótese b), note que os coeficientes vk, wk torna-se
insignificantes para pequenos valores de k (Teorema 4.1.1). Portanto,
esta hipótese é satisfeita para n suficientemente grande, e não é res-
tritiva na prática, devido a potencialidade dos atuais equipamentos de
medição [20, 26].

Quanto aos aspectos práticos do processo de inversão, não podemos
esquecer que, na prática, os dados obtidos a partir de medições de tem-
peratura apresentam perturbações da forma Tδ(re, θj) = T (re, θj)+ ǫj ,
j = 0, . . . ,M − 1, sendo ǫj o rúıdo presente na j-ésima componente.
Estas imprecisões geram sérias dificuldades no cálculo da solução do
problema (4.33) quando Gδ é usado em lugar de G, devido que a matriz
An é severamente mal condicionada, caracterizada pelo rápido decres-
cimento dos valores singulares σk, como mostra a Figura 4.3.
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Figura 4.3: Decaimento dos valores singulares σk para 25 termos.

4.3 Reconstrução do coeficiente de trans-

ferência de calor

Nesta seção, descrevemos como utilizar o método descrito acima para
estimar o coeficiente de transferência de calor h(θ), a partir de dados
experimentais na fronteira externa. Conforme descrito na introdução,
veja equação (1.5), este procedimento depende da disponibilidade do
fluxo Q e da temperatura na borda interna T (ri, θ) e, quando ambas
quantidades estão dispońıveis, o coeficiente h pode ser determinado
como

h(θ) =
Q(θ)

Tb − T (ri, θ)
, Tb 6= T (ri, θ).
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Obviamente, esta abordagem tem a dificuldade natural que, na prá-
tica, estimar a temperatura na parede interna do tubo não é uma ta-
refa simples, pois em muitos casos a geometria do duto impossibilita a
incorporação de sondas. Uma das contribuições deste trabalho é que,
além de recuperarmos estimativas do fluxo Q, conseguimos contornar
as dificuldades apontadas acima, aplicando o método de Galerkin para
estimar a temperatura discreta em qualquer parte do domı́nio.

Assim, para a reconstrução do coeficiente convectivo procedemos da
seguinte maneira: com os dados de entrada Gδ, denotamos por Qestim a
solução calculada pelos métodos de regularização TSVD e RT associa-
dos ao problema inverso (4.33). Na sequência, usando (4.33) calculamos

Gestim = AnQestim

e, usando o Teorema 4.2.1, estimamos a temperatura em r = ri como

TI
.
= Testim(ri) =

M∑

k=1

σ̂k(ri)
fk
T
Gestim

σk
fk +We.

Finalmente, recuperamos o vetor hestim que aproxima o coeficiente h,
da forma

[hestim]j =
[Qestim]j

Tb − [Testim(ri)]j
, j = 0, 1, . . . ,M − 1. (4.34)

4.3.1 Resultados numéricos

Ilustraremos a eficiência do método proposto utilizando dados sinté-
ticos divididos em dois casos.

Caso 1: Fonte constante. Neste experimento, utilizamos a equa-
ção (4.32) para gerar a temperatura discreta T(r), no domı́nio [re, ri],
correspondente às informações discretas do fluxo de distribuição Q, de-
finido por

Q(θ) = −3250− 1265 exp(cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π (4.35)

A escolha do fluxo Q é pela sua semelhança com fluxos experimentais
no interior de tubos espiralados obtidos por Bozzoli et al. [20]. Também
denotamos por hexact, o vetor associado ao coeficiente de transferência
de calor definido como

hj =
Qj

Tb − TIj

, j = 0, 1, . . . ,M − 1.
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Neste caso particular, como a fonte qg é constante, utilizaremos a
função radial u dada em (3.39) como parte da solução do problema
direto

u(r) = − qg
4λw

(r2 − r2e) +
qg
2λw

r2i ln(r/re) + Tenv +
qg

2αre
(r2e − r2i ),

Os parâmetros f́ısicos utilizados neste modelo são definidos na Tabela
2.1.

No problema inverso utilizaremosM = 127 pontos de colocação θj e
constrúımos o vetor de fluxo de calor Q com componentes Qj = Q(θj) e
o vetor de temperatura na fronteira exterior TE = T(re), via a equação
(4.32). Com estas informações, geramos o vetor

G = TE − u(re)1

sendo 1 ∈ R
M o vetor com componentes iguais à unidade.

Nosso método é testado utilizando o vetor com dados perturbados
Gδ, constrúıdo da forma

Gδ = G+ (NL‖G‖2) e, ‖e‖2 = 1

sendo NL o ńıvel de rúıdo e e é o vetor de rúıdo cujas entradas são
números aleatórios Gaussianos. Assim, o erro nos dados é calculado
exatamente como

δ = ‖G− Gδ‖2 = ‖T− Tδ‖2 = NL‖G‖2.

A eficiência destes métodos apresentados é quantificada pelo erro
relativo no fluxo e pelo erro relativo no coeficiente convectivo definidos
por

EQ =
‖Q− Qestim‖2

‖Q‖2
, Eh =

‖h− hestim‖2
‖h‖2

sendo Qestim a solução obtidas pelos métodos TSVD e RT, e hestim o vetor
definido em (4.34), respectivamente. As estratégias de regularização são
implementadas numericamente utilizando o pacote de Hansen [38], onde
os parâmetros de truncamento e de regularização são determinados pelo
Prinćıpio da Discrepância, respectivamente.

Resultados obtidos pela TSVD

Na Tabela 4.1 mostramos o erro relativo das soluções calculadas pelo
método TSVD. A qualidade da solução é medida em termos do erro
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relativo médio En = ‖Q(n∗)
δ − Q‖2/‖Q‖2 e representa a média de 50

realizações, para vários valores do raio interno ri e ńıveis de rúıdo NL.
O parâmetro n∗max representa o máximo valor dos parâmetros calculados
em todas as realizações. O parâmetro de regularização é determinado
pelo Prinćıpio da Discrepância, com τ = 1.01 .

ri NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

0.010 0.0117 0.0494 0.2132
0.011 0.0099 0.0441 0.1925
0.012 0.0090 0.0240 0.1171
0.013 0.0086 0.0134 0.1044
0.014 0.0047 0.0096 0.0579

Tabela 4.1: Erro relativo médio calculado pelo método TSVD.

Verificamos, pelos resultados obtidos na Tabela 4.1, que o grau de
aproximação do método TSVD é bom no caso em que o domı́nio anular
é fino e os dados contêm baixo ńıvel de rúıdo, e é aceitável para tubos
com maior espessura. Na Figura 4.4 ilustramos esta aproximação, onde
mostramos os resultados para uma execução a solução estimada pelo
método TSVD para ri = 0.012 e dois ńıveis de rúıdo NL = 2.5× 10−4,
NL = 2.5 × 10−2. Podemos observar que quando os dados contém
pequenas perturbações a solução recuperada aproxima bem a solução
exata.
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Figura 4.4: Fluxo de calor exato e aproximado para ri = 0.012 e ńıvel
de rúıdo NL = 2.5× 10−4 (esquerda), NL = 2.5× 10−2 (direita).

Na Tabela 4.2 mostramos o máximo ı́ndice de truncamento nmax de-
terminado pelo prinćıpio da Discrepância junto com a média do tempo
de execução t e a média do Erro relativo do coeficiente convectivo Eh.
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NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

n∗max 4 4 2
t 0.0751 0.059 0.0777
Eh 0.0090 0.0226 0.1178

Tabela 4.2: Índice de truncamento n∗max, média de tempo de execução
(em segundos) do método TSVD e do erro Eh para ri = 0.012.

A Tabela 4.2, mostra que o ı́ndice de truncamento n∗max determi-
nado pelo DP é estimado usando subespaços de baixa dimensão, para
distintas ordens do ńıvel de rúıdo. Isso implica o cálculo das soluções
regularizadas é feito em tempo despreźıvel. Assim, vemos que o método
de Galerkin apresenta grandes vantagens devido a facilidade com que
a decomposição SVD da matriz sistema linear (4.33) é constrúıda

Resultados obtidos via Regularização de Tikhonov

Procedendo como acima, na Tabela 4.3 mostramos a qualidade da so-
lução fornecida pelo método de regularização de Tikhonov em termos
do erro relativo médio Eλ = ‖Qλ,δ − Q‖2/‖Q‖2 associado a 50 realiza-
ções, para distintos valores de ri e ńıveis de rúıdo NL. O parâmetro de
regularização λ∗ é calculado pelo prinćıpio da discrepância, isto implica
resolver a equação não linear R(λ) − τ2δ2 = 0, via um método para
calcular ráızes, com R definida em (A.11).

ri NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

0.010 0.0197 0.0386 0.1961
0.011 0.0172 0.0335 0.1835
0.012 0.0147 0.0296 0.1656
0.013 0.0116 0.0231 0.1370
0.014 0.0083 0.0169 0.0901

Tabela 4.3: Erro relativo médio na reconstrução do fluxo de calor cal-
culado pelo método RT.

Como podemos observar, o método RT aproxima bem o fluxo no
caso em que o ńıvel de rúıdo é pequeno, e para o caso em que NL =
2.5× 10−2 as aproximações são aceitáveis.

A Tabela 4.4 mostra a média dos parâmetros obtidos de todas as
realizações. Note que, estes valores crescem com respeito ao ńıvel de
rúıdo devido a que para valores grandes de NL é requerido maior re-
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NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

λ 3.82× 10−4 7.73× 10−4 7.85×10−3

t 0.086 0.0801 0.086
Eh 0.0148 0.0298 0.1672

Tabela 4.4: Média do parâmetro de regularização λ, tempo de execução
e Erro do coeficiente h para ri = 0.012.

gularização. Com respeito ao tempo gasto, vemos que o método RT
consegue calcular a solução aproximada em um tempo semelhante aos
resultados obtidos pelo método TSVD. Conclúımos que o método de
Galerkin associado à RT é uma excelente alternativa para resolver o
problema inverso, com a caracteŕıstica de melhorar a performance de
ambos os métodos, CPS e Análise de Fourier, estudados nos caṕıtulos
anteriores.

Caso 2: Fonte variável. Agora mostraremos os resultados numéri-
cos para o caso em que a fonte de calor qg depende das variáveis r, θ.
Para tanto, definimos a função qg utilizando o problema direto de valor
de fronteira (1), (2) e (4), sendo as funções de temperatura T e o fluxo
de calor Q definidas da seguinte maneira

T (r, θ) =
Q(θ)

α
exp

(
− α

λw
(r − ri)

)
+ Tenv,

Q(θ) =
3 + cos2(0.5θ)

2α+ 3 + cos2(0.5θ)
.

(4.36)

Neste experimento, os parâmetros f́ısicos são escolhidos como:

ri = 0.4, re = 0.9, Tb = 55, Tenv = 10, α = 8, λw = 5.

Como a função de fonte qg depende das variáveis r, θ, os dados exatos
na fronteira Γe são obtidos da forma G(re, θj) = T (re, θj) −W (re, θj)
(j = 0, . . . ,M − 1).

Vale ressaltar que, como W depende das variáveis r e θ, esta fun-
ção será aproximada de forma discreta utilizando o problema auxiliar
(3.40), baseado no método CSP, sobre uma malha de (N +1)×M com
N par e M = 2N . Consideraremos N = 28 pontos na direção radial e
M = 56 na direção θ.
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Fixados os dados exatos, procederemos de forma similar ao caso an-
terior, construiremos dados perturbadosGδ e procuraremos estimativas
do fluxo para vários ńıveis de rúıdo NL = 2.5× 10−4, 10−3, 2.5× 10−2.
A precisão dos métodos de regularização TSVD e RT são quantifica-
das via a média do erro relativo para o fluxo, denotado por EQ e o
erro relativo do fluxo Eh. Também apresentamos uma Tabela com o
tempo de execução para cada método de regularização e os parâmetros
de regularização para cada método.

Resultados obtidos via TSVD

Nesta subseção, mostramos os resultados obtidos utilizando o método
TSVD para reconstruir estimativas discretas do fluxo Q e do coefici-
ente h, no caso em que a fonte de calor qg(r, θ). Na seguinte tabela,
mostramos a média do erro relativo para 50 realizações com diferentes
valores do ri e valores do ńıvel de rúıdo.

ri NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

0.4 2.33× 10−4 1.01× 10−3 8.42× 10−2

0.5 1.44× 10−4 9.81× 10−4 7.57× 10−3

0.6 1.28× 10−4 4.95× 10−4 5.75× 10−3

0.7 8.43× 10−5 4.54× 10−4 6.43× 10−3

0.8 6.88× 10−5 3.01× 10−3 5.54× 10−3

Tabela 4.5: Erro relativo médio na reconstrução do fluxo de calor cal-
culado pelo método TSVD.

Podemos observar, pelos resultados obtidos, que o grau de aproxi-
mação da solução calculada pelo método TSVD é muito bom, sendo
obtidas as melhores estimativas quando o raio interno é próximo de
re = 0.9. Por outro lado, na Tabela 4.6, mostramos a performance
deste método em termos do tempo de execução. Comparado com o
caso de fonte constante, vemos que o tempo gasto do método é consi-
deravelmente maior. Isto é devido a que o vetor We associado à função
W (re, θ) é determinado pelo método CPS. Além disso, a partir do erro
associado ao fluxo convectivo h, vemos que o método TSVD consegue
recuperar estimativas aceitáveis para diferentes ńıveis de rúıdo NL.

Os resultados obtidos nas tabelas acima, são ilustrados na Figura
4.5, onde mostramos a diferença entre as soluções exata e recuperada
(para uma iteração). Principalmente, notamos que existe diferença
notável entre a temperatura discreta TI, na fronteira Γi, e a tempe-
ratura Testim(ri) calculada pelo Teorema 4.2.1. Além disso, temos que
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NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

n∗max 8 6 5
t 18.56 18.13 18.41
Eh 6.6× 10−3 6.5× 10−3 7.9× 10−3

Tabela 4.6: Média do parâmetro de truncamento n∗max, tempo de exe-
cução e Erro do coeficiente h para ri = 0.6.

‖Testim(ri)−TI‖ = O(10−2). Esta dificuldade é superada quando o raio
interno ri é muito próximo de re.
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Figura 4.5: Comparação entre as estimativas do fluxo de calor (es-
querda), coeficiente convectivo (direita) e temperatura na fronteira in-
terna (abaixo).

Resultados obtidos via regularização de Tikhonov

Seguindo um procedimento similar ao descrito acima, mostramos os
resultados obtidos pelo método RT para calcular aproximações discretas
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do fluxo Q e do coeficiente h. Na Tabela 4.7 mostramos a média do erro
relativo para 50 realizações, usando diferentes valores do ri e diferentes
valores do ńıvel de rúıdo.

ri NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

0.4 4.15× 10−3 6.75× 10−3 2.15× 10−1

0.5 4.29× 10−3 7.38× 10−3 4.57× 10−2

0.6 3.93× 10−3 8.09× 10−3 4.42× 10−2

0.7 4.38× 10−3 9.79× 10−3 5.01× 10−2

0.8 5.37× 10−3 1.01× 10−2 5.74× 10−2

Tabela 4.7: Erro relativo médio da distribuição do fluxo de calor cal-
culado pelo método de Tikhonov.

Os resultados obtidos mostram que o método RT calcula as es-
timativas com erro relativo com ordem O(10−3) para ńıvel de rúıdo
pequeno. Isso sugere que, para efeitos de reconstrução, é prefeŕıvel o
método TSVD, pois, como temos visto, este utiliza menos colunas da
matriz Fn para estimar o vetor Qestim do que o método RT.

Na Tabela 4.8 mostramos o tempo gasto pelo método RT, assim
como o erro relativo associado ao fluxo convectivo h para ri = 0.6.

NL = 2.5× 10−4 NL = 1× 10−3 NL = 2.5× 10−2

λ 9.70× 10−4 1.86× 10−3 8.27× 10−3

t 13.03 13.13 14.41
Eh 3.94× 10−3 8.10× 10−3 4.43× 10−2

Tabela 4.8: Média do parâmetro de regularização λ, tempo de execução
e Erro do coeficiente h para ri = 0.6.

4.4 Reconstrução do fluxo de calor e co-

eficiente convectivo a partir de dados

experimentais

Nesta seção, aplicamos o método proposto para estimar o coefici-
ente de transferência de calor h(θ), em tubos espiralados, a partir de
dados experimentais obtidos por Bozzoli et. al., [20], os dados que se-
rão utilizados consistem em 276 pontos uniformemente espaçados com
seus correspondentes valores de temperatura, obtidos com uma câmera
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infravermelha na parede exterior do tubo de aço inoxidável, sob con-
dições de aquecimento uniforme, gerados pelo efeito Joule na parede
interna (isto é qg é constante). Neste experimento, com exceção que o
raio interno e externo são ri = 0.008 mm e re = 0.009 mm os outros
parâmetros f́ısicos utilizados são apresentados na Tabela 2.1. Os dados
obtidos pela câmera infravermelha, são mostrados na Figura 4.6 (lado
esquerdo), no lado direito são mostradas as temperaturas reconstrúıdas
TE e TI utilizando (4.32).
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Figura 4.6: Esquerda: Temperatura experimental. Direita: Tempera-
tura recuperada nas fronteiras interna e externa.

Os dados de entrada mostram claramente que a distribuição de tem-
peratura possui uma variação importante ao longo da circunferência e
que o gradiente de temperatura é quase despreźıvel ao longo do eixo do
tubo. Esta observação verifica que o modelo bidimensional é adequado
para este tipo de problemas.

Voltando ao nosso procedimento, sabemos que para a implementa-
ção do prinćıpio da discrepância precisamos estimar a norma de erro
nos dados. Esta medida do erro foi calculada medindo a distribuição da
temperatura da superf́ıcie, mantendo a parede do tubo em condições
isotérmicas. Numericamente, o parâmetro de truncamento associado
ao método TSVD é n = 11 e o parâmetro correspondente ao método
RT foi λ = 1.2093 × 10−4. Com o fluxo de calor Qestim, determinado
pelos métodos de regularização, o coeficiente de transferência de calor
é calculado conforme (4.34). As estimativas obtidas do fluxo Qestim e o
coeficiente hestim são mostradas na Figura 4.7

Como podemos observar, os resultados obtidos concordam bem com
os obtidos em [20], onde o problema direto é resolvido pelo método de
elementos finitos e o fluxo de calor é determinado pela resolução de um
problema linear de quadrados mı́nimos regularizados, onde a matriz
do problema é a matriz de sensibilidade. Neste caso, o método RT é
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Figura 4.7: Estimativas do fluxo Q (esquerda) e do coeficiente h (di-
reita) a partir de medidas experimentais.

acoplado com o método do ponto fixo para determinar o parâmetro de
regularização [5, 6].

Os dados de temperatura calculados pelo método TSVD são obti-
dos truncando a soma dada em (4.32) para n termos; e são comparados
com os dados experimentais na Figura 4.6 (direita). Os resultados mos-
tram que ambas aproximações de temperatura ajustam bem os dados
experimentais.

Conclúımos esta seção com resultados de aproximação para fluxo de
calor Q e coeficiente de transferência de calor assimétricos. Para tanto,
utilizamos dados experimentais fornecidos por M. J. Colaço [30]. Neste
caso, o conjunto de dados consiste em 201 valores de temperatura obti-
das pela câmera infravermelha, com as mesmas condições experimentais
descritos acima e para os parâmetros f́ısicos

qg = 4.78× 106, Tb = 21.57, Tenv = 23.85, α = 5, λw = 15.

Os dados experimentais de temperatura para este exemplo numérico
são mostrados na Figura 4.8

Os dados de temperatura estimada são mostrados a direita. Como
vimos acima, os resultados mostram que as temperaturas obtidas apro-
ximam bem os dados experimentais. Note que os valores de tempera-
tura na fronteira interior e exterior são muito similares. Isto é, devido a
que a espessura do tubo é muito pequena, re − ri = 0.001. Finalmente
o fluxo de calor reconstrúıdo e o coeficiente de transferência de calor
são mostrados na Figura 4.9

Na comparação realizada, o método proposto mostrou-se adequado
para funções de temperatura não simétricas. Além disso, o coeficiente
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para o caso assimétrico.
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Figura 4.9: Fluxo estimado Q (esquerda) e coeficiente de transferência
de calor h (direita) a partir da temperatura experimental para o caso
assimétrico.

h obtido pelos métodos TSVD e RT são muito similares aos mostrados
em [30, Figura 6]
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Caṕıtulo 5

Conclusões e trabalho

futuro

Neste trabalho, estudamos o problema de reconstruir o coeficiente con-
vectivo h, para a equação de Poisson num domı́nio anular, a partir de
informações de temperatura na borda externa de um tubo. O estudo
do problema foi motivado por inúmeras aplicações industriais tais como
pasteurização de alimentos e corrosão de materiais entre outros, sendo
o coeficiente de interesse, embutido como dados de fronteira do tipo
Robin vinculado a um modelo 2D descrito pela equação de Poisson em
coordenadas polares em uma região anular.

Para tanto, utilizamos a técnica de linearização e estudamos a re-
construção do fluxo Q, que aparece embutido no modelo como condição
de fronteira do tipo Neumann. A principal contribuição desta tese é o
desenvolvimento de técnicas de reconstrução de dados de fronteira do
tipo Neumann (inacesśıvel) utilizando diferentes estratégias descritas
em cada caṕıtulo. Os métodos desenvolvidos na tese são apresentados
em três caṕıtulos.

No caṕıtulo 2, estudamos o método de colocação pseudoespectral
CPS que, embora a técnica ser muito eficiente e conseguir soluções
numéricas com alto grau de precisão, sua implementação computacio-
nal envolve a solução de sistemas lineares de ordem (N + 1) ×M que
relacionam aproximações da temperatura discreta e o fluxo Q. Por ou-
tro lado, no problema inverso o cálculo da matriz de sensibilidade J
gera um custo computacional de O((N + 1)3 ×M3) operações. Além
do cálculo da matriz pseudoinversa, notamos que o número de colu-
nas da matriz J corresponde à quantidade de pontos utilizados φj
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(j = 1, . . . ,M). Assim, calcular as M colunas via produtos matriz-
vetor requer O(M2(N + 1)2) operações. Finalmente, temos observado
que a matriz de sensibilidade é mal condicionada, e por conseguinte
devemos considerar os métodos de regularização TSVD/GTSVD e re-
gularização de Tikhonov, baseados no cálculo da GSVD do par (J, L),
com L ∈ R

p×M cujo custo é O(M2Np) operações. Portanto, o custo
total do método de estimação baseado na matriz de sensibilidade é
aproximadamente O(M3(N + 1)3) +O(M2(N + 1)2)+O(M2Np) ope-
rações.

Considerando as dificuldades descritas acima, temos proposto o mé-
todo de aproximações cont́ınuas para obter aproximações da solução
exata em subespaços de dimensão finita. Esta estratégia visa reduzir o
custo computacional que envolve utilizar o método CPS.

Ilustramos estes métodos, através de experimentos numéricos com
fluxo de calor sintéticos e mostramos as estimativas determinadas pelos
métodos de regularização a saber, TSVD/GTSVD e regularização de
Tikhonov. Conclúımos que estas estratégias recuperam soluções de
boa qualidade porém com alto custo computacional. Isto nos levou,
nos seguintes caṕıtulos, a estudar diferentes estratégias para conseguir
um melhor desempenho.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos o estudo teóricos sobre existên-
cia e unicidade de solução do problema direto em espaços de funções
apropriados. Como principal contribuição, apresentamos um método
de reconstrução que descreve o fluxo de calor em termos do sistema
singular de um operador compacto, obtido via análise de Fourier do
problema direto. A caracteŕıstica principal da abordagem é o ambiente
de trabalho e o uso de dados “cont́ınuos” no processo de aquisição de
dados e da reconstrução em si. Para contornar dificuldades decorrentes
de incertezas nos dados, usamos métodos de regularização; a expansão
truncada de valores singulares (TSVE) e regularização de Tikhonov
projetado em subespaços de dimensão finita, para possibilitar a imple-
mentação computacional correspondente. Além disso, calculamos taxas
de convergência para a solução regularizada a partir de condições de
fonte sobre a função Q. Utilizando estes métodos, mostramos que a o
fluxo Q é recuperado em O(Mk̂) e O(Mn) operações respectivamente.
Resultados numéricos mostram que ambos os métodos apresentam re-
construções de boa qualidade em termos de erro relativo, sendo estas
obtidas em poucas iterações e por conseguinte com baixo custo compu-
tacional.

No Caṕıtulo 4, abordamos o problema de reconstrução através do
método de Galerkin, baseado na hipótese de que os dados de tempera-
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tura medidos são de natureza discreta. Assim, relacionamos os dados
discretos na fronteira externa G(re, θj) com os dados do fluxo desconhe-
cido Q(θj) através de um sistema linear severamente mal condicionado.
Entre as contribuições mais importantes, temos a relação entre o fluxo
discreto Q com a temperatura discreta T(r) em qualquer ponto do do-
mı́nio radial. Também, ressaltamos a descrição expĺıcita da SVD da
matriz coeficiente e, portanto, o cálculo da solução “exata”para dados
livres de rúıdo. Além disso, para o caso em que os dados possuem
incertezas, dois métodos de regularização são discutidos e implementa-
dos, o método TSVD e regularização de Tikhonov. Estes métodos são
extremamente simples de se implementar e computacionalmente bara-
tos, porque a reconstrução utiliza apenas alguns produtos internos em
espaços euclidianos de dimensão pequena. A solução calculada por es-
tes métodos, foi utilizada para construir estimativas da temperatura na
borda interior do duto e posteriormente a reconstrução de estimativas
discretas do coeficiente convectivo h.

Vários resultados numéricos são inclúıdos para ilustrar a eficiên-
cia dos métodos propostos. Finalmente, como aplicação, estimamos
o coeficiente de transferência de calor em tubos enrolados com dados
experimentais extráıdos de [20, 30].

Entre os objetivos a longo prazo mencionamos os seguintes

(1) Procurar funções de fluxo no subespaço M log
p,̺(A), e aplicar o mé-

todo TSVE verificando as taxas de convergência no cálculo de
estimativas para o problema inverso.

(2) Estudar o caso 3-D, isto é, analisar o problema direto conside-
rando um tubo de comprimento L > 0 e uma equação de Poisson
3D em coordenadas ciĺındricas (r, θ, z). Para tanto, podemos es-
colher uma base formada por funções de Bessel para construir
soluções aproximadas, e estabelecer modelos lineares que relacio-
nam o fluxo de calor com os dados medidos na fronteira exterior.
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Apêndice A

Regularização

Muitos problemas nas áreas aplicadas envolvem a resolução de uma
equação linear do tipo

Ax = b (A.1)

sendo A ∈ R
m×n m ≥ n e b ∈ R

m ou, o problema mais geral

x̃ = argmin
x∈Rn

‖Ax− b‖2.

Na prática, quando os problemas acima are provenientes da discretiza-
ção de problemas mal postos, a matriz A é mal condicionada e o vetor
de dados exatos b é indispońıvel. Assim, os problemas acima devem
ser resolvidos usando um vetor de dados bδ, contaminado por erros,
satisfazendo

‖bδ − b‖2 ≤ δ, δ > 0. (A.2)

Em particular, considerando o problema associado à (A.1),

Ax = bδ, (A.3)

é conhecido que a solução da forma xδ = A†bδ não proporciona in-
formação útil da solução exata do problema, pois os erros presentes
no vetor bδ são amplificados pela matriz pseudo-inversa A† [39]. Por-
tanto, vemos a necessidade de utilizar métodos de regularização para
recuperar aproximações estáveis da solução desejada.

Entre os métodos mais importantes, podemos mencionar o método
de valores singulares truncados (TGSVD), Regularização de Tikhonov
(RT) e métodos de regularização iterativa, entre outros. Nesta seção,
descrevemos os dois primeiros, TGSDV e Regularização de Tikhonov,
por serem apropriados para os objetivos deste trabalho.
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A.1 Método de truncamento de valores sin-

gulares: TSVD

A decomposição truncada de valores singulares (TSVD) é um método
de regularização baseado na SVD da matriz A. A decomposição em
valores singulares de A é da forma [34]

A = UΣV T

em que U = [u1, . . . , um] ∈ R
m×m, V = [v1, . . . , vn] ∈ R

n×n, são
matrizes ortogonais e Σ = diag (σ1, . . . , σn, 0, . . . , 0) ∈ R

m×n é uma
matriz diagonal com os valores singulares

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

Usando a SVD, a solução xδ do problema (A.3) é [39]

xδ =

n∑

i=1

uTi bδ
σi

vi. (A.4)

Na prática, esta solução torna-se instável quando os valores singulares
σi são próximas de zero, pois o erros presentes no vetor bδ são amplifica-
dos pela divisão por pequenos valores singulares σi. Consequentemente,
a solução xδ não tem nenhuma relação com a solução exata x. Para
contornar esta dificuldade, o método TSVD utiliza (A.4) e calcula so-
luções aproximadas truncando a soma em k ≤ n termos [36]. Assim, a
k-ésima solução TSVD é definida como

x
(k)
δ =

k∑

i=1

uTi bδ
σi

vi. (A.5)

Similarmente, o método TGSVD é baseado na GSVD do par ma-
tricial (A,L) onde L incorpora informações a priori da solução como
sua suavidade ou regularidade. A GSVD de (A,L) é uma generaliza-
ção da SVD de A no sentido que os valores singulares generalizados
de (A,L) são ráızes quadradas dos autovalores generalizados do pro-
blema ATAx = λLTLx [34, 36]. Especificamente, dada A ∈ R

m×n e
L ∈ R

p×n, com m ≥ n ≥ p, a GSVD do par (A,L) é

A = U

[
Σ1 0
0 In−p

]
X−1, L = V (Σ2, 0)X

−1 (A.6)

em que U = [u1, . . . , un] ∈ R
m×n e V = [v1, . . . , vp] ∈ R

p×p são ma-
trizes ortogonais, X = [x1, . . . ,xn] ∈ R

n×n é não singular, e Σ1 =
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diag(σ1, . . . , σp), Σ2 = diag(µ1, . . . , µp) são matrizes diagonais com
componentes positivas tal que σ2

i + µ2
i = 1.

Os valores singulares generalizados do par (A,L) são definidos como

γi =
σi
µi

. Com esta decomposição, a solução truncada baseada na

GSVD do par (A,L) é definido como

x
(k)
δ,L =

p∑

i=p−k+1

uTi bδ
σi

xi +

n∑

i=p+1

(uTi b)xi. (A.7)

A solução x
(k)
δ,L depende do parâmetro de truncamento k, este valor

é importante para determinar uma boa aproximação da solução x. Se

usarmos k pequeno x
(k)
δ,L poderia capturar pouca informação da solução

exata. Por outro lado, k muito grande poderia incluir contribuições
do rúıdo presente nos dados a ponto da solução ser dominada pelo
rúıdo. Portanto, o parâmetro de truncamento deve ser escolhido com
muito cuidado. Neste trabalho usamos o prinćıpio da Discrepância de
Morozov [4] o qual determina o parâmetro de truncamento como segue

k∗ = min{k ∈ N; ‖Ax(k)δ,L − bδ‖2 ≤ τδ} (A.8)

sendo τ & 1 um valor próximo de um. Este critério permite reduzir as
operações computacionais significativamente.

A.2 Regularização de Tikhonov

O método de regularização de Tikhonov calcula aproximações estáveis
da solução, mediante a incorporação das propriedades da solução no
problema dos mı́nimos quadrados penalizados

xλ,δ = argmin
x∈Rn

{‖Ax− bδ‖22 + λ2‖Lx‖22} (A.9)

onde λ > 0 é o parâmetro de regularização e L a matriz de regulariza-
ção. É conhecido que a solução do problema (A.9) satisfaz as equações
normais regularizadas associadas ao problema (A.9) [42]

(λ2LTL+ATA)xλ,δ = ATbδ

Esta solução é única quando N (A)∩N (L) = 0, isto é, a interseção dos
núcleos de A e L é o espaço trivial. Usando a GSVD do par (A,L), a
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solução do problema (A.9) é

xλ,δ =

p∑

i=1

σi
λ2µ2

i + σ2
i

(uTi bδ)xi +

n∑

i=p+1

(uTi bδ)xi. (A.10)

Quando L = In, a solução é baseada na SVD da matriz A. Nesse caso,
a solução regularizada é

xλ,δ =

n∑

i=1

σi
λ2 + σ2

i

(
uTi bδ

)
vi

Como podemos observar, a solução xλ,δ depende do valor de λ; nova-
mente, a escolha deste parâmetro deve ser feita cuidadosamente. Aqui,
o parâmetro será escolhido pelo principio da discrepância de Morozov,
no qual o parâmetro ”́otimo“, λ∗ > 0, é a única raiz da equação não
linear

R(λ) = τ2δ2, R(λ) := ‖Axλ,δ − bδ‖22. (A.11)

onde τ & 1. Esta estratégia procura que o reśıduo R(λ) seja da mesma
ordem de grandeza do erro presente nos dados bδ conforme (A.2).

É simples mostrar que (A.11) tem uma única solução. De fato, se
denotarmos por δ0 = ‖(I − UUT)bδ‖2 a componente de bδ que não
pertence a R(A), o reśıduo pode ser expresso como

R(λ) =

p∑

i=1

λ4

(γ2i + λ2)2
|uTi bδ|2 + δ20 . (A.12)

Aplicando derivada com respeito à λ temos

d

dλ
R(λ) = 4λ3

n∑

i=1

γ2i
(γ2i + λ2)3

|vTi bδ|2 > 0.

Segue-se que a função R é crescente em λ > 0 e R(0) = δ20 . Portanto,
a equação (A.11) tem única solução se e somente se δ0 ≤ τδ.
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