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Resumo

Neste trabalho, apresentamos e estudamos o Algoritmo de Restau-
ragao Inexata nao mondtono para resolver problemas de minimizacao
com restrigoes de ortogonalidade, que combina o método de Restaura-
¢ao Inexata de Fischer e Friedlander [1] e o critério de ndo monotonia
de Zhang e Hager [2]. Desenvolvemos as ferramentas tedricas para ca-
racterizar o subespago tangente do conjunto vidvel, o qual nos permite
descrever o Algoritmo proposto. Mostramos, sob certas hipéteses, a
boa definicao do Algoritmo assim com a convergéncia global a pontos
viaveis do problema. O método de Restauracao Inexata é um método
iterativo que consta de duas fases: viabilidade e otimalidade. Neste
trabalho a fase de viabilidade sera feita de forma exata utilizando a
transformacao de Cayley. Portanto, sequéncia de pontos restaurados
pertencem ao conjunto vidvel. Na fase de otimalidade, as direcoes de
descida podem ser obtidas da seguintes maneiras: o gradiente espectral
projetado ou a minimizacao de uma aproximagao quadratica para o
Lagrangiano restrito ao subespago tangente. Para resolver este ultimo
problema utilizamos o método de gradiente conjugado [3]. A imple-
mentagao computacional do algoritmo proposto é realizado no software
MATLAB e é comparado com o método de Wen e Yin [4] e com o
método Gradiente Conjugado do pacote ManOpt [5] para diferentes
problemas testes da literatura.

Palavras-chave: Restauracao Inexata, nao monotono, restrigoes
de ortogonalidade, transformacao de Cayley.
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Abstract

In this work, we present and study the non monotone algorithm
inexact restoration to solve minimization problems with orthogonality
constraints, which combines the Inexact Restoration Method of Fischer
and Friedlander [1] and the nonmonotone criteria of Zhang and Ha-
ger [2]. We develop the theoretical tools to characterize the subspace
tangent of the feasible set, which allows us to describe the proposed
algorithm. We show, under certain hypotheses, the good definition
of the Algorithm as well as the global convergence to viable points of
the problem. The inexact restoration method is an iterative method
that consists of two phases: viability and optimality. In this work,
the feasibility phase will be obtained in an exact way by using Cayley
transformation. Therefore, the sequence of restored points belong to
the viable set. In the optimality phase, the descent directions can be
obtained in two ways: projected spectral gradient or minimization of a
quadratic approximation for the Lagrangian, both on the tangent subs-
pace. To solve this minimization we use the conjugate gradient method
[3]. The computational implementation of the proposed algorithm is
performed on MATLAB software and is compared with the Wen and
Yin method [4] and the Conjugated Gradient method from ManOpt [5]
library for different test problems in the literature.

Keywords: Inexact Restoration, non monotone, orthogonality cons-
traints, Cayley Transform.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, consideramos o problema de otimizagao com restri-
¢oes de ortogonalidade,

minimizar F(X)
s.a. XTx =1, (1.1)
X e,

em que @ C R"™P (p < n) é um conjunto convexo e compacto e
F : R"P — R é uma fungdo continuamente diferenciavel. Muitos
problemas podem ser formulados como (1.1). Dentre eles, podemos ci-
tar o problema de autovalor de polindémios matriciais [6, 7], o problema
de Procrustes Ortogonal (simples e generalizado) [8, 9, 10], o problema
de minimizagéo da Energia Total de Kohn-Sham [11], a diagonalizacao
conjunta [12, 13], a andlise de componentes principais [14, 15, 16], o
problema de reduzir o posto de uma matriz de correlagao [17, 18, 19],
etc.

O conjunto de restricoes St(n,p) = {X € R™P . XTX = [} ¢
conhecido, na literatura, como “Variedade de Stiefel’, em homenagem
a Eduard Stiefel, que estudou sua topologia [20]. Note que no caso em
que p = 1, a variedade é uma esfera unitaria; se p = n, ela é conhecida
como grupo ortogonal. A dimensao da variedade St(n,p) é np— %p(p—i—
1) e pode ser vista como uma subvariedade de R™*P. Devido a que
este tipo de variedade aparecer em diferentes problemas das ciéncias
aplicadas, védrios métodos nimericos para o problema (1.1) tém sido
propostos. Bolla et al. [21] analisaram o problema do médximo da
soma de formas quadraticas com restrigoes de Stiefel baseados na teoria
das matrizes. Além disso, eles obtiveram um algoritmo que garante



convergéncia global para pontos estaciondrios. Os autores Edelman,
Arias e Smith [22] desenvolveram os métodos de Newton e de Gradientes
Conjugados na variedade de Stiefel.

Vale ressaltar que, embora a variedade de Stiefel seja um conjunto
compacto, o que garante a existéncia de um minimo global, a determi-
nagao do minimo nao é tarefa facil devido ao fato da variedade ser um
conjunto nao convexo. Com isso, o problema (1.1) apresenta muitos
pontos estacionarios, o que torna este problema de otimizagao dificil de
resolver. Alguns casos muito particulares apresentam solugoes analiti-
cas, como por exemplo o problema de autovalores lineares e o problema
de Procrustes balanceado. No entanto, na maioria dos casos, uma so-
lucdo do problema (1.1) é encontrada por técnicas iterativas computa-
cionais. Porém, preservar a viabilidade da sequéncia gerada pode ser
computacionalmente caro. A maioria dos algoritmos vidveis propostos
na literatura, ou utilizam rotinas para ortogonalizar matrizes, ou ge-
ram pontos ao longo de geodésicas. No primeiro caso, é necessaria uma
decomposigao em valores singulares em cada iteragao ou decomposicao
QR, e no segundo, calcula-se a exponencial de matrizes ou solucao de
equagoes diferenciais parciais. Uma classe promissora de métodos usa
a transformacao de Cayley para manter a viabilidade, e portanto, em
vez de uma decomposicao SVD, estes métodos resolvem um sistema li-
near; isto leva a iteragdes mais econoémicas do ponto de vista numérico

(4, 23, 24).

Alguns métodos de otimizagao trabalham com pontos nao necessa-
riamente vidveis, como por exemplo o Método Lagrangiano Aumentado
[25], a Programacao Quadritica Sequencial [26] e o Método Splitting
[27]. Mais recentemente, o método de Lagrangiano Aproximado Se-
quencial foi introduzido em Zhu et al. [28], que resolve problemas com
restricoes lineares e restrigoes de ortogonalidade generalizadas. Uma
outra alternativa aos métodos de otimizagao do tipo nao vidvel é o
Método de Restauracao Inexata, introduzido por Martinez e Pillota
[29]. Em resumo, este esquema decompoe cada iteracao em duas fases:
uma de otimalidade (minimizagdo no subespago tangente) e a outra de
viabilidade. Visto como uma técnica de otimizacao em R", dado um
ponto y € R™ o método de Restauragao Inexata gera uma aproximacgao
para o conjunto tangente das restricoes em y e, utilizando algum crité-
rio de minimizagao, encontra um ponto x neste conjunto tangente que
melhora o ponto ¥y, segundo uma funcdo de mérito especifica. Assim,
o método procede calculando um ponto y* que estd mais préximo do
conjunto vidavel, quando comparado com ¥y, e continua como descrito
anteriormente, calculando um z*. Os primeiros métodos de Restau-



ragao Inexata [29, 30] foram motivados pelas condigoes de otimalidade
sequencial AGP (approximate gradient projection) [31]. A convergén-
cia local do método foi provada pelos autores Birgin e Martinez [32].
Um novo método de Restauracao Inexata foi desenvolvido pelos autores
Fischer e Friedlander [1], o qual apresenta propriedades de convergéncia
global a pontos estacionarios do problema. O principal resultado deste
artigo estabelece que, com certas hipdteses, as diregoes de descida ob-
tidas no subespaco tangente convergem para zero. Em [33], os autores
Gomes-Ruggiero et al. escolhem diregoes de descida no subespago tan-
gente baseado no método Gradiente Projetado Espectral. O resultado
de convergéncia para esta nova escolha da direcao é fundamentado por
[29]. Recentemente, no trabalho [34], foi apresentada uma varia¢do do
método de restauracao Inexata que propoe uma modificagao na funcao
de mérito. A convergéncia global desta nova abordagem é provada com
certas hipdteses de condigao de qualificacao fracas.

Neste trabalho, embora utilizemos a teoria do algoritmo de Restau-
ragdo Inexata, consideramos o ponto y sempre vidvel (a fase da res-
tauragao é exata). Para evitar cdlculo da SVD na fase de viabilidade,
usamos a transformacao de Cayley, que tem a propriedade de preservar
ortogonalidade. Além disso, na fase de otimizacao, uma das escolhas
da direcao de busca pode ser feita minimizando o Lagrangiano no con-
junto tangente das restricoes. Para tanto, usamos uma adaptagao do
método do gradiente conjugado para minimizagao de quadraticas com
restrigbes lineares [3]. A fim de diminuir o nimero de avaliagdes da
fungdo de mérito no Algoritmo de Restauracdo Inexata, em compara-
¢ao com a busca monoétona, incorporamos o esquema nao monétono de
Zhang e Hager [2].

A fim de analisar o desempenho numérico do método proposto, usa-
mos uma implementacao computacional do método no ambiente
MATLAB2017b. Para o calculo da dire¢do de descida, foi implemen-
tado o método dos gradientes conjugados. Foram realizados testes nu-
méricos para o problema de autovalor linear, procrustes ortogonal, mi-
nimizagao da energia total e minimizacao de quadraticas.

O trabalho est4 estruturado da seguinte forma. No capitulo 2, apre-
sentamos e descrevemos cada passo do método de Restauracao Inexata
nao monoétono, assim como os resultados tedricos para demonstrar a
convergéncia do método no capitulo seguinte. No capitulo 3, propomos
o algoritmo de Restauracao Inexata nao monétono para o problema de
minimizagao matricial com restricoes de ortogonalidade e, além disso,
mostramos resultados matematicos que fundamentam nosso algoritmo,
0s quais garantem a convergéncia global a pontos estacionarios. No



capitulo 4, apresentamos os resultados dos testes numéricos para os
problemas acima descritos. No capitulo 5, sdo colocadas as conclusoes
do trabalho.



Capitulo 2

Método nao mondétono
de restauracao inexata

Consideremos uma descricao do método de Restauragao Inexata
(RI) aplicado ao problema com restrigoes de igualdade:

minimizar F(z)
s.a H(z)=0 (2.1)
x €9,

em que F': R" - R, H : R" — R™ sao fungbes continuamente diferen-
ciaveis e 2 C R™, um conjunto convexo e compacto. Em alguns casos,
) pode ser o espaco R™. O ponto = € 2 que satisfaz todas as restricoes
é chamado de ponto viavel.

O método RI foi introduzido por Martinez e Pilotta [29], com o
objetivo de trabalhar com sequéncias de iteracGes nao vidveis, sobre-
tudo quando as restri¢coes sao fortemente nao lineares, para resolver
problemas de otimizacao restrita.

O método RI é um processo iterativo para calcular solugoes para o
problema (2.1) e consta de duas fases: restauragado e minimizacdo. A
Figura 2.1 ilustra a ideia por tras do método de Restauragao Inexata.
Os passos caracteristicos da metodologia de Restauracao Inexata sao
descritos a seguir:

1. Dado o iterado atual xj € € geramos o ponto y, mais proximo do
conjunto viavel, o qual é calculado usando um procedimento ar-
britdrio; na pratica, é dependente das caracteristicas do problema.
Este passo é chamado de Passo de Restauracao ou Viabilidade.



2. Calculamos o ponto z; = y, + di, que pertence a uma aproxima-
¢ao linear das restrigdes no ponto ¥, de tal forma que o valor da
funcao de mérito que mede a otimalidade melhore no ponto z
com relacao a yi. Este passo é conhecido como minimizagao.

3. Se o ponto zj satisfaz um critério que combina viabilidade e oti-
malidade (fungdo de mérito), definimos zx11 = 2. Caso con-
trario, realizamos uma busca linear ao longo da direcao a fim de
reduzir o valor da fungdo de mérito.

Na fase de otimalidade, busca-se, um ponto zr = yx + d que possa
melhorar o valor da fungéo objetivo [29] ou da fung¢ao Lagrangiano como
no artigo [30]. O ponto z, serd aceito como um novo iterando xj11 se o
valor da funcao de mérito, que combina a viabilidade e otimalidade, no
ponto z é suficientemente menor do que em x [29, 30] ou se satisfaz
uma estratégia de filtro [35].

Este trabalho estd baseado no método de restauracgao inexata pro-
posto por Fischer e Friedlander [1], onde o novo iterado é calculado
numa aproximagao linear das restrigoes e é aceito por um processo de
busca linear que envolve a funcao de mérito. Neste capitulo, propomos
algumas modificoes no Algoritmo de Fischer e Friedlander: realizamos
uma busca ndo mondtona, inspirados em Zhang e Hager [2] para a
funcao de mérito. O propésito de usar busca nao mondtona é obter
melhores resultados numéricos para resolver problemas com restrigoes
de ortogonalidade.

O resultado principal do algoritmo proposto por Fischer e Fried-
lander garante a convérgencia para zero da sequéncia de direcoes de
descida. Além disso, escolhendo diregoes apropriadas, implica que a
sequéncia gerada {zy} possui uma subsequéncia convergente a pontos
vidveis que satisfazem a condi¢do de otimalidade AGP, proposta por
Martinez e Svaiter [31]. A vantagem deste método é a liberdade na es-
colha das estratégias para realizar as duas fases, o que permite a escolha
de algoritmos apropriados para cada problema, conforme as caracteris-
ticas do problema a ser resolvido.



ol Q

Yk

- %k ~—

Conjunto tangente

H(xr) =0

Figura 2.1: A ideia geral do método de Restauragao Inexata.

A seguir, para todo x € 2 e A € R™, definimos o Lagrangiano por:
L(z, ) := F(z) + (H(x), A). (2.2)

O ponto (Z,\) € Q x R™ é dito um ponto estacionario do problema
(2.1) se

; (2.3)

onde Pg : R™ — Q denota a projecao ortogonal em €. Além disso,
se (Z,)\) é um ponto estacionario de (2.1), dizemos que Z é um ponto
KKT.

Neste trabalho, consideramos uma fungéo h : Q — [0, 00) tal que

|H (x)|| < h(z), Yo € Q, (2.5)

que representa a medida da viabilidade de um ponto x € €.
Assim, definimos a fungéo de mérito @ : Q x [0,00) — R por

B(z,0) = 0F(z) + (1 — O)h(z), Y(z,0) € Qx [0,1], (2.6)

que combina a relagao entre a viabilidade e otimalidade. Esta relacao
serd utilizada para decidir se o ponto intermediario zy, que foi primei-
ramente definido em [1], serd aceito como o novo iterado do algoritmo.
A seguir, descreveremos os passos do Algoritmo de Restauracao Ine-
xata.



2.1 Fase de Restauracao

Dado o ponto zj € 2, encontramos o ponto y, € 2, de modo que
esteja mais préximo do conjunto viavel do problema. Neste caso, o
ponto y; deve satisfazer duas condigoes:

h(yk) < rh(xi)
vk — il < Bh(zk),
em que r € [0,1) e 8 > 0. Se y; é um ponto vidvel, entdo podemos
escolher qualquer r € [0,1) e, neste caso, dizemos que a “restauragio é
exata”. A primeira condigao acima estabelece a necessidade de obter,
no passo de restauragao, um ponto yi que esteja mais préximo da viabi-
lidade em comparagao com o ponto xj, conforme é ilustrado na Figura
2.2. A segunda condig@o acima estabelece que o passo de restauracao
nao seja significativamente grande. Note que, se o ponto corrente x é

viavel, entao yi € igual a .

T (yk)

Yk
® Tk+1 = 2k
h(ye) < g
..: ® Yk+1
s (n
¢ (yk+1)

Figura 2.2: Passo de restauragao.

2.2 Conjunto tangente e direcao de descida

Seja y, € 2, definimos o subespago

S(yx) = Ker(VH (yx)), (2.7)

e T (yx) o conjunto das dire¢oes tangentes em y

T(ye) = {yr +dlyp +d € Qede Sy} (2.8)
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Considere a diregdo de descida proposta por Fischer e Friedlander

di 2 =Py (e — VE(Yr)) — yk

= Ps(y) (=VF(yr)), (29)

em que Py, y(2) é a projecao ortogonal de z em 7 (yx), conforme é
esquematizado na Figura 2.3.

yr — VE(yr)

—VEF(yr)

Py (e — VE(yr)) — vk

dk
T (yx)

S(yk)

Figura 2.3: Direcao de descida dj.

Podemos verificar que di é uma direcao de descida para F' no su-
bespago S(yx). De fato, pela definicdo da diregdo em (2.9), temos, pelo
teorema de Pitdgoras:

=V F(yx) — di|l* < |-V E(yx)||?,
IVF(y)|I> 4+ 2(VE(yr), di) + [|di||* < [ VF(yx)|?,

1
<VF(yk)7 dk> < _§||dkH27
logo, dj é uma dire¢cao de descida.

Note que, se d, := Pg(y,)(=VF(yx)) = 0, entao y, é um ponto
estaciondrio do problema (2.1).

2.3 Passo de otimalidade

Nesta parte, levamos em consideracao o problema de encontrar o
valor do parametro t;, que minimiza a fungao de mérito ®, definida
por (2.6), ao longo da reta que passa por xp e tem diregao di. De

11



modo geral, Fischer e Friedlander [1] exigem que a func¢do de mérito
no ponto xx + tdy seja menor que a funcao de mérito no ponto zr. De
fato, é necessaria de uma redugao suficiente da fungao de mérito, que
é definida pela verificagao do seguinte teste:

(1-7)
2

Q(xp + tdy, Opr1) — P(Tk, Opg1) <

(h(yk) - h(xk))
F(yx + tdy) — F(yg) < —t||di]®>, v € (0,1)

em que a escolha de 0, a cada iteragdo depende de consideragoes teod-
ricas, por exemplo, se o tamaho de h(zy) é grande, entdo o pesso asso-
ciado a F(xj) em (2.6) deve ser menor.

Em geral, é usado o backtracking para encontrar o valor do compri-
mento da direcao de descida t = t, o qual é definido como o primeiro
termo da sequéncia {1/27};¢cn tal que satisfaz:

O(xp, + tpdy, Opr1) — P(T, Opt1) < 1-r (h(yr) — h(zk))

F(yk + trdi) — F(yr) < —ytelldil.

Quando o critério acima ¢ satisfeito, atualizamos xy1 = xf + tidy.
Caso contrario, fazemos uma nova busca linear na direcao dg, de tal
forma que o novo ponto x + trdy verifica a condigdo acima.

2.4 Condicao de otimalidade AGP

Definimos a dire¢do d(z) como a projegdo ortogonal da direcdo
—VF(z) sobre T(z), isto é,

d(z) = Py (2 — VF(2)) — 2. (2.10)

O ponto vidvel z tal que d(z) = 0 é chamado de ponto estacionério do
Problema (2.1).

Dizemos que o ponto vidvel z satisfaz a condicao AGP, se existe
uma sequéncia {z;} C R"™ que converge para z tal que

lim d(zy) = 0.
k—o0

Esta condigdo de otimalidade foi introduzida por Martinez e Svaiter
[31], a qual surgiu a partir do estudo do método de restauracao inexata.
A seguir, apresentamos o Algoritmo de Restauracao Inexata.
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Algoritmo 1: Restauragao Inexata.
Dados: Sejar €[0,1), 8> 0,7 > 0,7 > 0.
Escolha uma aproximagéo inicial arbitraria zo € Q e 6y € (0,1).
Defina k = 0.
Passo 1. Passo de Restauracao
Calcule y, € Q tal que:

h(ye) < rh(ze) (2.11)
Fly) < Flay) + Bh(a). (2.12)

Passo 2. Escolha do parametro de Penalidade
Calcule )1 como o primeiro 6 da sequéncia {6x/27},cn tal
que

Bk, O11) < B, busr) + 3 (hly) — (). (213)

Passo 3. Escolha da direcao de busca
Calcule di, € R™ tal que yi + di, € €Q,

F(ye) — vtllde], (2.14)
hyw) + 3|1, (2.15)

F(yp + tdy,)

<
h(yy + tdy) <

Yt € [0, 7].
Passo 4. Passo de minimizacao
Calcule t;, sendo o primeiro t da sequéncia {1/27 }jen tal que

(1-7)

D(yx + tredr, O 1) < O(ah, Opr1) + 5

(h(yx) — h(xk))
(2.16)

Fyi + tedy) < F(yr) — vtelde . (2.17)

Passo 5. Atualizacao
Defina z 41 := yi + txdy, € k := k + 1 volte para o Passo 1.

2.5 Resultados de convergéncia global do
método de restauracao inexata

Nesta secao, apresentamos os resultados tedricos para o Algoritmo
1. Abordamos aspectos relacionados com a boa defini¢do, viabilidade
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e convergéncia do algoritmo. Algumas demonstracdes serao omitidas e
podem ser encontradas em [1].
Vamos supor as seguintes hipdteses:

1. © é um conjunto convexo e compacto.
2. As funcgoes F' e H sdo continuamente diferencidveis.

3. O gradiente de F' e H satisfazem a condic¢@o de Lipschitz. Isto é,
existe L > 0 tal que, para todo z,y € €,

IVF(y) = VF(z)| < Llly — «| (2.18)
IVH(y) = VH(z)| < Llly — =/, (2.19)

Lema 2.1. Existem constantes v, 5, 7 > 0 tais que

F(yy + tdy,) < F(yx) — vt di]?,
[ H (yse + tdi) || < |1H (yio) || + 5| die ||,

para todo y, € Q, t € [0,7] e sendo dy definido em (2.9).

Demonstra¢ao. A demonstracao encontra-se no artigo de Fischer e Fri-
edlander [1] (Lema 1). |

Teorema 2.2. O passo xpy1 do Algoritmo 1 estd bem definido. Além
disso, existe kg € N e t > 0 tal que

O = 0, >0, VE > ko
tr >t, VkeN.

Demonstrag¢do. A demonstragdo encontra-se no artigo de Fischer
e Friedlander [1] (Lema 3). ]

Teorema 2.3. Para qualquer sequéncia {xy }ren gerada pelo Algoritmo

1, existe 0 > 0 tal que
> h(w) =o.
k=0

Logo, lim h(zj) = 0.
k— o0

Demonstra¢ao. A demonstragao encontra-se no artigo de Fischer
e Friedlander [1] (Teorema 1). ]
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Teorema 2.4. A sequéncia {dy} gerada pelo Algoritmo 1 satisfaz

lim dk = 0

k—o0

Demonstracdo. A demonstragao encontra-se no artigo de Fischer
e Friedlander [1] (Teorema 2). |

Teorema 2.5. Sejam as sequéncias {xi} e {yx} geradas pelo Algoritmo
1 epu>0, entao temos as sequintes propriedades:
1. O limite lim h(zx) = lim h(yx) = 0 e qualquer ponto de acu-
k—o0 k—o0
mulagdo das sequéncias {xy} e {yr} € vidvel.

2. Se ||dx|| > pl|Psey,) (=VF(yx))|l, todo ponto limite de {xy} satis-
faz a condigio de otimalidade AGP [31].

3. Se um ponto limite x* satisfaz a condi¢ao AGP e alguma condi¢do
de qualificagao, por exemplo: Mangasarian-Fromovitz (MFCQ)
ou dependéncia linear positiva constante (CPLD), entdo a condi-
cao KKT € satisfeita em x*.

Demonstragao. 1. Demonstraremos este item. Segundo o resultado
2.3 e a condigao 2.11 temos que

lim A(yx) <r lim h(xzg) =0.
k—o0 k—o0

Segue da desigualdade acima e da continuidade de h, que todo
ponto de acumulagio das sequéncias {xx} e {yr} é vidvel.

2. Seja z* um ponto de acumulagio de {zy}, entdo pelo item (3)
existe N’ C N tal que
(oo}

lim y, = z*.
kCN/ Y

Segue do Teorema (2.4) e pela hipétese deste item que
kli_)ngo P,S(yk)(_VF(yk:)) =0.

Além disso, pelo item (1) tem-se que z* é vidvel. Portanto, z*
satisfaz a condicao AGP.

3. A prova para o caso da condicao de qualificagio MFCQ encontra-

se em Martinez e Svaiter [31]( Coroldrio 2) e para o caso de CPLD

a prova encontra-se em Gomes-Ruggiero et al. [33]( Teorema
3.11).

|
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O préximo teorema afirma que, sob certas hipéteses, o Algoritmo 1,
gera sequéncias com taxas de convergéncia local linear ou quadratica.

Teorema 2.6. Assuma que os passos 1 e 8 do Algoritmo sao satisfeitos
para todo k € N. Suponhamos também que existem ¢ > 0,¢ € [0,1),
A € R™ () € 0,¢],VE € N, tais que

| Po(ye + de — VL(yx + di, Aet1)) — (yr + dio)||

< Gl Palyr — VLY, Ak)) — ye) |l (2.20)
(&

ldill + [ Me41 = Aell < el Palyr — VL(Yr, Ak)) — yill- (2.21)

Também, admita que (T, \) é um ponto estaciondrio e que t, = 1 para
k suficientemente grande. Entdo, existem um d,€ > 0 tais que:

e Se para algum ko € N, |lzg, — Z|| < ee | A, — M| < 6, entdo a
sequéncia {(xk, \i)} converge para algum ponto estaciondrio.

e Ser=(=0, a convergéncia € quadrdtica.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [32] (Teorema 2.3 e
2.5).
Observacgoes

1. Na condigao (2.20), o ponto yi + di é calculado como a solucao
aproximada para o problema

minimizar L(yx + d, \i)

2.22
s.a de S(yr) NQ. (222)

2. A condigdo (2.21) é uma hipétese de estabilidade que garante que
a solucao na fase de otimalidade esta limitada.

2.6 Restauracao inexata nao mondtona

A monotonia da sequéncia formada pelos valores da funcao objetivo,
apesar de parecer vantajosa, apresenta algumas dificuldades. Entre
elas, mencionaremos dois elementos importantes:

1. O algoritmo perde sua eficiéncia principalmente na minimizacao
de fungoes que apresentam uma bacia de atracao estreita e curva,
0 que causa passos bem pequenos ou trajetéria zig-zag [36, 37].
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2. A busca linear de Armijo pode nao ser valida para passos t pe-
quenos, pois f(xy + tdg) ~ f(xr). Em tal situacdo, zj pode es-
tar longe do valor minimizado por f, nao obstante, a condicao
de Armijo pode néo ser verificada devido aos valores da fungao
flap + tdy) e f(xx) serem quase iguais na aritmética de ponto
flutuante,

0= f(zg +tdy) — f(xx) > ot f(xx)" dy,
38].

Portanto, a monotonicidade na busca linear de Armijo pode tornar
o Algoritmo muito lento, pois em alguns casos pode precisar de mui-
tos passos de busca linear e, consequentemente, muitas avaliagoes da
fungéo objetivo. Desse modo, Grippo, Lampariello e Lucidi [36] intro-
duziram uma técnica de busca linear ndo mondtona, que consiste em
uma variante da condi¢ao de Armijo e exige um decréscimo da fungao
a cada M iteraces. Seja
Jiwy = Og?%%(k){f(xk_])}. (2.23)
Dado um ponto xj, uma direcao de descida dy, e os parametros o € (0, 1)
e M € N, a estratégia de Grippo, Lampariello e Lucidi consiste em
encontrar um comprimento de passo t; tal que

flae + tedi) < firy + otk V f ()" dy,

em que m(0) =0e 0 < m(k) <min{m(k —1) +1,M}.

Posteriormente, o termo nao monétono fj(x) foi utilizado por Grippo
et al [36] em algoritmos sofisticados, . Embora o método ndo mo-
nétono proposto por Grippo et al. funcione bem em muitos casos,
apresenta algumas desvantagens: primeiro, bons valores da funcao ob-
jetivo sdo descartados pelo maximo em (2.23). Segundo, em muitos
casos, o desempenho numérico é dependente da escolha do parametro
M [39, 40, 37]. Buscando superar as dificuldades, Zhang e Hager [2]
propoem outra abordagem para superar a dependéncia do parametro
M e substituir o termo Jitky por um valor Cy que consiste da média
ponderada dos valores da fungao calculados anteriormente.

Assim, dados os pardmetros 0 < min < Mmax < 1,0 € (0,1), 0
iterado atual xy, a diregao de descida dy, definindo Cy = f(xo) e Qo =
1, o método de Zhang e Hager consiste em encontrar o comprimento de
passo tj que satisfaz a condigao

f(xn 4 trdy) < Cx + otV f ()" dy,
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em que

Cri1 = QrCr + f(Tr11))/Qrs1, € Qry1 = mQr +1,

com Mg € [Nmins Pmax]-

Note que Cj41 é uma combinagao convexa de Ci e f(zk4+1). Como
Co = f(xo), e pela definicio de Cy, segue que Cf é uma combinacao
convexa dos valores da funcao f(xg), f(z1), f(z2),..., f(xg). Também
repare que a escolha de 7 controla o grau de nao monotonicidade. Por
exemplo, se n = 0 para todo k£ € N, entao a busca linear se reduz a
uma busca monétona de Armijo. Por outro lado, se 1 = 1, para todo
k € N, entao o termo Cy = A em que,

Lk
Ap=—=> fla)

=0

é a média dos valores da funcdo para as iteragdes 0 até k + 1. Assim,
quando 7y aproxima-se de 0, a busca aproxima-se de uma busca linear
mondtona; e quando 7 aproxima-se de 1, o esquema torna-se cada vez
mais nao monétono.

Recentemente, Mo et al. [41] introduziram outro termo baseado na
combinacao convexa dos valores da fungao objetivo

Dy, = f(zk) + nk—1(Dr—1 — f(zx)),

em que Ng—1 € [Dmin, Mmax] € Do = f(zg). Em um trabalho mais
recente, Amini et al. [42] propdem um novo termo nao monétono como
sendo a combinacao convexa de fix) e f(z).

2.6.1 Algoritmo

Nesta secao, propomos um algoritmo de restauragao inexata nao
mondtono para resolver o problema matricial com restrigcoes de ortogo-
nalidade. A ideia principal é estabelecer um termo nao monétono no
passo de minimizacao determinado pelo média dos valores da funcao de
mérito anteriores ja calculados. Para tanto, aplicamos a estratégia de
nao monotonia inspirada em Zhang e Hager [2]. Dada uma aproximagao
inicial zg € Q, 6y € (0,1) e definindo Cy = P(x0,0p), Qo = 1, o crité-
rio de ndo monotonia para a funcao de mérito consiste em encontrar o
valor de t; que satisfaz

D (yr + tedy, Okr1) < T +
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em que
Ty := max{Cy, ®(zg, 0x11)},

Qry1 = mQr + 1,
Cri1 = (mQrCr + ®(vp11,0141))/Qrr1,

com Nk € [Nmin, Pmax], de modo que Ty > O(xg, Opt1)-

Aqui, as atualizagoes de Cj e 7 sao feitas no passo seguinte ao back-
tracking.

A seguir, no Algoritmo 2 descrevemos os passos bem como os parame-
tros necessarios para a implementagao numérica.

Proposigao 2.7. Se VF € uma fungdo continua e dy satisfaz a con-
di¢ao para p > 0,
(VF(yr), di) < —pllde]?, (2.31)

entao di € uma diregcdo de descida para F' em yyi, e existe v > 0 tal que
F(y + tdi) = F(yr) < =t/ dl|.

Demonstracdo. Pelo Teorema fundamental do célculo, pela hipdtese
VF continua e pela hipétese (2.31), temos que

Fyr + tdy) — F(yx) = t(F(yx), di)

1
+ / (VF(yp + Etdy,) — VF (yp))tdpde
0
2 t2 2
< —tplldi | + §L||dk||

tL
=t — )l

Assim,
F(yy + tdy) — Flyx) < —tlldil®, v = p/2 (2.32)
para todo t < 7 := min{1, 7 }. |

2.7 Resultados tedricos
Nesta secao, fornecemos resultados importantes que serao utilizados
no capitulo posterior para demonstrar a convergéncia global do Algo-

ritmo aplicado ao problema matricial.
Assumiremos o seguinte:
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Algoritmo 2: Restauracao Inexata nao mondtona.

Dados: Sejar € [0,1) e 8,7, 7, € 0 < Nmin < Nmax < 1.

Escolha 29 € Q e 6y € (0,1). Defina Cy = ®(x0,6p), Qo =1 e
k= 0.

Passo 1. Passo de Restauracao

Calcule y;, € € tal que:

h(yr) < rh(zk) (2.24)
F(yx) < F(zy) + Bh(z). (2.25)

Passo 2. Escolha do parametro de Penalidade
Calcule )1 como o primeiro 6 da sequéncia {6x/27},cn tal
que

Byt O1) — Do, Oh1) < 5 (1= ) (hgr) — b)), (2:26)

Passo 3. Escolha da direcao de busca
Calcule di € R™ tal que yi + di, € €,

F(yr + tdi) < F(yx) — vtl|del?, (2.27)
h(yr + tdy) < h(yx) + t||dx]|?, ¥Vt € [0,7].

Passo 4. Passo de otimalidade
Calcule t;, sendo o primeiro t da sequéncia {1/27} ¢y tal que

_ -
- 2

D(yk + trdr, Ors1) — Th (h(yx) — h(zy)), (2.28)

em que T := max{Cy, ®(zk, 0r+1)}
Passo 5. Atualizacao
Defina zpy1 := yi + trdy.
Escolha 7 € [Nmin, Nmax] € defina

Qr+1 = meQr + 1, (2.29)
Cri1 = (QrCr + ®(vry1,0141))/Qry1, (2.30)

k:=k + 1 e volte ao Passo 1.




(H1) Os gradientes de F' e H satisfazem as condigoes de Lipschitz em
Q, isto é, existe L > 0 tal que

IVF(z) = VE@)lr < Lz - yllr
IVH(z) = VH(y)|r < Llz = yllF,

para todo x,y € Q.

(i . . .
No proximo resultado, provamos que os parametros de penalidade
01, assim como tj, sdo limitados acima de zero.

Teorema 2.8. O iterando xpy1 do Algoritmo 2 estd bem definido.
Além disso, existe kg € N et > 0 tal que

O =0, >0, VEk> ko,
thﬂ ke N.

Demonstragao. Seja xy gerado pelo Algoritmo 2. Note que por (2.24)
e (2.25) temos que

P (yx,0) — ©(zx,0) = 0(F(yx) — F(xx)) + (1 — 0)(h(yx) — h(zk))
< 0Bh(xr) — (1 —0)(1 — r)h(xy)
= h(xk)( B+1-r)—(1 fr)).

Portanto, se 0 < 0 < 0= entao

2(ﬁ+1 7)
1 1
P (yr, 0) — ®(zy,0) < —5(1 —r)h(zg) < 5(1 —r)(h(yk) — h(zk))-
Assim, 6j41 pode ser escolhido como sendo
Or+1 > 0 := min{6y,0/2}, Vk € N.

Como 641 é o maior valor na sequéncia {6y /2’ } ;en, entdo existe kg € N
tal que

O = Or, >0, Yk > ky. (2.33)

Veremos que o Passo 4 do Algoritmo 2 estd bem definido. Note que
pela definigdo Ty, > ®(xg, Ox41),

D (yg + tdg, Ok+1) — T < @(yg + tdi, Oky1) — (k, Opt1)
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Logo, usando (2.26), (2.27) e (2.33) e para k > ko
D(yx + tdg, Ot1) — ©(wk, Ot1)
= (®(yx + tdi, Ors1) — P(Wks Oks1)) + (P(Y, Okt1) — (ks Okg))
< Or1 (F(yr + trdi) — Fyr)) + (1= Op1) (h(yx + tdi) — h(yx))

20— r)(h) — b))

_ 1
< =Otldil|* + 77| de* + 5 (1 = ) (hlye) — h(zx)

+

_ 1
= tld|I* (=07 +71) + 5 (1 = ) (hlyx) = h(wx)), ¥t € [0,7].
Entdo, se 0 < t <t := min{r,0v/7}, temos que —fy + 5t <0 e

1
O (yx + tdy, O+1) — P(zk, Op 1) < 5(1 = 1)(h(yx) — h(zk)).
Portanto, o Passo 4 do Algoritmo estd bem definido e gera a sequéncia
ti com

ty >1:= -, VkeN.

DO |+

Lema 2.9. Seja {Qr} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2, entdo

k
Qr+1 < anmax, para todo k> 0.
3=0
Além disso,
1
Qr+1 < ——, para todo k> 0.
1- Thmax

Demonstrag¢ao. Para k = 0 e usando o fato de que Qo =1 e Qry1 =
7]ka +1e Nk € [nmin; nmax]

Q1 =n0Qo +1
< Nmax + 1.

Usando o principio de indugao matemaética, suponha vélido para k
k—1
Qk < Z ngnax'
Jj=0
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Logo, na iteracao k + 1, verifica-se

Qr+1 = MkQr + 1

k—1
< nmaX(Z Mhaax) + 1

j=0

k
= Mo
§=0

Por outro lado, desde que |nmax| < 1, segue o resultado

k oo
, , 1
QkJrl < annax < anmax =T Vk > 0.
0 — 1- Tlmax
j= j=
|
Lema 2.10. A sequéncia {Ty}k>k,+1 € mondtona ndo crescente e
(1—r7)?
Tk+1 — Tk S —(]. - nmax)Th(xk)a Vk 2 ko. (234)

Demonstracao. Pelo Teorema 2.8, temos que 0, = 0y,, Vk > ko. Note
que
Tk+1 = max{C’kH, (I)(karl, ng)}, Yk 2 ko.

Por (2.28) e (2.24), temos que

_ MeQrCr + C(Tk+1, Oky)

Cr+1

Qk+1

< MQxCy + Tje + (1 = 7)/2)(~lyx) — h(z))

o Qr+1

< @y + DTy — (1 — r)?/2)h(x)

- Qr+1

o (1—1r)?

=Tk 2Qr+1 Mlaw), k2 ko

E como Qg1 < Mﬁ’ entao
Chp1 < T — (1 — nmax)Wh(a:k), k> k. (2.35)



Por outro lado, para todo k > kg pelo Passo 4 do Algoritmo 2
(1-r)?

(I)(:Ek_H, ko) S Tk — h(xk)

(1—r)?

STk - (1*77max) 9

h(zw), k>ko  (2.36)

Pela definicao de Ty 1, pelos resultados (2.35) e (2.36), obtemos

1—1r)2
Tpt1 <Tp—(1— nmax)u

5 hlw), Yk = ko.

Agora, como Nmax € [0,1), entdo verifica-se a desigualdade
Tpy1 <Ty, Vk2>ko.

O Teorema seguinte garante que todo ponto de acumulacao das
sequéncias {zy} e {yxr} sdo pontos vidveis.

Teorema 2.11. Seja {xx}ren @ sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.
FEntao,
lim h(zxg) = lim h(yk) = 0.
k—o0

k—o0

Além disso, todo ponto limite T de {xy} satisfaz
h(z) = 0.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema 2.8, para todo k > kg, o pardmetro 0 =
Or,- Assim, para [ > kg e por (2.34) segue que

!
Tip1 =Ty = D (Thyr — Ti)

k=ko
1-7)? &
<-(1- nmax)% > h(wy), V= k.
k=ko
Logo,
L-r) §
(1= max) — > h@r) < T =Tivr < Ty — ®(2142, 01 ) (2:37)

k=ko

24



e desde que (-, 0y,) é continua em Q e {z;} C Q, sendo © um conjunto
compacto, entdo a sequéncia {5;};>x, é limitada, em que

l
G =Y h(zx), VI > ko.

k=ko
Note que, a sequéncia {d; }en é monétona crescente e limitada. Logo,
oo

a série E h(zy) é convergente, e consequentemente klim h(zg) = 0.
—00
k=0

Além disso tomando o limite na desigualdade (2.24), temos que
lim h(yx) = 0.
k—o0
|

Em resumo, o teorema acima garante a existéncia de uma sub-

sequéncia de {x} que converge para um ponto vidvel z*. Além disso,
se o ponto z* satisfaz a condigdo de otimalidade AGP e a condigao de
qualificagdo CRCQ (posto constante), entdo «* é um ponto KKT.
No capitulo seguinte provaremos que todo problema com restri¢oes de
ortogonalidade satisfaz CRCQ. Ainda, utilizando hipoteses adicionais,
demonstraremos que todo ponto limite é AGP e, portanto, a conver-
géncia global do algoritmo proposto para minimizagao com restrigoes
de ortogonalidade esta assegurada.
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Capitulo 3

Método de restauracao
inexata nao monotono
no problema de
minimizacao em
variedades de Stiefel

Nesta secao, aplicaremos o método de restauracao inexata para re-
solver problemas de minimizacao com restrigoes de ortogonalidade

minimizar F(X)
s.a. XTX =1, (3.1)
X e,

em que F : R"*P — R é uma funcdo continuamente diferencidvel e
Q C R™™ P um conjunto convexo e compacto. Denotaremos o conjunto
vidvel do problema por V := {X € Q : XTX — I = 0}. O conjunto
St(n,p) := {X € R"*? : XTX — I = 0} é conhecido como variedade de
Stiefel [20]. Para o caso p = 1, a variedade de Stiefel identifica-se como
a esfera unitaria e para o caso p = n identifica-se com o grupo ortogonal
O(n). A dimensdo da variedade de Stiefel St(n,p) é np — % [43] e
pode ser vista como uma subvariedade imersa em R™*P.

O Problema (3.1) tem diversas aplicagoes, dentre as quais citamos o
problema do autovalor linear [6, 7, 23], o problema de Procrustes [44],
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o problema de diagonalizacdo conjunta [13], o problema de alocagao
quadratica, o problema de minimizacao da energia total de Kohn-Sham
[45] e a decomposi¢ao em valores singulares [46, 47]. Em geral, é dificil
encontrar solu¢ao global para o Problema (3.1), pois as restrigoes sido
nao convexas. Além disso, manter a ortogonalidade a cada iteracdo,
para p grande, é numericamente caro.

A maioria dos métodos existentes para resolver este tipo de pro-
blema usa fatoracao de matrizes, ou decomposicao em valores singula-
res, ou QR. Outros requerem o cdlculo de geodésicas, o que resulta em
algoritmos computacionalmente caros. Recentemente, Wen e Yin [4]
introduziram um método em que constroem curvas a partir da trans-
formagao de Cayley o que pode ser visto como uma forma especial do
método de Crank-Nicolson. A cada busca linear, é necessario resolver
apenas sistemas lineares de tamanho 2p x 2p.

Inspirados em Wen e Yin [4], aplicamos o método de Restauragao
Inexata ndo mondétono da Secao 2.7.1 ao Problema (3.1), que inclui
um procedimento especifico na fase de restauragao. Neste caso, apro-
veitamos as propriedades da transformagao de Cayley para obter um
método eficiente que preserva as restricoes de ortogonalidade. Para
tanto, defina a fungao

HX)=XT"X-1,¥X €Q (3.2)
e a fungdo h: Q — [0,00) tal que
|H(X)| < h(X), VX € Q. (3.3)
Assim, temos a fungao de mérito
O(X,0) =0F(X)+ (1 —0)h(X), V(X,0) € Q x[0,1].

Além disso, defina a fungdo de Lagrange associada ao Problema (3.1):

L(X,\)=F(X)+ %tr(A(XTX - 1)), (3.4)

em que A € RP*P é a matriz com os multiplicadores de Lagrange.

3.1 Subespaco tangente ao conjunto viavel

Nesta secao, verificaremos resultados importantes referentes ao su-
bespaco tangente a V), e iremos obter o operador proje¢ao neste subes-
pago.
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Dado Y € V definimos o subespago
SY)=Ker(VH(Y)), (3.5)
e o conjunto tangente
TY)={XeQ: X-YeSY)} (3.6)
Note que 7(Y') é um conjunto afim paralelo a S(Y) e restrito a €2,
isto é,
TY)=( +8Y)) N (3.7)

A seguir, apresentamos caracterizagoes do subespago S(Y). Com
efeito, calculando a variacdo de primeira ordem de (3.2) obtemos o
seguinte resultado.

Lema 3.1. Seja Y € V. Entdao,
S(Y) :{Z ceR™? . YTz 4 7Ty = 0}
:{YW + YLK WT =—-W eRPXP K € R(”‘p)Xp},

em que Y- € RV P ¢ tal que YYT +YH(YH)T = 1. Além disso, a
dimensao de S(Y') é np —p(p+1)/2.

A prova deste lema pode ser encontrada em [22] ( Segao 2.2.1).

No seguinte resultado, encontramos uma forma de representar os
elementos de S(Y). O resultado diz que Z = AY pertence a S(Y') se e
somente se A é antissimétrica.

Lema 3.2. Seja Y € V. Definimos
M(Y) = {AY ER™P: Ac RV, AT = —A}, (3.8)

entdo S(Y) = M(Y).
Demonstragio. Seja AY € M(Y'), entdo

YT(AY) + (AY)TY =YT(A+ AT)Y =0,
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isto é, AY € S(Y). Portanto,
MY)CSY). (3.9)
Demonstraremos que dim M(Y) = dimS(Y'), para todo Y € V.

= I - .
Denotamos por I = [ } € V, em que I é a matriz identidade p X p,

0

entao

M(I) = {A = [ﬁij Al = —An eRPP A € R("_p)xp}

Logo,
pp—1)
7

Dado Y € V, entdo esse elemento pode ser expressado como Y = QI,
em que QQ = [Y YJ'] € Rnxm,
Verificaremos a seguinte igualdade de conjuntos

M) = MQTY) = QT M(Y). (3.10)

dim M(I) = (n —p)p +

De fato, mostraremos as seguintes inclusoes
M) CQTMY) e QTM(Y)c M)

1. Seja Z € M(I), entdo Z é da forma Z = AI. Pela igualdade
I = Q7Y temos que Z = AQTY. Agora, multiplicando pela ma-
triz Q, obtemos QZ = QAQTY. Seja A = QAQT, entdo A é
anti-simétrica e Z = QT AY,
portanto, Z € QT M(Y).

2. Seja Z € QTM(Y), entdo QZ € M(Y), isto é, QZ = AY e A
anti-simétrica. Logo, multiplicando por Q7 e usando o fato que
Q ¢é ortogonal, obtemos Z = QT AQI. Segue que Z € M(I), pois
QT AQ é antissimétrica.

Por (3.10), segue que
dim M(Y) = dim QT M(Y)

= dim M(I)
= (n—p)p+ p(p2— 1)
oy p(p;r 1)
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Pelo Lema 3.1 temos que dimS(Y') = np — %. Assim,

dim M(Y) = dim S(Y)

Portanto, de (3.9) e (3.11), temos que,

Observagao De acordo com o Lema 3.2, o problema

minimizar [|[Z — X||p
sa. X eSY)

pode ser substituido pelo problema equivalente

minimizar [|[Z — AY || p
sa. AT+ A=0.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

No seguinte teorema, obtemos a férmula fechada para a projecao de

qualquer matriz Z € R™*P no subespago S(Y).

Teorema 3.3. SejamY €V e Z € R" P, entao a solugdo do problema

minimizar || Z — AY || %
s.a. AT + A=0.

€ dada por
* | T T Lo T
A:(I—§YY VZY*: =Y Z (I—gYY)

oy
Ar=uvT,

em que

U=[I-3YYD)Z Y] eV=[Y —(I-3YYT)Z].

Além disso, a proje¢ao de Z em S(Y) €

1
PsyyZ =AY =7 — 5Y(ZTY +Y"Z).
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Demonstracdo. A matriz Y € V, pode ser escrito da forma
T _
_ 1 _
Y=y v M _ QI
Entao temos que
|A*Y = Z||% = |A*QI - Z|I3
= QA QI - Q" Z|I%
= AT - Q" Z|%,

onde A = QT A*Q. Denote

i [An —AL] o 2
A= [/_112 Az »An = A

[ ] o] - o] 2
1] g

= [|[ A = YT Z||% + A — (Y5 Z| 7.

A norma

IAI - Q" Z|[% =

Assim, o problema (3.14) é equivalente ao problema
minimizar |4y, — YT Z||% + || A1 — (YD T Z||%
s.a. A?l = —All, /_112 € R(—P) %P,

Logo, a solucao do problema (3.18) é 14_1:1 =1y"z-7"), A

(YHTZ e fl;z € R(=p)x(n=p) " Tomaremos

7k 7k T
A11 7(‘412)
12

A" =
0

Assim, a matriz A* é

A* _ QA*QT
LYTZz-2TY) —ZTYyi [ T
=y v

(YL)TZ 0 (YL)T

(3.18)

12

1
= 5(YYTZYT —YZTYYyT) —vZTy+(yH)T + vy H T2y T.
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Ecomo YH(YH) T =1 -YYT
1
A* =(zyT —vZzT) - 5(YYTZYT -YZTyy"T)

1
=(z2yT -vyz") + 5Y(ZTY -YT2)v*.

Portanto, como

minimizar [|[Z — X||p

sa. X eSY)
é equivalente a (3.14),
PsyyZ = A"Y
=7Z-YZ'Y + %Y(ZTY -YT2)
=7 - Y%(ZTY +Y7T2).
Note que como A é antissimétrica, entdo PsyyZ pertence a S(Y). W
Corolério 3.4. Se Z = G(Y)Y em que G : Q — R ¢ G(Y)T =

G(Y), entdo a solugdo do problema de minimizacao 3.14 é dado por

T T v
Ar=2vT Yzt =12 Y] .. {—ZT]
2pXn
PsyyZ =AY =72 -YZ"Y.

A seguir, descrevemos as etapas do Algoritmo para resolver o pro-
blema (3.1).

3.2 Passo de restauracao

O passo de restauracao consiste em obter um ponto Yj que esteja
mais préximo do conjunto vidvel V e numa vizinhanca de F(X}) ob-
tido na iteracao anterior, o qual é descrito através das condigoes de
restauracao.

Dado X}, € Q, queremos encontrar Yy tal que

F(Yy) — F(X) < Bh(Xy).
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Porquanto, h(X) é uma cota superior para ||H(X)|| representa a
medida de inviabilidade de um ponto X.
Dado um ponto vidvel Y3, € V e Dy, € §(Y%), temos que

Dy = ApYy,
em que

1
Ay = (PDp)YE = Yi(PeD)T e P =(I - 5ka,f).

O ponto de restauracao Yjy1 é determinado pelo esquema de Crank-
Nicolson

t
Yier1(t) =Y + §Ak(Yk + Yier1(2), (3.19)
que por sua vez pode ser visto da forma fechada:
Vi1 (t) = C(5Ak) Yy,

em que C(A) := (I — A)~Y(I + A) é chamada de transformacio de
Cayley. A transformagao C mapeia matrizes antissimétricas em ma-
trizes ortogonais. A Figura 3.1 ilustra o novo iterando Yjy; mediante
a transformacao de Cayley. A seguir, apresentamos alguns resultados
relacionados a transformacao de Cayley.

Teorema 3.5. Seja Y, € V. Se Ay € R™ ™ é uma matriz anti-
simétrica, entdo

1. (I —%Ay) € ndo singular para t > 0.
2. Yier1(t) € St(n,p) isto é, Y1 ()T Yiya(t) = 1.
3. Yk+1(0) = Yk € %Y;ﬁ_l(t) = AkYk = Dk.
=0
Demonstragio. 1. Seja v € Ker(I — LAy), entdo (I — 5Ax)v = 0.
Por outro lado, calculamos
(v, Apv) = traco(vT Apv) = —traco(v? AT v)
= —(Apv,v) = —(v, Agv).
Assim, obtemos que traco(v? Apv) = 0. Segue que a norma

[v]? = trago(vTv — tvT Apv) = trago(v” (I — £Ag)v) = 0. Por-
tanto, I — £ A é nao-singular.
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2. Verificaremos a ortogonalidade de C(Ay) :
C(5Ak)C(5AR)
t _ t T t _ t
= (T = 54 T+ 5A0) (T = 5AN) T+ 5Ay)

= (T4 AT ((T = S A) ™) (= 2 AT (T + 5A-)

— (- %Ak)(l + gAk)*l(I _ %Ak)*l(l + %Ak). (3.20)

Provaremos que
t t 1 t t t 1

De fato, como o produto de matrizes comuta (I—5A) e (I+£Ay),
isto é,

t t t t
e pela nao singularidade da matriz (I — %Ak), multiplicamos am-

bos lados da igualdade (3.22) & esquerda e & direita pela inversa
(I — §Ag)~!, respectivamente, e obtemos o resultado

t t t t
(I - §Ak)_1(l+ §Ak) =+ §Ak)(f - §Ak)_1-

Logo, substituindo (3.22) em (3.20), temos
C(5A0)TC(5Ak)
- taga+ tay o+ taya - tay
DR 2k 2" 2k
=1

3. Derivando ambos lados da igualdade (3.19), obtemos Y/ () =
Aki(yﬁyé““(t)) + £ ALY/, (t). Logo, para t = 0, temos Y}, (0) =
AkYk.

|

Com os resultados teéricos obtidos, vamos adaptar o Algoritmo 2
para o problema matricial (3.1), sendo este descrito no Algoritmo 3.
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Algoritmo 3: Restauragao Inexata nao mondtona aplicada ao
Problema de minimizagao matricial.

Dados: v, £ >0, 0 < Jmin < max < 1, M € Ner €[0,1).

Passo 0. Inicializagao

Escolhemos uma aproximacao inicial Xg € R**P Yy = X e
0y € (0,1). Defina Cy = ‘1)(1}0,90)7 QO =1lek=0.

Passo 1. Escolha do Parametro de Penalidade.

Calcule )1 como o primeiro termo da sequéncia {6x/27},en
tal que

(Y, 0k11) < O( Xk, Okr1) + %(h(Yk) — h(Xy)).

Passo 2. Diregao de descida
Calcule Dy € S(Yy) tal que Yi + Dy, € Q

| Drllr > BlPsvi) (VE(Y)) | F (3.23)
(VF(Yi), Di) < —p|| Di||%- (3.24)

Passo 3. Calcule ¢ como o primeiro termo da sequéncia
{1/27}en tal que

O(Yy, + 5Dy, Op 1) — Tie <
em que Ty := max{C, (X, 0+1)}.

Passo 4. Restauragao
Defina Ak = (I — %YkYkT)DkYkT — Y}cD}:( — %YkYkT)

X1 = (I+tkAk) Y (325)

-1
— t tr
Vi1 = (I - ;Ak) (1 + Q"Ak) Yy, (3.26)

Faca M iteragoes locais e encontre Yy 1 € V tal que

F(Yinr) < F(Tir) (3.27)
Passo 5.
Escolha 7y, € [Nmin, max] € defina
Q1 = mQr + 1, (3.28)
Cry1 = (QrCr + P(Xpy1,0r41))/Qry1, (3.29)

k:=k+1 e volte ao Passo 1.
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3.3 Calculo da direcao de descida

Escolheremos a diregao de descida Dy no subespago S(Y}) tal que
Y+ Dy, € Q e satisfaz as condigoes (3.23) e (3.24) do Algoritmo 3. Con-
sequentemente estas duas condi¢oes garantem que Dy, satisfaz (2.14) e
(2.15) do Algoritmo 1. Em particular se Dy, = 0, entao Y) é um ponto
AGP.

-VF(Y)

S(Yk)

Figura 3.1: Ilustragao do k-ésimo passo do Algoritmo 3.

Na prética, calculamos Dy como sendo

Dy, = argmin Q(2), (3.30)
DeS(Yy)
Yi+DEQ
em que Qk(Z) é uma aproximagao quadratica para L£(Yx+ Z, Ax) sendo
Ay, multiplicador de Lagrange associado ao Problema 3.1. Se esta di-
recao satisfaz as duas condigoes (3.23) e (3.24), entdo escolhemos Dy,
como direcdo de descida do Algoritmo 3. Caso contrério, utilizamos

1
Dy, = TipPS(Yk)(_VF(Yk)%
em que Pg(y,)Z denota a projegao ortogonal de Z em S(Y}) e AP éo
parametro espectral introduzido por Barzilai e Borwein em [48] definido

por
Azp = min{max{)\mirn )\EB}a Amax}a
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[trago(V L(Yi,Ak)) =V L(Yi—1,A6)) " (Ye—Yi—1)|
1Ye—Yi_1]% ’

se k é par
BB _
A = .
[[VL(Yy,Ap)=VL(Yr—1,A)ll% 4 -
[traco(V L (Y, Ar)— VI (Yo 1. AT (Ye—Yro)]? € k ¢ impar.

Note que,esta ultima escolha da direcdo D sempre verifica as duas
condigoes (3.23) e (3.24).

Para encontrar o valor do passo de minimizagao t; tal que o va-
lor da fungao de mérito diminua no subespaco tangente as restricoes,
utilizamos a caracterizagao do subespaco S(Y}). Como vimos na sec¢ao
anterior, a busca linear de Armijo pode nao oferecer um bom desempe-
nho. Assim utilizamos o método de busca ndo mondtono, baseado em
Zhang e Hager [2] aplicado & fungdo de mérito, conforme Algoritmo 2.
As condigbes de minimizac¢do do Algoritmo 3 podem ser descritas da
seguinte forma: Encontre t; > 0 que satisfaz a desigualdade

(1—r)
2

(I)(Yk + tDy, 9k+1) <Tp+ (h(Yk) — h(Xk))
em que T, := max{Cy, ®(Xk, 0r+1)}. O Algoritmo 3 descreve o método
de Restauragao Inexata ndo mondtono aplicado ao Problema (3.1).

3.4 Analise da convergéncia do algoritmo
proposto

Nesta segao, além de verificarmos que o Algoritmo 3 estd bem de-
finido, estudaremos a convergéncia global do algoritmo proposto, isto
é, todo ponto de acumulagdo é estaciondrio. Para o problema (3.1),
levaremos em consideracao as mesmas hipdteses usadas no Capitulo 2.

Agora, mostraremos que, no Passo de Restauragio, a sequéncia {Yy}
satisfaz as condigoes (2.11) e (2.12). Como Y} € V, VEk, a condicdo
(2.11) vale para qualquer r € [0,1). Daqui em diante, vamos definir

hX) := [H(X)]|F- (3.31)

Da Algebra Linear, se A € R™*" é simétrica e semidefinida positiva, en-
t&0 existe uma tinica matriz simétrica e semidefinida positiva B € R™*"
tal que B2 = A. A matriz B é denotada por A'/? [6].
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Lema 3.6. Seja Y € V e X € T(Y), entao H(X) = XTX —1 ¢
simétrica e semidefinida positiva. Portanto, a matriz H(X)Y/? estd
bem definida, VX € S(Y).

Demonstragdo. Veremos que H(X) é semidefinida positiva em 7 (Y)
para Y € V.
De fato, seja X € T(Y), entdo X é da forma X =Y + D, D € S(Y).

HX)=Y+D)"(Y+D)-1
=YY +(Y"D+D'Y +D"D) -1

Temos que Y'Y =TeY € S(Y), isto é, YT D + DTY = 0.
Assim,
H(X)=DTD.

Logo, H(X) é semidefinida positiva. Portanto, temos a boa definigao
de H(X)'/? para cada X € S(Y). |

Teorema 3.7. Seja >0,V 1€V eXr =Y, 1+AY;_ 1 € ’T(Yk_lz,
para alguma matriz antissimétrica A € R™*" tal que [[AYy—1]2 > 1/8.
Entao Yy = (I — %A)_I(I + %A)kal eVe

Xk — Yillz < Bl H(Xk) |2

Demonstragio. Como A é antissimétrica, entdo (I — 3A)"1 (I + £A) e
(I +1A)(I — 1A4)~! sdo matrizes ortogonais. Além disso, Yj_1 € V,
entao ?k = (I — %A)il(l + %A)Yk—l ev.
Calculando a norma e por (3.21) segue que

= 1 .. 1
[Xe = Yilla = (1 + A)Yir = (I = 54) "I+ A Y12

1 1 1 . 1
=T+ 54 Y1 + 5AY = (I - 54) Y1+ 5 A1z

2
1 1 1, 1
=0+ S Ay — (T A = 2 i+ LAy,
ity (0= taye, —vi ) + tave
- 2 2 2 k—1 k—1 2 k—112
1 1 .. 1 1
=||I+=-A)I—-=A ——AYi_ —AY)_
I+ 3= 5 )7 (~3Avics ) + gVl
1 1 . 1 1
<+ AT = 347 (=3 A% )l + 13 Al
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Desde que a matriz (I + 3A)(I — 3A)~! é ortogonal e utilizando o fato
de que a norma 2 é invariante por matriz ortogonal, obtém-se
— 1 1
1k = Yllz < lI=5 AY-1ll2 + (|5 A¥5-1l2
= [[AY)—12.

Logo, -
[ Xk = Yill2 < [[AY5—1]l2 (3.32)

Por outro lado,
X8 X5 = Ill2 = [E0 (1 + AT+ A)Yieer — 1]

= V(T = AT+ A)Yieor = 1|2
= V20 (T = A%)Yier = I|la
= [[(AYi-1)" (AYi-1) ]2
= | AYi[l3.

Usando (3.32) e a hipétese ||AY;_1|| > 1/3, obtemos

Xk = Yilla < |AY-1]l2 < Bl AV, 1|5 = BIX{ Xk — 1|2

Logo, _ _
| Xk = Yill2 < BIH(Xk)|2-
|

O seguinte Corolario estabelece que a condigdo (2.12) é satisfeita
pelas sequéncias geradas pelo Algoritmo 3.

Corolario 3.8. Com as mesmas hipoteses do Teorema 3.7 tem-se que
F(Yy) — F(Xy) < B H(Xy) |-

Demonstragao. Como VF é continua em {2 compacto, entao existe
L1 > 0 tal que
IVE(X)|| < Ly, VX e (3.33)

Entao, calculamos a diferenga usando o Teorema Fundamental do Cal-
culo Integral, a desigualdade (3.33) e Teorema 3.7 obtemos

F(?k) - F(Xk) = /(; <VF(Xk + S(Yk — Xk)),?k - Xk>d8

1
< / V(X + 5(Fs — X)) |75 — X ds
0

< LYk — Xkllr
< Liy/pB|[H(Xk)|l2
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onde temos usado a equivaléncia entre normas. -
Também, pela condigéo (3.27) temos que F(Yy) < F(Yy), Vk, entdo

F(Y3) — F(Xy) < F(Yy) — F(Xy).
Logo,
F(Y) = F(Xy) < BIH(Xw)ll2 < B H(Xk)|[F sendo B = L1y/pB.
|
Os resultados obtidos anteriormente garantem a existéncia de [ e

que a transformacao de Cayley preserva ortogonalidade.

Teorema 3.9. Seja X = Uka‘iT a decomposi¢ao em valores singu-
lares reduzida de X} € R™"*P. Se Y} o elemento de V mais proximo de
X1 ao conjunto vidvel, isto €,

Y = argmin||Y — X,

YTY=]
entao
Y. =UVL,
1 Xk = Yilr < [[H(Xi)F,
e

F(Yi) - F(Xi) < BIH(X0)|p. com B=L.

Demonstragdo. Segundo o resultado de [6]( Segao 12.4.1) a solugio Y
é da forma Yy, = UkaT. Utilizando o fato que a norma Frobenius é
invariante por matrizes ortogonais e denotando ai o valor singular de
Xk, temos que

1Xe = YilF =15 — 1|7

= Z (o] — 1)

J=1
Por outro lado, calculando a norma
P

IXE X5 = Il5 = 158 = 117 = D () = 1)

j=1
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Como cada valor singular ai é nao negativo, temos que ‘O’i -1 <
|(07)? — 1|, para todo j € {1,...,p}. Assim,

(0> = 1)* = | X Xk — 1|7

p p
1

Xk = YilF =D (o] —1)* <

j=1 J

Seguindo o procedimento andlogo a Corolario 3.8 e utilizando a desi-
gualdade acima, obtém-se que

F(Yy) = F(Xk) < BI|H(Xk)||p, com B=L.
|

Observagao:

Se ||AxYk|l2 > %, entdo, pelo Corolario 3.8, podemos restaurar Y1
via a transformagao de Cayley, caso contrario usamos o Teorema 3.9 e,
neste caso Y41 = UgV,I. Portanto, as condigdes, (2.11) e (2.12), sdo
sempre validas no Algoritmo 3.

Definicao 3.10. Dizemos que X € V satisfaz CRCQ se para todo
I c{1,...,p} temos que {VH, ;(X)}ijer tem posto constante, entdo,
para qualquer' Y em uma vizinhan¢a de X, temos que {VH; ;(Y)}i jer
tem posto constante.

A seguir, mostraremos que todo X € {2 no conjunto vidvel satisfaz
a condigdo CRCQ (condigao de qualificacdo de posto constante).

Lema 3.11. Seja H; j(X) = X' X; —6;j, 4,5 =1,-++ ,p, em que X; €
1, se i#j

. Entao, o conjunto

R™ € a i-ésima coluna de X e 0;; = )
0, se i1=j

I' ={VH, ;(X)}i>; € linearmente independente.
Além disso,

din(spon{VH, (0}, ) = P,

Demonstracao. Seja X € V. Organizaremos amatriz X = [X;--- X,] €
R™*P na forma vetorial:
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Calcule o VH; j(vec(X)) :
VH; ;(vee(X)) = | 2X

Note que VH; ;(vec(X)) = VH;;(vec(X)), portanto, calculamos para
0 caso i > j,

0
X;
VH;;(vece(X)) =
X

0

Entao, para j fixo, {VH;;(X)}i>; é linearmente independente.
De fato, considere a combinagao linear

¢V Hyj(vee(X)) + 50 VH (1) (vee(X)) + -+ ¢,V Hy (vee(X)) = 0.

Entao
0

QCij—i-...—‘GCXp :0
Cjt1X; '

cpX;j

Note que, XJTXj =1le XiTXj =0,sei#j. Entao, ¢; =cjp1=...=
¢p =0, para j fixo, isto é, {VH; ;(X)};>; é lincarmente independente.
O mesmo ¢é valido se deixarmos j livre: consideramos a combinagao

linear
p

Z Z CijVHl‘j (UGC(X)) = O,

j=1i>j
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isto é,
2011X1
c21 X1 + 2c22 X5

Cple + CpQXQ + ...+ 2Cprp

Do fato de que para j fixo temos que a independéncia linear é satisfeita,
temos que I' = {VH, ;(X)}i>; é linearmente independente.
|

Teorema 3.12. Se X € V, entio X satisfaz CRCQ [49]. Isto €, se
para todo I C {1,...,p} wale dim(span{VH;;(X)}; jer) = d, entio
para qualquer Y e I C {1,...,p} em wma vizinhanca de X temos que

dim(spcm{VHij (Y)}i,jej) =d.

Demonstragdo. Seja X € V. Pelo Lema anterior temos que {VH;;(X)}i>;
é um conjunto linearmente independente. Demonstraremos que
{VH;;(Y)};>; é linearmente independente para ¥ em uma vizinhanca
de X com raio 4, para algum § > 0. Suponha, por contradi¢ao, que
existe ¢;; nao nulo tal que

p p

Z Z cijVHij (Y) = 0,

j=1i>j

em que [|Y — X| < ¢, para todo 6 > 0. Pela continuidade de {VH;;}
temos que para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se | X — Y| < 6,
entao

IVH;(X) = VH;(Y)|[r < ¢/M,

PP
em queMzZZcij > 0.

j=1li>j
Logo,
p p

I3 e VG (Xl = 323 e IV, (X) — VI, (1)

j=lizj j=14i>j5
p p

< ZZCU‘G/M = €.

j=1i>j

PP

Portanto, existe ¢;; nao nulo tal que Z ZcijVHij (X) =0, o qual é
J=1i>j

uma contradi¢do com {VH;;(X)};>; ser lincarmente independente.
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Selc{i>j:4i,j=1,...,p} entdo pelo resultado anterior a condicdo
de posto constante é satisfeita para todo X € V. Note que para Iy =
{i<j:i,j=1,...,p} temos que {VH;;(X)}; jer, C {VH;;(X)}i>;
pois verifica-se VHy (X) = VH;,(X), em que k < . [ |

Teorema 3.13. Suponha que a hipétese (H1) € satisfeita. Entdo o
Algoritmo 8 estd bem definido e sejam as sequéncias {Xi} e {Yi},
geradas pelo Algoritmo 3 e hm h(Xy) = hm h(Yy) = 0. Ainda, todo

ponto de acumulacao X* de {Xk} satzsfaz h(X*) =0.

Demonstracdo. A boa definicao do Algoritmo 3 segue do Teorema 2.8.

A prova de todo ponto de acumulacio ser vidvel, segue do Teorema
2.11 |

A condigao (3.23) exige que o tamanho Dj deve ser pelo menos
maior a fil|Psy,)(VF(Yx))||F, com fi > 0. Esta condigao evita direcdes
de busca Dy com tamanho pequeno. Por ultimo, a condi¢ao (3.24)
considera diregoes de descida, em que o dngulo entre o Dy e VF(Y})
seja menor que /2.

O seguinte teorema mostra a convergéncia do Algoritmo de restau-
ragao inexata nao monotona.

Teorema 3.14. Seja { X} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 3 e supo-
nha a validade da hipdtese (H1). Entao, todo ponto limite X* de { Xy}
satisfaz a condicao de otimalidade AGP. Ainda, as condigoes KKT sao
satisfeitas em X*.

Demonstragao. Para nosso problema, como Dy, € S(Y}), temos que
H(Xk+1) = H(Yk + tka) -1

= (Y + tiDp)" (Vi + t5Di) — I
=Y,['Yy — I +t,(Y! Dy + D} Yy) + ;D Dy,.

Também, como Dy € S(Yy) e Yy, € V, segue que, ;' Dy, + DIV, =0e
Y2XY, — I = 0, respectivamente. Logo,

H(Xy41) = 2DI Dy, (3.35)

Observe que h(X) = ||H(X)||r e pelo item 2 do Teorema 3.13, temos
que
lim H(Xy) = 0.

k—oc0
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Usando o argumento anterior e (2.11), temos
lim H(Y;) = 0.
k—o0

Tomando K; C N tal que klir}rg X, = X*, e pelo Teorema 2.8, a sequén-
00 SV

cia {t;.} admite uma subsequéncia convergente para um valor acima de
zero, isto é, existe Ko C K tal que hr}r(l tr >t > 0. Tomando o limite

em (3.35) e utilizando hm H(Xy) = hm H(Y}) = 0, obtemos
lim D Dy = 0.
keKso
leul F fus, lim || Dy} = i D) Dy) =
Calculando a norma de Frobenius, kérir(lQH el 7 dm trago((Dy)* Dy)

0. Entao lim D, = 0.
keKso

Usando este tltimo resultado e a condigao (3.23), obtemos que

A [Py (VE(Yk))llr = 0. (3.36)

Assim, X* é um ponto que satisfaz a condigdo AGP. Além disso, como
o ponto X* satisfaz CRCQ. Consequentemente, X™* verifica a condicao
CPLD. Portanto, segue de Gomes [33]( Teorema 3.11) que X* é um
ponto KKT. |

O seguinte resultado mostra que Y41 (t) := (I—$A,) "1 (I+ L Ap)Yy,
é um caminho viavel de descida para F'.

Teorema 3.15. Seja {Ar} gerada no Passo 4 do Algoritmo 3. Entao,
Viy1(t) = (I — AR "I + LAR)Y) € um caminho de descida a partir
de Yi+1(0) =Y}, isto é,

(VE(Yi41(0)), ¥{11(0)) = (VF(Yx), Di) <0 (3.37)

Demonstragio. Pela defini¢ao de Yi41(t), temos (I — £Ax) Y1 (t) =
I+ %Ak)Yk e, derivando com respeito a ¢t em ambos lados,

d

t 1
a((f — §Ak)Yk+1(t)) = §AkYk-

Assim,

1 t
Yin(t) = 51 = SA) T Ap(Ye + Vi (1)
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Note que Yi11(0) = Yy, entdo, para t = 0, obtemos Yk/H(O) = ALY}.
Além disso, podemos verificar que AxYy, = Dy com

ALYy = (PDLY,E + Yi.DE P,)Ys,
= P.Dy + Y3, DI PY,

1 1
§YkYkTDk + §YkDng

1
=Dy, — §Yk(YkTDk + DIYy).

:Dk_

Como Dy € S(Yy), entdo Yy 1(0) = ApYy = Dj. Portanto, pela
condigao (3.23)

(VF(Yi41(0)), Yi11(0)) = (VF(Yi), Di) < 0.
|

Teorema 3.16. Assuma que os passos 1 e 8 do Algoritmo sdo satis-
feitos para todo k € N. Assuma que existe ¢ > 0,( € [0,1) tal que, para
todo k € N, existe A¥ € RP*P ¢, € [0,(] tal que

IVL(Yx + Di, A1)l < Gl VLY, Ag) ||
[ Drll + A k1 — Axll < e[ VLY, Al

Também, assuma que (X, A) € um ponto estaciondrio e que t;, = 1 para
k suficientemente grande. Entao,

e Se ( =0, a convergéncia é R-quadrdtica.

Este resultado é consequéncia do Teorema 2.6.
Com base no teorema 3.16, na fase de restauragao fazemos M iteracoes
locais com tp = 1 para reduzir o ntimero de avaliagoes de funcao do
Algoritmo de RI e conseguir um Yy € V tal que F(Y;) < F(Yy).

3.5 Critério de parada

O préximo teorema estabelece uma equivaléncia entre as condigoes
KKT do Problema (3.1) e projecdo no subespago tangente. Para isto,
definimos alguns conceitos importantes.

Dizemos que X € Q satisfaz a condigao KKT se existe A € RP*P tal
que
VF(X)+XA=0
H(

X)=XTX-I=0.
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O seguinte teorema estabelece condigoes equivalentes para que uma
matriz X* € Q) seja um ponto estaciondrio.

Teorema 3.17. Dado X* € V, as sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes.

1. X* satisfaz as condigoes KKT de (3.1).
2. 2VF(X*)+ X*(X*)IVF(X*)+ VF(X*)TX*) = 0.
3. VF(X*) = X*S, para alguma matriz simétrica S € RP*P,

Demonstra¢do. Mostraremos que (1) implica em (2). Se X* satisfaz a
condicao KKT, entao existe A tal que

VE(X*)+ (VH(X")T, A) =0, (3.38)
isto ¢, ~VF(X*) € Im(VH(X*)T) = Ker(VH(X*))*, entao
Psx+(=VF(X™)) =0
e usando a forma fechada da projegao (3.17), temos que

—2VF(X*) + X*(X)IVF(X*) + VF(X*)TX*) = 0.

Demonstraremos que (2) implica em (3). Pela hipétese, temos que

T * s\T v *
VF(X*)X*<(X) VF(X );—VF(X) X )

Assim, o gradiente pode ser visto como VF(X*) = X*S§ em que

(X*)IVF(X*)+ VF(X*)TX*

S = 5

Por ultimo, temos que (3) implica em (1). De fato, para todo Z €
Ker(VH(X™)),

pois (X*)TZ + ZT(X*) = 0. Assim, VF(X*) € Im(VH(X*)T).
|
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3.6 Estimativa do multiplicador de Lagrange

A direcao de descida Dy na iteragdo k pode ser calculada a partir
do subproblema no subespago tangente as restrigoes

Dy, := argmin Q(Z),
ZeS(Yi)

em que Q(Z) é uma aproximacado quadrética para (Y + Z, Ag).
Portanto, é importante estimar os multiplicadores de Lagrange Aj a
cada iteracao, pois deles depende o céalculo de Dy. A ideia para estimar
o multiplicador é aproximar o valor da fungao objetivo no conjunto
viavel usando a funcao de Lagrange definida no subespaco tangente.
Dado X € S(Y), o valor da funcdo de Lagrange em X deve aproximar
o valor da fungao objetivo num ponto vidvel mais préximo de X. A
iteragdo de Newton aplicada & H(X) = 0 é uma ferramenta que nos
permite encontrar um ponto viavel proximo de X. Neste caso, uma
iteracao de Newton para encontrar este ponto seria

X = X — (X1)TH(X),

em que X' := (XTX)7'XT e H(X):= 2(XTX —1I).

O valor de F em X é aproximadamente dado por

F(X)~ F(X)+ (VF(X),X — X). (3.39)

Agora,

(VF(X),X — X) =trago(VF(X)T(X — X))
= — trago(VF(X)T (X" TH(X)). (3.40)

Por outro lado,

traco(VE(X)T(XN)TH(X)) =traco(H(X)TXTVF(X))
=traco(XTVF(X)H(X)). (3.41)
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Substituindo (3.41) em (3.40), temos que

(VE(X),X —X)=— %[trago(VF(X)T(XT)T’H(X))

+ traco( X TVF(X)H(X))]
_ %[(XTVF(X),H(X»
+(VF(X)" (XN, H1(X))]
_ /XX + VRO (X
(3.42)

Substituindo (3.42) em (3.39), obtemos

_ (Xt T(vi\T
F(X)zF(X)+< VI + VER LX) >,H(X)>.

Como queremos calcular o valor dos multiplicadores de Lagrange na
fase de otimizagao, temos o seguinte:

CYIVE(Y) + VEY)T (V)T

Ay = 3

Além disso, como o ponto Y}, satisfaz Y;'Yy, = I, entdo Y.t = Yl e

T T
Ay = e VE() J; VEY) Ye (3.43)

3.7 Meétodo dos gradientes conjugados com
restricoes lineares

Nesta secao estudaremos o método dos gradientes conjugados que
calcula uma solugao aproximada do subproblema

minimizar Qi (2)
s.a. Z e S(Y)

em que Qk(Z) é uma aproximagcao quadratica do Lagrangiano no ponto
Y. + Z.
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Considere o problema

o 1
minimizar §xTGx+xTw

s.a. CTz =,

(3.44)

onde GG é uma matriz simétrica e definida positiva, C' € R"*™ com m <
n e de posto m, isto é, as colunas de C' sao linearmente independentes.

Shariff [3] desenvolveu um método dos gradientes conjugados para
resolver (3.44), o qual é considerado uma extensao do Algoritmo de
Fletcher e Reeves. Este método de diregoes conjugadas consiste em,
dada uma aproximagao inicial xy para a solugao de (3.44) e seu residuo
go = Gz — w, escolhermos a primeira direcao de busca

dO = _Hg07

em que H é a matriz de projecio no subespaco nulo de CT, ao longo da
qual serd feita uma busca linear exata, a fim de obter o novo iterado z.
Depois, calculamos uma nova direcao d; conjugada a dy, ao longo da
qual obtemos o novo ponto x3. De forma recursiva, a iteracao continua
até atingir uma solucao do problema (3.44).

Segundo o artigo de Shariff [3], garante-se que o método converge
em maximo n — m iteragoes, com taxa de convergéncia que depende
do espalhamento dos autovalores de G. Este método é descrito no
Algoritmo 4.

3.7.1 Descricao do algoritmo de Shariff

Suporemos que Z € R™*(™=") & yma matriz cujas colunas geram o
espaco nulo de C7T, ou seja, CTZ =0 e W € R™™™ é uma matriz tal
que as colunas geram uma base da imagem de C. Assim, as colunas de
[Z, W] geram o espago R™. Todo = € R™ pode ser decomposto como:

x=Zy+ Wy, (3.45)

para qualquer y € R"™" e ¢ € R™. Se x é algum ponto vidvel, entao
substituindo (3.45) em CT2 = b, temos que

CTe =0T (Zy+Wq)=b

e como CTZy =0, entdo CTWq = b.
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Pela definicao de W, a matriz CT W é ndo-singular, entdo existe um
tinico ¢* tal que CTW¢q* = b. Portanto, = pode ser escrito como

r=Zy+Wq,
ou seja, o Problema (3.44) se reduz a um problema de dimensao n —m.
Toda diregao viavel pode ser escrita como uma combinacao linear das
colunas de Z, ou seja, pode-se escrever
z=12g, (3.46)
para algum g € R(*=")_ Considere o gradiente na direcio Y
g=-VyF(X)=-ZTVF(X), (3.47)
e substituindo (3.47) em (3.46), obtemos z = —ZZTVF(z). Repare
que a matriz de projecdo P = ZZT nédo é tinica e ndo satisfaz PP = P.
Em particular, considere a projecao ortogonal
Pn=2Z"z)"'Z". (3.48)
Se as colunas de Z sdo ortonormais, isto é, ZT Z = I, entdo

Z = —I'mg.

Dado um ponto inicial zg € {z € R" : CTz = b} e um conjunto de

dire¢oes G conjugadas {do,ds,...,dn_m—1}, utilizaremos a relagio de
recorréncia

Tit1 = T4 + O[idi, (349)
em que

a; = argmin F'(z; + ad;).
acR

Agora, geraremos as dire¢bes G conjugadas. Dado gy = Gxg + w,
zo=Pgpeparai=0,....n—m —2

dit1 = ziy1 + Bid;,

em que x;41 é dado por (3.49), z;41 é o gradiente projetado e f; é
calculado de tal forma que a diregao d; 1 seja G-conjugada com d;.
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Algoritmo 4: Gradiente Conjugado com restrigoes lineares de
igualdade.

Entrada: ¢ > 0;

Escolha zy que satisfaz CTa = b;

Faca gy = Gzg — w, 20 = Hgg, dg = —29, 1 = 0;

Enquanto ||d;|| > € x ||do||

—gFd;
T Gd;

o =
Tiy1 = X + ouds;
Git1 = gi + o;Gdy;
Ziy1 = Hgiq1;

B, = giT+1Zz'+1,
’ giTZz‘
div1 = —zit1 + Bidi;
=141
Saida: Uma aproximagao x* para a solugao de (3.44).
Fim

No artigo [3], temos a convergéncia e a taxa de convergéncia do mé-
todo. A prova dos resultados apresentados abaixo pode ser encontrada
nos Teoremas [3].

Teorema 3.18. Para qualquer xo € {z € R" : CTx = b}, a sequéncia
gerada pelo Algoritmo 4 converge para a solu¢ao x* do problema (3.44)
em mo mdximo n — m iteracoes.

Demonstragdo. A prova deste teorema encontra-se em Shariff [3](Teorema
2). [ ]

Teorema 3.19. Se ZTGZ tem autovalores A1 < Ao < ... < Ay, temos

)\nfm + )\1

—1 «
o — T
) o — .

2y, — 2"l < Ti(
em que ||z||% = 2T Gz, Ty, € o polindmio de Chebyshev de grau k.
Além disso, para qualquer € > 0, se p(€) € definido como sendo o menor
inteiro k tal que
[zx — 2" ll¢ < ellzo — 2*]|e,

52



entio p(e) < 1\/cln(2/e) + 1, em que ¢ é o mimero de condigio de
7ZTGz.

Demonstragdo. A prova deste teorema encontra-se em Shariff [3]( Te-

orema 3).
[ |

A seguir, apresentamos a notacdo que serd utilizada ao longo do
texto.
Considere ¥ : U C R™P — R uma funcao diferencidvel no ponto

X € U, em que denotamos o gradiente de ¥ por DU = (8‘?5]_) .
’ nxp

Seja a fungdo ¢ : U C R™*P — R™*P e denote a derivada de ¢ no
ponto X € U na diregao Z, como

De(X)(2) 1= tim PE T =) oo (550
t—0 t
Vale observar que, no Passo 2 do Algoritmo 3 de Restauracdo Inexata
nao mondtono, a diregdo Dy € S(Y;) pode ser calculada como solucao
do subproblema
minimizar Qk(Z) (3.50)
s.a. Z e S(Yk)
em que Qy(Z) := 3(Z, D(DL(Y + Z,\p))(Z)) + (DL(Yx + Z, Ax), Z).
A fungdo Qp(Z) é uma aproximagio quadritica para L(Yy + Z, Ag),
para o caso de problemas quadraticos.

Note que o problema (3.51) pode ser resolvido utilizando métodos
iterativos, tais como o Lagrangiano aumentado [50] e o Gradiente Con-
jugado para restrigoes lineares [3]. Neste trabalho, empregaremos uma
adaptacao do método dos gradientes conjugados com restricoes linea-
res de igualdade [3] para o problema matricial (3.51). Isto é descrito
no Algoritmo 5, em que utilizaremos o Teorema (3.3) para calcular a
projecao de um ponto no subespago S(Y%).

Consideraremos a matriz P = P,,, com P, definida em (3.48), como
a matriz projecao tem a propriedade P,, P, = P,,, entao

T T
B; = Git17i+1 _ Fitl z+1' (3.52)

T T
9; Zi Z; %
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Algoritmo 5: Gradiente Conjugado aplicado ao problema de
minimizagao no subespaco tangente.

Entrada: ¢ > 0;
Dado Zy € S(Y4);
Faca Ry = V. Qr(Z0), Go = Ps(y,)Ro, Vo = —Go, i = 0;
Enquanto ||[Vi|| <e
traco(RY G,) _
~ trago(VID(DQW(Z:) (V7))

Zit1 = Zi + o, Vi
Rit1 = R, + osD(DQx(Z;)(V3);
Giy1 = Rip1 — 3Y(RE Y + YR 1);

o traco(R{ 1 Giy1)
’ traco(RTG;) '

Vier = —Gip1 + Bi Vi
i— i1

Saida: Uma aproximacao Z* da solugdo de (3.51).
Fim

Para encontrar o valor de o;; minimizamos Qy, ao longo da reta que
passa por Z; na diregdo V;. Para tal, defina ¢ : R — R por ¢(a) =

Qi (Z; + aV;). Utilizando a defini¢ao de «;, obtemos

¢ () = (DQk(Z; + a;V;), Vi) = 0.

Utilizando, a expansao local do gradiente de Q. no ponto Z; + «; V5,

temos que

DQy(Zi + aiVi) = DQi(Zi) + i D(DQw(Z:)) (Vi) + o([[V])). (3.54)

Substituindo (3.54) em (3.53)

0

trago (vfpgkwi) ; az-v;TDka(zi))(vi))

0.

traco (‘/;TDQk(Zi)> + ajtraco (VQTD(DQk(Zi))(W)>
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Logo,
_ traco(V.I DQL(Z;))
traco(V;' D(DQk(Z;)) (Vi)

3.8 Reducao do sistema linear

No passo de restauragao para encontrar Yy a partir de Xy, precisa-
mos calcular a matriz (I — %"Ak)_l. Na maioria das aplicagoes, temos
que p < n/2. Assim, no teorema a seguir, mostraremos que a dimensao
do sistema pode ser reduzida a 2p x 2p. Para tanto, aplicamos o Teorema
de Sherman-Morrison-Woodbury para calcular, de maneira eficiente, a
matriz inversa.

Segundo o Teorema 3.3, temos que Ay pode ser reescrita da forma
A = UV, (3.55)
em que Uy = [Pka Yk] ERMP eV = [Yk —Pka] € Rnx?p,

Teorema 3.20. Seja A € R™"™ da forma (3.55). Entdo Y11 =
(I —A,)7 (I + % Ap)Yy € equivalente a

— t
Visr =Y + teUi( — EkvaUk)*lvaYk. (3.56)

Demonstra¢ao. Como I — %“Ak =1- %“Uk VkT, aplicando a férmula de
Sherman-Morrison-Woodbury [51]:

(A+CcDT)y ' =A"' — A~ 'Cc(I+ DTA'C)"'DTA™Y,  (3.57)
obtemos
(I - %UkaT)_l =1+ %2(—7 - %VkTUk)_lva~ (3.58)
Logo,
Yig1 = (I + %Uk(l — %VkTUk)*lva)(I + %UkaT)Yk
=Y, + %Uk (I + (I - %VkTUk)‘l(I + %VEU;J)VEY,C

t
= Yi + tpUp(I — EkvaUk)*lvaYk.
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Portanto, o uso da férmula de Sherman-Morrison-Woodbury para
inverter a matriz I — %Ak reduz o custo computacional de se obter

Yii1, o qual é 4np? + O(p?).

Cabe observar que, se p > 7, entao vale a pena resolver o sistema li-
near (I— %Ak)?kﬂ = I+ %Ak)Yk para encontrar o ponto restaurado
Yit1-
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Capitulo 4

Resultados numéricos

Neste capitulo, estudaremos o desempenho do Algoritmo de Res-
tauracao Inexata nao monétono, Algoritmo 3, aplicado a diferentes
problemas de otimizagao matriciais envolvendo restrigoes de ortogona-
lidade. Primeiro, estudaremos todos os detalhes da implementagao do
algoritmo proposto a fim de realizar os testes computacionais. Na se-
gunda parte, fazemos comparacoes do Algoritmo proposto com outros
dois métodos para resolver problemas com restrigoes de ortogonalidade,
o método de Busca Curvilinear [4](Wen e Yin), que serd denotado por
OptStiefel e o0 método de gradiente conjugado, que sera denotado por
Conj-Grad do pacote ManOpt [5]. A implementagdo do Algoritmo 3
foi realizada em MATLAB versao R2017b de 64-bits.

Todos os experimentos numéricos foram realizados em um notebook
com processador Intel(R) Core(TM) i5-2520M de 2.50GHz e 4Gb de
memoria RAM.

4.1 Detalhes da implementacao

Assumiremos como ponto inicial Xg = UVT, em que U e V sdo
obtidas pela decomposigao em valores singulares da matriz randn(n, p)
e Yy = Xp. Em todos os testes numéricos utlizaremos: 65 = 0.999.

Consideramos nos experimentos numéricos, problemas em que o nu-
mero de restricoes p menor que n. A fim de analisar o desempenho e
aplicacao do Algoritmo de Restauracao Inexata nao mondtona foram
realizados diferentes testes numéricos dos problemas: autovalor linear
[4], procrustes ortogonal [9], minimizagao da energia total [11] e mini-
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mizagao de formas quadréticas heterogéneas [52].

Além disso, descrevemos os critérios de parada utilizados nos testes
numéricos. A execugado do Algoritmo 3 é interrompida nos seguintes
Casos:

e O numero de iteracoes do Algoritmo excede k. = 1000.

e O tamanho da derivada do Lagrangiano no ponto (Yj,Ay) estd
préximo de zero, isto é,

IPsqviy (VE(Yi))llr < (4.1)

O ponto Y}, que satisfaz a condigdo (4.1) é chamado de e-AGP.
Para os testes utilizamos € = 107°.

e O valor do comprimento do passo t; é pequeno, ou seja, tr <
1010, Note que é interessante aceitar passos t, = 1, para garantir
a convergéncia superlinear ou quadratica, conforme Teorema 2.6.

e A falta de progresso da iteragdo ou dos valores da fungao, isto
é, |1 Xk — Xi—1llp < atol ou |F (X)) — F(Xk-1)| < ftol. Nos
experimentos utilizamos xtol = ftol = 10710,

A medida de eficiéncia a ser utilizada nos problemas testes sera o tempo
computacional de execugao. Neste capitulo, compararemos o desempe-
nho do algoritmo proposto com OptStiefel [4] e Conj-Grad [5]. Além
disso, estudaremos os perfis de desempenho na resolucao dos problemas
testes para determinar alguns pardmetros do Algoritmo n e M.

Uma caracteristica importante do método de Restauracao Inexata
é a liberdade de escolha das estratégias para resolver as fases de Res-
tauracao e Otimalidade. A seguir, apresentamos as abordagens para a
resolucao de cada fase do algoritmo.

4.1.1 Fase de restauracao

Nesta fase, encontraremos a sequéncia {Y;} € V que satisfaz as
condigoes dadas em (2.24) e (2.25).

Pelo Algoritmo 3, a sequéncia Y é definida pela transformacao de
Cayley

_ t _ t
Vipr = (I = 5 A) 7 (T + 5 ADY:

e Y11 pode ser qualquer ponto vidvel tal que F(Yii1) < F(Yjy1).
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Como o Teorema 2.6 garante boas propriedades de convergéncia
local com tamanho de passo tp = 1, geraremos uma quantidade finita
de iteragoes da seguinte maneira: Dado o ponto inicial Y7 o = ?k+1 eo
multiplicador de Lagrange Ay € RP*P definiremos para j = 1,..., M,
com M €N,

1

Dy,; = *WPS<Yk,j)(VF(Yk,j)),
J
1 1

Ang = (I = 5Yk3 Vi) DrYily = Yy Diy (I = 5 Y03 Vi),
1 1

Vi1 =1 - §Ak,j)*1(1 + 5 AK3) Ve,
em que )\Z{) j é o parametro espectral definido por

)\z’;j = min{max{ Apin, Aﬁf}, Amax }

[traco(VL(Ye,;, A )=V L(Ye—1,5,8%41)7 (Ve,5=Ye—1,5)
1Ye,;—Ye-1,;1% ’

se j é par
BB __
Ak =
IVL(Ye,j,Ak)=VL(Yi—1,5,A0)|1%
[traco(VL(Yk,j,Ak) =V L(Yk—1,5,A6))T (Yi,j—Yi—1,5)|’

se j é impar.
A execugao deste algoritmo é interrompida se
Ps v ) (VEYk )l < e

Portanto, o iterando Y} ; é solucdo aproximada do problema.

Apés a realizagao das M iteragoes, atualizamos Y41 = Y j, em que
j€{1,..., M} é o maior indice tal que F(Yy ;) < F(Y;1). A seguir
apresentamos o Algoritmo 6, que corresponde & iteracdo interna do
Passo 4 do Algoritmo 3.

Pelo Teorema 3.20, ?k+1 pode ser obtido resolvendo-se um sistema
linear de tamanho 2p x 2p

_ t
Vi1 =Y+ Ui (I — EkvaUk)*lvaYk.

Vale observar que outros algoritmos podem ser utilizados na realizagao
desta fase. Em particular, se [|%Ax|lr < 1, podemos utilizar o Lema
de Banach [53] para aproximar a inversa (I — % A;)~'. Entéo, o ponto
Y. poderd ser estimado pela expressao

m

— th o
Yk+1 =Y, +2 2(5Ak)J Y.
j=
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Algoritmo 6: Iteragao local.

Entrada: Y, € R"*? vidvel,
Y, € R"*P A € RP*P M € N,e > 0.
Saida: Y1 € R™*P vidvel
Fa(;a Yk70 = YkaYk,l = Yk+17j = 1;
enquanto j < M faga
se j par entao

\BB _ [traco(VL(Y,; D)) = VLV 1,86) T (Yej—1=Yie,5)|
k.j Vi, i=Ye,j—111%

senao
‘ \BB — IVL (Vi Ae) = VLY j—1,A0) %
k,j [traco(VL(Yx,;,A%))—VL(Yk,— 1,86 )T (Ye,j—1— Y5 5)]
fim

fim
)\Z{Jj = min{max{Amin, Agf}, Amax };

Dij = =57 P, (VF (Viey));
Ay = (I - %kaijTj)Dkijij - YkJDkT,j(I - %YkJYkT,j);
Yijir = (I = 54k;) " (I + §455) Va5

se F'(Yy j+1) < F(Yy,1) entao
‘ min = Yk,j+1;
fim
se || Ps(y, ;)(VF(Yy;))|| < € entao
| Y% ésolucao aproximada do problema; Pare;
fim
Facaj =7+ 1.
fim
Faca Yit+1 = Yiin-

4.1.2 Fase de otimizagao (escolha de Dy)

Neste trabalho, a escolha da direcao tangente Dy do Passo 2 do Al-
goritmo 3 sera feita de duas formas. Primeiro, se ||Psy,)(VF(Y))|| >
1072, fazemos

1
Dy, = ﬁpsm)(*VF(Yk)),
k
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isto é, pelo Teorema 3.3,

1

Dy = Sk (- (Vi) + %Yk(VF(Yk)TYk +YIVE(YL),  (42)
k

em que A\’ é o pardmetro espectral. Neste caso,

AP = min{max{Amin, )\kBB}, Amax 5

|traco(V L(Yi,Ax) =V L(Yi—1,86)" (Ya—Yi—1)|
)

se k é par
1Ye—Yi_1]% p

BB __
>\k =
IV L (Vi Ak) =V L(Yi 1, Ap) ||
‘traQO(VL(Yk,Ak)va(Yk_l,Ak))T(kayk_l)l ?

se k é impar.

Agora se, ||[Psy,)(VF(Y:))|| < 1072, o candidato & Dy, ¢ uma solugao
do subproblema
minimizar Q(2)

s.a. Z e S(Yy)

em que Qi(Z) = %(Z,D(DC(Y;@ + Z,Ap))(2)) + (DL(Y: + Z,Ak), Z).
O Algoritmo 5 gera uma sequéncia {sz} que aproxima a solucao do
subproblema acima. Consideraremos, o ponto inicial

Z§ = Psvi)(=VF(Yi)) € S(Y)) e estabelecemos os seguintes critérios
de parada utilizados no Algoritmo 5:

1. O tamanho || ZF||r é menor que uma tolerancia 1074
2. Uma diregao de curvatura negativa ou nula é encontrada, isto é,
(Z5)"D(DOW(Z)) 2 < e,
em que e, = 10710,

3. A quantidade de iterages do método dos gradientes conjugados
excede 50 iteracoes.

4. O tamanho de ZF excede a regido de confianca, |ZF||r > A,
em que A :=maz{||VQrZ§| r,||Z5||F, 10,/p} como ilustrado na
Figura 4.1.

Apos o célculo da diregao Dy, verificaremos se Dy satisfaz as duas
condicoes:

I1Dillr = BlPsiy (VEYi)lr e (VF(Yy), Di) < —p||Dyll%
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Q

7k Curvas
VA

de Nivel de Qp,
/ >\
S(Yz)

H(Yy)

Figura 4.1: Regido de confianga de raio A e centro Dj.

Se nao satisfaz, escolhemos

1
Vamos mostrar, na sequéncia, que com estas escolhas, nossa implemen-
tagdo é um caso particular do Algoritmo 3.

Teorema 4.1. Assuma que a hipdtese (H1) é satisfeita. Entdo, exis-
tem v, 5y, T > 0 tais que

F(Yy, +tDy)
h(Yy +tDy)

F(Yx) — vt| Dy |7,
h(Yz) + 3| D ||,

INIA

para todo Y, € Q et €0, 7].
Demonstragao. Pelo Teorema fundamental do Célculo Integral,
F(Yk + tDk) :F(Yk) + t(VF(Yk), Dk>

+t/1 (VF(Yi +tsDy) — VE(Y:), Dy) sds,  (4.3)
0

vt € [0,1].
Utilizando o fato que VF' ¢é Lipschitz continua em €2, Y, Yy + Dy € Q)
e pela convexidade de €2, temos que

1
F(Y), +tDy) < F(Yy) + t(VE(Yy), Dy) + §t2L||Dk||%, vt € [0, 1].
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Logo, pela condigao (3.23)
F(Yi +tDy) < F(Yi) — it Dilf + 5Ll Di
= F(Yi) = 1l — 5t |Dul3-
Portanto, se t < 7 := min{1, 47 }, entao
F(Yy, +tDg) < F(Yi) — 7t|| Dl
com v = /2.
Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo a H e se Dy € S(Yi),

isto é, a derivada de H no ponto Yy, e na dire¢ao Dy, é zero, VH (Y;,) Dy, =
0, temos que

H(Yy+tDyg) = H(Yy)+t /1 (VH(Yy 4+ tsDy) — VH(Yy))Dy ds, (4.4)
0

para todo ¢ € [0, 1].
Tomando a norma em ambos os lados da igualdade (4.4) e pela hip6tese
V H ser Lipschitz continua, segue que

1
1H (Ve + D)l < [|H(Yi)llr + 5 L% Dyl

para todo ¢ € [0,1]. Portanto, a desigualdade seguinte
IH (Yie + tDi)|lp < |1 H(Yi)llF + 3¢ Di | 7

vale para todo t € [0,7] C [0,1] com 7 := 5. m

4.2 Escolha dos parametros de nao mono-
tonia 7 e iteragoes locais M

A fim de escolher os parametros 7 e M, analisamos o perfil de
desempenho do Algoritmo 3. Para tanto, foram resolvidos 39 e 36
problemas respectivamente. As instdncias para analisar 7y estdo nas
Tabelas 12 a 15, e para analisar M, nas Tabelas 16 a 19.

Os resultados encontram-se resumidos nas Figuras 4.2 e 4.3 respectiva-
mente, utilizando o perfil de desempenho introduzido por Dolan e Moré
[54]. Dado um conjunto de problemas P e um conjunto de métodos de
otimizagao S, comparamos o desempenho do problema p € P por um
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algoritmo em particular s € S, com o melhor desempenho realizado por
outro método para este problema. Denotamos ¢, s a quantidade de ava-
liagGes funcionais requeridas para resolver o problema p € P usando o
método s € S, define-se o coeficiente de desempenho da seguinte forma

tp,s
min{t, s :s €S}’

Tp,s =

e assuma que r, s pertence ao intervalo [1,7y]. O valor r, ; serd igual
ra quando o problema p nao foi resolvido usando o método s. A seguir
definimos o perfil de desempenho do método s, pela fragao

ps(T) = nisize{p €eP:r,, <7}, (4.5)
P

em que n, denota a quantidade total de problemas resolvidos. O perfil
de desempenho é uma funcio que associa a um valor 7 € R™, a fracio de
elementos resolvidos pelo método s com um desempenho dentro de um
fator 7 do melhor desempenho obtido. Devido a que 73, pode ser muito
maior do que 1, sera utilizada escala logaritmica para a apresentacao
dos perfis de desempenho, com o seguinte mapeamento:

1
T — —size{p € P : logy(rps) < 7} (4.6)
np

Na figura do perfil de desempenho, a curva superior representa o mé-
todo mais eficiente.

Primeiro, estudamos o desempenho para diferentes valores 7, com
parametro M = 0 fixo para cada problema. A Figura 4.2 ilustra o perfil
de desempenho para diferentes valores n;, € {0, 0.25, 0.5, 0.85, 0.99} no
intervalo [0.1361, 1]. A Figura 4.2 mostra que 7 = 0.85 resolve, com o
menor tempo, 74% problemas testados. As tabelas associadas aos perfis
de desempenho estao organizados no Apéndice. Ao final, no apéndice
encontram-se as tabelas com a informacgao obtida para os problemas
testes: autovalor linear, Procrustes ortogonal, minimizagao total de
energia e minimizacao de formas quadraticas.

O perfil de desempenho correspondente & execucdao do Algoritmo 3
para diferentes valores das iteragoes locais M € {0, 10, 15, 20, 50, 100}
e N = 0.85 s@o apresentados na Figura 4.3. Observe que, o valor
M = 15 obtém um bom desempenho, pois 80% dos problemas testados
foram resolvidos em tempo significativamente menor. Os detalhes dos
resultados obtidos encontram-se no apéndice.
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0.2 --e--eta=0,25
- & -eta=0,5
—v—eta=0,85
eta=0,99
0 L

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Figura 4.2: Perfil de desempenho para diferentes valores 7.

1 : ......... Hﬂr—:—ﬁ; A

—a—M=0
——e-=M=1 0
--4--M=15
—+—M=20
M=50
- < -M=100

2 3 4
Figura 4.3: Perfil de desempenho para diferentes valores de M
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4.3 Problemas testes

4.3.1 Problema de autovalor linear

Dada uma matriz simétrica A € R" ™ e Ay > Xy > ... > A\,
seus autovalores, o problema de encontrar uma base ortonormal para o
subespaco invariante associado aos seus p maiores autovalores pode ser
escrito como

1
maximizar ~traco(X? AX)
2 (4.7)

s.a. XTX =1, X cR"™P n>p.

Neste caso, o valor da fun¢do objetivo no étimo global é Y% A;. O
calculo do subespago invariante principal de uma matriz simétrica tem
muitas aplicacbes em problemas, tais como: andlise de estabilidade de
sistemas dinamicos, particao de grafos, entre outros.

Note que o problema (4.7) é equivalente a minimizar —traco(X AX).
Aqui, definimos a fungao objetivo

F(X) := —traco(XTAX)
eV :={X e R"P: XTX = I}. Considere o problema

minimizar F(X)

4.8
s.a. X eV (48)

O gradiente de F' de é da forma VF(X) = —AX. Assim, as condigoes
KKT do Problema (4.8) sao

AX —XA=0
XTx =1,

em que A € RP*P ¢ a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange
do Problema (4.8).

Considere a seguinte notagao: “Feval” o valor da funcao objetivo na so-
lucao encontrada, “Feasi” a medida da viabilidade, “normG” a medida
da otimalidade ||[Ps(y,)(VF(Y%))|F, “itr” o niimero de iteragoes, “nfe-
val” o nimero de avaliagoes da fungao objetivo, “CPUtime” o tempo em
segundos. O “Erro” denota o erro relativo entre os valores da funcao
objetivo, dados pelo comando eigs do MATLAB, e os valores obtidos
por cada algoritmo, isto é,

L3P N — Ltraco(XFAX)
% Zf:l )\i

Erro=
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em que Xj é a solucao aproximada calculada pelos Algoritmos.

Além disso, nas tabelas, o valor entre parénteses indica o total de ite-
racoes do Algoritmo 5, dado pela soma do niimero de iteragos do Gra-
diente Conjugado para encontrar a direcao de descida.

Exemplo 1: Os elementos da diagonal sao gerados através de uma
distribuc@o normal no intervalo [10,12].

A Tabela 4.1 apresenta o desempenho dos métodos para o Exemplo
1 com n € {250,500,1000,2000} e p € {5,20,20,40}. Podemos notar
que tanto o Algoritmo 3 quanto OptStiefel foram mais eficientes em
termos do tempo CPU, do que Conj-Grad. Além disso, da Tabela 4.1
percebemos que o Algoritmo 3 converge em poucas iteracoes para todos
os casos. Também a medida que aumentamos a dimensao de n e p o
tempo de execugao dos algoritmos é maior.
A Figura 4.4 & esquerda mostra o comportamento do erro relativo da
fungao objetivo para o Exemplo 1 com n = 250, p = 5. A figura a
direita ilustra o comportamento da condi¢ao de otimalidade.

10° 102

0

& — 10
2 10° =
2 =
© Ry
° > 1072
= =
© 10 %
© 10 &
e 10
w

107 10°®

0 20 40 60 0 20 40 60
NUmero de iteragdes NUmero de iteragdes

Figura 4.4: Comportamento do Algoritmo 3 para o Exemplo 1 com
n = 250, p = 5.

Exemplo 2: A matriz A é da forma A = ATA, em que A € R"*" ¢é
uma matriz randémica com distribu¢ao normal.

A Tabela 4.2 expoe os resultados alcangados para o Exemplo 2 com
n € {500,1000,2000,4000} e p = 50. Notemos que, o Algoritmo 3
e OptStiefel tiveram melhor desempenho computacional do que Conj-
Grad. Além disso, para n = 500 e n = 2000, o Algoritmo 3 atingiu
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n=250,p=>5

Algoritmo Feval Feasi normG itr nfeval CPUtime Erro
Algoritmo 3 5.993e+01 2.817e-12  4.646e-06 60 61(86) 0.048 5.498e-12
OptStiefel  5.993e+01 2.008e-16 4.856e-06 80 84 0.015 1.176e-11
Conj-Grad  5.993e4+01 3.130e-15 9.788e-06 71 120 0.127 1.400e-11
n = 500, p =10
Algoritmo 3 1.198e¢+02 7.982e-12 9.754e-06 78 79(127) 0.108 3.853e-11
OptStiefel ~ 1.198e+02 5.251e-16 9.433e-06 138 148 0.057 7.137e-11
Conj-Grad  1.198e+02 7.585e-15 7.771e-06 133 219 0.241 6.107e-12
n = 1000, p = 20
Algoritmo 3 2.397e4+02 4.903e-13  9.775e-06 127  128(379) 0.930 3.095e-11
OptStiefel — 2.397e+02 9.657e-16  9.953e-06 320 341 0.493 7.938e-11
Conj-Grad  2.397e+02 1.723e-14 9.331e-06 283 485 1.338 4.112e-11
n = 2000, p = 40
Algoritmo 3 4.793e4+02 4.657e-11  5.443e-05 361  363(1167) 8.551 2.429e-10
OptStiefel  4.793e+02 1.744e-15 1.198e-04 1000 1060 6.159 3.550e-16
Conj-Grad  4.793e4+02 1.455e-14 9.198e-06 429 727 5.799 3.070e-10
Tabela 4.1: Resultados numéricos para o Exemplo 1 do Problema de Autovalor Linear.
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melhor tempo de execucdo. Para os dois ultimos valores de n, o Algo-
ritmo 3 nao realizou iteragoes do gradiente conjugado.

Os graficos das figuras 4.5 mostram o comportamento dos trés mé-
todos para o Problema de Autovalor Linear com n = 500 e p = 50. O
grafico inferior a direita é um resumo dos gréaficos anteriores. Note que,
o Algoritmo 3 apresentou um menor nimero de iteragdes para calcular
a solugao aproximada.

A Tabela 4.3 apresenta os resultados para o Exemplo 2 com n =
5000 e p € {10,40,70,100}. Nestes problemas, o Algoritmo 3 e OptS-
tiefel apresentaram um desempenho similar. Repare que, com p = 40
o Algoritmo 3 utilizou menor tempo de CPU. Além disso, o Algoritmo
3 apresentou menos avaliagoes da fungao objetivo.

o Algoritmo 3 o OptStiefel
10 10
1072
o (=}
g 3
g 1w g
2 2 10*
© o
hel ©
2 R
= \ g 10
© 1070 ®
2 e
wi o 108
10718 10-10
0 50 100 150 0 100 200 300 400 500
Numero de iteracoes Numero de iteragcdes
Conj-Grad
10° ! 10°
——Algoritmo3
| —OptStiefel
Conj-Grad
o o l
'S o5 'S 05
2 10 2 10
2 2
(0] ©
el ©
g g
K] K
107 © 10710
< e
= =
] w
10 -15 10 -15
0 100 200 300 0 100 200 300 400 500
Numero de iteragdes Numero de iteragoes

Figura 4.5: Comportamento dos Algoritmos para o Exemplo 2 do Pro-
blema de Autovalor Linear com n = 500, p = 50.
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n = 500

Algoritmo Feval Feasi normG itr nfeval CPUtime Erro
Algoritmo 3 7.816e+04 2.929e-11  8.156e-06 164  165(104) 1.368 2.154e-13
OptStiefel ~ 7.816e+04 1.701le-15 3.038e-05 501 545 1.636 1.852e-16
Conj-Grad  7.816e+04 7.353e-15 2.780e-05 333 579 3.748 3.333e-15
n = 1000
Algoritmo 3 1.716e+05 1.497e-11 7.271e-06 222  223(83) 3.903 3.813e-13
OptStiefel  1.716e+05 1.440e-15 1.920e-05 1326 344 2.440 8.481e-16
Conj-Grad  1.716e+05 8.342e-15 1.246e-04 290 505 7.7 3.562e-15
n = 2000
Algoritmo 3 3.656e+05 2.122e-12  1.087¢-02 179 181(0) 7.127 1.946e-11
OptStiefel  3.656e+05 1.484e-15 1.727e-05 309 332 7.273 4.776e-16
Conj-Grad  3.656e+05 8.358e-15 5.963e-04 223 386 20.156 1.720e-14
n = 4000
Algoritmo 3 7.558e+05 1.105e-11  6.480e-02 225 227(0) 22.666 1.042e-10
OptStiefel ~ 7.558e+05 1.349e-15 1.975e-04 248 256 19.723 1.386e-15
Conj-Grad  7.558e+05 8.870e-15 6.649e-04 248 434 77.377  4.313e-15

Tabela 4.2: Resultados numéricos para o Exemplo 2 do Problema de Autovalor Linear com p = 50.
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4.3.2 Problema de procrustes ortogonal

Seja X € R"*P n > p. Dadas as matrizes A € R™*" ¢ B € R"*P,
o problema de Procrustes Ortogonal (OPP) consiste em resolver

1
minimizar ~||AX — B||%
2 (4.9)

s.a. XTX =1, X e R™P n>p,

O problema OPP tem varias aplicagoes em diversas areas tais como:
andlise [44], psicometria [55], sistema de posicionamento global(GPS)
[56] entre outros.

O lema seguinte garante a forma fechada para o problema (4.9) para
0 caso m = n.

Lema 4.2. Seja A = UXVT a decomposicdo em wvalores singulares
reduzida de A € R™*". Entdo X* =UVT ¢ solucdo de

minimizar | X — A||%

XTX =1, X e RV*P,
Demonstragdo. A prova do lema encontra-se em [6]( Segao 12.4.1). W

Portanto, pelo Lema 4.2 a solugdo do problema (4.9) é da forma:
X =UVT, em que ATB = USV7T é a decomposicdo em valores sin-
gulares de ATB e U = [Ul UQ].

Para os experimentos numéricos consideramos p = ¢, m = n, a
matriz A é da forma A = PSR”, em que P e R sdo matrizes randomicas
ortogonais com distribu¢ao normal e S uma matriz diagonal definida
para cada tipo de problema. A fim de estudar o comportamento da
solucao aproximada Xj com respeito a solugao exata, escolheremos a
solugdo X™* e tomaremos a matriz B = AX™, em que X* é uma matriz
com colunas ortogonais geradas randomicamente. Os problemas testes
foram retirados de [57] e sdo descritos a seguir.

Exemplo 1: Os elementos da diagonal principal de S sdo randémicos
e uniformemente distribuidos no intervalo [10, 12], sendo um problema
bem condicionado.
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Denotamos o residuo 1||AX) — B||% por Res e a norma do erro na
solugdo || X — X*||F por Erro. Observe que, para este problema, a ma-
triz A é bem condicionada pois tem valores singulares muito préximos.
Da Tabela 4.4 podemos chegar as seguintes conclusoes: o Algoritmo
3 exibe um bom desempenho para todos os casos. Além disso, nosso
Algoritmo realizou pouca iteracoes e avaliagoes da funcao. Também po-
demos observar que o residuo e o erro decaem a medida que aumenta o
numero de iteracoes, como é mostrado na Figura 4.6 para o problema
com n = 500 e p = 50.

Exemplo 2: Cada entrada da diagonal de S é dada por S; = 1+

% + 2r;, com 7; distribuidos uniformemente no intervalo [0, 1].

102 10°

0
o 10
8 10°
2
8 2
e 10 )
° 2 10°
b= ()
Wqp4 o
o
©
© -10
£ 5 10
s 10
Z
108 107°
0 5 10 0 5 10
Numero de iteracdes Numero de iteracdes

Figura 4.6: Comportamento do Algoritmo 3 para o Exemplo 1 com
n = 500, p = 50.

A Tabela 4.5 mostra que o desempenho numérico do Algoritmo 3
foi melhor do que os métodos OptStiefel e Conj-Grad com n = 100 e
p € {10,30,50,70}. Cabe ressaltar que, para os valores p = 30 e p = 70
nosso Algoritmo alcangou o valor aproximado com 333 e 372 iteragoes
respectivamente, porém o método OptStiefel atingiu o niimero maximo
de iteragoes.

Exemplo 3: A matriz S é definida por

S = diag([10%ones(1,m;)+randn(1l, my),5+ones(1, ms)+rand(1, ms),
2 x ones(1,m3) + rand(1,m3), rand(1,m4)/1000]), em que m; + ma +
ms + My =n.

Vamos considerar os seguintes valores para my, meo, mg, my:
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n = 500

Algoritmo Res Feasi normG  itr nfeval CPUtime Erro
Algoritmo 3 1.143e-13  2.184e-14 5.101e-06 11  12(4) 0.123 4.505e-08
OptStiefel — 1.143e-13  2.587e-14  2.605e-06 16 21 0.147 1.822e-08
Conj-Grad  8.978e-14  2.619e-15 4.290e-06 24 35 0.210 4.186e-08
n = 1000
Algoritmo 3 1.220e-13  2.216e-14 5.296e-06 11  12(4) 0.251 4.631e-08
OptStiefel  4.981e-15 2.453e-14 1.107e-06 16 20 0.266 9.696e-09
Conj-Grad  9.938e-14  3.075e-15 4.499e-06 24 35 0.531 4.419e-08
n = 2000
Algoritmo 3 1.099e-13  3.043e-14 5.029¢-06 11  12(4) 0.798 4.394e-08
OptStiefel  2.115e-13  2.465e-14  6.912¢-06 16 19 0.841 6.181e-08
Conj-Grad  1.015e-13  3.326e-15 4.551e-06 24 35 1.668 4.460e-08
n = 3000
Algoritmo 3 1.488e-13  2.063e-14 5.799e-06 11  12(4) 1.770 5.155e-08
OptStiefel — 1.087e-13  2.107e-14 4.736e-06 16 19 1.892 4.594e-08
Conj-Grad  1.008e-13 3.142e-15 4.531e-06 24 35 3.635 4.451e-08
n = 4000
Algoritmo 3 1.400e-13  1.925e-14 5.639e-06 11  12(4) 2.970 4.990e-08
OptStiefel — 2.291e-13  2.166e-14  8.343e-06 15 18 3.048 6.664e-08
Conj-Grad  1.046e-13  3.277e-15 4.615e-06 24 35 6.328 4.533e-08

Tabela 4.4: Resultados numéricos para o Exemplo 1 do Problema de Procrustes Ortogonal com p = 50.
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e my =mo =15 msg =12, my =8
e my =mg=mg=30,my =25
e my = mo = mg = 160, my = 20.

Observe que, para este problema, a matriz A possui valores singu-
lares muito pequenos quando comparados com o maior valor singular.
Nos problemas testados, o Algoritmo 3 foi o mais eficiente, como pode-
mos observar na Tabela 4.6. Para a metade dos problemas, o método
OptStiefel ndo encontrou a solucao aproximada no niimero méaximo de
iteragoes estabelecidas.

Podemos observar na Figura 4.7, que o residuo obtido pelo Algoritmo
3 decresce mais rapido do que para os outros métodos.

104 Algoritmo 3 104 Optstiefel
102 102
10° 10°
S S
L1072 2102
T &
1074 10
1076 10°¢
108 108
0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000
Numero de iteragdes Numero de iteragdes
Conj-Grad
104
102 —Algoritmo3
102 —OptStiefel
——Conj-Grad
100 10°
o o
=} =]
102 2102
4 «
1074
1074
10°°
10°¢
108
0 100 200 300 400 500 600 0 200 400 600 800
NUmero de iteragbes NUmero de iteragdes

Figura 4.7: Comportamento dos Algoritmos para o problema Procrus-
tes Ortogonal, Exemplo 3 com n = 50, p = 15.

Exemplo 4: A matriz S tem valores singulares agrupados e é definida
por

0]



p=10

Algoritmo 3 2.575e-13  5.545e-14  6.720e-06 339  340(217) 0.183 1.488e-07
OptStiefel  1.319e+01 7.376e-14 7.709e-06 791 846 0.173 1.958e+00
Conj-Grad  1.319e+01 6.028e-16  9.906e-06 922 1576 1.180 1.958e+00

p=30
Algoritmo Res Feasi normG itr nfeval CPUtime Erro

Algoritmo 3 3.545e-13  2.048e-14  5.442¢-06 333 334(223) 0.349 2.333e-07
OptStiefel  1.062e+01 9.448e-16  3.464e-02 1000 1059 0.514 1.970e+00
Conj-Grad  2.051e-12  1.988e-15 8.498e-06 549 921 1.000 8.417e-07

p=2>50

Algoritmo 3 3.725e-13  3.624e-14 8.822e-06 420  421(415) 0.783 2.755e-07
OptStiefel ~ 3.063e+00 1.278e-15 2.031e-05 845 888 0.819 1.999e+-00
Conj-Grad  4.883e-12  2.978e-15 9.954e-06 567 971 1.263 1.622e-06

p="70

Algoritmo 3 7.197e-13  6.067e-14  9.444e-06 372  373(192) 0.889 3.810e-07
OptStiefel  1.132e+01 1.683e-15 2.529e-02 1000 1030 1.047 1.961e+00
Conj-Grad  2.560e-12  3.706e-15 9.181e-06 536 901 1.5840 8.873e-07

Tabela 4.5: Resultados numéricos para o Exemplo 2 do Problema de Procrustes Ortogonal com n = 100.
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S = diag([10 4+ rand(1,n1),5 + rand(1, n2), 2 + rand(1, ns),
rand(1,n4)/10000]), em que ny + ng + n3 + ng = n. Vamos considerar
ni, N2, n3, ng da seguinte forma:

ny = floor((3/10) x n)

e ny = floor((n —nl)/3)

ng = floor((n — nl — n2)/2)

e ny =n—(n; +n2+ns),

em que floor(z) arredonda o valor de x para o inteiro mais préximo
inferiormente.

Note que, para este problema a matriz A tem valores singulares
agrupados conforme mostrado na Figura 4.8. Na mesma figura expo-
mos o comportamento dos residuos gerados pelos trés métodos.
Novamente o Algoritmo 3 mostrou-se eficaz como pode ser observado
nos dados da Tabela 4.7. Na mesma tabela, notamos que o método
OptStiefel alcangou o ntimero méaximo de iteracoes para todos os pro-
blemas testados.

102 10°
—— Algoritmo3
2 —— OptStiefel
T 100 e ConjGrad
o )
8 REPE
© ' 10°
E o2 1 °)
o 1 =1
< o
8 ' 3
[0}
s 10 . o
> | 10°
£ 1
o
¢ 10°° gma
g b3 .‘%R
5 I
Z 108 10710
0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000
lteragdes NUmero de iteragdes

Figura 4.8: Valores singulares de A e comportamento dos Algoritmos
para o problema Procrustes, Exemplo 4 com n = 100, p = 20.
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4.3.3 Problema de minimizagao da energia total (Au-
tovalor nao linear)

Nesta subsecao, estamos interessados em resolver um tipo de pro-
blema de Autovalor nao linear definido por:

1
minimizar FE(X) := itra(;o(XTLX) + %p(X)TLTp(X) (4.10)

s.a. XTx =1,

em que L denota o operador Laplaciano discreto, o uma constante po-
sitiva, p(X) := diag(X X7T) a densidade de carga e LT a matriz inversa
generalizada de Moore-Penrose. O problema (4.10) é uma forma re-
duzida da minimizacao total da energia da equagao de Hartree-Fock e
de Kohn-Sham, que tem aplicacGes no calculo de estruturas eletronicas
[4, 58].

Neste caso, o gradiente da funcao E(X) é

VE(X) = LX + adiag(LTp(X))X.

As condigoes necessarias de primeira ordem do problema (4.10) podem
ser escritas como:

HX)X —XA=0
XTX =1,

em que H(X) = L + adiag(LTp(X)) e A é uma matriz diagonal cujos
elementos sdo os menores autovalores da matriz simétrica H(X).

A seguir, testaremos o problema (4.10) para valores diferentes de n, «
e k como sugerido em [47].

Consideramos a matriz L uma matriz tridiagonal simétrica com valo-
res: a diagonal principal igual a 2 e as subs diagonais inferior e superior
iguais com valor igual —1. O ponto inicial Xy = eigs(H(X), k) sm’),
em que X 6 uma matriz randdémica com distribugao normal tal que
Xev.

Exemplo 1:
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(¢) n =100, k = 10, a = 0.005

Com base na Tabela 4.8, embora o Algoritmo 3 atingiu o nimero ma-
ximo de iteragdes com (n, k, a) = (100, 10,0.005), teve um desempenho
superior a OptStiefel e Conj-Grad. Além disso, para os dois primei-
ros problemas, o Algoritmo 3 realizou poucas iteragoes de gradientes
conjugados.
Exemplo 2:

(a)n=2,k=1,a=9
(b)y n=10,k=2, =3
(¢) n=100, k=10, a =1
(d) n=100, k=4, a =2
Vemos na Tabela 4.9, que o Algoritmo 3 e OptStiefel tiveram um
desempenho similar com (n, k, @) = (2,1,9), (10,2, 3). Por outro lado,
neste mesma tabela observamos que para valores maiores de n nao ob-

tivemos bons resultados. De fato, para o ultimo problema, o Algoritmo
3 atingiu o niimero méaximo de iteragoes.

4.3.4 Problema de minimizacao de formas quadra-
ticas heterogéneas

Nesta subsecgao, consideramos o seguinte problema, que surge em
aplicagdes relacionadas & estatistica multivariada [21].
Seja X € V e dadas p matrizes simétricas, A, Az ..., 4, € R™*" o
problema de minimizacao de formas quadraticas heterogéneas consiste
em resolver
P

minimizar XT A X,
; e (4.11)
s.a. XTX =1, X e R"™P n>p,

em que X; denota a i-ésima ‘coluna de X. Aqui, a funcdo objetivo é
P
F(X)= ZXZ-TAZ-Xi e o gradiente de F' é
i=1
G=VF(X)=[G]=[24;X,],
em que (G; denota a i-ésima coluna de G.

A fim de testar o desempenho numérico dos métodos, consideramos os
problemas seguintes, que foram retirados de [28].
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n=2k=1a=3

Algoritmo Res Feasi normG itr nfeval CPUtime
Algoritmo 3 8.750e-01  4.441e-16 6.716e-06 5 6(1) 0.002
OptStiefel 8.750e-01  4.441e-16 1.061e-07 4 5 0.003
Conj-Grad  8.750e-01  8.882e-16 4.524e-06 9 26 0.017
n=10,k=2,a=0.6
Algoritmo 3 8.495e-01  1.573e-15  9.095e-06 24 25(56) 0.025
OptStiefel 8.495e-01  5.443e-15 2.697e-06 18 19 0.032
Conj-Grad  8.495e-01  6.293e-16 7.681e-06 18 34 0.045
n = 100, k = 10, o = 0.005
Algoritmo 3 1.055e+00 2.420e-14  5.920e-02 999 1001(11132) 2.391
OptStiefel ~ 1.055e+00 6.009e-16 9.185e-06 80 86 0.027
Conj-Grad  1.055e+00 3.968e-15 4.801e-06 82 140 0.125

Tabela 4.8: Resultados numéricos para o Exemplo 1 do Problema de minimizacao da Energia Total.
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0 20 40 60
Numero de iteracdes

Figura 4.9: Comportamento dos Algoritmos para o Exemplo 1 do Pro-
blema de minimizagao de formas quadraticas heterogéneas

Exemplo 1: As matrizes A; sdo da forma
i — 1 1 1 4
A; = diag<(z)n+ D— m), (4.12)
p p p
em que diag(v) é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo
as componentes do vetor v.

No teorema a seguir encontramos a solugao exata para o problema 4.11.
Teorema 4.3. A solugdo do problema (4.11) com matrizes de coefici-
entes dadas por (4.12) é o conjunto de matrizes da forma X* = <%2),
em que QQ € uma matriz ortogonal. Além disso, o valor dtimo do pro-
blema (4.11) é W.

Demonstrag¢io. A prova do teorema encontra-se em [28] (Proposi¢ao
1). |

A Tabela 4.10 mostra que o Algoritmo 3 teve um bom desempenho
para todos os casos. Observe que, ao aumentar as dimensoes n e p
o nosso Algoritmo se sobressai ainda mais em relagao aos outros dois
métodos.

A Figura 4.9 mostra o comportamento da condi¢do de otimalidade com
n =100 e p = 10 ao longo das iteragoes.

Exemplo 2: As matrizes A; sao da forma
,— 1 1 1 1
A, = diag(u )n + P = m) B; + BZT,
p p D
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em que B; s@o matrizes randémicas geradas por B; = randn(n) /10.

Na Tabela 4.11 observa-se que o desempenho da estratégia de res-
tauracao inexata nao mondtona foi superior aos outros dois métodos.
Cabe ressaltar que o nimero de avaliagoes da fungao é maior a medida
que a dimensao p aumenta.
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos o problema de minimizacao matricial
com restrigoes de ortogonalidade. Temos interesse em estudar este tipo
de problemas devido as intmeras aplicagoes e a dificuldade computa-
cional para resolvé-las. Existem vérios métodos que podem ser empre-
gados para a resolucao destes problemas. Dentre eles, encontra-se o
método de Restauragao Inexata proposto por Fischer e Friedlander [1].
A escolha desta abordagem foi motivada pelo fato de que o Algoritmo
de Restauracao Inexata possui duas fases: viabilidade e otimalidade,
com flexibilidade na escolha de métodos para realizar estas duas fa-
ses. Portanto, nos permite explorar as caracteristicas e propriedades
do problema, principalmente do conjunto viavel.

Na primeira etapa deste trabalho, introduzimos o método de Res-
tauracao Inexata nao mondétona para resolver problemas com restrigoes
de igualdade. Na fase de otimizacao, escolhemos as direcoes de descida
gradiente projetado no subespacgo tangente. Além disso, a melhora na
viabilidade e na otimalidade é controlada pela funcao de mérito. Uti-
lizando hipoteses adicionais é possivel garantir a convergéncia global.
Nossa proposta consiste em incorporar a idéia de nao monotonia na
fase de otimalidade, o qual permite melhorar a eficiéncia do método.
Mostramos a boa definicdo desta nova proposta e além disso, obtemos
que todo de acumulagao da sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 é vidvel.

Na segunda etapa do trabalho, estudamos o método de Restaura-
¢ao Inexata ndao monotono aplicado ao problema de minimizagao com
restrigoes de ortogonalidade. Cabe ressaltar que aproveitamos a estru-
tuta e caracteristicas da regiao vidvel a fim de encontrar representagoes
para o subespaco tangente as restricoes assim com projegoes dos pontos
neste subespago. Os resultados tedricos obtidos nesta etapa nos permi-
tem estabelecer o critério de parada e a estimativa para o multiplicador
de Lagrange. Na fase de otimalidade, a escolha das diregoes de descida
podem decorrer de duas formas: a projecao do gradiente no subespago
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tangente com tamanho de passo espectral ou a solugao do subproblema
de minimizagao de um modelo quadratico para o Lagrangiano restrito
ao subespaco tangente. Na fase de viabilidade, o ponto restaurado é
obtido utilizando a transformacao de Cayley. Além disso, com hipo6te-
ses adicionais garantimos a convergéncia global do algoritmo a pontos
vidveis, que satisfazem adequadas condicoes de qualificacdo.

Na implementacao numérica o método proposto mostrou-se bas-
tante competitivo, obtendo um bom desempenho na maioria dos pro-
blemas testes. No Capitulo 4, para a convergéncia dos testes, foi de
muita importancia o ajuste dos parametros: grau de nao monotonici-
dade 7, e numero de iteragoes locais M. Destacamos que o método
proposto baseado na Restauracao Inexata apresenta uma alternativa
com sélida base tedrica para resolver problemas de minimizagao com
restrigoes de ortogonalidade, o qual resulta num aporte significativo na
area de otimizagao.

Finalmente, propomos algumas sugestoes para trabalhos futuros:

1. Aplicar o método proposto para resolver problemas

minimizar F(X)
s.a. XTXx =1,
X>0
X e,

em que X > 0 denota cada entrada de X; ; é maior igual a 0.

2. Na fase de otimalidade, aplicar outros métodos para resolver o
subproblema tangencial.

3. Estender a teoria de convergéncia do algoritmo de restauragao
inexata nao monétono (capitulo 2) para problemas gerais de pro-
gramacao nao linear.
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nfeval, CPUtime

(n,p)

Nk = 0 Nk = 0.25 Nk = 0.5 Nk = 0.85 Nk = 0.99

Exemplo 1
(100,5) 11(0.011) 11 (0.044)  11(0.030) 1(0.085) 1(0.050)
(100,50) 11(0.078) 11(0.061) 11(0.063) 1(0.044) 1(0.049)
(500,70) 11(0.167) 11(0.171) 11(0.182) 1(0.138) 1(0.172)
(1000,100)  11(0.466) 11(0.553) 11(0.461) 1(0.443) 1(0.478)

Exemplo 2
(100,5) 316(0.161) 361(0.231) 415(0.156) 469(0.147) 549(0.237)
(500,5) 432(0.760) 395(0.646) 358(0.607) 388(0.576) 617(0.834)
(800,5) 513(2.323) 427(2.188) 514(2.215) 533(1.987) 656(2.513)
(1000,5) 480(3.421) 611(3.189) 513(3.120) 345(2.789) 663(4.880)

Exemplo 3
(50,5) 109(0.149) 139(0.113) 149(0.128) 111(0.085)  93(0.111)
(50,20) 103(0.173)  91(0.151) 89(0.139)  103(0.088) 125(0.181)
(95,2) 159(0.196) 107(0.144)  94(0.140) 82(0.107)  155(0.150)
(95,20) 93(0.193)  149(0.227) 121(0.240) 105(0.181) 94(0.0193)

Tabela 13: Numero de avaliagoes da fungao e tempo de execugao do Algoritmo 3 para a resolugao do Problema de
Procrustes, utilizando diversos valores do parametro 7.
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nfeval, CPUtime
e = 0.25 e = 0.5 . =0.85  m =0.99

(n,p)

|
o

Tk

Exemplo 1

(50,5)  37(0.100)  43(0.050)  47(0.086)  49(0.027)  48(0.073)
(500,5)  102(0.163) 103(0.147) 152(0.177) 129(0.132) 131(0.151)
(1000,5) 208(0.303) 310(0.314) 161(0.374) 217(0.285) 179(0.294)

Exemplo 2

(50,5)  99(0.119)  85(0.132)  83(0.139)  53(0.061)  90(0.114)
(100,5)  114(0.250)  78(0.143)  120(0.208)  97(0.130)  85(0.200)
(200,5) 178(0.838) 337(1.257) 165(0.696) 114(0.587) 167(0.685)

Tabela 15: Niimero de avaliagoes da fungao e tempo de execugdo do Algoritmo 3 para a resolugdo do Problema de
minimizacao de formas quadraticas heterogéneas, utilizando diversos valores do parametro 7y.
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nfeval, CPUtime

(n,p)

M=0 M =10 M =15 M =20 M =50 M =100

Exemplo 1
(100,5) 14(0.047) 10 (0.037)  11(0.023) 11(0.044) 11(0.046) 1(0.050)
(100,50) 11(0.047) 1(0.027) 11(0.017) 11(0.014) 11(0.082) 1(0.080)
(500,70) 11(0.173) 1(0.165) 11(0.156) 11(0.224) 11(0.186) 1(0.174)
(1000,100)  11(0.457) 1(0.438) 11(0.429) 11(0.469) 11(0.613) 1(0.449)

Exemplo 2
(100,5) 779(0.291) 336(0.184) 306(0.102)  368(0.167) m 75(0.227)  447(0.181)
(500,5) 406(0.612) 430(0.783) 296(0.507)  426(0.731) 27(0.956) 482(0.705)
(800,5) 511(2.510) %@wﬁ.@m ) 428(1.968) maim 269) mwwﬁw 164) 497(1.984)
(1000,5)  429(2.858) 507(3.300) 543(3.299) 87(4.133)  574(3.675) 735(4.227)

Exemplo 3
(50,5) 101(0.079)  91(0.087)  113(0.048) 127(0.132) 133(0.111) 139(0.127)
(50,20) 197(0.243) 137(0.227) 151(0.170) 1187(0.204) 127(0.167) 107(0.192)
(95,5) 140(0.185) 121(0.173) 112(0.093)  171(0.255) Hﬂwmo#@ov 165(0.174)
(95,20) 118(0.215) 151(0.214)  91(0.167) 124(0.247)  75(0.189)  113(0.195)

Tabela 17: Numero de avaliagoes da funcao e tempo de execugao do Algoritmo 3 para a resolugao do Problema de

Procrustes, utilizando diferentes valores do M.
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nfeval, CPUtime
M=0 M =10 M =15 M =20 M =50 M =100
Exemplo 1

(n,p)

(50,5)  51(0.109)  41(0.0587)  50(0.079)  59(0.089)  49(0.091)  53(0.078)
(500,5)  127(0.160)  144(0.181)  143(0.138)  126(0.177)  124(0.172)  182(0.201)
(1000,5)  205(0.288)  191(0.431)  191(0.265) 153(0.298)  1760.262)  155(0.288)

Exemplo 2

(50,5)  87(0.115)  141(0.090)  67(0.076)  89(0.122)  86(0.133)  103(0.111)
(100,5)  178(0.239)  105(0.161)  76(0.138)  147(0.228)  123(0.201)  141(0.220)
(200,5)  296(13.499) 286(15.072) 187(0.752) 504(23.500) 166(11.307) 234(13.236)

Tabela 19: Niimero de avaliagoes da fungao e tempo de execugao do Algoritmo 3 para a resolugdo do Problema de
minimizacao de formas quadraticas heterogéneas, utilizando diferentes valores do M.
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