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Resumo

Sejam (C,®,1,a,l,r) uma categoria monoidal abeliana tal que o funtor tensor ® : CxC — C
é exato a direita em cada varidvel e A uma algebra em C. O objetivo deste trabalho é

construir a estrutura monoidal para a categoria 4C4 dos A-bimédulos em C.

Palavras chaves: Categoria dos A-bimddulos, dlgebra em uma categoria, médulos em

uma categoria, categorias monoidais.






Abstract

Let (C,®,1,a,l,r) be an abelian monoidal category such that the tensor functor ® : C xC —
C is right exact in each variable and let A be an algebra in C. The purpose of this work is

to build the monoidal structure to 4C4, the categorie of A-bimodules in C.

Keywords: Categories of A-Bimodules, Algebra in Categories, Modules in Categories,

Monoidal Categories.
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Introducao

A teoria de categorias é apresentada pela primeira vez em 1945 por S. Eilenberg e
S. Mac Lane no trabalho intitulado General Theory of Natural Equivalences, veja [4].
Como dito em [7], a teoria tem como propédsito tentar descrever certos aspectos gerais de
diversos campos matematicos conhecidos. Neste contexto, sao abstraidos os conceitos de
conjuntos e de fungoes de estruturas como, por exemplo, as de grupos e homomorfismos na
algebra abstrata e de espagos topoldgicos e fungoes continuas na topologia, para estudar
propriedades que possam ser provadas independetemente de onde se encontrem. Assim, a

teoria de categorias torna-se muito valiosa em diversas areas.

In a metamathematical sense our theory provides general concepts applicable
to all branches of mathematics, and so contributes to the current trend towards

uniform treatment of different mathematical disciplines. ([4], p.236)

Algum tempo mais tarde, em 1963, S. Mac Lane define os funtores, que relacionam as
categorias, e as categorias monoidais, que sao categorias munidas de um funtor ® e um
objeto 1 tais que os objetos (X ®Y)®Z e X ® (Y ® Z) se relacionam (pelo chamado azioma
do pentdgono) e tais que os objetos 1® X, X, X ® 1 também se relacionam (pelo chamado
azioma do tridngulo), veja [10] e [11]. Entao, pautadas na associatividade dos objetos
das categorias, agora possivel devido as categorias monoidais, diversas defini¢bes novas
aparecem, dentre as quais destacamos a categoria sCa dos A-bimddulos, tema principal
desta dissertagao.

O objetivo deste trabalho ¢ entender as defini¢cdes e algumas demonstracoes da Secao
3.3 das notas de aula Una introducion a las categorias tensoriales y sus representaciones
[12] do Prof. Dr. Martin Mombelli. Nesta secao, sao dadas as definigoes de dlgebra, médulo
(a direita e a esquerda) e bimddulo em uma categoria C qualquer, culminando no Teorema
3.3.10, em que ¢ definida a estrutura monoidal da categoria 4C4. Este teorema é feito
para categorias monoidais estritas, que sao categorias em que (X ®Y)eoZ=X® (Y ® 7)
el®X =X =X®1. Porém, tal hipétese foi retirada durante nosso estudo. Desta



forma, perceber-se-a que devido a esta supressao, o azioma do pentigono e a chamada
naturalidade dos isomorfismos que compdem a definicdo de uma categoria monoidal sdo
fortemente utilizadas, nos auxiliando na demonstragao do teorema. Vale a pena ressaltar
que nao encontramos na literatura uma demonstracao feita sob tais circunstancias.

No Capitulo 1, apresentamos os pré-requisitos necessarios sobre a teoria de categorias.
Dividido em se¢oes e com alguns exemplos, este capitulo aborda os conceitos de categorias,
funtores e transformagoes naturais, nicleos e contcleos e categorias abelianas. Dentre
as diversas defini¢cbes que damos neste capitulo, destacam-se os coequalizadores, que sao
primordiais para a demonstragao do teorema principal desta dissertacao.

No Capitulo 2, estudamos as categorias monoidais. Este ¢ um capitulo importante,
pois estabelecemos defini¢des e propriedades essenciais que sdo muito utilizadas no capitulo
seguinte.

Finalmente, no Capitulo 3, fornecemos as defini¢oes de dlgebras, médulos (a direita
e & esquerda) e bimdédulos em uma categoria monoidal. Além disso, apresentamos um
exemplo que motiva a construgao da segunda parte do capitulo onde, de fato, construimos
uma estrutura monoidal para a categoria sCu.

Tal exemplo inclui o conceito de uma bidlgebra na categoria dos espacos vetoriais,
conceito este no qual estd embutida a definicdo de uma codlgebra. Assim, de modo a tornar
o nosso trabalho autocontido, desenvolvemos um apéndice com tal definicdo e algumas

propriedades necessarias para o entendimento do exemplo.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Este primeiro capitulo tem como objetivo apresentar ao leitor as ferramentas basicas
para a compreensao dos capitulos seguintes. Para sua elaboracao, foram utilizados [1], [5],
[10], [12] e [14].

1.1 Categorias

Definicao 1.1.1. Uma categoria C consiste de
(i) uma colegio de objetos, denotada por Obj(C),

(ii) para cada par de objetos (X,Y), X,Y em Obj(C), existe uma cole¢io de morfismos
de X paraY em C, denotada por Home(X,Y),

(iii) para cada X em Obj(C), existe um morfismo idx : X - X, chamado morfismo

identidade,

(iv) para quaisquer X,Y,Z em Obj(C) é definida uma operagio, chamada composicao,

dada por
o: Home(Y,Z)x Home(X,Y) - Home(X,2)

(9, f) - gof.
Esta operagao deve satisfazer, para quaisquer f em Home(X,Y), g em Home(Y, Z)

e h em Home(Z, W), as sequintes condigoes:

(a) (hog)of=ho(gof) (b) foidy = f=idyo .

)

Na definicao de categorias apresentada, evitamos a escrita de “conjunto de objetos’
e “conjunto de morfismos”, uma vez que tais cole¢bes ndo sdo, na maioria das vezes,

conjuntos. Neste trabalho, ndo focamos na explicagdo dos termos conjuntos e classes
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(colegoes). O leitor pode encontrar explicagbes sobre este assunto em [2].

Ainda assim, para facilitar a escrita, usamos notac¢oes da Teoria de Conjuntos, por
abuso, mas deixando claro que temos ciéncia das diferencas existentes.

Denotamos um morfismo f em Home(X,Y) por f: X - Y ou X A Y, chamado X, o
dominio, e Y, o contradominio, de f. Também, escreveremos X € C, para qualquer objeto

X em Ce feHome(X,Y), para qualquer morfismo f em Home(X,Y).

Exemplo 1.1.2. A categoria Set é aquela cujos objetos sdo conjuntos e os morfismos sao

fungoes entre estes conjuntos.

Para o exemplo a seguir, recordamos que uma relagdo R entre dois conjuntos A e B é

um subconjunto do produto cartesiano A x B.

Exemplo 1.1.3. A categoria Rel é aquela cujos objetos sao conjuntos e os morfismos sao
as relagoes. Nesta categoria, dados A, B,C conjuntos e RS Ax B e S ¢ B x ( relagoes, a

composicao So R c A x (C é definida como sendo a relacao
SoR:={(a,c) e AxC : existe be B tal que (a,b) € R e (b,c) € S}.

Aqui, idy: A - A é arelagdo idy = {(a,a) e Ax A:ae A} c Ax A.

Os exemplos mais classicos de categorias sao aqueles cujos objetos sao conjuntos
que possuem uma estrutura adicional e cujos morfismos sao func¢des que preservam esta

estrutura.

Exemplo 1.1.4. A categoria Mon é aquela cujos objetos sdo mondides e os morfismos

sao morfismos de mondides.

Exemplo 1.1.5. A categoria Grp é aquela cujos objetos sao grupos e os morfismos sao

homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.1.6. A categoria Ab é aquela cujos objetos sao grupos abelianos e os morfismos

sao homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.1.7. A categoria Ring é aquela cujos objetos sao anéis e os morfismos sao

homomorfismos de anéis.

Exemplo 1.1.8. Seja R um anel. A categoria g M (respectivamente Mg) é aquela cujos
objetos R-moédulo a esquerda (respectivamente a direita) e os morfismos sao homomorfismos
de R-modulos a esquerda (respectivamente a direita). A categoria pMp é aquela cujos

objetos sao R-bimddulos e os morfismos sao homomorfismos de R-bimddulos.
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Exemplo 1.1.9. Seja K um corpo. A categoria Vectk é aquela cujos objetos sao K-espagos
vetoriais e cujos morfismos sao transformagoes K-lineares.
Define-se também a categoria vectg cujos objetos sao K-espagos vetoriais de dimensao

finita e os morfismos sao transformacoes K-lineares.

Exemplo 1.1.10. A categoria Top é aquela cujos objetos sdo os espagos topoldgicos e 0s

morfismos sao as fung¢oes continuas.

Exemplo 1.1.11. A categoria Diff é aquela cujos objetos sao as variedades diferenciaveis

e os morfismos sao as fungoes diferenciaveis.

Exemplo 1.1.12. Sejam C e D categorias. A categoria C x D, chamada categoria pro-
duto, é aquela cujos objetos sdo pares (X, X’), em que X € C e X’ € D, e que dados
(X, X"),(Y,Y")eCxD,

Homexp (X, X"), (YY) = (Home(X,Y), Homp(X',Y")).
Nesta categoria, dados (X, X’), (Y,Y"),(Z,Z")eCxD e

((9,9"), (f, 1)) eHome.p((Y,Y"), (2, 2")) x Home,p ((X, X7), (Y, Y7)) =
=(Home(Y,Z),Home(Y', Z")) x (Home(X,Y), Homp(X',Y")),

temos que a composi¢ao é dada por
o((9,9"). (f,.f) = (9.9) o (f. /') = (go f.g"o f'),

em que (gog,g'o f') € Homexp((X, X"),(Z,2")).
Observemos que nesta categoria idx,x, = (idx,idx/). De fato, para todo (f, ') €
(Home(X,Y), Home(X',Y")) temos que

(f?f,)o(ianidX'):(foianfloidX'):(faf,)a
e, para todo (g,¢') € (Home(Z,X), Home(Z', X)), temos
(idX7idX') °© (gagl) = (ZdX OgaidX’ Og,) = (979,)

ASSiHl, Z'd(Xer) = (idX,idX/).

Exemplo 1.1.13. Seja C uma categoria. A categoria C° é aquela cujos objetos sao os

mesmos de C e, dados X,Y em C,

Homcop(X,Y) = HOmc(K X)
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Se fe Homeon(X,Y), g€ Homeor (Y, Z), ouseja, f:Y > X e g: Z—Y ambos em C,

entdao a composicao em C é dada por

gorf=rfeyg

1.2 Funtores e transformacoes naturais

Os funtores seriam as “fungoes” entre as categorias. Eles tém como objetivo relacionar
os objetos e os morfismos entre duas categorias. Ja as transformagoes naturais sao

responsaveis por relacionar os funtores.

Definigao 1.2.1. Sejam C e D categorias. Um funtor (covariante) F :C - D consiste de

duas aplicagoes

(i) uwma aplicagao
F: Obj(C) - Obj(D)
X —~  F(X),

em que cada X €C estd associado ao objeto F(X) em D,

(ii) wma aplicag¢io

F: Home(X,Y) - Homp(F(X),F(Y))
f s F(f)

tal que, para qualquer f: X =Y um morfismo em C, estd associado ao morfismo
F(f) emD.

Além disso, para quaisquer morfismos f em Home(X,Y) e g em Home(Y,Z), sio satis-

feitas

(a) F(idx) =idpxy  (b) F(ge f)=F(g)e F(f).

Um funtor covariante F' : C - D, além de associar morfismos identidades de uma

categoria com os morfismos identidade de outra categoria, quando aplicado em uma
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composi¢ao de morfismos, preserva a ordem desta composicao. Veja o diagrama

x—1 .y X
C gof g idx
7 X
F
FOOM Py F(x)
D F(g) idp(x)

F(g)oF(f)

F(Z)  F(X).

Analogamente conseguimos definir o funtor contravariante, em que a unica diferenca
figura na condicao (b), que “inverte” a composi¢ao. Neste caso, quaisquer morfismos
f:X->Yeg:Y—>ZemC,deve ocorrer F(go f)=F(f)oF(g).

x—7' .y X
C gof g idx
Z X
'
FO)<L Py F(X)
D F(g) idp(x)

F(f)oF(9)

F(Z)  F(X).

Neste trabalho, toda vez que nos referirmos a um funtor ele sera covariante, salvo

quando dito o contrario.

Exemplo 1.2.2. Seja C uma categoria. O funtor identidade Ide : C — C é tal que
Ide(X) =X e Ide(f) = f, para quaisquer objetos X em C e morfismos f: X - Y em C.

Exemplo 1.2.3. Seja F': Ring —» Ab dado por F(A) = A e F(f) = f, para todo A em

Ring e todo f: A - B morfismo em Ring. Este funtor é chamado funtor esquecimento,
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pois em F'(A) = A é desconsiderada a estrutura de anéis e é preservada apenas a estrutura
de grupos abelianos. Ja em F'(f) = f é esquecida a estrutura de homomorfismo de anéis e
preserva-se apenas f como morfismo de grupos abelianos.

Outros exemplos de funtores similares seriam F': gkM - Abe F: Ab— Grp.

Exemplo 1.2.4. Sejam C uma categoria e X um objeto em C fixado. Dado um morfismo

f:Y = Z em C, definimos (X,-) :C - C xC como sendo a aplica¢ao

(X, 2)(YV) = (X, Y) e (X,-)(f) = (idx, [)-

Afirmamos que (X, -) é um funtor.

De fato, dado um objeto Y em C temos que
(X, ) (idy) = (idx, idy) = id(x,y) = id(x-)v)
e portanto vale (a). Além disso, dados f:Y — Z e g: Z - W morfismos em C, temos

(X,=)(gof) = (idx, g0 f) = (idx oidx,go f) = (idx, g) o (idx, ) = (X, =) (g) o (X, =)(f),
e portanto vale (b).

Analogamente conseguimos definir o funtor (-,Y’). Estes funtores sdo importantes

para a definicao de um certo funtor ser exato a direita.

Exemplo 1.2.5. Consideremos x : Set x Set — Set definido por
x(X,)Y)=XxYe x(f.g)=[xg,

emque f: X > X' eg:Y - Y eassim, fxg: XxY - X’'xY’é definida por
(f xg)(x,y) = (f(x),9(y)), para quaisquer z € X e y € Y. Afirmamos que x ¢ um funtor.
De fato, sejam f: X - X' f": X' > X" g:Y Y egqg :Y" - Y"”. Entao, para

quaisquer x € X e y € Y, temos que

(x(idx ) (@,y) = (x(idx, 1dy))(z, y)
= (idx x idy)(z,y)
= (idx(),idy (y))
= (z,y)
=idx.y (7,y)
= idy(x,y)(7,Y)
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e assim x(id(x,yy) = idy(x,y). Também,

(<((f,9") o (f,9)))(@,y) = (x(f o f,g 0 g))(z,y)
(f'of)x(g" og))(z,y)
(f" o f)(x),(g"°9)(y))

(
(
(
(f'(f()), 9'(9()))
(
(
(

=g (f(x),9(y))
g ((f xg)(x,y))
(f'xg)o(f=xg))(x,y)

e portanto, x((f",9") o (f,9)) = (f' xg") o (fxg)=x(f".9") o x(f,9).

Exemplo 1.2.6. Sejam C, C’, D e D’ categorias. Dados dois funtores F' : C - C' e
G :D - D', definimos F' x G:C xD — C'x D' como sendo a aplicacao

(FxG) (X, X') = (F(X),G(X")) e (FxG)(f.f)=(F(),G([)),

emque f: X >Y eg:Y - Z saomorfismosem Ce f/: X' >Y ' eqg :Y' - 7' sdo
morfismos em D.
Afirmamos que F' x G é um funtor.

De fato, observemos que

(F x G)(idx.x)) = (F x G)(idx, idx:)
= (F(idx), G(idx"))
= (idp(x),ida(xr)
= id(r(x).6(x7))

= id(pxa)(x,X7)

ou seja, é valida a condi¢do (a) da definigdo de funtor. Dai, como

(FxG)((9,9" )0 (f, ') =(F=xG)(gof,g'of)
=(F(go f).G(g' > ["))
=(F(g9)o F(f),G(g") o G(f"))
=(F(9).G(g") o (F(f).G(f"))
=(FxG)(g,9) o (FxG)(f. ["),
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vale a condigdo (b) e, portanto, F'x G é um funtor.

O exemplo a seguir nos mostra que a composicao de funtores também ¢é um funtor.
Exemplo 1.2.7. Sejam C, D e &£ categorias e F':C - D, G: D - £ funtores. A aplicacao
GoF:C — & é definida por

(GoF)(X)=G(F(X)) e (GoF)=G(F(f)),

para todo objeto X e, para todo morfismo f em C, é um funtor.

De fato, para todo objeto X em C temos que

(Go F)(idx) = G(F(idx)) = G(idp(x)) = ida(r(idy)) = 1d(GoF) (idy)-

Além disso, para quaisquer morfismos f: X - Y eg:Y - Z em C, temos

(GoF)(gof) = G(F(gof)) = G(F(g)oF(f)) = G(F(9))°G(F([)) = (GoF)(g)o(GoF)(f).

Portanto, G o F' é um funtor.

Um conceito bastante importante para e estudo da Teoria de Categorias é o de diagrama
comutativo. Um diagrama comutativo é um diagrama em que todos os seus caminhos
com o mesmo inicio e fim levam ao mesmo resultado por composi¢ao. Por exemplo, se
f:X->X"f:Y->Y g:X->Yeg: X ->Y morfismos em uma categoria C, entao o
diagrama

x Lo x

"l lg,

Yﬁ'yl
f

é dito comutativo se, e somente se, f'og=g'o f.

Para terminar esta secao, definimos as transformagoes naturais.

Definig¢ao 1.2.8. Sejam F,G :C - D funtores. Uma transformacao natural p: F - G é

uma cole¢io de morfismos
pr=A{px : F(X) = G(X)}xec
em D tal que o diagrama
F(X) =~ G(X)

F(f)l lG(f)
F(Y) = G(Y)
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é comutativo para qualquer morfismo f: X =Y em C, isto é, uy o F'(f) =G(f) o px.

Podemos pensar nas transformacoes naturais como uma cole¢do de morfismos respon-

savel por transferir a composicao de certos funtores para outros. Veja o diagrama

£(h) g F(9)
‘ F(X/ - \m)
A bz
VX
X 7 Y px py
; CV'G(Z)W
G(X) =7 G(Y).

Se pux : F(X) - G(X) é um isomorfismo, para todo objeto X em C, p é dito um iso-
morfismo natural. Neste caso, dizemos que os funtores F' e GG sdo equivalentes e escrevemos

F~G.

Exemplo 1.2.9. Seja F': C - D um funtor. A transformacgdio natural identidade 1D :
F — F ¢é definida pela colecao de morfismos ID = {IDx = idpx) : F(X) - F(X)}xec-
Além disso, I D ¢ um isomorfismo natural, visto que /Dx = idp(x) ¢ um isomorfismo, para

qualquer objeto X em C.

1.3 Ntcleo e conucleo

O fato de que os objetos de uma categoria, em geral, ndo sdo conjuntos nos impede
de aplicar os morfismos em “elementos”. Desta forma, quando queremos garatir que uma
categoria possua alguma propriedade particular, transferimos estas propriedades para os

seus morfismos.

Definicao 1.3.1. Seja C uma categoria. Um objeto Z em C é dito objeto zero se, para
todo objeto X em C existem tunicos morfismos ¢x : X - Z e px : Z - X, ou seja,
Home(X,Z) ={¢x} e Home(Z,X) = {px}.
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Proposicao 1.3.2. O objeto zero, se existir, é unico a menos de isomorfismo.

Demonstragdo. Sejam Z e Z' objetos zero em C. Desta forma, como Z’ é objeto zero,
existem Unicos morfismos ¢z : Z - Z' e pz: Z' - Z. Dal, como Home(Z,Z) = {idz},
segue que @z o ¢z =idy. Analogamento, por Z ser objeto zero, ¢z o ¢z =idyz. Portanto,
YAVAS O

Exemplo 1.3.3. Nas categorias Grp, Ab, Mg e rRM o grupo trivial {e} é o objeto zero

da categoria.

Definig¢ao 1.3.4. Sejam C uwma categoria com objeto zero Z. Para quaisquer objetos X
e Y em C definimos o morfismo nulo 05 : X - Y como sendo o morfismo que comuta o

sequinte diagrama
0

X
Y Y
7.

Exemplo 1.3.5. Nas categorias Grp, Ab, Mg e g M o morfismo nulo é homomorfismo

X

trivial.

Proposicao 1.3.6. Sejam C uma categoria em que Z € um objeto zero, X,Y, L,W objetos
quaisquer em C e f € Home(Y,L). Entio fo0yF =05 e 0L o f =07,.

Demonstraggo. Temos, por definigao, que fo0F = f oty o px. Além disso, 1, = f o1y,

segue da unicidade na defini¢ao de objeto zero. Portanto,

folf = fothyoox
= Yrogx
S
De maneira analoga, obtemos a outra igualdade. O

Definigao 1.3.7. Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X —Y um morfismo em C.

(i) Um nicleo de f é um par (Ker(f),k), em que Ker(f) é um objeto em C e k :
Ker(f) —= X é um morfismo em C tal que fok = Oger(f). Além disso, dados K' um
objeto em C e k' : K" - X um morfismo em C tal que f ok’ = O{f’, entao existe um

inico morfismo pu: K' - Ker(f) em C tal que o diagrama abaizo seja comutativo

Ker(f)—k>X—f>Y,
*\
~ K
ITARN

N

Kl
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ou seja, kop=F.

(ii) Um conicleo de f é um par (Coker(f),q), em que Coker(f) é um objeto em C e

X
Coker(f)*

Q' um objeto em C e q¢': Y — Q" um morfismo em C tal que ¢’ o f = Og,, entao existe

q:Y = Coker(f) € um morfismo em C tal que go f =0 Além disso, dados

um unico morfismo v : Coker(f) — Q' tal que o diagrama abaizo seja comutativo,

X—f>Y—q>Cokzer(f) )

ou seja,yoq=q'.

Exemplo 1.3.8. Em g M, todo morfismo possui nicleo e contcleo.
De fato, seja f : M — N um morfismo de R-médulos & esquerda. E sabido que

P={meM: f(m)=0y}e f(M) sao R-submddulos de M e N, respectivamente. Assim

N
(B € (WQ)

sao um nucleo e um contcleo de f, respectivamente, em que k: P > M e g: N - % sao

a inclusao e a projecao canodnicas, respectivamente.

Confome definido acima, os nticleos e os contcleos sao pares formados por um objeto
e um morfismo em C. Em alguns momentos, para simplificar a notacao, escreveremos
apenas o morfismo para representar o par. No caso do nticleo, o dominio e o morfismo

representarao o par e, no caso no contcleo, o contradominio e o morfismo.
Definicao 1.3.9. Seja C uma categoria.

(i) Dizemos que um morfismo f: X -Y em C é um monomorfismo se, para quaisquer

morfismos g,h: W — X tais que fog= foh, entao g =h.

(ii) Dizemos que um morfismo f: X =Y em C é um epimorfismo se, para quaisquer

morfismos g,h:Y - W tais que go f =ho f, entdo g = h.

Notemos que dizer que f: X — Y é um monomorfismo significa que podemos o cancelar
a esquerda. Analogamente, dizer que f: X — Y é um epimorfismo significa que podemos

o cancelar a direita.

Proposigao 1.3.10. Se f: X =Y é um morfismo C, k: Ker(f) - X € um nicleo de f e

q:Y = Coker(f) é um conicleo de f, entio k é um monomorfismo e q € um epimorfismo.
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Demonstragio. Sejam g, h: W — Ker(f) morfismos em C tais que ko g=koh. Como
folkog)=(fok)og=05""og=0},

pela unicidade na defini¢ao de niicleo, existe um tnico morfismo w : W — Ker(f) tal que

kow=kog. Veja o diagrama

Ker(f) X
\\\

Porém, como ko g =k o h, pela unicidade de w, segue que w = g = h e portanto, k é um
monomorfismo.
Anogamente, se considerarmos agora g, h : Coker(f) - W morfismos em C tais que
goq="hogq. Como
(9eq)of=go(qgof) =900 ke = Oy,

pela unicidade da defini¢do de conticleo, existe um tnico morfismo w : Coker(f) - W tal

que woq=goq. Veja o diagrama

X T .y 1 Coker(f)
ql ///
Coker(f) ,%,
gl 7
¥

Dai, como goq = hogq, pela unicidade do de w, segue que w = g = h e portanto, ¢ é um

epimorfismo. n
Proposicao 1.3.11. Sejam f: X =Y eg:Y - Z morfismos em C.
(i) Se f e g sao monomorfismos, entio go f: X — Z também é um monomorfismo.
(ii) Se f e g sdo epimorfismos, entio go f: X — Z também é um epimorfismo.

Demonstragio. (i) Sejam r,s: W — X morfismos em C tais que (go f)or = (go f)os.
Como a composigao de morfismos em uma categoria é associativa, go (for)=go (fos).

Dai, como g é monomorfismo, for = fos e como f é monomorfismo, r = s. Portanto,



CAPITULO 1. Pré-requisitos 15

go f é monomorfismo.
(ii) Sejam 7,s : Z — W morfismos em C tais que ro (go f) = so(go f). Assim,
(rog)of=(sog)o fesendo f epimorfismo, rog=sog e como g é epimorfismo, r = s.

Portanto, g o f é epimorfismo. O

Definigao 1.3.12. Seja C uma categoria. Dois monomorfismos t1: X1 - X e1g: Xog > X

em C sao ditos equivalentes se existe um isomorfismo u : X1 - Xy tal que o diagrama

comuta,
Xi---%--=X,
X,

isto €, L ou = Lq.

Um subobjeto de X é uma classe de equivaléncia de monomorfismos para X, ou seja,
o par (Y,¢) é dito um subobjeto de X se existe um monomorfismo ¢ : Y — X. Desta
forma, dizer que dois subobjetos (Y1,¢1) e (Ya,12) de X sdo iguais, é dizer que ¢ e 15 s80

monomorfismos equivalentes.

Exemplo 1.3.13. Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X - Y um morfismo que

possui nticleo. Entao (Ker(f),k) é um subobjeto de X.

Proposicao 1.3.14. Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X —Y um morfismo

em C. O niucleo de f, se existir, € unico, como subobjeto de X.

Demonstragio. Sejam (Ker(f),k) e (K', k") nicleos de f. Como fok’ = 05", pela definigio

de nicleo, existe um tnico morfismo u: K’ — Ker(f) tal que k’ = k ou. Veja o diagrama

Ker(f) —~x -1y
¥\
!
K.

Afirmamos que u é um isomorfismo. De fato, como fok = O}Ifer(f ), novamente pela defini¢ao

de nucleo, existe um tnico morfismo u’: Ker(f) - K’ tal que o diagrama

K—F . x Y
¥\
ok
Ker(f)

comuta, ou seja, k = k' ou’. Assim, como ko (uou’) = (kou)ou’ = k'ou’ = k e koidge sy = k

segue, da unicidade na definicao de nticleo, que u o v’ = idg.,(s). Analogamente, como
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E'o(uou)=(k"ou)ou=kou=F~k ek'oidg =k' segue, da unicidade da definigdo de
nicleo, que u/ ou = idgs. Portanto, u: K’ - Ker(f) é um isomorfismo. Além disso, k
e k' sdo monomorfismos equivalentes pois kowu = k’. Logo, (Ker(f),k) = (K', k') como
subobjetos de X. O]

Definicao 1.3.15. Seja C uma categoria. Dois epimorfismos q1: X - Xq e o : X - Xo

em C sao ditos equivalentes se existe um isomorfismo u : X1 - Xy tal que o diagrama

comuta,
Xi---%-->X
X,

isto €, uoq = qo.

Um quociente de X é uma classe de equivaléncia de epimorfismos para X, ou seja, o
par (Y, q) é dito um quociente de X se existe um epimorfismo ¢: X — Y. Desta forma,
dizer que dois quocientes (Y1,q1) e (Ya,¢2) de X sdo iguais, é andlogo a dizer que ¢ e ¢

sao epimorfismos equivalentes.

Exemplo 1.3.16. Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X - Y um morfismo que

possui conticleo. Entao (Coker(f),q) é um quociente de Y.

Proposicao 1.3.17. Sejam C uma categoria com objeto zero e f: X —Y um morfismo

em C. O conicleo de f, se existir, € unico, como quociente de Y .

Demonstragio. Sejam (Coker(f),q) e (Q',q) conucleos de f. Como ¢’ o f = 022(,, pela
defini¢do de conticleo, existe um tinico morfismo v : Coker(f) - Q' tal que ¢’ =y o q. Veja
o diagrama

X—f>Y—q>Coker(f)

’ -
q -
-
~

Q'
Afirmamos que v é um isomorfismo. De fato, como go f = Oéfoker( 7y Dovamente pela

defini¢ao de conicleo, existe um tnico morfismo 4 : Q" - Coker(f) tal que o diagrama

comuta, isto é, ¢ =" o¢q’. Como

(voy)oqd =vo(y oq)=v0q=¢
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e idg oq’ = q' segue, da unicidade na defini¢ao de contcleo, que yov’ = idg . Anologamente,
como

(Yoy)og=q"o(yoq)=v0q =¢

e idcoker(f) © ¢ = q segue, da definicao de contcleo, que 7' o7y = idcoer(r). Portanto,
v+ Coker(f) - Q' é um isomorfismo e, além disso, ¢’ = v o ¢, ou seja, ¢ e ¢’ sdo

epimorfismos equivalentes. Logo, (Coker(f),q) = (Q’,q") como quocientes de Y. ]

1.4 Categorias abelianas

A existéncia de nucleos e de conticleos de quaisquer morfismos nao é garantida em
qualquer categoria. Motivados por tal necessidade, esta se¢do tem por objetivo definir
as categorias abelianas. Nestas categorias, dentre tantas outras propriedades, nicleos e

contucleos de qualquer morfismo sempre existem.
Definicao 1.4.1. Uma categoria C diz-se pré-aditiva se
(i) C possui objeto zero;
(ii) para quaisquer objetos X, Y em C, Home(X,Y') € um grupo abeliano;

(iii) a composi¢ao de morfismos é bilinear, isto €, para quaisquer morfismos f, f': X =Y
eqg,q Y - Z valem
go(f+f)=goftgoef

(g+g')of=gof+g'of.

Proposicao 1.4.2. Seja C uma categoria pré-aditiva. O elemento neutro de Home(X,Y')

é 0 morfismo 05 .
Demonstragio. Seja e € Home(X,Y') o elemento neutro desse grupo. Assim,
Oy =0y 0 0% = (e+05) 0 0% =005 + 05 0 0% =05 +05.

Logo, e = 05 — 0 = 0¥ + 0¥ - 0¥ = 05, 0

Exemplo 1.4.3. A categoria Ab é pré-aditiva.
De fato, como visto em exemplos anteriores, o grupo trivial {e} é o objeto zero da
categoria Ab. Além disso, dados f,g: G — H morfismos de grupos abelianos, é sabido que

Hom (G, H) possui uma estrutura de grupo aditivo abeliano dado por

(f+9)(x) = f(x) +g(x), Yz eG.
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Exemplo 1.4.4. Se A é um anel com unidade, K é um corpo e R é uma K-édlgebra,
utilizando os mesmos argumentos do exemplo anterior, conclui-se que as categorias 4 M,

Vectx e gRM sao pré-aditivas.

Definicao 1.4.5. Sejam C uma categoria pré-aditiva e X,Y objetos em C. Uma soma
direta de X e Y € uma quintupla (X @Y, 7x, Ty, tx,ty), em que X ® Y € um objeto em
C,ix: XY ->X, my: XoY->Y, ix: X>XoY ety:Y > XY sdo morfismos em

C que satisfazem as sequintes igualdades
(i) mx otx =idx e my oty =idy;
(i) tx omx + Ly oy =idxay.

Definicao 1.4.6. Uma categoria C diz-se aditiva se
(i) C é pré-aditiva;

(ii) para quaisquer X eY objetos em C, existe uma soma direta (X @ Y, wx, Ty, tx,Lly)

de X eY.

Exemplo 1.4.7. A categoria Ab ¢é aditiva.
De fato, ja vimos que esta categoria é pré-aditiva. Basta considerarmos a soma direta
de G e H em Ab como sendo o produto cartesiano G x H (junto com as inclusoes e projegoes

candnicas).

Exemplo 1.4.8. A categoria pM é aditiva.

De fato, ja vimos que g M é pré-aditiva. Além disso, dados dois R-mddulos M e N, a
quintupla (M & N, 7y, T, tar, ty) € a soma direta de M e N, em que M & N é a soma
direta de R-moédulos a esquerda ja conhecida da algebra classica, my; e my sao as projecoes

candnicas e ¢y e vy sdo as inclusdes canodnicas.

Definigao 1.4.9. Sejam C e D categorias pré-aditivas. Um funtor F : C — D é dito aditivo
se, para todo par de objetos X,Y em C wvale

F(f+g9)=F(f)+F(9),
para quaisquer f,ge€ Home(X,Y).
Exemplo 1.4.10. Seja C uma categoria pré-aditiva. O funtor identidade é aditivo.
Exemplo 1.4.11. O funtor esquecimento g M — Ab é aditivo.

Definicao 1.4.12. Uma categoria C diz-se abeliana se
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(i) C € aditiva;
(i) todo morfismo em C possui nicleo e conticleo;

(iii) todo monomorfismo é um nicleo e todo epimorfismo é um contcleo.

Exemplo 1.4.13. A categoria Ab é abeliana.

De fato, pelo Exemplo sabemos que Ab é uma categoria aditiva e por um racicinio
analogo ao feito no Exemplo|[1.3.8]temos que todo morfismo em Ab possui niicleo e conticleo.
Reta-nos mostrar o item (iii) da defini¢ao acima.

Suponhamos que f:G — H é um monomorfismo em Ab. Nao é dificil ver que o par
(G, f) é o nicleo da projecao canonica 7 : H — %G) Da mesma forma, se g: [ - J é um

epimorfismo, o par (J,g) é o contcleo da inclusdo canbnica ¢ : Ker(g) — 1.

Com os mesmos argumentos apresentados no exemplo anterior mostramos que a

categoria p M ¢é abeliana.

Exemplo 1.4.14 ([12], Ejemplo 2.8.1.4). Se C é uma categoria abeliana, entao C°P

também o é.

Exemplo 1.4.15 ([12], Ejemplo 2.8.1.4). Se C e D sdo categorias abelianas, entao

C x D também o é.

Dentre as diversas ferramentas que vamos utilizar no ultimo capitulo, certamente o

coequalizador é “coracao” de todas elas.

Definicao 1.4.16. Seja C uma categoria e f,g : X = Y dois morfismos em C. Um
coequalizador para o par (f,g) € um par (Z,c), em que c¢:Y — Z é um morfismo em C tal

que
() cof=cog;

(ii)) Se h:Y = W € um morfismo tal que ho f =hog, entio existe um tunico morfismo

u:Z - W tal que woc=h.

X—=Y -7

g |
\ | u
h Y

w

Assim como feito para o nucleo e para o conticleo, para simplificar a notacao, escreve-
remos em alguns momentos apenas o morfismo c¢:Y — Z para denotar o coequalizador
(Z,c). Entende-se, neste caso, que o par é constituido pelo contradominio do morfismo ¢

e pelo préprio morfismo.
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Proposigao 1.4.17. Sejam f,g: X =Y morfismos em C. O coequalizador do par (f,g),

se existe, € unico, como quociente de'Y .
Demonstragio. Sejam (Z,c) e (Z',¢') coequalizadores de (f,g). Entdo /o f =c'oge

sendo ¢:Y — Z um coequalizador, existe um tnico morfismo u: Z — Z' tal que uoc ="

X—Y -7

g |
| u
o

Y
Z/
Afirmamos que u é um isomorfismo. De fato, como co f =cog e sendo ¢’ : Y - Z' um

coequalizador, existe um tnico morfismo v’ : Z" - Z tal que u' o’ =c.

f y
X—=Y —7'

g |
c o
Y

A

Além disso, também pelo fato de ¢: Y — Z ser coequalizador, o morfismo idy : Z - Z é

unico tal que comuta o diagrama

! c
X—=Y —
g |
x lido
\
Z.

Ora, mas temos também que
(W'ou)oc=u"o(uoc)=u"oc =c,

ou seja, u' ou: Z — Z' também comuta o diagrama. Assim, concluimos que u' ou = idy.
Analogamente, por ¢’ : Z — Z’ ser coequalizador, u o u’ =idz. Portanto, u: Z - Z' é um
isomorfismo e sendo uoc = ¢/, concluimos também que ¢ e ¢’ s@o epimorfismos equivalentes.

Logo, (Z,c) = (Z',¢") como quocientes de Y. O

O leitor pode questionar-se sobre a existéncia dos coequalizadores em uma categoria
qualquer, visto que, certamente, nao sao em todas as categorias em que a existéncia dos
coequalizadores ¢ garantida. Entretanto, como trabalhamos com categorias abelianas, é
garantida a existéncia de coequalizador para quaisquer pares de morfismos. De fato, como
veremos na proposicao a seguir, em toda categoria abeliana, o coequalizador de um par
qualquer de morfismos (f, g) é o conticleo da diferenga f — g daqueles morfismos. Em cate-

gorias abelianas, todo morfismo possui conticleo e assim, a existéncia dos coequalizadores
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esta assegurada.

Proposicao 1.4.18. Sejam C uma categoria abeliana, f,g: X =Y dois morfismos em C e

c:Y = Z o coequalizador de (f,g). Entio (Z,c) € o conicleo do morfismo f—g: X =Y.

Demonstragio. Precisamos mostrar que co(f-g) =03 e que dado um morfismo h:Y - W
em C tal que ho (f—g) =05, entdo existe um nico morfismo y: Z - W tal que yoc = h.
Como ¢ é coequalizador de (f,g), temos que co f =co g e portanto, co f—cog=03.
Sendo a composicao de morfismos em C bilinear, visto que C é abeliana (e portanto
pré-aditiva), segue que co (f —g) = 0%.
Consideremos agora um morfismo h:Y — W, em que W é um objeto em C tal que
ho(f-g)=0{. Assim, ho f—hog =03 e, portanto, ho f = hog. Como ¢ é um

coequalizador, existe um tnico morfismo v : Z — W tal que v o c = h, veja o diagrama

X£>Y—C>Z
/
hl /;
»
Ww.

Portanto, (Z,c) é o contcleo para f - g. O
Corolario 1.4.19. Em uma cateogira abeliana, todo coequalizador é um epimorfismo.
Demonstracdo. Segue diretamente da proposicao anterior e da Proposicao|1.3.10] O

Enunciamos agora, sem provar, alguns resultados e definigoes envolvendo sequéncias
exatas em uma categoria abeliana.

Até o final do capitulo, consideremos C uma categoria abeliana. Usamos [14] como

referéncia.

Definicao 1.4.20. Sejam f: X - Y um morfismo em C. A imagem de f, denotada por
Im(f), € dada por
Im(f)=Ker(coKer(f)).

Definicao 1.4.21. Sejam f: X =Y e g:Y - Z morfismos em C. A sequéncia

xt.y 2.7

¢ uma sequéncia exata em'Y se Im(f) = Ker(g), como subobjetos de Y .
Generalizando a defini¢do anterior, uma sequéncia
f

f2 fn—l fn

Xl X2 Xn Xn+l
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é dita exata se é exata em X;, para todo i €{2,3,...,n—1,n}.

Proposicao 1.4.22 ([14], Proposigao 1.1.16). Sejam f: X — Y um morfismo em C e
(Ker(f),k) o nicleo de f. Sao equivalentes:

(i) f é um monomorfismo,

(i) (Ker(f),k)=(0,0%);

0% f . N
(ili) 0—=X ——=Y ¢ uma sequéncia ezata.

Abaixo enunciamos a mesma versao para epimorfismos.

Proposicao 1.4.23 ([14], Proposicao 1.1.17). Sejam f: X — Y um morfismo em C e
(Coker(f),q) o nicleo de f. Sdo equivalentes:

(i) f € um epimorfismo;

(i) (Coker(f),q)=1(0,07);

Y
(iii) X oy 2.0 ¢ uma sequéncia ezata.
Exemplo 1.4.24 ([14], Lema 1.1.21). Sejam f: X — Y um morfismo em C ,(Ker(f),k)

o nucleo de f e (Coker(f),q) o contcleo de f. A sequéncia

f

0—= Ker(f) ==X Y —> Coker(f) —=0

é exata.

Finalmente, terminamos o capitulo dando a definicdo de funtor exato a direita. Para
[12], um funtor aditivo é dito exato a direita se ele preserva os conticleos. Ja para [5], é
um funtor que preserva epimorfismos em sequéncias exatas curtas. Porém, em (][9], p. 24)

temos o resultado que mostra a equivaléncia entre estas defini¢oes.

Definigao 1.4.25 ([12], Definiciéon 2.7.36). Sejam C e D categorias abelianas. Um
funtor aditivo F' : C - D diz-se exato a direita se, para todo morfismo f : X - Y,

Coker(F(f)) = F(Coker(f)).

Definigao 1.4.26 ([5], Definition 1.6.1). Sejam C e D categorias abelianas. Um funtor

aditivo F': C - D diz-se exato a direita se para toda sequéncia exata curta
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em C, a sequéncia

FOO) 2L rvy 29 Fz) ——0

€ exata em D.
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Capitulo 2
Categorias monoidais

Segundo os autores em [5], uma maneira agraddvel de pensarmos sobre teoria de
categoria é que a mesma seria uma “categorificacao” da algebra classica. De uma outra
forma, existe um dicionario entre os dois assuntos, em que as estruturas algébricas sao
obtidas das estruturas categoricas correspondentes considerando o conjunto de classes de
isomorfismo de objetos.

A nocao de uma categoria é a categorificagdo da nogdo de conjunto. Similarmente,
categorias abelianas sao a categorificacao de grupos abelianos, o que justifca a terminologia.
Assim, como hé outros dicionérios para certas categorias como em [6], j4 mencionada
anteriormente.

Recordamos que um mondide é uma terna (A,-,1), em que A é um conjunto nao vazio
com uma operagao - associativa e o elemento 1 e A étal que 1-a=a-1=a,Vae A. A
noc¢ao de uma categoria monoidal é uma categorificacao da nogao de um mondide.

Esse capitulo é fundamental, pois o principal teorema da dissertacao versa exatamente
sobre fornecer uma estrutura monoidal a uma determinada categoria. Para sua elaboragao

utilizamos [5] e [12].

2.1 Definicoes e propriedades

Definigao 2.1.1. Uma categoria monoidal é uma séxtupla (C,®, 1,a,l,7) em que C € uma

categoria, ® € um funtor, chamado funtor tensor, tal que

®: CxC - C
(X,Y) » ®(X,Y)=XoY
(f,9) = ©(f,9)=f®yg,
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em que se f: X =Y, g:Z - W sao morfismos em C, entio f@®qg: X®Z ->Y QW € um
morfismo em C e 1 é um objeto em C, chamado unidade. A tripla a,l,r sdao isomorfismos
naturais tais que

a:®0(®xIde) > ®o (Idex®)
[:1®-—-Ide
r:—1-Ide

em que, para quaisquer X,Y,Z em C,
axyz: (X®Y)®Z->Xeo(Y®Z),Ix: 19X >Xerx: Xol->X

sao isomorfismos em C.

Além disso, para quaisquer X,Y,Z,W em C, os diagramas abairo

(XeY)®Z)eW (2.1)
(Xe(YoZ)oW (XeY)e(ZoW)
Xeo((YeoZ)eoW) Xe(Yo(ZeW))

idx ®ay, z,w

ax.1y

(Xo1)®Y X®(10Y) (2.2)
;;EN\ //@;;
XY

comutam.

Na definicao acima, a comutatividade do primeiro diagrama chama-se azioma do
pentagono e do segundo chama-se azioma do triangulo. O isomorfismo natural a chama-se

associatividade da categoria monoidal C.

Notemos que para o isomorfismo natural a: ® o (® x Id¢) - ® o (Ide x ®), os funtores

envolvidos sao

®o(®xIdc) ®o(Idex®)

K—\ /X—\
CxCxC%coxe—22c ¢ cxexC2exc—2¢.

Para os isomorfismos naturais [: 1® — > Idec e 7: = ® 1 — Id¢, temos que

1®-,-®1,Id::C—C.
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Escrevemos aqui como tais funtores aplicam-se aos morfismos. Sejam f: X - Y g:
W - Z e h:L - K morfismos em C. Entao

(®c(®x1de))(f,9,h) = (f@g)®@he ®@o(ldex®)(f,9,h) = f®(9®h),

(1e-)(f)=idi®fe(-®1)(f)=f®ids.

A seguir, descrevemos como o funtor ® aplica-se numa composicao e a identidade. Os
resultados produzidos por esse calculo sao muito utilizados ndo somente neste capitulo
como também no préximo. Iremos usé-los sem fazer qualquer mencao. Para f: X - Y, f':

Y->W,g:X'"-Y" eg :Y" - W' morfismos em C, temos que

®((f'.9") o (f.9))=0(f' o f.g09)=(fof)e(gog)
Por outro lado, por ser ® um funtor, segue que
®((f',9) o (f,9))=&(f".g)e&(f,9)=(f®g)o(f®9).
Logo,
(f'®g)o(feg)=(fof)®(g og).

Também,

®(idx,idy) = ®(id(x,y)) = idg(x,v) = idxey

e, por defini¢do, ®(idx,idy) = idx ® idy. Portanto,
idX®y =1idx ® idy.

Além disso, dados f: X - X', g:Y > Y’ e h:Z — Z' morfismos em C, é importante
ressaltarmos que as naturalidades de a,l e r, muitissimas utilizadas no proximo capitulo,

sao representas, respectivamente, pela comutatividade dos diagramas

10 X' X' X'®1 X'

(XeY)eZ——"2 . Xe(YeZ)
( f®g)®hl L fo(goh)
(X'®Y")o Z' e X'e(Y'e®Z),
10X Ix X e Xol = X
id1®fl jf f®id1L lf
l
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A seguinte proposicao também fornece resultados usados no Capitulo 3, sem que

facamos qualquer mencao a mesma.
Proposigao 2.1.2. Seja C uma categoria monoidal. Entao sao vdlidas as afirmagcoes.

(i) Sejam fe Home(X,Y) e ge Home(W, Z). Entao
feg=(idy®g)e(fidy) e fog=(f®ids)o(idx ®9).

(ii) Sejam f € Home(X,Y) e g € Home(W,Z). Se f e g sdo isomorfismos entdo
(feg)'l=fT1eg

Demonstragio. Sejam f € Home(X,Y) e ge Home(W,Z). Entao

f®g=(foidx)® (idzog)=(f®idz)o (idxog)

f®g=_(idyof)®(goidy)= (idy ® g) o (f®idw)

e portanto, vale (i). Além disso, se f e g forem isomorfismos, como ® é funtor, temos que

(ffegho(feg)=(fTof)®(s " og)
=idx ® idy
= Q(idx,idwy )
= ®(idx,w))
= idg(x,w)

= idxew-

Analogamente, (f® g)o (f'®g™') =idygz e portanto (f 1o g!')=(f®g)" ]

Proposigao 2.1.3. Seja C uma categoria monoidal. Entao o objeto 1 é inico a menos de

isomorfismo.

Demonstragdo. Suponhamos que exista 1’ um outro objeto unidade em C. Consideremos
o isomorfismo natural I’ : 1'® — - Ide. Assim, para todo X €C, Iy :1'® X - X é um
isomorfismos em C. Em particular, se X =1 em !5, e X =1"em ry, entdo lj:1'®1 >1e
ri:1'®1 - 1'. Portanto, ry/0 (I3)7!:1 - 1’ é um isomorfismo, pois ¢ a composigao de

isomorfismos. Logo, os objetos 1 e 1’ sdo isomorfos. O

O préximo resultado é usado para provar a Proposicao que vira a seguir. Esta

proposicao é uma peca importante para o proximo capitulo.
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Lema 2.1.4. Seja C uma categoria monoidal. Se f,g: X =Y sao morfismos em C tais

que id; ® f =id; ® g, entdo f = g. Analogamente, se f @ id; = g®idy, entdio f=g.

Demonstragcao. Da naturalidade de [, segue o diagrama comutativo abaixo

1o X 2o x

id1®fl lf

1Y ——=Y.
ly

Temos que foly =1lyo(idy ® ) =1y o (id; ® g) pois, por hipotese, id; ® f =idy o g.
Da naturalidade de [, segue que o diagrama

1 X 2o x

id1®gl jg

1Y —=Y
ly

é comutativo. Assim, como foly =ly o (idy ® g) = golx, segue que folyxo (lx)! =
golxo(lx)™'. Entdo foidx = goidy e portanto, f = g.

Agora, consideremos o diagrama cuja comutatividade vem da naturalidade de r

Xol—2-X

f®id1l lf

Yel——Y.
ry
Portanto, forx =ryo(f®idy) =ryo(g®idy). Com um diagrama andlogo ao anterior,
trocando f por g, segue que fory =ryo(g®id;) =gorx o que implica f = g. n

Proposicao 2.1.5. Seja C uma categoria monoidal. Entao sao vdlidas as afirmagoes
abaizo.

(1) l1®X =id;®lx ¢ xXe1 =rx ®idy.

(ii) Os diagramas

(18 X)®Y Y 18(X®Y) (XeY)®1 Sl Xe(Y®l)
XY XY

comutam.

(iii) 1y =7;.
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Demonstragdo. (i) Devido as naturalidades de [ e r, os diagramas

higx

1

19 (1®X) 10X e (X1)el—=2 - X1
id1®lxl llx rX®id1j lrx
18X o X Xo®l - X.

comutam. Dai, como [x e rx sdo isomorfismos, segue que

lex = (Ix) " olx o (idy ®lx) = idigx o (idy ® Ix) = idy ® Lx

Txel = (T’X)_l orx o (TX ® ’Ldl) = ’L.d)(@l o (’I“X ® ’Ldl) =rx ®1id;.

(ii) Para mostrarmos a comutatividade do diagrama (A), consideremos o diagrama

abaixo, em que X, Y, W sao objetos quaisquer em C,

(Xeo(1eY))eoW

(Xel)oY)eW
(TX ®idy)®idw
axel,Y,w (2)
rx®(idyeow)

(Xeol)o(YW) @

m\

(€]

(XeY)eW
|

\
Xeo(YeoW)

ax,

idx ®lyew

id(X@(10Y))oW

(Xo(1eY))eW
(idx®ly)®’idw
(3)

aX,19Y,W

idx ®(ly ®idw)

6G) Xo(1leY)eW)

dx ®a1,y,Ww

Xeoe(1le(YoW))

Uma vez que podemos omitir no diagrama acima o morfismo id(xg(1ev))ew, Segue que

o diagrama externo ao diagrama acima é o axioma do pentagono e portanto comuta, veja
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abaixo
(Xel)oY)eW
W W\
(Xo(1eY))eW (P) (Xel)® (Yo W)
ax1Y,Ww ax 1YW

Xo((1eY)eW)

Xe(le(YoW)).

idx®a1,y,W

A comutatividade de (1) vem do axioma do tridngulo dado abaixo

(Xel)oY ey Xe(1leY)
XoY.

De fato, temos que rx ® idy = (idx ® ly ) oax,1y € assim,

®(7"X ® Zdy,’ldw) = (TX ® Zdy) ® idy = ®((’LdX ® ly) o axvl,y,idw)
= ®((ZdX ® ly,’ldw) o (aX’l,y, Zdw))

= ((ZdX ® ly) ® ’de) o (aX,l,Y ® Zdw),

que nos garante a comutatividade de (1).
As comutatividades de (2) e (3) seguem diretamente da naturalidade de a, ilustradas

abaixo pelos diagramas

axX®1,Y,W

(Xel)eY)eW (Xel)e(YoW)
(rx ®idy )®@idw L (2) lTX@’(idY@W)
(XeY)eW T Xeo(YoW)
(Xe(leY)eW ", Xg((18Y)eW)
(idx@ly)@idwj (3) lidx@(ly@idw)
(XeY)o W T Xeo(YoW).

A comutatividade de (4) é exatamente o axioma do tridngulo, conforme mostra o
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diagrama
(Xel)e(YoW) LYo Xe(1le(YeW))
®(YoW).

Finalmente, mostremos que o diagrama (5) comuta.

(Xeo(1eY))eoW

‘W d(xe(18Y))eW

(1) (Xeo(1loY))eW

(Xel)eY)eW
(rx®idy )Qidy (idx ®ly )®idw
(XeoY)eoW
aXe1,y,W (2) ax,y.w () ex1evw | |aXeyw
Xeo(YeoW)
rx®(idyew) l idx ®(ly ®idw)
idx ®lygw 6G) Xe(1leY)e W)

Xel)e(YoW)

(4)
m\ ‘ m

Xe(le(YoW))

Pelo axioma do pentagono, temos

Wx ®a1y,w = Gx,1,YeWw ©0Xel,y,w © (aX,LY ®1 W) °Ux10Y,W-

Portanto,

. . 4 . .
(ZdX ® ZY®W) o (ZdX ® CL17Y7V[/) (:) (TX ® ZdY®W) o (ZdX ® CL17y7w)

(B)
(rx ®idyew) © aX 1vew ®ax1,yew © AXel,y,W © (ax 1y ®idw) o aX 18Y,W
= (rx ®idyew) © axe1y,w © (aX,l,Y ®idy ) o aX,l@Y,W

(2) . . _ . _
axy,w © ((TX ® Zdy) ® Zdw) o (aXl,l,Y ® Zdw) o aX171®Y,W

1 . . _
(:) axy,w © ((ZdX ® ly) ® Zdw) o a’X11®YW

(3)
idx ® (ly ® Zdw) °ax1eYy,w © CLX 1Y, W

=1dx ® (ly ® Zdw)
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Logo, o diagrama (5) comuta. Como X é qualquer, fazendo X =1, temos
(Zdl ® lY®W) o (Zdl ® al,va) = Zdl ® (ly ® Zdw),
ou seja,
idl ® (ZY®W o a17y7w) = Zdl o (ly ® Zdw)

Assim, pelo Lema [2.1.4] segue que

lyew o aryw = ly ® idy .

A comutatividade do segundo diagrama de (B), é feita de maneira similar, observando-
se apenas o diagrama inicial a ser considerado.

(iii) Fazendo X =Y =1 no axioma do tridngulo e no diagrama (B) temos, respec-
tivamente, que (id; ® l1) ca111 =71 ®idy e que (idy ® r1) 0 a111 = T1e1 @ r1 ® idy.
Logo,

(idi®l1)ca11=r1®idy = (id; ® 1) cas11

e sendo aq 1,1 um isomorfismo, segue que id; ® Iy = idy ® 1. Pelo Lema lh=ry. O

2.2 Exemplos

Abaixo apresentamos alguns exemplos de categorias monoidais.

Exemplo 2.2.1. A categoria Set é monoidal.
Consideremos ® : Set x Set - Set como sendo o produto cartesiano, 1 = {*}, um

conjunto unitario qualquer, e, para X, Y e Z, conjuntos em Set, definimos

axy,z - (XXY)XZ - XX(YXZ)
((z,9),2) = (2,(y,2)),

Ix: {#}xX - X e rx: Xx{x} - X

(x,2) +» = (z,%) =~ x.

Com esta estrutura definida, afirmamos que (Set, x, {*},a,l,r) é uma categoria monoidal.
Pelo Exemplo ja sabemos que x é funtor. Entao, resta-nos mostrar que a,l e r

sao isomorfismos naturais e que os axiomas do triangulo e do pentdgono sao verificados.
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Sejam f: X - X' g:Y >Y'eh:Z — Z' fungoes. Precisamos verificar que os diagramas

ax,y,z

(X xY)xZ Xx(YxZ)
(fxg)Xhl le(QXh)
(X/ X Y/) X Z/ Y X/ X (Y/ X Z/)
(s} X —5 o X e X x{#} ————X
{+}eX — X' X'e{+}——7F7X
X’

comutam. Sejam x € X,y €Y e z € Z. Entao

((f x (gxh))eaxyz)((x,y),2) = (f x (¢ x h))(axy.z((z,y),2))
= (fx(gxh)(z,(y,2))
= (f(x),(gxh)(y, 2))
= (f(2), (9(y), 1(2)))
= ax vz ((f(2),9(y)), h(2))
= axyz(((f xg) xh)((2,9),2))
= (axryr,z00 ((f xg) xh))((x,9), 2)),

(folx)(x,2) = f(lx(+,2))
= f(x)
= Lo ({x}, f(2))
= L ((idgy < ) (*,2))
= (Ixr o (idgy x f))(+,2)

(forx)(w,*) = f(rx(z,+))
= f(x)
=rx/(f(z),*)
= ((f xidgy) (@, %))
= (rxro (f xidpy)) (@, *).
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Portanto, os trés diagramas comutam e a, [ e r sdo transformagoes naturais. Além disso,
como ax,y.z,lx e rx sao bijecoes para quaisquer conjuntos X,Y e Z em Set, segue que a,
[ e r sdo isomorfismos naturais.

Para terminarmos, verifiquemos o axioma do pentagono e do tridngulo. Sejam x € X,
yeY,zeZ eweW. Entao

(ax,y,zxw © axxy,zw)(((2,¥), 2),0) = ax,y,zxw (axxv,zw (((z,y), 2), w))
= aX,KZxW((:Ea y), (z,w))
= (2, (y, (z,w)))
= (tdx x ay,zw)(z, ((y,2),w))
= (idx x ayzw)(axyxzw((z, (y,2)),w))
= (idx x ay,zw)(axy<zw((axy.z x idw)(((z,y),2),w)))

= ((idx x ay,zw) o axy<zw ° (axy.z x idw))(((z,y),2),w)

(rx xidy)((z, %),y) = (z,y)
= (idx x ly)(z, (*,y))
= (idx x Iy )(ax g,y ((2,%),9))
= ((idx x ly) o ax («),y)((z,%),y).

Exemplo 2.2.2. Seja R um anel com unidade. A categoria g Mg é monoidal.
Consideremos ® : Mg x RMp - Mg como sendo o produto tensorial ® z sobre R,

1 = R e, para qualquer R-bimédulos M, N e P, definimos

ap,N,P: (M®RN)®RP - M®R(N®RP)
(m®rn)®rp ~» mOr(NOrp),

lyy: RepM —- M e ry: Me®prR - M

r®rm = rm mQegrr = mr.

Com esta estrutura definida, afirmamos que (g Mg, ®g, R, a,l,r) é uma categoria monoidal.
O fato de que ®p é funtor e de que a,l e r sao isomorfismos naturais sao conhecidos e

podem ser consultados em ([8], Chapter V). Abaixo mostramos apenas a naturalidade.
Sejam f: M - M', g: N - N'"e h: P— P morfismos de R-bim6dulos. Precisamos
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verificar que os diagramas

aM,N,P

(M ®zN)®pP M ®p (N &g P)
(f®R9)®Rhl lf@’R(g@Rh)
(M’@RN/)(X)RP/ M’@R(N/(X)RP,)

aMlle,Pl

Rop M 2 M e M®gR M

idR@Rfl, lf f®Ride Lf

Rep M M’ M'®g R — M
M/’

comutam. Sejam M, N e P R-bimédulos, me M,ne N, pe P ere R. Entao, como

((fer(g®rh))oannp)((m@rn)®rp)=(f®r(9®rhI))(amnNp((Mm®rN1)®RD))
=(f®r(9®rh))(m®R (n®RD))
= f(m)®r ((g®rh)(n®rD))
= f(m) ®r (9(n) ®r h(p))
= ayr e ((f(m) ®r g(n)) ®r h(p))
= ay NP (((f ®rg) ®r h)((M®R M) ®R D))
= (amr v pr o ((f ®r9) ®r 1)) ((M®RN) @R D),

(folar)(rerm) = f(lau(r ®rm))
= f(rm)
=rf(m)
=y (r ®r f(m))
=l ((idg ®g f)(r®g m))
= (ly o (idr ®r [))(r ®rm)

(feru)(merr) = f(ru(merr))
= f(mr)
= f(m)r
=rar(f(m) @)

= TMI((f ®R ZdR)(m ®r T))
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= (T’M/ o (f ®r zdR))(m ®r 7”)

segue que os trés diagramas comutam e portanto, a, [ e r sdo isomorfismos naturais.
Resta-nos mostrar a comutatividade do pentagono e do tridngulo. De fato, sejam
meMneN,pe Peqe(@, em que M, N, P e () sao R-bimddulos, e r € R. Entao

(ar,N,Per@oaMeRN,P.Q) (M ®RN) ®rP) ®R q) =
= anm,N,rorQ(amenpo(((M @R N) @R p) ®r q))
= am.N,PorQ((M ®r 1) ®r (P®R q))
=m®r(n®r (p®rQ))
= (idyr ®r an,p@)(m @R ((n ®rP) ®r q))
= (idy ®r anpq)(amNerPQ((M R (N ®RP)) ®R q))
= (idy ®r an,p@)(am,Nerre((arN,p ®ridg)(((M®rN) ®rP) ®Rq)))
= ((idy ®r an,pQ) © amNerPQ © (amNp ®r1dQ))(((M ®rN) ®rP) ®R q)

(ryy ®rtdy)((MOrT)®N) =mr®gn
=Mm@pTn
= (idy ® In)(m®g (r®gn))
= (idy ® In)(anr,r N (M ®RT) ®r 1))

= ((ldM ® lN) o aM7R,N)((m ®r ’T‘) ®r TL)
Exemplo 2.2.3. Com base no exemplo anterior, fazendo R =K, concluimos que
(Vectk,®k,K,a,l,r) e (vectk,®x,K, a,l, )

sao categorias monoidais.
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Capitulo 3
Categoria dos A-bimdédulos

Como ja exposto diversas vezes neste trabalho, um dos objetivos da teoria de categorias
é apresentar uma nova visao da algebra classica. De acordo com V. Ostrik, em [13], as
categorias monoidais abelianas estao para a teoria de categorias assim como os anéis estao
para a algebra. Desta forma, assim como dado um anel comutativo R conseguimos dota-lo
de uma estrutura de A-bimoédulo sobre uma R-algebra A, gostariamos de entender sob
quais condi¢oes conseguimos transportar esta ideia para a teoria de categorias. Para a
elaboragao deste capitulo, utilizamos [5] e [12].

Neste capitulo, C é uma categoria monoidal.

3.1 Algebras e médulos sobre C

Definigao 3.1.1. Uma dalgebra A em C é uma terna (A, m,u) em que A é um objeto em

C,m:A®A— A, u:1—- A sio morfismos em C tais que os sequintes diagramas

AA,AA ida®m

(ARA)9 A——>A®(A®A)— A A (3.1)
m®id,4l lm
Ao A — A
10 A—" . AeA A1 —1% _AgA (3.2)

O / X /
A A
sejam comutativos, ou seja, mo (m®ids) =mo (ida®m)oasaa, mo(u®idy) =14 e

mo (idga®u) =ry.

Exemplo 3.1.2. Se (C,®,1,a,l,r) uma categorial monoidal, entdao 1 é uma algebra.

BT

De fato, consideremos m = rq l1:191—>1ewu=1dy:1—- 1. Verifiquemos que
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os diagramas
id1®r1

(1®1)®1 ~1e(101) 2101
Tl@idll jrl
1®1 1
=)
(&
1 ® 1 id1 ®idy 1 ® 1
ll—x %1
comutam. De fato,
10 (7’1 ® Zdl) ) 71 0T1g1 i) 710 (Zdl ® 7’1) °0a1.1,1

e portanto, o primeiro diagrama comuta. Também,
1 0(id1®id1) =T10id1®1 =71
e portanto, o segundo diagrama comuta.

Com base no exemplo anterior, vemos que {*} é uma algebra em Set, R é uma algebra

em pMp, K é uma 4lgebra em Vectkx e K é uma algebra em vectx.

Definicao 3.1.3. Seja (A, m,u) uma dlgebra em C. Um A-mddulo d esquerda em C é um

par (V,\y) em que V é um objeto em C e A\y : A®V =V € um morfismo em C tal que os

diagramas
(A A) eV Ag (Ao V)2 Ae v (3.3)
m®idvl lkv
AV o Vv
16V —=U . AoV (3.4)

N

sejam comutativos, ou seja, Ay o (ida® A\v)oaaay =Avo(m®idy) e Ayo(u®idy) =ly.
De forma analoga, define-se A-mddulo a direita em uma categoria monoidal C.

Definigao 3.1.4. Seja (A,m,u) uma dlgebra em C. Um A-mddulo a direita em C é um

par (W, pw) em que W € um objeto em C e pyy : W ® A - W é um morfismo em C tal



CAPITULO 3. Categoria dos A-bimédulos 41

que os diagramas

(WeA)@A— 22 e (A Ad)—v" e A (3.5)
Pw®idAl L"W
WeA %4
pw
Wel—" _yweA (3.6)

N

sejam comutativos, ou seja, py o (pw ®ida) = pwo (idw®m)oaw.aa € pwo (idw u) =y .

Queremos determinar como os A-mddulos relacionam-se entre si. Baseado nisto, seguem

as defini¢oes de morfismos de A-moédulos tanto a direita quanto a esquerda.

Definicao 3.1.5. Sejam (V,A\y) e (W, A\w) dois A-mddulos d esquerda em C em que
(A,m,u) € uma dlgebra em C. Um morfismo f:V — W em C é chamado morfismo de

A-mddulos a esquerda se o diagrama

ida®f

AV —= AW (3.7)

v |

V w

¢ comutativo, ou seja, foXy = Ay o (ida® f).

Definigao 3.1.6. Sejam (V, py) e (W, pw) dois A-mddulos a direita em C em que (A, m,u)
¢ uma dlgebra em C. Um morfismo g:V - W em C é chamado morfismo de A-mddulos a
direita se o diagrama

g®id 4

Ve A—=W® A (3.8)

wl |ow

V w

é comutativo, ou seja, go py = pw o (g®ida).

A proposicao a seguir nos mostra que a composicao de morfismos de A-médulos a
esquerda também é um morfismo de A-moédulos a esquerda. Nao faremos a demonstragao

para o caso a direita pois esta é analoga a apresentada abaixo.

Proposicao 3.1.7. Sejam (A, m,u) uma dlgebra em C e (V,A\y), (W, Aw) e (U, \v) trés
A-mddulos a esquerda em C. Se f:U - W e g:V — U sao morfismos de A-mddulos a

esquerda, entao fogqg:V — W € morfismos de A-mdédulo a esquerda.
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Demonstragao. Precisamos mostrar que o diagrama

AeV aSUD 4oy (3.9)
Avl lAW
V w

é comutativo. Temos que

Aw o (ida® (fog))=Awe ((ida® f)o(ida®yg))
= (Awo (ida® f))o (ida® g)
@ (fo)o(idieg)
=fo(Avo(ida®g))
(g)fo(go/\v)
=(fog)oAv,

em que as igualdades (a) e (b) ocorrem, respectivamente, por f e g serem morfismos de

A-moédulos a esquerda. O]

A proposicao a seguir nos mostra que se f:V — W é um morfismo de A-médulos a
esquerda que é um isomorfismo, entao f~!': W — V também é um morfismo de A-mddulos
a esquerda. Nao faremos a demonstracao para o caso a direita pois esta é analoga a

apresentada abaixo.

Proposigcao 3.1.8. Sejam (A, m,u) uma dlgebra em C e f:V - W wum morfismo de
A-médulos a esquerda em C. Se f:V — W € um isomorfismo, entao f~: W -V é um

morfismo de A-mdédulos a esquerda.
Demonstracao. Precisamos mostrar que o diagrama

idA®f_1

AW ARV (3.10)
AWL jAV
w - V
I

é comutativo. Ora, como f é morfismo de A-mddulos a esquerda, sabemos que fo Ay =

Aw o (ida® f). Compondo f~1 & esquerda em ambos os lados da igualdade anterior, temos

que [ o (fody)=f"o(Awe (ida® f)), ouseja,

Av=(fToAw)o(idao f).
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Compondo idy ® f~! a direita em ambos os lados da igualdade anterior, temos que
Avo(ida® f1)=((f1loAw)o(ida® f))o(ida® f~!), ou seja,

Ay o (ZdA ® f_l) = f_l o A\w.

Portanto, o diagrama em questao comuta. 0

Dada uma categoria monoidal C, denotamos por 4C a categoria dos A-modulos a
esquerda em C, cujos objetos sao A-mddulos a esquerda em C e os morfismos sdo morfismos
de A-médulos a esquerda. Analogamente, denotamos por C4 a categoria dos A-médulos a
direita em C, cujos objetos sao A-mddulos a direita em C e os morfismos sdo morfismos
de A-moédulos a direita. Em ambas as categorias, a composicao dos morfismos é dada
pela composicao de C e, para cada A-médulo V' dado (tanto & esquerda, quanto a direita),
o morfismo identidade destas categorias é dado por idy : V - V', ou seja, o morfismo
identidade em C.

Tendo em vista o que foi dito no paragrafo acima, dada uma categoria monoidal C,
denotamos por 4C4 a categoria dos A-bimddulos em C, cujos objetos sdo A-bimddulos em
C e cujos morfismos sdo morfismos de A-bimédulos, ou seja, morfismos de A-modulos a

esquerda e a direita em C. Abaixo, segue a definigdo de A-bimoédulo em C.

Definicao 3.1.9. Seja (A,m,u) uma dlgebra em C. Um A-bimédulo em C é uma terna
(V,pv,Av) em que (V,py) é um A-médulo a direita em C, (V,\y) € um A-mddulo a

esquerda em C e o diagrama

(A V) o AL Ag (Ve AU AsV (3.11)
)\V®idAL l/\v
VeA V

pv
comuta, ou seja, Ay o (ida ® py)oaay.a=pyo(Ay ®ida).

Exemplo 3.1.10. Sejam C uma categoria monoidal e (A, m,u) uma algebra em C. Entao
A é um A-bimédulo em C.
De fato, considerando A4 = p4 = m, os diagramas comutativos da definicdo de uma

alegbra em C sao exatamente os mesmos das defini¢goes de A-mddulos a direita, a esquerda

e de A-bimd6dulos em C.

A partir de agora, consideremos C uma categoria monoidal abeliana. Sendo assim,
como aplicacao da Defini¢ao [1.4.26] fazendo F' = ® o (-, L), para qualquer objeto L em C,
e F'=®o (W,-), para qualquer objeto W em C, escrevemos o que significa dizer que o

funtor ® é exato a direita em cada varidvel.
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Definicao 3.1.11. O funtor ® :C xC — C é dito exato a direita na primeira varidvel se,

para todo L em C, o funtor ® o (=, L) :C - C € exato a direita, ou seja, se

0 X y 4.7 0

é uma sequéncia erata curta em C, entdo a sequéncia

g®idL

Tor y o LY o [ — 0

X®L

¢ exata em C.
Analogamente, define-se a exatidao a direita na segunda variavel.

Definicao 3.1.12. O funtor ® :C xC — C é dito exato a direita na sequnda varidvel se,
para todo W em C, o funtor ® o (W,-):C - C € exato a direita, ou seja, se
f

0 X y 2.7 0

¢ uma sequéncia exata curta em C, entdo a sequéncia

dwf idy ®g

WeX—WeY —WeZ——0

¢ exata em C.

Portanto, o funtor ® ser exato a direita em cada variavel, significa que ® ¢é exato a
direita tanto na primeira quanto na segunda variavel.

Apenas como curiosidade, chamamos atencao para o fato de que a categoria 4C4 herda
a condicao de ser abeliana quando C o é. No entanto, nao faremos esta demonstracao, mas

indicamos a referéncia ([12], Ejercicio 3.3.3) para consulta.

Proposigao 3.1.13. Sejam C uma categoria monoidal e (A, m,u) uma dlgebra em C. Se

C ¢ abeliana, entao ,C4 € abeliana.

O exemplo a seguir motiva a construcao da estrutura monoidal da categoria 4C4. Para

auxiliar na sua compreensao, veja o Apéndice.

Exemplo 3.1.14. Sejam K corpo e C = Vectg, a categoria monoidal ja definida anterior-
mente, em que ® = ®k. Seja (H, A, e, m,u) uma K-bidlgebra que, em particular, é uma
algebra em C.

Sejam (V, A\y) um H-médulo & esquerda e (W, pyy) um H-mo6dulo a direita, ambos em

Vectk. Tendo em vista a equivaléncia, bem conhecida, dessa defini¢ao (via diagramas) com
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a definigao cldssica de um H-mdédulo a esquerda (a direita), escrevemos Ay (h ® v) = hv e
pw(w ® h) = wh, para quaisquer he H,veV ewe .

Agora, consideremos (V, py, A\v) e (W, pw, Aw ) dois H-bimddulos em Vectk. A estru-
tura de H-moédulo a esquerda de V @ W ¢é dada por

h-(vew):=) hivehweV W,
em que A(h) =Y h; ® hy. Tal acdo é a composicao
Avew == (Av ® Ay ) o (idy ® T @ idy ) o (A ® idy ® idy ) (3.12)
de morfismos de K-espacos vetoriais, como constatamos abaixo

(A eAy)o (idg ®T ®idy ) o (A®idy ®idy )(h®v®w)
=(A&v@A\w)o(idg T ®@idw)((Xh1 ®hy) V@ W)
=(AWw®Ay)o(idg®@T ®idw)(X(h1®hs ®v@W))
=A@ \y)(X(dg T ®@idw)(h1 ® hs ® V@ W))

=A@ ) (X(hi®vehy®w))

=YA\ @A) ((h1®v) @ (ha ® w))

=Y (A (h®v) @ A\w(ha®@w))

=> hiv ® how.

Dali,
h-(vew) =Avgw(h® (vew)) =) hve hw.

Analogamente, definimos a estrutura de H-modulo a direita de V ® W como
(ve@w)-hi=> vhi@uwhy e VW,
que é a composicao de morfismos de K-espagos vetoriais

PVew = (,OV ® pw) o (Zdv T ® ZdH) o (Zdv Q idy ® A) (313)

Dai,
(vew) -h=pregw((vOW)®h) =) vhi ® why.

Afirmagdo 1: As agdes dadas em (3.12)) e (3.13) tornam V ® W um H-médulo &

esquerda e a direita, respectivamente. Fazemos o caso a esquerda, uma vez que o caso a
direita é analogo.
E necessario mostrarmos que os diagramas (D e D comutam para o K-espaco



46 CAPITULO 3. Categoria dos A-bimédulos

vetorial V @ W. De fato, sejam h,h' € HiveV e weW. Entao

(Avew o (m®idyew))((h®h)® (vew)) =
= Avew(hh' ® (v w))
= (hh')- (v w)
= > (hh')1v ® (hh')sw
S Y k) (el
23 (ki) © ha(liw)
= Avew (h® (3 7o ® hyw))
= Avew (h® (Avew (k' @ (v@w))))
= Avew ((idy ® Avew)(h® (b @ (v@w))))
= (Mvew o (idy ® A\vew))(h® (K ® (vew)))
= (Avew © (idr ® Avew))(amuvew ((h® L) ® (ve w)))

= (Avew © (idy ® Avew) o aguvew)((R® L) ® (v@W))

e agora verifiquemos a comutatividade do outro diagrama, temos

(Avew o (u®idyew))(lk ® (v ®w)) = Avew (1a ® (v @ W))
=1lg-(vew)
=1lpgv® 1w
ED yew
= 1x(v @ w)

= lV®W(1K ® (U ® w))
As comutatividades acima nos mostram que
(hh)-(vew)=h-(h-(vew)) e lg-(vew)=vw.

Afirmacao 2: (V@ W, pvew, Avew) ¢ um H-bimédulo em C, para quaisquer H-
bimoédulos V, W em C.

E necessario verificarmos que o diagrama (3.11) comuta para o K-espaco vetorial V& V.
De fato,

(pV®W o ()\V®W ® ZdH))((h ® (U ® w)) ® h’) = p\/@W(h . (U ® 'LU) ® hl)
= prew (3] v ® how) ® h')
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= () hve®hw) -k

= Z((hlv ® how) -h')

= 2 (2 (hw)hy @ (haw)hy)

S (X ha(whh) © ha(wh))

=Y h-(vh] ® whj)

=h-Y vhi @ whi

= Avew (h ® (3, vhy ® why))

= Avew (h® ((vew)-h')))

= (Avew © (idg ® pyew))(h® ((v@w) ® h'))

= (Avew ° (idy @ pvew))(anvew,u((h® (v w)) @A)

= (>\V®W o (ZdH ® pV®W) o aHy@WH)((h ® (U ® U))) ® h,)
e a comutatividade acima nos diz que

(h-(veow))-h=h-(veow)-h").

Esse exemplo ilustra o que significam as categorias 4C,C4 e 4C4 quando C = Vectk
e A = H uma bialgebra, no sentido de que a estrutura monoidal de Vectx é “bem
comportada” para as estruturas de modulos e bimédulos (assim como para morfismos)
sobre uma bidlgebra (em particular, uma dlgebra) em C.

Mas assim como fazemos na algebra classica, e se agora considerassemos o funtor
Qy invés de ®k, veja Exemplo , 0 que ocorreria com essas categorias? E simples
percebermos que nem zC e nem Cy seriam monoidais, mas e a categoria dos H-bimodulos
nCpy seria monoidal? Essa é a motivacao para o estudo da proxima secao desse trabalho,
onde nos propusemos a detalhar como é a estrutura monoidal da categoria 4C4, em que C

¢ uma categoria monoidal qualquer.

3.2 A estrutura monoidal da categoria 4C4

Nosso objetivo é construir uma estrutura monoidal para 4C4. Para isto, consideremos
que C é uma categoria abeliana monoidal tal que o funtor tensor ® : C x C — C é um funtor
exato a direita em cada varidavel. Além disso, consideremos (A, m,u) uma algebra em C.

Primeiramente precisamos definir o funtor ® 4 : 4C4 x 4AC4 = 4C4. Sejam (V, py, \y) e

(W, pw, Aw ) objetos em 4Ca.
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Consideremos os morfismos

py ®idy : (Ve A)eW -V eW

av,A,w

(idy ® Aw) oavamw: (Ve A) e WLV g (A WYLy o 11,
Definimos myw : VW — V ®4 W como o coequalizador do par de morfismos py ® idy

e (idy ® \w) o ay,aw. Isto quer dizer que

Tvw o (py ®idw ) =myw o (idy @ A\w) o ay.aw (3.14)

e que se qualquer outro morfismo h: V@W — Z é tal que ho (py ®idy ) = ho (idy ® Ay ) o
ay,aw, entao existe um tnico morfismo v:V ®4 W — Z tal que v o my = h. Podemos

ilustrar esta definicdo com o diagrama

(idyv ®Aw )oay, A, w

(VoA oW VeW X Ve, W

pv idw |
| v
h ¥

Z.

Pela Proposigao(1.4.18| sabemos também que 7y, € o conticleo da diferenca dos morfismos

(’Ldv ® Aw) ocavaw € py ® idyy .

Lema 3.2.1. Sejam f:V - W e g: V' - W' morfismos em aCa. Entao sao vdlidas as

afirmagoes:

(i) mwwr o (f®g)o(py ®idy) =mww: o (f®g)o (idy ® \yr) oay,av:;

(ii) existe um unico morfismo f @4 g:V @4 V' > W @4 W' tal que
(f®ag)omyy =mww o (f®g). (3.15)
Demonstragio. (i) Temos

w0 (f®g) o (py ®idy:) =m0 ((fopy) ®g)
ED v o ((pw o (f ®ida)) ® g)
=mww o (pw @ idw) o ((f®ida) ® g)

3.14 . .
' = ) TW,w' © (ZdW ® )\W’) o aw,A,w’ ° ((f ® ZCZA) ®g)

3.16 . .
329) Tww © (idw @ Awr) o (f ® (ida ® g)) o ay,a,v
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=mww o (f® (Awr o (ida®g)))oayvay
3.7

D Twwr o (f® (goAvr)) oayav
=mww o (f ®g) o (idy ® Ayr) o ay,avr,

em que a igualdade (3.16) segue da naturalidade de a com o diagrama comutativo

ay,A,v’!

(VeA) eV’ Ve (A V') (3.16)
(f®idA)®9L Lf@(idmg)
(WeA)e W' — — We (A W).
W, AW
(ii) Consideremos o diagrama
(idy ®Ayr)oay, 4 v -
VeAsV’ VeV : VeaV’
pv@idv |
feg :
We W’ I f®ag
|
Wes W'

Pelo fato de 7y ser o coequalizador do par de morfismos (idy ® Av) o ay,a v € py ® idy

e por (i), segue que existe um tnico morfismo em C, f®4g:V @4 V' > W ®4 W’ tal que

(f®ag)omyy =mww o (f®g).

]

Nosso objetivo agora é mostrar que V @ 4 W é, de fato, um objeto em 4C,4. Para isto
precisamos definir o que sdo pye ,w € Ave,w, OU seja, algo do tipo (Vo W)@ A - Ve, W
e A® (Ve W) >V ®, W. Para isso, definimos ¢: (VoW)® A—V ®4 W como sendo

a composicao

™V,W

b (VeW)e A—Il e (Wed) —r v oW Ve,
isto é,
¢ =mvw o (idy ® pw) o av,w,a. (3.17)

Afirmamos que

¢o [(((Zdv ® Aw) ® ZdA) o (aV,A,W ® ZdA)) - ((pv ® Zdw) ® ZdA)] =0, (318)
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ou seja, que o diagrama

(VeA)eW) A

(pv ®idw )®id 4

4y, A w®ida (VeW)e A—2-V e, W
w@@x
(Ve (AeW))® A

é comutativo. De fato,

gb o ((pv ® Zdw) ® ZdA) 21 Ty,w © (Zdv ® pw) oay,w,A ° ((pv ® Zdw) ® ZdA)

(3.19) . ‘ .
=" myw o (idv ® pw) o (py ® (idw ®ida)) o aveaw,a

=myw o (idy ® pw) o (pv ® idwea) © Aveaw,a
=myw o (pv ® pw) 0 avea,w,A

=myw © (pv @ idw) o (idvga ® pw) © avega,w,a

(3.14) . . .
myw o (idy ® Aw) o ay,aw o ((idy ®ida) ® pw) o avea,w,a

= Tv,w © (idy ® A\w) o (idy ® (ida ® pw)) © av,AWeA © AVeAW,A

w
)
S

=myw o (idy ® (Aw ® (ids ® pw))) © av,a,wea © Avea,w,A

= myw o (idy ® (pw o (Aw ®1ida) 0 a;ll,VV,A)) 0 AV, AWeA ° AVRAW,A
=Ty,w © (Zdv ® pw) o (Zdv ® ()\W ® ZdA)) o (Zdv ® aA%I/V,A> Ay, AWeA

CAveA,W,A

@.1) . . . .
mvw o (idy ® pw) o (idy ® (Aw ®id4)) o ayagw.a© (avaw ®idys)

381 Ty,w © (Zdv ® ,Ow) o ay,w,A © ((Zdv ® Aw) ® ZdA) o (CLV,A,W ® ZdA)

6o ((idy ® \y) ®ida) o (ay.aw ®idy),

em que as igualdades (3.19)), (3.20) e (3.21) ocorrem devido & naturalidade de a, ilustrada,

respectivamente, pelos diagramas

AVRA,W,A

(VeA)eW)® A (VeA) e (WeA) (3.19)
(Pv®idw)®idAl lpv®(idw®idA)
(VeWW)® A T Ve (WeA),
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aAV,A,WeA

(VeAd) e (WeA) Ve(Ae (WeA)) (3.20)
(idy ®ida)®pw l Lidv®(idA ®pw)
(VoA oW TR Ve(Ae W)
(§]
(Ve (AeW)) e A—2" . e (A W) ® A) (3.21)
(idv@)\w)®idAl Lidv®()‘W®idA)
(VeW)® A T Ve (WeA).

O fato de ® ser exato a direita em cada variavel nos diz, em particular, que o funtor
®o (-, A) é exato a direita. Chamando f = ((idy ® Aw) o avaw) — (pv ® idw ) e sabendo
que (V ®4 W, myw) é o contcleo de f, pela Definigao [1.4.25 temos que

(® © (_7A))(V ®A I/Vaﬂ-V,W) = ((V ® 4 W) ® A,ﬂ'v}w ® ZdA)
é o conucleo de f ®id,. Assim,

po(f®ida)=¢o((((idy ® Aw)oavaw) - (pv ®idw)) ®ids)
= ¢ o [(((’Ldv ® Aw) o aV,A,W) ® ZdA) - ((pv ® Zdw) ® ZdA)]

= ¢o [((((idv ® Aw) ®ida) o (av.aw ®ida)) = ((pv ®idw) ®ida)]
0

e portanto, existe um tnico morfismo em C, pyg,w: (VOAW)® A >V ®4 W tal que

pve,w o (Tyw ®ida) = ¢, isto é, tal que
pve,w o (Tyw ®ida) = myw o (idy ® pw) © av,w,a- (3.22)

Veja o diagrama abaixo

(Ved)eW)o A1 _vew)e A" (veo,W)eA
¢l A,///)\;@;W
VesW.

Antes de enunciarmos o préximo lema, observemos que o fato de termos my : VW —
V ® 4 W um epimorfismo (Corolario|1.4.19) e de ® ser um funtor exato a direita em cada

variavel, os morfismos (myw ® ida) ® id4 e Ty ® idy também sdo epimorfismos. De fato,
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se considerarmos a sequéncia exata
k / v,
0—Ker(f) —(VoA) W —VW —Ve,W—0

e aplicarmos a exatidao a direita de ® na primeira variavel, temos que a sequéncia

k®id 4 f®ida TV, W ®id

Ker(f)e AL (VA eW)e AL (VW) A= {Ve, W) A—=0

¢ exata. Portanto, segue da Proposicao |1.4.23| que myw ® id ¢, também, epimorfismo.

Repetindo este processo, mostramos que (my,w ® ida) ® ids € Ty ® idy sdo epimorfismos.
Lema 3.2.2. O morfismo pye,w define uma acao a direita sobre o objeto V&4 W.

Demonstragao. Precisamos mostrar que os diagramas

a id m
(Ve W)eA) oA L2 (o Wye (A A) """ (v e, W)e A
pV®Aw®idAj LPV@AW
(VesW)® A T, VeaW
€
id u
(Ve W)el veawe (Ve W)e A
Ve W

sao comutativos.

Temos

pve,wol(idve,w ® m)oayve,waao ((Tyw ®idy) ®idy) =

(3.23) . . .
=~ pye,w © (idyveg,w ®m)o (myw ® (ida ®ida)) o avew,a,a

= pve,w © (Tyw ®m) o ayew,A,A

= pve,w © (Tyw ®ida) o (idyew ® m) 0 ayew,a 4

(3.22) . : ~
=" myw o (idy ® pw) o ayw,a o ((idy ® idw) ® m) o ayew,a,4

(3.24) . ) )
= Tv,w° (idy ® pw) o (idy ® (idw ®m)) o ay,w,A®A © AVeW,A,A

=myw o (idy ® (pw o (idw ® m)) 0 Ay w,A494 © Gvew.A,A

(35 . . _
) Ty o (idy ® (pw o (pw ®ida) © Ay 4 4)) © AV, 404 © AVew,4,A
=Ty,w © (Zdv ® pw) o (Zdv ® (pW ® ZdA)) o (Zdv ® al_/[},A,A)

O aAy,wW,A®A © AVeW,A, A
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@) . . . .
myw o (idy ® pw) o (idy ® (pw ®ida)) o avwea,a o (av,w.a ®ida)
(3.25)) . . . .

= myw o (idy ® pw) o ayw,a o ((idy ® pw) ®ida) o (av,wa ®idys)
(3.22)

= pye,w o (myw ®ida) o ((idy ® pw) ®ida) o (ayw,a ®idy)
= pyre,w © ((myw o (idy ® pw) oayw,a) ®idy)

(13.22) . .

= pve w © ((pve,w o (Tyw ®ida)) ®idy)

= pre,w © (pve,w ®ida) o ((myw ®ids) ®idy),

em que (3.23)), (3.24) e (3.25) ocorrem devido a naturalidade de a, ilustrada, respectiva-

mente, pelos diagramas

(VeW)eA)e A—2M22 _ (Vo) e (A A) (3.23)
(”V,W®idA)®idAL lﬂ—V,W®(7;dA®7:dA)
((V®AW)®A)®AW(V®AW)®(A®A),
(VeW)e (Ao A) 22, o (We (As A)) (3.24)
(idv®idw)®ml lidv®(idw®m)
(VeW)® A T Ve (WeA)
(§]
Ve (WeAd)eA—2. Ve ((WeA)eA) (3.25)
(idv®pw )®id 4 l lid\/@(ﬁ’w ®ida)
(VeW)® A I Ve (WeA).

Como jé dissemos acima, (myw ® ida) ® id4) ¢ um epimorfismo e portanto, cancelavel a
direita. Logo, pve,w o (idye,w ® M) ® ave, waa = pve,w © (pve,w ®ida) e assim, vale
a comutatividade do primeiro diagrama.

Verifiquemos a comutatividade do segundo diagrama. Observemos que

pve,w © (idve,w @ u) o (myw ®idy) = pye,w o (Tyw @ u)

= pve,w © (Tyw ®ida) o (idyew ® u)

(13.22)) . . .
Tyw o (idy ® pw) o avw.a o ((idy ® idw ) ® u)

(13.26)) . . .
= Ty,w © (Zdv ® pw) o (Zdv ® (ZdW ® u)) o ay,w,1

= myw o (idy ® (pw o (idw ® u))) ° av,w,a)
lh

215
= Tyw CTvew

mvw o (idy @ rw) ° ayvwa
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(3.27)

= rye,w ° (Tyw ®idy),

em que (3.26) ocorre devido & naturalidade de a e (3.27) ocorre devido & naturalidade de

r, conforme ilustram os diagramas

ayv,w,1

(VeW)®1 Ve(Wel) (3.26)
(idv®idw)®ul jz‘dV@(idW@u)
VeW)eA—r=——Ve(WeA)
(§]
VeW)el —2" VoW (3.27)
Ty, W ®idy l \TI'V,W

(V@AW)@]_WV@AW

Assim, como 7y w ® idy é um epimorfismo, segue que pyg,w © (idye,w ® U) = Tve, w €

portanto, o segundo diagrama comuta. O]

Com a agao a direita bem definida, nos resta determinar Ayg,w. Definimos ¢ :
Ao (VeoW) >V ®s W como sendo a composi¢ao

1

Aav,w Ay ®@idyy T, W

p: A (Ve W) (A V)W VeW VeasWl,
isto é,
@Y =Ty,w o (>\V ® Zdw) o a;ll,V,W' (328)
Verifiquemos que
@Yo [((ldA ® (Zdv ® Aw)) o (ZdA ® aV,A,W)) - (ZdA ® (pv ® Zdw))] = 0, (329)

ou seja, que o diagrama

A (Ve A)eW)

idA®ay,A,w A® (V@W)_LP>V®AW

Ao (Ve (AeW))
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é comutativo. De fato,

po(ids ® (py ®idw)) T o (Av ®@idw) o ajyyy o (ida ® (pv ® idy))
U2 v o (v @ idw) o ((ida ® py) ® idyy) © a3y

=y o ((Av o (ida ® pv)) ®idw) © alygaw

S0 o ((pv o (v @ ida) o aily 1) @idw) o a3y w

=myw o (py ®idw) o (A ®ida) ®idw) o (ayly 4 ® idw) © a4l yeaw

@1) ‘ , , ) .
Tyw o (py @ idw ) o (A\v ®ida) ® idw ) o aA}gv,A,W o aAl,V,A®W

o (ids ® ayaw)
O v o (pv ®idw) 0 aity 0 v @ (ida ®idw)) 0 aZly s
o (ids ® ay.aw)
B2 v o (idy ® Aw) o (Av ® idaew) © aZly agw © (ida ® av,aw)
=myw o (Av ® Ay ) o a;&V,A®W o(ida®ayaw)
= v o (Av ®idw ) o (idagy ® Aw) © 'y ggm © (ida ® avaw)

=Ty,w © (>\V ® Zdw) o ((ZdA ® ’Ldv) ® Aw) o a1_41,V,A®W o (ZdA ® aV,A,W)

352 Ty,w © ()\V ® ldw) o a;l%V,W o (’LdA ® (Zdv ® Aw)) o (ZdA ® CLV,Ay[/)

B2 0o (ida ® (idy ® Aw)) o (ida ® av.aw),

em que as igualdades (3.30)), (3.31) e (3.32) ocorrem devido & naturalidade de a, ilustrada,

respectivamente, pelos diagramas

QA VAW

(Ao (Ve A)eW Ao (Ve A)o W) (3.30)
(ida®pv ) ®idw l L":dA@(PV ®idyy)
(AV)e W R A (Ve W),
(AeV)oA) e W —2Y . (4o V)e (A W) (3.31)
(Av®idA)®idWl LAV@)(idA@idW)
(VeA)oW TR Ve(Ae W)
(§]
(AeV)® (AeW) 22", 4o (Ve (Ao W)) (3.32)
(idA®z‘dv)®>\Wl LidA@(idV@)\W)
(AV)eW YR A (Ve W).
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Por um raciocinio analogo ao ja feito anteriormente, sendo ® exato a direita na segunda

variavel e (V ®4 W, my) o conticleo de f = ((idy ® Aw) cay.aw) — (pv ®idw ), temos que
®o (A, )V W,myw)=(A® (Vs W),ids® myw)
¢ o contcleo de id4 ® f. Dai, como

po(ida® f)=po(ida® (((idv ® Aw) e av,aw) = (pv @ idw)))
=@o [(ZdA ® ((ldv ® Aw) o avyAvw)) - (ZdA ® (,OV ® ’de))]

=@o [((’LdA ® (Zdv ® Aw)) o (ZdA ® aV,A,W)) - (ZdA ® (,OV ®Zdw))]
6,

existe um tnico morfismo em C, A\yg,w : A® (VoA W) - Vo4 W tal que A\yg, wo (idsa ®

Tyw) = ¢, isto é, tal que

Ave,w o (ida ® Tyw) = Ty o (Ay ®idy ) o az'y - (3.33)

Veja o diagrama abaixo

Ao (VeAd)eW)—12 _ Ag(Vew) Y Ag (V e, W)
wl A///j\‘:@;W
Ve, W

Observemos também, como feito anteriormente, que pelo fato de 7y ser um epimor-
fismo e ® ser um funtor exato a direita em cada variavel, os morfismos id4 ® (id4 ® Ty, )

e tdy ® Ty, sao também epimorfismos.

Lema 3.2.3. O morfismo A\yg,w define uma acio a esquerda sobre o objeto V @4 W.

Demonstragao. Precisamos mostrar que os diagramas

QAA VR W da®Ave ,w

(Ao A)e (Ve W) A (A® (Ve W) Ao (Veos W)
m®idV®ij LAV@AW
Ao (Ve W) VesW

Ave W
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e
u®id
10 (Ve W) Tlveaw Ao (Ve W)
m /KAW
Ve, W

sao comutativos. Notemos que

)\V®AW o (m ® idV®AW) o a’;ll,A,V®AW o (ZdA ® (ZdA ® WV,W)) =
-3.34 . . . _
Ave,w o (M@ idve,w) o ((ida®ida) o myw) o ay 4 vew
= Ave,w © (M ®Tyw) o a;ll,A,V®W

= Ave,w o (ids ® 7TV,W) o (m®idygw) o a:417A,V®W

(3.33)) . _ . . _
= Ty,w © ()\V ® Zdw) o GJA17V7W o (m ® (Zdv ® Zdw)) o aA%A,V®W

(3.35)) . . . _ _
=~ myw o (v ®@idw) o (m@idy) ®idw) 0 apgayw © 04 A vew

=7myw o (Av o (m®idy)) ®idwy) o a;&@A,V,W ° a;xl,A,V®W

D v o (v o (ida ® Av) 0 auay) @ idw) 0 iy 4w © a3s vow

=myw o (Av ®idy) o ((ida ® A\v) oidw) o (asay ®idw) o aA}X,Ay’W
° a4 A vew

B w0 O ®idiy ) o ((ida ® Ay ) o idyy) o @ asy © (ida ® a3y )

B2 w0 O @ idyy) o apyy o (ida® (v ®idw)) o (ida ® azlyy)
Ave,w o (ida ® myw) o (ida ® (Ay ®idy)) o (ida ® ay'y,y)

= Avegw o (ida ® (my,w o (Av ® idw) o az'yy))

Avew © (ida ® (Aver © (ida ® Tyw)))

= Ave,w © (ida ® Aveg,w) o (ida ® (ids ® Tyw)),

em que as igualdades (3.34)), (3.35) e (3.36) ocorrem devido & naturalidade de a, ilustrada,

respectivamente, pelos diagramas

QA A VOW

(A A)e (Vo W) A (Ae (Ve I)) (3.34)
(idA®idA)®7rv,Wl lidA®(idA®7rv’W)

(Ao A)e (Ve W) Ae (A® (VeaW)),

_—
aA,A,V®AW
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QARA,V,W

(AeA)eV)o W (Ao A)e(VelW) (3.35)
(m@idy )®idy l lm@(idv ®idyy )
(AV)eW R m® (idy ® idy)
€
(A® (A V) e W 2", Ag ((AeV)eW) (3.36)
(idA®>\V)®idWl lidA@)()\V@idW)
(AV)eW YRR A (Ve W).

Assim, sendo ids ® (id4 ® Ty ) um epimorfismo, segue que Ayg,w © (M @ idyg, w) ©
-1 _ . . ’ . . .
A AVe,W = AVe, W © (ida ® Ave,w), isto é, o primeiro diagrama comuta.

Agora, verifiquemos a comutatividade do segundo diagrama. Temos que

Ave,w o (u®idyg,w)o (idi ® Tyw) = Avg,w o (U@ Tyw)

= /\V®AW o (’LdA ® 7Tv7w) o (U ® idV@W)

C2) v o (v ®idw) 0 aZlyyy o (u® (idy ® idy))

" Ty,w © (/\V ® Zdw) o ((U ® Zdv) ® Zdw) o aI,lV,W
=myw o (Avo(u®idy)) ®idy) o aI}V’W

(3-4) - -1
= myw o (ly ®idw) o ay vy

2.1.5

= Ty,w ©° lvew

= lV®AW o (

1d1 ® 7Tv7w)7

em que (3.37) ocorre devido & naturalidade de a e (3.38) ocorre devido & naturalidade de

[, conforme ilustram os diagramas

a1, v,w

(1eV)eW 19 (Ve W) (3.37)
(u@idv )®idW l ju@(idv ®’idw)
(AV)®W ————— A (VO W)
(§]
1e(VeW)—" _yveWw (3.38)
idq TV, W j \WV,W
19 (VesWW) oy VesW.

Assim, como idy ® Ty, é um epimorfismo, segue que Ayg, w © (4 ® idyg,w) = lve,w €

portanto, o segundo diagrama comuta. O]



CAPITULO 3. Categoria dos A-bimédulos 59

Agora que sabemos que V ®4 W possui uma estrutura de A-moédulo a direita e a

esquerda em C, verifiquemos que este também possui uma estrutura de A-bimédulo em C.
Lema 3.2.4. (V@4 W, A\ve,w, pve,w) € um A-bimédulo em C.
Demonstracdo. Precisamos mostrar que o diagrama
aq, : idA®p
(A (Ve W) e A g (Ve W) e A) —=Ae (Ve, W)
>\V®Aw®idAL l/\vg»Aw

(Ve W)® A VesW

PV W

comuta.

Notemos que

pve wo(Ave,w ®ida) o ((ida @ myw) ®ida) =
= pveaw © (Ave,w o (ida ® Tyw)) ®ida)
P2 preaw o ((rvar © v ®idw) 0 azlyyy ®id,)
= preow o (Tvw ®ida) o (Av ® idw) ®ida) o (az'yy ®ida)

(3.22)) . . . _ .
= Ty,w © (Zdv ® pw) o ay,w,A ° (()\V ® Zdw) ® ZdA) o (aAl,V,W ® ZdA)

(3:39) Tyw o (idy ® pw) o (Av ® (idw ®id4)) o Gagv,w.a© (a;xly,w ®idy)
=myw o (idy ® pw) o (A\y ® idwea)) © Gagv.w,a © (QEV’W ®idy)

=y o (Av ® pw) © aagvw,a © (a1 vy ®ida)

= myw o (Av ®idw) o (idagy ® pw) 0 aagvwa © (a4 vy ®ida)

Ave,w o (ida ® myw) o aavw o ((ida ®idy) ® pw) © aagv,w,a

o (a;{vw ®ida)

Avew o (ida ® myw) o (ida ® (idy ® pw)) © aavwea © Gasv,w.a

o (a;ﬁvw ®ida)

= Ave,w o (ida ® (myw o (idy ® pw))) © aavwea © Gasvw,a© (axyy ®ida)
Avew © (ida ® (pye,w o (Tyw ®ida) o ayhy 4)) © aavwea

© AAgV.W.A O (a;xl,v,w ®idy)

= Ave,w 0 (ida ® pye,w) o (ida ® (Tyw ®ida)) o (ida ® ayly )

o aay,wea © Gagv,w,a© (axlyy ®ida)

Avew © (ida ® pyg,w) o (ida ® (Tyw ®ida)) 0 anvew.a

(3.41)) . . .
Ave,w o (ids ® pve,w) 0 aave,wao ((ida® myw) ®ida),
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em que (3.39)), (3.40) e (3.41) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

(A V)eW)e A—""1_(AgV)e (W & A) (3.39)
()\V®idw)®idAl lAV®(idW®idA)
(VeW)e® A v Ve (WeA),
(AeV)e (WeA) —I21, Ag (Ve (WeA)) (3.40)
(idA®z‘dv)®le LidA®(idV®pW)
(AV)eW YRR A (Ve W)
(&
(Ae(VeW))e A—=""1 _ Ag((VeW)e A) (3.41)
(z‘dAmV,W)@idAL lidm(nv,W@idA)

(A (Ve W))® A A (VeaW)® A).

QA VO W, A

Assim, como 7y € epimorfismo e ® ¢ exato a direita tanto na primeira quanto na segunda

variavel, segue que (idg ® myw) ® id4 ¢ também um epimorfismo. Logo, vale a igualdade

pve,w © (Ave,w ®ida) = Ave,w © (ida ® pyeg,w) © Gave,w.A- (3.42)

]

Agora que ja sabemos que dados dois A-bimddulos Ve W em 4C4 o produto V @4 W
também esta em 4C,4, podemos mostrar que f®,4g:V @, V' > W @, W' é, de fato, um

morfismo em 4C4, para quaisquer f:V - W e g: V' - W' morfismos em 4Cg4.
Lema 3.2.5. O morfismo f@ag:V @, V' > W &4 W' é um morfismo de A-bimédulos.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que os diagramas

(feag)®ida

Ao (Ve V) 12U o Wwe, W)  (VeiV)eA (We W)eA
AV@AV’L j)\W@,AWI pV®AV’l ij®AW’
VesV! Tong W e, W/ VesV! Tong W e, W’

comutam. Observemos que

Mwe w0 (1da®(f ®49)) o (ida® Tyyr) = Awewr o (ida ® ((f ®4g) o myyr)))

Awewr o (ida ® (mww o (f®g)))
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= Awew © (ida ® Twwr) o (ida ® (f ® g))

3'3)3 TW, W' © ()\W ® ZdW/) o CLEW’W/ o (ZdA ® (f ® g))

(3.43 ) . .
= Twwr o (Aw ®idw) o ((ida® f) ® g) 0 ay'yy

=mww o (Awo (ida® f))®g)o @;xl,v,\/'

(3.7) _
Tww o ((foAy)®g)o aAl,V,V’

=mww o (f®g)o(Ay ®idys)o a;ﬁvy,

(3.15) . _

= (feag)omvy o (A ®@idyr)oaylyy
(3:33) ,

=" (f®a9) 0 ve,v o (ida ® Tyyr),

em que a igualdade (3.43) ocorre devido a naturalidade de a, representada pela comutati-

vidade do diagrama

apv,v’!

(AeV)e V! A (Ve V') (3.43)
(z’cb;@f)@gl lidm(f@g)
((A@W)@W’WA@(W@W’).

Dai, como id4 ® my,y» é epimorfismo, visto que ® ¢ exato a direita em cada varidvel,
segue que g, w © (ida ® (f®49)) =(f ®49) o Avg,v. Portanto, o primeiro diagrama
comuta e isto nos diz que f ® 4 ¢ ¢ um morfismo de A-moddulos & esquerda em C.

Agora, verifiquemos o segundo diagrama. Temos que

pweaw o ((f ®49) ®ida)o (v ®ida) = pwe,wr o (((f®ag) omyy) ®ida)
22 pwew © ((mww o (f®g)) ®ida)
= pwe,w © (Mww ®ida) o ((f®g)®ida)

(3.22)) . .
= mwwr o (idw ® pwr) cawwrao ((f ®g) ®ids)

(3.44) . )

= mwwr o (idw ® pwr) o (f ® (9 ®ida)) o ayyr a
=mww o (f ® (pwr o (g®ida)))cavy a
BE)

= mwwr o (f®(gopyr))oayya

= 7TVV7W, (@] (f@g) o (Zdv ®pvl) o a"/,V’,A

= (f@a9) o myyr o (idy ® py) 0 aviyra

(3-22) )
(f®a9g)opve,v o (mvy ®ida),

em que a igualdade (3.44)) ocorre devido & naturalidade de a, representada pela comutati-
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vidade do diagrama

VeV)eAd—" _ye(VeA) (3.44)
(f®9)®idAl lf®(9®idA)
WeW)@A———We (W eA).
wW,wW', A

Dai, como 7y ® id4 é epimorfismo, visto que ® ¢ exato a direita em cada varidvel,
segue que pye,w ° ((f®a9)®ida) =(f®a9) o pye,v. Portanto, o segundo diagrama
comuta e isto nos diz que f ®4 g é um morfismo de A-mddulos a direita em C. Assim,

f ®4 g € morfismo de A-bimo6dulos. n

Portanto, pelos Lemas e [3.2.5] temos que para quaisquer dois A-bimédulos V' e
W, o objeto V&, W e 4C4. O mesmo ocorre para morfismos f e g em 4Ca, f ®4 g€ ACx.

Sendo assim, o objetivo do préoximo lema é mostrar que ® 4 é funtor.

Lema 3.2.6. Mantendo as notacoes acima, ® 4 é um funtor.

Demonstragao. Pelo ja exposto acima,

®A3ACAXACA - ACA
(V, W) - VeaW
(f,9) > [®ag.

Lembramos que idgy) = (idy,idw) e (f.f") o (g.9') = (f o g, f" o ') para quaisquer
g X->Y [ Y->Z ¢g: X' ->Y e f:Y - Z morfismos em 4C4. Resta-nos provar que

®a(idvwy) =ide vy € ®a((f,[)0(9.9)) =®a(f. [)o®a(g,9),

ou seja,
idy ®aidw =idvg,w e (fog)®a(fog)=(f®af)o(g®a9).

Sabemos que, para quaisquer objetos V e W em 4C4, temos

(Zdv ® A Zdw) o Ty, W TV,w © (Zdv ® Zdw)

=Ty, © idvew
= Tyw

=idyg,w © TV,w
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e como Ty, ¢ um epimorfismo, segue que idy ® 4 idy = idyg ,w-

Agora, provamos a segunda igualdade. Temos que

3.15)

((fog)@a(f og))omxx =2 nzzmo((fog)®(f og))
mzz0((f®f)o(g®g"))

(mzz0(f®f))o(9®9)
((f@a ")

omyy)o(9®g")
=(f®af)o(myy o(9®9))
(f@af)o((9®49)omxx)
=((f®af)o(g®ayg’))omxx

e como 7y x ¢ um epimorfismo, segue que (fog)®4 (f'og)=(f®af)o(g®ag"). O

Precisamos determinar a associatividade da categoria 4C4. Assim, necessitamos de
isomorfismos

apyw  (U®aV)es W -Ue, (Ve W),

para quaisquer U,V e W objetos em 4C4. Para isso, definimos o morfismo
apvw: (UeV)@W - Ue®s(VesW)

como sendo a composi¢ao

a idy ®m
avyw: (UeV)e W —2Y e (VeW) —— Y. e (Ve W)
et Uea(VeaW),
isto €,
avyvw = Tuve,w © (idy ® Tvw) o ayvw. (3.45)
Verifiquemos que o diagrama abaixo é comutativo
(UeA)e V)W (3.46)
Widu}
av, 4,y ®iduy (UeV)eW —2" . U, (VesW).

Gidy ® Ay )oidyy

U (Ao V)W
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De fato,

: . (3.45) ) : .
aU,V,WO((/OU ® ’Ldv) ® Zdw) TUVeAW © (ZdU ® 7Tv7w) °ay,v,w ° ((IOU ® ’Ldv) ® Zdw)
(3-47) . ) :
= My Ve W © (idy ® 7TV,W) o (py ® (idy ®idy)) o AUQA,V,W
=Ty ve,w © (idy ® Tyw) o (pu ® idvew) © avega,v,w

= Tuve,w © (PU ® Tyw) © Auga,v,w

=Tuve,w © (pu ®idye,w) © (iduga ® Tvw) © avea,v,w

-3.14 . . .
Tuve,w © (idy @ Ave,w) 0 avave,w © ((idy ® ida) @ Tyw) © Gugavw

Tuve,w © (1dy ® Aveg,w) o (idy ® (ida ® Tyw)) © au,avew © AUuea,v,w
=muve,w © (idy ® (Ave,w o (ida ® Tyw))) © au.avew © Queav,w
Tuve w © (idy ® (Tyw o (A\v ®idw) o 'y )) © auavew © Gueav,w
=Ty ve,w © (idy ® myw) o (idy ® (A\v ®@idw)) o (idy ® aﬁl,v,w) 0 AU AVeW

°AUueA,V,W

(2.1) . . . .
Tuve,w © (idy ® myw) o (idy ® (A\y ® idw)) o ay,aev,w © (av,ay ® idw)
(3.49)) . . . .

= TUVe W © (ZdU ® 7TV,W) °oay,v,w ° ((ZdU ® Av) ® Zdw) o (CLU,A,V ® Zdw)

3f5 ay,v,w © ((ZdU ® Av) ® Zdw) o (aUAV ® Zdw),

em que (3.47)), (3.48) e (3.49) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

AURA,V,W

(UeA)eV)eW UeoA)e(Vel) (3.47)
(pueidy )@idw l lPU‘X’(idv ®idyy)
UeV)eW T U (VeW),
(U A)e(VeW) 2" e (4e (Ve W)) (3.48)
(idU®’idA)®7rV,Wl lidU®(idA®7TV,W)

UeA)e (VesW) ATy U (A (VesW))
(§]
(Ue(AeV))eW —2"" . g ((AeV)a W) (3.49)
(idU®)\V)®idwl lidm(,\v@idw)
UeV)eW TR U (VeoW)

Portanto, o diagrama em questao comuta.
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Consideremos f = ((idy ® A\v) ocapav) — (pr ® idy) e o diagrama

Ty, v ®idy

(UeA)eV)eW —12Y _(UeV)eW

aU,V,Wl _ -
_ -~ Buvw

U®y (V ® 4 W)

(U@ V)W

—
—

Sendo (U ®4 V, 7y ) o contcleo de f e por ser ® exato a direita em cada variavel,
segue da Definigao |1.4.25 que ((U®4 V)@ W, myy ® idw ) é o contcleo de f ® idy,. Assim,

agyvw o (f ®idw) = agyw o ((((idy ® Av) e ayay) - (pu ® idy)) ® idw)
=ayv,w° [(((idy ® \y) o GU,A,V) ®idw) - ((pr ®idy) ® idy )]
= ayyw o [((((idy ® \v) ®ida) o (ap.ay ®idw)) - ((pv @ idy) ® idw)]

=Qayyv,w © ((ZdU ® Av) ® ldA) o (aU,A,V ® Zdw) —ay,y,w ° ((pU ® Zdv) ® Zdw)
;

e portanto, existe um tGnico morfismo em C, Syyw : (U@4 V)@ W - U ®4 (V ®4 W) tal

que Byy,w o (muy ® idw) = ayy,w, ou seja
Puvw o (muy @idw) = o yve,w o (idy ® Tvw) © avyw- (3.50)

De modo analogo, consideremos o diagrama

(UeaV)®A) W (3.51)
aye 4 V,A,W (U ®a V) QoW TUeavW (U ® A V) ®4 W.
%AV@TW ///
(UeaV)® (A W) 7
Bu,v,w e
// ay,v,w
}’/
U®jy (V ® 4 W)
e mostremos que
Buvw o [((idye,v ® Aw) 0 ave,vaw) — (pue,v ® idw)] = 0. (3.52)

Ocorrendo esta igualdade e sendo ((U®4 V') ® 4 W, mpye ,,v,w) 0 conticleo de ((idyg ,v ©
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ave ,v.Aw) — (pue,v ® idw ), segue que existe um tnico morfismo em C,
apyw (UaW) @ W > Ues (Ve W)

tal que

ayyw © Tue,v,w = Buyw-. (3.53)

Verifiquemos que ocorre (3.52)). Temos que

Buvwo(pue,v ®idw) o ((myy ®ida) ® idw) = Buyw o ((puesv © (Tuy ®ida)) ® idy)
(322 . .
Buvw o ((muy o (idy ® py) o ayy.a) ® idy )
= Buyw o (muy ®idw) o ((idy ® pv) ® idw ) o (ap,v,a ® idw)

(3.50 . . . .
= Tuve,w © (idy ® Tyw) o ayyw o ((idy ® py) ® idw) o (ay,v.a ® idw)

C2 ruveaw o (idy ® myw) o (idy ® (py ® idw)) © auyveaw o (avy.a ® idy)

=muve,w © (idy ® (myw o (py ®idw))) o avveaw © (auv.a ® idy)

e Tuvesw © (idy ® (Tvw o (idy ® A\w) o ayaw)) o avveaw © (avy,.a ® idw)

=myve,w © (idy ® Tyw) o (idy ® (idy ® Aw)) o (idy ® av,aw) © avyeaw
o(ayv,.a®idy)

By o (T @ idy) o aghyyy o (idy ® (idy & Aw)) o (idy & ay.aw)
oayyveaw © (auy.a ® idy)

Buvaw o (tuy ®idw) o ((idy ® idy) ® Aw) 0 agly, agmw © (idy ® av,aw)
cayveaw ° (auy,a ® idy)

Buvw o (tuy ®idw) o (idygy ® Aw) © auev,aw

= Buvw o (Tuy ® Aw) © avev.aw

= Buvw o (idve,v ® Aw) o (Tyv ® idaew ) © avev.aw

= Buvw © (idug v ® Aw) o (myy ® (ida ® idw)) o auev,aw

(356) . . .
Buyw o (idue,v ® Aw) © ave,v,aw © ((Toy ®ida) ® idw ),

em que (3.54)), (3.55) e (3.56) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

Ue(VeaA))eW 2. e (Ve Ad)eW) (3.54)
(idy ®pv ) ®idw l lidU®(Pv ®idw )
UeV)eW T U (VeW),



CAPITULO 3. Categoria dos A-bimédulos 67

ay,v,AQW

(UV)® (A W) U (Ve (Ao W)) (3.55)
(idU®idv)®/\Wl lidUQz)(idV@/\W)
UeV)eW TG U ((VeW)
(§
(UeV)eAd)eW —2Y _(TeV)e (A W) (3.56)
(7TU,V®idA)®ide lTrU,V@(idA@idW)

(UeaV)o AW (U V)@ (A W).

T —
aU®AV,A,W
Como (myy ®ida) ®idy ¢é epimorfismo, visto que ® ¢é exato a direita em cada varidvel,

segue a igualdade 3.52]

Lema 3.2.7. A colegio a' = {ap - (U@aV) @AW > U4 (Vs W)luvwesc, € um

isomorfismo natural.

Demonstragio. Primeiramente mostremos que ay, (U @4 V) @4 W > U @4 (V@4 W)
é morfismo em 2C4 para quaisquer A-bimédulos U,V e W. Para isso, é necessario

verificarmos a comutatividade dos diagramas

- I
ZdA@aU,V,W

A ((U®aV)®4 W) A (Uos (Vo))
“”W)@/*Wl jxyww
(U@sV)®@s W pr— Uos(Veos W)
(§]
(UoaV)es W) e A (e (Ve W) e A
P(U@AV)®AWl lPU®A(V®AW)
(UeaV)oaW - Uea(VesW).

Ay v,w

Verifiquemos a comutatividade do primeiro diagrama. Temos que

apyw A weaV)eaw © (ida ® Tye,vw) © (ida ® (T ® idw)) =
= ayyw © e, v © (Ave,v ® idw) © axye,vw © (ida ® (tuy @ idw))
Buvw © (Ava,v ®idw) 0 a3 ye v © (ida ® (Tyy ® idw))
Buvw o (Ave,v ®idw) o ((ida ® Ty ) ®idw ) © a;ll,U®V,W
= Buvw o (Mve,v o (ida ® Tyy)) @ idw) © a4 yevw

(3.33) . _ . _
Bovw o ((muy o (Ay ®idy) o aA%U,V) ® idy ) o aA1,U®V,W

= Buvw o (muy ®idw) o (Av ®idy) ®idw) o (a4 yy ® idw) 0 a4l yeyw
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3.50]) . . . _ . _
= TUVe W © (ZdU ® 7Tv7w) oay,v,w © (()\U ® ’ldv) ® Zdw) o (aAl’U’V ® Zdw) o aA{U@V,W

.58)) . . . _ . _
= TUVe W © (ZdU ® ijw) o (>\U ® (’ldv ® Zdw)) 0 AU, V,W © (CLAI’UJ/ ® Zdw) o aA{U@V,W

) . . _ .
= Tuve.w © (idy ® Tyw) o (Av ® idvew) © a1y yew © (ida ® ayyvw)

59

©
=

=ty ve.w © (Av @ Tuw) 0 az'yyew o (ida ® ayy,w)

= muvew © (A ®idye,w) o (idagy ® Tyw) © ai'yyew © (ida ® auyw)

=ty ve,w © (Av ®idye,w) o ((ida ®idy) ® Tyw) © a1y yew © (ida ® avyw)
B9 Tuvew © (A ®idve,w) © a4y ye o (ida ® (idy ® Tyw)) o (ida ® ayyw)
Mea(veaw) © (ida ® Tyye,w) o (ida ® (idy @ myw)) o (ida ® ap,v,w)

= Avoa(vew) © (ida ® (Tyyve,w o (idy ® Ty,w) o avv,w))

Aea(veaw) © (ida ® (Buvw o (muy ®idw)))

= Aea(vew) © (ida ® Buyw) o (ida ® (my,y ® idw))

Meaweaw) o (ida ® (a vy o Tue,vw)) o (ida ® (Tuy ® idy))

= Aea(vew) © (ida ® agyyy) © (ida ® Tye,vw) © (ida ® (Tuy ®idw)),

em que (3.57), (3.58) e (3.59) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

QA URV,W

(Ao (U V)W Ao (U V)W) (3.57)
(idA®7TU,V)®7;dWL idA®(7rUﬂv®idw)
(Ao (UoaV))o W e A ((Uea V)W),
(AeU)eV)eW —2" (AgU)e (Ve W) (3.58)
(AU®idV)®idWl lku®(idv®idw)
UeV)eW T U (VeW)
(§]
(AeU)e (VeW)—22"Y . Ag(Us (Ve W)) (3.59)
(idA®idU)®7rv,WL lidA@’(idU@ﬂ'V,W)
(AU)® (V®AW)WA®(U®(V®AW)).

Assim, como ida ® Tye v € ida ® (Tyy ® idy ) sdo epimorfismos, segue que

I . 14
Ay w © AUeaV)eaW = AUe (Ve w) © (ida ® gy yy)

e, portanto, o primeiro diagrama comuta.
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A comutatividade do segundo diagrama é andloga. Temos que

ayywoPWeaV)eaw © (Tue v ®ida) o ((Tyy @ idw) ® ida) =

(3.22) . . )
= aby,w O My, V,W © (ldU®Av ® pw) © AU® 4 V,W,A © ((7TU,V ®idy) ®idy)

(53) . . .
= Buvw o (idue,v ® pw) o avg ,vw.a © ((Tuy ® idy) ®idy)

(3.60)
- BU,V,W © (

idye,v ® pw) © (T ® (idw ®ida)) © ayev,w,a
= Buyw o (tdye,v ® pw) o (Tuy ® idwea) © Guev.w,a
= Buvw o (Tuy ® pw) © avev,w,a

= Buvw o (muy ®idw) o (idygy ® pw) © avev,w,a

(350 ) ) )
=2 TU, VW © (idy ® 7TV,W) °ay,v,w ° ((idy ® idy ) ® pw) o aueV,W,A

(361 . . )
2D Tuve,w © (idy ® Tyw) o (idy ® (idy ® pw)) ° auvwea © Auev,w,a

=Ty ve,w © (idy ® (myw o (idy ® pw))) ° avyv.wea © Auev,w.A
B.22) . . _

=" muve.w © (idy ® (pve,w o (Tyw ®ids) o aV,lW,A)) °ay,v,weA © AURV,W,A
= yve,w © (idy ® pye,w) o (idy ® (Ty,w ®ida)) o (idy ® ayly 4) © avywea

°AuyeV,w,A

& Tuve,w © (idy ® pye,w) o (idy @ (Tyw ®ida)) o ayyvew.a o (auvw ®ida)

6

22

a

Tuve,w © (1dy ® pve,w) © avyve,w,a o ((idy @ myw) ®ida) o (ayyw ® ida)

a

PUeA(ve,w) © (Tuye,w ®ida) o ((idy ® myw) ®ida) o (avyw ®idya)

= PUA(VoW) © ((7TU,V®AW ° (ZdU ® 7TV,W) o aU,V,W) ® ’idA)
50

c‘o

puesvew) © ((Buyvw o (Tuy ®idw)) ®ida)

= pue,(ve ) © (Buvw ®ida) o ((myy ®idw) ®ida)
3.53)

a

Pues(vesw) © ((ayyw o Tue,vw) ®ida) o ((Tuy ®idw) ®ids)

= pusa(veuw) © (ayyw ®ida) o (Tuevw ®ida) o ((Tuy ® idw) ®idya),

em que (3.60)), (3.61) e (3.62) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

ayeVv,Ww,A

(UeV)oW)® A UeV)e(WeA) (3.60)
(Tl'uv@idw)@id,qj lﬂ'mv@(idw@id/})

(UesV)oW)® A UeaV)e(WeA),

aue 4,W,A
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UeV)e(WeAd) —21. e (Ve (WeA)) (3.61)
(idU®idv)®le lidU®(idv®pw)
UeV)eW PTRTATS U ((VeW)
€
U (VeW))eA—"1 . e ((VeW)e A) (3.62)
(idU®7rv,W)®idAl lidU@)(wV,W@idA)
(U (VesW))®A e U (VeslW)e® A).

Assim, como Ty ,,vw ®ida e (myy ® idw ) ® idy sdo epimorfismos, segue que

! _ ! .
Agy,w CPUAV)®AW = PUA(VEAW) © (aUy,W ®ida)

e, portanto, o segundo diagrama comuta.
Verifiquemos agora que a’ = {aj; v }v,v,weaca ¢ uma transformacao natural. Sejam

f:U=>U,qg:V->V'eh:W - W' morfismos em 2,C4. Precisamos demonstrar que o

diagrama
(U oA V)ou W — 2 g (Vo)
(f®A9)®Ahl lf®A(g®Ah)
(U@ V)@ W' — U@s(V'es W)
aU’,V’,W’

é comutativo. Observemos que

(f®a(g®ah))oay vy °Tue,vw o (Tuy @ idw) (f®a(g®ah))® Buvweo (muy ®idwy)
(fea(g®ah)

) o Tuve,w o (idy ® Tyw) o ayvw
B9 T vieaw © (f® (g®ah)) o (idy ® Tyw) o avyvw
= vieaw © (f®((g®ah)omyw))oavyw

B9 T vieaw © (f ® (myrwr o (g@h))) oavvw

=y vigaw © (idyr ® Ty ) o (f @ (g® h)) o apv,w

3.63 .
" 7TU/7VI®AW/ [0 (ZdU/ ® 7TVI7WI) o aUI7VI,WI (@] ((f ® g) ® h,)

(B50) .
Buryrwe o (T @ idw) o ((f ® g) ®h)
B53)

aU(,VIVWI OTyr@ VI, W' © (7TU’,V’ ® ZdWl) o ((f ® g) ® h)

= a&,y,’wr o WU’@AV’,W’ © ((ﬂ-U’,V’ o (f ® g)) ® h)

(3.15))
agr v © Tore vwe © (((f ®a g) o) ® h)

= gy © Torg v we © ((f ®4 g) ® h) o (Tpy ® h)
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(3.15)
= a,U’,V’,W’ o((f®a9)®ah)omyg,vw o (Tuy ®h),

em que (3.63)) segue devido a naturalidade de a, ilustrado pelo diagrama comutativo

UeV)eW —2" e (Vie W) (3.63)
(f®g)®hl lf®(g®h)
® ® ® ® .
Ul V/ W/ — - U/ Vl Wl
ul,viow

Pela exatidao a direita em ambas as variaveis, 7y y ® idy, é epimorfismo e assim, 7 o
,» WUV w y NUQAV,W
. 7 7 . / — A7

(muy ®idw ) também é epimorfismo. Portanto, (f®4 (g®ah))oay vy = ayyry o ((f®a
g) ®4 h) e isso nos diz que a’ é uma transformacao natural.

Para provarmos que a’ é um isomorfismo natural, é necessario fazermos um raciocinio
analogo ao que fizemos ao definirmos ayyw e Byv,w anteriormente.

Definimos

avvw U@ (VeW)->UesV)oaW

como sendo a composicao

G U (VeW) —2Y _ (UeV)eW —2 2, (Ue,V)e W
e (UeaV)eaW,
isto é,
EU,V,W =Ty V,W © (7TU,V ® Zdw) o aE],lV,W' (364)
Afirmamos que o diagrama
U (VeA) W)W (3.65)
idy®ay,aw Ue(VeW)—2"Y _(Ue,V)esW

1dy @ (idy @ A\w )

U (Ve (AeW))

comuta. De fato,

— . . -3.64 . _ . .
avy,w o (idy®(py ®idw)) Tue v © (Tuy ® idw) o aglyy o (idy ® (py ®idy))

(3.66)) . . . _
= TUue V,W © (7TU,V ® Zdw) o ((ZdU ® pv) ® Zdw) o aU}V@A,W

= e v © (v o (idy ® py)) ® idw) © agyeaw
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(3.22)

=~ mue v © ((pue v o (Tuy ®ida) o agly 1) ® idw) © aglygaw

= e v © (pre,v ® idw) o ((muy ®ida) ® idw) o (agly, 4 ® idw)

619 Tue,vw © (Idue,v ® Aw) © ave,,v.aw © ((Toy ® ida) ® idy )
o (agly, 4 ®idw) © aglyeaw
Tue,vav © (dug,v @ Aw) o (myy ® (ida @ idw)) © aue v,aw
o (a&,lv,A ®idw) o a_U}V@;A,W
= e vw © (idyg,v ® Aw) o (Tuy ® idagw) © aug ,v,aw © (agly, 4 ® idw)

-1
C Gy veAw

@1

= Tue,vw © (Tuy ® Adw) o a&,lv,mw o (idy ® av,aw)
= Tue v © (o ®idw) o (idygy ® Aw) © agly, sew © (idy ® av,aw)

=Ty, V,W © (7TU,V ® Zdw) o ((ZdU ® Zdv) ® Aw) o a&}MA®W o (ZdU ® (]JV’Ayw)

(3.68)) . _ . . .
= TUe V,W © (7TU,V ® Zdw) o aU?V,W o (ZdU ® (Zdv ® Aw)) o (’ldU ® aV,A,W)

E5D

= Qu,v,w ©° (’LdU ® (Zdv ® Aw)) o (ZdU ® aV,A7w),

em que (3.66), (3.67) e (3.68) seguem da naturalidade de a, ilustrada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

AU, VRA,W

Ue(VeA)) U (VeA)oW) (3.66)
(idy®pv ) ®idw l jidU®(Pv ®idy)

UeV)eW T U (VeW),
(UeV)eA)e W —="Y _(UeV)e (Ao W) (3.67)

(ﬂ—U7V’®idA)®idWl jﬂ'U,V@(idA@idW)
((U®AV)®A)®WW(U®AV)®(A®W)
UeV)e (A W) 22", e (Ve (AeW)) (3.68)
(idU®idV)®/\Wl lidU®(idv®Aw)
UeV)eW T U (VeoW).
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Consideremos f = ((idy ® A\w) o av.aw) — (py ® idw ) e o diagrama

idy®f U(VesW)
_—

U (VeA)oW) U (VeoW) ({@(V@AW)

—
—
—

aU,V,Wl -
z /BU,V,W

(U®AV)®AW

Segue, por razao analoga as ja ditas acima, que existe um unico morfismo C, By vy :

U (Ve W)—=U®,(VesW) tal que Bo (idy ® myw) = Quyy.w, ou seja,

BU,V,W o (ZdU ® WV,W) =TU® V,W © (7TU7V ® Zdw) o a&}V,W‘ (369)

Considerando o diagrama

UeoA)e(VeslW) (3.70)

W\w
av,Ave W Ue(VeW)—4" _ e, (VesW).

mw ///
U (Ao (Ve W)) e

BU,V,W /:
,au,v,w
I—/
(U ® 4 V) 4 W

Mostrando que

Bo[((idy ® Ave,w © avave,w) - (pu ®idye,w)] =0 (3.71)

segue, por razoes andlogas as ja ditas anteriormente, que existe um Unico morfismo
auyw:U®s(VesaW) > (U®sV)®4 W tal que

AU,V,W © TU,V @, W = BU,V,W' (3.72)
Partimos para verificar (3.71). Temos

Buvweolpy ®idve,w) o ((idy ®ida) ® Tvw) = Byyw © (pr ® idve,w) © (idyga ® Tv,w)
= BU,V,W o (pu ® Tv,w)

= BU,V,W o (idy ® myw) o (pu ® idyew)
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Y
o
©

=" tue v © (Tuy ®idw) o aglyy o (pu ® (idy ® idy))

73 . . . _
= Tue,vw © (Tuy ®idw) o ((pr @ idy ) ® idy ) o CLU1®A,V,W

BS

=y vw © (o o (pr ®idy)) ®idw ) o ajga v

(13.14) . . _
=~ tugvw o (o o (idy ® Av) o apav) ® idw) © aggayw

=Ty V,W © (7TU,V ® Zdw) o ((ZdU ® Av) ® Zdw) o (aU,A,V ® Zdw) o CL&I(X)A"/’W

(13.69) — . . . .
5U,V,W o (ZdU ® 7TV,W) °ay,yv,w © ((ZdU ® Av) ® Zdw) o (CLU,A,V ® Zdw)

° g A v
Buvw o (idy @ myw) o (idy ® (A\v ®idw)) © av,asvw © (av,ay ® idw)
° Ao A v
BUMW o (idy ® myw) o (idy ® (A\v ®idy)) o (idy ® a;&vw) 0 AU, AVeW
= By o (idy ® (myw o (\v ®idy) o ax'yw)) o auavew
Buvw © (idy ® (Ave,w o (ida ® Tyw))) © auavew
= BU,V,W o (idy ® Ave,w) o (idy ® (ida ® Tyw)) © ayavew

y
= 5U,V,W

o (idy ® Ave,w) cavave,w o ((idy ® ida) @ Tyw ),

em que (3.73), (3.74) e (3.75) seguem da naturalidade de a, representada, respectivamente,

pela comutatividade dos diagramas

AUueA,V,W

(UeA)e V)W UeA)e (VelV) (3.73)
(py@idy )®idw l lPU@’(idv ®idw )
UeV)eW T U (VeW),
Ue(AeV)eW —22"" _ Te((AsV)e W) (3.74)
(idU®Av)®idwl lidU®(Av®idw)
UeV)eW TIRATE UesaV)e® (A W)
(§]
UeA)e(VeW)—2" e (Ae (Ve W)) (3.75)
(idU®7:dA)®7rV,WL lidU®(idA®7rV,W)

(U A)e (Ve W) U (Ao (Ve W)).

AU, A, VO AW

Sendo (idy ® id4) ® my, um epimorfismo, segue que

Buvw © (pr ®idve,w) = Byyw © (idy ® Ave,w) © Ay ave ,w-
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Finalmente, mostremos que

, _ ) _ , .
ayy,w ° AU vw = ZdU®A(V®AW) € ayvweoayyw = Zd(U®Av)®AW,

para quaisquer U,V e W objetos em 4C4. De fato,

B.72)

, —_— . - .
agvw © auyw °© Tuyvew © (idy @ Tvw) = agyw © Byyw o (idy ® Tvw)
(3.69)

. -1
=" aygyw © Tue,vw © (Tuy ® idw) © agyw

(3:53) . .
=" Buvw o (muy ®idw) o aghy

B2 o o(idy ® myw)ea o agt
UVAW U VA% UV,W UV,W

= Tuve,w © (idy ® Tyw)

= 1dye ,(ve w) © Tuve,w © (idy ® Tyw)

e por ser My v, w © (idy ® Ty,) um epimorfismo, segue que ay, v, 0 Gu,y,w = idug ,(ve ,w)-
Também,

(559

Quy,w © Ay yw © Tusvw © (Tuy ®idw) = auvw © Buyw o (Tuy ® idw )

GE0)

= auvw ° Tuve,w © (idy ® Tyw) o avyw

—
= BUJ/,W

(3.69) . N
= Tug,v,w © (Tuy ® idy) o ayy,w © au,v,w

o (ZdU ® WV,W) o ay,v,w

= Tue v © (Tuy ® idw )

= id(We V)W © TUAV,W © (muy ® idw)

. . _ , .
e por Tye ,,v.w © (Ty v ®idy ) ser epimorfismo, segue que ay,yw oy yw = dwe,vye,w- U

Antes de iniciarmos o préoxima lema, recordamos, conforme o Exemplo|3.1.10, que a
algebra A possui uma estrutura de A-bimédulo em C dada por Ay=pp=m:A® A - A,

sendo portanto, a unidade 1,¢, = A.

Agora que ja determinamos o isomorfismo natural que determina a associatividade da
categoria 4Cg4, iniciemos a construcao dos isomorfismos naturais {l{/ tA®AV - Vive,c, €
{ri; :U®sA—=Ulpye,c,-

Seja V um objeto em 4C4. Como V é, particularmente, um A-mdédulo a esquerda em C,
sabemos que Ay o(m®idy) = Ay o (ida®Ay)oas 4y devido a comutatividade do diagrama,

(3.3). Assim, como w4 ¢ o coequalizador do par m ® idy = ps ®idy € (ida ® A\v) 0 aaay
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de morfismos em C, existe um tinico morfismo [{, : A®4 V -V tal que

lyomay =Av. (3.76)
Veja o diagrama
(ida®Av )oan, A, v TAV
(AeA) eV AV ————Ae,V
meidy I
x \le
V.

Lema 3.2.8. A colecio I’ = {l{, : A®4V = V}ve,c, € um isomorfismo natural.

Demonstragio. Mostremos primeiramente que dado V' em 4Cy, If, ¢ um morfismo em 4Cjy.

Para isto, é necessario verificar a comutatividade dos diagramas

id A ®l§/ lQ/ ®id

A (A®aV) AV e (Aoa V) A Ve A
/\A®AVL Av PA®AVL pv
A®AV r vV A@AV r
by by

Provemos a comutatividade do primeiro diagrama. Temos que

(3:33) ,,
) = ly o
3.76
Ay

/ ; ; -1
[y o Aag v o (ida @Ay Tavo(Aa®idy)oay 4y

o (Aa®idy)oay,y
=Ayo(m®idy)o a,_ql,A,V

Av o (ida ® \v)

Ay o (ida ® (

lyomay))

=Avo(ida®ly)o(ids®may)

e como idy ® T4y é epimorfismo, segue que l{, o Aug,v = Ay o (ids ® I{,), ou seja, comuta
o primeiro diagrama.

Provemos a comutatividade do segundo diagrama. Temos que

) (3.22) .
lyopag,vo(may ®ids) = lyomayo(ida®py)oasy.a
A\
= \v

(3.11)

o(ida®pyv)oaav.a

pv ©° ()\V ® ZdA)

3.76 , .
CIY oy o (1 o may) ®idy)
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=pvo(lyy ®ida)o(may ®ida)

e como 74y ®idy é epimorfismo, segue que If, 0 pag v = py o (I{, ®id4), ou seja, comuta o
segunda diagrama.

Seja f:V — W um morfismo em 4C,4. Precisamos mostrar que o diagrama

ll
AoV —L=V

idA®Afl jf

A®AW?‘W

w
comuta. Como
’ (3.76)
folyomay =" foly

3.7 .
Aw o (ida ® f)
(.76) .
BI9 Ly omawo (ida® f)
(3.15) .
e o (ida®a f)omay
e T4,y € um epimorfismo, segue que foli, = lyyo(ida®4 f), ou seja, o diagrama em questao
é comutativo. Portanto, I’ é uma transformacao natural.

Definimos jy : V - A®4 V como sendo a composi¢ao

1

I3 =Y T
GV o1V AoV ™Y Ae,V,

isto é,
jv =may o (u®idy) ol (3.77)

Por um lado, temos que

1oy G0

3.76 . 3.4 .
: D CID o (weidy) ol B0 1y 015 = didy

omayo(u®idy)oly

e, por outro lado,

. (3.77) . _
Jvoly,omay B0 Tavo(u®idy)olyf oll,omay

376 . _
= may o (u®idy)ol! oy

7TA,V ¢} (’U, ® Zdv) o (Zdl ® )\V) ° lA%@V

=mayvo(u®Ay) ol

=mavo(ida®Ay) o (u®idaey) o Ly
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=mavo(ida®Ay)oasay oa;ﬁA’V o(u® (idg ®idy)) Ol;lgv

B9 mayvo(meidy)oay,yo(ue (idi®idy))oligy

BID ryv o (meidy) o (u®ids) ®idy)oagyy o liby

=mavo((mo(u®ids)) @idy)oayl,y oligy

(3:2)

- -1 -1
= mayvo(la®idy)o a1, 4,v ° Laev
215

= may oidagy
=TAV

=idag,v O TAV,

cujas igualdades (3.78) e (3.79) ocorrem devido & naturalidade de [ e a, respectivamente,

representadas pelos digramas

1o (Ao V) —2Y . AgV (3.78)
id1®)\vl j)‘\/
19V V
ly
(§]
(1eA)eV—2 18 (A®V) (3.79)
(u®idA)®idVl/ lu@(id,q@idv)
(A A)®V Ao (A®V).
AAAV

Dai, como 74 v é epimorfismo, segue que jy ol =ida . Portanto, I’ é um isomorfismo
) WV ) |4 14 AV ’

natural. O

Seja V um objeto em 4C4. Como V é, particularmente, um A-modulo a direita em
C, sabemos que py o (py ® ida) = py o (idy ® m) o ay a4 devido a comutatividade do
diagrama (3.5). Assim, como my 4 é o coequalizador do par py ®ida e (idy ® m)oay,aa =

(idy ® Aa) 0 ay a4, existe um tGnico morfismo 7, : V@4 A - V tal que

Yy 0 my,A = py (3.80)
Veja o diagrama
py ®id P
Ve(deA) — VeAd— "4 Ve, A
(idv®m)oaV’A7A | )
I
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Lema 3.2.9. A colegio r' ={ry:V &4 A - V}ve,c, € um isomorfismo natural.

Demonstragio. Mostremos primeiramente que dado V' em 4Cqa, 7{, ¢ um morfismo em 4Cy.

Para isto, é necessario verificar a comutatividade dos diagramas

( 7”/ ! ®id
Ao (Ve d)—2 _ sev e Ve, d)eA—""" _yeA
/\V®AAj Av PV®AAl PV
VesA p |4 VesA - V.
v v

Provemos a comutatividade do primeiro diagrama. Temos que

. -3.33 . _
Y 0 Ave,a 0 (ida ® Ty a) ryomyvac (v ®ida) o ajy 4

(3.80) , i
= pv o (Av ®ida)oayy.

Ay o (ida ® py)
/\Vo(idA®(

TV O Ty,A))

=My o(ida®7i) o (ids ® Ty4)

e como idy ® Ty 4 é epimorfismo, segue que 7{, 0 Ayg, 4 = Ay o (idg ® r{,), ou seja, comuta
o primeiro diagrama.

Provemos a comutatividade do segundo diagrama. Temos que

. (3.22) .
Ty 0 pvesa o (Tya®idy) = 1y 0my a0 (idy ® pa)oay.aa

(3.80)) .
=" pyo(idy ® pa)oayaa

=py o (idy ®m)oay.aa

(3.5)) .
pv o (py ®idy)

(3.50) .
= pyo((ryomya) ®idy)

P .
=pvo(r, ®ids)o (mya®ida)
e como Ty, 4 ® id é epimorfismo, segue que 7{, 0 pyg,a = pv © (1], ® id4), ou seja, comuta,

o segunda diagrama.

Seja f:V — W um morfismo em 4C,4. Precisamos mostrar que o diagrama

Ve, A—YsV

f®AidAl/ jf

W@AAT—,>W

w
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comuta. Como

63

foryomya

= pwo (f®idy)

3.80 .
B2 o mwao (f ®ida)

(3.15) .
=" riyo(f®aids)omya

e my 4 ¢ epimorfismo, segue que for{, =7, o (f ®4ida), ou seja, o diagrama em questao
é comutativo. Portanto, ' é uma transformagcao natural.

Definimos sy : V -V ®4 A como sendo a composigao

1

idy Qu TV, A
Vg1 ——=VeA—=Ve,4A,
isto é,
Sy =Ty,4 © (Zdv ® U) o 7“‘_/1. (381)
Por um lado, temos que
(3.51) _ _ .
Ty © Sy ry omya0 (idy ®u)ory, 1- O(Zdv®u)07“1- S o=idy,

e, por outro,

(3.81) . _

syory,omya = myao (idy ®u)orytorl, omya
(3.80) . _
=" my.a 0 (idy ® u) o1yt o py

(332) : , -
=" mya0 (idy @ u) o (py ®idy) oryl 4

=my,a0(py ®u)oryips

=Tv,a0 (py ®ida) o (idves ® u) 0Ty,

619 Ty, 0 (idy ® m)oayaao ((idy ®ida) ® u)orygy

629 my.a o (idy @ m) o (idy ® (ida ® u)) o ay.a10rysa

=Tya0 (idy ® (mo (ida ® u))) 0 av,a1 ©Tyea
32

2.1.5 .
= Tyacidyga

- -1
mya0 (idy ®ra)oaya1orygy

:ﬂ-‘/,A

=idyg,A° Ty 4,
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em que (3.82) e (3.83) ocorrem devido & naturalidade de r e a, representadas pelos
diagramas

(Ved)el—=2 - VoA (3.82)
Pv®id1l LPV
Vel V
(8%
(§]
(VoA el —22 _yVe(Asl) (3.83)
(idv®idA)®uj lidv‘@(idA@u)
(VoA A Ve(Ag A).
ay,A,A

Dai, como 7y 4 é epimorfismo, segue que sy or!, = idyg, 4. Portanto, v’ é um isomorfismo
) V, 3 \%4 Vv Vea ;

natural. O
Finalmente, estamos em condi¢oes de enunciar e provar o resultado desejado.

Teorema 3.2.10. Seja C uma categoria monoidal abeliana tal que o produto tensorial
® :CxC — C € exato a direita em cada varidvel. Se A é uma dlgebra em C, entdo

(4Ca,®4, A a’l',1") € uma categoria monoidal.

Demonstragio. Com base no que foi desenvolvido até o momento, para provar este resultado
basta verificar o axioma da pentagono e o axioma do triangulo, ou seja, mostrar que os

diagramas

((X ®4 Y) ®4 Z) o4 W

! . !
ax.y,z®Atdw IX@AY,Z,W

(X®A(Y®AZ))®AW (X@AY)®A(Z®AW)
a/X,Y®AZ,W a’X,Y,Z®AW

X@s((Y®sZ)@4 W) X®s(Yos(ZosaW))

idX®Aa’Y,Z,W

Ay, A, v

(U®AA)®AV U®A(A®AV)

mw

U,V

sao comutativos.

Consideremos a composi¢ao

. o=l
X,y ®idzew X®7Y,Z,W
Bihibitt

(XeY)e(ZeW) (XeaY)e(ZoW) (XoaY)®02Z)0 W
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TXQ Y,z ®idw T(X@®AY)® 4 Z,W

(X®sY)®4Z)0 W

((X 4 Y) ®4 Z) @4 W.

Sejam XY, Z e W objetos em 4C4. Entao

I ’ . 1 . _
AxY,zeW © Uxe,Y,Z,W © T(X®AY)®4ZW © (Txo,v,z ®idw) © Axe,v,z,Ww ° (mxy ®idzew) =

(353) , . -1 )
= Oxyze,w ° Bxeav,zw © (Txe, v,z ® idw) o Uxg,vy,7,W ° (Txy ®idzew)
(3-50)

=" axy ze,w © Txe,v.20,W © (idxe,y ® TZzw) © Gxe,v.z,Ww © a3(1®Ayyz,W
o(mxy ®idzew)

Bxy,ze.w © (idxe,y ® Tzw) o (Txy ® idzew)

= Bxy.zo.w © (Txy ® Tzw)

= Bxyzew © (Txy ®idze,w) © (idxey ® Tz w)

(3.50) ) ) )
= TX,Y®A(Zo4W) © (idx ® Ty, ze,w) © ax,y,ze,w © ((idx ® idy) ® Tz w)

(3.84) . . .
= Txve,(ze,w) © (idx ® Ty zg,w) © (idx ® (idy ® Tzw)) © ax,y,zew,

em que (3.84) ocorre devido & naturalidade de a, ilustrada pelo diagrama

(XeY)e(ZeW)——22" . Xe (Yo (ZaW)) (3.84)
(’idx®idy)07rz7wt lidx@(idy@ﬂ’z’w)
(XeY)e(ZosaW) XYoo (ZosW)).

AX\Y,Z® AW

Por outro lado, temos também que

(idx®aay 7)o axye,zw © (Axy 7z ®aidw) ° T(xe,v)eszw © (Txe, v,z ® idw)

° e, y,zw © (Txy ® idzew)

(idx ®aay 7y ) ©xye,zw © Txea(vesz)w © (ayy 7z ® idw)
o (Txg, v,z ®idy) o a}lmy,z,w o(mxy ®idzew)

(idx ®a ay,zw) © Bxyeazw © (dxy,z ®idw) © (Txe,v,z ®idw)
°axg,vzw © (Txy ®idzew)

= (idx ®aay zw) ° Bxyeszw © ((Axyz 0 Txe,v,z) ®idw) o agclmy,z,w
o(mxy ®idzew)

(idx ®4ay zw) © Bxyeszw © (Bxy.z ®idw) o axg v zw

o (WX,Y ® (Zdz ® ’de))
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(idx ®a ay zw) © Bxyeazw © (Bxy,z ®idw) o ((7xy ®idz) ® idw)
° AXgy,zW

= (idx ®4 GS/,Z,W) o Bxyyea zw © ((5X,Y,Z o (7TX,Y ®idy)) ®idy)
° a3(1®y,z,w

(idx ®4 aﬁf,z,w) o Bxye,zw © ((WX,Y®AZ o(idx ® 7TY,Z) ocaxyz)® idw)
° a3(1®Y,Z,W

= (idx ®aay zw) © Bxyeszw © (Txye,z ® idw) o ((idx ® Ty,z) ® idw)
o (axy,z ®idw) © aXey,zw

(idx ®a ay zw) o Tx (vouz)eaw © (Idx ® Tye,zw) © X ye,zW
o ((idx ® Ty,z) ®idw) o (axy,z ®idw) © aXgy 7w

(idx ®a ay zw) © Tx (v z)e.w © (idx ® Tye,zw) © (idx ® (7y,z ® idw))
oaxyezw © (axyz ®idw) © axey 7w

e TX,Yoi(zoaw) © (idx ® ay 7y ) o (idx ® Tye,zw) o (idx ® (Ty,z ®idw))
oaxyezw © (axyz ®idw) © axgy 7w

= Tx,yo,(zoaw) © (idx ® (ay zw o Tye,zw © (Ty,z ® idw))) o axyezw
o (axy,z ® idw) © aXgy, 7w

Tx vea(zoaw) © (idx ® (Byzw o (Ty,z ®idw))) o axyezw
o (axyz ®idw) o axgy 7w

TXYoA(ZosW) O (idx ® (Ty,zg,,w © (idy ® Tzw) o ay zw)) ©ax yezw
o (axy,z ®idw) o axgy 7w

= Txyou(zo ) © (idx ® Ty,ze,w) © (idx ® (idy ® Tzw)) o (idx ® ay,zw)
oaxyezw °© (ax,y,z ®idw) o a;(1®Y,Z,W

2.1) . ) .
TXY®s(Z&AW) © (idx ® Ty, ze,w) © (idx ® (idy ® Tzw)) © ax,y.zew,

em que (3.85) e (3.86) ocorrem devido & naturalidade a, representadas pelos diagramas

AxXQY,Z,W

(XeY)®Z)eW (XoY)e(ZeW) (3.85)
(ﬂx7y®idz)®idzl l?‘(}gy@(idz@idw)

(XeaY)oZ)oW (X®sY)e0(ZoW)

OX®y ,Z,W
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OX,Y®Z,W

(Xe(YoZ)eW Xe(YeoZ)eW) (3.86)
(idX@’ﬂ'Y,Z)@idWL lidx@(ﬂ'yyz@idw)

(X®(Y@AZ))®WWX®((Y®AZ)®W).

Y® 4

. -1 . 4 .
Como T(xe,v)eszw © (Txe,v,z ®idy) o WX,y 2w © (mxy ®idzgw) ¢ um epimorfismo,
segue o axioma do pentagono em 4Cj4.

Sejam U e B objetos em 4C4. Verifiquemos o axioma do triangulo. Temos

. B3 ,. _
(idy ®aly) o agy sy © Tue,av © (Ty.a ®idy) (idy ®aly,) o Buay o (Ty.a ®idy)

B33 . 4
(idy ®aly,) o Ty ae,v 0 (idy ® Tay) 0 ayay

325 Ty, v © (ZdU ® l(/) o (’LdU ® 7TA,V) 0 ay,A v
=Tyy ° (ZdU ® (l{/ o 7TA7V)) °ay Av

(3.76) .
=" myyvo (idy ®Av)oayay

(3.14) .
= 7y o (pu ®idy)

(3.80) ,
=" myyvo ((ryomya) ®idy)
=myv o (ry ®idy) o (my,a @ idy )

B15) . .
(ry ®aidy) o Ty v © (T4 ®idy)

e Como Tyg, Ay © (Ty.a ® idy ) ¢ epimorfismo, segue que

(idy ®aly)oay 4y =1y ®idy.



Apéndice

Para a construcao deste apéndice utilizamos [3].

A.1 Algebras e Coalgebras

Seja K um corpo. Por mais que a defini¢do de dlgebra na categoria Vectk seja a mesma
que é fornecida no inicio do Capitulo 3, a enunciamos novamente e definimos as coalgebra

em Vectk.

Definigao A.1.1. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra é uma tripla (A, m,u) em que A é
um K-espaco vetorial, m: A® A—- A e u:K — A sdo morfismos de K-espagos vetoriais,

® = ®k, tais que os diagramas

A A A—1" . Ag A (A.1)
®ZA®A — A
Ko A—2% _ Ag A AK —4% _ Ag A (A.2)
A A

comutam.

Tendo em vista a correspondéncia existentes entre as defini¢oes de dlgebra com e
sem diagramas, vamos escrever m(a ® a’) = aa’, para quaisquer a,a’ € A. Desta forma, a

comutatividade do primeiro diagrama nos diz que

(mo(ida®m))(a®b®c)=a(bc) =(ab)c=(mo(m®idy))(a®b®c).
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A comutatividade do segundo e do terceiro diagrama nos dizem, respectivamente, que

a=ida(a)=(mo(u®ids)oat)(a)=m(u(lg)®a)=u(lg)a

a=ida(a)=(mo (idg®u)o(a’) ) (a)=m(a®u(lk)) = au(lg).

Logo, u(1x)a = a = au(lg) e portanto, u(1lk) = 14.

O leitor pode questionar-se sobre a auséncia dos morfismos responsaveis pela associati-
vidade da categoria monoidal Vectx na definicao acima. Estas associatividades podem
ser omitidas pelo fato de Vectx ser uma categoria estrita, ou seja, uma categoria mo-
noidal em que, para quaisquer objetos X,Y e Z, vale que (X ®Y)®Z =X (Y ®7)
el®X =X =X®1 Neste caso, o morfismo axy z ¢ a identidade e rx e ly sao os
isomorfismos canonicos.

No Exemplo , optamos por manter os morfismos ay g vew, lvew € rvew para
que o exemplo seja compativel com a definicao mais geral de A-mddulos em uma categoria

monoidal qualquer, dada no inicio da Capitulo 3.

Definicdo A.1.2. Seja K um corpo. Uma codlgebra é uma tripla (C,A,e) em que C' é
um K-espaco vetorial, A:C' - C®C ec:C - K sdo morfismos de K-espagos vetoriais,

® = ®k, tais que os diagramas

C 2 CeC (A.3)
AL jidc®A
C@CWC@C@C

CoC—=2% . KeC CeoC— . 0K (A.4)

N 7

comutam.

A.2 Notacao de Sweedler

Dado c € C', podemos observar que

K-linear

(lde 8 8) o 2)0) = (1dc e 2) (S o
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= i(idc ®A)(¢;®ch)

i=1

M:

¢ ® A(ch)

(Zdw ®d., )

i 6o (dy @ )

J:

<.
Il
—

M:@

<.
I
—

Ms

<.
Il
—

e portanto, a presenca de apenas dois A’s no cédlculo provocou a existéncia de somatério
duplo. O problema da alta quantidade de indices surge ao fazermos sucessivos calculos
com o A que ocorre na pratica e sera vista aqui. Para sanar esse problema de termos uma
notacao “carregada” e “ilegivel” ¢ utilizada uma notacao muito 1til e conhecida como a
notagao de Sweedler, pode ser encontada mais detalhadamente em [3].

Definimos recorrentemente a sequéncia de fungoes (A,,),>1 como

A=A:C->CC e A,:C-C®---0C.
(n+1vezes)

Para n > 1, a forma recursiva é definida por

n=(A®id" oA, 1 emque id"'=idc®-®idc.
—_————
n—1vezes

Em particular Ay = (A®idc) o A, em que Ay : C > CC®C.
Conforme mostra a proposi¢ao seguinte, a qual enunciaremos sem provar, a féormula

recursiva dada acima pode ser desenvolvida de varias formas.

Proposicao A.2.1. ([3], Proposition 1.1.7) Seja (C,A,e) uma codlgebra. Entdo, para
todon >2 e todo pe{0,1,---,n -1}, vale a igualdade

=(id? ® A®id" P)o A, ;.

Notemos que no caso n =2, (ide ® A)o A=Ay =(A®idc) oA e isso é exatamente a
comutatividade do diagrama (A.3).

Seja c € C, denotamos
Ae) =) c1®co.

Em alguns casos, além de suprimir os indices, ¢ também omitido o simbolo de somatério,

ficando A(c) = ¢; ® co. Entretanto, neste trabalho, manteremos o simbolo de somatorio.
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No caso qualquer em que n > 1, escrevemos

Ay(c) = ch ®Cy® @ Cpyi-

Tendo mente o discutido acima, como

((ide ® A) o A)(c) = (ide @ A) (Y o1 ® )
= ch ® A(Cz)
= ch ® (Z:CQ1 ®022)

= ZC1®621 ® Co,

((A®ide)oA)(c) = (A®ide) (Z 1 ® CQ)
= ZA(CI) ® Co
= Z(Zch ®Cl2) ® Co

= chl ® C1, ® Ca,

segue da comutatividade do diagrama (A.3) que

201®621®62222011®612®622261®02®03. (A5)

Notemos também que pela comutatividade do primeiro diagrama apresentado em (A.4),

temos que (ide ® €) o A = 571. Compondo f a esquerda, obtemos
Bo(ide®e)oA=pop =ide.
Assim, para todo c € C, temos

c=idc(c) = (Bo(ide®e)oA)(c)
=(Bo(idc®e))(D c1®c)
26(201 ®e(co))
= B(c1 ®e(e2))
= > cie(er).

Logo, ¢ =Y. (cz)c;. Comutando o segundo diagrama em (A.4)), temos analogamente
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que ¢ =Y e(c1)ce. A propriedade que

Ye(e)er=c=Y elcr)es (A.6)

chama-se propriedade da counidade.

Agora fornecemos as defini¢goes de morfismos de algebras e de coalgebras. Apenas
por curiosidade, com as defini¢goes de morfismos de dlgebras e coalgebras estabelecidos,
conseguimos definir as categorias Algk, cujos objetos sao K-algebras e os morfismos sao
morfismos de K-algebras, e C'ogk, cujos objetos sao as K-coalgebras e os morfismos sao

morfismos de K-coalgebras.

Definicdo A.2.2. Sejam (A,ma,ua) e (B,mp,up) duas K-dlgebras. Um morfismo
f A —> B de K-espagos vetoriais, diz-se um morfismo de K-dlgebras se os diagramas

abaizo comutam

Ao AL Ben A ! B
mAl lmB k /“;
A—B K.

As comutatividades acima nos dizem que, para a,a’ € A,

(fema)(a®d’) = f(ma(a®d))
= f(ad")
= f(a)f(d)
=mp(f(a)® f(a’))
=(mpo(f®f))(a®d)

e f(ua(lk)) = f(1a) = 15 = up(lx).

Definigao A.2.3. Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ac,ec) duas K-codlgebras. Um morfismo

f:C - D de K-espacos vetoriais diz-se um morfismo de K-codlgebras se os diagramas

comutam
c—L -p C ! D
s DR L
O®CWD®D K.

As comutatividades acima nos dizem que, para todo c € C,

Y. fe)1® f(c)2 = Ap(f(c))
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= (f e f)(Ac(c))
=(fef)(rascn)
=2 f(e) ® f(e2)

e ep(f(e)) =ec(e).

A.3 Bialgebras

Definicao A.3.1. Um K-espago vetorial H que possua uma estrutura de K-dlgebra
(H,m,u) e uma estrutura de K-codlgebra (H,A,e) tais que A e € sGdo morfismos de

algebras é dito uma K-bidlgebra.

Antes da observacao que vem a seguir, chamamos atencao para o morfismo de K-espacos
vetoriais T: B® A > A® B é tal que T(b®a) = a®b para todo a € A e be B. Este

morfismo, o chamado twist, além de figurar na observacao a seguir também esta presente

no Exemplo|3.1.14]

Observagao A.3.2. Na definicao acima, A e € sao morfismos de K-algebras se, e somente
se, m e u sao morfismos de K-coalgebras.

De fato, os quatro diagramas oriundos do fato de A e € serem morfismos de K-algebras

Sao
HeoH—222 . geoHeHeH
idg@T®idy
my 1 He®H®H®H )muen
mmm,,l
H — H®H,
H—2>2 ~H®H HeoH—2 KoK
Tu@u
u @2 KoK mu 3) ¢=mx
[w
K o K, H _ K
€
H < K
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No diagrama (1) apresentado, o morfismo 7': B® A - A® B é o twist, mas agora para

A =B =H. Veja a composi¢ao abaixo

MA®B

1dA®T®idp ma®mp
_—

A B® A® B AA®B® B A® B.

Os quatro diagramas acima que nos dao que A e € sdo morfismos de algebras sao os

mesmos para que m e u sejam morfismos de codlgebras e reciprocamente. De fato, os

diagramas
Heo H T H
lA@A
Anen | HOH® HQ® H (5) A
lz’dH®T®idH
H®H®H®HWH®H,
HoH—"" - H K L H
5®£l
KoK (6) € P=Ag (7) A
‘|
K——0—K, KeK———~HeH
€

K - H
idK‘s\ ) /
K,

em que 1" é o morfismo twist, também considerando A = B = H, sdo obtidos diretamente
dos quatro anteriors e vice-versa: (1) < (5), (2) < (7), (3) < (6) e (4) < (8).

Observagao A.3.3. Uma consequéncia importante que segue do fato de A e ¢ serem

morfismos de K-algebras é que, dados =,y € H, temos

A(zy) = A(@)A(y) = Qo z102) (D 11 ®42) = D D 2141 ® Loy

A(zy) = 2(333/)1 ® (zy)2,
ou seja

DYy @ ways = . (xy)1 ® (2y)a- (A7)
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Além disso, A(ly) =1y ® 1y, e(zy) =e(z)e(y) e e(1y) = 1k.
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