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Resumo

A teoria de categorias é apresentada pela primeira vez em 1945,
no trabalho entitulado General Theory of Natural Equivalences. Na
publicacao de 1950, entitulada Duality for Groups, MacLane introduz
por meio axiomético a nocao de categoria abeliana.

O objetivo desse trabalho é estudar algumas construgoes feitas em
categorias k-lineares (que sdo abelianas). Passamos por todas as defi-
nigoes e resultados necessarios na teoria de categorias para podermos
definir acao de um grupo finito G em uma categoria k-linear e, em
seguida, definir a equivariantizacao de uma categoria k-linear.

Como principal resultado, mostramos que a equivariantizacao de
uma categoria k-linear é, também, k-linear. Para esse estudo, utili-
zamos como referéncia principal, as notas de aula Una introducion a
las categorias tensoriales y sus representaciones do prof. Dr. Martin
Mombelli.
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Abstract

The category theory is introduced for the first time in 1945 in a
research entitulated General Theory of Natural Equivalences. In 1950
in a publication called Duality for Groups, MacLane introduce trough
axioms the notion of abelian category.

The purpose of this research is studying some contructions done in
k-linear categories (which are abelians). We have studied all necessary
definitions and results in the categories theory so we can define the
action of a finite group G in a k-linear category and after that we can
define the equivariantization of a k-linear category.

As the main result we have shown the equivariantization of a k-
linear category is, also, k-linear. We study as the main reference the
class notes Una introducion a las categorias tensoriales y sus represen-
taciones of the prof. Dr. Martin Mombelli.
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Introducao

Em meados de 1940 Saunders MacLane e Samuel Eilenberg traba-
lharam conjuntamente, nesse periodo publicaram o trabalho [3] no qual
utilizavam o termo “isomorfismo natural” para designar certos tipos de
isomorfismos, cujos autores referem como sendo um “fenémeno” que
ocorria em vérios contextos da matematica.

A teoria de categorias é apresentada pela primeira vez em 1945, no
trabalho [4] entitulado General Theory of Natural Equivalences. No
entanto, é observado que a teoria de categorias surge da necessidade de
trabalhar e tornar precisa a nocdo de transformacao natural. Inicial-
mente a teoria chega a ser chamada de “abstracdo sem sentido”, como
observado em [6], no entanto, depois do trabalho de Grothendieck, Da-
niel Kan e outros a teoria ganha um espagco e respeito dentro de toda
a matematica.

O objetivo deste trabalho é estudar parte das notas de aula [16] es-
critas pelo Prof. Dr. Martin Mombelli, seguimos basicamente a mesma
organizac¢ao e ordem dos assuntos dessa referéncia. O primeiro capitulo
faz uma apresentacao de conceitos basicos da teoria de categorias, que
sao utilizados nos capitulos subsequentes. Como referéncias adicionais
citamos [14], [1] e [10].

No segundo capitulo, apresentamos o conceito de funtor e transfor-
macao natural. A nocdo de funtor aparece formalmente pela primeira
vez em [3] no contexto de grupos e é observado que tal nogdo pode-
ria facilmente ser generalizada para outros “contextos”. Em [3], curi-
osamente encontramos como exemplo de isomorfismo natural, o iso-
morfismo Hom(—, Hom(—,—)) ~ Hom(— ® —, —), que relaciona os
funtores Hom e ®, sem fazer referéncia a nocao de adjuncao.

Podemos citar o Lema de Yoneda como um dos resultados principais
do segundo capitulo, este que é um dos resultados mais conhecidos da
teoria de categorias. Curiosamente, o lema nao foi provado no artigo
de Yoneda, observamos o que diz Peter Freyd em ([7], p.14)



The Yoneda Lemma turns out not to be in Yoneda’s paper.
When, some time after both printings of the book appea-
red, this was brought to my (much chagrined) attention, I
brought it the attention of the person who had told me that
it was the Yoneda Lemma. He consulted his notes and dis-
covered that it appeared in a lecture that MacLane gave on
Yoneda’s treatment of the higher Ext functors. The name
“Yoneda Lemma” was not doomed to be replaced.

Em 1958, Daniel Kan em seu artigo [11] entitulado Adjoint Functors
introduz a noc¢ao de adjuncao, utilizando como motivacao o isomorfismo
natural do artigo de 1942 citado acima. No capitulo dois, mostramos
alguns exemplos concretos de adjuncao e provamos alguns resultados
pertinentes. Para esse capitulo, utilizamos como base [16], [14] e [1].

Em ([15], p. 338) Saunders MacLane escreve

The next step in the development of category theory was
the introduction of categories with structure. About 1947,
I notice that the Eilenberg Steenrod axiomatic homology
theory concerned functors from a category of topological
spaces to various categories with an “additive” structure -
categories of abelian groups, or of R-modules for various
rings R. I consequently set about to describe axiomatically
these abelian categories.

Na publicagdo [13] de 1950, entitulada Duality for Groups, Ma-
cLane introduz por meio axiomético a nocao de categoria abeliana.
Nesse artigo de 1950, MacLane observa a dualidade (das demonstra-
¢Oes) existente entre certas nogodes como produto e coproduto, nicleo
e contcleo.

No terceiro capitulo, procuramos falar sobre categorias aditivas e
abelianas e provar os resultados necesséarios para o capitulo seguinte.
Um resultado que provamos, mostra a relacao e a dependéncia existente
entre as nocoes de produto e coproduto em categorias aditivas.

No ultimo capitulo, definimos a a¢do de um grupo G em uma cate-
goria k-linear C. A estrutura de aditividade da categoria e a aditividade
dos funtores sao necessarios e fazem um paralelo com a noc¢ao de agao
de grupo em conjuntos.

Terminamos definindo uma nova categoria, denotada €%, chamada
equivariantiza¢do. Para construir essa nova categoria, tudo o que foi
feito no trabalho é utilizado. Provamos a equivaléncia entre as cate-
gorias (4am)Y e g, rem, que ilustra um fato observado em [6], de que
para toda categoria k-linear finita D, existe uma algebra A tal que D é



equivalente a uma categoria de A-mddulos de dimensao finita sobre um
corpo k. Como resultado principal, provamos que, caso C seja k-linear,
entdo CY ¢ k-linear.

Informamos ao leitor que o estudo de equivariantizagao de cate-
gorias por um grupo pode ser ampliado para outras categorias como,
por exemplo, categorias tensoriais finitas que é a ordem cronologica de
[16]. Esse estudo é aplicado na teoria de representacdo de categorias
tensoriais.

O Apéndice A contém todas as notacgbes e resultados necessarios
para que pudéssemos falar dos funtores 4 : Liey, — Algy e £ : Algy —
Liey. Utilizamos tal apéndice como base para provar, por exemplo, que
tais funtores sdo adjuntos.

Os Apéndices B e C contém a construcao e a definicao dos complexos
de cadeia e do grupo de trancas, respectivamente. Durante este tra-
balho, foram feitos semindrios semanais nos quais foi apresentada toda
a construcao do grupo de trancas para o entendimento geométrico do
mesmo e isso justifica o Apéndice C.



Capitulo 1

Categorias

Nesse capitulo falamos sobre teoria de categorias, conceitos funda-
mentais e toda a nomeclatura necessaria para os capitulos subsequen-
tes. Iniciamos com a defini¢ao de categoria e damos alguns exemplos.
Depois partimos para algumas nogoes como: nicleo, produto e seus
respectivos duais. Todas as defini¢Ges e nocoes podem ser encontradas
em [14].

1.1 Definicoes e exemplos
Definigao 1.1 Uma categoria C consiste de
(i) uma colegdo de objetos Ob(C);

(i) para todo par (U,V) de objetos em C hd uma cole¢io Home (U, V)
de morfismos de U para V;

(iil) para qualquer objeto W em Ob(C) existe um morfismo Iy em
Home(W, W) chamado morfismo identidade;
(iv) para quaisquer U,V e W objetos em Ob(C) existe uma fun¢ao

Home(U,V) x Home(V,W) — Home(U,W)
(f,9) — gof

chamada composicao de morfismos, que satisfaz 0s sequintes axiomas:



(a) para quaisquer objetos U e V' em Ob(C), o morfismo identidade Iy
em Home(U,U) € tal que foly = f e Iyog = g, para quaisquer | em
Home(U,V) e g em Home(V,U);

(b) dados objetos U, V,W e Z em Ob(C) e morfismos f em Home(U,V),
g em Home(V,W) e h em Home(W,Z) a composi¢io é associativa,
i.e., ho(gof)=(hog)of.

Denotamos um morfismo f em Home(U,V) por f : U — V ou

U i) V. Além disso, U é chamado dominio do morfismo f e V é cha-
mado codominio de f.

Observamos que, como cada objeto pode ser associado ao morfismo
identidade, é tecnicamente possivel trabalhar com uma definicao de
categoria que tenha apenas morfismos como é observado em [14]. No
entanto, é mais comodo trabalhar usando essa definicdo com objetos.
A seguir, alguns exemplos de categorias.

Exemplo 1.2 A categoria Set é a categoria cujos objetos sdo os con-
juntos e os morfismos entre dois conjuntos sdo as func¢bes entre tais
conjuntos.

De fato, seja X em Ob(Set). Consideramos a fungdo identidade Ix
em Homge (X, X) como sendo o morfismo identidade. A composicio
de fungbes é associativa e portanto, Set é uma categoria.

Exemplo 1.3 A categoria Grp como sendo a categoria cujos objetos
$a0 0s grupos e os morfismos entre objetos sao os morfismos de grupos.

Exemplo 1.4 A categoria Ab é a categoria cujos objetos sdo os grupos
abelianos e cujos morfismos entre objetos sao os morfismos de grupo.

Exemplo 1.5 A categoria Ring é a categoria cujos objetos sdo os anéis
e os morfismos entre objetos sdo os morfismos de anéis.

Exemplo 1.6 Seja k um corpo. Denotamos por Vecty a categoria cu-
jos objetos sao os espacos vetoriais e os morfismos sao as transformagoes
lineares.

Denotamos vecty, a categoria cujos objetos sao os espagos vetoriais
de dimensao finita e os morfismos as transformacoes lineares.

Exemplo 1.7 Seja k um corpo. Definimos Alg, como sendo a catego-
ria cujos objetos sao as k-algebras e os morfismos sao os morfismos de
k-algebras.



Exemplo 1.8 Seja R um anel. Denotamos por kM (Mp) a categoria
cujos objetos sdo os R-moédulos & esquerda (& direita). Os morfismos
sdo os morfismos de R-mo6dulos & esquerda (& direita).

Exemplo 1.9 Seja A uma k-dlgebra. Denotamos por 4M (My4) a
categoria cujos objetos sao os k-espagos vetoriais munidos de uma agao
que os torna A-modulos & esquerda (& direita). Os morfismos sdo os
morfismos de k-espagos vetoriais e de A-mddulos & esquerda (a direita).

Exemplo 1.10 A categoria T'op é aquela cujos objetos sdo os espagos
topologicos e os morfismos sdo as fun¢des continuas.

Exemplo 1.11 Seja A uma algebra associativa com unidade. A cate-
goria A é a categoria com um unico objeto, a saber a dlgebra A, e os
morfismos sdo os elementos de A. A composi¢do é o produto de A.

Exemplo 1.12 Seja &k um corpo. Denotamos por Liej a categoria
das algebras de Lie sobre o corpo k. Os morfismos dessa categoria,
sao os morfismos de Algebras de Lie, ou seja, aplicacdes k-lineares que
preservam o colchete de Lie. Para mais detalhes, citamos o Apéndice

A.

Exemplo 1.13 Seja R um anel comutativo com unidade. Denotamos
por €h(R) a categoria cujos objetos sdo os complexos de cadeia sobre
o anel R, i.e., pares (C,d) em que C' é um R-mo6dulo Z-graduado e d
¢ um endomorfismo de grau 1 tal que d> = 0. A composicao definida
entre dois morfismos satisfaz os axiomas de categoria. Esse exemplo é
apresentado de forma mais detalhada no Apéndice B.

Exemplo 1.14 De maneira mais geral que no exemplo anterior, po-
demos considerar €hy(R) para um N € N com N > 2 a categoria
dos N-complexos de cadeia, onde os objetos sdo pares (C,d) como na
categoria anterior com a ressalva de que dV = 0.

Um dos exemplos interessantes de uma estrutura algébrica que pode
ser visto como uma categoria é o chamado grupo de trancgas. Todas as
notacoes, a prova da existéncia e as referéncias sao citadas e feitas no
Apeéndice C. Aqui, apresentamos sua estrutura algébrica e sempre que
for feita alguma observacao geométrica, fazemos referéncia ao modelo
construido nesse apéndice.

Seja n € N fixo. Definimos o grupo de n-trangas, denotado por B,,,
via relacoes sobre geradores como abaixo.



Definigao 1.15 O grupo B,, € o grupo gerado por o1, -+ , Op_1 Su-
jeitos as relagoes:

(i) Sempre que 3<n el <i,j<n—1com|i—j|>1 temos
0,05 = 0;0;.
(ii) Também é vdlido que
0i0i410; = 0410041
para todo i € {1,--- ,n—1}.

E interessante observarmos que o grupo de trancas, de certa ma-
neira, generaliza o grupo de permutagoes. Podemos definir o grupo de
permutagdes de n elementos S, via relacbes sobre geradores em que
o; = (i,7+ 1) sdo os geradores, as chamadas transposicoes, que satisfa-
zem ndo somente as relagdes de trancga (i) e (ii) mas também a condicio
af = 1 para todo 1 < i < n — 1. Isso nao ocorre no grupo de trancas
para n > 1 e, nesse sentido, o grupo de trancas é mais geral.

Também existe uma interpretagao geométrica do que ocorre no pro-
duto o2. Seguindo a notagio adotada no Apéndice C podemos repre-
sentar o7 pelo diagrama

[0 G+

0,0 G+ 1,0)

O que ocorre nesse produto é que ao invés de voltar para a con-
figuragdo inicial como no caso das permutagoes, quando fazemos o?
obtemos uma tranca no sentido comum da palavra, imaginando que os
arcos poligonais sdo “cordas”. Se continuarmos o processo e fizermos,
por exemplo o3, obtemos mais uma volta, um “né” entre as poligonais e
assim sucessivamente. Seguindo esse raciocinio podemos concluir tam-
bém que o grupo de n-trancas para m > 1 tem uma infinidade de

elementos enquanto o grupo de permutagoes é finito.



Exemplo 1.16 Denotamos por B a categoria de trancas. Essa cate-
goria tem como objetos os nimeros naturais e dados m,n € N temos
que

0, sem#n

Homg(m,n) = {Bn o — .

Para esse conjunto de morfismos definimos a composi¢cdo como o
produto do grupo. Para o caso em que m = n segue, do fato de B,
ser grupo, que a composicao de morfismos é associativa e existe um
morfismo identidade 1,,. Para o caso m # n o resultado segue por
vacuidade.

Observamos que o exemplo acima poderia ter sido construido utili-
zando qualquer cole¢ao de grupos indexada pelo conjunto dos naturais.
Justificamos a utiliza¢do do grupo de trancas, pois durante o desenvol-
vimento do trabalho, foi dada uma atencao especial & construcao desse
grupo e foram apresentados semindrios semanais que deram origem ao
Apendice C.

Definigao 1.17 Seja C uma categoria. Dizemos que D € uma subca-
tegoria de C se D € uma categoria tal que todo objeto de D € objeto de
C e, para quaisquer U e V em Ob(C), os morfismos de U para V em D
s@o morfismos de U para V em C. A composi¢ao de morfismos em D
€ a mesma composi¢cdo de morfismos que em C.

Definigao 1.18 Dizemos que D é uma subcategoria plena de C se D é
uma subcategoria tal que Homp (U, V) = Home (U, V) para quaisquer
U eV em Ob(D).

Exemplo 1.19 A categoria Ab é uma subcategoria plena da categoria
Grp e vecty, € uma subcategoria plena da categoria Vecty.

Exemplo 1.20 Consideremos a categoria ring dos anéis com unidade,
cujos morfismos sao os morfismos de anéis que preservam a unidade.
Essa é uma subcategoria de Ring que nao é plena. De fato, definimos
o morfismo de anéis

f R — M2x2(R)
T z 0
0 0
Tal morfismo pertence a categoria Ring mas nao pertence & cate-
goria ring pois nao preserva unidade.



Definicao 1.21 Dizemos que uma categoria C € pequena se a cole¢do
dos seus objetos for um conjunto e se para qualquer par de objetos a
colecio dos morfismos entre esses objetos também € wm conjunto.

Definig¢ao 1.22 Dizemos que uma categoria C é localmente pequena se
dados X e Y em C tivermos que Home(X,Y) é um conjunto.

Para a maior parte dos resultados que vamos mostrar nesse trabalho,
é suficiente que a categoria seja localmente pequena. Em detrimento
disso, trabalhamos com essas categorias em todo o trabalho. Escreve-
mos f € Home(U, V) para designar qualquer morfismo de U para V e,
por abuso de notagao, escrevemos “U € Ob(€)” para designar um objeto
em Ob(C), mesmo que a cole¢do dos objetos ndo seja um conjunto.

A seguir, apresentamos algumas contrugoes importantes utilizadas
mais adiante.

Seja C uma categoria. Denotamos por C°P a categoria tal que
Ob(C°) = Ob(C) e que para quaisquer X,Y € Ob(C°P), Homeor (X,Y) =
Home(Y, X).

Assim, dados f € Homeor (X,Y) e g € Homeor (Y, Z), definimos a
composicao

g f=1Ffoy

que é associativa. De fato, sejam f e g como acima e h € Homeor (Z, W).
Entao

ho? (go% f) = (go® f)oh
= (fog)oh
= fo(goh)
= (goh)o?f
= (ho%g)o f.

O morfismo identidade da categoria C é o morfismo identidade na
categoria C°P. A categoria C°P é chamada categoria oposta de C.

Sejam C e D duas categorias. Denotamos por € x D a categoria
cujos objetos sdo os pares (X,Y) com X € Ob(C) e Y € Ob(D). Para
cada par de objetos (X,Y), (U,V) € Ob(€C x D) temos

Homexo((X,Y),(U,V)) = (Home(X,U), Homp(Y,V)).
Entao é possivel definir a seguinte operagio:

(Home(X,U),Homp (Y, V)) x (Home(U, Z), Homp (V,W))
((f,9), (r,9))

10



por (f,g) o (r,s) = (ro f,sog) € (Home(X, Z), Homp(Y,W)). Tal
operacao € associativa. De fato,

((fr9)o(r;8)) o (u,v) =

(rof,scg)o(uv)
(uo(rof)vo(sog))
= ((uor)of,(vos)oy)
(f;g)o(uor,vos)
(f:9) o ((r,5) o (u,v)).

Dado um objeto (X,Y’) o morfismo (Ix, Iy) é o de morfismo iden-
tidade nessa categoria.

Essa construgao nos permite obter novas categorias a partir de ca-
tegorias ja conhecidas.

1.2 Ncleos e contcleos

Definicao 1.23 Seja C uma categoria. Um objeto Z € Ob(C) chama-
se objeto zero (ou objeto nulo) se para todo X € Ob(C) existem tnicos
morfismos ¢x : X = Z ex : Z — X, ou seja, Home(X,Z) = {px}
€ Hom@(Z,X) = {d)X}

Antes de enunciarmos a observagao seguinte, recomendamos ao lei-
tor que tome ciéncia da Definicdo 1.37, a qual encontra-se na préxima
secao.

Proposigao 1.24 O objeto zero € unico, a menos de isomorfismo.

Demonstragao: De fato, suponhamos que Z e W sejam objetos zeros.
Entao existem tnicos ¢y : W — Z e Yy : Z — W e portanto ¢y o
Yw € Home(Z,Z) = {Iz}. Analogamente concluimos que ¥y o oy =
Iw. Logo, Z ~W. [ ]

Exemplo 1.25 Na categoria Grp, o grupo trivial {e} é um objeto zero.

Exemplo 1.26 A categoria Set ndo possui objeto zero. Suponhamos
por absurdo que Z seja um objeto zero em Set. Se a cardinalidade
de Z é maior ou igual do que 2, entdo dado o conjunto unitario {0},
podemos definir, pelo menos, duas fun¢oes distintas desse conjunto em
Z e temos um absurdo. Se Z é unitario entdo, para qualquer conjunto
com dois elementos, podemos tomar duas funcoes distintas de Z nesse
conjunto e temos assim um absurdo. No caso em que Z = () ndo temos
funcao com contradominio Z.

11



Definigao 1.27 Seja C uma categoria com objeto zero Z. Para quais-
quer X,Y € Ob(@) definimos o morfismo nulo 055 : X — Y como sendo
o morfismo que comuta o sequinte diagrama

Utilizamos sempre a notacao acima para nos referirmos aos tnicos
morfismos em relacdo a um objeto zero considerado na categoria, sem
mencionar tal objeto, ficando portanto implicito.

Proposigao 1.28 O morfismo nulo definido acima nao depende do
objeto zero da categoria.

Demonstragao: Consideremos dois objetos X e Y em C. Sejam Z e Z’
dois objetos zeros. Segue da observacao acima que Z ~ Z' e denotamos
por ¢ : Z — Z' tal isomorfismo. Seja 05 : X — Y morfismo nulo obtido
em relagao ao objeto zero Z, ou seja, Off =1y o Px.

Verifiquemos que 05 = 1/1;/ o qb/X em que 1/1;/ 7' —wYe qS/X X =
Z'. De fato,

Yy opx = 7/};/O¢O¢X /

ﬂ)}f o Qb,o pto bx
= tYyooy.

Proposigao 1.29 Sejam C uma categoria com objeto zero, X, Y, Z, W €
Ob(C) e f € Home(Y, Z). Entio foOy =05 e 0% 0 f =0Y,.

Demonstragao: Por defini¢io temos que fo05 = foty odyx. Além
disso, ¥z = f o1y . Portanto,

folf = fotuyoox
= Yzoopx
X
= 03.
De maneira analoga obtemos a outra igualdade. ]

Proposicao 1.30 Se X ndo é um objeto zero entio 05 # Ix.
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Demonstragao: Suponhamos por absurdo que 05 = Iy e seja Y um
objeto qualquer em C. Mostremos que Home(X,Y) = {0} e que
Home(Y,X) = {0%}. Seja f € Home(X,Y). Entdo

f folx
— fo()§

X
Oy,

a ultima igualdade segue da proposicdo acima. Analogamente, vamos
ter Home(Y, X) = {0%}. Portanto, X é um objeto zero, o que contra-
diz a hipétese. Logo, 0% # Ix. [

Defini¢ao 1.31 Sejam C uma categoria com objeto zero, X,Y € Ob(C)
e f € Home(X,Y). Um nicleo de f é um par (Ker(f),k) em que
Ker(f) € Ob(@) e k : Ker(f) — X € um morfismo tal que fok =

Oger(f). Além disso, para qualquer outro par (K', k') com k' : K’ — X

tal que fok' = O{f/, existe um inico morfismo u : K' — Ker(f) tal
que kou =k, i.e., o sequinte diagrama comuta

K’
X f

K/

u X —Y
//
v QKer(h)
Ker(f). Y

Proposigao 1.32 Se um morfismo admite nicleo, este € inico a me-
nos de isomorfismo.

Demonstragao: Sejam (K, k) e (K', k') dois nucleos de f. Pela de-
finigao, existem unicos morfismos v : K’ — K e v : K — K’ tais que
kou=Fk e k'ov = k. Segue da unicidade que uov = Ix evou = Ig.
Portanto, K ~ K'. (]

Definigao 1.33 Sejam C uma categoria com objeto zero, X, Y € Ob(C)
e f € Home(X,Y). Um conicleo de f é um par (CoKer(f),q) em que
CoKer(f) € Ob(C) eq:Y — CoKer(f) é um morfismo tal que qo f =

O)C(OKer(f). Além disso, para qualquer outro par (Q,q') com ¢ : Y — Q

tal que ¢’ o f = 05, existe um inico morfismo u : CoKer(f) — Q tal
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que ¢ =uogq, i.e., o sequinte diagrama comuta

X
: OcoKer(i>/
' q

CoKer(f).

Como acima, se um morfismo possui contcleo, este é tinico salvo
isomorfismo.

Exemplo 1.34 Seja C uma categoria com objeto zero e sejam X, Y €
Ob(€). Entdo, um nicleo para o morfismo 03 é o par (X,Ix) e um
conticleo para 05 ¢ o par (Y, Iy).

De fato, ¢ claro que 03 o Iy = 03 e dado qualquer outro par (K, ¢)
em que ¢ : K = X e 0})5 op = O{f entao claramente ¢ comuta o
diagrama

K ot
N

: 0y

®: X —Y
74
VL

pois Ix o ¢ = ¢ e ¢ é 0 inico que o faz. Notemos que se ¢ : K — X &
tal que Ix o1 = ¢ entdo, necessariamente, 1) = ¢.

Exemplo 1.35 Em categorias como por exemplo g M a nogao de ni-
cleo e contcleo algébrico satisfazem as condigoes das definigdes 1.31 e
1.33 respectivamente, ou seja, dado um morfismo de R-mo6dulos f :
X — Y o par (Ker(f),i) em que Ker(f) = {m € X : f(m) = 0}
ei: Ker(f) — X é a aplicagao inclusdo ¢ um nucleo de f e o par
(Coker(f),n) em que Coker(f) =Y/Im(f)en:Y — Y/Im(f) é a
projecao canonica é um contcleo de f.

1.3 Monomorfismos, epimorfismos e isomor-
fismos

Para essa secao, caso o leitor queira aprofundar, citamos como re-
feréncia [9].
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Definigao 1.36 Seja a categoria Set. Dada uma fung¢do f entre con-
juntos X e Y. Dizemos que

(i) f é injetora, se existe uma funcdo g:Y — X tal que go f = Ix.
(ii) f € sobrejetora, se existe uma func¢ao g : Y — X tal que fog=Iy.

Estamos interessados em dar nog¢oes mais gerais, no contexto de
categorias, que se aproximem da ideia de injetividade e sobrejetividade.
Sejam € uma categoria e f € Home(X,Y).

Definicao 1.37 f € dito um isomorfismo se existe g : Y — X mor-
fismo tal que fog=1y ego f =1x. Os objetos X,Y sao ditos iso-
morfos e denotamos por X ~Y | se existir um isomorfismo f : X — Y.

Definicao 1.38 f € dito um monomorfismo se para todo par de mor-
fismos g,h : Z — X tais que fog= foh entdo g = h.

Definicao 1.39 f € dito um epimorfismo se para todo par de morfis-
mos g,h :Y — Z tais que go f = ho f entao g = h.

Proposigao 1.40 Seja (Ker(f),k) um nicleo para f. Entdo k é um
monomorfismo.

Demonstragao: Sejam g,h : U — Ker(f) morfismos tais que ko h =
ko g. Observemos que fo(kog)= O}Ifer(f) o g = 0%. Portanto, existe
um dnico morfismo v : U — Ker(f) tal que kou =kog=kohe

assim, u = g = h. [

Exemplo 1.41 Considere a categoria Ring. Entdo o morfismo inclu-
sd0 i : Z — Q é um epimorfismo que nao é sobrejetor.

De fato, sejam R um anel e g,h : Q — R morfismos de anéis tais
que goi = hoi. Seja z € Z ndo-nulo. Entao

h(l) =

gl

= g(
= g(
h(

1
z

Multiplicando a tultima igualdade por h(

nd) =

) obtemos



Assim, dado ¢ € Q podemos escrever ¢ = ¢ com a,b € Z, b # 0.
Dai g(q) = g(%) = g(a)g(3) = h(a)h(5) = h(q) Vg € Q. Logo, g = h.

Em ([9], Chapter X, p.481), ha um exemplo onde é considerada a
categoria de grupos abelianos divisiveis, no qual é exibido um mono-
morfismo que nao é injetor.

Aqui, surgem questdes naturais como, por exemplo, hi alguma ca-
tegoria em que as nogoes de monomorfismo e injetividade coincidem?
A mesma pergunta para as no¢oes de epimorfismo e sobrejetividade. A
seguir, um exemplo de categoria onde as nogoes coincidem.

Proposigao 1.42 Seja R um anel. Um morfismo f em pM € mono-
morfismo (respectivamente epimorfismo) se, e somente se, f € injetor
(respectivamente sobrejetor).

Demonstragao: (<) Consideremos f : X — Y um morfismo na
categoria gM. Suponhamos f injetor e sejam g,h : Z — X morfismos
de R-modulos tais que fog = foh. Temos que existe uma fungdo
k:Y = Xtalque ko f =1Ix. Assim, ko (fog)=ko(foh)o que
implica g = h.

Suponhamos f sobrejetor e sejam g, h : Y — Z morfismos de R-
modulos tais que go f = ho f. Temos que existe uma funcao k : ¥ — X
tal que f ok = Iy e portanto, g = h.

(=) Suponhamos que f nao seja injetor, i.e. Ker(f) # {0}. Con-
sideremos a inclusdo ¢ : Ker(f) — X. Entdo foi: Ker(f) - Y é um
morfismo. Agora, consideremos o morfismo h : Ker(f) — X definido
por h(z) = 0 para todo = € Ker(f). Observamos que foi = fohe,
no entanto, i # h, ou seja, f nao é um monomorfismo.

Suponhamos agora que f ndo seja sobrejetor. Como I'm(f) é um
R-submédulo de Y, podemos considerar o médulo quociente Y/Im(f)
que, nesse caso, € diferente do médulo nulo.

Usando a projegao canonica m: Y — Y/Im(f) definida por 7(y) =
y+Im(f)eomorfismoh : Y — Y/Im(f) definido por h(y) = 0+Im(f)
temos m o f = ho f. No entanto, @ # h e portanto, f ndo é um
epimorfismo. [

1.4 Produtos e coprodutos

A nocéo de produto pode ser vista como uma generalizagao do pro-
duto cartesiano de conjuntos. Esse é possivelmente um dos primeiros
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exemplos do uso de teoria de categorias para definir uma no¢ao mate-
matica, sendo que o termo “definir” aqui significa uma caracterizacao
por meio de morfismos entre objetos.

Definigao 1.43 Sejam C uma categoria e X, Y € Ob(C). Um produto
de X eY é uma tripla (P,7x,7y) tal que P € Ob(C), nx : P —» X e
my : P =Y sdao morfismos nessa categoria. Além disso, se existirem
outro objeto QQ e morfismos qx : Q@ — X eqy : Q@ = Y em C entdo
eziste um unico morfismo ¢ : Q — P tal que txo¢p = gx e Ty od = qy .

Essa definicdo pode ser visualizada através do seguinte diagrama
comutativo

Proposigao 1.44 O produto de dois objetos X e Y em uma categoria
C, se existe, € unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao: Sejam (P, 7x,7y) e (Q,¢x,qy) dois produtos de X
eY em C. Como (P,7mx,my) é produto, existe um tnico morfismo
¢p:Q > Ptalquerxop=¢qx emy o =qy.

Também, do fato de (@, gx, gy) ser produto, existe um tnico mor-
fismo ¢ : P — @ tal que gx oY = mx e qy o = my. Notemos que
Yod:Q — Qedorp: P— P sdo morfismos tais que gx o (p 0 @) =
TX 0P =qx,qro(Pod)=myod=qy,Txo(poy)=gx oY =7mx
e my o (¢po) =qy o) = my. Pela unicidade dos morfismos segue que
¢O¢:IQG¢01/J:IP. | ]

Exemplo 1.45 O produto de dois conjuntos A e B na categoria Set
é a tripla (A X B,74,7p), ou seja, o produto cartesiano com as res-
pectivas projecoes canonicas. De fato, seja (D, P4, Pg) outra tripla.
Consideremos o diagrama
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D
/ §¢\

pA/AiB Py
I

em que definimos ¢ : D — A x B por ¢(d) = (Pa(d), Pg(d)) para todo
d € D. Nesse caso, a comutatividade do diagrama é clara e a unicidade
de ¢ também.

Exemplo 1.46 Dados dois grupos G e H na categoria Grp, o produto
desses objetos é a tripla (G x H, ng, 7y ) tal que (G x H,-) é um grupo
em que G X H é o produto cartesiano dos conjuntos e - é uma operagao
definida por -((g, h), (r,s)) = (gr, hs). As projecdes sdo morfismos de
grupo e a verificacao é analoga ao exemplo anterior.

Defini¢ao 1.47 Sejam C uma categoria e X,Y € Ob(C). Um copro-
duto de X eY é uma tripla (Q,ix,iy) tal que Q € Ob(C), ix : X — Q
eiy : Y — Q sdo morfismos nessa categoria. Além disso, se existirem
outro objeto Q' e morfismos jx : X — Q' ejy : Y — Q' em C entdo
existe um inico morfismo 1 : Q — Q' tal que Yoix = jx e Yoiy = jy.

Podemos visualizar essa definicdo via o diagrama comutativo

X
ix /
<’ @ "
Y
Jjy
Y.

Observagao 1.48 O coproduto é tnico a menos de isomorfismo. A
demonstragdo desse fato pode ser feita de maneira andloga ao caso do
produto. Por outro lado, observamos que o coproduto de X e Y na
categoria € é o produto de X e Y na categoria C°P.

De fato, a propriedade universal implica na existéncia de um mor-
fismo 9 : Q@ — Q’, ou seja, Y € Homeor(Q', Q) tal que Y oix = jx e
Poiy = jy,i. e, ix oP Y = jx e iy o°? 1) = jy. Podemos portanto
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dizer que a nocao de coproduto é dual a no¢ao de produto, no sentido
categorico.

Exemplo 1.49 O coproduto na categoria Set de dois conjuntos A e
B é a uniao disjunta destes com as respectivas inclusoes.

De fato, denotamos por ALIB a unido disjunta de A e B. Verifique-
mos que a tripla (AU B,i4,ip) é de fato o coproduto. Seja (Q,ja,jB)
outra tripla. Definimos ¢ : AU B — @ por ¥(a) = ja(a) se a € A e
Y(b) = jp(b) se b € B. E imediato que 1 oiq = ja e hoip = jp e
claramente 1) é tnica.

Observacgao 1.50 Essas nocoes de produto e coproduto podem ser
generalizadas. Sejam € uma categoria e {X; };c; uma familia de objetos
em C. Dizemos que (X, {m;}icr) € o produto da familia {X;};cs se
X € 0b(€) e {m : X — X,;}icr € uma familia de morfismos nessa
categoria tal que para qualquer outro objeto Y e familia de morfismos
{qi }ier existe um tdnico morfismo f : Y — X tal que m; o f = ¢; para
todo i € I, ou seja, o seguinte diagrama comuta

f ’l
. i

Y#Xi

para todo i € I. De maneira dual, podemos definir o coproduto gene-
ralizado.

Exemplo 1.51 Consideremos a categoria pM. Seja {M;};c; uma fa-
milia de R-mo6dulos, entdo [ M; o produto direto de modulos junta-
i€l
mente com as proje¢oes {m; };cs é o produto dessa categoria. Da mesma
maneira, @ M; a soma direta interna de médulos juntamente com as
icl
inclusoes {i;};er € o coproduto nessa categoria.
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Capitulo 2

Funtores

2.1 Funtores e transformacgoes naturais

Nesse capitulo apresentamos as nogoes de funtores, transformacoes
naturais e adjuncoes. Historicamente, o estudo de certas transforma-
¢Oes naturais deu origem & no¢ao de funtor que, por sua vez, deu origem
a nocao de categoria. As adjungdes sdo um tipo especifico de isomor-
fismo natural que estabelecem uma certa simetria que estd presente
em muitas estruturas mateméticas. Um resultado famoso apresentado
nesse capitulo é o Lema de Yoneda.

Defini¢ao 2.1 Sejam C e D categorias. Um funtor (covariante) F
consiste de duas aplicagoes:

(i) uma aplicagdo F : Ob(C) — Ob(D) que associa a cada objeto X em
C um objeto F(X) em D;

(ii) wma aplicacio F : Home(X,Y) — Homp(F(X),F(Y)) que as-
socia a cada morfismo f : X — Y em Home(X,Y) um morfismo
F(f): F(X) = F(Y) em Homyp(F(X),F(Y)) tal que se verificam as
sequintes igualdades

F(Ix)=Ipx) e F(fog)=F(f)oF(g)

em que X é um objeto qualquer em C e f,g sao morfismos em C (pos-
siveis de se compor).

Observagao 2.2 Um funtor F' é chamado contravariante se inverte
flechas, i.e., para todo morfismo f : X — Y temos F(f) : F(Y) —

F(X)eF(fog)=F(g)oF(f)
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Observagao 2.3 Pensando em diagramas comutativos, a ideia de um
funtor é levar diagramas comutativos uma categoria em diagramas co-
mutativos de outra categoria. Sejam X,Y, Z € Ob(C), f € Home(Y, Z)
e g € Home(X,Y). Entéo o diagrama

é levado por um funtor F' covariante (respectivamente contravariante)
no diagrama & esquerda (respectivamente & direta)

Fx) % gz F(X) 22 p(z)
lF(g) - F(Q)T A
FY) FY).

Observagao 2.4 Dado um funtor contravariante F' definimos um novo
funtor F'°P : C°? — D por F°P(X) = F(X) e F°P(f) = F(f) para todo
X € 0b(€) e todo morfismo f em €. Nesse caso, F°P é um funtor
covariante, pois F*?(g o f) = F?(f o g) = F(f o g) = F(g) o F(f) =
For(g) o FoP(f).

Daqui por diante, utilizamos o termo funtor para designar funtores
covariantes, caso nada seja dito ao contrario. Vejamos alguns exemplos
de funtores.

Exemplo 2.5 Dado uma categoria C, existe um funtor chamado funtor
identidade Ide : € — € definido por Ide(X) = X e Ide(f) = f para
todo X € Ob(€) e todo morfismo f em C.

Exemplo 2.6 Seja F' : Grp — Set tal que F(G) = G e F(f) = f.
Tal funtor é chamado funtor esquecimento, pois em Set é esquecida a
estrutura de grupo dos objetos de Grp. Assim como os morfismos de
grupos sdo considerados apenas como fungao entre conjuntos.

O funtor esquecimento aparece em vérias outras categorias e é pos-
sivel dar muitos exemplos similares ao exemplo acima.

Exemplo 2.7 Sejam € uma categoria localmente pequenae X € Ob(C).
Definimos funtores Fxy : € — Set e Gx : C°P — Set tais que, para

21



qualquer Y € Ob(C), definimos Fx(Y) = Home(X,Y) e Gx(Y) =
Home(Y,X)ese f:Y — Z é um morfismo em C, entdo

Fx(f): Home(X,Y) — Home(X,Z)
a = Fx(f)(a)=foa

Gx(f): Home(Z,X) — Home(Y,X)
a = Gx(f)la)=aof

sao funtores. De fato,

Fx(Idy)(Oé) = IdyOOt
= «

= Idpy(v)(a).

Sejam f:Y — Z e g: Z — W morfismos em C. Entao

Fx(gof)(a) = (gof)oa
= go(foa)
= go(Fx(f)(a))
= Fx(9)(Fx(f)(®))
= (Fx(g)o Fx(f))(a).

A verificacdo de que Gx é um funtor é analoga.

Na construcao da algebra envolvente universal de uma algebra de
Lie existem alguns funtores que estdo implicitos, como veremos nos
proximos exemplos. Referimos aqui o Apéndice A.

Exemplo 2.8 Seja k um corpo. Consideremos a categoria Lieg cujos
objetos sao algebras de Lie sobre k e os morfismos sao morfismos de
algebras de Lie.

O funtor 4 : Lie, — Algy, € definido como (L) a algebra envolvente
universal de uma algebra de Lie L.

Sejam L,L' € Ob(Liex) e f : L — L’ um morfismo em Lie;. Da
definigdo da algebra envolvente universal, segue que (uma vez que ¢ =
trr o f € um morfismo em Liey) existe um tnico morfismo de k-algebras
¥ @ MWL) — UL) que induz um morfismo de algebras de Lie 1 :
L(U(L)) — L(U(L")) que comuta o diagrama

L

L —=— L((L))

fl |

L — = L)),

Lt
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isto &, ¢y o f =1 oy, Definimos U(f) = .

A unicidade nos garante que no caso em que L = L', (1) = Iy(z).
Sejam f: L — L' e g: L' — L” morfismos de élgebras de Lie. Entao
)+ ML) — UL e U(g) : UML) — (L") sdo morfismos de k-
algebras tais que U(f) oty =vp o fell(g)otr =iprog.

Compondo f em ambos os lados da tltima igualdade, resulta que
U(g)otprof =upnogo f,ouseja, h(g)ol(f)ory =tprogo f. Segue
da unicidade que $l(g o f) = $h(g) o $4(f).

Exemplo 2.9 Seja £ : Alg, — Liey o funtor que leva toda k-algebra
na algebra de Lie cujo colchete de Lie é o comutador. Dado um mor-
fismo de k-algebras f : A — B, este induz um morfismo de &lgebra de
Lie £(f) : £(A) — £(B). Veja Exemplo A.3 do Apéndice A.

Esses dois ultimos funtores estdo, de certa forma, relacionados como
veremos mais adiante.

Exemplo 2.10 Seja k um corpo. Hopfy € a categoria cujos objetos
sao algebras de Hopf e cujos morfismos sao homomorfismos de dlgebras
de Hopf.

Consideremos P : Hopf, — Lie o funtor que toma primitivos. Seja
H uma algebra de Hopf. Definimos

PH)={zeH: Alx)=2z1+11x}.

Segue do fato de que A é k-linear que P(H) é um k-espago vetorial.
Podemos definir uma estrutura de algebra de Lie em P(H ) considerando
[x,y] = xy — yx como colchete de Lie, para quaisquer x,y € P(H).
Todo morfismo de dlgebras de Hopf f : H — W induz um morfismo de
algebras de Lie f': P(H) — P(W) fazendo f'(x) = f(z). De fato,

Af@) 2 (o NAE)
= (fefleel+len)
@ f@)e1+1e fz) e POV).

As igualdades (*) e (**) seguem do fato de f ser um morfismo de
algebras de Hopf (e portanto, de codlgebras e de algebras). Natural-
mente, do fato de f ser morfismo de algebras segue que f’ induzida é
um morfismo de algebras de Lie.

Um funtor conhecido da &lgebra linear é aquele que toma o duplo
dual de um espaco vetorial.
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Exemplo 2.11 Chamamos de D : Vecty, — Vect, o funtor definido
por D(V) = V** para todo espago vetorial V. Toda transformagcao
linear f : V' — W induz uma transformacao linear chamada dupla
transposta
D(f): V™ — W*
T — Tof*

em que f* : W* — V* é a aplicagdo transposta de f, definida por
f*(g) =go f, para todo g € W*.

Nem sempre o que parece intuitivamente um funtor é de fato um
funtor, o préximo exemplo mostra uma tentativa falha de criar um
funtor.

Exemplo 2.12 Mostremos que ndo existe um funtor F' : Grp — Ab
tal que F(G) = Z(G), em que Z(G) é o centro do grupo G.

Consideremos os grupos de permutagoes Se e S3. Sabemos que
Z(Sg) = SQ e que Z(S3) = {633}. Sejam f : SQ — Sg egqg: Sg — Sg
morfismos de grupo. O morfismo f é definido por eg, — eg,, (12) —
(12) e g por eg,, (123), (132) — es,, (12), (23), (13) — (12). Nesse caso,
gof = Ig,. Caso existisse um funtor F' tal que F(G) = Z(G), o mesmo
deveria satisfazer F'(go f) = F(Is,) = Ip(s,) = Is,.

Entretanto, F(f) : S — {es,} & o homomorfismo nulo. Assim,
F(g) o F(f) : S2 — S3 & o homomorfismo nulo. Logo, F(go f) #

F(g) o F(f).

Definigao 2.13 Sejam F,G : C — D funtores. Uma transformag¢ao
natural p: F' — G € uma cole¢io de morfismos {ux : F(X) — G(X) :
X € Ob(C)} tal que para todo par de objetos X,Y € Ob(C) e para cada
morfismo f: X — Y o sequinte diagrama comuta

125:¢

F(X)—— G(X)

F(f)l iG(f)

F(Y) — G(Y).

Uma transforma¢do natural p : F — G € dita um isomorfismo
natural se, para todo objeto X, o morfismo px : F(X) — G(X) € um
isomorfismo. Nesse caso, diremos que F' é equivalente a G e denotamos
isso por F' ~ G.

Uma maneira de interpretar uma transformacao natural € como uma
colecdo de morfismos que leva diagramas comutativos da “imagem de
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um funtor” em diagramas comutativos da “‘imagem de outro funtor”,
ou seja, & como se a transformacao natural transladasse os diagramas
de um funtor para outro. Isso pode ser visto pelos diagramas a seguir,
considerando u : F — G uma transformacao natural, ou seja,

X F(X) = G(X)

X Wﬁ a(f)
h Y  F( F(Y) o B Gy o G(Y)
Z F(Z) a G(Z)

em que X,Y e Z sdo objetos quaisquer em C e f,g e h sdo morfismos
que comutam o diagrama & esquerda.

Exemplo 2.14 Consideremos os funtores F' : Ab — Grp funtor esque-
cimento e U : Grp — Ab o funtor definido por U(G) = G/[G, G|, em
que [G, G] é o comutador do grupo G.

O funtor U estd bem definido, pois [G, G| goza da propriedade que
G/[G,G] é um grupo abeliano. Dado um morfismo de grupos f : G —
H induzimos um morfismo de grupos abelianos como segue

u(f): G/|G.G] — HJH, H]
g[G,G] = f(g)[H,H]

o qual estd bem definido. Além disso, temos U(Ig) = Iy (), para todo
grupo G. Dados morfismos de grupos f: G — H e h : H - W temos
que

U(ho f)(9lG, GI)

Il
==
~ o
—

s

para todo g € G. Portanto, U(ho f) = U(h) o U(f).
A cole¢do de morfismos projecao

P={P;:G— GJ[G,G]: G e Ob(Grp)}

¢ uma transformacao natural entre os funtores Idg,, e F'oU. De fato,
sejam G, H € Ob(Grp) e f : G — H um morfismo em Grp. Entdo o
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diagrama seguinte comuta

¢ G/G.q]
fJ( l(FoU)(f)
H

pois

(Paof)lg) = PH()f(g))

T
NS

232
=

=

I
N N TN

para todo g € G. Logo, Py o f = (FoU)(f)o Pg.

Definigao 2.15 Dizemos que duas categorias C e D sao equivalentes
se existem funtores F': € — D e G : D — C tais que Fo G ~ Idp e
G o F ~ Ide. Denotamos a equivaléncia entre categorias por C ~ D.

Existe uma nogdo mais forte que é o isomorfismo entre categorias,
como é dado pela defini¢do a seguir.

Definicao 2.16 Duas categorias C e D sao ditas isomorfas se existem
funtores F:C— D eG:D — C tais que GoF =1de e FoG = Idyp.
Denotamos o isomorfismo entre categorias por C ~ D.

Todo isomorfismo entre categorias é claramente uma equivaléncia
entre categorias, no entanto, a reciproca nao é verdadeira. Trabalhamos
apenas com equivaléncia entre categorias, englobando os casos em que
sdo isomorfismos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.17 Esse exemplo pode ser encontrado em ([2],p.72 — 77).
Dada uma coélgebra C, consideramos a categoria Rat(.~M) como aquela
cujos objetos sao os C*-moédulos & esquerda racionais, ou seja, C*-
modulos & esquerda cuja acao é dada por

¢ em= Zc*(ci)mi,
el

para familias finitas (¢;)ier € C e (m;)ier € M (I é um conjunto
finito), Vm € M e V¢* € C*. Os morfismos em Rat (.- M) sdo morfismos
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de C*-modulos & esquerda. Entdo as categorias M¢ e Rat(.-M) sdo
isomorfas, em que M€ é a categoria dos C-como6dulos & direita.

Exemplo 2.18 O funtor D : Vecty, — Vect, do Exemplo 2.11 é equi-
valente ao funtor Idy..,. De fato, para cada espaco vetorial V, defi-
nimos
wy: Voo V¥
v o= pyv): Vo= &k
fo= f).

Sabemos que py € um isomorfismo de espagos vetoriais. Provemos

que dados espacos vetoriais V', W e um morfismo f : V' — W, o seguinte

diagrama comuta

V HV > V**

|

Sejam v € V e g € W*. Entao

(D(f) e pv)(@))(g) = (D(

I
=
<

Il
=
o <

I
A~ N

em que f*:W* — V* é a aplicagdo dual de f. Portanto, D(f) o uy =
pw o f.
Definigao 2.19 Um funtor F : C — D ¢é dito

(i) Fiel, se para todo par de objetos X,Y € Ob(C) a aplicagdo subjacente
F:Home(X,Y) = Homp (F(X), F(Y)) é injetora.

(ii) Pleno, se para todo par de objetos X, Y € Ob(C) a aplicagao subja-
cente F': Home(X,Y) — Homqo (F(X), F(Y)) € sobrejetora.

(iii) Denso, se para todo objeto Z € Ob(D) ewistir um objeto X € Ob(C)
tal que F(X) ~ Z.

Teorema 2.20 Duas categorias C e D sao equivalentes se, e somente
se, existir um funtor pleno, fiel e denso F': C — D.
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Demonstragao: (=) Como € e D sdo equivalentes existem funtores
F:C—-DeG:D—Ctaisque FoG ~ Idp e GoF ~ Ide. Sejam
X,Y € Ob(@). Entéo
Afirmacdo 1: F': Home(X,Y) —» Homp (F(X),F(Y)) é injetora.
Primeiro observamos que para todo h € Home(X,Y) o seguinte
diagrama é comutativo

X 5 (Go F)(X)

hl J{(GoF)(h)

Y ——> (Go F)(Y),

pois u : Ide — (G o F') é um isomorfismo natural. Sejam f,g €
Home(X,Y) tais que F(f) = F(g). Entdo G(F(f)) = G(F(g)) e isso
implica que

(GoF)(f)opx = (GoF)(g)opx.

Pela comutatividade do diagrama anterior (fazendo h = f e h = g),

py o f=(GoF)(f)oux =(GoF)(g)oux =pyog

e isso resulta que f = g, pois puy é um isomorfismo. De maneira
analoga, mostramos que G é fiel.

Afirmacao 2: A aplicagdo F': Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y))
é sobrejetora.

Seja g : F(X) — F(Y) um morfismo em D. Mostremos que existe
um morfismo h: X — Y tal que F'(h) = g.

Consideramos h = uy' 0o G(g) o ux : X — Y, segue que h é um
morfismo em Home(X,Y). Pela comutatividade do diagrama acima
temos que

(Go F)(h)oux = py oh,VYh € Home(X,Y).
Em particular, para h = ,u;l o G(g) o ux, segue que
(G o F)(py' 0 Glg) o px) o px = py o py' 0 G(g) o pux = G(g) o px.
Logo, G(F(uy' 0 G(g) o ux)) = (G o F)(py' 0 Glg) o px) = G(g) e

como G ¢ fiel, segue que F(h) = F(uy' o G(g) o py) = g. Portanto, F
é pleno.

Afirmacao 3: F' é denso.
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De fato, seja Z € Ob(D). E claro que G(Z) € Ob(€). Por hipétese,
existe um isomorfismo puz : Z — (F o G)(Z), ou seja, F(G(Z)) ~ Z.

(<) Sabemos que existe um funtor F' : € — D pleno, fiel e denso.
Mostremos que existe um funtor G : D — € tal que FFo G ~ Idp e
GoF ~ Ide.

Para cada objeto Z € Ob(D), existe um objeto X € Ob(C) tal que
F(X) ~ Z, pois F é denso.

Definimos G(Z) = X. Decorre disso que uz : Z — (F o G)(Z) e
uw 2 W — (FoG)(W) sdo isomorfismos, para quaisquer Z, W € Ob(D)
(em que F(Y) =~ W, para algum Y € Ob(@)).

Seja f € Homyp(Z, W), precisamos definir G(f). Como F' é fiel e
pleno, a aplicacao

Home(G(Z),G(W)) = Homp (F(G(2)), F(G(W)))
é bijetora. Considerando o diagrama

Hrz

Z " (FoG)(2)

f
'
W > (F 0 G)(IW).
O morfismo pontilhado pode ser definido como
pw o fopuy' € Homp(F(G(Z)), F(GW)))

e, pelo dito acima, existe um tnico h € Home(G(Z), G(W)) tal que
F(h) = pw o f o uy". Assim, definimos G(f) = h.

Verifiquemos que G é de fato um funtor. Mostremos que G(Iz) =
I (z) para todo objeto Z € Ob(D). Segundo o diagrama abaixo

725 (Fo G)(2)

Iz

v
Z == (FoG)(2),
o morfismo pontilhado pode ser definido por pz oIz o;@l = Ir(z)) €
sabendo que F ¢ fiel e pleno, existe um unico t € Home(G(Z), G(Z)) tal
que F'(1) = Ip(a(zy)- Como F é funtor, segue que F(Ig(z)) = Ipc(z))-
Dai, F(1) = F(Ig(z)) e assim, ¢ = Ig(z), pois F' ¢ fiel. Por definicao,
G(lz) =1=Igz)-

29



Agora, sejam f : Z — W e g : W — K morfismos em D. En-
tdo sabemos que existem unicos h,h’ em Home(G(Z),G(W)) e em
Home(G(W), G(K)) respectivamente, tais que F(h) = o fou,' e
F(W)=pukogo “W Portanto,

F(Woh) = F(h')oF(h)
= (pxogopy)o(uwo fouy')
= pxo(gof)opuy'

e, por defini¢do, G(go f) = h'oh = G(g)oG(f). Donde, G &€ um funtor.

Para finalizar, devemos provar que F o G ~ Idp e Go F' ~ Ide.
Para mostrarmos que F o G ~ Idp, notamos que VZ € Ob(D), pz :
Z — (FoQ@)(Z) é um isomorfismo. Seja f € Homp(Z, W). Resta-nos
mostrar que o diagrama abaixo comuta para garantirmos que p € um
isomorfismo natural

Z (FoG)(Z)
Ido ( f)l i(FoG)(f)
W —— (F o G)(W).

Pelo que desenvolvemos anteriormente, (F o G)(f) = pw o fopu,'
e isso implica que (F o G)(f)opuz = pw o f.

Mostremos agora que Go F' ~ Ide. Seja X € Ob(C).
Ob(D) e assim, existe X’ € Ob(C) tal que F(X') ~ F(X

Dai, G(F(X)) = X’ e portanto, F'(X) ~ F(X') =
(FoG)(F(X)).

Logo, pp(x) : F(X) — (F o G)(F(X)) é um isomorfismo. Como F
é pleno, existe um morfismo ay : X — (G o F)(X) tal que F(ax) =
HE(x)-

Mostremos que ax é um isomorfismo. De fato, como pp(x) é iso-
morfismo, existe u'F(X) : (FoG)F(X)) — F(X) tal que ppx) o
,u};(X) = I(poc)(F(X)) © //F(X) o up(xy = Ip(x). Novamente por ser F
pleno, existe oy : (G o F)(X) — X tal que F(a'y) = pip . Notemos
que

Entao F(X) €
) (F & denso).
F(G(F(X))) =

Flaxody) = F(ax)oF(ay)
HR(xX) © Ke(x)
I(poc)(P(x))
Trarx)))

= F(lGor)(x))

30



e isso implica que ax o o'y = I(Gor)(x), Pois F' é fiel. Analogamente,
é possivel mostrarmos que o'y o ax = I'x.
Finalmente, resta-nos mostrar que a cole¢ao de morfismos

a={ax: X = (GoF)(X): X € 0be)}

é um isomorfismo natural. Sejam X,Y € Ob(C) e f € Home(X,Y).
Mostremos que o seguinte diagrama comuta

) s (Go F)(X)
Ide(f)l \L(GOF)(f)

De fato, sabemos que F o G ~ Idp e isso implica que o diagrama

HF(X)

F(X)——= (FoG)(F(X))
F(f)l l(FoG)(F(f))
FY)—= (FoG)(F(Y))

HFE(Y)
comuta. Portanto, jp(yyo F(f) = (FoG)(F(f))oup(x) o que implica
Flay) o F(f) = (F o G)(F(f)) o F(ax) e assim,

F(ay o f)=F(Go F)(f)oax).
Como F' é fiel, segue que ay o f = (G o F)(f) o ax. ]

Proposigao 2.21 Seja F' : C — D uma equivaléncia de categorias.
Um morfismo f: X =Y é um monomorfismo em C (epimorfismo em
C) se, e somente se, F(f) é wm monomorfismo em D (epimorfismo em
D).
Demonstragao: Como F' é uma equivaléncia, existe um funtor G :
D — Ctal que FoG ~ Idp e Go F ~ Ide. Mostremos o caso do
monomorfismo, pois o do epimorfismo é anélogo.

(=) Suponhamos p : Ide — G o F um isomorfismo natural. Assim,
para quaisquer X,Y € Ob(C) e qualquer morfismo f : X — Y, ux e
[y sdo isomorfismos e vale a comutatividade do diagrama abaixo

X 25 (Go F)(X)

fJ/ i(GoF)(f)

Y ——> (Go F)(Y).
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Sejam i,j : Z — F(X) morfismos em D tais que F(f)oi = F(f)oj.
Entdo G(F(f)oi) = G(F(f)oj). Mas
G(F(f) i) (GoF)(f)oGi)
(G o F)(f) o ux) o ux' o G(i)
= pyofouyx oG(i).

De maneira inteiramente anéloga, segue que G(F'(f)oj) =py o fo
px' o G(j). Logo,

py o fopxtoGi) = py o fopux'oG(j),

o que implica, fou;(l oG(i) = fop}l oG(j) e como f é monomorfismo,
segue que py' o G(i) = uy' o G(j). Portanto, G(i) = G(j). Como G
é fiel, pois temos uma equivaléncia entre categorias, segue que i = j.
Logo, F(f) é um monomorfismo.

(<) Sejam g,h : W — X morfismos em € tais que fog = foh.
Entdo F(f o g) = F(f o h). Portanto, F(f) o F(g) = F(f) o F(h)
e sendo F(f) um monomorfismo, F(g) = F(h). Como F é fiel, pois
temos uma equivaléncia entre categorias, segue que g = h. Logo, f é
um monomorfismo. ]

Definimos agora dois tipos de composicdo entre transformacoes na-
turais.

Sejam € e D categorias, F,G,H : € — D funtores e u : F — G e
A : G — H transformagoes naturais. A transformagio natural Ao p :
F — H dada por (Ao u)x = Ax o ux para todo objeto X em C é
chamada composicao vertical das transformagoes naturais p e A. Tal
composi¢ao pode ser visualizada como

Verifiquemos que essa composi¢do é uma transformacgdo natural.
Seja f : X — Y um morfismo em €. Mostremos que o diagrama abaixo
comuta
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F(X) 2 g(x)

F(f)l \LH(f)

F(Y)—— H(Y).

Ayouy

De fato,

(Aop)y o F(f) = AyopuyoF(f)
= Ay oG(f)opux

= H(f)oAxopux
= H(f)e(Aop)x,

em (*) e em (**) utilizamos as naturalidades de p e \, respectivamente.

Sejam C, D e & categorias, F;G : C — D e J, H : D — & funtores
ep: F — Ge\:J — H transformagbes naturais. A composi¢do
horizontal Aoy : JoF — HoG é definida por (Aop)x = Ag(x)oJ(px)
para todo X € Ob(C).

Tal composicao pode ser visualizada como

F J

G H

Mostremos que essa composicao é uma transformagdo natural. Seja
f € Home(X,Y). Entdo o diagrama abaixo

(J o F)(X) 25 (17 0 6)(X)

(JoF)(f)i i(HoG)(f)

(Jo F)(Y) (HoG)(Y)

—
(Aop)y
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é comutativo. De fato, consideremos os seguintes diagramas comutati-
VoS

/\c<x)

F(X)-"2>G(X) e (J o G)(X) = (H o G)(X)

F(f)l lG(f) (JoG)(f)l i(HoG)(f)
FY)——=G(Y) (JoG)Y) ——= (HoG)(Y).

128 )‘G(Y)

Temos que G(f) o ux = py o F(f) e isso implica J(G(f) o ux)
J(py o F(f)), ou seja, J(G(f)) o J(ux) = J(py) o J(F(f)). Assim,

(Ao p)y o (Jo F)(f) Ac(v) © J(uy) o J(F(f))

= Ag) o J(G(f)) o J(ux)

= H(G(f)) o Ag(x) o J(ux)
(HoG)(f)o(Aop)x

—~
P

A igualdade (*) segue da comutatividade do segundo diagrama.
Agora, consideremos mais um exemplo de categoria.

Exemplo 2.22 Sejam C e D categorias pequenas. Denotamos por
Fun(@,D) a categoria cujos objetos sdo funtores F' : € — D. Dados
funtores F,G : € — D, chamamos Nat(F,G) o conjunto das transfor-
magoes naturais p : F — G.

Provamos agora um dos importantes resultados da teoria de cate-
gorias, o Lema de Yoneda.

Seja X um objeto fixo em C. Definimos o funtor Lx : € — Set por
Lx(Y)=Home(X,Y), VY € Ob(€). Além disso, para cada morfismo
a:Y — Z definimos Lx(a)(f) = ao f, para todo f € Home(X,Y).

Dizemos que o funtor Ly é representado pelo objeto X. Um funtor
diz-se representdvel se o mesmo é equivalente a um funtor representado
por algum objeto.

Lema 2.23 (Lema de Yoneda) Sejam F' : € — Set um funtor e X €
0b(C). Entéo o conjunto das transformacoes naturais Nat(Lx, F) esta
em bijecdo com o conjunto F'(X) pela fungdo

¢: Nat(Lx,F) — F(X)
I = px (Ix).
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Demonstragao: Sejam pu € Nat(Lx,F),Y € Ob(C)e f: X - Y um
morfismo em €. Entdo o seguinte diagrama comuta

nx

Lx(X) —— F(X)

A

Lx(Y) ——=F(Y)

ry

ou seja, py o Lx(f) = F(f) o ux. Observamos que Lx(f)(Ix) =
folx = f e portanto,
py (f) = py(Lx(f)(Ix))
(ny o Lx (f))(Ix)
(F(f) o px)(Ix). (2.1)

Definimos

¢: F(X) — Nat(Lx,F)
zr = Y():Lx - F

tal que para cada Y € Ob(C) e cada f € Home(X,Y),
(¥(x)y : Lx(Y) = F(Y)

¢ definida por (¢¥(x))y(f) = F(f)(z). Mostremos que ¢ é a funcgéo
inversa de ¢.

E necesséario provarmos primeiramente que, para cada z € F(X),
Y(z) : Lx — F é uma transformacio natural. Sejam Y,Z € Ob(C) e
f Y — Z um morfismo. Vejamos que o seguinte diagrama comuta

LX(Y)(f/J(f))y F(Y)

Seja g € Home(X,Y). Entao
(F(f) e (¥(x)y)(9)

| | |
=

w
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Finalmente, verifiquemos que ¥o¢ = Inq (1« ,F). Sejap € Nat(Lx, F).

Entao, para todo f: X — Y, temos

(o)) = v(o(n)
= Y(pxIx))

e assim,

(Yod)w)y(f) = WluxUx)))y(f)

Como f ¢é arbitrario, segue que ((¢ 0 ¢)(1))y = (Inat(rx,r) (1))
para todo objeto Y e isso implica que as transformacoes naturais sao
iguais, i.e., (¥ o ¢)(1) = Inat(Ly,F)(1). Por outro lado, para todo
z € F(X)

(Poy)(z) = o(¥(x)
= (W(z)x(Ix)
= F(Ix)(x)
IF(X)(LE

Proposigao 2.24 Sejam C uma categoria e X, Y objetos em C. Entio
Lx ~ Ly se, e somente se, X ~Y.

Demonstragao: (=) Seja p : Lx — Ly um isomorfismo natural.
Consideremos o morfismo pux(Ix) : Y — X. Do fato de py : Lx(Y) —
Ly (Y) ser isomorfismo, segue que existe um morfismo f : X — Y tal
que py (f) = Iy. Pela naturalidade de pu, o seguinte diagrama comuta

1254

Lx(X)—— Ly(X)
Lx(f)l iLy(f)

Temos que (Ly (f) o ux)(Ix) = Ly (f)(ux (Ix)) = foux (Ix). Dat,
pela comutatividade do diagrama, segue que
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Joux(Ix) = (Ly(f)oux)Ux)
= (uy o Lx(f))(Ix)
= py(Lx(f)Ux))
= puy(f)

= Iy.
Analogamente, o seguinte diagrama comuta

Lx(Y) Ly (Y)

LX(ILX(IX))\L iLY(HX(IX))
Lx(X) —— Ly (X).

125'¢
Comutando esse diagrama, para f € Lx(Y), obtemos que

px(Ix)of = Lx(ux(Ix))(f)

pyx' o (ux o Lx (nx(Ix)))(f)

px o (Ly (px(Ix)) o py)(f)
(nx(Ix) o py (f))

(ux(Ix)oIy)

I
= =
aUall
o O

Logo, f é um isomorfismo e portanto, X ~ Y.

(<) Suponhamos que exista um isomorfismo f : Y — X. Definimos
w: Lx — Ly fazendo, para cada Z € Ob(C),

nz : Lx(Z) — Ly(Z)
g = gof.

O fato de que, para todo Z € Ob(€), pz € isomorfismo é imediato,
visto que f é um isomorfismo. Verifiquemos que yx é uma transformacao
natural. Para isso, mostremos que o seguinte diagrama comuta



para quaisquer objetos Z e W e morfismo g: Z — W. Sejaa: X — Z
um morfismo em C. Entao

(twoLx(g))(a) = pw(goa)

1

~Q =
< o2
~ > %o

SN
O

O

N R

Proposigao 2.25 Sejam C uma categoria e X,Y € Ob(C). O copro-
duto de X e Y eziste se, e somente se, o funtor F : C — Set definido
por F(Z) = Home(X,Z) x Home(Y, Z) para todo Z € Ob(C) é repre-
sentdvel.

Demonstragao: Observamos que, dado um morfismo f: Z — W em
C, temos

F(f): Home(X,Z)x Home(Y,Z) — Home(X,W) x Home(Y,W)
(9.h) > (fog,foh).

(=) Por hipotese, existe o coproduto de X e Y, que denotamos
pela tripla (X UY,ix,iy). Afirmamos que o funtor F' é equivalente ao
funtor Ly y. Para isso, definimos p : Lxy — F' tal que, para cada
A € 0b(C),

pa: Home(XUY,A) — Home(X,A) x Home(Y,A)
¢ = (poix,¢poiy).

Seja (g,h) € Home (X, A) x Home(Y, A). Nesse caso,

X
g /
ix
A<~ XUY
X
h
Y

existe um tnico morfismo « : XUY — A tal que g = aoix e h = aoiy.
Assim, pa(a) = (aoix,ao0iy) = (g,h), ou seja, pua € sobrejetora.
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Sejam agora oy, e : XUY — A tais que pa(ar) = pa(ag), ou seja,
Q1 0ix = Q0ix € o Oty = g 01y e segue da unicidade que a; = .
Portanto, pa € injetora.

Falta verificarmos a naturalidade de pu. Provemos que o seguinte
diagrama comuta para um morfismo « : A — B, isto é,

Home(X UY, A) —2> Home(X, A) x Home (Y, A)

LXuy(Oc)\L lF(a)

Home(X UY,B) — Home(X, B) x Home(Y, B).

De fato, dado f: X UY — A, temos

(F(a)oua)f) = F(a)(ua(f))
F(a)(foix, foiy)

(o (foix),ao(foiy))
((ao f)oix,(ao f)oiy)
pp(ao f)

pe(Lxuy (@)(f))
= (up o Lxuy(a))(f).

(<) Por hipotese, F' : € — Set é representavel e dai, existe C' €
0b(C) tal que F ~ L¢ através do isomorfismo natural p : F —
L¢. Particularmente, pe € um isomorfismo, entdo existe (ix,iy) €
Home(X,C) x Home(Y,C) tal que pc(ix,iy) = Ic.

Afirmagdo: A tripla (C,ix,iy) ¢ um coproduto de X e Y. De
fato, seja (D,jx,jy) outra tripla com jx € Home(X,D) e jy €
Home(Y, D). Como pp € um isomorfismo, existe um tunico ¢ € Home(C, D)
tal que up(jx,jy) = ¢

Agora, utilizamos a naturalidade de p com o morfismo ¢ e o dia-
grama comutativo

Home(X,C) x Home(Y,C) re Home(C,C)

F(¢)l iLc(fb)

Home(X, D) x Home(Y, D) — Home(C, D).
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Observamos que Lo (¢)(Ic) = ¢ o Ic = ¢. Dai,

¢ = Lc(o)c)

Lo () (pe(ix,iy))

(Lo(9) o peo)(ix,iy)
(1D o F(9))(ix,iy)
1o (F (@) (ix,iy))

= pup(poix,poiy).

Portanto, (jx,jy) = pip' 0 b = (poix,doiy). Assim, poix = jx
e ¢ oty = jy. ]
2.2 Funtores adjuntos

Definigao 2.26 Sejam C e D categorias. Uma adjungio de C a D €
uma tripla (F,G,¢), em que FF : € — D e G : D — C sdo funtores
e {¢xy : Homp(F(X),Y) - Home(X,G(Y)) : X € Ob(C) eY €
Ob(D)} € uma familia de isomorfismos naturais.

Na definicao acima, estamos considerando os funtores

Homp(—,—)o(F x Idp) : C? x D — D? x D — Set

Home(—,—) o (Ideor X G) : C? x D — C? x € — Set,

tais que, para cada morfismo (f,g) € (Homeer (X,U), Homp (Y, V))
(ou (f,g) € (Home(U, X), Homp (Y, V))), temos

(Homp (=, =) o (F x Idp))(f,9) = Homp (F(f),9),
em que
Homo(F(f),g): Homp(F(X),Y) — Homp(F(U),V)
o ~  goaoF(f)

(Home (=, =) o (Ideer x G))(f,9) = Home(f,G(9)),

em que

Home(f,G(9)) : Home(X,G(Y)) — Home(U,G(V))
B = G(g)opolf.

40



Finalmente,
¢: Homp(—,—) o (F x Idp) = Home(—, —) o (Ideor X G)

¢ um isomorfismo natural e sua naturalidade é expressa pela comutati-
vidade do diagrama

Homao (F(X),Y) —2_+ Home(X,G(Y))
HomD(F(ng)l J/Home(f,G(g))
Homp(F(U),V) p— Home(U,G(V)).

Na tripla (F, G, ¢) o funtor F' é chamado de adjunto & esquerda de
G e o funtor G é chamado de adjunto & direita de F'.

Observagao 2.27 O termo adjuncao se deve a simetria dos simbolos
no isomorfismo, pois para objetos X € Ob(C) e Y € Ob(D) temos o
isomorfismo Homp (F(X),Y) ~ Home(X,G(Y)) que é comparavel a
definigdo de operadores adjuntos em um espago de Hilbert (H, (,)),
seT: H— HelL:H — H sao operadores adjuntos entao vale a
igualdade (T'(x),y) = (x, L(y)) para quaisquer z,y € H.

Teorema 2.28 ([1], Proposition 9.4, 9.5) Sejam FF: € - DeG:D —
C funtores. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) (F,G,¢) é uma adjuncio.

(ii) Existem transformagoes naturais e : FoG — Idp ec: Ide — GoF
tais que, para quaisquer Y € Ob(D) e X € Ob(C), valem as igualdades:

Igyy = Gley) o cay) (2.2)
Irx) = erp(x) © Fcx)- (2.3)

(iii) Existe uma transformacao natural ¢ : Ide — G o F' com a proprie-
dade que, para quaisquer X € Ob(C), Y € Ob(D) e qualquer morfismo
f: X — GY) em € existe um tnico morfismo ¢g : F(X) — Y em D
tal que f = G(g) o cx, ou seja, temos o diagrama comutativo abaixo

X —> G(F(X)) F(X)
; lG(g) g
G(Y) 1Vf.
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(iv) Existe uma transformacao natural e : Fo G — Idp com a proprie-
dade que, para quaisquer X € Ob(C), Y € Ob(D) e qualquer morfismo
g: F(X) =Y em D existe um tnico morfismo f : X — G(Y) em C
tal que g = ey o F(f). Tal propriedade é representada pelo diagrama
comutativo

F(X) X
. lF(f) T
Y
Y < — F(G(Y)) G(Y).

Demonstragao: (i) = (i) Sejam X € Ob(C) e Y € Ob(D), defi-
nimos ey = gf)azy)vy([g(y)) e cx = ¢x r(x)(Ir(x)). Consideremos
g : F(X) = Y um morfismo em D. Da naturalidade de ¢ obtemos o
seguinte diagrama comutativo

DX, F(X)

Homqyp(F(X),F(X)) —————— Home(X,G(F(X)))
HomlD(F(IX),g)\L lHomc(Ix,G(g))

Homp(F(X),Y) ——— Home(X,G(Y)).

ox,y
Temos que

(Home(Ix,G(g))odx rx))Ur(x)) = (dx,yoHomp(F(Ix),9))Irx))

que é equivalente a
Home(Ix,G(9))(0x,rx)Irx))) = ¢x,v (g0 Irx) o F(Ix)),

ou seja,
G(g9) o ox,rx)Ip(x)) = ¢x,v(9)-

Fazendo g = ey segue, da ultima igualdade, que G(ey) o cx =

¢x,y(ey) e para X = G(Y), G(ey) o cary)y = day),y(ey) = Iaw),
isto &, G(ey) o cg(yy = Ig(v)- A outra igualdade ¢ obtida de maneira
similar.
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Finalmente, provemos que ¢ é uma transformacao natural. Sejam
X, Y € 0b(C) e f: X =Y. Consideremos o seguinte diagrama

X > (GoF)(X)

fi i(GoF)(f)

Y —> (Go F)(Y).

Para provarmos a comutatividade do diagrama acima, utilizamos a
naturalidade de ¢ que comuta os seguintes diagramas

Homp (F(X), F(X)) —+ Home(X, G(F(X)))
HomD(F(Ix%F(f))i lHomcf(Ix,G(F(f)))
Homp (F(X), F(Y)) ————> Home(X, G(F(Y)))

[§]
Homs (F(Y), F(Y)) —22 . Home (Y, G(F(Y)))
Hom/D(F(f)yF(IY))i iHome(f,G(F(ly)))

Homs(F(X), F(Y)) ———— Home (X, G(F(Y))).

DX, F(Y)
Do primeiro diagrama vem que
(Home(Ix, G(F(f)odx.rx) Tr(x) = (dx,rv)0Homs (F(Ix), F())Lr(x)
ou seja,
G(F(f)) 0 bx,rx) Trex)) © Ix = b, © (F(f) o Iingx) 0 F(Ix))

que é
G(F(f)) © ¢X,F(X)(IF(X)) = ¢X,F(Y) © F(f)

Do segundo diagrama temos

(Home(f,G(F(Iy)))ooy,rivy)Uryy) = (ox,revyoHomp (F(f), F(Iy)))(Iry)).

ou seja,

G(Iry)) o dy,rivyUriyy) o f = ¢x.pvy © (F(Iy) o Ipyy o F(f))
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que é
by, rv)Uryy) o f = dx.py) o F(f).

Portanto,
(GoF)(f)ocx = (GOF)(f)O¢X,F(X)([F(X))
= ox.rm)(F(f))
= ¢vrv)Uryy)of
= cyolf.

A naturalidade de e se mostra de maneira similar.
(ii) = (i) Para quaisquer X € Ob(C) e Y € Ob(D) definimos as
aplicacgoes:

¢xy: Homop(F(X),Y) — Home(X,G(Y))
@ — G(a)ocx

Yxy: Home(X,GY)) — Homop(F(X),Y)
B — ey o F(B).

Mostremos que ¢ é transformacao natural em ambas varidveis. Se-
jam f : U — X e g : Y — V morfismos em € e D, respectivamente.
Consideremos o diagrama

X,y

Homp(F(X),Y) ——— Home(X,G(Y))
HomD(F(f)»g)i \LHome(ﬁG(g))
Home(U,G(V)).

Homp(F(U), V)

u,v

Provemos que o mesmo comuta e disso, segue a naturalidade de ¢.
Temos, para « : F(X) — Y um morfismo qualquer em D, que

(Home(f,G(9)) o ¢pxy)(a) = Home(f, G(9))(G(a) o cx)
G(g)o(Gla)ocex)o f
G(g)oG(a)ocexof
G(goa)ocxof
G(goa)o G(F(f))ocy

= GlgoaoF(f))ocy

= duv(goaoF(f))

(¢pu,v o Homop (F(f),9)) (),

—~
*
=
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em que a igualdade (*) segue da naturalidade de ¢, isto &, vale a comu-
tatividade do diagrama

U—Y>(GoF)(U)

fl i(GoF)(f)

X ——> (G o F)(X).

Notemos ainda que ¥ é também uma transformagdo natural. Veri-
fiquemos que o diagrama

Vx,y

Home(X,G(Y)) ———— Homqp (F(X),Y)
Home(f,G(g))l lHom’D(F(f)vg)
Home(U,G(V)) i Homy (F(U),V),

u,v

comuta. De fato, para § : X — G(Y) um morfismo qualquer em €,
temos

(Homo (F(f),9) o xy)(B) = Homp(F(f),9)(ey o F(B))
= go(ey o F(B))o F(f)
goey o F(B)o F(f)
goeyoF(Bof)

ev o F(G(g)) o F(Bo f)
= eyoF(G(g)opBof)

= Yuyv(G(g)oBof)

(Yu,v o Home(f,G(9)))(B),

—~
*
N>

em que a igualdade (*) segue da naturalidade de e, isto &, vale a comu-
tatividade do diagrama

€

(FoG)(Y) ——>

LI, v
(FOG)@J/ lg
V.

(FoG)(V) —

Finalmente, mostremos que ¥ é inversa de ¢ para cada par de ob-
jetos e dai, ¢ é um isomorfismo natural.
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Seja ¢ : F(X) — Y um morfismo em D. Entdo

(Wxyodxy)lg) = Yxy(G(g)ocx)
ey o F(G(g) o cx)
ey o F(G(g)) o F(cx)

goepx)o Flex)

Ol
X

,\
I3
&

golp(x)
g,

em (*¥) utilizamos a igualdade (2.3) e em (*) utilizamos a naturalidade
de e para comutar o diagrama

EF(X)

(FoG)(F(X)) —= F(X)

(FoG)(g)l lg

(FoQ)(Y) —>Y.

Por outro lado, dado h : X — G(Y') um morfismo em €, temos que

(bxyovxy)(h) = oéxy(ey o F(h))
G(ey o F(h))ocx
G(ey) o G(F(h))ocx

G(ey) (e] Cg(y) [¢] h

—~
*
X

n
Il %
N

IG(Y) oh
h,

em (**) utilizamos a igualdade (2.2) e em (*) utilizamos a naturalidade
de ¢ para comutar o diagrama

X —"— (GoF)(X)

hl J/(GOF)(h)

G(Y) pe (Go F)(G(Y)).

(i) = (iii) Sejam X € Ob(C), Y € Ob(D) e f : X — G(Y) um
morfismo em €. Da equivaléncia (i) < (ii), existe uma transformagcéo
natural ¢ : Ide — G o F tal que ¢x,y(h) = G(h) o cx, para qualquer
morfismo h: F(X) — Y em D.

Sendo ¢x y um isomorfismo, existe um unico morfismo g : F(X) —
Y tal que ¢x v (g) = f. Portanto,

f=dxy(g) =G(g)ocx.
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(iii) = (i) Sejam X € Ob(C) e Y € Ob(D). Definimos

¢xy: Homp(F(X),Y) — Home(X,G(Y))
o) — G(a) o cx,

em que ¢: Ide — G o F é a transformacao natural dada em (iii).

Mostremos que ¢x y € um isomorfismo. De fato, seja o morfismo
f € Home(X,G(Y)). Por hipétese, existe um tnico morfismo g €
Homqo (F(X),Y) tal que f = G(g9) ocx = ¢x,v(g). Portanto, ¢x y €
sobrejetora.

A injetividade segue da unicidade dada em (iii). A demonstracao de
que ¢x y ¢ uma transformagao natural é inteiramente analoga & feita
em (i) = (i).

A equivaléncia (i) & (iv) é feita de maneira similar & equivaléncia
(i) & (iii). ]

As transformagoes naturais c e e sdo chamadas unidade e counidade
da adjuncao, respectivamente. Vejamos alguns exemplos de adjuncao.

Exemplo 2.29 Os funtores U : Grp — Abe F : Ab — Grp do Exem-
plo 2.14 é uma adjuncao. Mostremos que F' é adjunto & direita de U.
Para isso, provemos o item (iii) do Teorema 2.28. Estamos conside-
rando C=Grp, D=Ab, F=UeG=F.

De fato, sejam G € Ob(Grp), H € Ob(Ab) e f : G — F(H) um
morfismo em Grp. Definimos g : U(G) — H, ou segja,

g: G/IG,G] — H
z[G,G] —  f(x).

Vejamos que g esta bem definida. Sejam z,y € G tais que z[G, G] =
y[G,G]. Entao 2~y € [G, G]. Dai,
H aJ ; para a,b e G.
j=1

Logo,
flzly)

f(H;lfl jlb ajba)
= Hj:lf(a’j) f( )1f((lj)f(bj)

€,

isto pois F(H) = H e H ¢ abeliano. Portanto, f(z) = f(y).
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Observamos que f = F(g) o Pg e que se ¢ : G/[G,G] — H é
um morfismo tal que f = F(¢’') o Pg entdo g = ¢’. Logo, o seguinte
diagrama comuta

G —%>~ F(G/|G,G)) = G/[G,G) G/1G, G
; iF(g) vg
F(H) H.

Portanto, F' é adjunto & direita de U.

Exemplo 2.30 Consideremos os funtores 4 : Lie, — Algy e L :
Algy, — Liey, dos Exemplos 2.8 e 2.9. Para cada algebra de Lie L, con-
sideremos ($1(L), t1.) sua algebra envolvente universal, como descrita no
Apéndice A.

Sejam L, L' € Ob(Lieg) e f: L — L' um morfismo de élgebras de
Lie. Pela construgdo do funtor i, existe tnico morfismo de algebras
SU(f) : U(L) — ML) que induz um morfismo de algebras de Lie UU(f) :
LML) — LML) tal que U(f) oif = ir o f, ou seja, o seguinte
diagrama comuta

L —"= L(W(L))
fl iﬂ(f)
L' ——= L(U(L)).
Portanto, a colecao
t={up: L — L£(BML)) : L € Ob(Liex)}

¢ uma trasformacao natural entre Idp;., € £ oil. Provemos que Y é
adjunto & esquerda de £ utilizando o item (iii) do Teorema 2.28.

Sejam L € Ob(Liey), A € Ob(Algy) e f: L — £(A) um morfismo
de algebras de Lie. Como (L(L),cr) € a algebra envolvente universal
de L, segue que existe um unico morfismo de algebras g : ${(L) — A tal
que o seguinte diagrama comuta

L —5> £(8U(L)) U(L)
) 2(9) vg
£(A) A.
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Exemplo 2.31 Seja R um anel com unidade 1i. Consideremos o fun-
tor esquecimento F' : gM — Ab e o funtor L : Ab — gM definido por
L(G) = R®z G, para cada objeto G € Ob(Ab). Seja f: G — H um
morfismo em Ab. Entao

L(f): RezG — R®zH
reg — re f(g).

A cole¢do de morfismos
{uc : G = F(R®z2 G) :uc(g) = 1r ® g}

¢ uma transformacgao natural. De fato, consideremos o seguinte dia-
grama

G —C> F(R®yG)
hJ{ iF(L(h))
H——> R®z H,

em que h: G — H é um morfismo em Ab. Temos que

(F(L(h) oug)(g) = F(L(h))(uc(g))
F(L(h))(1r ® g)
1r @ h(g)

up (h(g))

= (umoh)(g),

para todo g € G.

Finalmente, sejam G € Ob(Ab), M € Ob(rpM) e f: G — F(M) um
morfismo em Ab. Definimos ¢ : R®z G — M por t(r ® g) = rf(g), que
é claramente um morfismo de R-modulos.

Observamos que F(t)oug(g) = f(g), para todo g € G. A unicidade
de t segue do fato de que, dado outro morfismo ¢’ : R ®z G — M em
rM tal que F(t') ouc(g) = f(g), para todo g € G, entdo t'(1g ® g) =
Ft')(1r®g) = f(g) =t(1r ® g). Logo,

t'reg = t'(r(lr®g))
= r'(lp®yg)
= rt(lrp®g)
= tlreyg)

e assim, t' = t.
A proéxima proposicao nos diz que o funtor adjunto a direita de um

funtor é dnico, a menos de uma equivaléncia.
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Proposigao 2.32 Seja F' : C — D um funtor. Se (F,G,¢) e (F,H,1))
sao adjungoes entdo G ~ H.

Demonstragao: Por hipotese, ¢ e 1 sao isomorfismos naturais, ou
seja, para quaisquer X € Ob(€) e Y € Ob(D), seguem os isomorfismos

éxy  Homp(F(X),Y) - Home(X,G(Y))

Yxy : Homp(F(X),Y) - Home(X,H(Y)).
Assim, podemos definir os isomorfismos
axy =vxy o ¢xy : Home(X,G(Y)) = Home(X, H(Y)).
Notamos que « é transformagao natural. De fato,
a: Home(—,—) o (Ideor x G) = Home(—,—) o (Ideer X H)
em que os funtores

Home(—,—) o (Idgor X G) : C? x D — Set

Home(—,—) o (Ideor x H) : € x D — Set.
Claramente, o diagrama abaixo é comutativo

—1
Yxy

¢
Home(X,G(Y)) —>> Homyp (F(X),Y) —> Home(X, H(Y))
Home(f»G(y))J/ lHome(f),g) iHome(f,H(g))
Home(U,G(V)) ——= Homop (F(U),V) —— Home(U, H(V))

ooy Yu,v

para quaisquer morfismos f : U - X eg:Y — V em Ce D, res-
pectivamente. Sendo ax y isomorfismo, para quaisquer X € Ob(C) e
Y € Ob(D), segue que « é um isomorfismo natural.

Consideremos \y = agy),y (Iay)) : G(Y) — H(Y) morfismo em
C. Provemos que A\ é um isomorfismo natural. Para verificarmos a
naturalidade, basta que o seguinte diagrama comute

GY) > H(Y)

G(g)l \LH(Q)

G(W) ——= H(W)
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para quaisquer W, Y € Ob(D) e morfismo g : Y — W em D. Isso segue
do fato de a ser natural. De fato, o diagrama abaixo é comutativo

Home(G(Y), G(Y)) — "~ Home(G(Y), H(Y))
HomC(IG(Y)vG(g))i lHome(Ic(yyH(Q))
Home(G(Y), G(W)) —5> Home(G(Y), H(W)).

Asgsim,

(Home(Ig(yy, H(g))oaawy),y)Uaw)) = (aaryy,woHome(lgyy, G(9)))Iaw)),

ou seja,
H(g) o Ay = agy)w o G(9).

Analogamente, o proximo diagrama também comuta

Home(G(W), GW)) —<Y  Home(G(W), H(W))
Home(G(g),G(lw))i iHome(G(gLH(Iw))
Home(G(Y),G(W)) Py Home(G(Y), HW)).

Portanto,

(Home(G(9), H(Iw))oagw),w)Iaw)) = (agy),woHome(G(g), GIw))) (L

que equivale a

acw),wUew)) © G(g9) = agry)w © G(9),

ou seja, Aw o G(g) = agy),w © G(g) = H(g) o Ay e segue a comutati-
vidade do diagrama.

Agora, consideremos oy = ozl_il(y)y(IH(y)) : HY) —» G(Y) mor-
fismo em C. Mostremos que oy = )\;1. Da naturalidade de « segue a
comutatividade do diagrama

Home(G(Y), G(Y)) —— 5 Home(G(Y), H(Y))
Home(ay,G(Iy))i iHome(oy,H(Iy))
Home(H(Y), G(Y)) —-———> Home(H(Y), H(Y)).
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Temos
(Home(oy, H(Iy))oagy)y)Uay)) = (auy)yoHome(oy, G(Iy)))(Iay)),
que equivale a

Home(oy, H(Iy))(Ay) = agwy)y(oy),

ou seja,
)\y o0y = IH(y).

Danaturalidade de a1 = {a;(}y :Home(X,H(Y)) = Home(X,G(Y)) :
X € 0b(C) eY € Ob(D)}, segue a comutatividade do diagrama

—1
YH(Y),Y

Home(H(Y), H(Y)) ——————— Home(H(Y), G(Y))
HOm@(Ay,H(Iy))i J{Hom@()\y,G(Iy))

Home(G(Y), H(Y)) ———— Home(G(Y), G(Y)).

AGv)y
Assim,
(Home(\y, G(Iy))oag iy y)Tn(v)) = (gl yoHome(Ay, H(Iy)(Iney)),
que equivale a
Home(Ay,G(Iy))(oy) = aa(ly),y(/\y)v

ou seja,
Oy © /\y = Ig(y).

Portanto, G ~ H. [
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Capitulo 3

Categorias abelianas

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar categorias com uma estru-
tura adicional de aditividade entre morfismos. Iniciamos com categorias
aditivas e ao final, definimos categorias k-lineares (abelianas) que s&o
necesséarias para as construcoes do capitulo seguinte, que trata essen-
cialmente de categorias k-lineares. Tal estrutura de aditividade nessas
categorias abelianas cria uma certa simetria (dualidade), como é obser-
vado por MacLane em [15], entre seus objetos. Os resultados, definigdes
e exemplos podem ser encontrados em [16], [14], [5] e [7].

Definicao 3.1 Uma categoria C é dita pré-aditiva se
(i) C possui objeto zero;

(ii) para quaisquer X,Y € Ob(C), o conjunto Home(X,Y) é um grupo
abeliano;

(iii) @ composi¢do de morfismos € bilinear, ou seja, para quaisquer mor-
fismos f,f' : X =Y eqg,qg : Y — Z valem

go(f+1f) gof+gof
(g+9g)of = gof+gof.

Definigao 3.2 Uma categoria C é dita aditiva se

(i) C € pré-aditiva;
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(ii) para quaisquer X,Y € Ob(C), existe o produto (X x Y,wx,my) de
XeY.

Alertamos o leitor que, para algumas demonstra¢ées que faremos
aqui, é util relembrar alguns resultados envolvendo o objeto zero, por
exemplo, a Proposicao 1.29.

Lema 3.3 Sejam C uma categoria aditiva e X,Y € Ob(C). Seja (X x
Y, 7x,my) o produto de X eY. Se ¢, : Z — X XY siao morfismos
tais que Tx o p =Tx 0Y e My 0 P = Wy oY, entdo ¢ = .

Demonstragao: Como mx o ¢p = wx 01 € Ty 0 ¢ = my 0, segue que
mx o (¢p—1)=0% enmyo(¢p—1)=0%. Mas o morfismo 0%, : Z —
X x Y é o tnico tal que mx 00%, .y = 0% e my 00%, .y = 0Z (definicdo
de produto). Logo, ¢ — 1 = 0%y, ou seja, ¢ = 1. [

Exemplo 3.4 A categoria pM é aditiva. De fato, o modulo trivial {e}
é 0 objeto zero nessa categoria e o produto (direto) de modulos existe
para quaisquer dois moédulos.

Exemplo 3.5 A categoria Ab é aditiva. O produto (direto) nessa ca-
tegoria é o definido no Exemplo 1.46 para a categoria Grp.

Definigao 3.6 Seja C uma categoria pré-aditiva. Dados objetos X,Y €
0b(C), uma soma direta de X eY € uma quintupla (XY, 7x, 7y, ix,iy),
emquenx : X®Y - X, 1y : XBY - Y, ix: X > XPY e
iy : Y = X ®Y sao morfismos que satisfazem as sequintes igualdades

(1) WXOiX:IXeWiny:[y;
(11) ix O7Tx+iyO7TY:IX@y.

Observagao 3.7 Se C é uma categoria pré-aditiva entao segue, da pro-
priedade (ii) acima, que mx oiy = 0% e 7y oix = 0. De fato,

X = ﬂ'XoIX@y

= m7xo(ixomx +iy omy)
WXO(ixoﬂx)+7TXO(iyO7Ty)
(rxoix)omx + (mx oiy)omy
= 7rx+(7TXoiy)O7Ty.

Assim, Oﬁ@y = (nx oiy) o my e isto implica que Oﬁ@y oly =

(mx oiy)omy oiy, ou seja, 0% = mx oiy. Analogamente, my oix = 0.
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Proposigao 3.8 Se (X @Y, nx,ny,ix,iy) € uma soma direta de X e
Y, entio (X @Y, 7wx,my) € um produto e (X ®Y,ix,iy) é um coproduto
de X eY.

Demonstragao: Verifiquemos que (X @ Y, 7x,my) é um produto de
X eY. A verificacdo de que (X @ Y,ix,iy) é um coproduto de X e Y’
é similar.

Seja (Z,px,py) uma tripla em que px : Z — X e py : Z = Y séo
morfismos em €. Definimos

p=ixopxt+ivopy:Z—>Xa@Y.
Notemos que

Txo0¢ = mxo(ix opx +iy opy)

mx o (ix opx) +7x o (iy opy)
(rx oix)opx + (mx oiy) opy
= PXx-

Analogamente, my o ¢ = py. Para verificarmos a unicidade de ¢,
suponhamos que exista um morfismo ¥ : Z — X ®Y tal que mx oy =
px € Ty o1 = py. Aplicando ix e iy nas respectivas igualdades,
obtemos ix o (mx 01) =ix opx € iy o(my o) = iy opy. Somando as
igualdades membro a membro, segue que ix o (mx o) +iy o(my o)) =
ix o px + iy o py. Portanto,

¢ = ixopxt+iyopy
= ixo(mx o) +iyo(my o1)
= (ixomx)oy+ (iy omy)o)
= (ixomx +iyomy)ot
= 1/)
]
Em vista dessa proposicao, a soma direta é também chamada bipro-
duto. Segue da unicidade do produto e coproduto que a soma direta é
dnica, a menos de isomorfismo.

Exemplo 3.9 Consideremos a categoria gM. Sejam M e N R-mddulos.
Entdo a quintupla (M & N, 7, N, ia,in), €m que ma € Ty S840 as
projecoes canonicas e iy; € iy sao as inclusdes canodnicas, é a soma
direta de M e N.

Proposicao 3.10 ([14], Theorem 2, p. 190) Sejam € uma categoria
pré-aditiva e X, Y € Ob(C). Entdo sao equivalentes:
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(i) eziste produto de X e Y;
(ii) existe coproduto de X eY;

(iii) existe soma direta de X e Y.

Demonstragao: As implicac¢oes (iii) = (ii) e (iii) = (i) seguem dire-
tamente da Proposicao 3.8.

(i) = (iii) Por hipotese, existe o produto (X xY,mx,my)de X e Y
e assim podemos considerar os seguintes diagramas comutativos

que, imediatamente, nos dao que wx oix = Ix, my oiy = Iy, Ty ©
ix = 0§§ e Tx 0ly = O§. Basta verificarmos que a quintupla (X x
Y, 7x,my,ix,iy) satisfaz a condi¢do (ii) da defini¢do de soma direta.
Observamos que

mxo(ix omx +iyomy) = mxo(ixomx)+mx o (iy omy)
= (mxoix)onmx + (mx oiy)omy
= TX.

Analogamente, 7y o (ix o mx + iy o my) = my. Por outro lado,
Tx olxxy = Tx € Ty o Ixxy = my. Segue, da unicidade, que ix o
mx + iy omy = Ixxy. A implicagdo (ii) = (iii) é similar. [

Devido & proposicao acima, em se tratando de soma direta, produto

ou coproduto de quaisquer objetos X e Y numa categoria aditiva, usa-
mos a notagao X @Y para designar qualquer um dos trés mencionados.

Agora, sejam € uma categoria aditiva e & : € x € — € o funtor tal
que §(X,Y) = X @Y para objetos X,Y € Ob(C). Dados morfismos
f € Home(X,Y) e g € Home(X',Y'), consideremos somas diretas
(X &X' mx,mxr,ix,ix) e (Y @Y, py,pyr,jv, jy')-
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Definigao 3.11 (|14], p. 191) Define-se f &g : X X' - Y @Y’
como sendo o unico morfismo que comuta o sequinte diagrama

X@X’
> X
X %f@g X'
Y@Y’

/\

ou seja, py o (f @ g) = fomx epY/O(f@g)=go7Txu

Antes de passarmos a proxima observagdo, notemos que o morfismo
f @ g existe e é tnico. Como temos uma soma direta de Y e Y, a tripla
(Y @Y, py,py’) € um produto e assim, por defini¢do (de produto),
existe e é Gnico tal morfismo.

Observacgao 3.12 Notemos que, relativo a estrutura de coproduto em-
butida na estrutura de soma direta, temos a comutatividade do seguinte

diagrama

XoX
Y fég Y’
X jY’
YaY,

ou seja, (f@®g)oix =jyofe(f®g)oix =jy og. De fato, como
py o (f ©g) = fomx, segue que

pyo((f@g)oix) = (pro(f@g))oix
( O’lTx)Oix

= fo(mxoix)
/

= (pyvojy)of
= pyo(jyof).
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Ainda, pys o (f ® g) = g o mx, segue que

pyro((f@g)oix) = (pyro(f@g))oix
= (gomxs)oix
= gO(Tl’X/ Oix)

= OX/
= (pyrojy)of
= pyro(jyolf).

Portanto, pelo Lema 3.3 (fazendo ¢ = (f @ g) cix e ¥ = jy o f),
resulta que (f @ g)oix = jy o f. Analogamente, (f @ g)oix, = jy/og.

Defini¢ao 3.13 Sejam C uma categoria aditiva e X € Ob(C). Defini-
mos 0s morfismos

(i) diagonal de X, denotado por Ax : X — X & X, que comuta o
diagrama abaizo

X
Ix
xl
Ax X
X - XaXx
%
Ix
X,

(ii) codiagonal de X, denotado por 6x : X ® X — X, que comuta o
diagrama

Ix

(D

dOx

ix

N

Ix

X.

Decorre das defini¢oes de produto e coproduto, respectivamente,
que Ax e dx, para qualquer X € Ob(C), sdo os tnicos morfismos que
comutam os respectivos diagramas. Com a notacao acima, enunciamos
o préximo resultado.
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Lema 3.14 ([14], Proposition 3, p.192) Sejam C uma categoria aditiva
e morfismos f,f' : X — Y. Entio f+ [ = dyo(f® f)o Ay,

em que sio consideradas as somas diretas (X ® X, m 7%, ik,i%) e

Y @Y, p}y. 03,5k, 53 )-

Demonstragao: Notemos que

dyo(f@f)oAx = dyo(fa@f)ol(ixomy +ixonk)oAx
= dyo(f@f)o(ixomy oAy +i%oryoAx)
= dyo(f@f)ol(ix +i%)
= 5yo((

@ f)oiy +(f&f)oil)

Il
(e%)
>~<
(]
o
>~<»—A
~
_|_
.
<o
o
%

6yoj11,of—|—5yoj12,of'
= 4T

Lema 3.15 Sejam C uma categoria aditiva e Z € Ob(C). Entdo Z é
um objeto zero se, e somente se, Ay : Z — Z O Z € um isomorfismo,
em que (Z & Z, 7}, 7%) é um produto de Z.

Demonstragao: (<) Como Az ¢ um isomorfismo e 75, 0 Ay = Iz
para i = 1,2, entdo Az owl, = Izqz, para i = 1,2, e isso nos diz que
L =n2 = A1
z =Tz =8z
Sejam Y € Ob(€) e morfismos f,g: Y — Z. Entdo (pela defini¢do
de produto) existe um dnico morfismo ¢ : Y — Z x Z tal que g =
n,0¢ = 7% 0¢ = f. Em particular, podemos considerar Y = Z,
f=1Izeg=0%e assim, Iy = 0%2. Logo, Z é um objeto zero, veja
Proposigao 1.30.
(=) Como Z & um objeto zero, segue que 75, = m%. Sendo Az o
morfismo diagonal, entao 7rlz oAz = Iz. Consideremos o diagrama

7P 7

|

zZ

7
TI'Z AZ\L TI'Z

7D 7
7N
7z 7z
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Tal diagrama comuta, pois

tho(Azony) = (rhoAg)om)
= Izoﬂ'%

— 1
= Tz

Mas 7}, o 77 = 74. Portanto, Az o 7wy, = Izgz e isso segue do
Lema 3.3 (fazendo ¢ = Ay o7}, e ¥ = Iz5z7, uma vez que Ty = 7).

O objetivo da proxima defini¢ao é, sobretudo, simplificar os enun-
ciados dos proximos resultados.

Definigao 3.16 Sejam C e D categorias aditivas e F : € — D um
funtor. Sejam X,Y € Ob(C). Dizemos que

(i) F preserva soma direta se (X ®Y,nx, 7y, ix,iy) é uma soma direta
de X eY, entao (F(X®Y),F(rx),F(ny), F(ix), F(iy)) é uma soma
direta F(X) e F(Y);

(ii) F preserva produto se (X ® Y, wx,my) € um produto de X e Y,
entio (F(X @Y), F(rx), F(ry)) € um produto de F(X) e F(Y);

(iii) F preserva coproduto se (X @Y, ix,iy) € um coproduto de X e Y,
entio (F(X ®@Y), F(ix), F(iy)) € um coproduto de F(X) e F(Y).

Lema 3.17 Sejam C e D categorias aditivas e F' : © — D um funtor
que preserva produtos. Entdo sao vdlidas as afirmacdes seguintes.

(i) Se Z é um objeto zero em C entdo F(Z) é um objeto zero em D.

(X)

(ii) Se 0 : X =Y é um morfismo nulo em C entdo F(03) = Oi(y) é

um morfismo nulo em D.

Demonstragao: (i) Seja (F(Z) ® F(Z),ﬂ';‘(z),ﬂ'?—,(z)) um produto de
F(Z). Por hipotese, a tripla (F(Z & Z), F(r},), F(n%)) é um produto
de F(Z).

Segue, da defini¢do do produto, que existe um tnico morfismo f :
F(Z®Z)— F(Z)® F(Z) tal que 5 0 fz = F(ry) e nh 0 fz =
F(7%). O morfismo fz é um isomorfismo e isso segue da unicidade do
produto. Consideremos o diagrama
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Tal diagrama comuta, pois

W%?(Z) o(fz0F(Az))

(W}’(Z) o fz)o F(Ay)
F(my)o F(Az)
F(ny 0Az)

F(Iz)

Analogamente, 73, 4 0 (fz © F(Az)) = Ir(z). Segue, da unicidade
do morfismo diagonal, que Ap(z) = fz o F(Az). Como Z é um objeto
zero, resulta do lema anterior que Az é um isomorfismo e assim, F(Ayz)
também o €. Portanto, Ap(z) € um isomorfismo. Novamente, pelo lema
anterior, F'(Z) é um objeto zero em D.

(ii) Dados X,Y € Ob(C), se 05 : X — Y & um morfismo nulo em €

entdao F(05) = O?E)Y()) e isso segue diretamente do item (i). |

Definigao 3.18 Sejam C e D categorias pré-aditivas. Um funtor F :
C — D é dito aditivo se, para quaisquer f,g: X — Y morfismos em C,
entao

F(f+9)=F(f)+ Flg)
Proposigao 3.19 ([14], Proposition 4, p. 193) Sejam C e D categorias

aditivas e F : € — D um funtor. Sejam X,Y € Ob(C). Entdo sdo
equivalentes
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i) F ¢ aditivo;
ii) F preserva soma direta;

iii) F preserva produto;

(
(
(
(iv) F preserva coproduto.

Demonstragao: (i) = (ii) Seja (X @ Y, 7x, 7y, ix,iy) uma soma di-
retade X e Y. Mostremos que (F(X@®Y), F(rx), F(ry), F(ix), F(iy))
¢ uma soma direta de F(X) e F(Y). De fato, como mx oix = Ix, segue
que
Ipxy = F(Ix)
= F(nxoix)
= F(TI'X) OF(ix).

Analogamente, F(ry)o F(iy) = Ipxy) e sendo ix omy +iy omy =
Ixgy, segue que

(Ixey)

(ix omx +2y oTy)

(ix omx) + F(iy omy)F ¢ aditivo
(ix)o F(mx) + F(iy) o F(my).

Irixey)y =

I
ﬁjﬁj’ﬁ'ﬁ

Portanto, a quintupla (F(X @ Y), F(rx), F(ry), F(ix), F(iy)) é
uma soma direta de F(X) e F(Y).

(i) = (i) Sejam X € Ob(€) e (X @X 7TX, %, ik
direta de X. Por (ii), (F(X @ X), F(r%), F(7%), F(i%
soma direta de F'(X) e isso nos da (F(X e X),F
produto de F(X).

Por outro lado, (F(X)®F(X), W%;(X), W%(X), i}(X), i%(x)) é também
uma soma direta de F'(X) e portanto, (F'(X) ® F(X), w},(X),W%(X)) é
também um produto de F(X). Assim, existe um tnico isomorfismo
fx  Fi X8 X) = F(X)a® F(X) tal que w}(X) ofx = F(nk) e
Thx) © fx = F(n%). Notemos que

7T11v(x) o(fxoF(ix)) = (Wllm(x) o fx)o F(i)
F(rk)o F(i)
F(W}( o zﬁ()

F(Ix)

oo

Tr(x) °'F(x)
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Wi(x)o(onF(lg()) = (W%(X)OfX)OF(&)
= F(r})o (i)
= F(r%oi})
= F(0%)
W pFx)
= VYFR(X)

= 7T12;,(X) o i}w(X).

Como F' preserva soma direta, F' preserva produto (para comodi-
dade do leitor, veja implicagao (ii) = (iii) mais a frente) e assim, aplica-
mos o Lema 3.17 (ii) para obtermos a igualdade (*). Finalmente, pelo
Lema 3.3, fx o F(ik) = ip(x) € fx o F(i%) = i} x)- Essas igualdades
sao usadas mais abaixo. Consideremos o diagrama

F(X)

Notemos que

Th(x) © (fx 0 F(Ax)) (Thx) © fx) o F(Ax)
F(my)o F(Ax)
F(ry o Ax)

F(Ix)

IF(X)-

Analogamente, ﬂ%(x) o (fx o F(Ax)) = Ip(x)- Pela unicidade do
morfismo diagonal, temos que Apx) = fx o F(Ax). Agora, outro
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diagrama

F(X)
A AN
// \\
/ \
/ F(6x)\
/ N\

Irx) // F(X®X) N reo
/ AN
/ =

F(X

/ \
F(X) F(X).

Notemos que

(F(0x) o fx") o ipx)

Analogamente, (F(Jx) o fx') o i%(X) = Ip(x)- Da unicidade do
morfismo codiagonal, segue que 0p(x) = F(dx) o f)}l.

Finalmente, seja Y € Ob(C) outro objeto. Consideremos a soma
direta (Y @ Y, ), %, 43, 43-). Da mesma forma que para o objeto X,
existe um unico isomorfismo fy : F(Y @Y) — F(Y) & F(Y) com as
propriedades descritas acima.
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Sejam f, f': X — Y morfismos. Consideremos o seguinte diagrama

F(X)® F(X)

F(X) F(X&X) F(X)
F(fof")

F(YaY)
F(f) Iy F(f")
FY)o F(Y)
Lﬂllw/ %
F(Y) F(Y).

Notemos que

Thoy © (fy o F(F @ ') o fx1) (TEwy e fy) o F(f @ f)o fx!
F(Wy)OF(f@f)Of;}l
F(ryo(f®f))ofx'
foﬂx) fX
f)oF(my)o fx!
f)owF(X)oonfX
f)OWF X)*

(| I@ a1

(my
F(
F(
(
F(
De

[N

A igualdade (A) resulta de (1) ﬁnl(;ao 3.11. Analogamente,
7TF ) o(fyoF(fa@df)o f;( ) = F(f') o wF(X Pela unicidade do

morfismo F(f)® F(f'), segue que F(f)@ F(f') = fy o F(f® f')o fx'
Finalmente,

a

!

—
*
N

F(oyo(f@ f')oAx)
(5Y)°F(f@f)°F( x)

Oraryo fy) o (fy o (F(f)® F(f) o fx) o (fx' o Apx))
dryy o (F(f) @ ( ") e Arx)
E(f)+ F(f'),

em (*) e (***) utilizamos o Lema 3.14 e em (**) utilizamos que Ap(x) =

fxoF(Ax), dpyy = F(by)ofy ' e F(f)®F(f') = fyoF(f&f)o fx.
Portanto, F(f + f') = F(f) + F(f’) e F é aditivo.

F(f+f")

0D
s
X

—
*
*
*

—
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(ii) = (iii) Seja (X @ Y, 7x,my) um produto de X e Y. Entéo,
pela Proposicdo 3.10, (X @ Y, 7x,7y,ix,iy) € uma soma direta de X
eY (ix e iy sdo morfismos como na prova da Proposi¢do 3.10). Por
(ii), (F(X@®Y),F(rx), F(ny), F(ix), F(iy)) € uma soma direta e, pela
Proposigdo 3.8, (F(X @ Y), F(rx), F(ry)) é¢ um produto de F(X) e
F(Y). Logo, F preserva produto. A implicagao (ii) = (iv) é analoga.

Agora provemos a implicacdo (iii) = (ii), a implicacdo (iv) = (ii) é
feita de maneira similar.

(iii) = (ii) Seja (X @Y, 7x, my, ix,%y) uma soma direta de X e Y.
Pela Proposigdo 3.8, (X @Y, 7x,my) € um produto de X e Y.

Por (iii), (F(X®Y), F(rx), F(ny)) é um produto de F(X) e F(Y).
Por outro lado, (F(X)® F(Y), Tr(x), Tr(y)) € também um produto de
F(X)e F(Y).

Assim, existe um tnico isomorfismo fxy : F(X @Y) — F(X) &
F(Y) tal que TFF(X) o fX,Y = F(?TX) (§] T(F(Y) @) fX,Y = F(?TY).

Mostremos que (F(X®Y), F(rx), F(my), F(ix), F(iy)) ¢ uma soma
direta de F'(X) e F(Y). Consideremos o diagrama

\\
//

/
/F(iX) \
/ \\
// N 2F(x)
Iw;/ F(X&Y) XF(H

/ fxv \

/o mwerm  \
F(X) F(Y)

Notemos que

WF(X)OfX,YOF(Z'X) - F(fo)OF(ix)
F(rx oix)

= F(Ix)

IF(X)-
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Além disso,

F(Try) e} F(Zx)
F(’l‘ry o iX)
F(03)

F(X)
Op(vy:

Try) © fx,y o F(ix)

—
*
=

em (*) utilizamos o Lema 3.17. Sabemos, da Proposicdo 3.10, que o
morfismo ipx) : F(X) = F(X)® F(Y) € o tnico que comuta tal
diagrama. Assim, ip(x) = fx,y o F(ix). Com raciocinio inteiramente
anélogo, resulta que ip(yy = fx,y o F(iy).

Portanto, mp(x)oip(x) = Tr(x)°ofx,y o F(ix) = Ipx) e da mesma
forma TF(Y) © ZF(Y) = IF(Y)-

Agora observamos que como (F(X) @ F(Y),mpx), Tp(y)) € um
produto de F(X) e F(Y) segue, pela Proposi¢ao 3.10, que (F(X) @
F(Y),Tpx), TRy, iF(X), iF(y)) € uma soma direta de F'(X) e F(Y).
Dai, IF(X)GBF(Y) =ip(x) O Tr(x) T iry) O TR(Y)- Assim,

Irxey) = f)?,ly olpx)ery)© fxy
= fxyolirx) omrx) +iry) o Trev)) o fxy

= fxy ©irx) °TRx) © fxy + fxy ©ir(y) 0 TE(y) © fX.y
F(ix)o F(nx)+ F(iy) o F(my).

Teorema 3.20 Sejam C e D categorias aditivas, F : € — D e G :
D — @ funtores tais que (F, G, «) seja uma adjungdo de C a D. Entao
F e G sao funtores aditivos.

Demonstragao: Provemos que G é aditivo. Para isso, utilizamos a
proposicao anterior, mostrando que G preserva produtos. Seja (X @
Y, 7x,my) um produto de X e Y objetos em D. Precisamos mostrar
que (G(X ®Y),G(rx),G(ry)) é um produto de G(X) e G(Y).

Seja (W, pa(x), Pa(yy) uma tripla tal que pgx) : W — G(X) e
Pa(y) : W — G(Y) sejam morfismos em €. Consideremos os isomorfis-
mos naturais

aw.x : Homp(F(W),X) — Home(W,G(X))
awy : Homo(F(W),Y) — Home(W,G(Y))

e portanto, existem tnicos morfismos ¢x : F(W) = X e ¢y : F(W) —
Y tais que
aw,x (gx) = pa(x) € aw,y(qy) = pa(y)-
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Como (X @ Y,nx,my) é um produto, existe um tnico morfismo
¢: F(W) = XY tal que gx = mx o ¢ e gy = my o ¢. Consideremos
também o isomorfismo natural

aw.xey : Homp(F(W),X®Y) - Home(W,G(X ®Y)).

Relativo ao morfismo ¢, existe um tnico morfismo ¢ € Home (W, G(X®
Y)) tal que ¢ = aw,xey(¢). Como a é uma transformacao natural,
vale a comutatividade do seguinte diagrama

Homp(F(W),X ®Y) —=2" . Home(W,G(X & Y))
HomrD(F(IW),ﬂx)l/ lHOTYLe(IW7G(‘Irx))
Homp(F(W), X) T Home(W,G(X)).

Notemos que
(aw,x o Homxp (F(Iw),7x))(¢) = aw,x(7x 0 ¢) = aw,x (¢x) = pa(x)
(Home(Iw, G(mx))oaw,xay)(¢) = Home(Iw, G(rx))(¥) = G(mx o).

Pela comutividade do diagrama, segue que pg(x) = G(7x) o 9. De
maneira analoga, obtemos pg(y) = G(my ) 0 1.

Provemos que v é tnica. Suponhamos que exista ¢’ : W — G(X &
Y) tal que pg(x) = G(rx) o9’ e pgyy = G(my) o¢'. Como aw, xey
é isomorfismo, existe um tnico morfismo ¢’ : F(W) — X @Y tal que
aw,xey(¢') =1'. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

Home(W,G(X ®Y)) —2* _ Homp(F(W), X & Y)
Home(IW,G(‘n-x))l iHom’D(F(IW)v‘“'X)
Home(W,G(X)) — Homp(F(W), X).
Ay, x
Assim,

(Homap (F(Iw),7x) © oy} gy ) (W) = Homp (F(Iw), 7mx) () x gy (1))
= Homop(F(Iw),nx)(¢')
= TXO ¢/7
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e

(aytx © Home(Iw, G(mx))(¢') = Oév_xéx(Home(Iw,G(ﬁx))(l//'))
aﬁ/x(G@rX) o))
. x (Pa(x))

gx-

Logo, mx o ¢’ = qx. Analogamente, my o ¢’ = qy. Portanto, da
unicidade de ¢ segue que ¢’ = ¢. Assim, ¢’ = . Logo, (G(X @
Y),G(rx),G(my)) é um produto de G(X) e G(Y). Para mostrar que
F' é aditivo, a prova é similar. [

Definigao 3.21 Uma categoria C é dita abeliana se
(i) C € aditiva;
(ii) todo morfismo em C possui nicleo e conicleo;

(iii) todo monomorfismo é um nicleo e todo epimorfismo € um conticleo.

Exemplo 3.22 Seja R um anel. A categoria g M é abeliana. De fato,
pois a mesma é claramente aditiva. Dado um morfismo de R-mo6dulos
f:X =Y, seunicleo é o par (Ker(f),i), em que Ker(f) ={me X :
f(m)=0}ei: Ker(f) — X é ainclusdo canodnica.

O conticleo de f & o par (Y/Im(f),n), em que Y/Im(f) é o quo-
ciente do R-modulo Y pela Im(f) e 7 : Y — Y/Im(f) é a projecao
candnica.

Dado um monomorfismo f : Z — W, este é nicleo do morfismo p :
W — W/f(Z) (projecdo canodnica) e, para um epimorfismo qualquer,
g: W — Z, este é conucleo do morfismo j : Ker(g) — W (inclusdo
canodnica).

Lema 3.23 Seja C uma categoria abeliana. Entao todo monomorfismo
em C € um nicleo de seu coniicleo. Dualmente, todo epimorfismo em
C € um conicleo de seu nicleo.

Demonstragiao: Sejam f : X — Y um epimorfismo em Ce (Ker(f), k)
um ntcleo de f. Como € ¢ abeliana, por (iii) da definigdo acima, existe
um morfismo g : Z — X tal que o par (Y, f) é um contcleo de g. Assim,
fog= 05.

Como (Ker(f),k) é um nuacleo de f, existe um tnico morfismo
u:Z — Ker(f) tal que kou = g. Mostremos que o par (Y, f) é um
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contcleo de k. Sabemos que fok = Oger(f). Seja (W,h), h: X - W,
Ker(f)

um outro par tal que hok = Oy, . Entao
hog = ho(kou)
= (hok)ou
— 0{/Z<V€T(f) ou
= 0f.

Como (Y, f) é um conticleo de g, existe um tnico morfismo v’ : ¥ —
W tal que v’ o f = h e segue o desejado. O outro caso ¢ similar. [

Definigao 3.24 Seja k um corpo. Uma categoria abeliana C é dita k-
linear se, para quaisquer objetos X, Y € Ob(C), o conjunto Home(X,Y)
€ um k-espaco vetorial e a composicdo de morfismos € k-bilinear.

Exemplo 3.25 A categoria Vecty, é claramente uma categoria k-linear,
em que o produto por escalar no conjunto dos morfismos é definido
ponto a ponto, para cada morfismo.

Definicao 3.26 Sejam C e D categorias k-lineares. Dizemos que um
funtor F': € — D € k-linear se F € aditivo e F(rf) = rF(f), para todo
r € k e todo morfismo f em C.

Exemplo 3.27 O funtor D : Vect, — Vect, do Exemplo 2.11 é k-
linear.

Sejam V e W k-espagos vetoriais. Observamos que, para quaisquer
frg € Homyeer,, (V,W) e r € k, temos

((f +rg)*(h))(v) = (ho(f+r9))(v)
= h((f +7rg)(v))
= h(f(v) +7g(v))
= h(f(v)) +rh(g(v))
= J “(R)(v)

= (/" +rg")(h)(v),
para quaisquer h € W* e v € V. Portanto, (f+rg)* = f*+rg*. Assim,
D(f+rg) = (f+rg)™
= (f"+rg)

= D(f)+rD(g).
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Capitulo 4

Equivariantizacao de
categorias k-lineares

O objetivo desse capitulo é definir uma nova categoria, chamada
equivariantizagao, a partir de uma categoria k-linear dada. Para isso,
necessitamos da nocao de agao de um grupo em uma categoria k-linear.
Como motivacao para essa construcao, observamos que para uma ca-
tegoria k-linear finita (que ndo nos convém definir agora) existe um
resultado, que pode ser encontrado em [6], que nos garante que ela sera
equivalente a uma categoria de A-mddulos de dimenséo finita sobre um
corpo k, sendo A uma algebra finito dimensional. Isso origina uma re-
lacao com a teoria de representacoes, que deu origem & construcao da
equivariantizagao.

Seja G um grupo, denotamos por 1g o elemento neutro de G.

Definigao 4.1 Sejam G um grupo e C uma categoria k-linear. Uma
a¢io de G em C € uma colegao de funtores k-lineares {Fy : € — Clyea
munida de isomorfismos naturais

Yg,h : Fg o Fy, — th e - Ide — FlG,
tais que, para quaisquer f,g,h € G e X € Ob(Q), valem as igualdades

(Yan,f)x © (Yg,n) Fp(x) = (Yg,np) x © Fg((vh, 1) x) (4.1)
(7&771G)X o Fg((%)X) = (71c,g)X o (VO)Fg(x), (4.2)
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ou seja, 0s sequintes diagramas comutam

(Fg o Fh o Ff)(X) Fo((vn,1)x)

(’Yg,h)pﬂx)i l('Yg,hf)X
(Fgn o Fir)(X) Fong(X)

(Fy o Fry)(X)

(vgn,£)x

(v0)
Fy(X) 250 (Fy,, 0 F,)(X)

Fg(("/o)x)l l(vlg,g)x
(Fy o F1o)(X) ——— Fy(X).

(’Yy,lG)X

Intuitivamente, o primeiro diagrama nos diz que essa acao é “associ-
ativa nos funtores” e o segundo diagrama nos diz que Fj, é como uma
espécie de “unidade”.

Lema 4.2 Sejam G um grupo e C uma categoria k-linear tal que G
age em C. Para cada g € G, o funtor Fy : C — C é uma equivaléncia.

Demonstragao: Seja g € G. Consideremos os funtores F, : € — C e
Fy—1 : € — C. Mostremos que F, o Fiy-1 ~ Ide. Por hipétese existem
isomorfismos naturais

Yg,9-1 : Fg OFg—l — Fgg—l = FIG e Y : Ide — Flg.
A composicao
W= (70)_1 0Ygq-1: FgoFy1 — Ide

é um isomorfismo natural, pois pux é claramente um isomorfismo para
todo X € Ob(C) e o seguinte diagrama comuta (ambos diagramas me-
nores comutam)

(Vg,6-1) !
(Fyo Fy1)(X) LFM(X) MX

J{(F_qugl)(f) lmcm lf

(Fyo Fy1)(Y) Fi(Y)

)

- >
(’Yg,g’l)y ((v0) My

para quaisquer X,Y € Ob(C) e f: X — Y um morfismo em €. Analo-
gamente, Fy—1 o Fyy ~ Ide. u
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Exemplo 4.3 Sejam G um grupo e A uma k-algebra de dimensao fi-
nita. Consideremos que, para quaisquer g, h € G, existam morfismos de
algebras g, : A — A e elementos 0, € U(A) (conjunto dos elementos
invertiveis de A) tais que, para todo a € A e para quaisquer g, h, f € G,
tenhamos

(1g), = Ia, (4.3)
091N (gx(a)) = (gh)«(a)fy n, (4.4)
Ogn, s f+(Og,n) = Og,nrOn s (4.5)

Observamos que de (4.3) e (4.4), fazendo h = g = 1, obtemos que
01G,1Ga = aﬁlc,lc, (46)

para todo a € A, isso nos diz que 6, 1, estd no centro da algebra
A. Utilizando (4.5), com h = f = 1g, obtemos 0,1,1c+(051,) =
0g16016.16,0useja, 01,051, = 04,1.014,1, € portanto, para qualquer
geaG,

0971G :91G71G' (4.7)

Utilizando (4.5), com h = g = 1lg, obtemos 61, ;fi(011,) =
01¢,1014,5, Ou seja,

f*(91G,1G) = 91G7f7 (4'8)

para todo f € G.

Consideremos a categoria 4m dos A-mddulos & esquerda de dimen-
sdo finita sobre k, cujos morfismos sdo morfismos de k-espacos vetoriais
e de A-modulos a esquerda. E claro que q4m é uma categoria k-linear.
O objetivo desse exemplo é mostrarmos que temos uma acao de G em
AM.
Seja g € G. Definimos o funtor F, : ysm — 4m, fazendo para cada
M € Ob(am), Fy(M) = M (igualdade como conjuntos) com a acdo
dada por a - m = g.(a)m, para quaisquer a € A e m € M. Dado um
morfismo f : M — N em 4m, definimos Fy,(f) = f. Disso segue que
F, ¢ um funtor k-linear, para todo g € G.

Sejam g, h € G, M € Ob(sm) e m € M. Definimos vy p, : Fyo F}, —
th por ('yg,h)M(m) = Gg,hm.

Agora escrevemos a agdo de A em (F, o Fp)(M) = Fy(Fr(M)).
Primeiramente, Fj,(M) = (M, -3), isto &, a -, m = h,(a)m e portanto,
Fy(Frp(M)) = Fg(M,-,) e aacdo de A em Fy(M,-},) é dada por a-/gm =
g«(a) -n m = h(g«(a))m.
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Verifiquemos que (vg,n)ar @ (Fg o Fr)(M) — Fgp(M) é um isomor-
fismo de A-moédulos & esquerda. De fato,

('Yg,h)M(a ‘g m)

ﬁ
=
=

DD

~—~

Além disso, v4,, é uma transformagdo natural. Sejam M, N €
Ob(am) e f : M — N um morfismo em 4m. Verifiquemos que o

seguinte diagrama comuta

(Fy o Fp)(M)

(Fgth)(f)l

(Fy o F)(N)

(Vg.n) M th(M)

(Yg,n)N

De fato, seja m € (Fj o F},)(M). Entao

(Fgn(f) o (g.n)ar)(m)

(f o (vg,n)ar)(m)
F((vg.n)ae(m))

f(8g,nm)

eg,hf(m)

(vg.n) v (f(m))

(vg.n)w (g © Fp)(f)(m))
((vg.n)w © (Fy o Fn)(f))(m).

Para cada M € Ob(am), (7v4,n)m € um isomorfismo. Basta definir-
_1 -1 .
mos (Yg,n) a7 (M) = 0, ,m, para quaisquer m € M e g,h € G.
Seja M € Ob(gm). Definindo 7y : Id,m — Fi, por (yo)m(m) =

9—1

lg,la

m para todo m € M, segue que (vp)y € um isomorfismo de

A-modulos a esquerda. Logo, 79 ¢ um isomorfismo natural.

Finalmente, verifiquemos as igualdades (4.1) e (4.2) para concluir-
mos que temos uma agdo de G em am. Sejam g, h, f € G, M € Ob(4m)
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em € M. Entao

((Ygnp)ar o Fg((vn,p)a))(m) = (Yg,np)m (Fg((yn,p)ar) (m))
= (Ygrr)m((vn,£)m(m))
= (Yonr)m(On ,fm)
= (Og,nsbn,r)m
D Ggns (O )m
= (’th,f)M(f*(og,h)m)
= ('th,f)M(ag,h °f m)
= (Yo, P)m((Vg,n) Fy(ary (M)
= (('th,f) O('Yg, )Ff(M))(m)-
Seja m € F,(M). Entao
((v1g.9)m © (Y0)Ey(an)) (M) = (71c,g)M((70)F (ary(m))
= (’ch,g)M(alc,lc g m)
= (Mag)m (907 1,)m)
= elc,gg*(ef;lg)m
= Glc,g(g*(elc:,lc))_lm
(4£8) 91G19(01G79)_1m
(:42) ;T.:lcel_ 1

= ('Vch)M(alGl 1Gm)
(vg.16) 0 ((70) a1 ()

= (Yg1e)m(Fy((v0)ar)(m))
((Vg,lc)MOF(( 0)n))(m).

Definigao 4.4 Sejam G wm grupo e C uma categoria k-linear tal que
G age em C. Um objeto X € Ob(C) € dito equivariante, se eziste
uma familia s = {sy : Fy(X) — X}gec de isomorfismos em € tais
que s15 © (Y0)x = Ix e sqg0 Fy(sn) = sgn © (Vg,n)x, i-€., 05 sequintes
diagramas sao comutativos

( ) Fy(sn)

X Fig(X) (Fyo Fp)(X) —— > Fy(X)

X\ J{Slc (w,;ﬂxl lsy
X Fyn(X) o X,

para quaisquer g, h € G.
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Definigao 4.5 Sejam G um grupo e C uma categoria k-linear tal que
G age em C. A categoria C%, chamada equivariantiza¢io de C por G,
€ definida por

(i) Ob(C%) ¢ a colegio dos pares (X, s), em que X €é wm objeto equiva-
riante de C e s a familia de isomorfismos associada.

(ii) Dados (X, s),(Y,r) € Ob(€Y), um morfismo f : (X,s) — (Y,r) em
CY (ou um morfismo equivariante) é um morfismo f : X —Y em C
tal que fosy=rg0Fy(f), ou seja, o diagrama seguinte comuta

Fy(f)
Fy(X) —= Fy(Y)

X Y,

- >
i

para todo g € G.

Consideremos o Exemplo 4.3. Introduzimos no k-espago vetorial
A ®y, kG o produto

(a®g)(b®h) =04phi(a)b® gh,

para quaisquer g,h € G e a,b € A.
Com esse produto, A ®x kG é uma k-algebra. De fato, o elemento
67!, ®1g € A®y kG é sua unidade, pois

1lg,1q
(Orgie ©16)(a®g) = O16,49:(01,1,)a® lag
= elc,g(g*(elcﬂc))_la ®g
(4.8) —1
= 01G1991G79a®g
= a ®g
© 1 1
(a®g)(01,1, ®1a) = bg1s(la)«(a)di; 1, ®gla
(4.3)
= egleaelc 1la ®g
(4.7)
= 91G71Ga01G 1 ®9
(4.6)
= aelcﬂcelc 1 ®9
- g

para quaisquer g € G e a € A.
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O produto é associativo. Sejam g, h, f € G e a,b,c € A. Entao

(a@g)(b@h)(ca f) = (a®g)(Onsf(b)c®hf)
= Ognr(hf)s(a)bn s fu(b)c® g(hf)
= Ognp((hf)(a)On s) fe(b)c @ g(hf)
= Ognf(On,sfi(he(a))) fu(b)e® (gh)f
= (Og.nsOn.p)f«(hi(a))fx )( Je® (gh)f
)

= (Ogn,1 f+(0g,1)) f+(hu(a)) fu(b)c @ (gh) f
= Ogn,y(f:(0 gh)f*( «(a ) <(0))c® (gh)f
= g1 f+(0g,nh(a)b)c @ (gh) f

= (Ognhs(a)b®gh)(c® f)

= ((@@g)(b&h)(c® f).

Uma vez que A ®; kG é uma k-algebra, faz sentido enunciarmos
o préximo resultado que estd relacionado ao que foi dito na introdu-
¢ao desse capitulo. Além disso, o mesmo nos traz um examplo “mais
concreto” de uma equivariantizacao.

Teorema 4.6 Nas condi¢des acima, existe o sequinte isomorfismo en-
tre categorias

(Am)G = (A®rkG)M
Demonstragao: Definimos o funtor H : (am)¥ — (ag,kc)ym tal que,
para todo (M, s) € Ob((am)¥), H((M,s)) = M, com a agdo dada por
(a ® g)m = s4(am). De fato,

lagera-m = (07, 1G Lo, ®1lg)-m
516 (01, 1G 1M m)
s16((v0)m(m))
= (816 © (70)am)(m)

= Iy(m) =m,

para todo m € M. Sejam a,b € A, g,h € H e m € M. Entao

(a@g)(b®h)m) = (a® g)(sn(bm))
sg(asp(bm))
sq(sn(a-p bm))
5¢(sn(hs(a)bm))
5q(Fg(sn)(hi(a)bm))
(8g 0 Fy(sn))(hi(a)bm)
(8gn © (vg,n) ) (R (a)bm)
5gn((Vg,n) M (hs (@) b))
Sgh (0g,nh+(a)bm)
(0g,nhi(a)b @ gh)m
= ((a®g)(b®h))m
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Dado f: (M,s) — (N,r) um morfismo equivariante, temos H ( f
f: M — N um morfismo de A ®; kG-moédulos. De fato, como
equivariante, temos f o s, =1, 0 Fy(f) para todo g € G e assim,

flla® g)m) f(sg(am))
o(f)(am))

m))

f(m))

= ( 9)f(m
para quaisquer a € A, g € Gem € M.

Definimos o funtor H' : (4g,kcym — (am)¥ por H'(M) = (M, s),
em que s = {sy : Fy(M) =M — M} é a familia definida por sy(m) =
(1® g)m para todo g € G e a estrutura de A-moédulo & esquerda de M
¢ dada por a-m = (ab;!,  ® 1g)m para todo a € A. De fato,

) =
fe

= rg(F,
= 7’9( (
= (

),

1g,la

a-(b-m) = (0071, ® 16)m)

(aalgl 1c ® 1G)((b91_(; 1. ® lg)m)
((a’elg la ® 1G)(b91c;1 I¥e] ® ]'G))m
= (0, 1G(1G) (@b 1)007 1, © Lg)m
(91G71Ga9 b@ (24 1g)

(

®1lg)m

lg,lae 1c lg

abﬂl_c 1o

(ab) -m
para quaisquer a,b € A. Naigualdade (*) usamos que M é um A®ykG-
moédulo e em (**) usamos (4.6). Claramente, 1-m = (191G 1 ®1lg)m =
m, uma vez que M é um A ®; kG-mo6dulo. Notemos também que

sgla-gm) = sg(g«(a) -m)
s9((9-(a)07 1
(1 ® 9)((9*(a)91;,1c ® lg)m)
= (1®g)(g«(a)d 1G 1 ® lg))m
916 (1) «(1)g«(a )915;,1(; ® g)m
yﬁlcg*(a)elcl,m ® g)m

(6

(6

(9x(a) ® g)m

= (g*(aglc 1091(;1 10) ® g)
(
(
(

® 1g)m)

g*(elG lG)g*(aelc lg) ® g)
elc,gg*(a91g,1g) ® g)m
(aelc I¥e] ® ]‘G)(l ® g))m
= a ((legm)

a

- 8g(m).
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Usamos em (*) as igualdades (4.7) e (4.6), nessa ordem. Para mos-
trarmos que s, ¢ um isomorfismo, basta encontrar um elemento inverso

para 1 ® g em A ®; kG. Consideremos o elemento 9;;,16

Temos

lg,1¢

-1 1
(l® g)(eg’g—le

-1 p-1
(997?19

®gt)

ol @9 (1 ®g)

—1
lg,l¢

®g L

= Oyg-1(g71)()0, 1070 @ g9

—1 -1
= egﬁ{lﬂg’g_l@lc’lg ®la
= 9;G71G ®lae
= lag.ka
ag_l,gg*(ggj%fleligi,lc) ® gilg
‘gg*%gg*(eg, 01g.16) @ 1a

9971’gg*(0;g_1)g* (91_(;1710) ®1lg

L 99717909—}1)90;%91&59*(ag—jc) ®1g
—1 —1

= ag,lgelegg* (99,10) ®la

an _

= 917%,1G91G,99*(99,ic) ® 11G

= b 1.016.9(9:(0015)) 7 ®1a
a7 B

= 91(;1,16«91@,9(9*(91&1(;)) '® lg
(4.8) _ _

= o 1.0160(016.0) @ 1a
= efc,},lc ® lg

lag,ka-

Em (*) utilizamos a igualdade (4.5) para concluir que 61 4g.(04 4-1) =

Og.1605-1 4 € assim, (g.(0,,-1)) " = Hg__ll’

Finalmente, mostremos que a familia s = {s, : =
M} comuta os diagramas da Definigdo 4.4. Sejam g,h € G,

-1
gog,1g‘91c,g-

Fy(M) =M —
M €

Ob((ag,ke)m) e m € M. Entao

(516 © (70)ar)(m)

Slc(efl
81G((91G71G9f(;1’1c ® 1g)m)
(1@ 16) (01, 1.0,
(1016)(0r1,1,014,16 © 1a))m

\ 1GJG1
(alc,lcelc,lcalc,lc ®1lg)m

(9f3,1c ® lg)m
m
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(89 0 Fy(sn))(m)

=

g
~

—~
*
~

(sn)(m))
® h)m)
9)(1 & h)m
(1©g)(1®h))m
g.nhx(1) @ gh)m
gh®gh)

sq(Fy
sg((1

(1®

(

(0

(

((Ogn,160 e, 1G)99h®9h>
(0

(0

(

(

g(
)

gh,1c0g, h91G 1o ® gh)m
16 1ax(1)0g.n07 1, © gh)m
(1® gh) (0101, 1, © 1a))m
1@ gh)((6 9 Wig 1, ©1a)m)
Sgh((og,holc,lc ® 1g)m)
Sqh(0g,n - M)
sgn((Vg,n) (M)
(8gn © (Yg,n)01)(m).

Na igualdade (*) usamos o fato de que 61,1, sendo central implica

que 01_(;1 1., também o seja.

Seja f : M — N um morfismo em (4g, M. Definimos H'(f) :

(MvS) - (N,T’) por H,(f) =
equivariante. De fato,

fla-m)

para quaisquer a € A e m € M.

(f ©59)(m)

para todo m € Fy(M).
Seja M € Ob((ag,ke)m)-

f. Mostremos que f é um morfismo

f((a91G 16 ® la)m)
(aalc 1g ® 1G)f(m)
a- f(m),

Também

[(sq(m))

Consideremos o (A ®j kG) - médulo &

esquerda (H o H')(M) com a agdo denotada por %, em que H'(M) =
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(M, s). Entao

(a®g)xm = sg(a m)

((a91c 16 ® lg)m)
(1®g)((abr, 1, ® 1g)m)

E 0 1G(1G) (Daby; 1, © g)m
(a®

glc le, 1Ga®g)

g)m

para quaisquer a € A, g € Gem € M. Logo, (Ho HY(M) =M =
Id(A®kkG)m(M), ou seja, Ho H' = Id(A®kkG)m'

Seja (M, s) € (am)¥. Consideremos ((H'oH)((M,s)),r) um objeto
equivariante cuja acdo em M é denotada por x. Entao

axm = (0,(91G1 o ®lg)m

slG (aelc 1G )
slG (glc,lgam)
s1¢((70) a1 (am))
(816 © (v0) M) (am)

= am,

para quaisquer a € A e m € M. Além disso,

rg(m) = (1®g)m
= Sg(m)a
para todo m € M. Portanto, H o H = Id(, mye. [

Teorema 4.7 Sejam G wm grupo e C uma categoria k-linear tal que
G age em C. Entdo a categoria CC é também k-linear.

Demonstragao: Como a categoria € é aditiva, existe Z € Ob(C) ob-
jeto zero. Para cada g € G, Fy : € — € é um funtor aditivo (portanto,
preserva produto) e assim, pelo Lema 3.17 (i), F,(Z) € Ob(€) é um
objeto zero. Logo, existe um unico isomorfismo s, : Fy(Z) — Z. Con-
sideremos a colecao s = {sq : Fy(Z) = Z}.

Afirmacdo (i) : (Z,s) é um objeto zero em C%.

De fato, sabemos que Home(Z, Z) = {Iz}. Assim, paratodo g € G,

o(y0)z : Z — Z é um morfismo em C, ou seja, s1, 0 (y0)z = Iz.

Sejam g, h € G. Entao (Fyo Fy)(Z) é também um objeto zero em €
(Lema 3.17 (i)) e assim, existe um tnico isomorfismo entre (FyoF})(Z)
e Z.
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Por outro lado, sg0 Fy(sp) : (FgoFp)(Z) = Z e sgno(vg,n)z : (Fyo
Fn)(Z) — Z sdo isomorfismos e portanto, sy 0 Fy(sn) = sqn © (Yg,1) 2
Mostramos entdo que (Z, s) ¢ um objeto em CY.

Provemos a outra parte da afirmagéo, isto €, que (Z, s) é um objeto
zero na categoria C%. Seja (X,r) € Ob(€Y).

Sabemos que Home(Z,X) = {¢yx} e Home(X,Z) = {¢x}. Ob-
servemos que sy 0 Fy(¢x) e ¢x org sdo morfimos Home(Fy(X), Z) que
¢ um conjunto unitério, para cada g € G. Logo, sq0 Fy(¢x) = ¢px org.
Analogamente, s,0F;(¢x) = 1 xor,. Portanto, ¢x e 1)x sdo morfismos
equivariantes.

Suponhamos que exista um outro morfismo equivariante £ : (Z,s) —
(X,r). Por defini¢do, £ é um morfismo em C e portanto, £ = ¢x.
Podemos dizer o mesmo para o morfismo ¢ x. Logo, (Z, s) é um objeto
zero em CC.

Para o que segue, consideremos quaisquer (X, s), (Y,7) € Ob(CY) .

Afirmagéo (ii): Homec ((X, s), (Y,r)) é um k-espaco vetorial com a
soma de morfismos e produto por escalar induzidos pela categoria C.

De fato, sejam f,1: (X,s) — (Y, r) morfismos em C“. Em particu-
lar, f,1 : X — Y sado morfismos em C onde temos definida uma soma
f+1:X — Y. Notemos que

(f+l)osy = fosg+los,
= rg0Fy(f)+rgoFy(l)
= Tgo© (Fg(f)+Fg(l))
= rgoFy(f+1),

para todo g € G. Logo, f + [ é um morfismo equivariante.
Observamos que O{f : X — Y é um morfismo equivariante, pois
0808y =000 =, ooggf)) = rg0F,(05), para todo g € G, a tltima
igualdade segue do Lema 3.17 (ii).
Dado um morfismo equivariante qualquer f : X — Y, o morfismo
oposto —f : X — Y em relacdo a soma em C é também um morfismo

equivariante. De fato,

fosg+(—f)osg = (f+(*f))o'9g

I
% 3 3 O
Q@ Q@ « >~<|‘><
o O O o
mﬁj;\g—?mm
—~< o
~
=4+
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Portanto, segue da soma induzida que Homec ((X,s), (Y,r)) é um
grupo abeliano. Com o mesmo produto por escalar definido na ca-
tegoria C, podemos concluir que Homec ((X, s), (Y,r)) é um k-espago
vetorial.

Afirmacdo (iii): Sejam (X, s), (Y,r) € Ob(C%). Entdo existe o pro-
duto de (X,s) e (Y,r) em CY.

Sabemos que existe o produto (X @Y, 7x,7my) de X e Y em C. Para
cada g € G, podemos considerar o morfismo s, &7y : Fg(X) B Fy(Y) —
X @Y que comuta o seguinte diagrama (veja Defini¢do 3.11)

Fy(X) @ Fy(Y)

Fy(X) ésg@rg Fy(Y)

v
Sg XpY Tg
/ \
X Y,

ou seja,
Tx 0 (gD Tg) =550Tp,(x) €My 0 (sgD7Tg) =7g0TF,(v)

Essas igualdades destacadas acima sao muito usadas no que segue e
nao fazemos nenhuma mencdo a elas para evitar carregar o texto com
mais referéncias.

Provemos que s, ® 74 ¢ um isomorfismo. Para isso, é suficiente
mostrarmos que a tripla (Fy(X) @ Fy(Y),s407p, (x),Tg 0 TE,(v)) € um
produto de X e Y em C.

Sabemos que existem morfismos i, (x) : Fy(X) — Fy(X) @ Fy(Y)
e ip,v) : Fy(Y) = Fy(X) @ Fy(Y) tais que a quintupla (Fy(X) &
Fo(Y), Tr,(x)s TF,(v), F,(x), iF,(y)) € uma soma direta de Fy(X) e
F,(Y), isso segue da Proposigao 3.10.

Seja (C,ex : C — X,cy : C = Y) uma tripla em €. Definimos o
morfismo « : C' — Fy(X) @ Fy(Y') por

. —1 . —1
O =1p (y)OTy OCYy —l—ng(X) 08, ocCx.

Notemos que
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(sg0Tp,(x)) 0 =

(sgom )o (i or;tocy +1 oslocy)

g Fg(X) . Fg(Y) 19 Fg(X) 9. 1

89 O TF,(X) OUF,(Y) ©Tg ©Cy + 89 0T, (xX) OUF,(X) 085 ©CX

—1 —1
g oc¢y +sg0lp (xy0s, ocx

— Fg Y
= 9005 or

-1
Sg 08, ocCx

Cx.

Analogamente, (ry07g, (y)) o« = cy. Para provarmos a unicidade,
suponhamos que exista um morfismo 3 : C — F,(X) & Fy(Y) tal que
(sg 0T, (x)) 0B =cx eque (rgomp, (yy) o 3 = cy. Dessas igualdades,
resulta que

. . -1
iF,(X) ©TF,(x) © B =ip,(x)© 8, ©cx

. . _1
iF,(Y) © TF,(v) © B =ip,(v)0T, ©cy.

Como if,(x) © T, (x) + ir,(v) © Tr,(v) = Ir,x)er,(v) segue, so-
mando membro a membro as duas igualdades, que

_ -1 , -1 _
B=ip,v)yory ocy tip,x)08, ocx =a.

Portanto, (Fy(X) @ Fy(Y),s407F, (x):7g ©TF,(v)) € um produto de
X eY em € e dai, s; @ ry é um isomorfismo.

Agora, para cada g € G, o funtor F ¢ aditivo e assim, F, preserva
produto (veja Proposicao 3.19) e portanto, (Fy,(X®Y), Fy(nx), Fg(my))
¢ um produto de Fy(X) e F,(Y'). Também, (Fy(X)®Fy(Y), T, (x): TF,(v))
é um produto de Fy(X) e F,(Y) seguindo assim que existe um tnico
isomorfismo ¢% ) : Fy(X ©Y) — F,(X) @ Fy(Y) tal que

TFy(X) © (bg(,Y = Fy(rx) e TE(Y) © (bg(,Y = Fy(my).
Essas duas igualdades acima sao também muito usadas no que segue

e ndo fazemos nenhuma mencao a elas. Consideremos a familia de
isomorfismos

sOr={(sg@1g) 0%y  Fy(X®Y) > XY :g€G}
Provemos que (X @ Y,s @ r) é um objeto equivariante. De fato,
notemos que

mx o ((s16 D 116) 0 Oy © (Vo) xay) =
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= (mxo(s15Dr1g))o §<GY o (Y0)xay
(s16 © 7TF1G(X)) °© ¢§5y ° (Y0)xay
= S1g° (WF1G(X) °© ¢§<ny) o (7o) xev

515 0 Fig(mx) o (v0)xay

S1¢ 0 (Yo)x ox

—
® |l
X

A
Il %
X

Ixonmx =7mx
= 7xolxey,
em (*) e em (**) utilizamos, respectivamente, que os diagramas

X@Y%EG(X@Y) XM;FI(;(X)
TX lFlG(TrX) x lmc

Fi (X

X (v0) x 1G( )

comutam. A comutatividade do primeiro vem da naturalidade de g
e a do segundo, segue do fato de que X é um objeto equivariante.
Analogamente, 7y o ((s1, ® r1,) © d)ﬁgy o (Y)xey) = 7y o Ixgy.
Portanto, do Lema 3.3, resulta que
(516 ®716) © 0xy) © (Y0)xay = Ixey-
Sejam g,h € G. Entao provemos a comutatividade do diagram
abaixo

Fy((sh®rn)odlk y)

(FgoFp)(X @Y) Fy(XaY)
('Yg,h)XEBY\L l(sg@%)oﬁ(,y
FhoXaY XaY.
gh( ) (sgheargh)oqbg(’fy

De fato, temos que

mx o (((sg ®1g) 0 ng(,Y) o Fy((sn @) o ¢})L(,Y)) =
(mx 0 (39 ®7g)) 0 Sy 0 Fyl(sn @ 1n) 0 ¢k y)
890 Tr,(x) © P%y © Fy((sn ©a) 0k 5)
890 (TE,(x) 0 P% y) © Fy((sn @ 71) 0 ¢k 5)
s90 Fy(mx) o Fy((sn @ rn) o ¢k y)

= s40F, WXO(ShEBTh)OQb})Z(,Y)
= s40F

sg0 Fy(sp 0 Fp(mx))

(

o(sn 07, (x) 0 O v)
(
(

= sg0Fy(sn)o (FyoFp)(mx).
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Por outro lado,

mx © (((39n ® rgn) 0 9X'y) © (Ygn)xey) =
(mx o (8gn ©Tgn)) o cﬁ??,y o (Yg,n) XY
Sgh © TF,, (X) © ¢‘§<h,y o (Yg.n)x0Y

sgn © (Tr,(x) © $y) © (gn) Xy
Sgh 0 Fyn(mx) o (Vg.n)xey

Sgh 0 (Yg,n)x © (Fy o Fy)(mx)

sg 0 Fy(sn) o (Fyo Fp)(mx)

em (*) e em (**) foi utilizado, respectivamente, a comutatividade
dos diagramas

—
© |l
X

)

A
Il %

(F, 0 F)(X @ YV 2k (X & V) (F, 0 Fp)(X) 2% (x)
(FgOFh)(Wx)l ngh(ﬂx) (Wg,h)xl J/S.q
(FgOFh)(X)W gh (X) th(X)T)Q

tais comutatividades seguem, respectivamente, da naturalidade de v n
e do fato de X ser um objeto equivariante.
Analogamente,

Ty o(((sg@7g)00% v )oFy((sn@rn)odly v)) = Ty o((sgn@rgn)od% v )o(Tg.n) xev)-

Logo, pelo Lema 3.3, resulta que

((ngBrg)o¢g(’y)oFg((sh@rh)o¢}}()Y) = ((sgh@rgh)O¢£;:Y)°<79,h)X®Y-

Observamos também que, para todo g € G,

mx 0 (sg@1g)o0 ¢g<,y = S8gOTF,(X)° ¢£)]{,Y
= s40Fy(mx).

Assim, mx é um morfismo equivariante. Similarmente, Ty é também
um morfismo equivariante.

Para finalizarmos a prova dessa afirmacao, provemos que a tripla
(X®Y,s@r),7x,my) ¢ um produto de (X, s) e (Y,r) em CC.

Seja ((D,1),dx,dy) uma tripla em €%, em que dx : (D,¢) — (X, s)
e dy : (D,t) = (Y,r) sdo morfismos equivariantes, ou seja, dx oty =
sq0 Fy(dx) e dy oryg = s40 Fy(dy), para todo g € G.

Como (X®Y, mx,my) é um produto em C, existe um tnico morfismo
¢:D—X@YemCtalque rxop=dx e my o¢p =dy.
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Provemos que ¢ é um morfismo equivariante. De fato,

Txo(poty) = (mTxod)oy

dXoLg

sq 0 Fy(dx)

5g0 Fy(mx 09)
SgoFg(WX)OFg(¢)

S © T, (x) © Oy © Fy(9)

= on(sg@rg)ogbg(’YoFg(d))
= 7mxo((sg®ry)o0 ¢Agx’y o Fy(9)).

Analogamente, Ty o(¢oty) = Ty o((s,@7y)0¢% y 0 Fy(¢)). Portanto,
doty=(s4®ry)od%ky o Fy(¢), para todo g € G.

Afirmacdo (iv): Todo morfismo em C% possui ntcleo.

Sejam (X, s), (Y,r) € Ob(C%) e f: (X,s) — (Y,r) um morfismo em
@Y. Na categoria C, existe o par (Ker(f), k), nicleo de f : X — Y,
em que k : Ker(f) — X é um morfismo em C. Para todo g € G, temos
que

fo(sgoFy(k)) (fosg) 0 Fy(k)

(rg o Fy(f)) o Fy(k)
g0 (Fy(f)o Fy(k))
= rgoFy(fok)

Ker
(:) rg 0 Fo(0y (f))
** Fy(Ker(f
oFs(Ker(£)
Y

—
*
—

)

em (*) usamos que f é um morfismo equivariante e em (**) que F, é
aditivo (preserva produto) e, pelo Lema 3.17 (ii), segue a igualdade.
Assim, podemos considerar o seguinte diagrama comutativo

Fg(keT(f)) oFo(ker(9)
Y

840Fg (k) 3
Wg X—Y
g
v pKer(h)
Ker(f) v

e, pela definicao de nucleo, existe um tnico morfismo wy : Fy(Ker(f)) —
Ker(f) tal que
kow, =s,0F,(k).
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Novamente alertamos para o fato de que a igualdade acima é bem
usada no que segue sem fazermos mencao a mesma.

Provemos que w, : Fy(Ker(f)) — Ker(f) ¢ um isomorfismo. Con-
sideremos o morfismo

Fy(wg-1) o ('Yg,g—l);(;(f) o (o) ker(s) : Ker(f) = Fy(Ker(f)).

Nesse caso, Fy(wg-1) o (’Yg’g—l)l_(leT(f) (Y0)Ker(f) = wy - De fato,
temos que

(kowg) o Fy(wg-1) o (7979*1)1_(;(]‘) °(Vo)Ker(r) =
= (sg 0 Fy(k)) o Fy(wy-1) o (79’971)1_(1er(f) o (Y0) Ker(f)
= 8g 0 (Fy(k) o Fy(wg-1)) 0 (’Yg,g—l)z_(ler(f) ° (Y0) Ker(f)
sg0 Fy(kowg—1)o0 (7,4~ 1);{;«@) ° (70) Ker(f)
oF (‘9 -10 Fg‘l(k)) o (’)’g 9~ );{ler(f) o ('VO)Ker(f)
= 59 o (Fg( 1)o g(F -1(k))) o (’Yg,g*l>;(1er(f) © (’YO)Ker(f)
g0 Fy(sg-1) 0 (Fy(Fy-1(k)) o (v, g*l)f_(ler(f)) o (Y0)Ker(f)

ngFg(Sg—l) ((’)’gg ) OFlc( )) (VO)Ker(f)
= (sgoFg(sg )) (’Ygg 1)X10F1G() (’YO)Ker(f)

=" (5160 (Ygg-1)x) © (Y1) X" © Fig (k) © (0) Ker(p)
= Slg OFlc( )O(VO)Ker(f)

—
*
N>

(*;*) SlG o (’YO)X o k
o) ok =k
= koIKer(f)a

em (¥), (**), (¥***) e (****) utilizamos, respectivamente, as comutati-
vidades dos diagramas

Fg(s 71)

Flc(Ker(f)27$;Eﬁi)°Fgfl)(Kef(f)) (Fy o Fy1)(X) —— Fy(X)
Flc(k)l l(Fgoan(k) (wg,gnxl i
F5(X) ml(quFgfl)(X) Fyg-1(X )ﬁX
Ker(f) —25 Dy (Ker(f)) x 9% g (x)
| | PN
X . F.(X) X.

As comutatividades seguem da naturalidade de v, ,~1 e de v, para
os dois primeiros na vertical e do fato de X ser um objeto equivariante
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para os dois ultimos na vertical. Assim,

ko (wg o Fy(wg-1) 0 (Vg,g—l);}ler(f) o (Vo) ker(f)) = ko Irer(s)

e como k é monomorfismo (veja Proposi¢do 1.40), segue que
wg o (Fg(wg-1) 0 (797971);(13r(f) ° (Y0)ker()) = Iker(s)-

Pelo Lema 4.2 sabemos que Fj; é uma equivaléncia. Como k é um
monomorfismo segue, da Proposicdo 2.21, que Fy(k) é um monomor-
fismo. Abaixo, em algumas igualdades, usamos a comutatividade dos
diagramas dados imediatamente acima. Temos que

Fy(k) o (Fytwg1) © (oo icor( gy © (Yo er(y 0 wg) =
= Fg(k) o Fy(wg-1) o (7, 9*1)1_<1er(f) ° (70) Ker(f) © Wy
= (k 0 Wy ~1)o ('Vg g~ )Kir(f) © (VO)Ker(f) O Wy

(

= FylsgroFga(k))o (7979*1)1_(;(]‘) (Y0) Ker(f) © g

= (Fg(sg—l) ( -1(k))) o (Vg,g— )Ker(f) (WO)Ker(f) O Wy
= Fy(sg-1)o (F, (F 1(K)) © (Yg,0-1) Kersy) © (F0) Ker(f) © Wy
= Fy(sg-1) 0 ((rg,9-1)x 0 Fig(k)) o (VO)Ker(f) © Wy

= Fg(sg 1) © (Vg g*l)X1 © (Flc (k) © (’YO)Ker(f)) O Wg

= Fg( 1)0(’799 ) ! (('YO)XOk)Owg

o 84108150 (70)x 0k ow,

= sgl OIX OkOWg

= s,tos50F,(k)

= Fy(k)

= Fy(k) o Ir,(Ker(r):
em (*) utilizamos que a igualdade s, 0 Fy(s;') = s15 © (4,9-1)x €
equivalente & Fy(s, ') o (Vgg-1)x = s, ' 0 s1,. Portanto,
g(k)‘)((Fg(wg*l)O(’Yg,g*)}ir(f)o(VO)Ker(f)owg)) = Fg(k)OIFg(Ker(f))
e como Fj(k) é monomorfismo, segue que
(Fy(wg=1) © (g.g1) kcer(p) © (0)Kcer() © Wy = Try (scens)):
Assim, podemos considerar a familia de isomorfismos

w = {wy : Fy(Ker(f)) — Ker(f): g € G}.
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Mostremos que (Ker(f),w) € Ob(€%). De fato,

ko(wiz o (o)kerr)) = (kowig)o (y0)ker(s)
= (sigoFig(k))o (VO)Ker(f)
= 5150 (Fig(k) o (Vo) ker(s))
2 sip0((w)x ok)
= (s1ig°(v0)x)ok
= IX [¢] k == k
= ko IKer(f)a

em (*) utilizamos que o seguinte diagrama comuta

(0) Ker(s)

Ker(f) ————— Fi,(Ker(f))

ki \LFIG(IC)

Fi(X).
X (v0)x 1(X)

LOgO; ko(wlc O(VO)Ker(f)) = kOIKeT(F) e assim, W1g © (’VO)Ker(f) =
Ier(sy (kK € um monomorfismo).

Sejam g, h € G. Entao

ko(wgoFy(wn)) = (kowg)o Fy(wp)
= (sg0Fy(k)) o Fy(wn)
= sg0 (Fy(k)o Fy(wn))
= sg0Fy(kowp)
= Sgo Fy(spoFu(k))
= 540 Fy(sn) o Fy(F(k)).

Por outro lado,

ko (wgn o (Ygn)ker(r)) = (kowgn)o (Vgn)Ker(s)

(8gh 0 Fyn(k)) o (Yg,n) rer(s)
Sgh © (th(k) o (’Yg,h)Ker(f))
Sgn © ((Ygn)x © (Fg o Fr)(k))

(8gh © (Ygn)x) o (Fy o F) (k)
= (g0 Fy(sn)) o (Fyo Fy)(k),

—
*
N>

em (*) utilizamos a comutatividade do diagrama abaixo, a qual segue
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da naturalidade de v 3,

(Fy o F)(Ker(f) 222509 p (Ker(f)
(Fgth)(k)l J/th(k)
(Fgth)(X) th(X)~

(Vg,n)x

Portanto, ko (wy 0 Fy(wn)) = ko (wgn o (Yg,n)Ker(f)) € cOmo k & um
monomorfismo, segue que wy o Fy(wp) = wgn © (Yg,n) ker(f)-

Observamos que da construg¢ao da familia de isomorfismos w, em
que para cada g € G, kow, = s4 0 Fy(k), resulta que o morfismo
k: Ker(f) — X é equivariante.

Finalmente, provemos que o par ((Ker(f),w),k) é um nucleo do
morfismo f em C%. Seja ((Z,t),k') um par, em que (Z,t) € Ob(C%)
e k' : (Z,t) = (X,s) é um morfismo equivariante tal que f o k' = 0Z.
Do fato de (ker(f),k) ser um nicleo de f em C, sabemos que existe
um tnico morfismo u : Z — Ker(f) em C tal que ko u = k’. Basta
provarmos que u € um morfismo equivariante. De fato,

ko(uoty) = (kou)ot,
= kot
= SQOFg(k/)
= sgoFy(kou)
= 890 (Fy(k) 0 Fy(u))
= (SgOF( )) Fy(u)

(ko wy) o Fy(u)
— ko (w, 0 Fy(u)).

Portanto, ko (uoty) = ko (wg o Fy(u)) e assim, uoty, = wy o Fy(u),
pois k£ é um monomorfismo.

Afirmagdo (v): Todo morfismo em €Y possui coniicleo.

A demonstracao desse fato € similar ao caso da existéncia de nucleo
para morfismos. Apresentamos algumas ideias principais.

Sejam (X, s), (Y,r) € Ob(C%) e f: (X,s) — (Y,r) um morfismo em
€Y. Na categoria C, existe o par (CoKer(f),q), conticleo do morfismo
f: X — Y. Podemos considerar o seguinte diagrama comutativo, para
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cada g € G,

: OQ
Vg : X —Y.
; q
CoKer(f)

Consideramos o morfismo

-1 -1
Uug = (’YO)COKeT(f)O(’Yg,g*I)CoKer(f)oFg(Ug ) : Fy(CoKer(f)) — CoKer(f).
Similarmente ao caso do niicleo, prova-se que u, = vg_l e portanto,

temos um isomorfismo. Assim, podemos considerar a familia de iso-

morfismos
u={uy: Fy(CoKer(f)) = CoKer(f):g € G}.

Nessas condigoes (CoKer(f),u) € Ob(€Y) e q é um morfismo equi-
variante. Finalmente, ndo é dificil mostrar que ((CoKer(f),u),q) é um
conticleo de f em C©.

Afirmacdo (vi): Todo monomorfismo em C¢ é um nticleo de algum
morfismo em C%.

Seja f : (X,s) — (Y,r) um monomorfismo em €Y. Como € é
uma categoria k-linear segue, do Lema 3.23, que f é um nicleo do seu
conicleo q : Y — CoKer(f).

Da afirmacéo anterior, segue que (CoKer(f),u) é um objeto equi-
variante e ¢ ¢ um morfismo equivariante com respeito a familia u. Mos-
tremos que f é um nicleo de ¢ em C%.

Seja ((D,1),d) um par, em que (D,1) € Ob(C%) ed: D — Y é um
morfismo equivariante tal que g o d = OgOKeT(f). Como (X, f) é um
nicleo de g em C, existe um Gnico morfismo ¢ : D — X tal que for = d.
Resta-nos ver que ¢ ¢ um morfismo equivariante. De fato,

fololy) = (for)olg
= dol,
= rgoFyd
= rgolky(fou)
= rgo (Fy(f g\t
= (rgoFy(f))o Fy(
= (fosg)oFy(

Il
~
o
—
»
ks
0]
!
—~



Portanto, fo(tol,) = fo(sg0Fy(t)) e como f é um monomorfismo
em C% o sera em C. Logo, tol, = s, 0 Fy(1).

Afirmacdo (vii): Todo epimorfismo é um conticleo de algum mor-
fismo em C©.
A demonstracao desse fato é similar & da afirmacao anterior. [

Finalizamos o trabalhando com um breve comentario a respeito
deste assunto. Como nosso objetivo era seguir a referéncia [16], po-
demos dizer que esse “fim” nao é bem um fim, mas sim uma preparagao
para um estudo posterior, no contexto de categorias monoidais. Existe,
mais especificamente, para categorias tensoriais a construcao da equi-
variantizacdo, utilizando noc¢oes de funtores monoidais e isomorfismos
naturais monoidais para definir a a¢do de um grupo em uma categoria
desse tipo.

No trabalho citado, o objetivo é estudar representacoes de catego-
rias tensorias. Para isso é feita toda essa preparacao, em que a parte
inicial dela esta exposta nesta dissertacao. Para o leitor que desejar um
maior aprofundamento no assunto e tenha curiosidade em continuar es-
tudando o tema, sugerimos as notas de aula [16].
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Apéndice A

Algebra envolvente

universal de uma algebra
de Lie

Nesse apéndice apresentamos alguns conceitos importantes no con-
texto de algebras de Lie como, por exemplo, a construcao da algebra
envolvente universal de uma algebra de Lie. Citamos como referéncia
[17].

A.1 Algebras de Lie

Defini¢ao A.1 Seja k um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre k ou k-
dlgebra de Lie (ou simplesmente dlgebra de Lie) é um k-espago vetorial
L, munido de uma aplicagdo bilinear [ , | : L x L — L chamada
colchete de Lie, que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) [z, z] =0, para todo x € L;
(i) [z, [y, 2l] + [y, [z, 2] + [z, [, y]] = 0, para quaisquer x,y,z € L.

A jgualdade (ii) é chamada de identidade de Jacobi. Denotamos
(L,[ , ]) a élgebra de Lie L.

Definicao A.2 Sejam Ly e Lo dlgebras de Lie. Uma func¢ao ¢ : Ly —

Ly é um morfismo de dlgebras de Lie se ¢ é k-linear e ¢([x,y]) =
[¢(2), d(y)], para quaisquer x,y € L.
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Exemplo A.3 Seja A uma k-dlgebra. Definimos em A o colchete
[x,y] = 2y — yx para quaisquer z,y € A. Entdo (4,[ , ]) é uma
algebra de Lie.

De fato, notemos que [z, z] = zx — xx = 0, para todo 2 € A. Sejam
x,y,z € A. Entao

[z, [y,2]] = x(yz—z2y) — (yz — zy)z
= x(yz) —x(zy) — (y2)z + (2y)w.
Analogamente,
[z, [z, y]] = =z(zy) — z2(yz) — (2y)z + (yz)2
e
[y,[2,2]] = y(zx) —y(xz) — (22)y + (z2)y.

Somando membro a membro as trés igualdades, obtemos a identi-
dade de Jacobi.

O colchete de Lie definido nesse exemplo é chamado comutador.
Denotamos por £(A) a élgebra de Lie (A,[ , ]) cujo colchete de Lie é
o comutador.

Consideremos B uma k-algebra e ¢ : A — B um morfismo de k-
algebras. Entao ¢ : £(A4) — £(B) induzida é um morfismo de algebras
de Lie. De fato,

Mz, yl)) = o(zy —yx)
o(

para quaisquer x,y € A.

Como caso particular do exemplo anterior, segue o proximo exem-
plo.

Exemplo A.4 Seja V um k-espaco vetorial. Denotamos por gl(V)
o espago das transformagoes k-lineares de V' em V. Considerando a
composicao de fungoes como produto, nao é dificil ver que gi(V') é uma
k-algebra. Se definirmos em gl(V') o colchete
[ ] gl(V) xgl(V) — gl(V)
(f.9) = fog—gof

entdo gl(V) tem uma estrutura de algebra de Lie.
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A.2 Algebra envolvente de uma algebra de
Lie

Definigcao A.5 Sejam k um corpo e V um k-espaco vetorial. Uma
dlgebra tensorial de V é um par (X,i), em que X €é uma k-dlgebra e
i:V — X é um morfismo de k-espagos vetoriais tal que, para qualquer
k-dlgebra A e qualquer f : V. — A morfismo de k-espagos vetoriais,
existe um unico morfismo de k-dlgebras ¢ : X — A tal que ¢poi = f,
ou seja, o sequinte diagrama € comutativo

¢ .
f .

A.

Observacgao A.6 A algebra tensorial é Gnica, a menos de isomorfismo.
De fato, se (X, i) e (Y, ) sdo algebras tensoriais de V' entdo segue, da
definicao, que existem morfismos de k-algebras¢p: X - Yev:Y — X
tais que poi=jeoj=1.

Assim, j = ¢poi = (¢o)oj. Analogamente, (¢ o ¢)oi =i. Devido
A unicidade, resulta que poy) = Iy e yp o ¢p = Ix, ou seja, X e Y sao
isomorfos.

Apresentamos, resumidamente, a construcao da algebra tensorial de
um k-espago vetorial V. Definimos recursivamente o k-espaco vetorial
T(V) como TO(V) = k, TH(V) =V e T"TH(V) = T"(V) ® V, para
todo n > 1.

Considerando a soma direta indexada em N, definimos

T(V)=PT"V)=EPVver,

n=0 n=0

em que VO =V ®--- @V (n vezes). Falta denifirmos um produto
para tornar T'(V) uma &lgebra. Sejam v,w € T(V') sabemos que v =
Uy U, € W = Wy, ++ -+ Wiy, €M qUE Uy, € VE™ € Wy, € V&m;
parai € {1,--- ,kteje{l,--- 1}

Para definirmos o produto vw, basta que seja definido o produto

Uniwmj' :a1®"'®ani®bl®"'®bm3"

Estendemos linearmente para o produto vw. Com essa estrutura,
T(V) é uma k-algebra.
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Proposicao A.7 O par (T'(V),i), em que T(V) é como acima e i :
V — T(V) € a inclusao candnica, é a dlgebra tensorial de V.

Demonstragao: Consideremos A uma k-algebra e f : V — A um
morfismo de k-espagos vetoriais. Definimos ¢ : T(V) — A por ¢(v; ®
VR @Up—1®vy) = f(v1)f(va) -+ f(vn_1)f(v,) e estendemos linear-
mente. Claramente, segue a comutatividade do diagrama da definigao.

Notemos que a maneira como ¢ é definida é necesséria para que
tenhamos um morfismo de k-algebras e isso nos garante a unicidade. m

Definicao A.8 Seja L uma dlgebra de Lie. Uma dlgebra envolvente
universal de L é um par (U,1), em que U é uma k-dlgebra e ¢ : L —
L(U) é um morfismo de dlgebras de Lie tal que, para qualquer k-dlgebra
A e qualquer morfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — £(A), existe um
inico morfismo de k-dlgebras v : U — A que induz um morfismo de
dlgebras de Lie ¢ : £(U) — £(A) que comuta o sequinte diagrama

De maneira analoga ao que foi feito no caso da &algebra tensorial, a
algebra envolvente universal de uma algebra de Lie é tnica, a menos
de isomorfismo.

Abaixo, apresentamos a construcio da dlgebra envolvente universal
de uma 4algebra de Lie.

Defini¢ao A.9 Sejam L uma dlgebra de Lie e T(L) a dlgebra tensorial
de L. Consideremos em T(L) o ideal I gerado por elementos da forma
[,y —xRy+y Rz, para x,y € L. Definimos uma nova dlgebra como
sendo o quociente U(L) = T(L)/I.

A necessidade de pedirmos que o ideal I seja gerado por elementos
daquela forma esta relacionada com o fato de que a aplicagao ¢ : L —
L(84(L)) é um morfismo de algebras de Lie. De fato, para quaisquer
z,y € L, temos

(), (y)] = [2,7]

1
SIS
R Q<=
<< |
RS
|| R
R &
IR

A
IS
~ —
=
B
=,
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em (*) usamos explicitamente a defini¢do do ideal I.

Proposigao A.10 O par ($4(L),t) € a dlgebra envolvente universal de
L.

Demonstragao: Sejam A uma k-algebra e ¢ : L — £(A) um morfismo
de algebras de Lie. Notemos que a aplicagdo ¢ : L — A é um morfismo
de k-espagos vetoriais. Da definicdo de algebra tensorial, existe um
unico morfismo de k-algebras ¢ : T(L) — A tal que o seguinte diagrama
comuta

L—— > T(L)

\ v
[} 4 ’

A

)

isto &, Y oi = ¢.
Observemos também que o ideal I esta contindo no nicleo do mor-
fismo 9. De fato, sejam x,y € L. Entao

(lz,y)) = o

([
SR ERE

®\_/ :-/\.

s leX
< <

| = =

@‘Q

o

®

&

Portanto, podemos induzir o morfismo de k-algebras ) (L) — A
por ¥(z) = ¥(z), para todo z € T(L). Naturalmente, ¢ estd bem
definido pelo acima. Além disso, o diagrama abaixo é comutativo

L - 2(u(L)
X PR
£(4),
pois - -
(o)(z) = ()
= P(@)
= ¥(z)
para todo x € L. [
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Apéndice B

Complexo de cadeias e
cocadelas

Nesse apéndice estudamos os complexos de cadeia e cocadeia. Ci-
tamos como principal referéncia [8].

Defini¢ao B.1 Seja R um anel. Um complezo de cadeia (C,d) é um
par ({Crtnez, {dntnecz) em que {Cp}nez é uma familia de R-mddulos
e {dn}tnez € uma familia de R-homomorfismos d,, : C,, — Cp_1 tais
que dp_10d, =0 para todo n € Z.

A cadeia pode ser representada pelo diagrama seguinte

dny1 dn

Cn-i— 1 Cn Cn -1

Exemplo B.2 Sejam R um anel e M um R-moédulo. Podemos consi-
derar o complexo

0 0 M 0 0
Exemplo B.3 Consideremos o morfismo

f: Zg — Zg
r — A4z

Entao temos a cadeia

Ts— > 7. —L > 74
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Definicao B.4 Sejam (C,d) e (D,d) complezos de cadeia. Um mor-
fismo ¢ : C — D entre as cadeias é uma familia de R-homomorfismos
{¢n : Cry, = Dp}nez tais que pod = 6 o ¢, ou seja, para cada n € Z
temos que ¢, o dn-‘rl = Qp+10 5n+1-

Podemos representar o morfismo ¢ pela comutatividade do dia-
grama abaixo

dnt1 dn
CnJrl Cn Cnfl
i¢n+1 lqbn \L(t)nl
Dn+1 St Dn 5 Dn—l

Observagao B.5 Sejam (A4, «), (B,f) e (C,\) complexos de cadeia.
Dados f: A — B e g: B — C morfismos entre cadeias, consideramos
go f:A— C como a familia {g, o f, : A, = Cp}nez- Entao, go f é
um morfismo entre cadeias. De fato, para cada n € Z temos que

An 0 (gn © fn) (Anogn)o fn
(gn—l © ﬂn) o fn
gn—-1° (5n © fn)
9gn—1© (fnfl o an)
= (gnfl ofnfl)oan-

Observamos que essa composi¢do é associativa, isso segue da asso-
ciatividade da composicao entre morfismos de R-mddulos. Dado um
complexo de cadeia (C, d) o morfismo 1¢ : C — C definido pela familia
de R-homomorfismos identidade {1, : C,, = Cp}nez € a identidade
com respeito a essa composi¢ao entre morfismos de cadeia.

Dado um complexo de cadeia (C,d), notemos que o fato de d,, o
dp+1 = 0 implica que Im(d,,+1) C ker(d,) e assim podemos formalizar
a defini¢do seguinte.

Defini¢ao B.6 O R-mddulo quociente H, (C) = ker(d,)/Im(dp4+1) €
chamado de n-ézimo grupo de homologia.

Definicao B.7 Seja R um anel. Um complezxo de cocadeia (C,d) é um
par ({C"}nez, {d"}nez) em que {C"} ez € uma familia de R-mddulos
e {d"}nez € uma familia de R-homomorfismos d* : C"~1 — C™ tais
que d” o d"~' = 0 para todo n € Z.
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Uma cocadeia pode ser representada pelo diagrama a seguir

n+1 n+2
on _d o1 d

Cn+2

Definigao B.8 Sejam (C,d) e (D, ) complexos de cocadeia. Um mor-
fismo ¢ : C — D entre as cocadeias é uma familia de R-homomorfismos
{¢™ : C™ — D"}z tal que pod = 6 o ¢, ou seja, para cada n € 7
temos "1 o ¢" = ¢t o dntl,

Podemos representar o morfismo ¢ pela comutatividade do dia-
grama abaixo

dn+1 dn+2
C’ﬂ Cn+1 Cn+2
l(bn i(ﬁnﬁ»l \Ld)n«i»Z
Dn 571+1 Dn+1 6n+2 Dn+2

Analogamente ao caso feito para cadeias, a composi¢do entre mor-
fismos de cocadeias é um morfismo de cocadeias. Essa composicao é
associativa e tem como elemento identidade a familia das aplicagoes
identidade entre R-mo6dulos.

Dado um complexo de cocadeia (C, d), notemos que a condigao d™ o
d"~1 = 0 da defini¢do, nos diz que Im(d"~1) C ker(d™) e assim temos
a definicdo seguinte.

Definicao B.9 O R-mddulo quociente H"(C) = Im(d"~')/ker(d") é
chamado de n-ézimo grupo de cohomologia.

Defini¢ao B.10 Seja R um anel comutativo com unidade. Um R-
mddulo Z-graduado é uma familia de R-mddulos {M,,}ncz. Dados dois
R-mddulos Z-graduados M e N, um homomorfismo ¢ : M — N de
grau k é uma familia de R-homomorfismos {¢n : My, — Npyr}.
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Apéndice C

Construcao de um modelo
do Grupo de Trancas

Faremos aqui a constru¢ao de um modelo para o grupo de trancas
no espaco R? x [0, 1]. Tal modelo ir4 satisfazer as relagdes do grupo de
trancas que podem ser utilizadas para definir tal grupo via geradores
e relagoes. Podemos dizer que o grupo de trangas é uma generalizacao
do grupo de permutagdes. Seguimos a contrugdo feita em [12].

C.1 Links

Seja X C R™ um subespago topolégico convexo. Dado uma quan-

tidade finita de pontos My, -+ , My € X com k € N, denotamos
[My, -+, My] a envoltoria convexa fechada, isto é,
[My,--- ,Mg] =  {MMi+--4+MMg: X eR e N\ >0

para 7»:1,7]{ com Al"""Ak:l}

Denotamos por | My, - - - , Mg[ a envoltoria convexa aberta dos pon-
tos My,--- , M € X.

Definicao C.1 Um arco poligonal L em X é uma unido

n—1

L= |J[M;, Mi]
=1

de um ndmero finito de segmentos tais que |M;, M1 [N|M;, M;1][=0
sempre que i 7 j.
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Os pontos My, --- , M} sdo chamados de vértices da poligonal e os seg-
mentos [M;, M; 1] sdo chamados de arestas da poligonal L para cada
i € {1,---,n—1}. Dizemos que o arco poligonal & simples se os vértices
sao pontos distintos. O arco poligonal L é fechado se M; = My, e nesse
caso definimos a fronteira como 0L = (). Se My # My, entiao definimos
OL = {My, My}. O ponto M; é a origem (ou ponto inicial) e o ponto
M, é o final.

Observagao C.2 [M;, M;,1] define uma orientagdo, representada pela
setaz:
Mi EEm—— MZ‘+1 .

Definigao C.3 Um Link L em X é uma unido finita de m € N arcos
poligonais simples, fechados e dois a dois disjuntos. Os arcos fechados
sao chamados de componentes conexas de L. O inteiro m é chamado
de ordem do Link. Um Knot é um Link de ordem 1.

A orientacao do Link é dada pela uniao das orientacoes de cada uma
de suas componentes conexas.

Exemplo C.4 Um exemplo:

/

Figura C.1: Link com duas componentes conexas

Definigao C.5 (i) Uma isotopia em X é uma fungao linear por partes
h:[0,1]xX — X tal que Vt € [0, 1] temos que hy(—) = h(t,—) : X — X
é um homeomorfismo com ho(—) = Idx(—).

(ii) Dois Links L e L' sao ditos isotdpicos se existir uma

isotopia h de X que preserva orientagio tal que hi(L) = L’. Denota-
mos L ~ L' para designar que L € isotdpico a L.
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Intuitivamente a hipotese de que a funcao seja linear por partes nos
diz geometricamente que deformaremos o espago de maneira continua
tal que o nosso Link seja deformado sem perder sua estrutura de poli-
gonal. A isotopia de Links é uma deformagcao que se inicia como uma
paisagem estética que se deforma continuamente até carregar um Link
em outro Link.

Lema C.6 A relacdo de isotopia ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre
o conjunto de todos os Links.

Demonstragao: Reflexiva: seja L um Link. Entdo definimos

h: [0,]]xX — X
(tx) =

ou seja, hy = Idx para todo t € [0, 1]. Essa isotopia trivial, nada mais
é do que deixar todo o espago parado. Nesse caso L ~ L.

Simétrica: sejam L e L' Links tais que L ~ L’. Entdo existe uma
isotopia h : [0,1] x X — X tal que hy(L) = L. Como para cada
t € [0,1] a aplicacdo h; é um homeomorfismo, podemos considerar a
aplicacao

g: [0,]]xX — X
(ta) = hy'(z)

que & uma isotopia tal que g;(L') = hy'(L') = L, pois h; ' & um
homeomorfismo para cada t € [0,1] e go = hy ' = Idx. Logo, L' ~ L.

Transitiva: sejam L, L' e L Links tais que L ~ L' e L' ~ L".
Entdo existem isotopias h : [0,1] x X - X e b’ : [0,1] x X — X tais
que hi(L) =L e hj(L') = L". Definimos

g: [0,1]xX = X

(t,2) . h(2t,z), se 0 <t<1/2
’ h'(2t —1,h(1,2)), se 1/2<t<1.
Note que g esta bem definida pois
W(2(3) = Lhi(z)) = hy(h(e))

Para cada ¢ € [0,1] a aplicagdo ¢g; ¢ um homeomorfismo com gy =
ho = Idx e
gi(L) = hi(m(L))
hy (L)
S
Portanto L ~ L'. ]
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C.2 Tangles

A partir de agora iremos restringir a nossa analise para o subespaco
convexo X = R? x [0,1] de R3. Definimos um objeto chamado Tangle
que nos servird para construir o grupo de trancas mais adiante.

Para cada n € N* definimos [n] = {1,--- ,n} e para n = 0 fazemos

[n] = 0.

Definigao C.7 Sejam k,l € N. Um Tangle do tipo (k,l) € uma unido
de um nimero finito de arcos poligonais simples, orientados e dois a
dois disjuntos em R? x [0, 1] tal que a fronteira satisfaz a sequinte con-
digao:

oL = LnN(R?x{0,1})
([k] x 0 x 0)U ([I] x 0 x 1).

Pela convencao feita acima, os Links podem ser vistos como Tangles
do tipo (0,0), pois nessas condigdes a fronteira é vazia, e portanto
todos os arcos poligonais sdo fechados. Assim como fizemos para Links,
podemos definir uma relacao de isotopia entre Tangles apenas fazendo
um ajuste.

Exemplo C.8 Um exemplo de um Tangle do tipo (2,4) visto por dois
angulos distintos

Definicao C.9 (i) Uma isotopia em X = R? x [0,1] é uma funcéio
linear por partes h : [0,1] x X — X tal que Vt € [0,1] temos que
hi(=) : X — X € um homeomorfismo, tal que restrito a fronteira
90X =R? x {0,1} € a identidade e ho(—) = Idx(—).
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(ii) Dois Tangles L e L sdo ditos isotdpicos se existir uma
isotopia h de X que preserva orientagdio tal que hi(L) = L’. Denota-
remos L ~ L' para designar que L € isotépico a L'.

Observagao C.10 Notemos que a relagao de isotopia sobre os Tangles
¢ uma relacdo de equivaléncia. A verificacdo desse fato é analogo ao
caso dos Links, com a ressalva de que na fronteira a isotopia nao se
move.

Defini¢cao C.11 Uma projecio 0 de um Tangle do tipo (k,1) é uma
unido finita de arcos poligonais em R? tal que nenhum vértice se en-
contra no interior de uma aresta e tal que a fronteira satisfaz a condi¢ao

00 = ([k] x 0) U ([I] x 1).

Um ponto de cruzamento de 6 € um ponto da projecio que se en-
contra no interior de pelo menos duas arestas distintas. A ordem de
um ponto de cruzamento é o niumero de arestas distintas as quais o
ponto pertence. Uma projecao é dita regular se a ordem de cada ponto
de cruzamento é exatamente 2. Dado um ponto de cruzamento P em

0 definimos o conjunto Ep formado pelas arestas que contém P.

Defini¢ao C.12 Um diagrama de um Tangle do tipo (k,l) € uma pro-
jecao reqular em R x [0,1] tal que o conjunto Ep é ordenado, para cada
ponto de cruzamento P, a primeira aresta com respeito a ordenac¢do
dizemos que estd por cima, e a sequnda aresta dizemos que estd por
baixo.

Vejamos um exemplo de diagrama.

4 /

Exemplo C.13

Nosso objetivo é definir uma operacdo de composi¢do entre alguns
Tangles, essa operagao é a que vai dar origem ao produto no grupo
de trancas. Para isso, seja L um Tangle do tipo (k,1), definimos duas
sequéncias s(L) e b(L) consistindo de sinais + e —. Caso k = 0 defi-
nimos s(L) = 0 e se | = 0 fazemos b(L) = (). Supondo que % e [ nédo
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sao nulos definimos s(L) = (e1,...,€x) € b(L) = (01, ...,0;) onde ; = +

(resp. §; = +) se o ponto (7,0,0) |resp. (4,0,1)] € um ponto terminal

(resp. de origem) de L . Caso contrario, temos ¢, = — € 6; = —.
Consideremos duas aplicacoes:

ar: R2x[0,1] — R2x[0,1] o 02 R%Zx [0,1] — R2Zx[0,1]
(2 = (3 (p2) = (p, %)

Sejam L e L' dois Tangles orientados tais que b(L) = s(L’). Entéo
definimos

L'oL=a;(L)Uas(L).

Esse novo Tangle é orientado com s(L'oL) = s(L) e b(L'oL) = b(L’),
chamamos de composicdo de L’ com L. Vejamos um exemplo pratico
dessa composicao.

Exemplo C.14 Consideremos os Tangles:

Chamemos o Tangle a esquerda de L e o Tangle & direita de G.
Entao a composi¢iao L o G é vista por dois dngulos

ou seja, geometricamente essa composi¢ao é interpretada como uma
espécie de colagem entre os Tangles em uma derterminada ordem.
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Lema C.15 Sejam Ly, Lo, Ls e Ly Tangles orientados com b(L1)
s(La) e b(L3) = s(L4). Entado

(1) Se L1 ~ L3 e L2 ~ L4 entao LQ OLl ~ L4 @) Lg,’

(ii) Se b(Ls) = s(L3) entdo (L3 o La)o Ly ~ Lgo (Lyo Ly).

Demonstragao: (i) A ideia da demonstragao pode ser entendida pelo

“diagrama” abaixo

B
s
:
\Ql\\
>
/
A
.
B
JCR
:

Como por hipdtese L1 ~ Lz e Ly ~ Ly, existem isotopias h : [0, 1] x

X > Xe g : [0,1] x X — X tais que hl(Ll) = L3 e g1(L2)

Definimos

fro01xX — X

¢, @A) =

ar(he(p.2N)), se A€ [O’ ;]

1
arla(p. 22~ D), se A< [5.1]

Ly.

em que X = R? x [0,1]. Notemos que f estd bem definida, pois para



(t,(p,3)) € X temos

—
*
N>

ay(h(p, 1)) ai(p,1)
(P, 3)
az(p, 0)

az(g:(p, 0))

A
I3
N

em (*) e em (**) utilizamos que as isotopias h e g sdo a identidade

na fronteira do espaco X. Observamos que f restrita a R? x [0, 5]
¢ a composicdo oy o hoaj' e restrita a R? x [1,1] ¢ a composicio
asogo a;l. Notemos também que, para cada t € [0, 1] a aplicagdo f; é
um homeomofismo, pois é composta de continuas e portanto continua,
com inversa

ar (7 (p,20), se A€ [o, ;]

1
g (22~ 1), se e [5.1]
que é continua ja que h; Le 9 1 6 sdo0. Observamos também que

fO(pa )‘) = al(hO(pa 2>‘))
= ai1(p,2X)
= (pa )‘)

se A€ [0,3] e

Jfo(p,A) = aa(go(p,2A - 1))
= as(p,2A—1)

= (p, )

se A € [%, 1]. Portanto, fy = Idx. Finalmente

fl(LQ e} Ll) (651 (Ll) U QQ(LQ))

S(
filea(L1) U fr(az(L2)))
hy oyt (a1(L1))) U as(g1 0 ay ' (az(L2)))

o (
= al(hl(Ll) Uaz(g1(Le2))
= oa1(Ls) Uas(Ly)

—~
*
—

\
™~
iny
]
~
B
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em (*) utilizamos o fato de que a;(L;) € R? x [0,1] e ao(L2) C

R2 x [%, 1}. Portanto, Ly o Ly ~ Lyo Lg.
(ii) Para provar que (Lgo Lg)o Ly ~ Lzo(Lyo Ly) definimos a seguinte
isotopia
h: [0,]]xX — X
(t’ (p7 A)) = (pa ¢t(A))7

em que

oc: [0,1] — [0,1]

t 1

)\(1—5),880§>\§§
t 1 3
A — - - — <A< -
A 4,562_)\3_4

(1+t))\—t,se1§)\§1.

Fixado um t € [0, 1] a funcéo ¢; é invertivel e sua inversa é a funcdo

P [0,1] —  [0,1]

1+ 1

assim h; é um homeomorfismo para cada t € [0, 1], jA que é continua
e tem inversa, a saber h; '(p,\) = (p,:()\)) que também é continua.
Notemos que hO(pa )‘) = (p> ¢0()‘)) = (pa )‘)

Mostremos que hy((Lgo Lg)oLy) = Lo (Lyo Ly). Primeiro obser-
vamos que dado (p, \) € R? x [0, 1] valem as seguintes igualdades

hl(al(pﬂ )‘)) = hl(p7*)

b, Z)
= ai(ai(p, A)). (C.1)

Em (*) utilizamos que 3 € [0, ] para A € [0, 1].

mlasloa(p. V) = hilas(p,3))
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Em (*) utilizamos que 22 € [, 2] para A € [0,1].

A+1
ha (o2 (p, T))
A+3
hl(pa T)

A+3

- (Z%T*]‘)
A+1

(p7T)

= (p, ). (C.3)

hi(az(az(p, A)))

—
*
~

Em (*) utilizamos que 232 € [3 1] para A € [0,1]. Assim, temos
que

hl((LgoLQ)OLl) hl(az(LgoLz)UOll(Ll))

hi(az(a2(Ls) U ar(Le)) Uai(Ly))
hi((a2(aa(Ls))) U (21 (Lz))) U
hi(az(az(L3))) U hi(az(ai(Le)))

a1(L1))
U h1 (0(1 (Ll)

az(Ls) U (az(Lz)) Uar(an (L))
= 042(L3) Ual(ag(Lg) Ual(Ll))
= OéQ(Lg)UOq(Lg OLl)

= L3 e} (LQ e} Ll)

C1,C2eC.3

Logo, (Lgo La)o Ly ~ Lz o (Lyo Lq). [

Definimos um tangle que sera a identidade com respeito a essa ope-
ragao de composicao. Seja L um tangle tal que s(L) = (&1, ...,£,), entao
definimos Id,(y como sendo o tangle dado por {1,...,n} x {0} x [0,1]
com s(Idyry) = b(Idyr)) = s(L). Analogamente, definimos Idy(z,),
com a ressalva que s(Idyy) = b(Idyz)) = b(L).

Lema C.16 Se L é um Tangle tal que s(L) = (€1, ...,€n) entao (Idyro
L) ~LelL~ (L OIdS(L)).
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Tal lema é encontrado em ([12], Lemma X.5.11, p. 262). Nao
iremos demonstrar devido aos argumentos altamente geométricos que
nao estao no escopo deste trabalho.

C.3 Trancgas

Iremos nos ater a um tipo especial de Tangle chamado de braid que
aqui iremos nos referir como tranca. Fixemos 1 < n.

Definicao C.17 Uma tranga L com n fios é um Tangle do tipo (n,n)
tal que

(i) s(L) = b(L) = (+,+, s +);
(ii) L ndo contém arcos poligonais fechados;

(iii) Para cada z € [0,1] vamos ter que LN (R? x {z}) tem exatamente
n pontos distintos.

Chamamos uma trangas L com n fios simplesmente de tranca, fi-
cando subentendido que temos um natural n fixo. A relacao de isotopia
entre Tangles induz sobre as trancas uma relacao de isotopia.

A operagdo de composicio definida entre Tangles sempre serd pos-
sivel no caso das trancas e para qualquer tranca o elemento 1, =
{1,...,n} x {0} x [0,1] com a orientacdo dada por s(1,) = b(1,) =
(+,..,+) € o elemento Idyy) e Idyr) para qualquer tranca L.

Dada uma tranca L definimos uma nova tranca, denotada por L'
que é a imagem de L pela reflexdo através do plano R? x {%}, ou seja,
L=t = (L) em que:

h: RZx[0,1] — R2x]0,1]
(p,z) = (p,l—Z).

Exemplo C.18 No exemplo C.14 o Tangle L é uma tranca e tem um
inverso que é representado geometricamente por
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Notemos que se fizermos a composicdo L o L™! nesse exemplo obte-
mos o seguinte resultado

Observagao C.19 Observamos que (Lo L™1) ~ 1, ~ (L7 o L). De
fato, se L é uma tranga tal que o ponto (i,0,1) é levado por um arco
poligonal no ponto (j,0,0) entdo pela defini¢ao de h a reflexdo L~! leva
o ponto (j,0,1) por um arco poligonal no ponto (i,0,0) e a composicao
vai ter uma nova poligonal de (4,0,1) em (4, 0,0). Isso ocorre com todas
as poligonais, e portanto a composicao é isotopica & identidade.

Agora que temos todos os ingredientes, podemos fazer a construcao
do grupo de trangas. Para cada n € N denotamos por B,, o conjunto
de todas as classes de trancas via isotopia. Denotamos por [L] a classe
da tranca L.

Proposigao C.20 O par (B,,,0) é um grupo, em que o € o produto
definido por [L] o [L'] = [Lo L'], em que L e L' sao trangas quaisquer.

Demonstragao: Observamos que essa operacao estd bem definida,
pois dados ([L], [L]), (|G],[G"]) € B,, x B,, temos

Ly =(aLEen) e [L=[G]e[L]=]G"
= L~Gel ~@G
Lema G158 (Lo L) ~ (G o GY)
& [LoL]=[God]
e (Lo [L]) = ([G] o [G").

Verifiquemos os axiomas de grupo.
Associatividade: sejam [L1],[L2] e [L3] € B,,. Entéo,

([L1] o [L2]) o [L3] =

[L1 0 La] o [Ls]
Lema:C.15 {
(L

(L1 o La) o L]
Ll o (LQ 0] L3)]
1] o ([L2] o [L3])
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Elemento neutro: o elemento [1,] é a unidade nessa operagao. De
fato,

[L] o [1n] = [Loln] [1n] o [L] = [1n o L]
Lema C.16 € Lema C.16

[L]
para qualquer [L] € B,,.
Inverso: seja [L] uma tranga. O elemento [L™!] é seu inverso com
respeito a esse produto. De fato,

[Llo[t™] = [LoL7]  [L7Me[L] = [L7lol]
Obs, €19 1 1 Obs, €19 3
Portanto, [L]~! = [L™1]. [

O grupo B,, é chamado de grupo de trangas. Denotamos o produto
[L] o [G] simplesmente por L o G ou LG, ficando subentendido que séo
classes.

Definimos alguns elementos especiais, denotados por o1, -+ ,0p,_1.
Se chamarmos M; = ([(¢,0,1); (252, — 1, D)JU[(ZEE, -3, 2); (i+1,0,0)])
e N, =1[(i+1,0,1);(¢,0,0)], fazemos

o; = [(1,0,1),(1,0,0] U+ UM; UN; U---U[(n,0,1), (n,0,0)] .

Claro que o; € B,, para todo ¢ € {1,--- ,n— 1}. Tais elementos sao
importantes por caracterizarem o grupo de trancgas via relacoes sobre
geradores. Esse elemento pode ser representado pelo diagrama

Proposigao C.21 Sao vdlidas as sequintes afirmacoes
(i) O grupo B,, é gerado por o1, -+ ,0p—_1.
(ii) Sempre que3<n el <i,j<n—1com|i—j|>1 temos

00 = 040;.
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Também é vdlido que
0i0i4+103 = 0410041
para todo i € {1,--- ,n—1}.

As duas relagoes descritas no item (ii) sdo chamadas rela¢oes do

grupo de trancas.
Tal demonstragdo pode ser encontrada em ([12],Lemma X.6.4, p.

264). A demonstragdo envolve argumentos geométricos que nao estao
no escopo deste trabalho.
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