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Resumo

Este trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira parte esta-
belecemos a existéncia de solugdes fortes T-periddicas no tempo (perfodo
T) para um sistema magneto-eldstico. O nosso principal resultado é para
0 caso em que o sistema tem dissipagdo mecéanica linear e acoplamentos
néo lineares, que inclui uma forga externa T-periédica. Provamos também
a estabilidade condicional assintética das solugbes periddicas obtidas com
a energia total das perturbagdes decaindo para zero no tempo de forma
exponencial. Consideramos também o sistema no caso em que a dissipagao
mecénica é nao-linear, com a nao-linearidade do tipo p(u:) = |u¢|/Pus e
acoplamentos lineares. Com hipdteses adequadas sobre p, provamos a
existéncia e a unicidade de solugGes fortes T-periédicas no tempo para
p € [3,4]. Na segunda parte deste trabalho, provamos a existéncia de
solugbes T-periddicas fracas (em dimensao 3) e fortes (dimenséao 2) para as
equagoes diferenciais parciais do modelo para ferrofluidos de Rosensweig,

sob acao de uma fungao T-periédica nas equagoes para o campo magnético.

Palavras-Chave: solugbes fortes, solugoes periddicas, sistema magneto-
eldstico, magneto-elasticidade, ferrofluidos, fluidos magnéticos, modelo de

Rosensweig.






Abstract

This work is divided in two parts. In the first part, we establish the
existence of strong time-periodic (period T') solutions of a magnetoelas-
tic system. Our main result is obtained in the case where the equations
are nonlinearly coupled and the mechanical dissipation is linear, and a T-
periodic external force is applied to the body. We also proved asymptotic
conditional stability of thesolutions obtained, with the total energy of the
pertubations decaying exponentially to zero in time. We considered also
the system in the case where the mechanical dissipation is nonlinear, of
the type p(u:) = |ut|Pus, but the coupling terms are linear. Under sui-
table hypotheses on p, we proved the existence and uniqueness of strong
time-periodic solutions (period T') when p € [3,4]. In the second part of
the work, we proved the existence of T-periodic solutions weak (in dimen-
tion 3) e strong (in dimention 2) for the partial differential equations that
describe the model for magnetic fluids of Rosensweig. In this model, the

T-periodic forcing appears in the magneto-static equations.

Keywords: strong solutions, time-periodic solutions magnetoelastic sys-

tem, magnetoelasticity, ferrofluids, magnetic fluids, Rosensweig’s model.
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Notacoes

Neste trabalho usamos as seguintes notagoes:
x = (z1,22,23) e y = (y1,y2,y3) sdo pontos no espago R?;

|.| é a norma Euclidiana em R?;
3

O produto interno de x e y é dado por z.y = Z Tili;
i=1
O produto vetorial de x e y é o dado pelo vetor

T Ay = (T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1);

Q é um dominino limitado de R?;

L?(Q) é o espaco das fungdes u : Q — R, mensurdveis em e tais que

/ lu(z)]? de < 400

fulley = ( [ fute ) ;

Se u,v € L*(Q) entdo, (u,v)s = / u.v, é o produto interno em L*(Q);
Q
Se u € X espago de Banach e L € X dual do espago X entao, (L, u) indica

o valor de L em wu;

1
3 3
(L*())° = L*(Q) x L*(Q) x L*(Q) e |lull(z2 s = (Z |ui||2L2(n)> ;
i=1
H™(Q) é o espago de Sobolev das fungdes u : 2 — R tais que

u e D*u estdo em L*(€2) no sentido distribucional para todo |a| < m, em
3

que a = (a1,a2,a3) € Ne |a| = Zai;
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alely 5
lelamey = | 3 I grgrmmgmm iz |

[a|<m

3 3

(H™(Q)®* = H™(QQ)xH™(Q)xH™(Q) e lull gm0y = (Z |ui||i,m(m> ;
i1
C([0,T7; X) é o espago das fungdes continuas de [0,7] em X;

D(Q) = C§°(N2) é o espago das fungdes infinitamente diferencidveis e com
suporte compacto em 2;

]D)/(Q) é o espago das distribuigoes sobre Q;

H{*(Q2) é o fecho do espago C§°(£2) na norma H™(R);

H™™(Q) é o espgao dual de Hj*(9);

CT(X) é o espago das fungoes u : R — X m-vezes continuamente dife-
rencidveis tal que u(t) = u(t +T), Vt € R;

L?(0,T; X) é o espaco das funcdes f : (0,7) — X tal que

(/OT 1A% dt)é < oo

’ ou , . ~
u = u = — é a derivada de u em relagéo a t;

Se u = (u',u? u®) entdo, uy = (uf,u?,ul);

du Ou 0 . ~
Vu = gradu = (a—;l, 6—;2, 87::3) é o gradiente da fungao u;
> O
Se u = (u1,u2,us) entdo, divu = 871 é o divergente da funcao u;
T
i=1

2
O0x?

Se h = (h1, ha, hs) € (D' (2))® entdo,

3 a2
Au = Z 0"u é o laplaciano da fungao u e Au = (Aui, Ausz, Aus);
i=1

voth_ (Phs _ Oha Oy _ 0hs dhs _ Oy
o (91‘2 8:1:3’ 6x3 8231781'1 aZL‘g

é o operador diferencial linear rotacional do vetor h;

C' é a constante positiva, que poderd assumir valores diferentes em lugares
diferentes;

Cp, Cit, Cim s20 constantes de Poincaré, interpolacao e imersao respectiva-

mente.
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Introducao

Neste trabalho estudamos questdes de existéncia de solugoes periddicas
no tempo para o sistema magneto-elastico e sistema de ferrofluidos. Na
primeira parte centramos a nossa atenc¢ao na investigagao da existéncia e
estabilidade de solugoes fortes peridédicas no tempo para o sistema magneto-
elastico e na segunda parte do trabalho, investigamos a existéncia de

solugdes T-periddicas para o sistema ferrofluidos.

O sistema magneto-eldstico é um sistema de equagoes diferenciais par-
ciais acoplado entre uma equacao hiperbdlica e uma equagao parabdlica,
que modela a interacao entre um corpo eldstico e um campo magnético
externo, H.. Se um corpo colocado num campo magnético inicial forte for
movido por uma forga externa, além de campo de tensdo induz também
um campo magnético dentro do corpo dado por He + h(z,t) que tem in-
fluéncia sobre o corpo por meio de forcas de Lorentz que aparecem nas
equagoes do meio. Consideramos um corpo elastico nao ferromagnético,
condutor, homogéneo e isotrépico em um dominio  C R?® limitado, sim-
plesmente conexo e com fronteira de classe C?. O campo magnético, H,,
é constante e a forga externa f(z,t) é periddica no tempo, de perfodo T
(ntimero positivo fixo). Os campos de deslocamento e magnético sdo re-
presentados por u(z,t) e h(z,t) respectivamente. O modelo descrito acima
([29], [7], [6]) é representado pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais
parciais (sistema magneto-eldstico):

9%*u Ju

g —uAu—(ﬁ+M)Vdivu+p(at) = po(rot h) A (h+ He) + f,

(0.0.1)



ou
ot + virotroth = rot[a A (h+ H.)], (0.0.2)

divh =0, (0.0.3)

em Qr = (0,T) xQ, em que 9u é a derivada parcial de u(¢, ) em relagdo a

ot
&u 2 ou

52 = 5 (E) As constantes positivas de Lamé da teoria de

elasticidade sdo 5 e u, v1 = ﬁ em que o > 0 representa a condutividade

do material, po é um nimero positivo representando a permeabilidade

t (tempo), e

L. ou N .
magnética e p(a) representa a dissipacdo mecéanica que atua no corpo
elastico.
As condigoes de periodicidade e de fronteira associadas a esse sistema,

sao respectivamente,

0 0

, —=u(0,z) = —u(T, x),

o0 0) = o) (0.0.4)
h(0,z) = h(T,z), = € Q,

u(0,2) = u(T, x)

u=0, hn=0, rot hAn=0em Xr = (0,T) x 99, (0.0.5)

em que n = n(z) indica o vetor normal unitdrio exterior em
x = (x1,T2,23) € ON.

Revisaremos aqui, os trabalhos da literatura que tratam questoes de
existéncia de solugbes T-peridédicas no tempo para EDP’s hiperbdlicas. Os
estudos sobre a existéncia de soluc¢oes T-periédicas no tempo para EDP’s
hiperbdlicas, remontam a 1956, quando G. Prodi, estudou a existéncia de
solugoes generalizadas 2m-periédicas de

@—Au—&— (z,t @)—f(xtu)
8t2 g L) 8t - ) b)
ulog = 0,
em que
Q C R™ é um dominio limitado;

f € L*(Q x [0,27]) é uma funcio 27-periédica;

g(z,t,p) é uma fungao mensurdvel de (z,t) € Q x [0, 27| para cada p e
< g(l’, t7p2) — g(xytvpl)

m < <M, p2 #pr,
p2 — p1




g(z,t,0) = 0 e g tem efeito dissipativo.
Prodi investigou também o caso

0%u ou
ﬁ — Au +g(.’l],t, a) - f(x7t7u7u1)>

U|BQ = 05

com hipdteses adicionais sobre f. Mais tarde, em 1959, J. Serrin [65] es-
tudou a existéncia de solugbes periddicas das equactes de Navier-Stokes.
Seguiram-se muitos outros trabalhos tais como (73], [60], [59], [37] e [43].
Além dos trabalhos sobre a existéncia de solugdes T-periédicas no tempo,
mencionamos as seguintes contribuicGes sobre a teoria matematica da mag-
netoelasticidade: [16], [57], [58], [18], [36] e [11].

No que segue, faremos um pequeno resumo da importancia e da aplicagao
de problemas periddicos ( [56] e |72]):
Solugbes periddicas é um aspecto importante das equagdes diferenciais,
visto que movimentos periddicos acontecem com frequéncia na natureza
e podem ser modelados por sistema de equagGes diferenciais. O movi-
mento dos corpos celestes, a vibracao das ondas e mudangas climéticas
nas quatro estagoes sao exemplos de movimentos periddicos. Fenémenos
fisicos e naturais ocorrem nos problemas mecanicos e de engenharias onde
hé oscilagoes (péndulo, molas, ...) ou movimentos nas trajetérias fecha-
das (planetas, elétrons, ...) e as solugbes de interesse para as equagdes
que descrevem esses movimentos sao exatamente as periddicas. Portanto,
é de grande importancia garantir se existem solucgbes peridédicas para tais
sistemas. Pesquisas acerca de solugbes periédicas vém se desenvolvendo
e tém ampla aplicagdo em muitos campos como ciéncias sociais, medi-
cina, sistemas bioldgicos, modelos epidémicos, entre outros. De modo a
exemplificar, para explorar o impacto de fatores ambientais na biologia, a
suposi¢ao de periodicidade de parametros descreve mais fielmente o mundo
real devido a existéncia de muitos fatores peridédicos tais como efeitos sazo-
nais do tempo, suprimentos de comida, habitos de acasalamento e colheita.
Um outro exemplo das solucoes periddicas, é a sua aplicagdo no estudo do
ntmero de habitantes de uma cidade que contraim uma doenga contagiosa
e essa doenga possui a caracteristica de ndo imunizar quem a contraiu (por

exemplo, um resfriado).



Provar a existéncia de solugoes fortes T-periddicas para o sistema magneto-

elastico com acoplamentos nédo lineares usando a formulagdo puramente
periédica apresenta dificuldades consideraveis devido a falta de estimativas
a priori. Quando os acoplamentos sao lineares temos uma certa analogia
entre o sistema magneto-eldstico e o sistema termo-eldstico [19]. Perde-
mos essa analogia quando os termos de acoplamentos sdo nao lineares.
Na primeira equagio o termo de acoplamento é roth A (h + H.) que é
como o termo (u.Vu) das equagoes de Navier-Stokes. No entanto, como
comentado em detalhes em [51] (ver também [50]), técnicas usadas para
o problema periédico no tempo para as equagdes de Navier-Stokes falham
para o sistema magneto-eldstico devido ao acoplamento entre as equagoes.
Nosso Teorema sobre a existéncia de solugdo forte periédica no tempo
aborda a formulagdo puramente periédica no tempo e melhora o Teorema
de existéncia correspondente em [54].

Quando consideramos o sistema magneto-eldstico com acoplamentos line-
ares, como foi observado em trabalhos anteriores como Menzala-Zuazua
( 149]), a equagao do campo magnético comporta como a equagao do calor
e neste caso temos a estimativa a priori. Esse sistema foi bastante estu-
dado no passado porém, ndo do ponto de vista de obtengdo de solugoes
periédicas.

Também neste trabalho, estudamos questoes de existéncia de solugdes fra-
cas e fortes periédicas no tempo do modelo ferrofluidos de Rosensweig. Os
fluidos magnéticos, ou ferrofluidos, sdo fluidos contendo nano-particulas

0% particulas por metro ciibico, cada particula

em grande quantidade (1
com 3 a 15 nanometros de didmetro). Ferrofluidos tem sido empregados
em varias aplicagoes como em selos de eixos rotativos nos discos rigidos
de computadores, na manufatura de semi-condutores, em selos de pressao
para compressores, etc. Eles sdo também usados no resfriamento de bobi-
nas de speakers, para administrar drogas em certas partes do corpo , como
marcador de fluxo sanguineo em medidas circulatérias nao-invasivas, etc.
O resultado novo, para o modelo ferrofluidos de Rosensweig, é o fato de
obtermos a existéncia de solucbes fortes T-periédicas em Q C R?. Para
obter a existéncia de solugbes T-periddicas no tempo, usamos o método de

Faedo-Galerkin e o Teorema de ponto fixo de Brouwer.

Descrevemos em seguida a estrutura do nosso trabalho. A primeira



parte constituida pelos capitulos 1,2 e 3 é dedicada ao sistema magneto-
elastico e a segunda parte constituida pelo capitulo 4 é dedicada ao sis-
tema ferrofluidos. No capitulo 1, introduzimos alguns espagos funcionais
bésicos, a formulagao fraca do problema e apresentamos alguns resultados
preliminares importantes usados neste trabalho. No capitulo 2, considera-
mos o sistema magneto-elastico com dissipagao linear e acoplamentos nao
lineares. Impondo que a forga f seja pequena, obtivemos a existéncia de
solugao T-periédica forte no dominio bidimensional, via Teorema do ponto
fixo de Banach. Neste mesmo capitulo, assumindo certas hipdteses sobre a
dissipagao, obtivemos o nosso principal resultado: a existéncia de solugao
T-periédica forte no dominio tridimensional. A estabilidade de solugoes foi
obtida neste capitulo. Estabelecemos a existéncia de solugoes T-Periodicas
fortes para o sistema magneto-elastico com dissipagdo néo linear e acopla-
mentos lineares no capitulo 3. Para alcancar o nosso objetivo, utilizamos
o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Também neste capitulo ob-
tivemos a unicidade de solugbes T-periddicas no tempo. Por iltimo, no
capitulo 4, estabelecemos a existéncia de solugoes T-periddicas fracas e

fortes para o sistema de ferrofluidos.






Capitulo 1

Definicoes e

Preliminares

1.1 Espacos Funcionais

Consideramos um dominio 2 de R*® com 99 de classe C2. D(Q) :=
C&(Q) e D(Q) := C§°(Q) sdo espagos de funcdes testes com suporte com-
pacto em €2 e espagos de fungbes testes com suporte compacto em R3
restrito a ©Q, respectivamente. L*(Q) é o espago de Lebesgue de fungdes
quadrados integraveis com produto interno (.,.) e a norma || . [|= (.,.)"/2.
Usamos a notagao usual dos espagos de Sobolev: W*(Q), W5P(2), s > 0,
H*(Q) := W*2(Q), H§(Q) := W*(Q). A norma em W*P(Q) serd deno-
tado por || . ||s,p. H°(2) representa o espago dual de Hg(2).

A seguir, consideramos alguns espagos bésicos para o estudo do sistema

magneto-eldstico e enunciaremos as principais propriedades ( [23]).
LZ(Q) ={h e L*(Q)®:divh =0, h.n|sq = 0},

HX(Q)? ={he H'(Q) :divh =0, h.n|sg =0},

H(div,Q) := {v € L*(Q)® : dive € L*(Q)},



H(rot, Q) := {v € L*(Q)* : rotv € L*(Q)*},

Ho(div, Q) := D) ™,

Ho(rot, Q) := MH(WMD.

O conjunto H(div, ) é um espaco de Hilbert com a norma || v Hfg(div’m::
|l v]22 + || dive ||> e D(Q) é denso nesse espago. O conjunto H (rot, ()
é um espago de Hilbert com a norma || v H%(rot’ﬂ)::H v |22 + || rotw |?
e D(Q) é denso nesse espaco. L2(R2) é um espago de Hilbert com a norma
usual e o produto interno em L?. Enquanto que H3(Q), s > 0, é um
espago de Hilbert com o produto interno de H*(f2), denotado por (.,.)s,2
e H;*(Q) indica o dual de H3(Q2). Em particular, H2(€2), é também um

espaco de Hilbert com o produto interno
((hyh)) := (rot h,rot h)

e a norma induzida desse produto interno (que é equivalente & norma usual
em H'). Além desses espacos, para os resultados preliminares da férmula

de Green (com rot), precisamos do seguinte espago:
U1(Q) = {w € (L2(Q)° N H*(Q)?) : rot w € Ho(rot, Q)}

munido com a norma || w ||u, = {|| w ||§_I<mt7m + || rot rot w HQ}%
Sabemos, do conhecido Teorema para as fungbes tragos 7y, € - nos espacos

H(div,2) e H(rot, ) respectivamente, que a aplicacao

rn : D(Q)? — H™2(89)
v = v.1|a0

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q)* em H(div,Q), a uma
dnica aplicacao linear e continua, denotada novamente por v, de H(div, Q)

em H™2 (092). De forma anéloga, temos que a aplicagao

v 1 D(Q)? — H™ 2 (09)°
v = v A nlaa

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Q)% em H(rot, ), a uma



Unica aplicacdo linear e continua, denotada novamente por -, de H(rot, 2)
em H™ 2 (89)3. Mais propriedades dessas fungoes tracos podem ser encon-
tardos em [23], p.204.

1.2 Resultados Preliminares

Nesta secgdo apresentamos alguns resultados que serdo tuteis para os

nossos objetivos. Comegamos com o seguinte Lema:

Lema 1.1. ( [69], p.465) Seja Q C R* wm dominio aberto, limitado e
simplesmente conexo com fronteira Q) de classe C%. Entdo, existe uma

constante real positiva &, tal que Yu € Hy (),
[[ull < &l rot ull
Os dois Lemas seguintes podem ser encontrados em [23], p.206-207.

Lema 1.2. Seja Q C R® wum dominio aberto, limitado e simplesmente
conexo com a fronteira O de classe C*. Entdo, para todo v € H(div,Q) e
u€ HY(Q),

/U.Vu dﬂc:f/u.divv dz + (ynv,u)sq.
Q Q

Lema 1.3. Seja @ C R® um dominio aberto, limitado e simplesmente
conezo com a fronteira O de classe C*. Entdo, para todo v € H(rot,Q) e
¢ € H'(Q),

/ v.rot ¢ dx —/ rot v. dz = {(yrv, P)aq.
Q Q

Corolario 1.1. Seja Q C R® um conjunto aberto, limitado e simplesmente

conexo com fronteira OQ de classe C*. Para todo w € Uz e p € H*(Q),

/rotw.rotcpdm:/(rot rot w).pdzx.
Q Q

Teorema 1.1. ( [28], p.358) Seja Q C R? aberto, limitado e com fronteira



de classe C*. Entdo, o conjunto

X ={ue L*(Q)% divu e L*(Q), rotu € L*(Q)* e u|on.n = 0}
€ um espacgo de Hilbert com o sequinte produto interno

(u,v)x = (u,v) 1203 + (divu, divv) p2() + (rot u, rot v) 12 (g)3.

Além disso, X é algebricamente e topologicamente igual a H' ()3,

Lema 1.4. Sejam Q C R® aberto, limitado e p e \ sdo constantes reais

tais que A+ 2p > 0 e p > 0. Entdo,
u/ Vo.Vudz + (A + p) / (divv)(div u)dz
Q Q

é um produto interno equivalente ao usual em HO1 ()3,

Teorema 1.2. (Teorema de regularidade eliptica, [33], p.69)
Sejam Q C R? aberto, limitado, conexo, com fronteira de classe C* e f €

L2(Q). Seu € HL(Q) € solugio fraca do sequinte sistema magnético:

rotrotu = f em Q
divu=0em Q
ulaa.m =0 em O

rot u|laqg = 0 em 99,

entao
u € H*(Q)?

e existe uma constante real e positiva c, independente de f e u tal que

[ullz2<cl fII-

Teorema 1.3. (Teorema de regularidade eliptica, [46], p.128) Sejam
Q C R® aberto, limitado, conexo, com fronteira de classe C*, f € L*(Q)?,
i e X\ sdo constantes reais tais que A +2u >0 e p > 0. Seu € Hj(Q)* ¢

solugao fraca do sequinte sistema eldstico:

u—pAu— A+ p)Vdivu = f em Q
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uloa = 0 em 99,
isto €,
(u7 'U) + (u7 U)H(l)(Q)S = (f7 U)v Vv € H& (Q)37

entao
u e H*(Q)?

e existe uma constante real e positiva ¢, independente de f e u tal que
[ wll2<c| f1-

Corolirio 1.2. Sejam Q C R? aberto, limitado, conexo, com fronteira de
classe C?, f € L*(Q)®, u e X\ sdo constantes reais tais que X + 2u > 0 e

u>0. Seuc HF(Q)? € solucdo fraca do sequinte sistema eldstico:

—pAu— A+ p)Vdivu = f em Q
ulon = 0 em 99,
isto €,
(,v) g3 (eys = (f,0), Yo € Hy(2)°,
entao
ue H*(Q)?

e existe uma constante real e positiva ¢, independente de f e u tal que
[wll2<c| fI-

Teorema 1.4. (Teorema de imersao, [24)], p.219) Seja Q@ um conjunto

aberto e Lipschitz. Entdo temos:

Np
N —sp’

e Sesp= N, entao W*P(Q) — LI(Q) para qualquer q¢ < oo.

e Se sp < N, entao W*P(Q) — LI(Q) para qualquer q <

e Se sp> N, entdo temos:
N S
Se s — — ¢ N, entao W*P(Q) — C,
p
N_ A
Se s— % €N, entdo W*P(Q) — C, *~'"(Q) para qualquer A < 1.

11



Desigualdades de interpolacao:

1. (1], p-139) Seja 2 um dominio de R"™ satisfazendo a condigao do

cone. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo validas:
Hhn=2
3 3 2
H u ||L°C(Q)§ c H u ||H2(Q)H u HL2(Q)7 Vu € H (Q),
2 1
o s el 1 gl 132 s Ve € HA(),
1 1
H u ||L4(Q)§ c H u Hél(Q)H u HZ2(Q)’ Vu € HI(Q)v
1 2
sy < eIl ls ol s s V€ HY(Q).
ii)yn=3
b I 2
o< el s ol 0 Doy Vu € H2(Q),
e < cllullu ), Yue H' (),

9 1
o B ol 12, Y€ H'(Q),

ey<clul
3 1

H u ||L4(Q)§ c ” uw H}4{1(Q)H u HEQ(Q)’ Vu € Hl(Q)v
1 1

lullos < el w2l u lZa, Vo€ HYS).

2. Em geral, temos o seguinte Teorema ( [14], p.173): Seja © um
dominio Lipschitz de R™ com fronteira compacta. Seja p € [1,+00],

p* = P, q € [p,p"]. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
n-—p

n

+2-p o 2o2 1y
lulla< Cllu s 7wl Yue W ().

O seguinte Lema ( [51]), que é devido a Prouse 60|, serd ttil para o nosso

problema.

Lema 1.5. Sejam gi1,92 : R — R funcgdes continuas e T-periddicas e
G : R — R uma funcio T-periddica tal que G € C*(R) e verifica as

sequintes desigualdades:

T
/ G(s)ds < ca,
0

% (t) < g1 (t) + g2(£) G(t), Vt € R,

12



onde c2 € uma constante positiva.

Entao,

c
sup G(t) < = 42T sup gi(t) +2ca sup  ga(t).
t€(0,T] T t€(0,T] te(0,T]

Consideremos também o seguinte resultado de EDO ( [15], p.68):

Definigao 1.1. Um sistemaz = A(t)x com A(t+T) = A(t) para qualquer
t e algum T > 0 € denominado nao-critico relativo a T se z = A(t)x ndo

tem solucdo periédica de periodo T nao trivial.

Proposicao 1.1. Sejam A:R — R"*", p: R — R" com A e p continuos
em R e periddicos de periodo T. Seja r = A(t)z nao-critico relativo a T.

Entdo, . = A(t)x + p(t) tem uma dnica solugdo periddica de periodo T.

No capitulo 3 iremos precisar do Teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder:

Teorema 1.5. ( [74)], p.245) Suponha que:
i) o operador T : X — X é compacto, em que X é um espago de Banach;

ii) (estimativa a priori) existe um r > 0 tal que

sex =tT(z), 0 <t <1 entio ||z| <r

Entao, a equagdo x = T(x) tem solugado.

Usaremos também o seguinte Lema ( [50], p.18) na passagem ao limite

da prova do teorema [2.3|
Lema 1.6. Seja Q um dominio aberto e limitado em R® de classe C*. Seja
0<51<2,0<82<2,e0<s3<1, tal que

3, se si#§, 1=1,2,3, ou

0)81+82+832§ 5

b) s1+ s2 + s3 > %, se s; = %, para algum i=1,2,3.

Entao, existe uma constante c1 = c1(s1, 2, $3,2) tal que

/ uAh.rotb dx < cr|jul|ger ||h] moz || rot bl res, u, b, b € C(Q).
Q

13



No capitulo 2 aplicaremos a seguinte versdo do Teorema do ponto fixo
de Banach:

Teorema 1.6. ( [30], p.59) Sejam X um espago de Banach e Xo um

conjunto fechado de X. Assume que T é uma contragcdao em Xo e T aplica

Xo nele mesmo. Entao, existe um unico y em Xo tal que Ty = y.

14



Capitulo 2

Sistema
Magneto-Elastico com
Dissipacao linear e
Acoplamentos Nao

Lineares

2.1 Introducgao

Nesta se¢do vamos derivar as equagoes do sistema magneto-elastico

2
% — pAu— (B4 p)Vdivu = po(rot h) A (h+ He) + f,
h ou
e +virotroth = rot[a A (h+ H.)J,

divh =0,

15



em Qr, com as seguintes condi¢bes de periodicidade e de fronteira respec-

tivamente,

0
&u(o,x) = au(T, x),

h(0,2) = h(T,z), o € Q,

u(0,z) = u(T, z),

u=0, hn=0, rot hAn=0em X7 = (0,7) x 9Q .

Lembramos que essas equagoes diferenciais parciais modelam o movimento
de um corpo sélido colocado num campo magnético e influenciado por
forgas externas. E importante salientar que a relacdo entre os campos
elétricos e magnéticos e suas variagdes em fungdo do tempo e da posicao do
espaco sao dadas pelas equagoes de Maxwell e pelas leis constitutivas. As
equagoes de Maxwell sao dadas em unidade de sistema internacional: Lei
de Ampére que expressa como corrente elétrica produz campo magnético;
Lei de Faraday que expressa como variagoes de campo magnético produ-
zem campos elétricos; Lei de Gauss que expressa como cargas elétricas
produzem campos elétricos e Conservagao de fluxo magnético, isto é, todo
o fluxo magnético que entra em um volume é igual ao que sai do volume.
. N OF

Lei de Ampere: rot H = €05 + Jy;

o0H
7#0@5

Lei de Gauss: ¢ divE = py;

Lei de Faraday: rot E =

Conservacao de fluxo magnético: po divH =0,

em que E é o campo elétrico, H campo magnético, J¢ corrente livre, py
densidade de carga livre, po a constante de permeabilidade do meio e €y a
constante de permissividade do material. Na presenca de matéria (corpo)
no espago, temos mais dois campos béasicos no eletromagnetismo: a indugao
magnética ou densidade do fluxo magnético, B, e a inducdo elétrica, D.
A inducdo magnética se relaciona com o campo magnético através da per-
meabilidade do meio, po, e reflete a capacidade de induzir fluxo magnético
em um determinado meio. A indugdo elétrica se relaciona com o campo

elétrico e estd associada a permissividade, €y, do material. Essas relagoes

16



chamadas constitutivas sao dadas por

poH = B; (2.1.1)
«E=D. (2.1.2)

No caso do ar, a permeabilidade relativa é po = 1,26 X 1076Henry/metro
e a permissividade é ¢g = 8,85 X 10712Farad/metr0. Como as vezes é
necessario conhecer a densidade da corrente, J, temos uma outra relacao

constitutiva conhecida como modelo de Ohm:
Jr =o(E+u AB), (2.1.3)

em que u é o vetor deslocamento no sélido deformado. Essa lei define
a capacidade de um meio de conduzir mais ou menos a corrente e estd
associada & sua condutividade elétrica, o.

Assumimos que a densidade de cargas elétricas livres e a inducéo elétrica
sao nulas, isto é, py =0 e D = 0. Entao, as equacoes de Maxwell sao re-

duzidas as seguintes equagoes

rot H = Jy (Lei de Ampere); (2.1.4)
rot £ = f%—f (Lei de Faraday); (2.1.5)
div B = 0 (Lei de Gauss) . (2.1.6)

Assumindo também as hipdteses da teoria da elasticidade linear e incluindo
a forca de corpo eletro-magnética Jy A B temos a seguinte equagdo do
movimento

9%*u

oM Ere +Lu—Jf ANB =0, (2.1.7)

onde pp é a densidade do material e £L = —pA() — (A + p)Vdiv() é o
operador de Lamé.

As equagdes do sistema magneto-eldstico sdo obtidas de —
como se seguem:

A equagdo para o deslocamento u é obtido de (2.1.1), (2.1.4) e (2.1.7):

2
pMa—tg—i—ﬁu—,uorotH/\H:O.
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A equagdo para H é obtido tomando o rot de (2.1.4) e usando (2.1.3):

rotrot H = rot Jy = o(rot E + rot(u/ A B)) .

Usando ([2.1.5)) e (2.1.1)) nessa equagdo obtemos

rotrot H = a(f%—f + rot(u, A (noH))) .

Usando de novo (2.1.1]) obtemos a equagao para o campo magnético

uoa%—fj + rotrot H = ,uoarot(u’ ANH) .

Finalmente, div H = 0 segue de (2.1.6) e (2.1.1)). Assim, temos as equacoes
do sistema magneto-eldstico:

2
pMsz —pAu— A+ p)Vdivu — po(rot HYAH =0
OH 1 /
E—l—uo—arotrotH—rot(u N H)
divH =0.

Revisao bibliografica

Revisamos vérios trabalhos na literatura relacionados a questoes de
boa-colocagdo e do comportamento assintético de solugdes para este sis-
tema de equagoes diferenciais parciais com acoplamentos nao lineares. Bot-
senyuk [12| provou a existéncia de solugoes fracas para o problema de valor
inicial para esse sistema (sem dissipagdo mecénica), em dominio limitado.
Neste trabalho ele ndo provou a unicidade. Em [13], Botsenyuk também
provou a existéncia e unicidade de solugao global forte para o problema de
valor inicial, assumindo dados iniciais (e forgante) suficientemente peque-
nos. Quando consideramos o sistema linearizado sem dissipa¢do mecanica,
Andreou-Dassios [5], investigaram o problema de Cauchy correspondente
em R®. Assumindo algumas hipSteses de regularidade sobre os dados inici-
ais, eles transformaram as equagoes governantes usando Fourier e usaram a
teoria da perturbagao para provar que a solugao do sistema decai para zero

a uma taxa polinomial quando ¢ — co. Mais tarde, Menzala-Zuazua [49],
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provaram que a energia do sistema com acoplamento linear decai a zero
sob a hipdtese de que a unica dissipagdo que atua no sistema é a dis-
sipacdo natural representada pelo termo vq rotrot h. A demonstracdo nao
produziu uma taxa de decaimento para a energia deste sistema. Rivera e
Racke |61] usaram o método de energia para obter a taxa de decaimento
polinomial da energia total para o problema de Cauchy para o sistema

magneto-termo-eldstico com acoplamento linear, assumindo a hipétese de

1+ 2A2m
/JLT%Lﬁ £1(0,m)dn < +o0,
R

em que &1 é a energia no espaco da transformada de Fourier e

que

11
A=An) = > (= + =)
(m) = In| (77% n%)

Em [62], Rivera e Santos provaram, para dominios especiais, que a ener-
gia total desse sistema decai a zero com uma taxa polinomial quando
t — 400, assumindo dados iniciais suficientemente regulares. Charao, Oli-
veira e Menzala [19] provaram que a energia total desse sistema tende a zero
quando t — +oo quando a dissipagao nao-linear p(x, u:(t, z)) é efetiva sobre
uma pequena sub-regido do dominio. Eles obtiveram uma taxa de decai-
mento polinomial para a energia total do sistema: £(t) < CE(0)(1+¢t)~ ™,
em que 1 depende da hipdtese assumido sobre o comportamento da dis-
sipagdo nao linear. Em [47], Luz e Oliveira consideraram o comportamento
assintético de solugbes para o problema de Cauchy em R® para o sistema
magneto-termo-elastico com dissipagao mecanica linear e termos de aco-
plamento linear. Usando métodos de energia para as equagoes da transfor-
mada de Fourier, dividindo a energia no espaco transformado em partes de
baixa frequéncia e alta frequéncia, sob algumas hipéteses sobre os dados
iniciais e de certas estimativas chaves, a seguinte estimativa para a energia

de ordem «, definido por

Balt) = 5 [ 16" {lu(o) + ulePla(o)

+ A+ [€-a) + D) + |9(t)\2} dg
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foi obtido na forma:
Ealt) < Cp {M(uo,u1, ho,00) + Ea(0)} /7.

Este resultado, por sua vez, implica que a energia total do sistema decai a
uma taxa polinomial e também implica taxas de decaimento para a norma
L? de u(t,z). Investigacdes sobre solucdes periédicas no tempo para o sis-
tema magneto-elastico descrito anteriormente teve inicio recente. Mohebbi
e Oliveira [51] e Mohebbi [50] estabeleceram a existéncia de solugdes fra-
cas periédicas no tempo (com o mesmo periodo T que a for¢a T-periédica
dada) para o sistema magneto-eldstico com acoplamentos nao lineares e dis-
sipagdo mecéanica nao linear p(u: (¢, z)). Oliveira [54] provou a existéncia de
solugdes T-periédicas fortes para esse sistema magneto-eldstico com aco-
plamentos néo lineares e uma forga externa T-periédica dada e dissipagao
mecénica linear. A prova é baseada no problema de valor inicial e no mapa
de Poincaré, assumindo que a energia no tempo t = 0 e certas normas da
forga externa sdo suficientemente suaves. A estabilidade assintética con-
dicional de solugGes peridédicas no tempo também é provada nesse artigo.
Estes dois ultimos trabalhos destacados na literatura constituiram uma das
principais motivagoes para a nossa pesquisa.

Provar a existéncia de solugdes fortes T-periddicas para o sistema magneto-
elastico com acoplamentos nao lineares usando a formulagdo puramente
periédica apresenta dificuldades consideraveis devido a falta de estimativas
a priori. Quando os acoplamentos sdo lineares temos uma certa analogia
entre o sistema magneto-eldstico e o sistema termo-eldstico [19]. Perde-
mos essa analogia quando os termos de acoplamentos sao nao lineares.
Na primeira equagdo o termo de acoplamento é roth A (h + H.) que é
como o termo (u.Vu) das equagdes de Navier-Stokes. No entanto, como
comentado em detalhes em [51] (ver também [50]), técnicas usadas para
o problema periédico no tempo para as equagdes de Navier-Stokes falham
para o sistema magneto-elastico devido ao acoplamento entre as equagoes.
Nosso Teorema sobre a existéncia de solugao forte periédica no tempo
aborda a formulagdo puramente periédica no tempo e melhora o Teorema

de existéncia correspondente em [54].
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2.2 Dominio bidimensional

2.2.1 Existéncia

A prova da existéncia de solugoes das equagbes é feita através do
método de aproximacdo de Faedo-Galerkin, que consiste em aproximar
o problema inicial por sistemas aproximados equivalentes, porém em di-
mensdo finita. O fato do nosso problema ser puramente periédico, dificul-
tou a obtencao de estimativas a priori, e isso nos fez com que procurassemos
solugdes em espagos pequenos. Usaremos argumentos de compacidade e
monotonicidade para extrair subsequéncias convergentes. Passando o li-

mite nessas subsequéncias obtemos a solugdo do problema original.

Agora, introduziremos a formulacgdo fraca para o problema —
, com dissipagao linear p(ul) = ou'. Comecamos considerando as
seguintes hipdteses:

(Ho) © C R® é um dominio limitado simplesmente conexo com fronteira
09 de classe C2.

(H) f € C([0,T}; L3()) com f(0) = £(T).

A seguir definiremos dois operadores titeis. Para qualquer u € H () fixo,
definimos o operador linear limitado (conhecido como operador de Lamé)

L: H}(Q) — H'(Q) e a sua forma bilinear associada

(Lu,v) = ar(u,v) == p(Vu, Vo)s + 8 + p)(divy, dive)s, Yo € Hy(Q).

Para qualquer h € H2(Q) definimos o operador linear limitado

L:HXQ) — H;*(Q) e a sua forma bilinear associada

(Lh,b) = arr(h,b) := v1(rot h,rot b)a, Vb € Ha(R).

O operador £ admite uma sequéncia infinita de autofungdes denotadas por
¢, associadas a autovalores 5\;1 ( 133]). Eles formam a base do espago

HL(Q) e sdo solugdes do seguinte problema:
rot rot ¢~7j = S\j—l&j’
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divg; =0,
$jnloa =0,
rot ¢;.1|oq = 0.
Note que ar(u,v) e arr(h,b) definem produto interno em H(Q) e HX(Q)
respectivamente, com as suas normas associadas equivalentes as normas
em HJ(Q) e HX(Q).
Definimos mais dois operadores lineares limitados como se seguem:
1
Dado (h,b) € (HL(Q) x HZ () definimos
1
Br: HX(Q) x H? (Q) — H™ () por

Bi(h,b)(v) = / roth A (b+ H.).v dz, Yo € H)(Q),
Q

e dado (u,h) € (L*(Q) x HL(Q)) definimos
¥
Brr: L*(Q) A HY(Q) — H, *(Q) por

Brr(u, h)(b) = / wA (b+ He).rotb dx, Vb € Hz ().
Q

Usamos ' para denotar derivada (ordindria ou parcial) em relacao ao tempo
0%u
o’

1"
t,isto e, u =

Definigao 2.1. Como em [50], é natural definir a solug¢dao T-periddica
fraca da seguinte forma:

Dizemos que (u, h) é uma solug¢ao T-periddica fraca de

(10.0.1)-(0.0.5) se

1. we L=(0,T; WE?(Q)) com v’ € L>®(0,T; L*(Q)),
2. he L>=(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; H:(Q)),

3. u e h satisfazem:

) /T( o) ds+/Ta,(u,¢)2nds+/OT(a.u’,¢)2nds
/ Bi(h, h)a()nds + / (f, @)ands,

Vo € Hg(Q),Vn € Dr
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T T
i) /O (hy)on ds + /0 arr(h, ¥)ands

3
2

T !
= [ But matynds, v e 13 (@) e D,
0

em que Dr :={w € C*R) : w(s) =w(s+T),Vs € R}.

Com esta defini¢do atendemos a condi¢do de periodicidade

u (0) = " (T') (no sentido variacional). Conforme explica Botsenyuk ( [12]),
a condicdo de fronteira rot h A n nao é satisfeita pelas solugoes fracas. O
argumento mais detalhado pode ser encontrado em [50].

Sejam os operdadores £ = —puA — (A4 p)Vdiv e £ = rotrot, com os
dominios D(L£) = H*(Q)? N H{(Q)? e

D(L) = {be H*(Q)> N H}(Q)? : rotb A n|sn = 0} respectivamente. Se-
jam cg :=|| He ||pa e Dp da defini¢do [2.1] Entdo, o seguinte teorema é

valido:

Teorema 2.1. Seja T > 0 o periodo da funcio f € L'(0,T; Hj(Q)),
Q C R?, dominio limitado, simplesmente conexo com fronteira de classe
C?. Egziste A € (0,1) tal que se || f 10,12 @) < A2, entdo, eviste uma

solugao fraca T-periddica (u,h) do problema (0.0.1)-(0.0.5) que admite a

sequinte regularidade adicional:
we L®(0,T; D(L)), v € L™(0,T; H () e

h e L*(0,T; D(L£)) N L*(0,T; HX(Q)).

Demonstragao. Usaremos o Teorema (Banach) para provar a existéncia
de solugdo T-periédica em espago de dimensao finita.
Consideramos as equagdes usando as aproximagoes do Faedo-Galerkin para

qualquer m inteiro positivo fixo:

T

T T
/ (Wm, ¢)2n d5+/ aI(Um7¢j)2ﬁd5+/ (O, B;5)2mds
0 0 0

T T
- / B (o, hon)a (6 )1ds + / (f, 65)2nds,
0 (0]

Vo; € Hy(R), Yn € Dr,1 < j < m.

T T
/ (o, &5)27 ds + / a11 (o, by)2iids
(0] (0]
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T
:/ Brr(tm, hm)2(¢;)7ds,
0
- 3
Vo, € HZ(Q),VieDr,1<j<m.

Também consideramos as equagoes na forma do operador:

u;/n + Lum + a(u,m) = porot hym A (hm + He) + f, (2.2.1)
h:n +v1Lhy, = rot[u;n A (hm + H.)], (2.2.2)
U (0) = (1), (0) = (1), hn(0) = hun(T), (2.2.3)

em que o o

Um =Y _c;i(t)dj, hm=>_ &(t)e;,

i=1 i=1

{br}ren é a base de autofungdes de

ar(Br,w) = Ae(r, w)2, Yo € Hy (),
e {¢;}jen é a base de autofuncoes de

ar1(¢;,7) = Xj(65, )2, V7 € Ho ().
Dado m € N, definimos os espagos de dimensao finita

Sm = span{¢1, 2, ..., pm } € - span{q}l,cb}, ...,qu}.

Para simplificar a notagdo, de agora em diante, ocultamos o indice
m nas fungdes u e h.

No que se segue, definimos a energia de segunda ordem do sistema

1 1 1
Eu() = 5{l L3 P + | Lu® + | £2h %)

e para € € (0, 1) definimos também uma nova funcéo

Gt) = {sff(t) n % | L2 |2 +e(u’,cu)}.

Note que 1
’ 1 67 1
@ L)l < oo 123 P+ 5 ) 2.

24



O que implica que

€

/ € 1 7 9 E€EQ 1 2
(w, Lu)| 2 =5 | L2u || =5 [ L2u "
Para € = %, temos

2 2
o 1 1 1 a 1
Gt > E(t) + o | Lhu I = ¢ Il £3a 7 =50 | £hup?

> & (t) vt > 0.

Por outro lado, (note que || Liu I°< ¢ || Lu ||, ¢p é a constante de

Poincaré),

2 1 1 1 2 1
G < En(t) + S 1 L2l + 7 L3 P+ 1 £2u
2 1 1
<EuM+G 5 | Lul®+5 1 L2 |?

< Ciérr(t),

1
em que Cy :=1+ max{i,cgaz} .

Assim, estabelecemos o seguinte Lema:
1
Lema 2.1. Vi > 0, 5511(?5) < g(t) < 01511(t).

Para aplicar o Teorema (ponto fixo de Banach), definimos o espago
Z* como se segue: Seja 0 < A < 1 fixo, entdo

Z* = {(v,5) € [Cper(0,T5 D(L)) N Cper (0, T Ho (2))]
%[ Coer (0,75 HY () 0 L7(0, T3 D(L) |

vl en< Al v lpeomin< A 10 l2ari@)y< A 10 llL2(pez) < >‘} )

com a respectiva norma
I (v,0) llzx:=ll v llLee iy + 10 Npoecugy + 110 le2cazy + 110 22y
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v llpeey:=Il Lo,
b ||D(£)::|| Lb -

Também definimos uma aplicagdo ® com objetivo de provar que ela tem
um ponto fixo, isto é, ®(u,h) = (u,h), (u,h) € Z*. Seja ® a aplicacio

definida da seguinte forma:
o2 — 7%,

(v,0) = (u, h),

em que (u,h) é (un, hn), que é a Unica solugao do sistema linear acoplado
—, dada pela Proposigao tal que u, € C?(0,T;S,) e

hy € CY0,T;5,).

No espago bidimensional temos que He.n = 0 ( [11]), e portanto, o sistema

simplifica-se na seguinte forma:

u —l—Eu—&—a(u/) = porotb A b+ f, (2.2.4)
W o+ lh= rot[v/ A hj, (2.2.5)
divh =0, em Qr = Q X R, (2.2.6)
u=0, hn=0, rot hAn=0, em 00 xR, (2.2.7)
u(z,0) = u(z, T), n (z,0) = u/(ax7 T),

h(z,0) = h(z,T), z€Q, VtER . (2.2.8)

Sejam ¢;it, Cim, Cp € ce constantes de interpolagoes, imersoes, Poincaré e
regularidade eliptica respectivamente. Entdo, C' é uma constante positiva

que depende no maximo das constantes ¢;t, Cim, Cp, Cel € 0.
a) Provaremos que ® estd bem definida. Isto é, ® leva Z* em Z*.
Fazemos o produto interno da equacao dada em ([2.2.4)) por Lu' e
%Lu e da equacdo dada em (2.2.5) por L£h, somamos os resultados, ob-
tendo:
d « 170 A2, O 2
J— — 2 —
TG+ 21 e 1P 4o | En 2+ ) Lu |
= po(rot bAbD, Eu’) + (rot[v’ AR, Lh)
+ poa(rot bAD, Lu) + (f, Lu') + %(f, Lu) . (2.2.9)
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Agora, estimaremos cada um dos termos aplicando a imersdo continua de
H§ () em L*(Q), H(Q) em L*(Q) (ver por exemplo ), Teorema

(regularidade eliptica), e a desigualdade de Poincaré:
pol(rot bAb, Lu )| < po [ xotb [[zee ]| b [zl Lu |21

~ ~ 1
<C| Lol Lol £’ |
<C | Lh )P L3,

em que

| Lu HLl(Q)S Cl Lu HH—l(Q)
<C s |(Lu, )

PEHS (), llell=1

<C  sup  |(Vd,Ve)+ (dive,dive)|

PEHG(Q),[loll=1

11
<C sup [(L2u ,L2p)]
PEHL(Q),llell=1
1 1
<C sup 1£2u [[I[£2 ]
PEHL(Q),llell=1
<clead

|(rot[v” A R), ZR)| <|[ v 12l B llzoell £h | + | 0 | pall vot b ||pall £h |
<Clv lhell £r )

po|(rot b A b, alu)] < aC || rotd ||pal| bl Lu ||
< aC || rotb Lzl b [zl Lu ||
<aC || Lb ||| rotb ||| Lu |
<aC || Lo || Lul -

’ 1 1
I, Lu)l <l L2F I £2w ||
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af(f, Lu)l < a | £l Lu]l -

Sabemos da definicdo do espaco Z* que | v [[1,2< A. Entao, substituimos
as estimativas acima em ([2.2.9) e obtemos
d 67 1 v 5 2 o 2
— — 2 —
LG+ 20 et v | £h P +2 ) cu
~ 1 /7 ~
SCILY|P| L2 || +CN || £h|?
~ 1 1
+aC || Lo || Lu |l + || £2u ([ L2 f | +a || £l Lull -

Dali, segue que

d « 17 9 o2, @ 2
LG+ S I L I +0n - OV | £ )P +5 )| £u |
<O LbIP) L2 || +aC || £b 2] Lu |

1
+ (1 L2u [[+Ca | Lull) || £1

1,2 (2.2.10)

em que v; — C\ é positivo pelo fato de 0 < A < 1. Usamos a regularidade

eliptica para minorar o termo

@ 1 5 o .

3 | L2 ||> +(v1 — CN) || Lh | —|—§ | Lu ||? pela energia crrrr(t),

(crr = min{a, 2(v1 — CA)}, que por sua vez é minorada pela fungao
1

ag(t), devido a relagdo de equivaléncia dada pelo Lema Assim,

obtemos a seguinte desigualdade:

d Crr

w9+ 590

dt
<20 || Lb |* V/G(t) + a2C || Lb |1 /G (1)
+21+Ca) || f 2 VO (2.2.11)

Assumimos que G(t) # 0,Vt € R. Pois, se existe um o tal que G(to) =
E(to) = 0, entdo,

4 (VEm) + L (VG

Ci
<2C || £b |1 VG () +2Ca || £b | \/G(2)
+2(1+Ca) || f |2 VG(®) -

28



Agora, integramos de to a t < to + T e obtemos

( g(t))QS/t (2011 Zo(s) 1> +2Ca || Zb(s )Fds

to

"‘/((1"‘004 | £(s)]l1,2) VG(s) ds .

to

Aplicando a desigualdade de Brezis, obtemos uma estimativa para G(t), t €
R

(VG < [ (201 2006 I 200 | Eoe) ) s

+/ (2(1+Ca) || £(5) [l1.2) ds .

to

Voltamos & (2.2.11)) e dividimos todos os termos por 24/G(t), segue que
\/ )+ g6 Ve <c Lo
+Cal| L] +1+Ca) | f |2 - (2.2.12)

Usando a T-periodicidade de G(t) e integrando (2.2.12)) de 0 a T', obtemos
o seguinte resultado

crr T T ~ 5
ﬁ/0 \/Q(s)dSSC’/O | £b(s) |7 ds
T T
+Ca / | £b(s) |12 ds + (1 + Car) / 1 £(8) lln ds

T

<CN +CaN 4+ (1+ C’a)/ Il £(5) |12 ds, (2.2.13)

0
T ~

em que foi usado que / | £b(s) ||* ds < X, da definigio do espaco Z*.
0

Na sequéncia, provaremos a seguinte

Afirmagao:

2C4
C[]T

g(t)§<2(c+20a+1)+ (C+20a+1))/\2,0§t§T.

Demonstracdo. Segue do Teorema de valor médio que existe um
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€ (0,T) tal que

CII _ CH
30, —T / VG (s)ds
T
< (C+Ca))\2+(1+0a)/ Il £(s) ll1,2 ds .
0
Entao,
T
Gt) < 25(C+ Calyt + 2 (14-Ca) [ £(0) fhads
11 0

Integramos det* at, t* <t <T obtendo
T ~
VG — G < (C + Ca) / I £b(s) |I? ds
(0]
T
++Ca) [ 56 hads.
0

T
Sabemos por hipdteses que / | £(s) [l1,2 ds < A° e que
0

T
/ || £b(s) ||* ds < A?, da defini¢do do espgaco Z*. Entdo,
0

VG < <C+20a+1+ 261 (C+20a+1)) N, vt e [t*,T) .

Em particular,

VG(T) < <C+2Ca+ 1+ fCIT(C+2Ca+ 1)) A Vte [t T) .
11
(2.2.14)

Voltamos a integrar (2.2.12)) desta vez, de 0 a t, 0 <t < t* obtendo

VG (") —/G(0) < (C+2Ca+ 1)\ .

Devido a T-periodicidade de G(t) e a equacao (2.2.14) temos que

2C1
I

G(t) <V/G(t*) < <2C+4Ca+2+ (C+20a+ 1)) A2
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Usando a relacdo de equivaléncia entre a fungdo G(t) e a energia Err(t)

(Lema [2.1]) temos que

2C,
C][T

Er(t) < (2(0 +2Ca+1) + (C +2Ca + 1)) ML (2.2.15)

Para completar a nossa estimativa, voltamos a equagao (2.2.10)), usamos o
fato de que || L2 < Xel Lu [|[< A (obtida de (2.2.15)), integramos de

0 a T e usando a periodicidade obtemos

(%

T 1 7 T ~
S Ieh @ 1P s - on) [ Lns) | ds
0 0

(0% T 2
+ */ || Lu(s) || ds
2 Jo

T T
< CA/ | £o(s) |I? ds + Ca)\/ | £o(s) |I? ds
0 0

T T

X[ 15O lhads+Cax [ £6) fha ds
0 0

Sabemos também que
T ~
(1 — C)\)/ | £h(s) |I? ds

0

« T 1 2 T 5 2

<5 [ Uehd ) I ds+on—on [ 2he) I ds
0 0

[e%

T

+ —/ I Lu(s) ||2 ds .
2 Jo

Entao,

(=N [ 120 [P s < X [ ZbGe) | s

0

T
+Ca/\2/ | Zb(s) |12 ds
0

+ 1+ Ca))\2/0 Il £(s) |12 ds . (2.2.16)

T
Usando a hipétese / | £(s) ll1,2 ds < A* e o fato de que
0

T
/ | Lb(s) ||* ds < A, da definigio do espago Z*, temos a seguinte
0
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estimativa

T
(v — c,\)/ || Lh(s) || ds < (C +2Ca + 1)A*
0

< (CH20a+ 1)\ . (2.2.17)

De (2.2.15) e (2.2.17) concluimos que

(NCAYONIPA

< <2(c +2Ca+1) + 25

C[]T

(C+20a+1)+0+20a+1) PR

Portanto, ® estd bem definida. O

b) Provaremos que ® é uma contragéo, isto é,

O<C<17 Vi= U1 — V2, bizbl—bz,
[| @(v1,b1) — P(v2,b2) [[za< ¢ (v1 —v2,b1 —b2) ||z

Definimos v = u1 — u2 € h = h1 — h2, em que (u1, h1) e (uz, h2) sdo duas

solugbes do sistema ([2.2.4])-(2.2.8). Substituimos as solugbes nas respecti-

vas equagoes e subtraimos os resultados, obtendo o seguinte sistema

W —|—£u+o¢(ul) = porotba A b+ porotb A by, (2.2.18)
K +unlh= rot[’ul A hi] + rot[v; Ah] . (2.2.19)
dado que
Lo TOt b1 Abp = o I"Ot(bg + b) A b1 R
rot[v; Ahi] = rot[(vl + v;) A hi)
Note que

| @(v1,01) = ®(v2,b2) || z2=] (w1, h1) — (u2, h2) ||z
=[| u1 —u2 [|[zoo(pey) + Il wr — uz HLOQ(H(}(Q))

+ |l he = h2 [|L2ar)y + | h = he [lp2pz)) -
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A estratégia que seguiremos nessa parte é obter uma estimativa para as
duas partes da energia separadamente. Inicialmente estimaremos a parte
de energia relacionada ao campo de deslocamento. Formalmente, fazemos
o produto interno da equagao por Lh e obtemos

1d 51 5
L 2 ) 2n
(rot[v/ A hil, Lh) + (rot[v; AR, Lh)

Cllv vzl Loy I Lh |l +C || vz Izl LR

IN

!
Lembramos que || v5 ||1,2< A. Como o termo dissipativo absorve o segundo

termo do segundo membro, obtemos a seguinte desigualdade

d =1 . / N N
L L2h P+ = CN | Eh P< C |0 2l £ha [l £ ) - (2:2:20)

N | —

Integramos o resultado acima de 0 a T, usando o fato de que h é T-
periédico e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito

da equagao, obtemos o seguinte resultado

(=) [ £ne) | as

<)o ha (/T | Ehis) I? ds)é (/T | £h(s) | ds)é .

(2.2.21)

Da definigio do espago Z*, temos que || v l1,2<|| (v,b) ||z». Também te-

T 3
mos que (/ || Lha(s) || ds) < X pelo fato de hi ser solugao de (2.2.5]).
0

T 2
Entao, dividimos ambos os lados de (2.2.21f) por (/ | Lh(s) || ds) e
0

obtemos

(v = CA) (/T I Lh(s) |I* dS)é S OX (v,0) llzx

0

Portanto,
T, N\ A
< . 2.
([ 1ene ras)” < Losiwn (2222)
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A seguir, obteremos uma estimativa para a parte de energia relacionada
ao campo de deslocamento. Para isso, utilizamos novamente os multipli-

e’ . [ . (.
cadores Lu e Eﬁu e repetimos os calculos similares ao da pagina 30.

Fazemos o produto interno da equagao (2.2.18)) por Lu' e %Eu, adiciona-

mos os resultados e obtemos a seguinte equagao

1d 17 9 2 a2 d 1 2 ad 4
[ 2 _ 2 —_——
T A o Ay R =0
ral e PG ) Lu ) -5 u)
= po(rot bz/\b,ﬁu/)—l—,uo(rot b/\bhﬁu,)
—&—uo%(rot by A b, L) +,u0%(rot bAbL, Lu).  (2.2.23)
Seja

* 1 172 2
Ein(e) = (I £ 1P + I L P}
a parte da energia de segunda ordem do sistema e

«

2 1 ’
g"(0):={enn+ % I chul® 4500 |

um funcional.

O seguinte Lema é obtido do Lema [2.1
1
Lema 2.2. V¢ >0, 55}‘1(15) <G (t) < C* &7 (t),

em que C* := 1+ max{1,c;a’} do Lema
Voltando a equagao ([2.2.23)), temos que

d . o 17 5 2
oty + 2o 1P+ ) L
= po(rot bgAb,ﬁu,)+p0(rot bAbl,Lu/)
+p0%(rot ba A b, Lu) +uo%(rot bAbi, Lu) . (2.2.24)

Usando as mesmas propriedades usadas nas estimativas anteriores, obtemos

as seguintes estimativas:

pol(rot ba A b, Lu)| < pio || b2 [l22]| b fleoe | £20 |

1 1
+ o || rot ba [|pall £2b [|pall £L2u ||
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~ ~ 1
SO Lo (I LH I £2w ]
~ ~ 1
+ O Loz I Lol £2w ]
~ ~ 1
<O Lo [IIFLh I L2 ]

pol(rot b A by, Lu)] < pio || bllzzl| by izl £2u” |
+pio || 10t b ||| L2y (|l £2u” |
<O £o || b |l L34 |
+C | b |lll £y |l £34 |
<O Lb Il £ov |1 L2

« «
po |(xotba Ab, Lu)| < poy || b2 flz2ll bl | Lo ||

Ca , % ~
< < Lo LB Lu ]

o «Q
o5 1(v0tb A by, £u)] < o5 b [zl by .2l £u |

Ca , 5 ~
< S22y Lon Nl )

Observe que ¢*E7;(t) < % I L2 I? —|—% | Lu||?, ¢ = min{l,a}. Essas
estimativas juntamente com o Lema [2:2] implicam que

*

C

d * *
261+ =G ()
~ ~ 1 7 ~ ~ 1
SO Lo Il Lo Il £2w || +C | Lo I £ ]] £L2w |

Ca , 5 ~ Ca |, = ~
+ XN Loa 1 B Lo |+ S0 b I £ 1) L]

<20 || Loz [[II £0 || /G*(8) +2C || Lo [l £b || /G (1)
+Ca || L [[Il Lo || /G*(t) + Ca || Lov ||| L0 ]| VG (1) -

Portanto,

d c*
avg (t)+ﬁvg (t)
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<2C || Loz ||| £b || +2C || Loy ||| £b |
+Ca || Lba ||| Lb || +Ca || Lby |||| £b || - (2.2.25)

Na sequéncia, integramos (2.2.25)) de 0 a T usando a periodicidade e

obtemos
C* T T ~ -
ser | VTG <20 [ Loalo) | 120(5) | ds
2C* J, 0
T ~ ~
+ 20/ || £b1(s) ||| £b(s) || ds
0
T ~ ~
+ca/ | Zbs(s) || £b(s) || ds
0
T ~ ~
+C’o¢/ | £b1(s) | £b(s) || ds - (2.2.26)
0
Agora, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada um dos
termos do lado direito da equagio (2.2.26) e usamos que || b1 [|p2(pz)) <

A b [l2(pz)y < A por serem solugdes e || b [[2(pz) <Il (v,0) [Iz» da

definicio do espaco Z*, obtendo o seguinte resultado:
C* T
/ \VG*(s)ds
2C* J,
T 3 T 3
<or( [ 1aFas) sen( [ e 1 i)
0 0
T 3 T 2
o ([ e 12 as) +can ([ 2060 17 as)
0 0

<xe+ca) ([ 1w 17 as)”

SMCH+Ca) | (v,b) [[2n -

Do Teorema de valor médio, existe um t* € (0,7) tal que

* * T
5 TVE ) = 5z | VE s SAC+Ca) | @) [ -

Entao,

2C*
VG () < ZFMC+Ca) [ (v,6) [z -
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Usando a mesma estratégia utilizada na prova de que ¢ estd bem definida,
integramos ([2.2.25) de t* a t, t* <t < T obtendo

VG (t) = VG (t*) S MC + Ca) || (v,0) ||z -
Portanto,

50 <2 (0 Cat 200 00)) [ 00 I

Em particular,

VG < A (c +Ca+ iCT ( + Ca)> L @.b) [l . (2.2.27)

Agora, voltamos & equagao diferencial (2.2.25)), integramos de 0 a ¢, 0 <
t < t* obtendo

VG () = /G (0) S MC + Ca) || (v,b) || 52

A seguinte estimativa segue da periodicidade de G*(t) e (2.2.27)

VG < A (20 +aca+ 2 Ca)) 1 (0,6) [ 2

Aplicamos o Lemane obtemos uma estimativa para a /€5 (t) em termos
de [| (v,0) || zx:

20"
T(C+Ca)> I (0,6) [l . (2.2.28)

E5(t) < A (20 +2Ca +

c*

De (2.2.22)) e (2.2.28)) obtemos uma limitagao uniforme para || (u,h) ||z

em termos de || (v,b) ||z». Portanto,
| @(v,6) [[z3=Il (w, k) 22 < el (v,0) 125

e ® é uma contragdo, 0 < ¢ < 1. Aplicamos o Teorema m e obtemos
que, ®(u,h) = (u,h) em que (u,h) é a tnica solu¢ao do sistema (2.2.1])-
(2.2.3) com as condigoes de fronteiras (0.0.5). A passagem ao limite quando

m — oo é andlogo ao caso tridimensional, que serd feito na segdo 2.4. [
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2.2.2 Estabilidade

Nesta segao, estudamos a estabilidade (no sentido Lyapunov, [32]) de
solugdes T-periddicas fortes para o sistema magneto-elastico, cuja regula-
ridade foi provada na se¢do anterior. Isto é, estudamos a estabilidade das
solugoes fracas do seguinte problemas:

Seja (v,b) a perturbacao da solugdo forte (u,h). Entdo, (v,b) satisfaz o

seguinte sistema

v+ Lo+ av =rothAb+rotbA (h+b+ He), (2.2.29)
b+ Lb= rot[u/ A bl + rot[vl A(h+b+ H.), (2.2.30)
divb =0 (2.2.31)

e as seguintes condigOes iniciais
v(0) = vo, v (0) = v1, b(0) = by . (2.2.32)
Agora, definimos uma solugéao fraca do problema (2.2.29))-(2.2.32));

Definigao 2.2. Dizemos que (v,b) € uma solugao fraca de

2:2:29)-(2:2.32) se
1. v e L=(0,T; WE3(Q)) com v € L®(0,T; L2 (),
2. be L(0,T; L5(Q) N L*(0,T; Hy (),
3. v e b satisfazem:
T . T T ,
i)/ (v,)2m ds +/ ar (v, p)2nds +/ (v, p)ands
0 0 0
T T
= / (rot h A b, <p)77ds+/ (rotb A (h+ b+ He), p)2nds,
0 0
Ve € Hy(9),Vn € C*(R)
T , T
i) [ G.wen'ds+ [ ari,v)nds
0 0
T ’ T 7
= / (rot[u /\b],w)gnds—i—/ (rot[v A (h+b+ H.)],¢)nds
0 0

Vi € HZ (Q), ¥y € CP(R) .
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Também, definimos a estabilidade e a estabilidade assintética como se

segue:

Definigdo 2.3. Seja X := H(Q) x L*(Q) x L2(Q). Dizemos que uma
solugao periddica (u,h) € estdvel se dado um € > 0, existe um 6 > 0

tal que para qualquer solugdo fraca (v,b) com dado inicial em uma bola
!

BX((u(O),u/ (0),R(0)),d), a solugdo (u(t),h(t)) pertence a bola
Bx ((u(t),u (t),h(t)),€), para cada t > 0.

Definicao 2.4. Sejam (u, h) uma solugao periddica. Dizemos que (u, h) €

assintdticamente estdvel se (u, h) € estdvel e
Jim (v (8) = w (O + [lo(t) = u(®)]* + [b(£) = h(B)]*} =0,
onde (v,b) € uma solugdo fraca qualquer.

Antes de enunciar o teorema da estabilidade condicional, vamos provar

o seguinte lema que iremos usar durante a prova do teorema.

Lema 2.3. Sejam u e h solugdes fortes T-periddicas no tempo do problema

produzido pelo Teorema[2-1l Entao,

t
/ | Lh(s)||* ds < ¢c;, ¥t > 0.
0

Demonstracio. Reescrevemos (2.2.2) em termos de h = h + H,, sem o
indice m nas fungées v e h. Em seguida, formalmente, fazemos o produto
interno em L2(0,t; L?(Q)) por £h e obtemos

1

IE A2 + / 1£h(s)

N | =

%HZ%E( |12 /(rot[ (s) A h(s)], Lh(s)) ds . (2.2.33)
0
Usando a identidade vetorial

rot(AAB)=BYVA - AVB+A.divB - B.div 4,
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temos que

(rot[u’ AR, £h) = (h.Vu',Lh) — (u . Vh, L
+(u div h, £h) — (h.
Entdo, usando a imersio continua de H'(Q2) em L*(Q) e a definicdo do
espaco Z* (da demonstragao do Teorema, obtemos a seguinte estima-
tiva
|(xotu A B], Lh)| < [|A||Lee[[Vu ||| £R]
+ | ||l VA a1 £R]
+ [l || ]| div Al| ]| £A]|
+ [l oo || divu ||||£h||

:>/t(rot[u,(s)/\ h(s)], £h(s)) ds < A Hch V>0,

t
Usando essa estimativa em ([2.2.33)) e absorvendo o termo )\/ | £h(s)|]? ds,
0

obtemos o seguinte resultado

ILZRO)Z + (1 = A) | 1ERIP(s) ds <
0

N —

Portanto, temos que
LA 2
/0 ILR(s)||” ds < ¢j,, Vt >0,
1 <14

——||£2 h(0)|*
5= 1RO
Dado que ||£h(s)|| = ||£h(s)]|, entdo temos o resultado desejado:

em que cj, =

/ LR (s) ds < ¢z, ¥t > 0.

Provaremos agora, o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 2.2. (Estabilidade assintdtica)
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(i) Se v1 > 2Cc,/, entdo existe solugdo fraca para o problema de valor

inicial (2.2.29))-(2.2.32)) e a solugao bdsica € estdvel.

(i) Se
4](?111

&0 < zoace

2
em que k := (% fcu/CfCozc;% - CO;CE), e

v1 > 2¢c,C+ 2Cac; + CacQE,

entdo a energia da perturbacdo decai a zero de forma exponencial

quando t — oco:

4
Ep(t) < Ep(0) exp ((2:”" 0 — clt) ,

.
Vi
1 "2 o012 2
em que & (1) := o{llv |7 + [ £20[* + 0]}
Demonstragao. O nosso objetivo é obter uma estimativa a priori das solugoes

desse sistema. Formalmente, fazemos o produto interno em L*(Q) da

equacgao ([2.2.29) por v e da equacgao ([2.2.30) por b, e adicionando os re-

sultados obtemos

d ’ 1 ’ ~1
SUo P+ L20 1P+ 110 1P} + 20 [0 [ +20n || £20
=2(rot hADb, v/) + 2(rot[u/ Ab],b),
dado que (rot bA(h+b+H,),v') e (rot[v’ A(h+b-+H.)],b) sdo simétricos. O
préximo passo é obter as seguintes estimativas usando a imersdo continua
de H'(Q) em LY(Q), Vg € [2,6]. Seja C uma constante positiva que de-

pende no maximo de c¢i, cim, cp constantes de interpolacées, imersoes e

Poincaré respectivamente. Entao,

|[(rot A AD,v )| <[ voth [[zall b llzall v ||

~ ~1 ’
SCILRFL2o o Il -

|(rot[u A Bl b)| <[l w |[zall b [lgall rotb ||
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<c CllL2b |7

em que || " HLoo(Hé(Q))S ¢,/ > ¢, ¢ constante que depende apenas da
funcéo f e do periodo T
Seja

1., 1
E)=g{lv I” + 1£20 1 + 6]

a energia da perturbacao. Substituindo as estimativas de cada um dos

termos, obtemos
4
dt
~ ~1 ’ ~1
SO LRl £2b ||| v || +e,C | L2b | .

’ 51
Et)+allv *+u || L2

Aplicando a desigualdade de Young com €; = 2v; no primeiro termo do

lado direito da desigualdade anterior, obtemos
C Aron2y L) 2 LYt Al,o2
— || £Lh v — || £2b |
3o I P10 1P+ ) 250
. s v . o
A hipétese sobre 11 garante que ?1 — ¢,/ C seja positivo. Sabemos que

| v |[2< 2&,(t). Entdo,

d ' 2 141 1 2

GEW+all P+ (5 —esC) I L3 ]

<ynprew. (2230
1

Em particular,

d C . 5 2
= <= .
GE WO < 1 L £

Na sequéncia, dividimos ambos os membros por /&,(t) obtendo

LVED < N En I VED.

Em seguida, integramos o resultado anterior de 0 a ¢, obtendo o seguinte

V< VEDew (£ [11 2o 1 as).
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t
Como / | £h(s) |12 ds < ez, ¥t > 0 (Lema, entdo,
0
VED < VEDC,, (2.2.35)

C . . .
em que C; := exp <—c;L>. Com essa estimativa e usando o método de
14}

Faedo-Galerkin, obtemos a existéncia e estabilidade de solucao fraca para
o problema ([2.2.29))-(2.2.32]).
Obteremos agora, a taxa de decaimento da energia associada as solugdes

do sistema em estudo. Para isso, fazemos o produto interno em L*(Q) da
equacao (2.2.29) por ev, em que € € (0, ) e obtemos

2Ll
2 dt
=e(rot hAb,v) + €e(rotbA (h+b+ He),v) .

(v”,ev) + €| £%v ||2 +

As seguintes estimativas foram obtidas usando a imersio continua de H*(Q)
em L7(Q), Vq € [2,6]:

€|l (rot hAb,v) | <ellroth ([l bllzall v llza

<eC | L3R || £3b || L3 ||,

el (rot bA (h+He),v) || <ellroth ||| h+ He |z v s
<eC || L20 ||| £2h ||| £30 ||
+eCep || L2b ][] L2 |,

el (rot bAb,v) || <ellrotd Il bzl vlze

<eC || £2b || £2b ||| £ |,

em que || He ||p4= cg. Note que

"o ad, a, v
v ,=v)=——(v,v)— =(v,v).
(0, S0 =520 0 - S0
Seja € = %. Considerando as estimativas acima, deduzimos a seguinte
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desigualdade
A Y R = MY Y
<aC | L4nlll| £2b ] £30 |
+ S 2ho ) o
+ Sy che ol cho )
A essa desigualdade, adicionamos a desigualdade obtendo

d a, o? 2 « e« 1 9
- — _ — — 2
S e+ S IR I g et

141 ~1 5
+ (?—C /C) || [,2b||
SCXI”E%hHHZ%bHHK%UH‘¥ggCE\IﬁébHHE%vH
+—\|Lab|\llczb|\|\gzv||+ ||£h|\ o' . (2.2.36)

Considere o funcional

6,(6) = {&(0+ 50" 0) + L 0

2
Y PSP

_ ! <
v S10 0l <

-

2
’ @
o |? + e %,

entao,

1 r 2 Of2 2 1 72
&1~ T 110 IP< G0 < &) + % I +5 10 |
1
§5p(t) < Gp(t) < er&p(t),

1 a?,
emquecT:flerax{4 20p
a energia é estabelecida no seguinte lema

}. Essa relagao entre o funcional G,(t) e
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Voltando a desigualdade , aplicamos a desigualdade de Young
com €y = & nos dois primeiros termos do lado direito e e3 = \/Z no
terceiro termo do lado direito. Absorvendo o resultado no lado esquerdo
obtemos

d « Yo" 15
LG, + %0 17 +2 ) £
+<%—C/C Cach—cacE>H£ b2

C’a

|l L2 P £2v |* + HthIQHv I (2.2.37)

Seja

v Coac?
k::(é—c/C Cach— 2E).

Observe que || L2v |I>< 2&,(t). Entdo, usando (2.2.35) em (2.2.37) obte-

mos

d

=G o' 1P +5 0 L3 )P

Golt) + 5
+ (k- S 005 ) 1 b
C

llﬁh\l o[, (2.2.38)

Aplicando a desigualdade de Poincaré, minoramos o termo

(k- S 00ch) 1 2302

1 Co? 2
= (k=S g00) 101

d (% ’ 2 « 1 2
— — 2
Lo+ 20 P +2 )t

pelo termo

entao,
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1 Ca?
L1 (k - —spm)cg) b2

Cp 411
C o2y /2
< CpznpPiie, (2.2.30)
1
. . a 2 Co? .
Seja c1 :==minq o, —, — [ k — =——&,(0)C};, | . Agora, aplicamos o Lema
2 Cp 41/1

em (|2.2.39)) obtendo a seguinte desigualdade diferencial

d c
*gp(t) + Clgp(t) < E

~ 2
= 1231, (1),

Na sequéncia, dividimos ambos os membros por G,(t) e integramos de 0 a
t, obtendo

In(Gp(t)) < In(G,(0)) + 4%/0 ICh(s)|)? ds — ext . (2.2.40)

t

Seja ¢z 1= sup {/ || Lh||* (s)ds, t > O}. Aplicamos exp na desigualdade
0

(2.2.40) e obtemos a seguinte estimativa

Gp(t) < Gp(0) exp (%02 — clt> .

Novamente, aplicamos o Lema [2:4] e inferimos a estimativa desejada

Ep(t) < 2¢r&,(0) exp (502 — clt) .
1

2.3 Dominio tridimensional

2.3.1 Existéncia

A prova da existéncia de solugoes para o caso do dominio tridimensional
é feita de forma andloga & prova para o caso do dominio bidimensional. No
entanto, salientamos que para o caso tridimensional assumimos hipdteses
sobre vi, mas como H..n # 0 na fronteira de 2 a simplificagdo feita no

caso bidimensional nao é possivel.
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A seguir, apresentamos o nosso principal resultado:

Teorema 2.3. Seja T > 0 o periodo da funcdo f € L*(0,T; Hj(S)),

Q C R3, dominio limitado, simplesmente conezo com fronteira O de classe

C?. Eziste A € (0,1) tal que se || f 210,12 (2)) S Noewv > (C—E ,

entao, a solugdo fraca (u, h) periédica no tempo do problema (0.0.1]
admite a segquinte reqularidade adictonal:

we L®(0,T; D(L)), v € L™(0,T; H(Q)) e

h e L*(0,T; D(L)) N L*(0,T; HX(Q)).

Demonstra¢do. Usaremos o Teorerna (Banach) para provar a existéncia
de solugao periddica em espago de dimensao finita.
Iremos utilizar os operadores definidos no capitulo 1: o operador de Lamé
L e o operador L.

Consideramos as equagdes usando as aproximagoes do Faedo-Galerkin para

qualquer m inteiro positivo fixo

T , T T ,
—/<M¢mnw+/'wwm@mm+/<m%mew
0 (0] (0]
T T
=L/‘«Bdhmqhm)ﬂ¢ﬁnd5+-/1(ﬁdﬁhnd&
0 0
Vo, € Hy(Q) N L (), vneDT,l <j<m. (2.3.1)
T T
—/ (o 6527 ds+/ ani(hin,dy)oiids = [ U Bui (s o)),
0 0
W%EH?“mVﬁEDﬂlﬁjSWL (23.2)

em que Dy :=w € C*[R) : w(s) =w(s+1T), Vs € R.

Também consideramos as equagoes na forma de operador:

u:n + Lum + a(u’m) = porot hym A (hm + He) + f, (2.3.3)
ho + 01 Ll = 0t[um A (hm + He)], (2.3.4)
U (0) =t (T), 14, (0) = 1 (T), i (0) = b (T), (2.3.5)

em que

L=—pA—\+p)Vdiv, D(L) = H*(Q)* N Hy(Q)°,

47



L =rotrot, D(L) = {be H*(Q) N H:(Q)® : rot b A n|aq = 0},

&i(t)di,

1

Um = Zmlci(t)¢i, hm =

m
1=

{¢r}ren é a base de autofuncgoes de

ar(pr,w) = Ak(dk,w)z2, Yw € Ho(9),
e {¢;}jen é a base de autofuncoes de

arr(¢j,7) = Nj(¢j,7)2, V7 € Ha(Q).

Dado m € N, definimos os espagos de dimensao finita

Sm = span{¢1, d2, ..., pm } € S = span{ngl, b2, ..., ¢>:ﬂ}

Para simplificar a notagao, de agora em diante, ocultamos o indice m nas
fungdes u e h.

Agora, definimos a energia de segunda ordem do sistema como se segue
1 o2 2 Alao2
Eu(t) = Al L2u [IF + [ Lull” + [[L2A 7}
e para € € (0,1) definimos também uma nova fungao
1 ’
g(t) = {€u() + Sl Lhul? +e(u Lu)}.
Lembramos que o Lema [2.1| permanece valido, isto é,
1
Vi >0, 5511(75) <G(t) < Ciér ().

Para aplicar o Teorema (Banach), definimos o espago Z X como se segue:
Seja 0 < A < 1 fixo, entdo

2> = {(v,b) € [Cper(0,T;D(L)) N Cype, (0, T; Hy (Q))]
X [ Coer (0, T3 HJ () N L2(0, T3 D(L)) |

v llzepen< Al v llpemi@n< A 10 2z < A 1012 (pzy < )‘} 5
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com a respectiva norma

(0 0) lzx:=l v [l ey + 110 Nz mpcay + 10 l2car@) + 10 ll2pz),
v llpeey=Il Lo I,
10 1lpzy:=I Lol -

Também definimos uma aplicagdo ¢ para provar que ela tem um ponto
fixo, isto é, ®(u,h) = (u,h), (u,h) € Z*. Seja ® a aplicacio definida da
seguinte forma:

o7 — 7%,

(v,0) = (u, h),

em que (u, h) é (um, hm), que é a tnica solucdo do sistema linear acoplado
(2.3.6)-(2.3.10]), dada pela Proposigéotal que um € C(0,T;Sm) e
Bom € CH0,T; 5,,).

Agora, apresentamos o sistema na forma linearizada:

W+ Lu+ oa(ul) = porotb A (b+ He) + f, (2.3.6)
K +unih= rot[vl ARl + rot[ul A Hel, (2.3.7)
divh =0, em Qr = Q xR, (2.3.8)
u=0, hn=0, rot hAn=0, em I X R, (2.3.9)

/

u(z,0) = u(z,T), u (x,0) = u/(a:, T),
h(z,0) = h(z,T), z€Q, VtER . (2.3.10)
Sejam c;it, Cim, Cp € ce constantes de interpolagoes, imersoes, Poincaré e

regularidade eliptica respectivamente. Entdo, C' é uma constante positiva

que depende no maximo das constantes ¢;t, Cim, Cp, Cel € lo.

a) Provaremos que ® estd bem definida. Isto é, || (u,h) || zx < CA.
Fazendo o produto interno da equagdo dada em (2.3.6) com Lu' e
e1Lu, 0 < e; < a e da equacio dada em ([2.3.7) com Lh, somando os
resultados, obtemos:
d 1 -
79+ (a—e) | L2u I v | Lh | +er || Lu |?

= po(rot bA (b+ H.), Lu') + (rot[v’ AR, Lh) + (rot[u A He], Lh)
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+ poer(rot bA (b+ He), Lu) + (f, Lu) + e (f, Lu) . (2.3.11)

Agora, estimaremos cada um dos termos usando a imersdo continua de
HX(Q) em L), g €[2,6] e H Q) em L5/°(Q) (ver ), Teorema
(regularidade eliptica) e a desigualdade de Poincaré:
fio|(rot b A (b+ He), Lu)|
< po [[rotd [[roll b+ He |lzeell Lu | Le/s
SCNbll22ll b+ He
<CI Lo P L2’ || +Cep || Lol £2a” |,

!’
l2,2]] Lu -1,

em que

| Lu [lpo/s oy < C Il Lu |lg-1(e

<Cc  sup  |(Ld, )
PEHF(Q),llell=1

<C  sup (Vi ,Ve)+ (diva ,dive)|

PEHS (), llell=1

<C  sup  |(LEu,LEy)

PEHS (), llell=1

<C  sup  |ILEA|)L3

PEHS (), llell=1

<Clcd|
|(rot[v’ A k], £h)|
<[ [l Bz | £l + 0 [lpall voth |l pall £ |
<Cllv el £h)? .
|(votfu’ A He], £h)|
<l rall Helpoo | £h || + |6 |l all vot He || sl £ |
<epC | |hal LRl

wo|(rotb A (b+ He), e1Lu)|
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< expao || vt b ) b+ He [l 1al] Lu |
Lu ||

<eaC | b2zl b+ He [1.2]
<eaC || Lb ||| rotb ||[| Lu |
+eCep || Lb ||| Lu ||

<eaC || Lh|?| Lu|l
+ecC || Lo ||| Lu ||

’ 1 1
I, Lu)l <l L2f I £2w ||

al(f,Lu)| <e | fll Lull -
Substituindo essas estimativas em ([2.3.11)) obtemos:

d 1 -
790 +(@—ea)| cou |2 o || £h))? +en || Lu|®
SCULoIPN L2 | +C (v [laell £h
+aC || Lo )?| Lu || +eresC || L ||| Lu ||
’ ~ ~ 1 7
+ep w2l Ll +eaC || Lo ||| £2u ||
1 1
F 0 Lzu Il L2 [ +eu [ £ Lull -
Aplicando a desigualdade de Young com € = ,/v1 no termo
2
ce || w |l1,2]] £Lh || obtemos ;—E I Lzu 2 +% || £h ||?>. Por hipdteses
v

’ CE 2 ~
temos que || v |[1,2< A e v > (7) . Entéo,

Lo 4 (a—e— By | £ 2+ = ON || Zh | 41 || Lu |
dt YT o, 2 !

<O Lh P L3u || +aC || £b ||| Lo ||

+eresC || Lb || Lu || +eaC || £b || L34’ |

1 v 1
Al Lzu L2 f 1 +e || fIIN Lu ] (2.3.12)

Em particular, devido a relagao de equivaléncia dada pelo Lematemos
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que

G(t) < crré(t)
C2E 17 9 V1 A 2 2
sla—a— ) [ L2u |7 +(5 = CN [ LR +e || Lu ],
140 2

2
em que cj; = min{2(a¢ — € — QC—E7 2(% — C)), 2¢1)}. Portanto,
V1

d *
Eg(t) +cr1CG(1)

<20 || Lb|I* V/G(t) +2e5C(1 + 1) || £0 || V/G(2)
+2aC || Lb|* VG(1) +2(1+e) || f Iz VG(D) - (2.3.13)

Assumindo sem perda de generalidade que G(t) # 0, Vt € R, dividimos
todos os termos de ([2.3.13) por 24/G(t) e segue que

d e . .
GG+ TGO < C I Lh|P +enC1+e) | £b ]
taC Lol ++e) [ flhe . (23.14)

Integrando (2.3.14) de 0 a T obtemos
crC T Toa 2
5 VG(s)ds < (C+eal) || Lb(s) ||” ds
0 0

T
+ (1—|—61)CEC’/ | £b(s) || ds
0

T
+(1ta) / | £(5) Il ds,

pois G é periddica de periodo T'. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

obtemos

(1 +61)cEc/o | £b(s) || ds

< (14 e)esCT? (/T I Lb(s) |I” ds>é :

0

Agora, usando a hipétese crucial de que cg < A\/v1 e a hipdtese de que
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10 ll22(p(z2))< A temos

1
T 3
(1 +€1)CECT% (/ | Lb(s) ||? ds) <@ +e1))\\/ZCT%/\ .

0

Assim, temos que

* T
Cféc / VG(s)ds < (c FealO+ (14 el)cmT%) A2
0

+(1+q)/0 | £(s) ll1.2 ds . (2.3.15)

Na sequéncia, provaremos a seguinte

Afirmacao: seja 0 <t < T, entdo

VG < (20 260+ 2(1 + e)CVinT? +2(1 + 1)

2

+C}‘ICT

(C+ 10+ (1+e)Oy/mT? (1 + 61))) A2

Demonstragdo. Segue do Teorema de valor médio que existe de um t* €
(0,T) tal que

* * T
BrTVaE = G [ VaGs

< (CHaC+1+a)CynT?) N

+ <1+e1>/0 | £(s)

|1’2 dS .

Logo,
G < —2 (C+aC++a)cymT?)
~c;,CT
2 T
1 .
e [ e ds

Integramos (2.3.14) de t* a ¢, t* <t < T e obtemos

VG — V) < (C +aC) / | Zb(s) |12 ds

0
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T T
+(1+e)esC / | Zb(s) || ds+ (1 + 1) / | £(3) [lus ds
0 0
Portanto,

V() < (C +aC+ (1+e)CynT?

2 1 2
+m (C+€1C+ (1 +€1)C\/V1T2)> A
2 T
+(1+ 61)(C*HW + 1)/0 Il £(s) |l1,2 ds . (2.3.16)

Integramos de novo, desta vez de 0 a t, 0 <t < t* e obtemos
VG~ VG(0) < (C+eaC+ (1+e)CymT?)N
e [156) e ds.
Entao,
G(t) < (C+ a0+ (1+ea)CVmT?)A
) [ 1560 I ds+ VG0
Da periodicidade de G(t) e equagao (2.3.16]) temos

VG < (20 +26.C+2(1 + e1)Cy/inT?

—+

2 1 2
G OT (C+ eC + (1 +el)CﬁT2)> A

(v ) [0 G

Por hipéteses temos que || f || L1 (0,7:m3 (2) < A\2. Portanto,

VG < (20 +26.C+2(1 + &)CVinT? +2(1 + 1)

n (c+qc+(1+q)cmT%(1+q))> A2

c;,CT
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Da relacao de equivaléncia entre a fungio G(t) e a energia Err(t) temos

que

Ent) < (20 1260 +2(1 + &) CVnT? +2(1 + 1)

+ (c+elc+(1+el)cmT%(1+el))>v.

(2.3.17)

2
c;;CT

Ja temos estimativas para todos os termos da energia. Falta obter uma
estimativa para o termo || h || 2(p(z)), para conseguirmos uma limitacao
para || (u, h) || z» em termos de \. Assim, ficard provado que ® leva Z* em
Z>. Sabemos que || £z |l el Lu || estdo em \/Er7(t) que é limitado por
A2, entdo || £z [<Ae| Lul|< A Para estimar || k|| 2(p(z)), voltamos
a equagdo (2:3.12), usando o fato de que || Lo 1< Xe | Lu ||< A

integramos de 0 a 7' e usamos a periodicidade de G(t) para obter

2 n

<afelf—E>/0 £ (s) I ds + (2 —m)/o | Zh(s) |1* ds

21/1
T
+e / | Lu(s) | (s)ds
0
T ~ T _
< C)\/ || £b(s) |12 dercEC/\/ || £b(s) || ds
0 0
T _ T _
+610)\/ I Lb(s)||2ds+elcEC’>\/ || £b(s) || ds
0 0
T N T
+A/ | £ fs) | dsmA/ | £(s) || ds
0 0

Dado que

T 2 T ’
(-0 [ 120 1P ds < (ma = £2) [ 230 6) |
0 vi-Jo
T
+<§—cx>/ | Zh(s) |17 ds
0

T
+ea / | Lu(s) |2 ds
0
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entao,
vy T 2
(2 =N [ 12hes) | ds
0
T ~ T ~
< CA/ | Zb(s) |I° dS-‘rCEC)\/ I £b(s) || ds
0 0
T ~ T ~
+qc,\/ | £b(s) ||? ds+elcEC/\/ | £b(s) || ds
0 0
T
+(1+61)A/ 1 £(s) Iz ds (2.3.18)
0

Usando as hipéteses

6 ll2(pz)< A e ce < Ay/v1, nos dois seguintes termos

T
CECA/ | £b(s) || ds
0

T
elcEcA/ | £b(s) || ds,
0

obtemos "
CEC/\/ | £b(s) || ds < CT? \Jor)®,
0

T
elcEC)\/ I £b(s) || ds < € CT? VI A? respectivamente.
0

Portanto, segue de (2.3.18]) que

T
(=N [ Lns) | ds
0
< (C +CVnT? + 61C + eCyinT? + 1+ 61) A8
< (c+ (14 e)CVIT? + .0 + 1 —|—61) A2 (2.3.19)
Obtendo essa estimativa para || h || 2(p(z)) em termos de A, temos que
[NCADN P
< (20 +26.C+2(1 + &) CVnT? +2(1 + 1)

+

2 1
- OT (C +al+ (1+e)CymT?(1+ 61))
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+CO+ (14 e)OVinT? + 60 +1+ 61) 2\
Portanto, ® estd bem definida.

b) Provaremos que ® é uma contragao, isto é,

0<ec<l1, vi=v; — vy, b:=b17b2,
| @(v1,b1) — ®(v2,b2) [[zx< el (v1 —v2,b1 = b2) |25

Definimos © = u1 —u2 e h = h1 — h2, em que (u1,h1) e (uz2,h2) sdo

duas solugbes do sistema (2.3.6)-(2.3.10). Substituimos as solugbes nas

respectivas equagoes e subtraimos os resultados, obtemos

u 4 Lu+ a(u,) = porotbs Ab+ porotb A (by + He), (2.3.20)
K +wnlh= rot[v/ Ahi] + rot[v; AR] + rot[u/ A H], (2.3.21)
dado que

Lo TOt by ANby = o I“Ot(bz + b) Aby,
rot[v1 Ah) = rot[(v/ + v;) Ahi] .

Note que

| @(v1,b1) — (v2,b2) [|zx=|| (w1, h1) = (uz, h2) |2
=l w1 —uz [|eo(p(ey) + I ur — w2 | Lo ()

+ 1l hr = he |2y + [ b1 = h2 [|p2(pez))

Usando a mesma estratégia usada na secao anterior, obteremos uma esti-
mativa para as duas partes da energia separadamente. Inicialmente estima-
remos a parte de energia relacionada ao campo magnético. Formalmente,
fazemos o produto interno da equacao por Lu e alu, adicionamos

os resultados e obtemos

1d 1 o?d 1
s {lesa I + culPh+ Sl £2u
+ 1ioz(ul,ﬁu) +a L2y I? +a || Lu | —(u/,aﬁu/)

2dt
= po(rot bz A b, [,u/) + po(rot b A (b1 + HE),EU,)
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+ po(rot ba A b, alu) + po(rot b A (b1 + He),alu) . (2.3.22)

Seja )
* 4 2 2
) =5 {lc2a I + | £u )’}

a parte da energia de segunda ordem do sistema e
* Oé2 1 2 1 7 .9 2 ’
G (1) =5 IL2ull™ + [ L2u " + || Lu " +alu, Lu)
um funcional. O seguinte Lema é obtido do Lema [2:1]
Lema 2.5. Vi >0, £7;(t) < G*(t) < C*Ef;(¢),

em que C* := 2 + max{1, c%,a*}.

Usando a equagao ([2.3.22]), temos

d . 1o
SO O +all L2 P o Lu?
= po(rot ba A'D, llu/) + po(rot b A (b + He),ﬁul)
+ po(rot b2 Ab,alu) + po(rot b A (b + He), alu) . (2.3.23)

As mesmas propriedades usadas nas estimativas anteriores nos permitem

obter as seguintes estimativas:

ol (rot bz/\b,ﬁu/)|
1 1 1
< po (b2 fl220 0 flzoe | £2w || +p0 [[ rotbe [[zall £2b [|zall £2u ||

~ ~ 1 ~ ~ 1
SCON Lo [l L6 £2u (| +C [} Lo ([ £b (I} £2w |

~ ~ 1
SO Loz (I LE NI £2w ]

po|(rot b A (by + H.), Lu)|

< 1o [0 ll2,2ll b + He [lool| £2” || +po || 10t b [[gal| £2by ||pall £2u” |
<C | Lol £y (Il £24" | +esC || £b I £24 |

+C | £b ||| Lo |l £24 |

<C Lol Loy (Il £3d" | +epC || £ Il £3" |
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apo|(rot ba Ab, Lu)]
< apo [ b2 [l2.2] b [[1z2] Lu ||
<aC || Lhe ||| Lo ||| Lu ||

apo|(rotb A (b1 + He), Lu)|
<apo || bllz,2ll b1 lln2ll Lu || +apo || 0 [l2,2]l He [l1,2]] Lu ||
<aC || Lb ||| Loy ||| Lu || +aceC || Lb ||| Lu ]| .

Essas estimativas e cg < A\/v1 (hipéteses sobre v1) implicam na seguinte

desigualdade

L0 +all L3 P ta | Lu P
<O Lba || £b Il 20" || +C || £0 | Loy ||| L2 |
+ O | Lo |||l £54 || +aC || Loo |Ill £b ||| Lu |
+aC || £b || £by || Lu || +aCAVTr || £b ||| Lu | -

Observe que C*E7;(t) < o || ez II> +a || Lu ||* e pelo Lematemos

U0
<O\ Lo || Lo L2 || +C || £b || £by || £24 |
+ O || b Il £34 || +aC || Lo |||l £6 1] Lu |
+aC || £b || £b Il Lu || +aCAVr || £b ||| Lu |
S C | Lbo || Lb || V2/G*(8) + C || Lb || Lo || V2/G*(2)
+ O || £0 1 20/G*(8) + aC || £ba || £b || 2¢/G7(0)
+aC || £b (| £b | 2v/G(0) + aCAV/or || £b || 21/G7(F) -

Logo,

d cr
VT + 5T

< C [ Lo || £b || +C || Ly ||| Lo ||
+ OXNwL || Lb || +aC || Lba ||| £b ||
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+aC|| Loy ||| £b || +aCAr || Lo || - (2.3.24)

Na sequéncia, integramos (2.3.24) de 0 a T e usando a periodicidade de
G*(t) obtemos:

C*
2

T T
[ V@@ < [ Lol 1] Lo6s) | ds
0 0
T ~ ~
+C [0 Ens) l bGs) | s
T ~
—|—C)\\/Z/ I £b(s) || (s)ds
0
T ~ ~
+aC [ Zba(e) [l £b(s) | ds
0
T ~ ~
—|—aC/ Il Lo1(s) |||l £Lb(s) || ds
0
T ~
+ ozC)\\/l/T/ || £b(s) || ds - (2.3.25)
0
Aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada um dos termos

do lado direito de (2.3.25) e usando a hipéStese de que || b [ 2(pz)< A

obtemos o seguinte resultado:

02* /OT VG*(s)ds

1

<Ox (/OT Il £b(s) |12 ds>é +CA (/OT I| Lo(s) |I” ds)E

+oamTh (/OT I Zb(s) |2 ds)é +aCx (/OT | £b(s) |I? dsf
+a0x (/OT | Zb(s) |1 ds)é + aCAVTTS (/OT | Zb(s) |1 ds> ’

<AM2C 4+ (14 Q)CVIT? + 2a0) </T | Zb(s) |I° ds) ’
<A2C + (14 @)CVInT? +2aC) || (0,0) |2 -

Do teorema de valor médio, existe um t* € (0,7), tal que

* * T
CQT g*(t*)zcz/ VG (5)ds
0
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< A2C + (1+Q)Cy/inT? +2aC) || (v,0) || 1> -
Entao,
2 1
VG () € ZmA20 + (14 )CVinT? +2a0) || (v0) [ -

Usando a mesma estratégia usada na pagina 54, integramos (2.3.24]) de t*
at, t* <t <T obtendo

VGH(t) — VG (tr) < A2C+ (1 + a)C\/ﬁT% +2aC) || (v,b) |Izx -

Portanto,

VG ) < A (20 +(1+a)CVnT? + 2aC

+ (20+(1+a)c\/zT%+2aC)) I (0,0) llzx -

2
c*T
Em particular,

VG (T) < A (zc +(1+a)CVnT? + 2aC

+—2_(2C + (1 + a)Cy/inT? +2aC)) I (0,0) [lz» . (2.3.26)

c*T

Voltamos de novo a equacao diferencial (2.3.24)), integramos de 0 a ¢,
0 <t <t* obtemos

VG () = VG (0) < M2C + (1 + a)CVimT? +2a0) | (4,0) || 21
A seguinte estimativa segue da periodicidade de G*(t) e ([2.3.26))
VG (t) < A (40 +2(1 + a)C/inT? + 4aC
+ 20+ (1+ a)Cy/inT? + QaC)) | (0,) ln -

Aplicando o Lema obtemos uma estimativa para a y/&5;(t) em termos
de || (v,0) || zx:

5;‘1(75) <A (40 +2(1+ a)C\/ZT% +4aC

61



+W(20+(1+a)0\/ZT%+2aC)) I (0,5) ln . (2.3.27)

Agora, obteremos uma estimativa para a parte de energia £5;(¢) relacio-
nada ao campo magnético. Formalmente, fazemos o produto interno de
(2.3.21)) por Eh, obtemos
d sl 0 Arol2
— || L2h 2 Lh
S R+ 2w | £ |
< 2(rot[vl A ha], Lh)
+ 2(r0t[v; AR, Lh) + 2(r0t[u/ A H.], Lh)
SCllw el Lha (Il £ || +C | vs |

+eeCllu |lmll Lol

Lh|?

1,2]

Entao,

d ~1 ~
SN EEh P +@n— N || Lh P

< Lhy [l £h || +cuC || |l £h . (2.3.28)

[1,2]

Dado que hi é solugdo da equagao , entdo da defini¢do do espacgo
Z* temos que || Lk ||< A. Note que || v [|1,2<]| (v,b) ||z», da definigio
do espago Z*. Note ainda que da definicio de £*(t) e de (2.3.27), temos
que || v [12<|| (v,b) ||zr. Lembrando que cp < A1, aplicamos a
desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito, integramos o resultado

de 0 a T e usando a periodicidade obtemos
T ~
(201 — C)\)/ || Lh(s) || ds
0
v\
<ol @l ([ 1200 1* as)
0

roviTt [ @) 1o ( " i) P czs>é .

1
T 3
Na sequéncia, dividimos ambos os lados por (/ || Lh(s) | ds) e ob-
0
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temos

(2v1 — CN) (/OT || Lh(s) || ds);

< OM | (0,0) l» +CVINT? || (0,0) |8

Portanto,
) S S 21/1 OA v, Zx . 0.

De (2.3.27)) e (2.3.29)), concluimos que
| @(v,0) [Izx=ll (u, h) [[z22< e (v,0) |22,

portanto, ® é uma contracido, com 0 < ¢ < 1. Do Teorema (Banach),
existe uma unica solu¢ao (um, hm ) T-periédico do problema —
com as condicdes de fronteira )

Agora, precisamos provar as convergéncias das solugdes aproximadas
obtidas. O procedimento para passar limite estd detalhado na tese de
Mohebbi . Apresentaremos suscintamente essa parte.

A existéncia de solugdo forte do problema em dimenséo finita nos permite

obter sequéncia (um, hm) tal que
(I) {um} é limitada em L*°(0,T; D(L)),
) {u;n} é limitada em L*(0,T; H (Q)),
(IT1) {hm} é limitada em L2(0,T; D(L)) N L*(0,T; HL()).
Usando os Teoremas de compacidade e imersoes extraimos subsequéncias

! !
de U,,, Um e hy, denotados novamente por u,,, Um € h, respectivamente

tais que
(i) um — u fraca em L2(0,T; Hj(Q)),
(ii) u,, — v fraca em L (0,T; L*(Q)),
(iii) hm — h fraca® em L*(0,T;L2(Q)) e
(iv) hym — h fraca em L2(0,T; Hx(Q)) .

Essas convergéncias, usando Lema de Compacidade de Aubin-Lions e Te-

orema de imersdo ( |44]) obtemos que
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(V) B — hem L2(0,T; L*(Q)) e h € C([0,T); Hy 1(Q)) .
A passagem ao limite dos dois primeiros termos da equagao é assegu-
rada pelas convergéncias (i7) e (i) respectivamente. Para os dois primeiros
termos da equagao temos as convergéncias (i) e (iv). Agora, vamos

analisar os termos acoplados. Comegamos com a prova de que
{Bll(u'rru hm)} — {BII(U ,h)}

Seja <gn7 q;> = <_V1£~hn - BII(u;rm hm)2(]~5> = (hfn?q;)27 Vgg € Sm Enté'oa

2

T , -
/ sup  [(Brr(Um, hm), #)| p dt
0

b =1
I\¢\IH3/2

2

T
= [{ sw Ak ot de
0 H‘f;HHs/z:l

T
! ~
< / Csup [ [l B a2l vt G 1y p dt
0 el , 5/2=1

T !’ ~
<e / Csup [ [l B 2l G 1l gare p dt
0 H¢HH3/2=1 7

T
< / 1t 121 o 2. dt
0

Logo,

T
[ 3 sw (Bt )9 ¢ e
0 el 3/2=1

, T
< et [Zoeorizze) / | o 2 dt < C .
(0]

Portanto {gm} é limitada em L*(0,T; H, (Q)), isto é, {Bn(u;n,hm)}

3

é limitada em L*(0,T; H (Q)) Seja ¢ € HZ(Q) e ¢ = Pnd+ (I —
Pn)@, em que Ppé = Z $:)di. Entdo, (h,d) = ({(gm, Pnd)), Vo €

i=1
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3 / _3
HZ(Q). Portanto, h,, é limitado em L2(0,T;H, 2(Q)). Sabendo que
’ _3
{B11(tp, hm)} converge fracamente para algum z em L*(0,T; H, *(Q)).

Agora, apresentamos a prova da seguinte convergéncia
{BU(umv hm)} - {B”(u 7h)}

fracamente em L(0,T; H; 7 (Q)), v > g, implicando que z = {Bu(u/, h)}.
Seja p € L*(0,T; H}(Q2)), entdo

T
/ (Brt(t, ), o)t
0

T ’ T ’
= / / Up - (TOt ©) A R dzdt — / / u .(rot ©) A hdzdt,
o Ja o Ja

dado que u,,, — u fraca* em L? (0,T; L*(Q)) e rot o A hyy, — Tot @ A b forte
em L'(0,T; L?(Q2)) pelo fato de que rot ¢ € L*(0,T; L°°(Q)) (sabendo que
HY™1(Q) C L™(Q) paray > g € Ry, — h forte em L?(0,T; L2(Q)). Assim,

! ’ - §
{B11(tp,, hm)} converge fraca para {Brr(u ,h)} em L*(0,T; H, 2(Q)).
Agora consideramos o outro termo de acoplamento e apresentamos a prova

para a seguinte convergéncia
{Br(hm, hm)} = {Br(h, h)},

uma limitacio de By (hm, hm) em L3 (0,T; H~1(22)). De fato,

T 4
[ 1B ) 1
0

(R

T
:/ sup  |(rot hm A b, @)| p dt
0

el g1=1
I HHO

ol

T
< [73 sup b el B gl ol |t
0

el =1
I HHO

T 3 1.4
s/ {0 o 1 E 5] B (13} E
(0]

T ) N
s/ o 12l o (17
0
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2 T
3 2
<l b Weoragian [ I B2 de<C

isto é, By (hm, hm) converge fracamente para algum y em L3 (0,T; H! ().
. 3 . -
Seja v > 5 Sejam ¢ € Dr e v € HJ (), entdo

T T
/ B (hmy han) (v)9pdt = / / hm A v. 10t hintpdzdt
0 o Ja

H/()T/Qh/\v.rothz/)dxdt:/OT/QB[(h,h)(v)wda:dt,

dado que rot hy, — rot h fracamente em L2((0,T) x Q) e

(hm A ) — h A v)p fortemente em L2((0,T) x Q) (pelo fato de que
HJ () € L™ (Q) quando v > g)

A convergéncia do termo dissipativo linear, isto é, a(u;n) — oz(u/) vem de

(i) O

2.3.2 Estabilidade

Nesta secdo estudamos a estabilidade de solugdes T-periddicas forte
para o sistema magneto-eldstico, cuja regularidade foi provada na secéo
anterior. Isto ¢, tendo em consideragdo as defini¢des [2.2)2.3e[2.4] de solugao
fraca, estabilidade e estabilidade assintética respectivamente, estudamos a
estabilidade das solugoes fracas do seguinte problema:

Seja (v,b) a perturbagdo da solugdo forte T-periédica no tempo (u, h) do

problema (0.0.1)-(0.0.5). Entao, (v,b) satisfaz o seguinte sistema

v+ Lo+ av =rothAb+rotbA (h+b+ He), (2.3.30)
b +11Lb = rotfu Ab]+rotlv’ A(h+b+ H,.), (2.3.31)
divb =0 (2.3.32)

Como a estabilidade é um problema de valor inicial assumimos as seguintes
condigoes iniciais

’

v(0) = vo, v (0) = v1, b(0) = bo . (2.3.33)

De fato, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 2.4. (Estabilidade assintética)

(i) Se v1 > ¢, C, entio existe solugdo fraca para o problema de valor

inicial (2.3.30)-(2.3.33) e a solugdo bdsica € estdvel.

(ii) Se
£2(0) 16k(c;C?)?
P 27aC4C?
e @
em que k:=v1 —c C — ZCiC’Q - ECQCQE, e

e a
v >C [cur — ZciC — ECC%] ,

entdo a energia da perturba¢do decai a zero de forma exponencial

quando t — oo:
C
Ep(t) < Ep(0) exp o2 at ),
1

em que Ep(t) :=|| v 1> + |l L3 1> + ol

Demonstra¢do. O nosso objetivo é obter uma estimativa a priori das solugdes

desse sistema. Formalmente, fazemos o produto interno em L*(Q) da

equagao ([2.3.30) por v e da equagao ([2.3.31)) por b, e adicionando os re-
sultados obtemos
d "2 L3012 b2 "2 F3p |2
o P+ L2o P+ 1017} +2a fv |7 +20 ] |

=2(rot hAb, v/) + 2(rot[u/ Ab],b),

visto que (rot bA(h+b+H,),v') e (rot[v’ A(h+b-+H.)],b) sdo simétricos. O
proximo passo é estimar os termos nao lineares usando a imersao continua
de H'(Q) em L(Q), Vq € [2,6], a desigualdade de Poincaré e a desigual-
dade de interpolacio da norma em L3(2). Seja C' uma constante posi-
tiva que depende no maximo de ¢;¢, cim, Cp constantes de interpolagoes,

imersoes e Poincaré respectivamente. Entao,

|[(rot A AD,v )| <[ voth [[Lall b [lzall v ||

~ ~1 ’
SCILRFL2o o Il -
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|(rot[u ABLB)| <[l w [lzoll b llzs]l rotb ||

’ 1 1
SCllu el blIall o lifol rotb ]

Seja

E) =lv I + [ £20 ] + 5]
a energia da perturbagéo e || u | oo (r1 ()< ¢,/ uma constante que de-
pende s6 da fungdo f e do periodo T. Entao, substituindo as estimativas

obtidas em cada um dos respectivos termos obtemos

d

&) 20| 0 | 2 || £2b |

<C|Lh | Lob || v || +Cey || £2b )7 .

Aplicando a desigualdade de Young com €1 = +/2v1 no primeiro termo do

lado direito obtemos
C . s / ~1
o | Lh || v |1 4w || £20 |

Lo 51 .
Como o termo dissipativo absorve o termo v1 || £2b ||?, obtemos a seguinte

desigualdade

d

ZEM+2a |0 P +0n = O) | £20 |

C ~ ’
<, I£h [N (2.3.34)

A hipétese sobre vy garante que v; — cu/C’ seja positivo. Sabemos que
| v < & (t). Entio,

d

Z&M+2a | P+ e O) | L2 |

C ~
< S 2R &) -
1

d / ~
Minoramos o termo agp(t)—FQoz v > +@1—c,O) | L2b |I? pelo termo
d

@51, (t) e obtemos

d C | A 2
= <= )
GEW < 1| £ £

68



Na sequéncia, dividimos ambos os membros por /&,(t) obtendo

SVED < I I VED.

Integrando a desigualdade obtida de 0 a t e aplicando a desigualdade de

Gronwall obtemos o seguinte resultado

VED < Ve (£ JNE:I0T as).

t
Como / | £h(s) ||> ds < ¢j, ¥t >0 (Lema, entdo,
0

&) < V& 0)C; (2.3.35)

C . . .
em que sz = exp (—C;L . Com essa estimativa e usando o método
4%

de Faedo-Galerkin procedendo de forma similar a prova de existéncia de

solugdo fraca do problema de valor inicial ( [12]), obtemos a existéncia e

estabilidade de solugao fraca para o problema (2.3.30))-(2.3.33).

Agora, obteremos a taxa de decaimento da energia associada as solugoes

do sistema em estudo. Para isso, fazemos o produto interno em L*(Q) da
equacao (2.3.30) por ev, em que € € (0, ) e obtemos

" 1 2 ea d 2
2 R ——
W)t £+ 2L )

=e(rot h Ab,v)+e(rotbA (h+b+ He),v) .

As seguintes estimativas foram obtidas aplicando a imersdo continua de
H*(Q) em L9(), Vq € [2,6] e a desigualdade de interpolacio da norma
em L3(Q):

el(rot A Ab,v)[ < el roth [ bllzall v llza

<eC || L2 || £3b ||| £30 |,

el(rot bA (h+ He.),v)| < e | rotb || h+ He || o]l s
<eC || LEb (| L3n ||| £20 |
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+eCep || L2b || L2 |,

el(rot bADb,v)[ <€ rotbl[[ blps v e

<eC | L3 |2 b 2] L2 |,

. @ . . .
em que || He ||pa= cg. Seja e = 3 Considerando essas estimativas e
sabendo que
[/ANs"]

(0", 50) = § 200 - 500,

M\Q

inferimos a seguinte desigualdade

’ [0 1 (0% /
(0, 0)+ ) &

&% TTE
<aC || £En ||| £2b ||l L3v |

Q.‘&

a
2

+ 5 Ccx || £2b || £2v |

a <18 11
+gOlLevfizlolz) L2

A essa desigualdade adicionamos a desigualdade ([2.3.34)) obtendo
d a, a? 2
a{gp(t) + 5(” v) + T o lI"}
+ 5 10 1P +5 1 L20 | 401 =, O) || £28|°
51 51 1 e 51 1
saC||L2h |l L2b | L2v || +5eeC || L2b ] L20 ]
@ 1. .8 1 1 C o5 ’
+CILzbIENb = L2 0|+ ]| £h v 1* . (2:3.36)
Consideramos o funcional
’ na
Gp(t) = {&() +n(v v) + - [ v [}
Note que o Lema permanece valido. Isto é,

V>0, E(t) < Gp(t) < erép(t),

1 a2,
em que cr := 1 4+ max Z’?Cp .
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. . o
Voltando a (2.3.36]), aplicamos a desigualdade de Young com ez = 1

nos dois primeiros termos do lado direito e absorvemos o resultado no lado

esquerdo obtendo

d « 2, o 12
- — — 2
LG+ 210 P+ 1 £ho |
+ (ul — ¢, C—aciC? — 1‘3‘—60%?5) | £2b |
(0%

<1 .3 1 1 C | = /
< gCOlILzb )b f=] £2v ] o | Lh|Plv II?,  (2.3.37)

em que || h [[peo(m1(0)< cn constante que depende s6 da funcdo f e
do periodo T. De novo, aplicamos a desigualdade de Young com e3 =

2 2
C . - .
(ach )% no primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.3.37) e
absorvemos no lado esquerdo obtendo o seguinte resultado

d « /2 a 1 2
— — —_ 2
R P e N
et o 51
+ (1/1 —c,C— ZciCQ — EC’ZCQE) Il £2b |?

27(aC)! ol 4 C Ao
—W\Ib\l Lz "+ = LRI 7. (2:3.38)

«

A hipétese sobre v1 garante que v1 —c,C'— 1

caC?— 136020% seja positivo.

Seja k := 11 — ¢, C — %ciCQ - %CQC%. Aplicando a desigualdade de
Poincaré, minoramos o termo (1/1 —c,C— %0,2102 — %CZC%) | Lz2b II?

pelo termo Ck || b ||?. Observe que || Liv [*< E2(t). Agora, utilizamos a
estimativa (2.3.35)) em (2.3.38]) e obtemos o seguinte resultado

d a2 1,
9@+ 5 v [P+ 1 £20]
27(aC)* Lo ) )
k= o= 2) b
* C( 16(ac2 C2)3 E,(0)C; ) bl
C | 5 /
S L (2.3.39)

Seja

. Ja 27(aC)* o)\ e
¢1 := min { 1 o (k " 6@a T &, (O)C’h> } .

Note que || v I’< &p(t). Aplicamos o Lema em (2.3.39)) obtemos a
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seguinte desigualdade diferencial

d (G
agp(t) +Clgp(t) < 171 H Lh ||2 gp(t)'

Na sequéncia dividimos ambos 0os membros por G,(t) e obtemos

1 d

C A 2
m%gp(t) < o | LA | —ci.

Agora, integramos a desigualdade acima de 0 a ¢ obtendo

C [, x

In(G,(t)) < 1n(G,(0)) + 17/ || Lh(s) ||* ds — eit . (2.3.40)
1.Jo
t ~
Seja c2 := sup {/ || Lh(s) ||* ds, t > 0}. Aplicamos exp na desigualdade
0
(2.3.40) e obtemos a seguinte estimativa
c
Gp(t) < Gp(0) exp e ct ).
1

Aplicamos novamente o Lema inferimos que

Ep(t) < erép(0) exp (Vglcz — clt) .
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Capitulo 3

Sistema
Magneto-Elastico com
Dissipacao Nao Linear e

Acoplamentos Lineares

3.1 Existéncia e Unicidade

Nesta secao estudamos a existéncia de solugoes T-periddicas para o sis-

’ ’ ’
tema magneto-eldstico com dissipacao nao linear do tipo p(u ) = |u |Pu e
acoplamentos lineares, em © C R® domfnio limitado, simplesmente conexo

com fronteira 9 de classe C?:

u,/+l:u+p(ul) =roth A He + f, (3.1.1)
B 4+ Lh = rot[u/ A H], (3.1.2)
divh =0, em R x , (3.1.3)
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com as seguintes condi¢des de fronteira e periodicidade respectivamente

u=0, hn=0, rot hAn=0, em R x 00, (3.1.4)
u(0,2) = u(T,x), u'(0,2) = u (T, x),
h(0,2) = h(T,z), Vt€R, 2 € Q. (3.1.5)

Assumimos as seguintes hipSteses:

(Ho) 2 C R® é um dominio limitado simplesmente conexo com fronteira
09 de classe C2.

(H1) f € C([0,T]; L*()) com f(0) = f(T).

(H2) p € [3,4].

(Hs) as fungoes p e 8—[) : R® — R? sdo continuas e satisfazem as seguintes
Sk

propriedades:

(a) Existe uma constante positiva ko tal que

(p(2), 2)zs > ko || 2 1537, V= € R®.

(b) Existem constantes positivos ki1 e r, tais que

I'p(2) les< ko |l 2 [IES " se | 2 [lms> 7.

3
O 6’” 9 (18) ¢ e > 0, ve € B, Vs € R,
i,k=1

(II - llrs e (.,-)rs representam norma Euclidiana e o produto interno cor-
respondente. )
A seguir, definiremos a solugdo fraca para o problema (3.1.1)-(3.1.5).

Definigao 3.1. Dizemos que (u, h) é uma solugao fraca de
(13.1.1)-(3.1.5) se

1. we L>®(0,T; H3(Q)) comu’ € L>(0,T; L*(Q))NLPT2(0, T; LP2(Q)),
2. h € L=(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; HX(Q)),
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8. u e h satisfazem:

T T T
i)/ (u, )2n d8+/ ar(uyw)znd8+/ (p(u ), p)2nds
0 0 0
T T
— [ otk Heonds+ [ ()
0 0
Vo € Hy(Q) NLPT*(Q),Vn € Dy
T , T
”)/ (h,2)an d3+/ arr(h,¥)ands
0 0

T ’ 3
- / (votlu A Hel,w)ands, ¥ € H2 (), ¥ € Dr,
0

em que Dr :=w € C*R) : w(s) =w(s+T), Vs € R.
Agora, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja T > 0 o periodo das fun¢ées f, f/ € L'(0,T; H3(Q)).
Assumimos hipdteses (Ho) — (H3). Entao, eziste uma solugdo fraca (u, h)
do problema (3.1.1)-(3.1.5) que admite a sequinte reqularidade adicional:

K e L(0,T; Hy () N L™(0,T5 L2(9)),
u € L®(0,T; H(Q)), e
u’' € L®(0,T; L*(Q)).

Demonstragao. Consideramos as equagoes usando as aproximagoes do Faedo-

Galerkin para qualquer m inteiro positivo fixo:

T T T
/0 (s 6)2m” -+ / a1 (i b)) + / (Pt 65211

T T
— [ Dilhnnraténds + [ (£0am (3.10)
0 0
Vo, € Hy(Q) NLPT2(Q), VpeDr,1 < j < m.

T T T
- hmy ~j 2~/ hm: ~j 2f) = D 'lm,hm 2 ~j ~7
/0( ¢)n+/0 a11(hom, 5)2 / 11 (ts )2 (857
(3.1.7)

3
2

Vo; € HZ (Q),Vij € Dr,1<j <m,
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em que, D; : HX(Q) x L*(Q) — H™(Q)

(Dr(h,b),v) = / rot h A He.w dx,
Q

Dir: L3(Q) x L*(Q) — H, 2 (Q)

<D11(u7h’)ab>:/U/\H5.l‘Otb dz.
Q

Também consideramos as equagoes na forma do operador:

u:n—i—ﬁum—f—p(u:ﬂ) =rot hym A He + f, (3.1.8)
h/m +viLhy = rot[u;n A H.], (3.1.9)

em que
L=—pA— A+ p)Vdiv, D(£) = H*(Q)* N Hy(Q),
L =rotrot, D(L) = {be H*(Q)* N H(Q)? : rot b A n|aq = 0},
Um = icj(t)¢j, hm = iéj(t)ﬂzj,
i=1 =1
{br}ren é a base de autofungdes de
ar(¢pr,w) = Ae(¢r,w)2, Yw € HS(Q),
e {¢;}jen é a base de autofuncoes de
arr(¢j,7) = A (65, T)2, VT € Ho ().
Dado m € N, definimos os espagos

Ch(Sm) == {w € C' (R, Sm) : w(t) = w(t+T);w (t) =w (t +T),¥t € R}

C2(Sm) :={w € C°(R,5,) : w(t) = w(t+T),vt € R}

em que Sy, = span{¢1, ¢, ..., m} € Sm = span{di, ¢a, ..., pm }.
Queremos provar que existe uma solugio T-periédica (Um, hm ) € [CF(Sm)x
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C’%(S’m)] para o sistema semilinear acoplado (3.1.8)-(3.1.9)), usando o Teo-
rema (Leray-Schauder). Para isso, provaremos que existe um ndmero
positivo R que depende apenas de sup Ifll, sup |lp(2)|le e tal que
tel0,T z€B(0,r)
/ 1
[(ums )l 21 = sup {[um || + (L2 um|| + [[hm]|
™m, t€[0,T]
” 1 ’
+ lumll + L2 um || + A} < R,
em que Co' := CF(Sm) x C7(Sm).
Seja Cp% = CH(Sm) x CH(Sm) e [(um,hm)llero = sup {[|un| +
m,T te[0,7T]
L2 || + ||7om]|}. Definimos uma aplicacio
1,0 2,1
(o C’m’T — Cm,T
tal que Y(vpm, bm) € C#?T,

(v, bn) = (um, hm),

2,1
em que (Um, hm) € C;; T é a Unica solugao do seguinte sistema

u +£um—|—p( )—|—au fcw;n—}—rothm/\He—Ff, (3.1.10)
B, + 11 Ll = rot[um A H], (3.1.11)
Um =0, hm.n=0, rot h,y An =0, em R x 09, (3.1.12)
um (0, 2) = um (T, x), u;n(O, ) = u;n(T7 x),

hm(0,2) = hm (T, ), Vt ER, z € Q, (3.1.13)

com « > 0 arbitrario.

Afirmagao: Ckl (Q) estd imerso compactamente em C*2(Q), para k1 >

ko >0 (13 7 p.184-185). Entao, C’2 .7 estd imerso compactamente em
Cl .1 € logo podemos considerar a aphca(;ao D C,lm C1 . compacta.
A existéncia de solugdo do sistema — segue da Proposigao
Para ver que o sistema satisfaz as condig()es da proposicao, considera-

mos o sistema homogéneo correspondente

u;ln + Lum + a(u/m) =rot hm A He, (3.1.14)
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h;n +v1Lhm = ro‘c[u,m A Hel, (3.1.15)

e provamos que a Unica solugao T-periddica possivel é a solucao trivial
(ver [51]). Assumimos que o sistema tem solugao T-periédica (um, hm). Fa-

zemos o produto interno da equagao (3.1.14]) por ulm e da equagao (3.1.15))

por h.,, adicionamos os resultados e obtemos

1d

’ 1 ’ 1
53{|Iumll2 L Zwml|* + |} + @llwp]|* + |1 £2 hl|* = 0.

Integrando de 0 a T e usando a hipdtese de que um, € by, sdo T-periddicos,

obtemos -
/ i [2(s)ds = 0 = iy =0,
0

T T
[ @ halPs)as < [ 185 h P (s)ds =0 = oy =0,
0 0
Retornando a (3.1.14)), obtemos que

Ltm =0 = um =0.

Portanto, o sistema (3.1.10)-(3.1.13) tem uma unica solugdo T-periddica

(U, him) € C,IV;?T tal que

’ ’

Um (0) = um (T), U (0) = up(T), hm(0) = hum(T).
Logo, a aplicacao ® estd bem definida.
Para simplificar a notagao, de agora em diante, ocultamos o indice m nas
fungdes u e h.
Provaremos que ® é continua. Sejam (u1,h1) = P(v1,b1) e (u2,h2) =
®(v2,b2), para algum (v2,b2) na bola de centro (v1,b1) e raio §. Sejam
v i= U2 — 1, U = uz —u1, b := hg —hi. Entao, (u,h) é solugdo do seguinte

sistema

U+ Lu+ p(v;) — p(vll) +au =av +rothA H., (3.1.16)
K + v Lh = rot[u/ ANH.] . (3.1.17)

Fazemos o produto interno da equacao (3.1.16f) por u eda equagao ((3.1.17])
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por h, adicionamos os resultados e obtemos

’

d ’ ~1 ’ ’ ’
€@+ allw* +mll£2 hf* + (p(v2),u) = (p(v1),w)

= a(vl,u/) + (rot h A He,u,) + (rot[u/ + H.], h),
em que E(t) := %{Hu,H2 +[I£2u||? + ||h]|*}. Sabemos que

(rot[u/ A H],h) = ([u/ A H],rot h)
= f(He/\ul,roth)
= —(roth/\Hmu/) .

Entao, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

d ’ 51
ZEO +allu [P + | L2 h

< allo [[llu I+ llp(v2) = plo)lllw || -

1
Aplicando a desigualdade de Young com ez = % nos dois termos do
V 2a

lado direito e absorvendo termo correspondente no lado esquerdo, obtemos
Do)+ S I+l
dt 4 !
< allo |I* + allp(vs) = p(vs)]* -
Da hipétese (H3), segue que Ve > 0,381 > 0 tal que se ||(v, b)|| < d1, entdo
’ ’ 1
l(p(vs (@, 1)) — (w1 (2. D)l < |22 er, Vo € QW€ [0,T] . (3.1.18)
Portanto,
L)+ I+l E2n)
dt 1 !
< adi + Qe . (3.1.19)
Em particular,

d

€W < adi + alQe . (3.1.20)

79



Voltando a (3.1.19)), integrando de 0 a T" e tendo em conta a periodicidade

de £(t) obtemos a seguinte estimativa
[0 T / 2 T ~1 2
© LW s v 12 R ds
4 Jo 0
< T(ad? + a|Qel) . (3.1.21)

Agora, voltamos a fazer o produto interno da equagao (3.1.16f), desta vez,

por u e obtemos

’ ’

L () + (L) + ol ) + (p(03),4) — (p(0}), )

:a(v,,u)—f— (rot h A He,u) + (u,,u ).

Integrando de 0 a T' e dado que a(u/,u) > 0, obtemos

T 1
/ 13 u(s)||ds

0

< / (p(v3(s)) — plos(5)) u(s))ds + o / (W' (), u(s))ds

+/0 (roth(s)/\He,u(s))der/O ' (s)]2ds .

’
Como v € C:,;?T, entdo ||v || é limitada pela norma do sup. Logo, temos que

||v/|| < C,, com C; constante. Usando a hipdtese (Hz) e as estimativas

(3.1.18)) (3.1.21}) obtemos

T 1
/ 13 u(s)|Pds

0

< / o(va(s)) — plor (s))llus)llds
+ / 1 ($)lllu(s) ds

S

T
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em que ||Hc|| = cg. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
T 1
[ iebue)as
0

1 1 T 2 %
<latarh ( [ o ds)
(0]

1 T 2
+C, T2 (/ ||u(s)||2ds)
’ 1 1
sl 2 2 T 2 2 2 2
+cE / L2 h(s)||"ds / lu(s)|“ds ) + T(ady + a|Qer) .
0 0

Usando novamente a estimativa (3.1.21)), a desigualdade de Young no pri-
meiro termo do lado direito, a desigualdade de Young com /€1 no segundo

e terceiro termo do lado direito, obtemos o seguinte resultado

T 1
/ 13 u(s)||ds
0

T
<iojat+ 5 [ luts)|ds
0

Ci/T a [T 2,
250t G [P
2T 2 Q 2 T
1 0

+

Na sequéncia, aplicamos a desigualdade de Poincaré e inferimos a seguinte

estimativa
T
(=259 [ Ietuts) Pas
0
C?, 2 2 2
<QaT + ol 4 ETO +elflG) | ps L g0l

2€1 2¢€1
(3.1.22)
Essa estimativa juntamente com (3.1.21)) nos permite concluir que
T
/ E(s)||ds < CoF + Cet . (3.1.23)
0

Com as estimativas (3.1.20)) e (3.1.23) estamos em condi¢des de aplicar o
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Lema [1.5]e concluir que

sup E(t) = ||(u, h) < C8F + Cé.

1,0
t€[0,T] HCWT

Para qualquer € > 0, escolhemos €1 < % e fixamos §; correspondente.
\ 2Cs

Agora, escolhemos § < min{di, , /%} obtendo que ||(u, h)|| < €, termi-
5

nando a prova de que ® é continua.

Dando continuidade a demonstragdo, queremos estar em condigoes de
aplicar o Teorema (Leray-Schauder). Portanto, falta obter a existéncia

de um ndmero positivo R tal que se (u, h) é solugao de
(u,h) = A®(u, h), (u,h) € O (Sm) x C2(Sm), 0 <A< 1,
entao,

< .
lwWllero, < R

Assumimos que (u, h) € C’:,;OT é solugdo do seguinte sistema

u + Lu+ a1 —/\)u, +)\p(u/) =roth A He + \f, (3.1.24)
K + i Lh =rotfu A H.], . (3.1.25)

Formalmente, fazemos o produto interno da equagao (3.1.24]) por u e
(3.1.25)) por h, adicionamos os resultados obtemos

1d /9 1 9 2
5 Ul 1P+ Ic2ul® + 1A11%)
+a(l =N [+ Ap(),u) + || L2 R
= (rot h A He,u' ) + A(f,u') + (rot[u A H.],h) .

Sabemos que

(rotfu’ A He],h) = ([u' A H.],roth) = —(rot h A He,u'),
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a(l— )\)Hu,H2 > 0. Entao, temos a seguinte identidade

4 1
Al P+ 122l + (1]

&‘&

1
2
+ A(p(u),u) + | L3R

OURDE (3.1.26)

Da hipétese (Hs) (a), temos que )\(p(u ), u ) > Mko Hu Hp+2 Usando a de31—

Ako(p + 2)) P

gualdade de Holder e a desigualdade de Young com €1 = ( >

no lado direito da igualdade obtemos

A(fu)] < Allfll [ [lp+2

+2
Hfl\q

5 llu 7,

2
em que ¢ = % Substituindo essas desigualdades em (3.1.26)) e absor-
p
61174—2 " p+2
endo o termo obtemos
ven ignit p_~_2||u\p+2 .

1
5 dt{” u 2+ ||£2u\|2 + [|h)1*}
e <1
P H Hﬁi; +un||L7h)?
TIIfIIZ . (3.1.27)

Na sequéncia, integramos de 0 a 7', usando a periodicidade e dado que

1 ) L '
v1]|£2 || > 0, obtemos a seguinte estimativa para u

T
/ A(p+2)
g < X2 [T —as . @)
€
P2 ,
Voltamos & (3.1.27)), integramos de 0 a T' e como pl-i- 5 | b2 >0, obte-
mos a seguinte estimativa para h
T ¢ T q
|1t neras < 2 [ s = ey (3129
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Para obter mais regularidade no tempo, voltamos ao sistema (3.1.24])-
(3.1.25)) e derivamos no tempo obtendo

o+ a(l — /\)u/, + /\Dp(ul).u” =roth A H.+ )\f,, (3.1.30)
B +ulh = rot[u” A H.], . (3.1.31)

Fazemos o produto interno da equagao (3.1.30f) por u e (3.1.31) por h',

adicionamos os resultados obtemos

1 7.9 /2
2 h
m{u N VN T !
+a(l=Nu" [P+ MNDpu )" 0"y + | L2012

= (rot hoA He7u”) + /\(f/,u”) + (rot[u” /\He],h/) .

Note que
(rot[u” A He],h/) = —(rot noA He,u”).

Entao, temos a seguinte identidade

1 7.9 ’io
2
2P+ ek I+ 1Py
+a(t = Nlu"I? + MDp )" u") + | £20)?
=A(f,u). (3.1.32)
. a(l—N) .
Usando a desigualdade de Young com ez = ——— o lado direito da
igualdade obtemos
)\62

AN u ) < 5 ||f 12+ 22 )12

A "
Substituindo essas desigualdades em ({3.1.32) e absorvendo o termo % [lu |2
obtemos

1 7.9 /9
2P+ ek I+ 1Py
« ” ~1
+ S =N I+ A )" u) + |25

< IS (3.1.33)
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Na sequéncia, integramos de 0 a 1" e usando a hipdtese sobre a p obtemos
"
a seguinte estimativa para u

T I 1 T o
/ luw |I7(s)ds < z/ £ I7(s)ds :=cgp - (3.1.34)
0 2 Jo

Integramos novamente de 0 a T" a equacao (3.1.33)), e obtemos uma esti-

!’
mativa para h

Aﬂmékwds

Agora, definimos a energia de segunda ordem do sistema

T
< Semn /0 1 ()P ds :=c,pr - (3.1.35)
Err(t) o= 5 {0 1P+ 1P 4 2 2 4 4 R A
e definimos também um funcional
/€3 ’
() = {Eu® + W, Su) + @, Su)}.

Estabeleceremos agora, a relagdo de equivaléncia entre a energia e o funci-

onal G(t). Sabemos que

/€3 €3 / Cp€3
(w, Fuwl < 7 llu I* + P I C2u |
O que implica que
/€3 €3 [ Cp€3
(W, Sy > =S P P

De forma andloga temos que

W Su)z =T P =P
Portanto,
G(1) > (5~ D) I I +(5 — 22)l|cHu)?
2 2 2
+§WP+(%—%WuWI+§HE%W2+ﬂHW
> %611(75), Ve >0
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Por outro lado,

1 €3 ’ 1 Cp€s
G <G+ ) lu |I* +(5+ v L2
2 2 2
1 2 1 €3 " % /0 1 [
e L R R N A R = L
< 2&r(t), V>0

Das duas desigualdades anteriores inferimos o seguinte Lema:

Lema 3.1. Se 0 < €3 < min{1, } entdao
Cp

%Efz(t) < G(t) < 2801 (t), Vit > 0.

Para obter mais estimativas, fazemos o produto interno da equagao
€
(3.1.24) por gu e obtemos
/€3 €3

(u , Eu) + (Lu, Eu)

+al =N\ (u, %”u) + (p(u), %”u)

= (rot h A He, S0) + (M f, %u) . (3.1.36)

2

Também, fazemos o produto interno da equagao (3.1.30) por %ul e obte-

mos

(u/1/7 %u/) (£u17 EESU/)
€3 1 6 . €3 !/
+al =N, Su') + (e, Su))
:(roth’/\He,%Su’) ()\f/76—3u/). (3.1.37)

Adicionando as equagoes ([3.1.26)), (3.1.32), (3.1.36) e (3.1.37) obtemos

d ’ ’ / ~1
G +a(t = VI + Ap(u),u) + | £2 b

al = NI+ Ao Do) + [0

+ ZlLFul® + Salt = N u) + AT (p(u),w)

€3 1 7.9 €3 " (9 ’ ’
+ 205+ Satt - V@ 0) A2 (5 (), )
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< M+ AL Wl 1+ Al -+ A5 TRl
+ e S ILZ hlllull +ex S ILZR (|l
+ Sl 1P+ S
Das hipdteses assumidas sobre a fungao p temos
LG + I EE R 4B+ Slctul + Dk )P
<IN 1+ 1 e+ S ||f||\| I+ 2 ||f I
+CE*||E2h||HUH +eps ||£2h e + ol [[ul
+ymu+ymﬁ+;mmmw3mmew
Usando a desigualdade de Poincaré, minoramos os termos 1/1||£~%h||2 e
y1|\£%h,||2 pelos termos vic, '||h|* e Vlc;1\|h/||2 respectivamente. Além

disso, adicionamos e subtraimos os termos %3Hh|\2 e %Hh,HQ no lado es-

querdo obtendo a seguinte desigualdade

d ~1 €3 2 —1 €3y, 2
DG+ ey = DI+ 01— DI
SIn2 2 Bun 12 - Blirsulz + Blrsy 2
AP S D) + Lk
’ ’ " €3 €3 ’ ’
< I 1 1L e W 2 el I e
€3, 51 €3, 51,/ / €3 ’
+epg L2 R|llull +ee L2 R lllw (| + 5 allw [|]lul

€3 ’ €3 " €3 ’ €3 " ’
ol P+ Sl 117+ S p(u ), u) + Saflu ([l - (3.1.38)

2 2 2 2
Note que o termo vic, T %3 é positivo pelo fato de v; ser grande e

2
0 < €3 < min{l, —}.
Cp

Estimaremos o termo 6g(p(u/Lu). Devido & hipétese (Hs)(b), desigual-

dade de Hélder e a imersdo continua de H} () em LPT () temos que

€ ’
D)l =5 [ o)l ax < S [ o125 ful s
1

p+1
2
Uy (/ u \|p+2dx)” (/ ||u||p+2dX)p+2
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€3
2

p+1

/ 1
< Skcpllu I I£2 ullpose

Substituimos a estimativa anterior em ([3.1.38]) obtemos
d €3, 12 , €3,,.712 , €3, 2 €L 7o
—G(t —=||lh —||h —|| L2 —|| L2
S0+ LRI+ SN + Dchul + Lt
’ ’ 77 €3 €3 ’ ’
< A 1 1L e 0 2 el I e
€3, 71 €3, 51 7 ’ €3 ’
+epglIL2Rllull +ee L2 0 lllw || + Zalluw |||

& =

2

€3 / 1
+ 5 kicllu sl L2 u e -

€3 / €3 "9 " ’
gl ™+ Sl 17+ adlu [l |l

€3 17
5 |2

N . .. €3 ’
Na sequéncia adicionamos a ambos os lados os termos EHU I e 2

2
e escolhemos €3 < min{l, —, } obtendo o seguinte resultado
c

p ViCp

560+ Seu
= o e e A [ RS A [
+ e SN2 hlllull + e SIEZ R (I + Sl ]
+esllu* + esllu” 17 + Sl 1|
Lp+2

€ / 1
+ Lyl 15 e

Usando o Lema e assumindo sem perda de generalidade que G(t) #
0, Vt € R, dividimos ambos os lados por 1/G(t) obtendo

d
zaw/g(t) + 4es+/G(1)
/ €3 €3 ’
<IFI+IF T+ e S0+ S
~1 ~1 ’ 7
Feper DLER| + e 2NLER || + cp 2 allu |
2 2 2
’ " €3 "
+esllu’ |+ esllu” |+ S alu”|

€3 !
+ Shacoll 75
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Integrando de 0 a T" e usando o fato de que G(t) é T-periédico, obtemos
€3 €3 T
ta [ Vs < 140D [+ 0+ D) [ Gl
€3 ~1 €3 T ~1 7
+%@—/HDMMW+@—/HUh@Ms
2 Jo 2 Jo
€3 T ’ €3 T "
HateFa) [ @+ @+ Fa) [ 6)ds
0 0
€3 T ! +1
+She, [ @ ds
0
, T
Usando a hipétese (H1) (sobre fe f ) temos que (1+cp%3)/ IIf(s)]lds <
0

T ’

cspe (1+ 653)/ [1f (s)llds < ¢4 Aplicando a desigualdade de Holder e
q

as estimativas (3.1.28), (3.1.29)), (3.1.34) e (3.1.35]) obtemos

463/ VG(s)d s < csptcpr —|—cch 2 Ty
+ e\ [Teyy + (e + e, 5 ) /Ters
+ (e3 + Ea) Tegp + Eklcp\/’ITlf.
Seja
Cy: —Csf+c6f/ +CpCE 5 \/E‘FCE 5 m
+ es+cp a)y/Ters + ( 63+ Teyy —I—Ekwp\/m,

e nao depende de . Entao,
T
/ \/a(s)ds < &
0 463

Em particular, pelo Lema [3.1} temos

/ VErr(s) (3.1.39)

2\[63

Para aplicar o Lema (Gronwall periédico), obteremos a outra estimativa
necessaria. Para isso, adicionamos as equagoes (3.1.26]) e (3.1.32)) obtendo
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a identidade de energia

Deur(t) + (= NI 1P+ Mo ), )

ol L3R+ a(l = M)l
8 ’ 1" ~1 7
+ Al (), + 11230

=A(fu) A )

Usando a hipétese A < 1 temos

Sen < (fu) + ()
< FIVET® + 1 IVER @) -

Dividindo ambos os lados por 1/Err(t) obtemos a estimativa pretendida

GVED < ZUA+ISD <3 s (117D (3140

<L
2 iepor
Aplicando o Lema (Gronwall periédico) inferimos a seguinte estimativa

uniforme

sup +/€r1(t) < g+ 2T sup (HfH + 11D
te[0,T) €[o,

Com essa estimativa, podemos aplicar o Teorema (Leray-Schauder)
para a aplicagao ® com a seguinte estimativa a priori

< 9 N =
H(u,h)llc;;? S +2T S[up LA+ 11D

Portanto, provamos que para cada m > 0, existe uma unica solucao 7-
periédica (Um, hm) € Cf;z’,lT para o problema aproximado -.

As normas || Uy I, || um || e || hm || s@o limitadas independentes de ¢ e
m. Como em dimenséo finita todas as normas sdo equivalentes, entdo cada
componentes dessas normas sao limitadas pela norma do supremo. Essas
limitagoes sdao independentes de u:n, Um € hy,. Portanto, suas componentes
sao limitadas em dimensao finita e sdo solu¢oes de um sistema de EDO’S.

Logo, essas solugoes podem ser prolongadas & dimensao infinita.
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Agora precisamos provar as convergéncias das solugdes aproximadas
obtidas. O procedimento para passar limite nos termos néo oferece dificul-
dades e esta detalhado na tese de Mohebbi |50]. Apresentaremos de forma
resumida essa parte.

A existéncia de solugdo T-periddica forte do problema em dimensao finita

nos permite obter sequéncia (um, hm) tal que
I hy, é limitada em L2(0,T; HX(Q)) N L>=(0,T; L2(Q)),
II h,, é limitada em L*(0,T; H:(2)) N L>(0,T; L2()),
IIT ., é limitada em L*(0,T; Hg(Q)),
IV u,, ¢ limitada em L>(0,T; HA(Q)), e
V u,, ¢ limitada em L (0,T; L*(Q)).
De (III) e Teorema de Banach-Alaoglu, segue a existéncia de uma u €
L>(0,T; H}(R2)) e uma subsequéncia de {tm, }men, denotado novamente
por {Umtmen tal que um — u fraca®. Como L*(0,T; Hg(R)) é imerso
continuamente em L2(0,T; H§(Q)), segue tembém de (IIT) que wy, é li-
mitado em L?(0,T; H}(Q)). Portanto, existe um u; € L*(0,T; Hg(Q))
para a qual a subsequéncia u.,, converge fraca. Da imersdo continua de
L em L2, concluimos que u; = u. Assim, inferimos a existéncia de
w € L*(0,T; H3(Q)) tal que
(4) um — u fraca em L?(0,T; Hg(Q)).
De forma andloga, obtemos a existéncia de v € L™ (0,T; H3(Q)) e h €
L2(0,T; HX(Q)) N L*(0,T; L2(Q)) tais que

(i) u, — u fraca em L2(0,T; L*(2)),

(iii) hm — h fraca® em L*(0,T;L%(Q)) e

(iv) hm — h fraca em L2(0,T; HX(Q)) .
Além das convergéncias fracas, temos também a seguinte convergéncia forte
(v) hm — h em L*(0,T; L2(Q)).
Para obter essa convergéncia, escrevemos a equagdao do campo magnético

3

como um funcional de H, 2 (£2), isto &,

(s 8) + 01 (Ehum, 3) = (xot[un, A HL],3), ¥é € HE (Q).
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Usando o Lema [L.6] obtemos

(hlm,&) = (u, A He,rot ¢~5) — v1(rot b, rot gzNS)
< Nl Hellzr |14 +V1HhmHH;H<73HHg

3
HZ

- - 3
Dividindo ambos os lados por ||@|| 3 e tomando o sup sobre ¢ € HZ (),
Hs
obtemos
\lhm|| —3 < umlllHellr + vallAmlly

Na sequéncia, elevamos ao quadrado ambos os lados, integramos de 0 a T’

e inferimos o seguinte resultado

T , 9 T , 5 T
/ i ,gszcE/ ] +2u1/ 11
0 H, 2 0 0

C,

IA

em que foi usado I e IV e C 6 constante e ||He|lgn < Ccg. Portanto,
{hm}neN é limitado em L?(0,T; H, (Q)) Usando argumentos de compa-

cidade e teorema de imersdo obtemos a convergéncia pretendida (v).

Para obter a solugao na forma da definigao fraca, multiplicamos (|3
e por 1 € Dr e integramos por partes no tempo, obtendo que para
qualquer n > 0 e para qualquer j > 0, (um, hm) satisfaz

T Py T T ,
—/0 (tm, j)2n +/0 aI(um7<Z>j)277+/0 (p(tm); P5)2m
T T
= [ wothn nt o+ [ (f00an,
0 0
T ~ , T ~ T , ~
—/0 (hms @j)2n +/O au(hma@)w:/o (U A He, 10t 05)1

Na sequéncia, passamos o limite nas equagdes acima quando m — oo.

Usando as convergéncias fracas (i) e (iv) temos

T

" T 1"
lim (W @5)2n :/ (u, d5)2m
0

m—oo [q
T

T
lim az(um,¢>j)277:/ ar(u, ;)21
0

m—r0o0 0
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T

~ I T ~ 7
lim (Am, @j5)2m :/0 (hypj)2m , e

m— o0 0
T ~

T
lim ajj(hm,¢j)27]2/ au(h,d)j)gn .
0

m—oo [q

Agora, passaremos o limite nos termos acoplados. Comegamos com o termo

acoplado na equacao do campo de deslocamento. Isto é,

T T
lim (rot hom A He, ¢5)n — / (rot h A He, ¢5)n.
0

m—oo [q

Temos que

T
lim \/ (rot hm A He — ot h A He, ;)|

m— 00

m— oo

< lim |/ (rot(hm — h) A He, ¢5)7|

em que adicionamos e subtraimos h, usamos (v) e o fato de que ¢; é nula

na fronteria. Assim, temos que

T T
lim (rothmAH6,¢j)n:/ (rot h A He, ¢p5)n.
0

m—»oo 0

De forma andloga obtemos a convergéncia do termo acoplado na equagao

do campo magnético. Isto é,

T ! ~ T !’ ~
lim (U A He,rot ¢j)n — / (w A He,j)n.
0

m—oo o

O préximo passo é provar a convergéncia do termo dissipativo nédo linear

p(u/m) Seja g = % Usando a hipétese (H3)(b) e IV temos a seguinte
p

T
o aorin = | ot
0 Q
T 7
<k [ [l
0 Q

p+2
Lr+2(0,T;LP+2)

limitagao

’
= Fallum]
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<C.

Portanto, temos que {p(u;n)}neN ¢ limitado em L7(0,T; L?) e existe uma
subsequéncia denotada novamente por u;n e &€ LY0,T; L?) tal que

(vi) p(ulm) — & fraco em L9(0,T; L?), quando m — co. Isto é,
T, T
[ tunr.oas > [ €0, voe 120,117,
0 0

A parte final da demonstacdo é provar que £ = p(u’). O procedimento
classico para obtengao dessa igualdade é conhecido como ”Minty’s trick”.
Béasicamente, obtém-se uma igualdade de energia, uma desigualdade de
energia e usa-se propriedades de convolucao, monotonia de p e teorema de
convergéncia dominada. A igualdade de energia é obtida por regularizacao

no tempo. Omitimos essa parte que pode ser encontrada em [50]. O

A unicidade das solugdes fortes T-periédicas no tempo é facilmente

obtida usando o seguinte Lema ( [41], p.7):

Lema 3.2. Para quaisquer z,y € RN e > 1 a desigualdade

_ _ 1, 5 _
(21”2 = |y” ) (z =) 2 S (12" + |yl — ol

é valida e o coeficiente — € étimo.

N =

Agora enunciamos o teorema da unicidade:

Teorema 3.2. Se
1 n
(p(@) = p@)) (= =) = 5 (21" + |y") |z =y, Yo,y €RT,

entdo a solugdo forte T-periddica (u, h) para o problema (3.1.1)) - (3.1.5) €

unica.
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Capitulo 4

Existéncia de Solucoes
T-Peridédicas para o

Sistema Ferrofluidos

4.1 Introducao

O escopo deste capitulo é o estudo de questoes de existéncia de solugdes
periédicas fracas e fortes de um sistema de equagoes diferenciais parciais
que modelam o movimento de fluidos influenciado por forgas fortes de
polarizacdo magnética, ou seja, certas equagoes diferenciais parciais da
Ferro-hidrodinamica (FHD). Os fluidos magnéticos, ou ferrofluidos, sao
fluidos contendo nano-particulas em grande quantidade (1023 particulas
por metro cuibico, cada particula com 3 a 15 nanometros de didmetro).
Ferrofluidos tem sido empregados em vérias aplicagoes como em selos de
eixos rotativos nos discos rigidos de computadores, na manufatura de semi-
condutores, em selos de pressao para compressores, etc. Eles sao também
usados no resfriamento de bobinas de speakers, para administrar drogas
em certas partes do corpo , como marcador de fluxo sanguineo em medidas

circulatérias nao-invasivas, etc. ( [63]).
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Revisemos brevemente a obtencao das equagdes governantes (mais detalhes
em [63], [64]).

A equacdo do movimento para o fluido magnético é obtida de um balango
de forgas por unidade de volume (via segunda lei de Newton), sendo dada
por

P%:fp+fv+fg+fm+fau (4.1.1)

onde d/dt = 0/0t +v -V é a derivada material, p é a densidade do fluido

e v é sua velocidade,

fo=-=Vp (4.1.2)

é a forga de press@o por unidade de volume (p é a pressao do fluido),
fo =V T, é a forca viscosa por unidade de volume, sendo T, o tensor

tensao viscoso, dado por
T, =n [Vo+ (Vo)'] + X (V-0) I,

onde 7 é o primeiro coeficiente de viscosidade e A é o segundo coeficiente

de viscosidade. Entao,
fo =nVo+ (n+ A)V(div v).
Como para fluidos incompressiveis div v = 0, temos que
fo =nAv. (4.1.3)

A forga de corpo por unidade de volume devido ao campo gravitacional é
dada por
fa =rg, (4.1.4)

onde g € a aceleracao da gravidade.
Em relacao a pentltima forca na equagdo de balango de momento linear,
fm =V Ty, onde T,,, = —al + Bh é o tensor tensdo de um fluido magne-
tizavel. Entao,

V- -Tym =-Va+ B-Vh
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(pois div B = 0 pela equagao de Maxwell). Como
B=po (h+m),
substituindo na equagao anterior, obtém-se
fm=—-V (a T %|h|2) T 1o m - Vh. (4.1.5)

A forga relacionada ao momento angular interno é f, = V - T1, onde

Ta:%eA,

€ = €,€5€ELE; j k €

A=2¢ (rotv—2w).

A descreve a taxa de conversao do momento angular externo em momento

angular interno. Entao,
T, =& e (rot v — 2w)
e portanto:
fa:—%I‘OtA=£V(V'U)+£AU+2§I‘Otw. (4.1.6)

Portanto, a equacdo do movimento para fluidos magnéticos é dada por

P (%Jr(v-V)v) = —VII+n. Av

+ po m - Vh + g + 2€ rot w, (4.1.7)
comn. =&+ II=a+ %|h|2 + p e a condi¢ao de incompressibilidade é
Vv =0. (4.1.8)

Derivemos agora a equagao da magnetizacao m, que é o momento magnético
do dipolo por unidade de volume. A denominada equagéo de relaxacao es-

tabelece que a taxa de variacdo do momento magnético é proporcional ao

97



seu deslocamento vetorial do equilibrio. Isto é,

D'm 1
Dt

(m_m0)7

~ / . /
sendo T a constante do tempo de relaxacdo. D’ refere-se a um referencial F'
que move-se e rotaciona com o movimento médio das particulas suspensas.

Em 1974, Schliomis propds o seguinte modelo:

dm 1
Efw/\m—;(m—mo). (4.1.9)

Para baixos limites do campo magnético mo = xoh, onde xo é a denomi-

nada suscetibilidade magnética inercial. Entao,

A 1ltima equacgio de conservagdao do modelo a ser investigado neste capitulo

é derivada de um balango de momento angular interno:

ds

pa:pG+V~C+A,
onde
C=XN (V-w) I+7 [Vw+ (Vw)i].
Entao,
V-C=N+7) V(V-w)+7 Aw.
Logo,
pI%:pG—&—Q& (rot v —2w) + B V(V-w)+ 7 Aw.

Usando a relagdo constitutiva pG = po m A h, obtemos a equagdo do

momento angular do ferrofluido.

plcc%) =pomAh+2¢ (rotv—2w)+ B V(V-w)+7 Aw.  (4.1.11)
onde B/ =\ +17'.
As equagoes destacadas sdo complementadas com as seguintes equagoes

para o campo magnético (equagdes magneto-estdticas):

rot h =0, div (h+47mm)=0. (4.1.12)
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A primeira equacdo é a forma magneto-estatica da lei de Ampére.

Revisao bibliografica

O modelo matematico correspondente as equagdes governantes descri-

tas na segdo anterior é denominado na literatura de modelo de Rosensweig.
Revisaremos apenas os trabalhos da literatura que trataram questoes de
existéncia de solugdes para este modelo. Em 2008 Amirat, Hamdache e Mu-
rat ( [3]) estabeleceram a existéncia de solugéo global fraca em dominios
limitados do R3. Para obter este resultado, os autores adicionaram um
termo de regularizacdo —o Am é equagado da magnetizagao e consideraram
as condigbes de contorno: ©u =0, w =0, rot mAn =0, m-n=0e h-n =0.
Em 2010, Amirat e Handache ( [4]) provaram a existéncia local de uma
dnica solucéo forte em dominios limitados do R3, sem o termo de regu-
larizagao ja mencionado, e com condigoes de contorno v = 0, w = 0,
(h+m)-n=0.
Em 2010, Wang e Tan ( |70]) estabeleceram a existéncia de solucoes glo-
bais fracas em dominios limitados do R® para as equacdes regularizadas
(no sentido j4 descrito) do escoamento de um fluido incompressivel néo-
homogéneo, ou seja, a densidade p depende de t e x e temos p:+div(pv) = 0.
Os autores também investigaram o comportamento assintético no tempo
para tais solucGes e estudaram a relagdo entre as solugoes deste modelo e
as solugdes de um outro modelo (de Shliomis).

Estes resultados destacados da literatura constituiram uma motivacao
para a nossa investigacdo. O resultado novo, neste capitulo, é o fato de
obtermos a existéncia de solugoes fortes T-periédicas para o modelo ferro-

fluidos de Rosensweig, em Q C R

4.2 Existéncia

Nesta se¢ao, estudamos a existéncia de solugoes T-periédicas do modelo
ferrofluidos de Rosenweig, em Q C R* aberto limitado com fronteira regu-
lar. Para atingir o nosso objetivo, usaremos o método de Faedo-Galerkin

e o Teorema de ponto fixo de Brouwer. O sistema que iremos estudar é o

99



seguinte:

0
Q(a—? + (w.V)u) = (n+ &) Au+ Vp = po(m.V)h + 2 rot w, (4.2.1)
divu =0, (4.2.2)
ow ’ ’ ’ .
Qk(ﬁ + (u.V)w) —n Aw — (n + X )V (divw)
= pom A h + 2¢(rot u — 2w), (4.2.3)
om 1
n + Ww.V)m =wAm— =(m — xoh) + cAm, (4.2.4)
T
roth =0, div(h+ 4mm) = f, (4.2.5)

em Qr := (0,T) %€, com as seguintes condigoes de fronteira e periodicidade

respectivamente

u=0, w=0, mmn=0, rot mAn=0, hn=0em dQr:=(0,T) x Q,

(4.2.6)

h(0,z2) = h(T,z), € QVtER . (4.2.7)

u = (u1,u2,u3) é a velocidade do ferrofluidos; p representa a pressao
do fluido; w = (w1, w2, w3) é o momento angular do ferrofluidos; h =

(h1, h2, hg) é o campo magnético; m = (m1, me, m3) é a magnetizacado em
. . ! / ~
Q; 0 é a densidade da massa do ferrofluidos; g, k,m,&,1m , A , T, x0 € po sdo

constantes positivos e f é uma funcao dada em Qp tal que | fdx =0.

As condigoes de fronteira para a magnetizacdo m, em ((4.2.6]), sdo consis-

tentes com o operador de Laplace:

/(—Am).q dr = / rot m.rot q dx+/(divm)(div q) dz
Q Q Q

—/ (rotm An).q dz —/ (divmA)gn dz . (4.2.8)
aQ a0

Agora, introduziremos os seguintes espagos funcionais:

D, () := {v e C°(Q)* : divo = 0 em Q},

2 3
H, () =D, () ",




1 3
V,(Q) =D, ()" .

Note que os espagos V() e H,(£2) podem ser caracterizados da seguinte

forma:

Proposicio 4.1. i) V,(Q) = {v € H}(Q)?: dive =0 em Q};

i) Hy(Q) = {v € L*(Q)®:divv =0 em Q, v.n =0 em 0Q}.

Note ainda que V() C Hy(Q) C V,(Q), em que V., (Q) é o espaco
dual de V,(Q).
Usando a decomposicao de Helmholtz ( |23], p.216), temos

L*(Q)* = Ho(Q) ® Ho (),
em que H,(Q)* :={h=Vw:w e H(Q)}. Seja
M :={qge L*(Q)":divg € L*(Q),rot ¢ € L*()?, ¢.n = 0 sobre 9Q}

o espago de Hilbert munido com o produto interno

(q1,42) ::/ql.qg dx—i—/(divql)(diV(p) dm—l—/(rotql).(rotqQ) dx
Q Q Q

(4.2.9)
e a norma associada. Temos a seguinte caracterizagao:
M :={q € H'(Q)®: ¢.n = 0 sobre 9Q}
e |l.lm e |l 1 (qys sdo duas normas equivalentes no espago M.
Seja T' > 0 fixo. Assumimos que
uo € Hy (Q); wo € L*(Q)%; mo € L*(Q)*; (4.2.10)
f e H(0,T; L*(Q)); /Qf dx = 0. (4.2.11)
Seja ho := Vo, onde g é a tnica solucao fraca em Hl(Q) de
— Apo = dndivmg — fo em Q, (4.2.12)
% = 0 sobre 092, (4.2.13)
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/ o dx =0, (4.2.14)
Q

em que fo := f|t=0. Denotamos por C([0,T]; X fraca) 0 espago das funcoes
de [0,T] em um espago de Hilbert continua X na topologia fraca. Isto é,
vp — v em C([0,T]; Xfraca) se (vn(t);w) — (v(t);w) uniformemente em
relacdo at € [0,T], Yw € X.

A seguir, definiremos a solugao fraca para o nosso problema.

Definigao 4.1. Dizemos que (u,w,m,h) é uma solugdo global fraca de
(4.2.1)-(4.2.7) se as condigoes (i), (ii) e (i4i) abaizo sao satisfeitas:
(1)
we L=(0,T;Hy () N L*(0,T;V,(2) NC(0,T); Vo fraca(2)),
w e L=(0,T; L*(Q)*) N L*(0, T; Ho (2)*) N C([0, T]; L* () Fraca)s
m € L(0,T; L*(2)%) N L*(0,T; M) N C([0, T]; L* () }raca)
h € L¥(0,T; L*(2)*) N L*(0, T; H' ()%);

)
) (
)

(ii) a funcao h € tal que h = Ve, em que
@ € L°(0,T; H'(Q)) N L*(0,T; H*(R)) e satisfaz

— Ap =4ndivm — f em Qr, (4.2.15)

9% _ 0 sobre 007 = (0,T) x 0%, / pdr=0em (0,T);
on Q

(4.2.16)

(iii) as equagdes (4.2.1)), (4.2.3) e (4.2.4) sdo vdlidas no sentido fraco, ou
seja, Yo € Vo (Q), 2z € HJ(Q)? e g € M, temos

j / w.v dr + Q/ (u.V)uwv dz+ (n+¢&) | Vu.Vu dx
t ) o
= uo/(m.V)h.v dm+2§/(r0t w).v dx, em D/(07T), (4.2.17)
Q Q
ult=0 = uo, (4.2.18)
gkdi/ w.z de + Qk/(u.V)w.z dx
t Q

+n / VwVz dx + (77, + )\/) / (divw)(div z) dz
Q Q
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= o / (mAh).z doe+ 2§/(r0tu —2w).z dz, em D/(O,T),
Q Q
(4.2.19)

wlt=0 = wo, (4.2.20)
—/quw—l—/(uV)quw
Q
+a/(rot m).(rot q) da:—l—a/(divm).(divq) dz
Q Q

= /(w Am).q dz — %/(m — Xoh).q dz, em D (0,T), (4.2.21)
0 Q

m|t:0 =mo . (4.2.22)

4.2.1 Solugoes fracas T-periédicas

Nesta subsecao, provaremos a existéncia de solugoes fracas T-periddicas
para o problema (4.2.1)-(4.2.7)). De fato, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja T > 0 fizo, o periodo da funcio f. Q C R3, aberto

limitado com fronteira reqular. Assumimos (4.2.11). Entado, existem

u e L®(0,T;H,(Q)) N L2(0 T;V, () NC([0, T]; Hy fraca (),
w € L=(0,T; L*(Q)*) N L*(0,T; Hy (2)*) N C([0,T); L* (D) Fraca),
m € L=(0,T; L*(2)%) N L* (0,73 M) N C([0, T]; L*(2)}raca);

h e L(0,T; L*(Q)*) N L*(0, T; H* (Q)%),

tais que (u,w,m,h) satisfazem o sistema (4.2.15))-(4.2.22) .

Demonstra¢do. Usaremos o Teorema de ponto fixo de Brouwer para provar
a existéncia de solugdo fraca T-periddica em espago de dimensao finita.
Para isso, consideramos as equagbdes usando as aproximacoes do Faedo-

Galerkin para qualquer m inteiro positivo fixo,

d
g—/ Um . @f d:r—&—g/(um.V)um.(b}‘ dr + (n—i—f)/ Vum.Voi dx
dt Jq Q Q

= ,uo/;z(mm.V)hm.cﬁ dz + 25/9(r0t Wm).¢; da, (4.2.23)

Um|t=0 = Uom, (4.2.24)
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gk‘—/ Win @5 dz+gk:/(um.V)wm.¢}ﬂ dx
dt .

+7 /Vmegb}” dz + (n +,\')/(divwm)(div¢;”) dz
Q Q

= o / (M A hm).05 dx + 2{/ (rot um — 2wm).¢; dx, (4.2.25)
Q Q

wm‘tzo = Wom, (4‘2.26)
c;it Mm.¢; dr + /( m-NV )M @ datJra/ (rot mm).(rot ¢7") dx

Q

= /(wm A M@ dx — 1 / (Mm — xohm).0]" dz, (4.2.27)
0 TJa
d m m . m
a/ﬂmm.ij da:—|—/ﬂ(um.V)mm.ij da:—i—a/ﬂ(dlvmm).(Ai/)j ) dx

_ /(wm A i) VI d — %/(mm ~ xohm). Vo™ da, (4.2.28)
0 Q
Mim|t=0 = Mom, (4.2.29)
/ Vom Vi do = —47?/ M. V5" do — / foitdz, j=1,...,m
Q Q Q
(4.2.30)

em que Uom,Wom,Mom SA0 projecoes ortogonais de wuo,wo, mo sobre o

espaco gerado por @F, ..., Ory, O,y O € OT 5oy b, VT, ..., VT TES-
pectivamente e

um_ZaJ )¢5, wm—Zb )¢5,

M, = Z ci (o) + Z Cirm(H)VP],

Jj=1 Jj=1

m—VQOm—Zd v¢j,

{¢7}jen é a base do espaco de Hilbert V,, {¢7};en é a base do espago
H3 (), {¢]}jen é a base ortogonal do espaco G (definida abaixo) em
relacdo ao produto interno (4.2.9) e {+]"}jen sdo autofuncées, com respec-

tivas autovalores {);}jen, do operador de Laplace

;"
on

— AP = N7t em Q, =0 maﬂ/w] dr=0.
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A sequéncia {1} en é a base ortogonal do espago {m € H' () : [, m dx =

0} em relagio ao produto interno de H*(Q). Sejam
G:={ve H'(Q)®:divo=0em Q,v.n =0 em 9N}, e

H::{h:V¢:d)€H2(Q),g—1fL:Osobreaﬁ,/gzpd:cZO}

dois subespacos fechados de M. Temos a decomposicdo M = G ® H,
em que G e ‘H sdo ortogonais com relacdo ao produto interno definido em
(4.2.9). Escolhemos para uma base de M uma base ortogonal de G com-
pletada por uma base espectral de H ( , Lema 2).

A partir de agora, iremos omitir o indice m nas fungées u, w, m e h.

Com objetivo de obter a identidade de energia (que se encontra em ),

supomos que (u, w, m, h) sdo solugoes do sistema (4.2.1)-(4.2.7). Pri-

meiro, consideramos as equagoes magneto-estaticas. Temos h = Vp e ¢ é

a solucao de (4.2.15)), (4.2.16)). Multiplicando (4.2.15)) por ¢ e integrando

por partes obtemos

Al = —47r/ m.h dx —/ fod . (4.2.31)
Q Q

Derivando (4.2.15)) no tempo, multiplicando o resultado por ¢ e integrando

por partes obtemos
d 2 0 17}
E”h” = 87T/Q am.h dz 2/9 af.ga dx . (4.2.32)

Agora, multiplicamos a equagao de Navier-Stokes (4.2.1)) por u e integramos

por partes e usando o fato de que [ (u.V)u.u dz = 0, obtemos
Q

—(Zlull®) + (4 O Vul* = uo /Q(m.V)h.u dx + 2§/Q(rotw).u dx .
(4.2.33)

Como rot h = 0, podemos escrever o gradiente da forca magnética (m.V)h

da seguinte forma

O (mihi) = hiOpmi + miOkhi = hiOkmi + miOihy .
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Seja fm = (mV)h = mlazhkék = (f;zn) Temos f;zn = ak(mlhl) — hzakml

Portanto,
(m.V)hau = V(m.h).u— (u.V)m.h . (4.2.34)

Usando a integracao por partes juntamente com o fato de que divu = 0

em Q7 e u =0 em 9Qr, obtemos que

/Q(m.V)h.u dz :/ —(u.V)m.h dzx . (4.2.35)

Q

Entao, (4.2.33]) torna-se

I + 0+ 19l = o |

(u.V)m.h dz + 2{/ (rotw).u dx .
Q Q

(4.2.36)

Por outro lado, multiplicamos a equacdo de magnetizagao (4 por h e

integrando sobre {2 segue

— / (uw.V)m.h dz = om .hodx — / (w Am).h dz
Q o Ot Q
+ 1 / (m — xoh).h dz — U/(Am).h dz . (4.2.37)
T Ja Q

Combinando (4.2.31)), (4.2.32) e (4.2.37), inferimos de (4.2.36]) que

1
DLl + 1112+ O+ DIVl + 22+ xo) P
:—uo/(uV)mhdx—i—%/ (rot w) udx—uoa/(Am)hd:r
of
47”_/]‘ dz L ot pdx . (4.2.38)

Agora, como —Am = rot rot m — V(divm), integrando por partes e usando

as condigoes de fronteira rotm An = 0, h.n = 0 sobre 0Qr e as equagdes

magneto-estéaticas (4.2.5)), obtemos

—/(Am).h dx:/rotrotm.h d:r—/ V(divm).h dz
Q Q Q
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= / rot rot m.h dx —/ (divm)h.n dS + / (divm)(div h) dz
Q a9 Q

= / rotrot m.h dz +/ f(divm) dz — 47r/ | divm|? dx
Q Q Q

:/ (rotm A h).n d:v—i—/ f(divm) dm—47r/ |divm|? dx
o0 Q Q

= —47r/ | div m|? d;r—i—/ f(divm) dz . (4.2.39)
Q Q

Usando (4.2.39)) em (4.2.38]), obtemos a seguinte identidade

H\ I + IIhII ]+ (n+ )|Vl +*(f+><o)|\h||2Jr47r<fuo|\diva2

:—MO/Q(w/\m).h dm+2£/(rotw).u dz — R/thp dz

- = g{ ® d$+uoﬂ/ f(divm) dx . (4.2.40)

Consideramos agora a equacao do momento angular (4.2.3). Multiplicando
(4.2.3)) por w, integrando por partes e usando a identidade

/ﬂ(u.V)w.w dz,

obtemos

d
dt(2

= o /Q(m A h)w dx + 2£L(r0t u).w dz . (4.2.41)

[wll*) + 5 [Vwll* + (7 + X)) div w]® + 4€]Jw]®

Adicionando (4.2.40)) e (4.2.41)) e usando as identidades

(w Am).h =w.(mAh), /Q(rotw).u dx:/;z(rotu).w dz,

segue que

Ok e Oy o
DLl 4+ L ol 4 B2 )] o ) 4+ (o 4 X)) v ]
+%n+£mVMIf4§/0mm)wdx+4mww

Q

1 .
+ E2( + x0)lI] + dmopo| divm?
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of
= 47r7'/f as — attpd:c—!—uoa/fdlvm)dx.

(4.2.42)

Como divu = 0, podemos escrever —Au = rotrotu e via integracdo por
partes temos ||Vul|? = || rot u||?. Entio,

ENVul® + 4€|lw|)? - 45/(r0tu).w dz = &|| rot u — 2w||*.
Q

Entao, (4.2.42)) torna-se

2, Mo 2 ! 2
D121l + Lol + 2 Py 4 )
+(n +A )lldivwll2 +7[Vu|* + &| rotu — 2w|?

+ *(f +x0) [l + 4w o] div m||*

af .
47”_ / fodx o P d;r:—&—,umj/ f.odivm dz . (4.2.43)

Multiplicando a equacao de magnetizagao por m, integrando por partes e

usando (4.2.31]) obtemos
d, 1

2 1 2 X0 2 2 . 2
Sl + Il + 225l + o ([ rotm]* + | divm]|*)

= %2 dx . 4.2.44
Adicionando 4243 e 4244 obtemos

2 Ho 2 2 / 2
= 20n
L1l + Ll + Slml® + B2 117+ gl Vul 4+ [V
7 1
+n + N )II div w||® + €[ rot u — 2w||* + ;Ilmll2 + ol ot m|*

. 4
+ o1+ dmpo)|| divm] + (“0 X0 Amiox

e
)L ATHOX0
= ’UO+XO /f dx g{apd:rJr,uoo/fdlvmdx.

(4.2.45)
Seja

e 2 ka 2 1 2, Mo 2
E@) = Zllull® + lwl® + 3 lml® + L2 1A
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e uma nova funcgéo

F(t) =l Vull* + 0 [|Vwl* + (7 +X)| div |

1
+ ¢l rotu — 2w]” + —ml|* + o] rot m|

o + Xo + 47r,uoXo)HhH2

+ (1 + dmpo) || divm||® + ( -

Entao, inferimos de (4.2.45) a seguinte identidade de energia

S( )+ F(t)

#O+X0 /f dx g‘fapda:—kuoa/fdlvmdx

dt

(4.2.46)

Dando continuidade a nossa prova, agora obteremos uma estimativa para
£(t) independente do ¢ e do m. Para isso, considerando (4.2.44)), deduzimos

que

d, 1 2 1 2 X0 2 2 . 2
S Glml®) + il + (1 = &) 2= [|A]* + ol vot m]|* + | divm]*)

X0 2
< C. 2~
<. Xy
Integrando no tempo, e escolhendo 0 < € < 1, obtemos
Il Lo 0,72 (0)3) < C, Imllz0,7:m) < C, N1l L2(0p)s < C.

Entéo, pelo resultado classico de regularidade para o operador de Laplace,

deduzimos de (4.2.15) e (4.2.16]) que

Pl L2 0, m;m1 (0)3) < C.

Multiplicando (4.2.12) por o, integrando por partes e usando a desigual-

dade de Poincaré, obtemos

[holl < 4m[fmol 4 Cli foll-
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Portanto, deduzimos de (4.2.43|) que
llull Loo o, 7522(0)3) < Cs NJull L2050 (2)2) < C,

lwll Loo 0,m502(02)2) < C, w2010 )23y < C,

121l oo 0,152 (02)3) < Cs V|| rotu — 2w|| 203 < C.
Assim, obtemos a seguinte desigualdade de energia

e(po + Xo0) Mo + Xo o
el )2 + Celbotx0)y 2y bo

d
Eg(t) +F) < 4T 4T
Ce
+ S L1 4 oo divml? + pooC P
= gt T+ X0) Zf““ EXD) )2 4 oo divmw
T
+
+ Oeuoo + B2 XX 12 0 0 I (g 0.7)

No préximo passo, analisamos as condi¢Oes para obter os coeficientes po-

sitivos. Para cada € > 0 suficientemente pequeno temos

d ’ ’ ’ .
€@ 0l Vul® + 0 [[Vwl* + (7 + 1) divew|®

1 .
+ €l votu — 2ull* + ~|lml|* + o rotm|[* + o (1 + 4710 — epo)| div

1 —€)po + xo + 4mpoxo — €(Tpo + Xo
+(( ) ( AN

AmT
< Culwoo + P2 220 2 1 10 0 O 2 (4.2.48)
Usando a desigualdade de Poincaré obtemos o seguinte resultado
d Py 2 217 pk 2 21
Lemy+ £ Pr
(©)+ 2l Jul 22
2 1-— 4 —
i I 2” = @thﬁ (( €)to + Xo + 4mpoxo — (Tho + xo)>
T T
< Culpoo + P2 X0 1 1 B0 0 O 2
em que ¢, € a constante de Poincaré. Portanto,
d + 0
B0 + Cag(t) < Culproo + 12X 2 4 B0 A4 (4.9.09)

dt
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onde

Ca = min {277 2y 2, ((1 — €)po + Xo + 4mpoxo — €(Tho +xo)> } _
pcp pkey’ T T

A aplicacao da desigualdade de Gronwall em (4.2.49), 0 < t < T, produz

o seguinte resultado
exp(Cat)E(t) < £(0)

t
o + Xo 2, Mo af 2
+ [ (explCanCituor + L0 1(6) 1P + Ko T as,

isto é,
S(t)SS(O)eXP(—CAtHCB/O <||f(5)|\2+||%(8)ll2) ds,  (4.2.50)

Ho + Xo Mo

N Y drr T Am .
a nossa solugao periddica, majoramos ¢t por T em (4.2.50)), obtendo assim,

em que Cp := max {uoa + } C. . Com o objetivo de construir

g(T)gg(O)exp(—cAT)+cB/O (Hf(s)HQ—l—Hg—{(s)HQ) ds. (4.251)

Agora, assumimos que £(0) < R e fixamos o raio da bola

oo [ (15 @) o
o 1 —exp(—CaT) '

R:
Usando essas informagoes em (4.2.51]) deduzimos o seguinte resultado

&) < €O exp(-a) + C [ (I +IGI) ds

< Rexp(—CaT) + (1 —exp(—CaT))R
<R. (4.2.52)

Portanto, mostramos que se £(0) < R, entdo £(T) < R.

Definimos agora, uma aplicacdo ¢ com objetivo de mostrar que ela tem
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um ponto fixo. Seja

(o3 Bﬁm (0, R) — B@m (0, R)

a aplicacao de Poincaré que leva qualquer (4om , Wom, Mom, hom) € W
em (um (T), Wi (T), M (T), hin(T)) € Bgm (0, R), em que

(Um (T), W (T), M (T'), han (T')) é solugo de ([@2.15))-([#:2:22)) no tempo T,
eR™ := R™xR™xR™ xR™. Temos também que a aplicacio ® ¢ continua.
Ent&o, pelo teorema de ponto fixo de Brouwer segue a existéncia de pelo
menos uma solu¢ao T-periédica (Um, Wm, Mm, hm). Voltando a e

usando a periodicidade de £(t), deduzimos a seguinte estimativa
r 2 O e
E(T) < £(0)exp(—=CaT) + Cp ; IFEI™ + N5 ()7 ) d
T 2, 0 Of 2
= E(0)(1 — exp(—CaT)) < Cp @I+ 155 (I ) ds
0

e [* (R 15 @R) a

1 —exp(—CaT)

= £(0) <

Seja
(Hf 2 4 H%(S)HQ) ds uma constante

e (1 —exp(— CAT)) 1. Entao,

£(0) < CBC, 1 (4.2.53)

Usando (4.2.53) em (4.2.50) e (exp(—CaT)) < 1, obtemos a estimativa

desejada

E(t) <208C, 4 . (4.2.54)

A passagem ao limite encontra-se em detalhes em [3]|. Portanto, omi-
timos essa parte da prova. No entanto, destacamos que a prova é baseada
no método de compacidade de Lions. Além das estimativas a priori in-
dependente de m, usa-se algumas estimativas para derivadas fracionarias
no tempo para solugdes aproximadas, (Um,Wm,Mm,hm). Definindo as

~ m . .
solugdes em todo o R, usa-se a transformada de Fourier para obter esti-
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. e 1
mativas fraciondrias, isto é, para 0 < v < 1

+oo
/ 72 i ()2 d < C,

—o0

+oo +oo
/ 72 o ()| dr < C, / 72 it ()2 dr < C

O teorema de Banach-Alaoglu e imersdes de Sobolev, nos permite obter
a convergéncia fraca das subsequéncias. Tendo as estimativas para de-
rivadas fraciondrias, usa-se o teorema de Aubin-Lions para abstrair con-
vergéncias fortes. Usando argumentos de linearidade, continuidade e den-

sidade, passa-se o limite em cada um dos termos das equagoes. O

4.2.2 Solugoes fortes T-periédicas (d=2)

Nessa subsecao, provaremos a regularidade das solugdes fracas T-periddicas,
’ ’
cuja existéncia foi provada na subsegao anterior. Sejam C, Cy, Cy, cp cons-

tantes que nao dependem do m. Sejam

A o operador de Stokes,

0 A+ () + )V (div()
e [',() = —A()

L():

H*(Q) NV,(Q), D(L) = H*(Q) N H(Q) e
D(L) = H*(Q) N H(Q) respectivamente. Entdo, provaremos o seguinte

com os dominios D(A)

teorema:

Teorema 4.2. Seja T > 0 fizo, o periodo da funcio f. Q C R?, aberto
limitado com fronteira reqular. Assumimos (4.2.11)) e a sequinte condigdo:

o? > 4(mCy)2CH (£, £(0)) + 2(cpCh)*C*(f,€(0)).

Entao, as solugoes fracas T-periddicas, (u,w,m,h), que satisfazem o sis-
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tema (4.2.15)-(4.2.22), admitem a segquinte regularidade adicional:

u e L™(0,T;V,(Q) N L*0,T; D(A)),

w e L>(0,T; Hy(Q)*) N L*(0,T; D(L)),
m € L>(0,T; M) N L*(0,T; D(L)),

h e L™(0,T; L*(Q)*) N L*(0,T; H' ()*) .

Demonstragao. De forma similar ao caso de existéncia de solugoes fracas T-
periédicas, usamos o método de Faedo-Galerkin para obter a existéncia de
solugbes T-periddicas mais regulares no espago aproximado. As fungoes de
base a serem empregadas no método de Faedo-Galerkin sdo as respectivas

autofungbes destes operadores.
um (0) = P (uo),

onde P[" é a projecao ortogonal de H,(2) sobre ST*, o espago de dimensao

finita m gerado pelas m primeiras autofungées do operador de Stokes A.
wm (0) = P3" (wo),

onde Pi" é a projecao ortogonal de L*(2) sobre S3*, o espago de dimensio

finita m gerado pelas m primeiras autofungdes do operador L.
mm(0) = P3" (mo),

onde P{" é a projecdo ortogonal de L*(Q) sobre S3*, o espaco de dimensao

finita m gerado pelas m primeiras autofungées do operador L.

hn (0) = Vo (0).

A passagem ao limite vai ser omitida. Neste caso, o nosso objetivo é obter
uma estimativa a priori. Para isso, iremos utilizar multiplicadores de ordem

mais alta, mais concretamente, escolhemos v = Au, em (4.2.17)) obtendo

Qi/ u.Au dx + g/ (u.V)u.Au dz + (n —1—5)/ Vu.V(Au) dz
dt Jo Q Q
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= po / (m.V)h.Au dx + 2&/(rot w).Au dzx .
Q Q

Portanto,

d
o IVull® + (n+ &)l Aul?

< pol[m[Lee [ VA Aul| + 2¢ ] rot wl[[| Aul| + of| Aull[lul[ s [Vl s -

Usando as desigualdades de interpolacoes para o dominio bidimensional e

a desigualdade de Young obtemos

d
QEHVU\F + (n+&)|| Aul®
3 1 4¢° 2, nté§ 2
<C 2 2||Vh] || A t —2||A
< Crllm|3 2 llml|| 2 (| VA[[|| Aull + 77+§Hr0 wl|” + 1 (| Aul

2 1 1 2
T Oyl Aul (\|u||f,2|\u||3> (\|w||f,2|\w||3) .

Novamente, aplicamos a desigualdade de Young e absorvemos os termos

|| Au||? inferindo, assim, o seguinte resultado

d 2, (n+9 2
o IVull” + ===l Aul|

4£>
n+¢

< Cullmllz2 [l mll|VAI* + l[rotw]|* + Col|Vul"[lull . (4.2.55)

Escolhendo z = Lw, em ({4.2.19) obtemos
d ’ 2 ’ ! . 2 2
ok 5 IVwl + (0 + Xl divwlP } + 12wl

< ok + Mo

/Q (. V). Lw da

/Q(m AR).Lw da

+2¢

/ (rotu — 2w).Lw dz
Q

De forma andloga ao que foi feito acima, obtemos mais desigualdades

usando as interpolagbes no dominio bidimensional:
d / / ’ .
ok 2 {n IVl + (7 + N div el + 12wl

2 1 1 2
< okC (nu||f,2||uu3) (I\leligl\VwHS) Lol
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2wl|[|£w]] .

+ po

Depois de absorvemos os termos ||Lw||?, resultante da aplicacio da desi-

gualdade de Young, obtemos o seguinte resultado

d ’ ’ / . 1
ok 5 (o IVl + 6+ N diveol*} + 1w

dt
<Ch * 4 Clllmls 2 mlllAll 212
+C5 ([l rotull® + [lw]”) - (4.2.56)

Prosseguindo com a nossa estimativa, escolhemos ¢ = [’,m, em (4.2.21)
obtendo

%/ﬂm.(—Am) da?-l—/Q(u.V)m.(—Am) dx
+ U/Q(rot m).rot(—Am) dx + U/Q(divm)l(div(—Am)) dz

= /(w Am).(—Am) dx — 1 / (m — xoh).(—Am) dz, em D/(O,T)

0 T Ja

Note que / m(—Am) dr = / rotmrotm dx + [ divmdivm dx. Mais

uma vez, recorremos as desigualdades de 1nterp01agoes obtendo o seguinte
d {| xot 2 di 2 Amll2
= Ulrotm [ + || divm["} + of| Am|

< +

/Q(u.V)m.(—Am) dz

/Q(w Am).(—Am) dx
+ % /Q(m — xoh).(—Am) dzx

’ 2 1 1 2
<c (||u\|f,2uun3) (Ilellf,2||Vm\|3) | Aml|

/ % 1 1
+C7 [ wllf o llwll2 (| Am]|

+ Cs ([lm| + [|A]}) [|Am]| .
O seguinte resultado segue aplicando a desigualdade de Young e absorvendo

os termos || Am||*:

d .
2 Alrotml|” + || divem|*} + 2| Am|*
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" 2 2
< Ce Jull1 2llull[Vm|

+ C7 |Jw l1.2[m]|
+Cs ([Iml* + |[p]%) - (4.2.57)

lL2][wl|[|m

Na sequéncia, somamos (4.2.55)),(4.2.56) e (4.2.57) obtendo:

d !’ ! 7 . .
DL olvulP + o 7wl + ok(n + XY dival® + [[rovm? + | divm]?
n+¢ 1 o
+ O a4 Djcwl + Zjam)?

4¢2
n+§
+ Callull? o llull [Vw])? + Cillml1 2 1ol

+Cs (Il rotul® + [lw]]?) + Co [[ull} 2llull|[Vml?

vellwlllmllx2llml + Cs (lml|* + [[AlI?) - (4.2.58)

/ 2 2 / 4
< Chllmll2.2llml[[ VA" + ([ rot wl|” + Co| [V |ul

[ml[|A]

+C7 |wl

Observe que, considerando (4.2.15)) e (4.2.16)), temos a seguinte desigual-
dade

|Ag|®> = 477/ V.V(divm) dz —/ fAp dx
Q Q
<A |[R[lIV(divm)[| + [ F]Il Al
Portanto,

IVRI* < 4x|A)|IV (div m)l| + [[£1]* - (4.2.59)

Usando ((4.2.59)) em (4.2.58]) inferimos o seguinte resultado

d / . .
& {QIIVuH2 + okn [[Vw||* + ok(n + A )| divw||® + || rot m||* + || dlvaIQ}

O aul? + Licw+ & 2

+ 2 Aul? + S lcwl) + 21| Am)|

4¢?

n+¢
1 1 . 1

ml| (20 B2V (divm) |2+ 1171 [0

< Cillmllz.2llml| (4=l|R ]|V (divm) || + [L£1%) + Irot wl[* + Col|Vu* lull

’ 2 2 ’
+ CllullL2[[ull[Vw]]” + Callmll2]

! 2 2 ! 2 2
+Cs ([[rotull® + [w]l®) + Cs [lulli 2[|ulll[Vm]|

+ 07 lw l12llml| + Cs (lm]|* + [[A]*) - (4.2.60)

lL2][wl|[|m
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Seja
&x(t) = { ol Vull® + okn [ Veo|* + ok(n + N divwl® + [[xot m|* + || divm]*}

Note que ||ull, [|w|], |||, ||h]] sdo limitadas por uma constante C(f, £(0)),
como consequéncia da existéncia de solugdo fraca. Aplicando a desigual-
dade de Young com e adequado em (4.2.60]) e absorvendo os termos || Am/||?,

obtemos o seguinte

d (n+¢) 2, 1 2
8O + = [ Aul® + o[ Lw)
) <Z  (7CPCH(£,E(0)) + 2(epCh)*C (faé’(O))) | Am|?

(o

4¢2
n+§
+ Cy|lullF 2C(f, EO) |Vw|® + Cs Julli 2C(f, £(0)) [ Vm|?

+ O |[w][1,2C2(f, €(O)lmll1.2 + Ca(f, £(0)) -

< || vt wl|* + C5||Vul| *C(f, £(0))

Seja

Cp i min { eop(n+ ) (o _ (rCD2CH(£,E(0) + 2<cpo;>202<f,s<o>>>
’ 4 "\ 4 o ’

8(on + pk(n + A))} :

Entao,

d
a& (t) + Cp&a(t)

2 /
< b0 + CIVUPCU )60

+ Callull? 2C(f, £(0)E(t) + C5 ull} 2C(f, £(0)Es(2)
+ 07 C*(f,€(0))&x(t) + Ca(f, €(0)) .

Na sequéncia, deduzimos o seguinte resultado usando o fator integrante
exp(Cpt) e integrando de 0 a ¢, 0 <t < T

f,€(0))(exp(Cpt) — 1)
Cp

exp(Cpt)Es(t) < €2(0) + Col
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t 4€2 , )
+/0 <77_|_5 + Col[ V| C(f,f,‘(o))) exp(Cps)&a(s)ds

+ [ (Chllul €4 £0)) exp(Cis)eas)ds
+ / (+C5 Il 20(£,£(0) + €7 C*(£,£(0)) ) exp(Cps)Ea(s)ds

Nessas condigdes, aplicamos a desigualdade de Gronwall, 0 < t < T', ob-

tendo o seguinte resultado
(1) < &0 exp(~Cot) + PEEO (1~ exp(-cpn)
exp( ST ot eo) [Tl ds

0

+C; CX(f,€ ) (4.2.61)

Sejam Cro(f, £(0)) = C” C(f, £(0)) /0 IVu(s)|? ds e

4¢2
n+¢§

Cleap i= €XP ( T + Cho(f, E(0)) + Cy C2(, 8(0))T>

duas constantes. Entao, obtemos a estimativa pretendida

e <&+ PEDo ocicr,
D

&2(0), isto é, £3(0) é limitada por uma constante que independe de m
devido ao fato de que, por exemplo, no caso do P{" temos que este operador

de projecdo também é a projecdo ortogonal de V, sobre S7* e logo

[Vum ()] = 11" (uo)llv, < [luollv, = [IVuoll

119



120



Capitulo 5

Problemas em Aberto

Durante a nossa pesquisa, deparamos com alguns problemas que ainda
nao foram apresentadas quaisquer propostas. Sao problemas em abertos,
que certamente constituirdo a base de trabalhos posteriores. A seguir,
discutiremos alguns desses problemas por ordem crescente de grau de com-

plexibilidade:

1. Investigar a estabilidade assintética de solugao forte T-periddica para
. L Lo . ou , 0u

o sistema magneto-elastico com dissipagao do tipo |§ P 5 e acopla-

mento linear. Isto é, investigar a estabilidade assintética de solugao

forte T-periédica para o seguinte sistema

0%u ou , Ou

@+£U+|E E—rOthAHe+f7
oh 5 ou
E + Vlﬁh = I‘Ot[a A He],

divh =0, em R x Q,

com as seguintes condigdes de fronteira e periodicidade respectiva-

mente

u=0, hn=0, rot hAn=0, em R x 99,
ou ou

u(oam) = u(T7 CC), E(Oax) = E(Ta .1‘)7
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h(0,z) =h(T,z), ViR, 2 €Q .

Como completar a energia constitui a maior dificuldade observada

nesse problema.

. Estudar a existéncia de solugGes fortes T-periédicas ”"néo pequenas”
para o sistema magneto-elastico com dissipagao linear e acoplamento
néo linear. Isto é, estudar a existéncia de solugoes fortes T-periédicas

”nao pequenas”’para o seguinte sistema

0? . 7]
QMa—tg — pAu — (,B—I—M)levu—&—aa—l; = po(rot h) A (h + He) + f,
oh ou
e 4+ virotrot h = rot[g A (h+ H.),

divh =0,

em R X €, com as seguintes condigoes de periodicidade e de fronteira

respectivamente,

u(0,7) = u(T, ), ou(0,2) = gu(T,2),

h(0,z) = h(T, z), = € £,

u=0, hn=0, rot hAn=0em (0,7) x 9Q .

A grande dificuldade nesse problema é o fato de ndo termos uma
estimativa a priori. Ao considerar o sistema magneto-eldstico com
dissipagao linear e acoplamento nao linear, enfrentamos dificuldades
para estabelecer a existéncia de solugdes fortes periédicas no tempo,
devido as ndo lineridades. O fato de usarmos multiplicadores de
ordem mais alta, os termos nao se cancelam e a nao linearidade
domina, fazendo com que a obtencao de uma estimativa a priori seja
muito dificil. Esse problema foi contornado, ao construir um espaco
onde procuramos a solugao. O fato da dissipagao ser linear nos ajuda

na construgdo de energia e na absorcao de termos.

. Investigar a existéncia de solugdo forte T-peridédica para o sistema
Ou, 0u
. . . .ot Ot o
linear. Isto é, investigar a existéncia de solugdo forte T-periédica

magneto-eldstico com dissipagao do tipo | e acoplamento nao
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para o seguinte sistema

0%u . ou,, Ou
oM 5 — pAu— (B + p)Vdivu + ‘E 5 = po(rot h) A (h+ H.) + f,
oh ou
En + virotrot h = rot[a A (h+ H.)J,
divh =0,

em R X €, com as seguintes condigoes de periodicidade e de fronteira

respectivamente,

u(0,2) = u(T,2), Su(0,2) = (T )

h(0,z) = h(T,z), = € Q,

u=0, hn=0, rot hAAn=0em (0,7) x 00 .

Quando consideramos o sistema magneto-eldstico com dissipagao nao
linear e acoplamentos nao lineraes, o grau de dificuldade para a ob-
tencdo de existéncia de solugbes fortes periddicas no tempo é ainda
maior. Isto porque, o método que usamos para obter a existéncia
para os dois casos separados sdo diferentes e ndo se aplicam em con-
junto. Além disso, as regularidades obtidas nos casos separados sao

de natureza distintas.

Serdo essas algumas dire¢des do nosso trabalho futuro.
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