EXAME DE QUALIFICACAO EM GEOMETRIA

DOUTORADO MTM/UFSC 2023/1

Questao 1. Seja M variedade C* de dimensédo m em R™, (n > m).

(i) Seja p € M. Faga a construcdo do espaco tangente T,M e do espago cotangente
(dual do espago tangente) T, M™.
(ii) Faca a construgdo do fibrado tangente 7'M e do fibrado cotangente TM*.
(iii) O que é uma secdo do fibrado tangente? E do fibrado cotangente?

Questao 2. Seja M variedade C* de dimensao m. Denote QF(M) o médulo das k—formas
diferenciais em M, k > 0.
(i) D& a definigio da derivada exterior d : (M) — Q' (M) e mostre que
o se w € QF(M),n € QM) entdo d(w An) = dw An+ (—1)*w A dn.
e d(dw) =0.
(i) Faga a construgio do grupo de cohomologia de de Rham Hr(M), p = 0.
(iii) Calcule HY,(M).

Questao 3. Seja D a conexao canonica em R? e L o tensor 2-covariante 1-contravariante
representado pela aplicacao bilinear

L x(R?) x x(R%) = x(R?), ;

sobre o espaco dos campos vetoriais x(R?) em R?, cuja componentes sao dadas por Li, =
2z, L2, = zy e todas as outras nulas.

a) Verifique que V := D + L é uma conexao;
b) Calcule os coeficiente de Christoffel de V;

c) Calcular VxY onde X = zd, e Y = 4?0, — x0, .

Questdo 4. Sejam G um grupo de Lie e g a dlgebra de Lie associada. Considere H um
subgrupo (ndo necessariamente fechado) de G. Definimos

Lie(H) :={u € TG1,4|37: R —>’de classe C',7(0) = 1¢,7'(0) = u}

a) Prove que Lie(H) é um subespago vetorial de g;
b) Prove que Lie(H) é uma sub-dlgebra de Lie de g;
c) Prove que se H é normal em G, entdo Lie(H) ¢ um ideal de g;

d) Reciprocamente, seja fj uma sub-algebra de Lie de g. Prove que existe um subgrupo
H de G de modo que h = Lie(H).



