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Resumo

Apresentamos uma investigagao sobre simula¢Ges numéricas para problemas de propagagao
de ondas unidimensionais e bidimensionais, proposto recentemente por Jackiewicz e Renaut [19],
baseado no método Pseudo espectral de Chebyshev. O modelo considerado é a equacao da onda
linear cldssica, na qual incorporamos condigoes de fronteira apropriadas (ditas absorventes),
introduzidas com a finalidade de atenuar reflexdes indesejadas [9, 17, 19, 28, 29, 30, 40].

O método pseudo espectral de Chebyshev [13, 19, 28, 30] investigado estd baseado no método
das linhas [27, 38], o qual transforma o problema original em um sistema semi discreto de EDO’s,
que aproxima o problema de evolugao us = Au, associado ao modelo original. Uma caracteristica
do problema é que o operador diferencial A é ndo normal. Neste caso, a andlise espectral torna-
se insuficiente para descrever o comportamento do sistema com a evolugao do tempo [9], o que
motiva o estudo do pseudo espectro do operador.

Dentre os principais resultados deste trabalho destacamos, uma férmula fechada para o
autosistema do operador diferencial associado ao problema de evolugao, que generaliza resultados
prévios de Driscoll e Trefethen [9], resultados tedricos que corrigem conclusoes erradas em [19]
(para o problema 1D), e a proposta de Métodos Pseudo Espectrais de Chebyshev para determinar
as solucoes aproximadas para os problemas 1D e 2D.

Alguns resultados originais do trabalho podem ser vistos em [5, 6]. Os resultados tedricos
sao ilustrados através de experimentos numéricos onde apresentamos as vantagens dos métodos
propostos.
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Abstract

We present an investigation on numerical simulation of 1D and 2D waves propagation pro-
blems recently proposed by Jackiewicz and Renaut [19] based on the Chebyshev pseudospectral
method. The considered model is the classical linear wave equation in which we incorporate
absorbing boundary conditions to mitigate undesired reflections [9, 17, 19, 28, 29, 30, 40].

The investigated Chebyshev pseudospectral method [13, 19, 28, 30] relies on the Method of
lines [27, 38|, in which the original problem is first transformed to a semidiscrete system of
ODE’s that approximates the evolution problem u; = Au associated with the original model.
A characteristic of the problem is that A is a differential operator which in general is far from
normal. In this case, spectral analysis alone of A can be insufficient to describe the behavior of
the system with evolution in time [9], a fact that motivates the study of the pseudospectrum of
A.

Among the most important results of the work we include, a closed formula for the eigens-
tructure of the associated differential operator that generalizes earlier results by Driscol and
Trefethen [9], theoretical results that correct wrong conclusions in [19] (for the 1D problem )
and the proposal of Chebyshev Pseudospectral Methods to determine approximate solutions for
the 1D and 2D wave propagation problems. Some original results of the work can be found in
[5, 6].

The theoretical results are illustrated through numerical experiments that illustrate the ad-
vantages of the proposed methods.
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Introducao

A simulacao numérica de problemas de propagacao de ondas em dominios nao limitados,
na pratica é abordada restringindo o dominio para uma regiao limitada “artificialmente”. En-
tretanto, apesar da conveniéncia computacional, a abordagem requer técnicas que atenuem ou
eliminem reflexoes espurias nas fronteiras artificiais, sendo um aspecto crucial do processo a esco-
lha de condigbes que absorvam ondas incidentes a fronteira, atenuando as reflexdes indesejadas.
Condicoes de fronteira desse tipo sao ditas absorventes. Aplicacées do tépico sdo encontradas
frequentemente em geofisica, oceanografia, actstica, etc [7, 10, 17, 29, 30, 31].

A andlise do efeito das reflexdes obtidas através de condigoes de fronteira absorventes nas
solugbes numéricas foi investigada primeiro por Engquist e Madja [10] e Clayton e Engquist [7],
influenciando Halpern e Rahmouni [17] e Trefethen e Halpern [39] em trabalhos posteriores.

Motivados pelo trabalho de Veseli¢ [40], Driscol e Trefethen em [9], usam um sistema hi-
perbdlico de primeira ordem e analisam os efeitos da ndao normalidade do operador diferencial
associado a equagao da onda unidimensional com uma condigao de fronteira Dirichlet nula, na
fronteira esquerda, e uma condicao de fronteira absorvente na direita. Os autores concluem que
a analise espectral, nesse caso, torna-se insuficiente para a andlise do comportamento do sistema
no decorrer do tempo. Para contornar essas dificuldades, o pseudo espectro desse operador,
bem como o pseudo espectro das matrizes envolvidas nos sistemas semi discretos associados
ao modelo original, sdo analisados. A partir desse trabalho, Renaut [28] analisa a estabilidade
numérica de um método pseudo espectral de Chebyshev, para o problema de propagacao de
ondas bidimensional. Outros trabalhos nessa diregao sdo encontrados em [29, 30]. J& Jackiewicz
e Renaut em [19] apresentam diferentes abordagens para o esquema numérico, que dependem
da maneira que as condigoes de fronteira absorventes sao incorporadas no modelo.

Os métodos pseudo espectrais descritos nestes trabalhos sdo baseados no esquema do Mé-
todo das Linhas, o qual converte a equacgao diferencial parcial, através de uma reformulacao
apropriada, em um sistema semi discreto de equactes diferenciais ordindrias, ou seja, um pro-
blema de valor inicial da forma v; = Av. A vantagem do Método das Linhas Pseudo Espectral
[13, 19, 28, 38] estd na simplicidade de seu esquema, bem como na alta precisao da aproxima-
¢ao pseudo espectral das derivadas nas varidveis espaciais através da matriz de diferenciagao de
Chebyshev [23, 37].

Neste trabalho continuamos uma investigagao de Jackiewicz e Renaut [19], sobre a esta-
bilidade numérica de um Método das Linhas Pseudo Espectral de Chebyshev para o problema
de propagagao de ondas, restrita a dominios limitados, com condig¢oes de fronteira absorventes
[9, 13, 17, 19, 28, 40]. A maior parte do trabalho estd baseado nos resultados de Jackiewicz
e Renaut [19], Driscol e Trefethen [9] Trefethen [36], Reddy e Trefethen [26, 27] e Trefethen e
Embree [38].

Dentre os resultados desta investigacao destacamos: a descricao do autosistema do opera-



dor diferencial obtido pela proposta de Jackiewicz e Renaut, o qual generaliza um resultado
prévio de Driscol e Trefethen [9]; e a proposta de um Método das Linhas Pseudo Espectral de
Chebyshev que determina diretamente o deslocamento u a cada passo do tempo, contrario as
propostas encontradas em [9, 13, 19] as quais determinam aproximagoes para o deslocamento a
partir de estimativas das derivadas em relagao ao tempo e as varidveis espaciais, isto é us, u, €
uy. O método proposto possui basicamente as mesmas caracteristicas de estabilidade numérica
daqueles propostos por Jackiewicz e Renaut, mas com a vantagem de ser mais preciso.

O trabalho esta organizado em quatro capitulos, dos quais os dois primeiros contém resul-
tados tedricos necessdrios para o trabalho que envolvem: teoria de aproximacao de funcoes,
resultados de analise funcional, nogoes de estabilidade numérica de métodos para equagoes dife-
renciais parciais (EDP’s), e técnicas de élgebra linear computacional, entre outros. O material
desses capitulos é em geral auto suficiente mas o leitor precisa estar familiarizado com nocoes
elementares dos tépicos listados acima. Uma descricao do conteido do trabalho é como segue:

No capitulo 1 apresentamos defini¢Ges e conceitos necessarios para a descrigao do Método das
Linhas Pseudo Espectral de Chebyshev. O capitulo inclui uma sintese da teoria de aproximacgao
de fungoes através de polinomios de Chebyshev, a qual serve como base para a definicao da
matriz de diferenciagdo de Chebyshev, ferramenta bédsica para a aproximacao das derivadas
em relacao as varidveis espaciais; e uma descricao detalhada do método das linhas, incluindo o
método pseudo espectral, o qual é ilustrado através de exemplos numéricos.

No capitulo 2 destacamos os resultados tedricos sobre a estabilidade do método das linhas,
enfatizando os esquemas de Runge-Kutta para a solucao do sistema de equagbes diferenciais
ordindrias (EDO’s) semi discreto obtido pela aplicagao do método das linhas, bem como a defi-
nicao de regides de estabilidade. Resultados sobre a estabilidade e a convergéncia de métodos de
aproximacao para problemas de valor inicial sdo também apresentados, focando em particular
conceitos sobre estabilidade segundo Lax e segundo autovalores. Nocoes sobre espectro, conjunto
resolvente e pseudo espectro de operadores sdo também incluidos. O capitulo encerra apresen-
tando resultados que garantem a estabilidade segundo autovalores e a estabilidade segundo Lax
do método das linhas usando o pseudo espectro como ferramenta.

No capitulo 3 surgem as primeiras contribuicoes do trabalho. Nele descrevemos as investiga-
¢oes de Driscol e Trefethen [9] e Jackiewicz e Renaut [19], as quais sao essenciais para a descrigao
dos métodos pseudo espectrais propostos. Os efeitos das reflexes originadas pela condigoes de
fronteira artificiais também sao incluidos. A primeira contribuicao apresenta formulas fechadas
para o auto sistema do operador associado ao modelo descrito em [19], generalizando o resultado
prévio de Driscol e Trefethen descrito em [9]. Além disso, a andlise do pseudo espectro do ope-
rador é apresentada. A segunda contribuigdo mostra tedrica e numericamente que um resultado
de Jackiewicz e Renaut [19] é incorreto. Encerramos o capitulo descrevendo os modelos semi
discretos, descrito em [19], associados ao problema bidimensional.

No capitulo 4 surgem as ultimas contribuigoes. Incluimos novas abordagens numeéricas para
os modelos de propagacao de ondas unidimensional e bidimensional, que apresentam vantagens
em relagdo as propostas em [19]. Para o problema bidimensional acrescentamos um método no
qual incorporamos condigoes de fronteira absorventes de segunda ordem, baseado no esquema
numérico descrito em [13]. Além disso, discutimos as caracteristicas de estabilidade dos métodos
propostos e exemplos numéricos que ilustram as vantagens dos métodos propostos em relagao
aos métodos de Jackiewicz e Renaut [19], usando problemas testes da literatura especializada
[13, 19, 28, 29, 30, 31]. Todo o material deste capitulo é original.

No final do trabalho apresentamos algumas consideragoes finais e um apéndice contendo



alguns resultados auxiliares que envolvem: a defini¢ao e as principais propriedades do produto
Kronecker; e resultados béasicos da teoria de semigrupos de operadores. Os leitores interessados
em aprofundar o estudo desses assuntos, podem dirigir-se a [21, 25].



Capitulo 1

Métodos Pseudo Espectrais

Os métodos pseudo espectrais surgem do problema fundamental de aproximar fungoes atra-
vés de um polinémio interpolador em um intervalo [a,b], envolvendo um conjunto de pontos
relacionado a uma familia de polindmios ortogonais. O capitulo estd organizado da seguinte
forma. Na secao 1.1, apresentamos uma dessas familias: os polinomios de Chebyshev. Os po-
linémios de Chebyshev sao utilizados para mitigar erros de aproximagao, comuns na interpolacgao
de Lagrange usando pontos igualmente espacados, através da colocacao otimizada dos pontos
de interpolacao. Neste capitulo, vamos considerar o intervalo [—1, 1] para apresentar alguns re-
sultados sobre teoria de aproximacgao, ressaltando que os resultados sao validos em um intervalo
[a, b] através da transformacao y(x) = (1/2)[(b — a)z + (b + a)].

O objetivo é descrever, de forma geral, os métodos das linhas pseudo espectrais para resolver
equacoes diferenciais parciais. Esses métodos sao baseados na aproximacao pseudo espectral das
variaveis espaciais, via matriz de diferenciacao de Chebyshev, cuja dedugao é apresentada na
secao 1.2. Para equacoes diferenciais parciais com evolugao no tempo, a aproximacao pseudo es-
pectral das varidveis espaciais, associa o problema original a um sistema de equacétes diferenciais
ordindrias no tempo e é denominada método das linhas.

1.1 Polindmios de Chebyshev

A primeira idéia para se aproximar fungoes em dominios limitados é utilizar polinémios
interpoladores em pontos igualmente espacados. Entretanto, apesar do fato da aproximacao ser
eficiente e simples em uma variedade de problemas, em geral aproximagoes de fungoes suaves
por polindomios em N + 1 pontos igualmente espacados, nao convergem e resultam no conhecido
fenomeno de Runge [23, 37]. Uma maneira de se evitar o fenémeno de Runge é através da
interpolagao polinomial em pontos nao igualmente espagados, associados, em geral, a uma familia
de polinémios ortogonais. Para ilustracao, a figura 1.1 apresenta o polinébmio que interpola a
funcao u(z) = 1/4/(1 + 1622), com N + 1 = 16, usando pontos igualmente espagados e pontos
de Chebyshev ! definidos por

J .
;= — =0,1,...,N. 1.1
sy =eos (1), 7= (1)

10s pontos z; sdo também conhecidos como pontos de Chebyshev-Gauss-Lobatto ou pontos de Chebyshev-
Lobatto, em referéncia a certas férmulas de quadratura. Estes pontos podem ser visualizados como as projegoes, no
intervalo [—1, 1] de pontos igualmente espagados sobre o semicirculo unitério. Isso implica na maior concentragio
de pontos préximos as fronteiras [37].
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Figura 1.1: Polinémio interpolador usando pontos igualmente espacados (esquerda) e pontos de
Chebyshev (direita). Fenémeno de Runge (esquerda).

O fenémeno de Runge é caracterizado por grandes oscilagoes nos extremos do intervalo (fi-
gura 1.1, esquerda). Com pontos igualmente espagados, quando N cresce, o erro de aproximagao
cresce exponencialmente. Enquanto que com pontos de Chebyshev, o erro de aproximagao de-
cresce exponencialmente.

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados da teoria de aproximacao de fungoes
envolvendo polinémios de Chebyshev que constituem um dos suportes deste trabalho. Para
tanto, vamos introduzir duas categorias de polinomios de Chebyshev, os de primeira espécie
Tn(z) e os de segunda espécie Un(x). A vantagem de se utilizar esses polinémios estd na
relacao entre as fungoes seno e cosseno, que surgem na descrigao de varios fendomenos naturais.

Definigao 1.1 O polinémio de Chebyshev de primeira espécie T (x) € um polinémio na varidvel
x de grau N, definido pela relacdo

Tn(z) = cos(N6), com x = cos(f). (1.2)

Se z varia no intervalo [—1, 1], 6 varia no intervalo [0, 7] e essas variagoes seguem em direcoes
opostas, ja que xny = —1, corresponde a § = w e xg = 1 corresponde a § = 0. Da definicao
1.1, usando relagoes trigonométricas para somar Tnyi(x) e Tn_1(z), obtemos a relagao de
recorréncia,

Tnyi(z) =22Tn(x) — Tn-1(z), com Tp(x) =1 e Ti(x) = x. (1.3)

Da equagao (1.3) segue que os 3 seguintes polinémios de Chebyshev de primeira espécie sao:

sendo o primeiro coeficiente de um polinémio de Chebyshev de primeira espécie T (z) igual a
2N=1 para todo N > 1. A figura 1.2 apresenta os polinémios de Chebyshev T}, T, T3 e Ty.



Polinomios de Chebyshev

g ~~ /N | T1(x)
0.8 ’ * T2(x)
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. ;
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Figura 1.2: Quatro primeiros polinémios de Chebyshev, T1(z), T2(z), T3(z) e Ty(x).

Definicao 1.2 O polinémio de Chebyshev de sequnda espécie Uy (x) € um polindmio de grau N

em x, definido por
sen(N +1)0

sen(@) com z = cos(). (1.4)

Un(z) =

Utilizando relagoes trigonométricas, também obtemos uma relagdo de recorréncia para os po-
linémios de Chebyshev de segunda espécie ao somarmos Unyi(x) e Uy_1(x):

Unii(z) =22Un — Un—1(z), com Up(z) =1 e Uy(z) = 2=. (1.5)

A partir da equagao (1.5) podem ser obtidos os préximos polinémios de Chebyshev de segunda

espécie :
Us(x) = 4x? — 1, Us(z) = 8% — 4z, etc,

sendo o coeficiente do termo 2"V do polinomio Uy (z) igual a 2V, para N > 0.
Corolario 1.1 Dados os polinomios de Chebyshev Ty (x) e Un(x), as sequintes relagoes sao
satisfeitas:

1. Un(z) — Un—2(z) = 2T N ().

2 (1—a)Un(2) = 5T so(e) ~ T(e)]

Demonstracao: O primeiro resultado segue da identidade trigonométrica:
sen(N + 1) — sen(N — 1)0 = 2sen(0) cos(6).
O segundo resultado segue de maneira imediata:

sen?(f)sen(N + 1)6

sen(0) = sen(f)sen(N + 1)0.

(1—2*)Un(z) =

7



Por outro lado,
2sen(f)sen(N + 1)0 = cos(N + 2)6 — cos(N)#.

O que conclui a demonstragao.
O

Proposicao 1.1 Os polinomios de Chebyshev T(x) de grau N > 1 tém N raizes simples no
intervalo [—1,1] dadas por

2k —1
$k:cos< 5N >7T, com k=1,2,...,N. (1.6)
Além disso, Tn(x) assume seu extremo absoluto em
_ k"/T _ k
@y = cos | |, com Tn(zr) = (—1)" para cada k=0,1,...,N. (1.7)

Demonstragao: Basta determinar as raizes da fungao cos(INf). Para a segunda parte deve-se
derivar cos(NN6) em relagdo a x e determinar suas raizes.
d
Em vista de que os polinémios de Chebyshev Ty (x) tém N + 1 pontos extremos, conclui-se
que Tn(z) atinge sua magnitude maxima 1 com sinal alternante em N + 1 pontos dados em
(1.7).

Proposicao 1.2 Os polinomios de Chebyshev Un(z) de grau N > 1, tém N raizes simples no
intervalo [—1,1] dadas por

k
T} = COS (N—tl)’ para cada k=1,2,..., N. (1.8)

Demonstragao: Determinar as raizes de Uy () é equivalente a determinar as raizes da fungao
sen(N 4 1)0. Que sao 0 = (kn)/(N +1) com k=1,2,...,N.
O
E natural extender o conjunto de pontos dados em (1.8), incluindo os pontos extremos do
intervalo, zg = 1 e zy41 = —1. Obtendo os zeros do polinomio (1 — 22)Uy/(z).

Observagao 1.1 Os pontos extremos de T (x) sdo os zeros do polinémio (1 — x?)Un_1(z).

A principal aplicagdo dos polinémios de Chebyshev é na teoria de aproximagao de fungoes.
No que segue vamos apresentar alguns resultados e a propriedade minima dos polinémios de
Chebyshev, omitindo algumas demostragoes que podem ser encontradas em [11, 23]. O Teorema
de Weierstrass 1.1, garante a existéncia de uma aproximagao polinomial.

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass) Seja f € Cla,b] Dado € > 0 existe um polinémio
pn de grau N com N suficientemente grande tal que

1f = pNlloo = afgggb\f(x) —pn(z)| < e



Daqui em diante vamos representar por Py o espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou
igual N, e por Py o espago vetorial dos polindmios monicos 2 de grau N. A seguinte proposicio
expressa uma propriedade de minimizacao que distingue os polinémios de Chebyshev moénicos
dos demais polinémios moénicos de grau N.

« 1 . 1
Ty(x) = WTN(LIJ), Ux(x):= W(l — 22)Un_1(z). (1.9)
Proposigao 1.3 Os polinémios de Chebyshev T, (x) quando N > 1 tém a sequinte propriedade:
1
ov—1 = _mmax |Ty(z)l < max |pn(2)] Vv € Py (1.10)

Demonstracao: Vamos supor que py(x) € P e que py satisfaga,

1
< = T (z)]. 1.11
Jax Ipv (@)l < Sy e T ()] (1.11)

Seja q(x) = Tx (x) —pn(x). Como TR (x) e pn(z) € Pr, entao ¢(z) é um polinémio de grau
(N —1). Além disso, nos pontos extremos de Tx (x), vale ¢(zx) = Tx(Zr) — pn(Z). Usando
(1.11) segue que

_ 1 1 _ 1
Ipn (Zk)| < NI =7 ToNT < pn(Zk) < on—1» Paracada k=0,1,...,N.

Portanto, se k é par temos

q(Zy) = 2N—1_1 —pN(Tr) > % - 2N1—_1 = 0.

Se k é impar, temos
_ 1 B 1 1

q(zy) = oN—1 —pn(Tr) < ToN-1 +W =0.
Assim, para cada k =0,...,N — 1, se k é impar entao q(zr) <0 e q(Zx+1) > 0. Caso contrario,
se k é par entdao q(zr) > 0 e q(Trp+1) < 0. Como ¢(x) é continuo, pelo teorema do valor
intermediario, ¢(z) tem pelo menos uma raiz entre Tj e Ty para cada k = 0,1,..., N — 1.
Assim ¢(x) tem N raizes no intervalo [—1,1], que é uma contradi¢ao pois o grau de g(z) é
(N — 1), e portanto g(x) terd no méximo N — 1 raizes. Entao py(x) satisfaz (1.10) e g(z) = 0.
O que implica que, py(x) = TR ().

O

Observacgao 1.2 Um resultado semelhante € obtido quando utilizamos os polindmios monicos
Uk (z) no lugar dos polinomios TR ().

O conjunto dos pontos de colocacao dos métodos pseudo espectrais serd associado as raizes de
um conjunto de polinémios ortogonais, conforme apresenta o teorema 1.2. O produto interno
utilizado é dado por:

b
.0, = [ wl@pl@lale) ds (1.12)

com p, ¢ € Py e w(x) uma funcdo peso [4, 23].
A seguinte proposi¢ao mostra que os polinomios de Chebyshev Tn(z) sdo ortogonais com
1
relacdo a funcio peso w(z) = (1 —22)"2. J4 a proposicio 1.5, mostra que os polindémios Uy (z)

sao ortogonais com relacao a fungao peso w(x) = (1 — xQ)%

2Um polinémio pn(z) = anvz™ +an_1z¥ "'+ .- + a1z + ao é monico quando any = 1.



Proposicao 1.4 Os polinomios de Chebyshev Tn(x) sdao ortogonais no intervalo [—1,1] com
1
relagio a fungdo peso w(z) = (1 — x2)~ 2.

Demonstracao: Usando o fato de que x = cos(6), Tn(z) = cos(NO) e
dx = —sen(0)df = —v/1 — 22d6, temos que

(Toars T )y —/

-1

1 T
(1= 22))~ 3Ty (2) T () der /0 cos(N) cos(M8)do.

Entao para N # M, a identidade
1
cos(INO) cos(M0) = §[COS(N + M)O + cos(N — M)b].

implica que,

1 [ 1 [sen(N + M)§  sen(N — M)0|"
Tn,T = - N+M)o N—-M)0]do = - = 0.
(T'n,Thr),, 2/O[cos( + M)0 + cos( )6] 2[ Nl + N ) 0
Agorase N =M # 0,
1 [7 1 [sen(2N)6 .
Tn|Z = (Tn,Tn) = = 2N+ 1]df = = |— +0] =—.
Il = (T ) = 5 [ eoste -+ s = 5 [ <2500 o) 7
Para N =0, | Tp||?, = (1,1) = 7. O que mostra o resultado.
O

Proposigao 1.5 Os polinomios de Chebyshev Un(x) sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com
1
relagio a fungdo peso w(z) = (1 — x2)2.

Demonstragao: De maneira andloga a demonstracao da proposicao 1.4 quando N # M
temos que,

(Un,Unm), = /

-1

1 1

(1 — 22)2Up (2)Up (2)dz = /1(1 — 2?72 (1 — 22)2Un(2)(1 — 22)2Up(2)da.

Como (1 — $2)%UN(:L‘) =sen(0)Un(z) = sen(N + 1)6, segue que
(Un,Un),, = / sen(N + 1)fsen(M + 1)0do = %/ [cos(M + N +2)0 — cos(N — M)0]dd = 0.
0 0

O que mostra o resultado.
O
Os préximos resultados, referentes a colocacao otimizada dos pontos de interpolagao, sdo o
ponto de partida para a definicdo de matrizes de diferenciagdo. O polindomio py(x) € Py, que
interpola a fungao continua f(x) nos N + 1 pontos distintos g, ...,zn pode ser representado
pela férmula de Lagrange

N r—x
px(@) = 3 1i@)f(a) com L) = ] ( ’“) (1.13)

Xr;, — X
i=0 k=0, ki N1 Tk

Vamos considerar {®;(x), i = 0,1,...} um sistema de polindémios ortogonais com relagao
a fungao peso w(z) no intervalo [a,b]. O préximo teorema garante que o erro de interpolagao,
en(z) = | f(z) = pn(x)|lw — 0 quando N — oo, onde || - ||, é a norma induzida pelo produto
interno definido em (1.12).
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Teorema 1.2 (Erdds & Duran) Sejam f € Cla,b] e {®;(z);i=0,1,...}. Sepn(x) interpola
f(z) nas raizes de ®y1(x) entdo

lpn — fllw — 0 quando N — cc.

Detalhes da demonstragao podem ser encontrados em Mason [23].

A conclusao mais importante do teorema acima é que polindmios interpoladores com zeros de
polinémios ortogonais como pontos de interpolagao evitam o fenémeno de Runge, independente
do numero de pontos de interpolagao utilizados.

Resultados mais informativos podem ser obtidos assumindo mais regularidade da funcao f.
De fato, vamos assumir que f € CV+D[—1,1] e sejam zg, z1, ..., zy pontos distintos no inter-
valo [—1, 1]. Um resultado classico sobre o erro de interpolacao garante que para cada = € [—1, 1]
existe {(z) € (—1,1) tal que,

N
exla) = 1(0) = (&) = 1) gy T o =)

onde py(z) é dado por (1.13). Gostariamos de determinar os pontos xg, x1, ..., zy, de modo que
o erro ey (x) seja tdo pequeno quanto possivel. Mas, como nao temos controle sobre &(x), vamos
nos concentrar em uma escolha dos pontos de modo que o termo |(z — z¢)(x — 1) - (x — zN)|
seja minimizado no intervalo [—1,1]. Para tanto, ja que (x — xp) - (x — xx) é um polinémio
monico de grau N + 1, da proposigao 1.3 segue que o minimo ¢é atingido quando,

(x—20)... (v —2N) = Tryq(2)
Assim, o valor maximo de |[(z — x¢)(z — 1) ... (x — xx)| é menor quando z é escolhido como

sendo a k-ésima raiz de Ty (z), para cada k=0, 1, ..., N, isto é, quando
., cos(2k+1)
Ty = Xf = ———T
PR T (N + 1)

Desta forma, temos que

1
max [Ty, 1(2)] = = = —v = max |(z—z7)...(x—2x} < max |(z—x)...(x—2
o [T (2)] = gy = gy = max |(@—ai)... (@=wk,)| < max [(w-z0)... (-an)]
para qualquer escolha de xg, 1, ..., xx no intervalo [—1,1]. Como uma conseqiiéncia desta

andalise obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 1.2 Se py(z) € Pn € o polindmio que interpola f(x) nas raizes de Tnyi(x), e
f e CWNHD[-1,1], entdo

max |f(z) — p(z) ! |FVED ()]

< -
z€[-1,1] = 2N(N +1)! xg[l?fl}

Observagao 1.3 Considerando o polinomio interpolador pn(x) nas raizes do polinomio U, ()
dados por xy, = (cos(km)/N), obtemos um resultado semelhante ao coroldrio 1.2.

1.2 Matriz de Diferenciacao de Chebyshev

Nos métodos espectrais, aproximamos u(x) pela série de Chebyshev truncada,

N
un(x) ~ Zci@(m) com ®;(z)="T;(x)ouU;(x) e ¢; =
i=0

<u7 (I)i>w
<(I)i7 q>i>w
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em que ¢; sao N + 1 coeficientes a serem determinados. A representagao espectral é feita através
dos coeficientes ¢; da série de Chebyshev. Outra alternativa é a representagao pseudo espectral,
que utiliza o polinémio interpolador de grau N para aproximar a funcao f, em seus valores
nos pontos de colocagao. Os N + 1 pontos de colocagao, sdo suficientes para determinar um
polinémio unicamente. Nos métodos pseudo espectrais construimos férmulas de diferenciacao,
expressando a derivada de qualquer ordem em um dado ponto de colocacdo em termos dos
valores da fungao em todos os pontos de colocagao. Mais precisamente, dado um conjunto de
valores u(z;), j =0,1,..., N de uma fungao u, a derivada discreta em relacdo a  no ponto z;,
v (z), via métodos pseudo espectrais é determinada através do esquema a seguir:

Diferenciagao de Chebyshev

1. Calcule o polinémio interpolador p(z) de grau menor ou igual
a N, com p(zj) =u(z;) e0<j < N.

2. Tome p'(x;) como aproximagao para u'(z;), isto é,

u'(x5) = p'(x;).

Como esta operagao ¢ linear, podemos representa-la na forma matriz - vetor conforme segue,

u' (o) p'(zo) doo do1 -+ don p(wo)
Ul(j%‘l) N p/(tfl) _ d.10 d.11 E d1.N p(fl) (1.14)
u' () p'(zN) dyvo dn1 -+ dnN p(rN)

A matriz D = [d;], com 0 < 4,5 < N, é chamada matriz de diferenciacdo. A ordem da

matriz D é N + 1. Repetindo o processo descrito acima, obtemos uma relagao entre a segunda
derivada e os valores de u nos pontos de colocagao.

"(xo0) p'(wo) p(zo)
/! /
T p 7 b7
EN BN I L B
p'(zN) P (zn) p(zN)
Portanto a derivada de ordem p, p > 0 de u(x) nos pontos de colocagao é dada por
u(p)(xj) = e]TDp u, p>1, (1.15)
onde e é o (j + 1)—ésimo vetor candnico de ordem N + 1 e 4 = [u(xo), ..., u(zy)]T.
Agora suponha que os pontos de colocac@o z; sejam os zeros de algum polinémio ®n41(z)
de grau N + 1. Para cada k =0, 1, ..., N defina pi(r) = ®n41(z)/(x — x1). Entao pg(x),

polinémio que vale 1 no ponto z; e 0 nos demais pontos x;, com k # j tem grau N, pois xj, é
uma raiz do polinémio ®41(x). Além disso temos que

;

(k) = (I)/]V_~_1(33k)7

pr(z;) =0, para j #k,
1

(k) = 2 N1 (zn), (1.16)
Dy ()

/ N+1\*"7 .
T;) = ——"", para k.
P () (@) — zx) p Jj#
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A primeira e a terceira equagoes em (1.16) sao obtidas aplicando limite quando  — zj. Dessa
forma, fazendo p(z) = pr(x) em (1.14), obtemos a k—ésima coluna da matriz de diferenciacao
D, que contém a derivada do polinémio interpolador py(z) de grau N.

dip = (1)7\74-1(%)
Q‘I’QVH(%), 1.17
o' (x) (1.17)
o N+1\ZTj .
dj, = 7’ para j # k.

(zj — 21) Py 41 (T

O seguinte resultado afirma que a matriz D é singular, o que nao é visto diretamente através de
seus elementos.

Lema 1.1 A matriz D € singular.

Demonstragao: Se p(zo) = p(z1) = -+ = p(xy) = 1 entdo p(z) = 1 e p'(x) = 0 para todo
x. Portanto a matriz D aplica o vetor [1,1,...,1]7 no vetor nulo. O que demonstra o resultado
desejado.

O

E de interesse considerar os N + 1 pontos z = cos((kw)/N), k = 0,1,..., N, que sio as
raizes do polinomio @y 1(z) = (1 — 22)Uy_1(z) no intervalo [—1,1]. Da definigao 1.2, equacio
(1.4) temos que ®n1(z) = sen(f)sen(NF). Derivando em relagdo a z, com = = cos(f) temos

que:
Oy () = _cos(ﬂ)sen(NG)S;gjen(G) Cos(N0)7
" _ cos?(0)sen(NG) — Nsen(6) cos(6) cos(N) + (1 + N?)sen(N6)sen?(9)
(I)Nﬂ(fc) = - e |

(1.18)
Como 6y = (kn)/N entdo sen(N6j) = 0 e cos(N6) = (—1)¥, as equagoes (1.18) resultam em,

oy (zp) = —(—1)FN, para 0 <k <N,
Py 41(20) = —2N, (1.19)
(I)/N+1(33N) = —2(-1)VN.

As equagbes em (1.19) s@o obtidas ao aplicarmos limite quando § — (kw)/N. De maneira
analoga, obtemos

( xp(—1)F
% (x) = Nf(_iwi, para 0 < k < N,
2N
2N
PN (zN) = ?(—1)]\](1 +2N?).
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Substituindo as equagoes (1.19) e (1.20) em (1.17) obtemos os seguintes elementos da matriz de

diferenciacao de Chebyshev

14 2N? 14 2N?
dop = ———, ANy = ————,
6 6
2(—1)* 1 (-1
dOk = 3 dkO = -3 ’
Nk — 1+$k7 kN_2 1+:L‘k;’
—V (—1)¥
don = ; dno = — ;
1% 2
dpr, = = kz, para 0 < k < N,
21 _~x/§
(—=1)7~ )
djr = , para 0 < j# k < N.
Tj— Tk

E assim a matriz de diferenciacao de Chebyshev D de ordem N + 1 é dada por,

1+2N2 2 2 2(—1)N-1 (—1)N
6 17561 171‘2 171‘1\/‘_1 2
1 o m 1 (—1)N—2 (—1)N-1
2(1—.7,‘1) 2(1—33%) xr1 — To 1 —TN-1 2(1+l‘1)
1 1 D) (=pN3 (-pN2
D= 2(1 — x2) To — T1 2(1 — z2) Tg — TN—1 2(1 + x2)
I N G ) L O D  owa 1
2(1—.’17]\7,1) IN_1— T1 TN_1— 2 2(1—5(}%\,71) 2(1+$CN,1)
(-)N 2(—1)N-L 2(—1)N2 2 1+2N?
L 2 1+£C1 1+.T2 ].+ZL'N,1 6 |
A matriz D é densa, nao é simétrica, nem anti-simétrica. A matriz D satisfaz a propriedade [37]:
dij = —d(N_4(N—j)- Como exemplo, se N =1 os pontos sao zg =1 e 1 = —1 e assim,
1 1
5 —5 00
3 T2 00
Para N = 2, os pontos sdo 29 = 1, 21 = 0 e xy = —1 e as matrizes D e D? sdo:
3 1
? 2 §1 2 2!
D - 51 0 —g 5 D - 1 —2 ]. 5
-5 2 —3 -2 1

e assim por diante. Note que as matrizes D e D? sio singulares conforme esperado. Além disso,
as matrizes sdo nao normais ® a medida que N aumenta, o que dificulta a analise de estabilidade
dos métodos pseudo espectrais de Chebyshev, assunto que serd discutido no capitulo 2.

3Uma matriz (ou operador) A é normal quando possui um sistema completo de autovetores (autofuncdes)

ortogonal. Equivalentemente, A é normal se e somente se A*A = AA*. Matrizes simétricas, anti-simétricas e
) )

ortogonais pertencem a essa categoria. O simbolo * representa a conjugacao complexa para vetores e a transposicao

conjugada para matrizes, que é denotada também por
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Para efeitos de computacado, a matriz de diferenciacdo de Chebyshev pode ser calculada
através da seguinte funcao MATLAB, a qual é uma adaptacao da funcado cheb.m, definida em
[37, pdg. 54] no intervalo [-1, 1], e com pontos de colocacao ordenados da direita para a esquerda.
Uma implementacao eficiente da matriz de diferenciagao de Chebyshev também pode ser feita
usando um algoritmo publicado em Fornberg [12].

% A fungao cheby calcula a matriz de diferenciagao
% D e os pontos de colocagao y_j, em um intervalo [a,b].
% Os pontos y_j s8o ordenados da esquerda para a direita.

function [D,y] = cheby(N,b,a)

if N==0, D=0; x=1; return, end

x = cos(pi*(0:N)/N)’; y=0.5%((b-a)*x+(b+a));
c = [2; ones(N-1,1); 2].x(-1).7(0:N)’;

X = repmat(y,1,N+1);

dX = X-X’;

D1 = (c*(1./c)?’)./(dX+(eye(N+1))); 7% elementos fora da diagonal

D1 = D1 - diag(sum(D1’)); % elementos da diagonal

y = flipud(y); % ordenando pontos crescentemente
D = flipud(fliplr(D1)); % reordenando linhas e colunas

No Teorema de Erdos & Duran 1.2 vimos que quando interpolamos func¢oes continuas usando
polinémios com os zeros de polindomios ortogonais como pontos de interpolagao, o erro de inter-
polacao pode ser feito arbitrariamente pequeno tomando N suficientemente grande. Portanto,
a pergunta natural que aparece é se existe um resultado andlogo para o erro na diferenciagao
espectral de Chebyshev. A resposta é afirmativa e depende da regularidade da fungao a ser
diferenciada. Na pratica, quanto mais reqular for a fun¢do melhor a qualidade da aprozima-
¢ao da derivada via diferenciagdo espectral. A seguinte proposicao, cuja demosntracao pode ser
encontrada em Tadmor [33], descreve o assunto mais precisamente.

Proposicao 1.6 Seja f analitica no intervalo [-1,1] e sobre a elipse com focos em (-1,0) e (1,0).
Seja w; a derivada pseudo espectral de ordem p, p > 1, de f no ponto xj, 0 < j < N. Entao

wj — f ()| = O(K™), (1.22)
onde K > 1 € uma constante que depende de f.

Observacgao 1.4 Como a constante K na proposicdo 1.6 € da forma e com n sendo uma
constante apropriada, diz-se que a diferenciacdo espectral de Chebyshev tem precisao exponencial.

A precisao da diferenciagao espectral de Chebyshev é ilustrada na figura 1.3, a qual apresenta
a aproximagao da primeira derivada da fungao suave u(x) = exp(z)sen(bzx), com N = 20 a
esquerda e o erro cometido na aproximacao a direita.

1.3 Meétodo pseudo espectral de Chebyshev

O esquema de aproximagao pseudo espectral para resolver EDO’s ou EDP’s (equagoes di-
ferenciais parciais) consiste basicamente em aproximar as derivadas em relagao as varidveis
espaciais através da matriz de diferenciacdo de Chebyshev, transformando o problema original
em um sistema algébrico de equacoes lineares ou em um sistema de EDO’s dependente do tempo.
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Figura 1.3: Aproximagao da derivada da fungao u(z) e erro na aproximagao de u/(x) com N = 20.

Por considerarmos importante para o entendimento dos problemas apresentados nos préximos
capitulos, vamos ilustrar a idéia do método abordando a solucao numérica de dois problemas de
valor na fronteira envolvendo condigoes do tipo Dirichlet nulas.

Exemplo 1: Um problema de valor na fronteira unidimensional

Vamos considerar o problema de valor de fronteira em uma dimensao,

Ugy = exp(4x), —l1<z <1 (1.23)
u(—1)=u(1)=0
A solucéo exata do problema é dada por:
1
u(x) = — exp(4z) — xsenh(4) — cosh(4). (1.24)

16

Como o problema envolve apenas uma variavel espacial, o método pseudo espectral procede
aproximando a derivada de segunda ordem nos ponto de colocacao de Chebyshev,
Jm ,
l=z90>21 > ->xNy=-1, com x; = cos ) j=0,1,..., N
transformando o problema continuo em um problema discreto descrito através de um sistema
algébrico de equacoes lineares, o qual pode ser deduzido como segue.
Avaliando (1.23) nos pontos de colocagao temos

Ugz(T0) = exp(4zp)
Ugz (1) = exp(4zy)

Uge (TN 1) = exp(4ry_1)
Ugz(2N) = exp(4dzy)
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T T

Se u = [u(xg),...,u(xN)]" € Upy = [Uge(x0),...,usx(xN)]", usando a matriz diferenciagao de

Chebyshev obtemos um conjunto de relagoes

exp(4xo)

D? U & Uy = : =

@l

(1.25)
exp(4xy)

que é quase um sistema algébrico com N + 1 incégnitas.
Se assumimos que as aproximagoes para u(x;) satisfazem (1.25) como igualdade, isto é, se
desprezamos o erro de aproximagao em (1.25), obtemos um sistema de equagoes lineares do tipo

D?*u = e, (1.26)

com as aproximagoes para u(x;) como incégnitas, onde por simplicidade, também usamos @ para
denotar o vetor de solugoes aproximadas. Para finalizar o processo de discretizacao do problema
continuo, as condicoes de fronteira u(xg) = u(xy) = 0 devem ser incorporadas em (1.26). Para
tanto, vamos representar a matrix de diferenciagdo de Chebyshev através de suas linhas l]T e
colunas dj, respectivamente, como

D= = [d() R dN]. (1.27)
lT
N
Usando (1.27) e as condigoes de fronteira segue que
o (1)
D?u = [dl ce del]
15 u(zy_1)

Substituindo este resultado em (1.26), apds a eliminagao da primeira e da tltima equagao para
se obter um sistema quadrado, obtem-se o sistema linear

Dy Dyt = ¢ (1.28)
com
Dlz[ll,...,lel]T, DQZ[dl,...,del],
e T y T (129)
¢ = [exp(4x1),...,exp(day_1)]*, e = [u(x1),...,u(zn_1)]".

O sistema (1.28) é o problema discreto correspondente ao problema continuo (1.23).

Resumindo, a solugao aproximada do problema (1.23) via método pseudospectral de Chebyshev
requer a solugao do sistema algébrico de equagoes lineares (1.28). Para resolver (1.28) é neces-
sario mostrar que a matriz D1 Ds é inversivel. A seguinte proposi¢do mostra esse fato.

Proposicao 1.7 A matriz D1Dy € nao singular.

Demonstragao: Basta observar que a matriz D1 Ds tém N —1 autovalores nao nulos que apro-
ximam os autovalores do problema de autovalores continuo uv” = Au, com u(—1) = u(1) = 0,
veja por exemplo [37].

O
A figura 1.4 apresenta a soluc¢ao aproximada do problema (1.23) (esquerda) nos pontos da malha
e o erro na aproximagao (direita), j& que a solugao exata é dada por (1.24).
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Figura 1.4: Solucao aproximada e erro de aproximacao do problema (1.23).

Exemplo 2: Um problema de valor na fronteira bidimensional

Vamos considerar o problema de valor na fronteira em duas dimensdes,

{um +uyy = f(z,y), @=1[0,1%0,1] (1.30)

u‘ag =0

Para esse problema vamos considerar uma malha discreta para o dominio €2, baseada nos
pontos de Chebyshev definidos anteriormente. A aproximacgao para a derivada espacial é feita de
maneira andloga ao caso unidimensional (veja exemplo 1) em cada uma das dire¢oes z e y, nos
N + 1 pontos de Chebyshev, e como no exemplo 1 os pontos da malha discreta se concentram
perto da fronteira do dominio ).

Para exemplificar, vamos considerar uma malha com N + 1 = 5 pontos em cada uma das
diregoes z e y, e vamos aproximar o operador Laplaciano (Au = ugy + uyy) nos (N +1)? pontos
da malha. A matriz Ly que aproxima Aw é obtida através da aproximacao da derivada espacial
fixando cada um dos pontos y; (com 0 < j < N) para aproximar a derivada na varidvel z, e
fixando cada um dos pontos x; para aproximar a derivada na varidvel y. Como as condigoes de
fronteira sao do tipo Dirichlet nulas, o problema se restringe ao interior do dominio numérico
onde as incognitas sao organizadas no vetor

U1
U |, com @ = [u(zy,y;) ulze,yi) w(zs, y)]", 1< < 3.
U3

¢
Il

Fixando y; e usando a notagao acima segue entao que

Ul D1Dsuq
axz = a2,:m: ~ D1D2ﬂ2
U3,z D1 Doug
com Uj gy = [Uzz(T1,Yi), Uza(T2, i), uzz(23,:)]T e as matrizes Dy e Dy definidas como em
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(1.29). Neste caso, a matriz D D9 é dada explicitamente por

—-56 24 -8
DDy = 16 —-24 16
-8 24 —56

Portanto, a aproximacgao da derivada de segunda ordem:

U = [z (T1,91)5 -+« U (23, Y1), Uz (1,92, -+ 5 U (T3, Y2) s U (T1, Y3 - -+ 5 U (23, 93)]

usando a matriz de diferenciagdo de Chebyshev pode ser escrita como

—-56 24 -8 u(z1,y1)
16 —24 16 u(za, y1)
8 24 56 u(zs, 1)
56 24 -8 u(z1, ye)

Uge = 16 —-24 16 u(ze,y2) | . (1.31)

( )

( )

( )

( )

—56 24 -8 w(x1, Y3
16 —24 16 u(T2,Y3
-8 24 -56 u(zs3, Y3

Observe que a matriz acima pode ser escrita usando o produto de Kronecker 4 como I3 ® Dy Do,
em que I3 representa a matriz identidade de ordem 3.

Utilizando o mesmo procedimento e considerando as condigoes de fronteira Dirichlet nulas,
uma aproximacgao da segunda derivada em relacao a y nos pontos da malha pode ser escrita
como

—56 24 -8 u(z1, 1)

56 24 -8 w(z2,y1)

—56 24 8 || s, )

16 —24 16 u(z1, )
Uy ~ 16 —24 16 u(ze,y2) | - (1.32)
16 —24 16 u(z3, y2)
-8 24 56 u(z1, ys)
-8 24 56 u(z2, ys)
-8 24 —56 u(zs3,y3)

Aqui, a matriz acima pode ser escrita usando o produto de Kronecker como D1Ds ® I3. Usando
(1.31) e (1.32) segue entdo que uma aproximacao do operador Laplaciano (com condigbes de
fronteira Dirichlet nulas incorporadas na discretizagao) é dada por:

Al =

¢

zx"‘ﬁyy%LNﬁ, com Ly =1® DDy +D1Dy®1I.

A solugao numérica do método pseudo espectral de Chebyshev resulta de resolver o sistema de
equacoes lineares

v

Lyti=f, emque f=[u(xi,y) ulx2,y),. .. u(zy,yn)]". (1.33)
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Esparsidade da Matriz L

Figura 1.5: Localizagao dos elementos na matriz L.

iy,
7
N0

] SN
05 X ““\\3{:"’4
RS2

Figura 1.6: Solugao aproximada do problema (1.30), para f(z,y) = 90.72sen(37z)sen(27y).

A matriz Ly ndo é muito esparsa (figura 1.5, com N + 1 = 25) e de ordem (N — 1)2.
O aumento da dimensao do sistema a medida que N cresce poderia resultar em dificuldades
computacionais. Na pratica isso nao ocorre gracas a precisao do método pseudo espectral que
garante resultados satisfatorios para dimensoes moderadas. Por outro lado, da mesma forma

4Também conhecido, produto tensorial, é definido no apéndica A onde sio incluidas a definicio e algumas
propriedades.
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que mostramos, para o exemplo 1, que a matriz D1 Ds é nao singular, precisamos mostrar que
Ly é nao singular. A afirmacao segue da proposi¢ao 1.7 e do corolario A.1, no apéndice A.

Para o exemplo numérico bidimensional, usamos N + 1 = 25 e consideramos a fungao f
definida por f(z,y) = 90.72sen(37x)sen(27y). A solugao exata para o problema (1.30) é dada
por: u(z,y) = —(1/v/2)sen(3mz)sen(27wy). A solugio aproximada é apresentada na figura 1.6 e
erro maximo em relacdo a solucio exata é 4.0798 - 1075,

Os dois esquemas descritos nestes exemplos serao a base para os problemas de propagacao de
ondas apresentados no capitulo 3 e para os métodos pseudo espectrais de Chebyshev apresentados
no capitulo 4.

1.4 O Método das Linhas

Para equacoes diferenciais que dependem do tempo, a aplicacao do método pseudo espectral,
descrito na segao anterior, resulta em um sistema de EDO’s dependente do tempo. Esse sistema
pode ser resolvido por algum esquema de aproximacao para sistemas de EDO’s [9, 19, 28], por
exemplo: métodos de Runge-Kutta (RK), multi passos, etc. Essa associagdo entre as varidveis
espaciais e a varidvel temporal é conhecido como método das linhas [26, 27, 37, 38]. A principal
vantagem do método das linhas esta na simplicidade do seu esquema de resolucao. Para descrever
o método mais precisamente, considere a equacao evolucao,

Uy, = LU, U(z,0) = f(z), te [0,T] (1.34)

com £ um operador diferencial que independe do tempo t (que pode envolver as condigoes de
fronteira), e U um escalar ou um vetor que depende de ¢ e de uma ou mais varidveis espaciais.

Método das Linhas

i. A aproximacao das derivadas em relagao as varidveis espaciais de (1.34) via
diferencas finitas, elementos finitos, métodos pseudo espectrais, em
uma malha discreta, transforma a EDP em um sistema de EDO’s (modelo semi
discreto). N o
U =L,U, U0)=fn (1.35)

em que U(t) é um vetor de dimensdo N < oo e Ly uma matriz N x N. Aqui, h é
um parametro relacionado com o tamanho da malha.

ii. O sistema (1.35) é resolvido com algum método para a resolucdo de sistemas de
EDO’s (Runge-Kutta, etc.), produzindo solugoes U(x;,t) ~ U(x;,t) “ao longo das
linhas (x;,t)” com 0 <14 < N.

Um aspecto fundamental do esquema é a escolha do tamanho de passo At, que garanta a
estabilidade do método que resolve o sistema de EDO’s semidiscreto (1.35). Por exemplo, se o
sistema (1.35) é resolvido através dos métodos de Runge-Kutta, veja a segao 2.1.1, as solugoes
numéricas ao longo das linhas x; sdo da forma

Ulty, ;) = Po(At LN)U (tg—1, ;) = U(ty) = [Ps(At Ly)]FU (to)
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com

1
Py(At Ly) = I+ At Ly +---+ (At Ly)* (1.36)

e s a ordem do método de Runge-Kutta. Dessa forma, para garantir que as solugées numéricas
nao propaguem erros iniciais ou erros de arredondamento, é necessario que a escolha do tamanho
do passo At seja feita de modo que

[1Ps(At Lyl < 1,

para alguma norma matricial.

Detalhes sobre estabilidade dos métodos Runge-Kutta serao descritos no préximo capitulo.
Aqui, o objetivo é ilustrar o esquema do método das linhas. Para isto, vamos considerar o
problema,

ut(x,t) = ug(z,t), ze€(-1,1), t>0

2
cos”(m(z — 0.25)), se |[x — 0.25] < 0.5,
U(%O):f(l’)Z{ »
0, caso contréario.
u(l,t) =0, VYt.

A solugao exata do problema (1.37), é dada por: u(z,t) = f(x +1t), com x € R et > 0, ou
seja, a fungao f(x) é deslocada para a esquerda ao longo do tempo, veja a figura 1.7.

(1.37)

Figura 1.7: Equagao da onda unidirecional: solugao do problema (1.37).

Para mostrar a dificuldade de se determinar At vamos apresentar dois esquemas para a
aproximacao da derivada espacial: o método upwind e o método pseudo espectral de Chebyshev.
1.4.1 Meétodo das Linhas: Discretizacao espacial upwind+RK3

Neste caso, vamos considerar a malha espacial com pontos igualmente espacados:
x; = —1 4+ iAz, com Ax :=2/N. Assim temos,

w(wip1,t) — u(wi,t)
Ax ’

iu(:ni,t) =

i—0,1,..., N—1.
di !
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Entdo, se @ = [u(zo,t) u(z1,t) - u(zy_1,t)]7, o método das linhas associa ao problema
continuo o sistema semi discreto

11
1
47 = Lyu 1 .

{dtu Ly, p o b 5 . (1.38)

1

1

Para resolver (1.38), vamos considerar o método de Runge-Kutta de terceira ordem,

(AtLy)?  (AtLy)?
> TG

ﬂ(tk_H) = |:I+ At Ly @(tk) (139)
O sistema (1.39) é um bom exemplo para mostrar que a estabilidade baseada somente na andlise
dos autovalores de matrizes nao normais, como Ly, pode levar a conclusoes erradas a respeito da
escolha do tamanho de passo At. Na verdade, verificando apenas que os autovalores da matriz
At Ly satisfacam a condicao |P3(—At/Azx)| < 1, resulta na condigao (At/Ax) < 2.5. Essa
condicao nao garante a estabilidade das solugoes numéricas, j4 que as poténcias da matriz Ly
nao sao limitadas, conforme ilustra a figura 1.8 (esquerda). Portanto ndo podemos esperar bons
resultados com essa escolha para At [33].

x 10"

Figura 1.8: Norma das poténcias de ||[P3(At Ly)]*| com At = 2.5 Az (para o esquema upwind
+ RK3 & esquerda) e || Ps(At D)||, com At < CN~2 (para o método pseudo espectral & direita),
N = 80.

No proximo capitulo, os conceitos envolvidos neste exemplo serdo apresentados com mais
detalhes, junto com a condigao que é necessaria e suficiente para a estabilidade das solugoes do
sistema (1.35).
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1.4.2 Meétodo das Linhas: Discretizacao espacial pseudo espectral+RK3

Aproximando as derivadas das varidveis espaciais através do método pseudo espectral descrito
na secao anterior, obtemos o sistema semi discreto:

d ~ =~
art = Du, 1.40
Vi (140
em que @ = [u(xg,t),...,u(zn-_1,t)]T, x; sdo os pontos de Chebyshev, e D é a matriz formada

tomando as N primeiras linhas e N primeiras colunas da matriz de diferenciacao de Chebyshev
descrita em (1.21). A (N +1)-ésima coluna da matriz D é desconsiderada por causa da fronteira
u(zn,t) =0.

Tadmor em [34] e Gottlieb, Shu e Tadmor em [16], analisam a solu¢ao numérica através do
método RK3 e mostram que a escolha At < CN~2, com C sendo uma constante adequada,
garante a estabilidade do método das linhas. A figura 1.8 (direita), apresenta a norma das
poténcias das matrizes Ps(At 5), como uma funcdo de k para At = CN 2, para C = 8e C = 16.
Para as duas constantes C, ||[P3(AtD)]¥| sdo limitadas. Na figura 1.7 apresentamos a solugio
do problema (1.37), com N = 80 e C' = 8 através do método pseudo espectral de Chebyshev.
No capitulo 4 utilizaremos o método das linhas para resolver problemas de propagacao de onda,
através dos métodos pseudo espectrais de Chebyshev. A questao da estabilidade dos métodos é
discutida no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Estabilidade do Método das Linhas
Pseudo Espectral

Na secao anterior vimos que a solucao numérica de uma EDP do tipo evolugao através do
método das linhas é construida resolvendo um problema de valor inicial (PVI) proveniente da
discretizagao espacial do problema original, através de um método para um sistema de EDQO’s
semi discreto. Um aspecto crucial na solugao desse PVI é escolher o tamanho de passo At, de
modo que a propagagao de erros de entrada (na condicdo inicial, por exemplo) seja evitada, isto
é, de modo que a solucdo numérica do problema completamente discreto seja estdvel. A andlise
de estabilidade do método das linhas pseudo espectral é o ponto central deste capitulo.

O capitulo é organizado da seguinte maneira. Na secao 2.1 apresentamos a andlise de esta-
bilidade dos esquemas de aproximacao para sistemas de EDQ’s através do conceito de regidgo de
estabilidade, focando em particular, as regioes de estabilidade para os esquemas Runge-Kutta
(RK), ja que o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) sera utilizado nos métodos
pseudo espectrais de Chebyshev propostos no capitulo 4. Conforme serao vistos, esses conceitos
tornam-se essenciais para a andlise de estabilidade dos métodos das linhas pseudo espectrais.

A secdo 2.2 contém uma revisdo de conceitos que servem como suporte para uma discus-
sao sobre duas nocoes de estabilidade frequentemente exploradas em conexao com o método
das linhas: estabilidade sequndo Lazx, e estabilidade sequndo autovalores. Aqui o teorema da
FEquivaléncia de Lax é usado como ferramenta para assegurar a convergéncia de esquemas de
aproximacao Lax-estaveis [26, 27].

Além disso, mostra-se que a estabilidade segundo autovalores pode implicar em conclusoes
erradas a respeito da escolha do tamanho de passo At, motivando com isso o estudo de pseudo
espectro, o qual é apresentado na secao 2.3. Em particular, mostra-se que o pseudo espectro
ilustra o grau de nao normalidade do operador e contorna as limitagoes da andlise espectral. Al-
guns resultados que relacionam a norma do operador evolugao || exp(t.A)|| e a norma do conjunto
resolvente ||(z — .A)~!|| sdo também apresentados nessa segao.

O capitulo encerra com a secao 2.4 destacando os resultados que garantem a estabilidade
segundo autovalores e segundo Lax do método das linhas pseudo espectral.

2.1 Regioes de estabilidade

Nesta secao, vamos considerar um PVI da forma,
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{Ut = f(t,u(t), te€l[0,T] (2.1)

’U,(to) = Uup,
focando um dos aspectos cruciais da construcao de solugoes numéricas, a escolha do tamanho de
passo At que evite a propagacao de erros dos dados iniciais, isto é, a escolha de At que garanta
a estabilidade das solucGes numéricas.
Uma maneira de analisar a estabilidade de um método numérico para o problema de valor
inicial (2.1) é através de certas regioes do plano complexo ditas regides de estabilidade do método.
Essas regioes podem ser definidas como segue.

Definigao 2.1 Considere um método numérico de aprorimacdo para problemas de valor inicial
com tamanho de passo At.

1. Um método de aprorimacdo € absolutamente estavel num ponto AAt do plano complexo
se a sequéncia {uy} gerada pelo método aplicado a EDO de referéncia

up = A\ (2.2)
com tamanho de passo At for limitada, isto €, up, — 0 quando tp, — oo.

7. A regiao de estabilidade absoluta ¢ o conjunto de pontos AAt € € para 0s quais o
método ¢ absolutamente estdvel.

1. Um método € A-estavel se a sua regiao de estabilidade incluir todo o semi plano complexo
negativo.

O uso de regioes de estabilidade para analise de estabilidade de solugbes numéricas para o
problema 2.1 pode ser justificado da seguinte maneira. Expandindo u; = f(¢,u(t)) em série de
Taylor em torno de (tg,up) segue que

ug = f(to,uo) + fe(to, uo)(t —to) + ful(wo, uo)(u(t) — u(to))
= A(u(t) — uo) + g(t),

em que A = fy(to,up) e g(t) = f(to, wo)+ fi(to, uo)(t—to), o que é valido se t—t( é suficientemente

pequeno. Introduzindo a nova variavel v(t) = u(t) —ug, a approximagao acima pode ser reescrita

v & Av + g(t)

Quando se analisa a questao da estabilidade, efetua-se a diferenca entre a solucao do problema
original e do problema perturbado. Assim, o termo g(¢) é eliminado sem afetar o resultado sobre
a estabilidade. Isto leva & equagao de referéncia descrita em (2.2).

2.1.1 Regioes de estabilidade dos métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta (RK) produzem resultados equivalentes aos obtidos com séries
de Taylor com termos de ordem superiores e tém a vantagem de nao precisarem do uso das de-
rivadas da fungao f(t,u(t)) [1]. Nesta secao, apresentamos uma breve discussao sobre as regioes
de estabilidade dos métodos de Runge-Kutta. Esses conceitos serdo usados posteriormente no
capitulo 4. Os métodos RK sao da forma,

Ukt = ug + At (I)(tk, Uk, At) (2.3)
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com ® representando uma aproximacao para f(t,u(t)) no intervalo [tg,tr11]. Os esquemas de
aproximagcao de Runge-Kutta de primeira ordem (Euler), segunda, terceira e quarta ordens sao
respectivamente, (2.4), (2.5), (2.6) e (2.7):

Runge-Kutta de primeira ordem (RK1):
Ug+1 = up + At(f(tg,ur)), paracada k=0, 1, .... (2.4)

Runge-Kutta de segunda ordem (RK2):

k1 = ug + (AL/2)[f (tr, w) + [tk + At ug + At f(r, ui))],
(2.5)
para cada k=0, 1, ...
Runge-Kutta de terceira ordem (RK3):
Kl - f(tk‘auk‘)a
Koy = f(tp + At/2,u + (At/2)Ky), (2.6)
K3 = f(ty + At,up + 2At Ko — At K1), '
Upt+1 = up + (At/6)[Ky + 4K2 + K3), paracada k=0, 1, ...
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4):
K1 = f(tk, uk), Ky = f(te + At/2,u, + (At/2) Ky),
K3 = f(tk + At/Q, U, + (At/2)K2), K, = f(tk + At uy + AtKg) (27)
Up+1 = up + (At/6)[K1 + 2K2 + 2K3 + Ky4], paracada k=0, 1, ...
Para o problema (2.1) linear com coeficientes constantes, f(t,u) = L u, em que L € RN*V

e independe de t, as aproximacoes RK podem ser descritas como em (2.4, 2.5, 2.6, 2.7), respec-
tivamente. Por exemplo, o método RK4 segue o esquema (2.7) da seguinte maneira:

K1 = Luy, Ky = L(uk + (At/Q)Kl),
K3 = L(uk + (At/2)K2), Ky = L(uk + AtKg), (2.8)
Upy1 = up + (At/6)[Ky + 2Ks + 2K3 + K], paracada k=0, 1, ...

A seguir apresentamos as regides de estabilidade dos métodos de Runge-Kutta de primeira,
segunda, terceira e quarta ordens, determinadas através da definicdo 2.1. Como motivacao,
iniciamos com o método de Euler (RK1). A regido de estabilidade do método de Euler é obtida
quando resolvemos a equagao de referéncia (2.2), através do esquema (2.4).

Ukt1 = (1 + )\At)uk ~ exp(/\At)uk. (29)

Dessa forma a sequéncia uy é limitada quando |1 + AA¢| < 1. O que implica, para A real,
—2 < MAt < 0. A partir da desigualdade (2.9) obtemos a regido de estabilidade do método,
apresentada na figura 2.1, (circulo).

A regiao de estabilidade do método RK2 (2.5), é obtida de forma andloga. E imediato que

AAL)?
ugr1 = |1+ ANAt+ % ug ~ exp(AAL)ug.
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E da mesma forma, a sequéncia wu;, é limitada se

(AAL)?
2

1+ AAt+ <1. (2.10)

O conjunto dos AAt, que satisfazem (2.10) é apresentado na figura 2.1.
Para os métodos de RK de terceira e quarta ordens as regides de estabilidade sdo expressas
respectivamente pelas equagoes (2.11) e (2.12).

2 3
1+ MNAt+ (AAY) + (AAY) <1 (2.11)
2 6
(AA)Z  (AA)? (AAL)?
1+ MAt + 5 + 5 + o <1. (2.12)

As regides de estabilidade dos métodos RK3 e RK4 também sdo apresentadas na figura 2.1
pelas duas regides maiores. No método RK de terceira ordem os pontos de intersec¢ao sao, no
eixo z, —2.51 e no eixo iy, —v/3 e v/3. No método RK de quarta ordem os pontos de interseccio
sa0, no eixo x, —2.78 e no eixo 1y, —2v2 e 2V2.

RK1
3 | =— RK2
— RK3
— RK4

2+

_3t

-4 3 2 = 0 i 2
Figura 2.1: Regides de estabilidade dos métodos de Runge Kutta de ordem 1, 2, 3 e 4.
As regides de estabilidade dos métodos RK para problemas da forma (2.1) lineares com coe-

ficientes constantes, ou seja, f(t,u(t)) = Ly u, também podem ser obtidas através da definigao
2.2.

Reescrevendo o problema (2.1) na forma completamente discreta, pode ser visto facilmente
que as solucoes no nivel de tempo k podem ser escritas de modo que

U = PS(AtLN>Uk,1 = up = PS<AtLN)k ug Vk >0, (2.13)

com Ps(AtLy) representando o polinémio de grau s associado ao método RK de ordem s (veja,
secao 1.4, equacao (1.36)). Assim, a solugao no nivel de tempo k pode ser escrita em fungao da
condigao inicial e de um operador evolugao, da forma:

Up = [Ps(AtLN)]k ug YV k>0. (2.14)
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J& que estamos interessados na estabilidade das aproximagcoes numéricas dos métodos RK, de-
vemos impor a restri¢ao

I[Ps(AtLy))| < 1, VEk > 0.

Dessa forma, a regiao de estabilidade dos métodos RK de ordem s é dada por,
S ={zeCtal que |Ps(z)| <1},

conforme visto na secao 1.4.1.

2.1.2 Regiao de estabilidade para o método das linhas

Agora vamos introduzir a regiao de estabilidade para o método ds linhas (segao 1.4) . Assuma
que o problema (1.34) foi completamente discretizado, produzindo um esquema de aproximagao
do tipo

ur = (AL )up—1 = SAt,NUL—1, (2.15)

com Sag,n um esquema de aproximagdo numérico nos (N + 1) pontos da malha e tamanho de
passo At, de modo que no instante de tempo k, vale

u = (Sarn)® uo.

Aqui, dependendo da discretizagao temporal utilizada, ¢(w) = p(w)/q(w) é uma fungao racional
ou um polindémio, e ug é a solucdo numérica que aproxima u no tempo k ao longo da malha
espacial z;, 0 <i < N [27] .

Assumindo ¢ analitica em um conjunto que contém o espectro de AtLy, pelo teorema
da aplicacdo espectral !, temos que o espectro de Sat,n e o espectro de AtLy, denotados,
respectivamente por A(Sag,n) € A(AtLy), satisfazem: A(Sar,n) = ¢(A(AtLy)). Entao a regiao
de estabilidade, ilustrada pela figura 2.2, de um esquema de aproximacao numérico Sa;n €
definida da seguinte maneira.

Figura 2.2: Funcdo ¢ aplicando a regido de estabilidade S em D.

Definicao 2.2 A regiao de estabilidade de um esquema de aprozimagdo numérico Sarn € o0
conjunto S no plano complexo, S = {z € € tal que ¢(z) € D}, sendo D o circulo unitdrio

fechado [27].

1O teorema da aplicacio espectral para matrizes é a afirmacdo que se f é uma funcio analitica definida em
um conjunto contendo A(A) entdo f(A(A)) = A(f(A)). Este resultado é uma conseqiiéncia da observagdo que se
A é um autovalor da matriz A entdo f(A\) é um autovalor de f(A) [32]. Em [20] encontra-se a versdao do teorema
da aplicagdo espectral para polinémios.
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2.2 Estabilidade e Convergéncia

Vamos considerar H um espaco de Hilbert, com uma norma || - ||, convenientemente definida,
e o problema de valor inicial,
u=Au, 0<t<T,
‘ == (2.16)
u(0) = uo

com A : D(A) — H, um operador diferencial linear que nao depende de t e que pode incorporar
condigoes de fronteira, e D(.A) um subespago denso em H. Observe que u também depende das
varidveis espaciais. O problema de valor inicial (2.16) é bem posto se para cada t > 0, existe
uma constante C; que nao depende do dado inicial ug, tal que ||u(t)]] < Cy||up|| para cada dado
inicial ug. Isto significa que uma tnica solucao existe para cada dado inicial ug e a solucao u(t)
depende continuamente de ug [32].

A nocgao de estabilidade traz para os esquemas de aproximacado numéricos a idéia usada
na definicdo de problemas bem postos em equactes diferenciais: a continuidade com relagao
aos dados iniciais do problema. Na definicao 2.3, apresentamos os conceitos de consisténcia e
convergéncia. Na definigdo 2.4 sao apresentados os conceitos de estabilidade segundo autovalores
e estabilidade segundo Lax. A estabilidade e a consisténcia de um esquema linear sdo as nogoes
chave para a convergéncia, ja que pelo teorema de Lax:

Estabilidade + Consisténcia <= Convergéncia.

Definicao 2.3 Considere Sas n um esquema de aprozimagdo numérico (como descrito na se¢@o
2.1.2) para o problema (2.16):

i. Sae,N € consistente se para qualquer u suficientemente suave
|(Sae, v — A)u|| — 0, quando At — 0, N — oo,
para cada (x,t).
it. Sar,N € convergente se

li Saen)Fuo —u(t)|| =0
At%(lff}ﬂm:t’\( At,N)Fug — u(t)||
para qualquer t € [0,T], onde u(t) é a solu¢ao exata do problema de valor inicial (2.16)
no instante de tempo t para algum dado inicial ug.

Além das definicbes acima, varias nocoes tedricas de estabilidade tais como estabilidade
sequndo Laz, estabilidade seqgundo autovalores, s-estabilidade, etc, tém sido investigadas na lite-
ratura sobre métodos numéricos para EDP’s. Uma discussao sobre vérias dessas nogoes podem
ser encontradas em Gottlieb e Orzag [15]. Aqui, vamos discutir duas dessas nogoes que apa-
recem vinculadas frequentemente ao uso do método das linhas: estabilidade segundo Lax (ou
Lax-estabilidade), e estabilidade segundo autovalores. A préxima definigdo destaca a diferenca
entre essas duas nocoes de estabilidade.

Definicao 2.4 Seja Sat,n um esquema de aprozimagao numérico para o problema (2.16):

Sat,n € estdvel sequndo autovalores se para alguma constante C' > 0, N e At fizos,
|(Sat,n)k| < C para todo k.
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ii. Sarn € Laz-estdvel se para alguma constante C > 0, ||(Sarn)¥|| < C para todo N e k tal
que kAt <T e At suficientemente pequeno.

Observe que na estabilidade segundo Lax a estabilidade numérica da solugao depende de um
limite uniforme para uma familia de matrizes. No entanto, na estabilidade segundo autovalores
obtém-se um limite para a poténcia de uma tUnica matriz respectiva a uma malha espacial fixa.
Courant, Friedrichs e Lewy em 1928, determinaram relacoes entre At e Ax, afim de garan-
tir solugoes numéricas estaveis para equagoes diferenciais através de esquemas de aproximacao
de diferencas finitas. KEssas relagoes, conhecidas como condi¢cao CFL implicam em condicoes
necessarias para a estabilidade das solugoes.

Teorema 2.1 Para um esquema aprozimacao de diferencas finitas para o problema (2.16) da
forma (2.15), com (At)/(Ax) = constante, uma condi¢ao necessdria para a estabilidade é a
condi¢ao Courant-Friedrichs-Lewy (CFL),

At
N g

<1, (2.17)

com \; representando os autovalores da matriz de aproximacao via diferencas finitas na varidvel
espacial.

Detalhes da demonstragao sao encontrados em [32]. No exemplo, apresentado na se¢ao 1.4.1
mostramos que a condigao (2.17) nao é suficiente para garantir a estabilidade. Portanto a escolha
de At é um ponto crucial para garantir a estabilidade de esquemas de aproximagao numéricos.
A condi¢ao CFL (2.17) torna-se invélida para métodos espectrais ou pseudo espectrais, pois o
processo de diferenciagao é global. Trefethen em [36] generaliza a condi¢ao CFL usual para a
“pseudo condi¢ao CFL”:

At = O(N™?), (2.18)

para métodos pseudo espectrais. O autor utiliza o seguinte argumento, para garantir que (2.18)
seja necessaria para estabilidade segundo Lax: a matriz de diferenciacao de Chebyshev D contém
elementos de ordem O(N?) [veja (1.21) na secdo 1.2], o que implica que Sa¢ n contém elementos
de ordem O(AtN?). Se (2.18) nao é satisfeita, ||(Saz,n)*|| ndo pode ser uniformemente limitada
em N [36].

Para que a norma das poténcias das matrizes Sas n seja limitadas é necessdrio que exista
uma constante C' > 0 tal que para algum 7 > 0

0<At<T
S k< = : 2.19
[r(Sae,n)]” < para {0 < kAL<T (2.19)

com r(Sa¢n) = max{|A| tal que A € A(Sat,n), raio espectral de Sa n}. Entao temos,
r(Saen)® < 1(Saen)*|| < [1Sasn* (2.20)
Sem perda de generalidade, podemos assumir que C; > 1 em (2.19). Portanto,

T At
< E =4 T(SAt,N) < CcT.

el

r(Satn) < Cx, 0<k



3.5

Figura 2.3: || 4| e || A*]|, linhas continua e tracejada, respectivamente .

Para At no intervalo 0 < At < 7, a expressao C'A/T) § limitada por uma expressao linear
da forma 1 + C9At. Da definicdao de raio espectral temos a condicao,

0<At<
|Ai| <1+ O(At) para 7 (2.21)
1=1, ..., p
com A, ... Ap autovalores da matriz Sa; n. A equacdo (2.21) é a condicao de Von Neumann,

necessédria para a estabilidade [24].

Observagao 2.1 Se Sayn € uma matriz normal a igualdade € vdlida em (2.20) e entio a
condicao de Von Neumann € necessdria e suficiente para a estabilidade. Caso contrdrio, a
condicao de Von Neumann dd a condi¢cdo necessdria, mas ndo suficiente para a estabilidade
sequndo Laz. Assim, a condi¢ao de Von Neumann é equivalente a r(Sarn) < 1.

Frequentemente, a andlise da estabilidade segundo autovalores é feita checando a condigao
de Von Neumann. Se ela é satisfeita o método é “teoricamente” estavel, o que nao garante a
estabilidade numérica (veja exemplo na se¢ao 1.4.1). Da mesma forma que a condi¢ao CFL, a
condicao de Von Neumann é inaplicavel em aproximacgoes que nao sao invariantes por translagao,
como os métodos pseudo espectrais, que implicam em matrizes e operadores altamente nao
normais.

Em geral, matrizes com autovalores sensiveis a pequenas perturbacgoes, tendem a nao terem
poténcias limitadas. Por exemplo, considere as matrizes,

09 0 ~ [09 1
A‘[o 0.8] A‘[o 0.8}

A figura 2.3 ilustra esse fenomeno. Apesar das matrizes A e A terem o mesmo espectro e
consequentemente r(A) = r(A) = 0.9, ambas as matrizes decrescem em norma, a medida que
k — oo. Mas o comportamento da ||A¥|| difere muito do comportamento de |A¥||, visto que

cresce até o ponto k = 6 e depois decresce.
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O operador solucao {Satn} envolve matrizes com dimensao crescente quando At — 0 e
N aumenta. Portanto o ponto principal na andlise de estabilidade é que a estabilidade das
aproximacoes de EDP’s que dependem do tempo, depende da limitagdo uniforme, em norma,
de uma familia de matrizes. Se as poténcias sao limitadas uniformemente, a aproximacao é
Lax-estavel. O problema de limitar uma familia de poténcia de matrizes nos leva ao teorema
da matriz de Kreiss, no qual basicamente, mostra-se que a limitacao de sequéncia de poténcias
de matrizes é equivalente a limitar a norma do resolvente da matriz em certa regiao do plano
complexo.

Teorema 2.2 Para uma familia M de matrizes A, N x N, as sequintes afirmacdes sao equi-
valentes:

A. Eziste uma constante positiva C, tal que para toda matriz A € M e cada k=0, 1, ...,

|A¥|| < Ca.

R. Existe uma constante positiva C,. tal que para toda matriz A € M e todo numero complexo

z com |z| > 1,
Cy

A< )
O R

Na verdade o teorema 2.2 é uma parte do teorema da matriz de Kreiss, o teorema completo,
bem como sua demonstragdo podem ser encontrados em [32]. Uma variacdo do teorema da
matriz de Kreiss é apresentada na segao 2.4, através do teorema 2.8, o qual descreve sob quais
condigoes a estabilidade segundo Lax é garantida [26, 27, 28].

A conclusdo mais importante da secdo é portanto que para garantirmos Lax-estabilidade
a familia de matrizes {(Sa;n)*} deve ser limitada uniformemente, o que nem sempre ocorre
quando escolhemos At de modo que [[Sa¢ n|| < 1. Ou seja, andlises baseadas somente em auto-
valores nem sempre capturam o comportamento das poténcias (Sa¢, ~)F, especialmente quando
a matriz Ly do modelo semi discreto é altamente nao normal [27]. Isto motivou o estudo de
estabilidade através da nocao de pseudo espectro, conforme veremos na préxima secao.

2.3 Espectro e Pseudo Espectro

As definigoes e resultados apresentados nesta secao se fazem necessarias para a andlise da
estabilidade de problemas de valor inicial. Para tanto, vamos considerar X e H espacos de
Banach e Hilbert, respectivamente, com a norma || - || convenientemente definida. Denotaremos
C(X) o conjunto dos operadores fechados em X e B(X) o conjunto dos operadores limitados em
X. O préximo teorema ¢ a base da teoria pseudo espectral. As demonstracées omitidas nesta
segao podem ser encontradas em Trefethen e Embree [38].

Teorema 2.3 Suponha A € C(X) e A~' seu operador inverso. Entdo para algum E € B(X)
com |E| < 1/||A7Y|, A+ E tem um operador inverso limitado (A + E)~' satisfazendo,

A~

A+ E) 1L < —
1A+ B < T EaT

Reciprocamente, para algum € > 1/||A7Y||, eziste E € B(X) com || E|| < € tal que (A+ E)u =0
para algum v € X nao nulo.
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As defini¢Ges de operador e conjunto resolvente, espectro e pseudo espectro tém origem ao
aplicarmos o teorema 2.3 aos operadores (zZ — A), onde z pertence ao conjunto dos nimeros
complexos, € e 7 é o operador identidade. Daqui em diante (2Z —.A) serd denotado simplesmente

por (z — A).
Definigao 2.5

i. Dado A € C(X) e z €T o resolvente de A em z é o operador (z — A)~! € B(X), se este
existe.

-1

it. O conjunto resolvente p(A) € o conjunto de nimeros z € C para os quais (z —A)™" eziste.

(2 — A)~1 € limitado e densamente definido ® em X.

Definicao 2.6 O complemento de p(A) no plano complexo € o espectro de A, denotado por
A(A). O espectro de A, N(A) € dividido em trés conjuntos disjuntos, como seque:

i. Np(A) € o espectro pontual de A. E o conjunto dos nimeros z € C para 0s quais (z— A1
nao existe. Um A € N\p(A) € chamado autovalor de A.

it. Ac(A) € o espectro continuo de A. E o conjunto dos nimeros =z € € para os quais (z—A)~!
eziste e é densamente definido em X ,mas (z — A)~! ndao é limitado.

iii. N (A) € o espectro residual de A. E o conjunto dos niimeros z € € para os quais (z— A) ™!

1

existe, podendo ser limitado ou nao, mas (z —.A)™" ndo é densamente definido em X .

Observagao 2.2 Em dimensdo finita o espectro consiste do conjunto dos autovalores. Ou seja,
o0 espectro € o espectro pontual.

Por convengao: Se z € A(A), |[(z — A)7Y| = oo. Do teorema 2.3, para algum A € C(X) e

z € p(A) temos que
1

dist(z, \(A))

O proximo resultado é uma conseqiiéncia do teorema 2.3.

I(z = A~ > (2.22)

Teorema 2.4 Dado A € C(X) a norma do resolvente é uma fungio de z € € em (0,00) com
as sequintes propriedades:

i. E continua, ndo limitada e toma o valor oo exatamente em A(A).
it. Para z ¢ N(A) entdo (2.22) € vdlida.

iii. Se z ¢ N(A) entdo z ¢ N(A+E) para algum E € B(X) que satisfaz |[E|| < 1/[|(z—A)71].
Reciprocamente, para algum € > ||(z — A)7Y| 7! existe E € B(X) com ||E| < € tal que
(A+ E)u = zu para algum u € X ndo nulo.

Com o auxilio das defini¢oes e resultados apresentados acima podemos agora interpretar
bem o conceito de pseudo espectro de um operador. Resumidamente, o pseudo espectro de um
operador A € C(X) é o conjunto de todos os autovalores do operador A = A+ E, com ||E|| <,
(veja a figura 2.4). A defini¢ao 2.7 caracteriza formalmente o pseudo espectro de operadores.

2Um operador A é densamente definido em X se D(A) = X, ou seja D(A) é um subespaco denso em X, onde
D(A) é o dominio de definigdo do operador A.
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€ Al =A+¢q
AA) > Ay = A+ e

A, ANAz) —

Figura 2.4: Operador A com perturbacio €1 e €3, e seus respectivos pseudo espectros.

Definicao 2.7 Seja A € C(X) e € > 0 arbitrdrio. O e—pseudo espectro de A, N (A), € o
conjunto dos numeros z € C, definido equivalentemente por uma das sequintes condi¢des:

i =AY > e,
ii. z€ N(A+ E) para algum E € B(X) com || E| < e.
iti. z € N(A) ou ||(z — A)u|| < € para algum u € D(A) com |ju]| = 1.

Se ||(z — A)u|| < € como em (iii.), entdo z é um e—pseudo autovalor de A e u o e—pseudo
autovetor (ou e—pseudo autofunc¢do) correspondente.

Da definigao 2.7 obtemos a seguinte a propriedade: Dado A € C(X) os e—pseudo espectros
do operador A, A¢(A)e>o satisfazem

() Ae(A) = A(A).

e>0

A definigdo de pseudo espectro para matrizes é similar a definicdo 2.7. Suponha que A é
uma matriz quadrada e || - || uma norma matricial convenientemente definida. Para cada € > 0,
o e—pseudo espectro de A é o subconjunto do plano complexo,

Ne(A) = {2 €C : |[(zI = A)7Y| ="},

com I representando a matriz identidade. Uma maneira equivalente de definir A(A), quando A
é uma matriz, é:

Ne(A)={z €C : opin(z] — A) <€} (2.23)

com o iy representando o menor valor singular da matriz zI — A. Uma forma de determinar o
pseudo espectro de uma matriz é através de (2.23). Discretizamos o operador 4 espectralmente,
avaliando omin(2/ — A) nos pontos da malha z;; e entdo determinamos a curva de nivel da
superficie obtida no plano complexo. Também podemos caracterizar A.(A) pelos autovalores
das matrizes perturbadas, veja a figura 2.4. Em muitas aplicacoes encontramos operadores ou
matrizes que estao longe de serem normais. Essa caracteristica pode ser informada através do
pseudo espectro do operador ou da matriz.

)

Observacgao 2.3 i. Se A € uma matriz ou operador normal, o e-pseudo espectro N (A) é
formado pela unido de bolas de raio € centradas nos pontos do espectro de A, o que implica
que 0s autovalores de A sdo insensiveis a pequenas perturbacdes.
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it. Se A estd longe da normalidade, Ac(A) pode ser muito grande e ter um contorno muito
diferente: quanto maior o pseudo espectro, maior a nao normalidade do operador [38].

O proximo exemplo ilustra a observagao 2.3 através da figura 2.5. No exemplo 1 apresentamos
dois operadores diferenciais: um longe de ser normal e outro quase normal.

Exemplo 1 Pseudo espectros de dois operadores diferenciais °.

O primeiro operador diferencial altamente nao normal é o operador de Shorédinger agindo
em L?(IR). O operador £ é definido por,

L=—up+caz’u, ze R (2.24)

Os autovalores e autofungoes do operador £ em (2.24) sdo determinados analiticamente e dados
por:
Me = Ve(Rk+1)  ug = exp(—\/ExQ/Q)Hk(cix), para k=0, 1, ...

em que Hy é o k—ésimo polindémio de Hermite [20]. A figura 2.5 (esquerda), apresenta o pseudo
espectro de £ com ¢ = i. O que mostra que L esta longe de ser normal, conforme a observagao
2.3, item ii. De fato, a norma do resolvente cresce exponenciamente a medida que € aumenta.
Mais detalhes sobre as caracteristicas do operador de Schrédinger podem ser encontradas em
[37, 38]
O segundo operador diferencial associado ao problema de propagacao de ondas unidimensi-

onal, vem da equacao,

Uy — Ugy =0 z € [0,7], <0

u(0,t) =0

Uz (m,t) + ou(m,t) =0,

_[o m [ w
it

é definido por,

A figura 2.5 (direita), apresenta o pseudo espectro de A com § = 0.2. E conforme a observacao
2.3 item i. os autovalores de A s@o pouco sensiveis a pequenas perturbacoes, ilustrando com
isso que A é quase normal. Mais detalhes sobre as caracteristicas pseudo espectrais do operador
A sdo apresentadas na secao 3.2. Neste exemplo nosso objetivo é apenas ilustrar o pseudo
espectro de um operador quase normal. Os pseudo espectros apresentados na figura 2.5 foram
construidos discretizando os operadores diferenciais conforme descrito anteriormente. Detalhes
adicionais serao vistos mais adiante.

Uma medida para a sensibilidade de um autovalor A\; de uma matriz A é dada pelo nimero
de condicao de A;. O nimero de condicao [3, 9, 28] associado ao autovalor \; é definido por,

5 = el (2.25)

sendo x; e y; autovetores associados ao autovalor \; de A a direita e a esquerda, respectivamente.

3Todos os gréficos sobre pseudo espectro apresentados nesse trabalho foram construidos usando o pacote
EigTool [41].
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Figura 2.5: Pseudo espectro de um operador nao normal (esquerda), com e =
1075,107%5,...,107%5. E de um operador quase normal (direita), com ¢ = 10~1,107%8 ... 10°.
O simbolo *: representa os autovalores dos operadores.

2.3.1 Algumas consideragoes sobre |[(z —.A)7!| e || exp(tA)]-

Uma maneira equivalente de se analisar o problema (2.16): u; = Au, u(0) = ug, (segao 2.2),
é através de sua solucao formal: u = exp(t.A) ug, onde exp(t.A) é um operador evolugao conveni-
entemente definido. Assim, a evolucao do sistema pode ser prevista a partir do comportamento
de || exp(tA)|| como uma func¢ao do tempo. Uma maneira de realizar essa andlise é através do
espectro do operador. Em particular, se todos os autovalores de A tém parte real negativa, em
geral || exp(tA)|| — 0 quando t — oo [32] (exceto alguns casos em que H tem dimensdo infi-
nita). As dificuldades surgem quando as autofungées do operador A ndo sao ortogonais, isto é,
o operador A é nao normal. Devido a nao normalidade do operador A, a andlise espectral tende
a perder informagoes sobre o comportamento com a evolugao do sistema em instantes de tempo
intermedidrios [9]. Nestes casos, a andlise pseudo espectral é muito significativa, contornando as
limitacoes da andlise espectral. Mas em certos casos, estamos interessados no comportamento
assintético do sistema, isto é, quando ¢ — oo e entao faz-se necessaria a andlise espectral.

O objetivo desta segao é apresentar uma relagao entre a norma do operador evolugao || exp(t.A)||
e a norma do operador resolvente ||(z—.A4) ~!||, previamente determinada por Trefethen em [9, 38].
Para tanto, vamos especificar o significado de exp(t.4). Se A é uma matriz ou operador linear
limitado, podemos definir exp(t.A) através de uma série de poténcias convergente,

exp(tA) = Z (t?‘)n
n=0 ’

Mas, para um operador A € C(X) nao limitado, o significado de exp(t.A) vem da teoria
de semigrupos *. E conhecido que se A é um operador fechado, densamente definido em X
que gera um semigrupo de classe Cp, entdao existem constantes w € R e M > 1 tais que
|lexp(tA)|| < M exp(wt) para todo ¢ > 0. Um resultado mais informativo é como segue

*Algumas definigdes encontram-se no apéndice B [25].
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Teorema 2.5 Seja A um operador linear fechado gerando um Cy semigrupo, existem w € IR e
M > 1 tal que
|lexp(tA)|| < M exp(wt) YVt > 0. (2.26)

Além disso, qualquer z € C com Re(z) > w, pertence ao conjunto resolvente de A, p(.A), valendo
(z—A) ! = / exp(—zt) exp(t.A)dt.
0

Mais detalhes sobre o teorema podem ser encontrados em [38, teor.15.1].
Para ilustrar o teorema 2.5, vamos considerar o operador diferencial,

d

Du=—
u dxu

(2.27)
no espaco L?(0,d), satisfazendo a condicdo de fronteira u(d) = 0. Entdo conforme veremos mais
adiante (teorema 2.6), o espectro de D, A(D), é vazio.

Isto pode ser visto intuitivamente do fato de que, se existissem autofuncées associadas ao
operador D, elas seriam u(z) = exp(zx), para algum z € €. Mas, como u(x) nao satisfaz
a condicao de fronteira, ndo existem autofuncoes. A prova formal dessa afirmacio é obtida

-1

mostrando-se que o operador resolvente (z — D)~ existe e é um operador limitado para todo

z €, tal que: .
(z—D) to(z) = / exp(z(z — s))v(s)ds (2.28)

De fato, a solucao da equacao diferencial zu — v’/ = v, através do método da variacao de
parametros, é dada por u(z) = A(z)exp(zz). Derivando a solugao e substituindo na equacao
diferencial, obtemos que v(z) = —A’(z) exp(zz). A funcdo A(x) é determinada ao integrarmos
A'(z),

d
Al(x) = —v(x) exp(—zz) = A(z) = / exp(—zs)v(s)

j4 que A(d) = 0, da condicdo de fronteira. Portanto, (z — D)~ !v(x) = u(z) implica na equagio
(2.28), ja que u(x) = A(z) exp(zz).

J& o pseudo espectro de D é muito significativo. Informagoes sobre seu comportamento
podem ser obtidas através da norma do resolvente dado em (2.28), que cresce como uma funcao
de exp(—dRe(z)) quando Re(z) — —oo. O préximo teorema reune essas ultimas observagoes.

Teorema 2.6 O espectro do operador diferencial D € o conjunto vazio. A norma do resolvente
||(z — D)~ depende de Re(z), mas ndo de Im(z) e satisfaz

Iz = D) < Re;(z) para Re(z) >0, e (2.29)
. pyty _ SP(dRe)) LY s
o= oy = U o (2 ) para Re(z) <0 (2.30)

O pseudo espectro de D sao os semi planos da forma,

log(e)/d  quando € — 0,
€ quando € — 00

Ne(D) ={z € C tal que Re(z) < c¢}, com c. = { (2.31)
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Demonstracao: Seu = (z—D) 'v dado por (2.28), entdo u é uma resticiao no intervalo (0, d)
da convolugio v*g ® com v e g fungoes em L?(IR) e g(x) = exp(zz) para x € [—d,0], 0 caso
contrario. Pela transformada de Fourier, temos que

lull < lv*gll = l[v*gll = 5G]l < [|3]] sup [G(w)].
welR

Da definicao de transformada de Fourier segue que,

a(w) = exp(d(iw — z)) — 1.

w — 2
E esta tltima expressao assume seu valor maximo quando w = I'm(z) :

. _exp(—dRe(z)) — 1
R 7E

Assim temos que,

1 — exp(—dRe(2))
Re(z)

O que mostra (2.29) para Re(z) > 0. Por outro lado, para Re(z) < 0 vamos dividir (2.28) em

duas partes:

Itz = D)1l <

para Re(z) > 0. (2.32)

d T
(z — D) lu(x) = Riv(z) — Rov(z) = /0 exp(z(z — s))v(s)ds — /0 exp(z(z — s))v(s)ds.

Entao temos,
B[l = [1R2]| < (= = D)7H| < [[Rull + || Rall-

Com os mesmos argumentos usados para mostrar (2.32), obtemos

IR2|| < — para Re(z) < 0. (2.33)

1
Re(z)
d
A norma de R; é determinada exatamente, ja que Riv(z) = exp(zz) [ exp(—zs)v(s)ds. A

0
depedéncia de z de Rjv(x) independe da escolha de v. Desta forma escolhendo uma fungao
v(z) que maximiza |R1v(0)|/||v]|, esta fungao, também vai maximizar ||Ryv|/[|v||. Usando a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, Uma escolha apropriada é v(s) = exp(—2s), que implica em

d
ww:mmwzﬁﬂwﬁ&@mz<mkmwm—l
vl lv(d)| exp(—dRe(z)) —2Re(z) exp(—dRe(z))
Combinando os resultados (2.33) e (2.34), obtemos (2.30).

171l =

(2.34)

O

Pelo teorema de Hille - Yosida B.2, um operador linear fechado definido densamente que
satisfaz p(A) C (0,00) gera um semigrupo de contracoes: ||exp(tD)| <1 parat > 0.

O préximo teorema mostra que o pseudo espectro de operadores nilpotentes fornece informa-
¢oOes importantes para a analise do operador evolucao no tempo. A demonstragao do teorema é
omitida, ja que utiliza resultados que fogem do escopo desse trabalho. Ela pode ser encontrada
em [9, 38].

®Se f e g sdo fungdes continuas por partes em [0,¢] para todo t > 0, a convolugdo f*g é dada por:

[ = spatepas.

39



Teorema 2.7 Seja A € C(X) gerando um Cy semigrupo exp(t.A) em um espaco de Hilbert H.
Entao || exp(TA)|| = 0 para todo T > to se e somente se o espectro de A € vazio e

|(z = A)7Y|| = O(exp(—7Re(2))), quando Re(z) — —oo.

2.4 Estabilidade do método das linhas

Na secao 1.4 apresentamos um exemplo que ilustra as dificuldades envolvidas na analise da
estabilidade do método das linhas, quando esse envolve matrizes ndo normais. A estabilidade
do método das linhas relaciona dois elementos dos esquemas de aproximacao: uma familia de
matrizes {Ly} associada a aproximacao das derivadas das varidveis espaciais e a regiao de
estabilidade do esquema de aproximacao do sistema de EDO’s semi discreto. No nosso caso as
matrizes associadas a aproximacao das derivadas espaciais sao obtidas através do método pseudo
espectral de Chebyshev descrito em 1.3. Enquanto o sistema de EDQO’s semi discreto é resolvido
através do método de Runge-Kutta de quarta ordem, descrito em 2.1.1.

Um critério pratico para estabilidade do método das linhas usando autovalores e regioes de
estabilidade é como segue [26, 27, 36, 37] :

Critério de Estabilidade para o Método das Linhas Segundo Autovalores

Uma condigao suficiente para a estabilidade numérica do método das
linhas é que o espectro de At Ly ) esteja contido na regiao de estabilidade

do esquema de aproximacio no tempo para At = 0.

Este critério pode ser justificado da seguinte maneira: Se A(AtLy) C S entao |¢(AtA)| < 1
para todo A € A(AtLy) com ¢ descrita na secao 2.1.2. Por outro lado, Sarn = ¢(AtLy) e
pelo teorema da aplicacdo espectral temos que, A(¢(AtLy)) = ¢(A(AtLy)). Dai segue que,
lp| < 1 para todo p € A(Sat,n), a qual é suficiente para garantir a condicao de estabilidade:
||Sgt7NH < C para alguma constante C' > 0 (veja, secao 2.2, eq. (2.19)-(2.21) ), desde que nao
existam autovalores multiplos satisfazendo |u| = 1, [27].

Entretanto, a menos que a matriz Ly seja normal, é conhecido que esta condicao nao é
suficiente para garantir estabilidade numérica no sentido pratico, e nem para garantirestabilidade
segundo Lax (veja o exemplo descrito na segao 1.4). Reddy e Trefethen em [27] apresentam um
resultado que fornece condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade segundo Lax em
termos dos e—pseudo espectros de At L.

Teorema 2.8 Seja Sar N 0 esquema de aprozimagao via método das linhas do problema (2.16)
e S a regigo de estabilidade do esquema de aprorimacdo de passo simples para o sistema de
EDO'’s, satisfazendo:

e S ¢ limitada e ¢'(w) =0 para w € dS (Para as defini¢oes de S e ¢p(w) veja segao 2.1.2.)

e Existe um dominio ndo-vazio V C C e uma constante M < oo tal que ||(ul — AtLy)~ | <
M para todo p € V e para todo At.

Se [|(Sarn)¥|| < C1 Yk > 0 entdo os e—autovalores {pe} do operador {At L} satisfazem
dist(pe,S) < Cae Ve. (2.35)

E se (2.35) é vdlida, entdo ||Sazn *|| < Csmin{N,k} Vk >0 [36, 38].

40



A relacao entre as constantes C; dependem do esquema de aproximagcao, da constante M
e do conjunto V. A prova do teorema requer de varios resultados preliminares envolvendo a
norma do resolvente do operador AtLy cujas provas sao extensas e por isso sao omitidas. Para
detalhes, veja [36, 38, 27].

Na préatica, a estabilidade segundo Lax é verificada através da seguinte regra,

Estabilidade Numérica do Método das Linhas

Uma condicao para a estabilidade numérica do método das linhas é
que os e-pseudo espectros de At x (Ly) esteja contido na regido de
estabilidade do esquema de aproximagao no tempo para €, At — 0.

Para ilustrar a regra acima, vamos considerar o problema,

ug(x,t) = ug(z,t), ze€(-1,1), t>0
cos?(m(z — 0.25)), se |z — 0.25) < 0.5
u(z,0) =

0, caso contrario

(2.36)
u(1,t) = 0.

O método das linhas é aplicado a EDP (2.36) com o esquema upwind para a aproximagao
na variavel espacial x, o qual resulta no sistema de EDO’s semi discreto,

iuj(t) _ uj+1(t) - uj(t)

Uy = LN 2.
i Az — Ut NU, ( 37)
uo(t) -1 1
_ u1(t) I 1 -1 1
com u = (§] N = Ex - 1
un—1(t) -1

Para o sistema de EDQO’s (2.37), utilizamos o método de Euler (veja a secao 2.1.1), para a
aproximacao no tempo. Obtendo assim o problema completamente discreto,

t
u;?H — u;“), (2.38)

E+1 k
u” = u” —
it Aa;(

J

com ug" a aproximagao numérica de u(x,t) no ponto z; e no instante de tempo k.

Na forma matriz - vetor, a equagao (2.38) torna-se,

uo 1—0 o
U1 l—-0 o At
P = Spp N, com v = ) , Sarn = € 0=
: - o Az
UN_1 l1—0

Os autovalores de Sa; v satisfazem |1 —o| < 1 para o < 2. Mas a norma das poténcias de Sa v,
crescem exponencialmente para o satisfazendo 1 < o < 2. O que resulta em instabilidades para
as solugoes aproximadas.

A figura 2.6 ilustra a aplicacao do teorema 2.8 para o problema (2.36) com o = 0.6 e 0 = 1.2.
Estabilidade segundo autovalores é garantida para os dois valores de o, ja que o é autovalor de
AtLy e estd na regiao de estabilidade do método RK1. Ja o pseudo espectro da matriz AtL y,
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Figura 2.6: Espectro (e) e Pseudo Espectro da matriz AtLy, para e = 1072,1073,...,107" e
Regiao de Estabilidade do Método RK1 (circulo com centro no ponto (—1,0)).
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Figura 2.7: Solugoes Numéricas do problema (2.36) com At = 0.6Az e At = 1.2Az.

se extende para fora da regiao de estabilidade do método RK1, no caso em que o = 1.2. Dessa
forma as solugoes aproximadas apresentam instabilidades, veja a figura 2.7 (direita).

No capitulo 4 serao discutidas as caracteristicas de estabilidade dos método pseudo espectrais
para problemas de propagacao de ondas. Nessa andlise serao utilizados os dois critérios que
garantem a estabilidade segundo autovalores e a estabilidade segundo Lax.
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Capitulo 3

Propagacao de Ondas

A simulagdo numérica de propagacao de ondas em dominios extensos ou provavelmente ili-
mitados é abordada na pratica restringindo o dominio para uma regiao delimitada por fronteiras
artificiais. Embora conveniente do ponto de vista computacional, a abordagem requer técnicas
que eliminem reflexGes indesejadas nas fronteiras artificiais, e um aspecto crucial do processo
é a escolha de condigbes de fronteira que atenuem essas reflexdes. Condigoes desse tipo sao
chamadas condigoes de fronteira absorventes [7,9, 10, 13, 17, 39]. As condigoes de fronteira que
evitam completamente as reflexoes, sdo ditas transparentes [17, 19].

Neste capitulo apresentamos brevemente alguns resultados obtidos por Driscol e Trefethen [9]
e Jackiewicz e Renaut [19], que motivaram a realizacao desse trabalho. Esses autores investiga-
ram a estabilidade de um método pseudo espectral de Chebyshev para a propagacao de ondas
unidimensionais e bidimensionais obtido a partir de um modelo descrito por um sistema hiperbé-
lico de EDO’s de primeira ordem. Motivados pelo trabalho de Veseli¢ [40], Driscol e Trefethen [9]
colocam o problema na forma de um sistema auténomo envolvendo um operador nao normal,
mostrando que a andlise espectral é insuficiente para o estudo de estabilidade do modelo. Nesse
estudo, o problema é modelado usando a equacao da onda linear unidimensional com uma con-
dicao Dirichlet nula em uma fronteira e uma condicdo absorvente (linear decrescente !) na outra.

J& Jackiewicz e Renaut estudam o problema de propagacao da onda com condigoes de fron-
teira transparentes em ambas as fronteiras, focando a estabilidade numérica de alguns métodos
baseados no método das linhas em conjuncdo com o método pseudo espectral de Chebyshev. O
método pseudo espectral, primeiro aproxima o operador diferencial, produzindo um sistema de
EDO’s da forma vy = Ax v (modelo semidiscreto), em que Ay é uma matriz associada a apro-
ximagao das derivadas nas varidveis espaciais através da matriz de diferenciagao de Chebyshev
[37], veja segao 1.2. Em seguida, o método constréi solugoes numeéricas resolvendo o sistema de
EDQ’s através do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

A partir dos trabalhos [9, 19], continuamos a investigacao sobre a estabilidade numérica dos
métodos propostos nesses trabalhos para problemas de propagacao de ondas unidimensionais,
restritas ao intervalo [0, 1], e bidimensionais restritas ao dominio Q = [0, 1] x [0, 1], com condigoes
de fronteira transparentes e absorventes. Para tanto, usamos uma reformulagdo da equacao
da onda na forma v, = A v, [9, 19, 27, 40], em que A é um operador diferencial que nao
depende de t e é definido em um espago de Hilbert apropriado. A partir dessa reformulagao
duas contribuicoes sao apresentadas. Na primeira, os resultados de Driscol e Trefethen [9]
sobre o autosistema do operador A envolvendo uma condigao de fronteira Dirichlet nula e outra

no sentido de que a fronteira “absorve” energia do sistema.
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absorvente sao generalizados para o caso em que ambas as condigoes de fronteira sao absorventes.
J4 na segunda, mostramos que algumas conclusoes de Jackiewicz e Renaut [19] sobre o espectro
de algumas matrizes envolvidas nos modelos semidiscretos e assuntos correlatos sao incorretas.

Adicionalmente, enfatizamos que a estabilidade do sistema semi discreto depende fortemente
da nao normalidade do operador A e que andlises baseadas somente no espectro de A podem
levar a conclusoes erroneas sobre a estabilidade das solugdes numéricas, tornando-se com isso
necessario o uso dos e—pseudo espectros na andlise de estabilidade numérica do método das
linhas [26, 27].

3.1 Modelo continuo unidimensional

Nesta secao, apresentamos algumas caracteristicas fisicas do problema e uma reformulagao
do problema na forma de um sistema auténomo (método das linhas, se¢ao 1.4) que usaremos ao
longo do trabalho. Vamos considerar a equacao da onda, com velocidade constante c:

U — gy =0, 2 €IR, t>0

u(z,0) = f(z), w(r,0)=0 (3.1)

com u(z,0) e us(x,0) condicdes iniciais do problema, com f(z) € C?(IR). A solucdo de (3.1) é
dada pela férmula de D’Alembert:

1
u(z,t) = §(f(x—|—ct)+f(a:—ct)). (3.2)
Verifica-se que enquanto o primeiro termo (z,t) — % f(z + ct), se propaga para a esquerda e
satisfaz,
0 o\ 1
Y _2 2 1) = )
(at Ca:c) fw+et) =0, (33)

o segundo termo (z,t) — % f(x — ct), se propaga para a direita satisfazendo,

(% + ca%) %f(m —et)=0. (3.4)

O comportamento da solucao segundo (3.3) e (3.4) sugere que a solugdo numérica de (3.1)
restrita ao intervalo [a, b] pode ser encontrada adicionando-se a (3.1) as condigbes de fronteira:

ut(a,t) — cug(a,t) = 0,

ug(b,t) + cugy(b,t) = 0. (3.5)

Observe que se a condicdo inicial f(x) é de suporte compacto em [a,b] 2, entdo as condicdes
(3.5) sao satisfeitas automaticamente. Veremos mais adiante que as condigoes de fronteira (3.5)
evitam reflexdes da solugao para o interior do dominio.

3.1.1 Condicoes de fronteira e coeficientes de reflexao

Conforme comentado anteriormente, um aspecto crucial no processo de simulagao numérica
)
de propagacao de ondas é a escolha de condigoes de fronteira que atenuem reflexoes indesejadas da

2f(x) € C([a, b]) tem suporte compacto se: [i.] suppf = {x € [a,b] | f(z) # 0}, e [ii.] suppf C (a,b).
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solucao numérica. O aspecto é crucial porque reflexoes das fronteiras para o interior do dominio
numérico podem distorcer a solugdo do problema e até mesmo resultar em instabilidades. O
objetivo desta secao é apresentar conceitos que esclarecem o fenéomeno de reflexdo para o caso
unidimensional. Para tanto, primeiro vamos considerar solucoes da equagao da onda

U = gy, (3.6)
da forma
u(z,t) = exp(i(wt + &x)) (3.7)
com w, & € IR satisfazendo a relagao de dispersao
W= e b = i%, (3.8)

que ¢é obtida quando substituimos a solugao (3.7) em (3.6). Para as ondas que viajam para a
esquerda, temos £ = (w/c) e para ondas que viajam para a direita { = —(w/c). Suponhamos que
o dominio seja limitado no intervalo [0, 1], no qual vamos considerar os operadores L associados
ao problema (3.1) como condigdes de fronteira em = = 0 descritos como segue

Li: u(0,t) =0,

Lo ugy(0,t) =0, (3.9)

L3: cug(0,t) — ue(0,t) = 0.

Sejam
ur(z,t) = exp(i(wt +&x)), e wugr(x,t) = Rexp(i(wt — &x)), (3.10)

a onda incidente e a onda refletida na fronteira artificial x = 0, respectivamente, onde R ¢é o
coeficiente de reflexdo da onda. O objetivo é determinar os coeficientes de reflexdo referente a
cada uma das condigoes de fronteira dadas em (3.9). Observe que uy e ur dadas em (3.10) sao
solugoes para a equacao (3.6), satisfazendo a relacao de dispersao (3.8). Como o problema é
linear uy + ur também é uma solucdo, entdo na fronteira [7, 10, 17] temos:

ﬁj(U]-f—uR) = 0. (3.11)

Assim, para as condi¢oes de fronteira Dirichlet, Neumann e absorventes na fronteira z = 0,
respectivamente, temos que

Li(ur +ur) =0 = exp(iwt) + Ry exp(iwt) =0 = Ry = —1,

Lo(ur +ur) =0 == {exp(iwt) — ERgexp(iwt) =0 = Ry =1,

Li(ur +ur) =0 == c&(1 — R3)exp(iwt) — dw(l + R3) exp(iwt) =0 == R3 = %—jrg.
(3.12)

Da primeira equacdo de (3.12) segue que a condi¢do de fronteira Dirichlet é totalmente
reflexiva, sendo que a onda refletida é invertida. Um exemplo deste fendmeno é ilustrado na
figura 3.1. Observe que no caso de propagacao “ideal” a onda atravessa a fronteira artificial
viajando em ambas as diregoes, enquanto que no caso de considerarmos condigoes de fronteira
do tipo Dirichlet nula, o fendmeno de reflexao tende a aparecer apds certo tempo.

Da segunda equagao de (3.12) segue que na condicao de fronteira de Neumann, a onda
é perfeitamente refletida. A terceira equagao em (3.12) define uma familia de condigoes de
fronteira absorventes [17]. Se 6 = 1 o coeficiente de reflexao torna-se nulo, indicando com isso
que as condigbes de fronteira (3.5) sdo completamente transparentes, isto é, permitem que as
ondas atravessem as fronteiras artificiais eliminando completamente o fendbmeno de reflexdo. A
tabela 3.1 apresenta as diferentes condigbes de fronteira (em x = 0) usadas frequentemente em
conexao com a equacao da onda e seus respectivos coeficientes de reflexao.
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Figura 3.1: Propagacao da onda unidimensional segundo (3.2) (esquerda) e propagagao da onda
numérica usando condigdes de fronteira Dirichlet nulas (direita).

Condicoes de fronteira ‘ Coeficiente de reflexao ‘
Dirichlet u=0 =-1
Neumann Uy =0 R=

Absorventes | du; —cugz =0 R = %
Transparentes | uy —cu, =0 R=0

Tabela 3.1: Condigoes de fronteira e coeficientes de reflexao, para problemas de propagacao de
ondas unidimensionais, na fronteira x = 0.

3.2 Equacao da onda com uma condigao de fronteira absorvente

Esta secao é dedicada ao estudo de um modelo analisado por Trefethen e Driscol em [9]. O
modelo considera uma equacao da onda linear unidimensional (3.1) no dominio [0, 7], com uma
condicao de fronteira Dirichlet nula em x = 0 e uma condicao de fronteira absorvente em x = 7:

U — Uge =0, t >0, z € [0,7]
u(0,t) =0 (3.13)
uz(m,t) + du(m,t) =0, com 0 € (0,1].

O estudo comega com uma reformulagao do problema (3.13). Utilizando as varidveis auxi-
liares v1 = ug, € v2 = u; obtemos
8’[)1 81)2 81)2 8’01
—_—= e — = —
ot Ox ot ox’
o que nos leva ao sistema da forma

{vt:Av, 0<t<T

v(0) = vo ’Com”:{vl}’e«“z[oa 5{;} (3.14)

V2 %0

sendo A um operador diferencial linear definido em A : D +— H, com H = L2[0, 7] x L?[0, 7]
e D é um subespago denso em H formado por fungoes absolutamente continuas v = [vy, UQ]T,
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satisfazendo as condicGes,

’UQ(O, t) = O,

vi(m,t) + dva(m, ) =0, com &> 0. (3.15)

Conforme descrito na segao 2.3.1, a anélise de estabilidade da solugao de (3.14) pode ser feita
através do operador exp(t.A), tendo presente que podem ocorrer dificuldades quando A é nao
normal. Para tal, uma andlise espectral é necesséria, tanto para ¢ € (0,1) constante arbitraria,
como para § — 1, e sobretudo, sem ignorar que o comportamento assintético da solucao nem
sempre informa sobre a estabilidade numérica da mesma, conforme ocorre com alguns operadores
que tém todos os autovalores no semiplano complexo negativo. Driscol e Trefethen em [9], citam
um exemplo na area de estabilidade hidrodinamica que é assintoticamente estavel de acordo com
a analise linear, mas que na pratica apresenta instabilidades.

Pelas consideragoes colocadas acima, faz-se necessaria uma analise espectral e pseudo espec-
tral do operador A. A anilise espectral do operador comeca com a seguinte proposi¢ao a qual
descreve o auto sistema de A. Uma outra forma de determinar o autosistema do operador A é
descrita por Veseli¢ em [40].

Proposicao 3.1 Se 0 < d < 1, o autosistema do operador A, {\,,v,} € descrito por:

1 1-6 1
TL:_I S — ) Z, .1
A 2Wn<1+5>+<n+2>an€ (3.16)
e v, = [v1, ve,]" com

(3.17)

T

Demonstragao: Seja A um autovalor de A e v = [u; v2]" a autofungao correspondente. Da

equacao Av = Av vemos que as as autofuncoes devem satisfazer

Pvy _Ou_yp P 00
az2  oxr % 0z2 " ox

Dessas equagoes segue que

= A%y (3.18)

v; = Aisenh(Ax) + By cosh(Az), e w9 = Agsenh(Ax) + By cosh(Az).

Da primeira condigao de fronteira: v2(0,t) = v2(0) = 0, segue que By = 0 e que Ag é qualquer
constante nao nula. Tomando A = 1 e considerando que de (3.18) temos que

% = )\COSh(}\Qj) = )\'Ul ($) :> Ul(x) — COSh()\,fL‘)_

Portanto, as autofungdes de A, v = [v; vg]T, tém componentes da forma
vi(x) = cosh(A\x), wva(z) = senh(A\x),

com A a ser determinado.
Agora vamos determinar os autovalores do operador A. Impondo a segunda condigao de
fronteira, temos que

(14 6)exp(Am) + (1 —9) exp(—=Ar) =0 (3.19)
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De (3.19) obtemos,

Ju—
(e%9)

1-6 1=
exp(2/\7r) = —m = exp(z@)?

com exp(if) = cosf + isenfd = —1. O que implica que § = (2n + 1)7, Vn € Z, e dai obtemos
(3.16).
O
Driscol e Trefethen organizam essas informacoes através do seguinte teorema, cuja demons-
tracao pode ser encontrada em [9].

Teorema 3.1 Para 0 < § < 1, a imagem numérica > de A € o semi plano fechado esquerdo, e
para § = 0, ela € o eizo imagindrio. Consequentemente,
1
M—A)7 < —=——, Re(\) >0 3.20
00 = A7 € s Re() (320)
Para 0 < § < 1, o espectro de A é dado por (3.16). A norma do resolvente € invariante sob
translagoes pelo eixo 12 e satisfaz,

I = A) | = |1 = (1/2Rx)| - [Re(A)] ™" + O(exp(2mRe(}))),  Re(A) — —o0

I — A1 < (1— (1/2R0)) - [Re(N)] ™" + Olexp(2nRe(N), Re(d) — —00, 2D

com Ry = (1—-9)/(1+96), determinando o coeficiente de reflexdo da condi¢ao na fronteira x = .
Para § =1 o espectro de A € vazio. A norma do resolvente e invariante sob todas as translagdes
mmagindrias e satisfaz,

H(AI _ A)fl” — GXp(27T|R€()\)|) (

2 [Re(V)| > , com Re(\) — —o0. (3.22)

[Re(A)]

Observe que, como § € (0,1), todos os autovalores de A tém parte real negativa. Além
disso, pode-se provar que o espectro do operador A é formado apenas pelo conjunto dos seus
autovalores, o fato segue da segunda equagao de (3.21), que mostra que o operador (Al — A) é
limitado (veja a defini¢ao 2.5, segao 2.3). E que o espectro do operador é vazio quando d = 1 [9].

A analise pseudo espectral do operador A foi feita numericamente: os pseudo espectros foram
determinados através de um modelo semi discreto com dimensao suficientemente grande, que
serd apresentado na secao 3.3.2. As seguintes conclusdes podem ser feitas.

e Para § distante de 1, as desigualdades (3.21) confirmam um grau de nao normalidade
moderado, conforme ja ilustrado na segao 2.3, veja figura 3.2 (esquerda).

e Se 0 ~ 1, a primeira desigualdade em (3.21) indica que as fronteira esquerda de cada
e—pseudo espectro cresce a medida que € aumenta (veja figura 3.2 & direita). Entretanto
cada pseudo espectro continua sendo limitado a esquerda e a direita.

e Jdparad = 1, aestimativa (3.22) no semi plano esquerdo mostra que os e—pseudo espectros
nao sao limitados a esquerda, quando Re(\) — —o0, fato ilustrado pela figura 3.3. Além
disso, o operador A é nilpotente, no sentido que exp(tA) = 0 para t > 2w, (veja segao
2.3.1). O teorema 2.7 relaciona a nilpoténcia do operador evolugao exp(t.A) com a norma
do resolvente |[(A — A)~Y||, que cresce como uma funcio de exp((—27Re(z)).

Encerramos a segao enfatizando que o operador A é altamente nao normal quando ¢ = 1,
fato que pode acarretar em dificuldades no que diz respeito a estabilidade de esquemas semi
discretos para resolver o problema de evolugao associado.

3A imagem numérica (numerical range) de A é definida por, W(A) := {{Au,u) : |lu| = 1}.
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Figura 3.2: Espectro e pseudo espectro do operador A para § = 0.2 e e = 1071,10798 ... 10°
(esquerda) e para 6 = 0.99 e ¢ = 1072,10718,...,10° (direita). Os autovalores de A sio
marcados pelos pontos.

-8

4 J . . . . A . -10
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.3: A do operador A com § = 1, com € = 10719, 1078, ..., 10°.

3.3 Sistemas semi discretos associados ao modelo de Driscol e
Trefethen

Nesta secao apresentamos uma anélise comparativa de dois modelos semi discretos associados
ao modelo (3.13) de Driscol e Trefethen [9], obtidos aproximando a segunda derivada em relagao
a variavel espacial x através do método de diferencas finitas e através do método pseudo espectral
de Chebyshev.
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3.3.1 Sistema semi discreto baseado em diferencas finitas

Para o problema (3.13), vamos considerar uma partigdo do intervalo [0, 7] com N subinter-
valos, igualmente espagados onde h = w/N,

O=xp<m<...<zy=m

comz; =x9+thei=0,1,...,N.
Aproximando ug, via diferencas finitas centradas, obtemos

u(a:i_l, t) — 2u(:z:i, t) + u(a:i+1, t)
h2

ja que a condicao de fronteira u(xo,t) = 0 = ugzz(20,t). Ou seja,

Vi=1,...N—1,

Uz (xia t) ~

( 1
ug(x1,t) =~ —?(—u(xo, t) + 2u(xy,t) — u(xo,t)
u (o, t) —ﬁ(—u(ml, t) + 2u(za,t) — u(xs, t) (3.23)
1
ug(TN_1,1) —ﬁ(—u(l‘]\ug, t) + 2u(zy_1,t) —u(xn,t).

Usando série de Taylor para aproximar u,,(zy,t) obtemos,

Uze (TN, T) = 3(u(uUN_l,t) —u(zy,t)) + gugc(a:]\/,t).

h? h
Portanto, se usamos as condi¢ao de fronteira (3.13) em zny = 7, obtemos
1 20
up (TN, t) ~ —ﬁ(—2u(xN_1,t) + 2u(x N, t)) — ﬁut(wN,t). (3.24)

Se eliminamos o erro de aproximagao em (3.23) e (3.24), obtemos o sistema N x N de EDO’s

da forma: 5 .
Vgt + EC Ut + ﬁK v=20 (325)
com, C' e K sendo matrizes N x N definidas por
P -
-1 2 -1
C = diag(0,...,0,2), K= )
-1 2 -1
2 =2

7= [o1(t) va(t) ... on(0)]7,

com v;(t) sendo a aproximagao para u(x;,t), paral < i < N . O sistema (3.25) pode ser reescrito

na forma,
U= LyU (3.26)
com
o 0 I
U:[], Ly = 1 ) (3.27)
-——=K —-C
o 12 h
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Figura 3.4: Espectro e pseudo espectro da matriz L N (diferengas finitas), com e =
1071, 10798, ... 10°, N+1=16 e § = 0.99 (esquerda). Zoom da aproximagdo, a direita. Os
simbolos ® representam os autovalores de Ly e os simbolos *, os autovalores de A.

Como o sistema semidiscreto (3.26) envolve a matriz Ly que ndo é simétrica (por causa da
nao simetria da matriz K'), um modelo alternativo com melhores propriedades pode ser obtido
facilmente. De fato, introduzindo a transformacao

K=DKD™'= , com D = diag(1,...,1,v2/2),
-1 2 —/2/2
—V/2/2 2

segue que K 6 simétrica e definida positiva e com uma fatoragao Cholesky obtemos,

K = PPT.
A mudanca de varidveis,
1 1 pr
Vi=—-Ply Vig = EP V2
) ) 1 )
Vo =0 Voy=—— - =
2 = U 2t hCV2 hV1

resulta no sistema semi discreto
Vig] _1[ 0 PT il.oz [W
Vou | h|—-P —6C || V| N|w |
A questao que aparece é se o espectro e o pseudo espectro do operador discreto L N aproxima
de fato o espectro e o pseudo espectro do operador A. A resposta é afirmativa, mas a convergéncia

*

¢ muito lenta, conforme pode ser verificado através da figura 3.4 em que * representam os

autovalores do operador A e °®, os autovalores da matriz Ly.
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3.3.2 Sistema semi discreto baseado no método pseudo espectral de Che-
byshev

Nesta secao analisamos a segunda versao semi discreta do problema (3.13), de Driscol e
Trefethen [9]. O modelo provém de aplicar o método pseudo espectral de Chebyshev com pontos
de colocagao da forma:

1 .
a=zg<z1<---<zxny=b com z;= 3 ((b—a)cos <‘%> +(b—|—a)>, 0<j<N.
Um aspecto fundamental do método apresentado é o uso da matriz de diferenciacao de

Chebyshev D para discretizar o modelo (3.13). O procedimento para deduzir D é descrito na
secao 1.2. Para aproximar a derivada espacial de segunda ordem usando a matriz D, vamos

considerar,
att = [utt(an t)? sy utt(xNv t)]Ta aﬁm = [uxz(m()a t)a o ,Uxx(fﬂ]\/’, t)]T
Da representacao da matriz D usando linhas le e colunas dj, com @ = [u(zg,t),...,u(zy,t)]7,
segue que
U D?%

(dold + ... +dn_1l%_))u+ dnilka
(dolg + ...+ dN_lljz\}fl)ﬂ + dNux(acN, t),

QX

pois uy (TN, t) ~ l%a. Das condigoes de fronteira,

{u(azo,t) =0

ux(a;N, t) = —5Ut(xN7 t)
segue que ~
Upe ~dyug(zTn,t)+ D1P2}Li (3.28)
~ —ddnu(zy,t) + D1Dati. '
em que

i = [u(x1,t), .., u(zn, )7, Di=[do ... dn_1],
com Dy sendo formada pelas N dltimas colunas da matriz D, definida por
lo

Dy = :
N
Tomando as N ultimas equagoes do sistema (3.28) obtemos o a seguinte aproximacao para ty,:

Upy ~ —5C/l\N’U,t(xN, t) + ﬁlﬁgﬁ, (3.29)

em que EN é composto pelas N tultimas componentes de dy e ﬁl é formado pelas N 1ltimas
linhas de D;. Daf segue que
ity ~ C ity + Dy Dyit
com C sendo a matriz de ordem N com as N — 1 pimeiras colunas nulas e a ultima igual a —9 d, N,
isto é,
é\ = —56/{ Ne]:@,
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Figura 3.5: Espectro e pseudo espectro da matriz By com € = 1072, 1076, ..., 109 N+1=16
e d = 0.99 (esquerda). Zoom da aproximacdo & direita, com ¢ = 1073, 10726 . . 10°. Os

autovalores de By sao marcados pelo simbolo e e os autovalores do operador A pelos simbolo *.

com ey sendo o N-ésimo vetor canénico. Desprezando o erro de aproximacao em (3.29) obtemos
o sistema de EDO’s
vy = C v + D1D9yv, (3.30)
com
v = [or(t),...,on()]"

e v;(t) sendo a aproximagao para u(z;,t).
O sistema de EDO’s de segunda ordem (3.30) pode ser transformado no seguinte sistema de
EDO’s de primeira ordem

I
%:BN‘/, com BN:|:510§2 é],eV:[

<

] . (3.31)

1]

t

A formulagdo apresentada em [9] é obtida a partir do sistema (3.30) através da mudanca de
variaveis,
wy = D2 v wy 4 = Doty = Dow
1 2 —, Wit = Lot =Lows
we = Uy way = C wy + Dywy

o que resulta no sistema de EDO’s,

WtngVV, com By = 9 D@z ,eW:[wl]. (3.32)

D1 w2

O caso de méaxima nao normalidade ocorre quando § = 1, que é o caso em que o espectro
de A é vazio, (figura 3.3). J4 o pseudo-espectro do operador é muito significativo e pode ser
usado para prever o comportamento do operador evolugao || exp(t.A)||. A aproximagao usando o
método pseudo espectral de Chebyshev mostra-se mais eficiente que a aproximagao via diferencas
finitas, compare as figuras 3.4 e 3.5. A figura 3.5, apresenta o espectro e pseudo espectro da
matriz EN, juntamente com o espectro do operador A. Observe que os autovalores de EN
(representados por ), coincidem com os autovalores de A (representados por x).
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3.4 Equacao da onda com condicoes de fronteira transparentes

Nesta se¢ao apresentamos uma andlise espectral de um método numérico pseudo espectral de
Chebyshev para a simulacao numérica de propagacao de ondas 1D e 2D, proposto recentemente
por Jackiewicz e Renaut em [19]. O modelo unidimesional é a equagao da onda (3.1), restrita
ao intervalo [0, 1] com condigoes de fronteira que generalizam (3.5), descrita como um sistema
hiperbélico de EDQ’s de primeira ordem obtido através da transformacao wi = u; € wg = uy:

= ¢? 1
Wi =cWagz, 0<z<L, >0 (3.33)
W = W1 g, O<ax<1,t>0,
com condigOes iniciais e de fronteira
w1 (.’E, 0) 07 0 <z y
wa(x,0) = fa(), 0<z<1,
(3.34)
w1(0,t) — cw2(0,t) =0, t>0
wi(1,t) + cw2(0,t) =0, t>0
A segunda equagao em (3.33) é a chamada condi¢ao de consisténcia: Wy = Wyy.
Para a analise espectral do modelo, vamos reescrever o problema original na forma
= <t<T 2.0
{wt Aw, 0t < ,comw:[wl],eAz[Oa Caz} (3.35)
w(0) = wo wo 5 0

em que A é um operador linear definido em A : D — H, com H = L?(0,1) x L?(0,1) e D é um
subespaco denso em ‘H formado por fungoes absolutamente continuas satisfazendo as condicoes

de fronteira absorventes
wl(ov t) - Clw2(07 t) =0

wi(1,t) + cowa(1,t) = 0 (3.36)

com ¢; e ¢z constantes positivas. Note que as condigoes de fronteira absorventes (3.36) tornam-se
as condicoOes de fronteiras transparentes em (3.5) quando ¢; = ¢ = c.

Conforme visto nas se¢oes 2.2 e 3.2, a solugdo formal do problema valor inicial (3.35) é
da forma w(t) = exp(t.A)w(0) e pelas mesmas condigoes as limitacoes da andlise espectral sao
contornadas pela andlise pseudo espectral do operador A.

Comecamos com a seguinte proposicao que descreve o auto sistema de A.

Proposicao 3.2 Se 0 < ¢, co < c. Entao o autosistema do operador A é formado pelos

autovalores: ( \( )
c c—c1)(c—c .
Ap==1n +cnmi VYne Z 3.37
S () (330
e pelas autofungées wy, = [wy,, wa, |7 com

A A
wy, (z) = Clesenh [ 22E) 4 c1 cosh And ,
" c+c c c (3.38)
1 A& AnX )
wa, (z) = ccosh | — | +cysenh | —
c+c c c
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Demonstragao: Seja A um autovalor de A e w = [wy, wa]”

equacao Aw = Aw exige que

a autofuncao correspondente. A

0? A2 0? A2
WMQ — C—2w2 = 0, (§] le — gwl = 0,
e dessas equacoes segue que as componentes da autofuncao w devem ser da formas:

A A A A
wy(xz) = Ay exp <?:E> + A exp <—7$) , e wy(r) = Byexp <§> + By exp (—;) (3.39)

com A; e B;, constantes a serem determinadas. Agora note que da primeira condicao de fronteira
em (3.36) e da relagao:

2w1 = \wy,

ox

temos que

By = cAy, By = —cAy, e A= <C_61>A1.
c+cy

A escolha By = % verifica (3.38). A segunda condicao de fronteira em (3.36) mostra que,

A\ _ (c—a)lc—c)
exp (26) = Cra)eta) (3.40)

o qual verifica (3.37).
U

Observagao 3.1 Podemos também transformar o problema (3.1) em um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias, definido da sequinte forma,

by = Lab I
{ujt v com£:[0282 O],w:[“’]. (3.41)

w(0) = o ST Ut
A partir da formulacao (3.41), os autovalores de £ sao dados pela proposicao 3.3.

Proposicao 3.3 Se 0 < ¢1, ¢co < ¢. Entdo o autosistema do operador L ¢ formado pelos auto-
valores:

_ < n (c—e)le—ca) cnme n
Ap = 21 ((c—i—cl)(c—i—cz)) + Vne Z (3.42)

e pelas autofungées wy, = [Un, Apun]’ com

un(x) = csenh <)\n_x> + ¢1 cosh <)\n_x> . (3.43)
c

C

A demonstragao é feita de maneira andloga a demonstracio da proposicao 3.2.

Observagao 3.2 O espectro do operador A, AN(A), € vazio quando ¢1 = ca = c. Isto pode
ser explicado intuitivamente notando que, como as autofuncgoes devem ser da forma (3.38) e
ja que elas dependem de A satisfazendo (3.40), conclui-se que ndo existem autofungdes no caso
c1 = co = ¢. Uma demonstragao rigorosa deste resultado envolve a andlise do operador resolvente
(2I — A)~Y, 2 €, conforme os teoremas 2.6 e 8.1. Mais detalhes veja [9, 38].
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Figura 3.6: Fronteiras do e-pseudo espectro de A para ¢y = ca = 0.2 e ¢; = co = 0.99, esquerda
e direita respectivamente, com e = 107, 10798 ..., 10%6. Os autovalores do operador sio
representados pelo simbolo e.

30 -2
20 b — 3
10 B — 4
0 1 p— 5
-10} 1 p— 6
-20 g — 7
-30 L L — <]
—20 -10 0 10
Figura 3.7: Fronteiras do e-pseudo espectro de A parac; =cy =c=1,com e =107%,...,1072.

O pseudo espectro de A é apresentado nas figuras 3.6 e 3.7 para o caso em que a velocidade
de propagacdo da onda é ¢ = 1 e algumas escolhas de c1, co. As conclusoes feitas sobre o pseudo
espectro do operador descrito em (3.14), com uma condi¢ao de fronteira absorvente, podem ser
extendidas para o operador (3.35), com condigoes de fronteira absorventes nas duas fronteiras.
Observe na figura 3.6 que a medida que c¢1, co — ¢, o pseudo espectro torna-se mais amplo e
a nao normalidade do operador A aumenta, isto é, os autovalores do operador tornam-se mal
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condicionados. J4 a figura 3.7, apresenta o pseudo espectro do operador para ¢ = ¢; = cy. Nesse
caso, os e-pseudo espectros sao os semi planos a esquerda das fronteiras.

3.4.1 Problema semi discreto unidimensional de Jackiewicz e Renaut

Aqui apresentamos dois modelos semi discretos associados ao problema (3.35) propostos por
Jackiewicz e Renaut [19], que resultam de incorporar as condigoes de fronteira de duas maneiras
diferentes.

A primeira formulacao surge quando incorporamos as condicoes de fronteira (3.5) eliminando
as varidveis wa(xo,t) e wa(xy,t) fazendo:

wa(zo,t) = M e wo(xy,t) = —M. (3.44)
Para ver como isto é feito, observe que usando as defini¢oes
w1 = [wi(20,8), .., wilzn, )T, Wy = [wa(z0,1), ..., walzn,t)]T,
e do sistema (3.33), segue que,
w1 4 =~ 2D 1o (3.45)

QIJQ,t ~ D W1

Agora, incorporando as condigoes de fronteira e substituindo (3.44) em (3.45), obtemos

{U\l,t ~ cC wy + c? D1y

~ _ ) 3.46
Wo 4 ~ Doty ( )
com Wy = Wy, Wy = [wg(zl,t), ce wg(l’Nfl,t)]T, e
Dy=ldi -+ dyaa], Da=[lf -, 154,
(3.47)
C =[doy, 0, ..., 0 —dpn]7.

A segunda equagao em (3.46) foi obtida a partir de (3.45) omitindo a primeira e tltima
relacao, devido as condigoes de fronteira. Desprezando os erros de aproximacao, o primeiro
modelo semi discreto associado ao modelo continuo (3.35), é dado por

{ Vl,t = A1V1, t >0, (3.48)

Vl(o) = [0’ SRR Oa fx(xl)v ) fm(xN—l)]T

com )

cC ¢ D1 l/U\l
A pry V = ~ .
' {D20 ]el [wz]
A segunda formulacdo é obtida quando incorporamos as condi¢oes de fronteira eliminando
w1 (o, t) e wy(zy,t) fazendo

wi(zo,t) = c wa(xo,t) e wi(zy,t) = —cwa(xn,t). (3.49)

Procedendo como no caso anterior obtemos,

@Lt ~ CZDQ'&J\Q

~ Py ~ .50
Wa = Diwi + ¢ Cwa (3.50)
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as matrizes D1, Dy e C, como na primeira formulagdo, @w; = [wy(z1,t), ..., wi(zn_1,t)]7, e
Wy = W9.
Portanto, o segundo modelo semi discreto obtido em [19] é dado por,

{ ‘/2,t = A2‘/27 t> 07 (351)

V2(0) =10, ...,0, fu(zo), ..., fo(zn)]"

com

O C2D2 1/1)\1
A2 = € V2 = —~ .

D1 cC w2
Baseados em resultados numéricos, Jackiewicz e Renaut [19] concluem que as caracteristicas
de estabilidade das solugoes numéricas de ambas as formulacoes sao muito semelhantes, apesar
das matrizes A1 e Ay terem espectros diferentes (com A; tendo autovalores no semi plano
direito). Uma andlise da estabilidade das solu¢oes numéricas dessas formulacoes é apresentada
no préximo capitulo. Aqui, mostraremos que a afirmacgao sobre os espectros das matrizes Ay e

Ag é incorreta, veja também a figura 3.8.
Proposicao 3.4 As matrizes A1 e As sao semelhantes.

Demonstracao: Defina

OC2I -1 0 I
s{l : ]:>s [C%I O].

Utilizando essas matrizes, vemos que A; = S~1A455, conforme desejado.

60 . . . . 60 . . . . 0
-1
40 R 40
® -2
20+ — 20
-3
0 0 4
-5
-20f , -20f
6 -6
-40 -40
-7
~60 L L L L ~60 L L L L _8
~80 -60 -40 -20 0 ~80 -60 -40 -20 0

Figura 3.8: Espectro e pseudo espectro de A; (esquerda) e Ay (direita), com ¢ = ¢; = cg = 0.2
e N+1=32

Os autovalores das matrizes A1 e As vém em pares complexos conjugados e muitos destes sao

muito sensiveis a pequenas perturbacoes, tal como erros de arredondamento. O fato é ilustrado
na figura 3.9. Note que com N + 1 = 32 os autovalores de A; sao iguais aos autovalores de As.
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o 0

150 1 600 - q

100 1 400 - q
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c.o m%ﬁ)*oe)»f 00+ 00+ O&
or © or
'® 00+ 00+ 0O 0O

-200 -

50k

-1001 1 -400 T

-150 B -600 - B
© 0

_200 L L L L L L L L _800 L L L L L L L L
-45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

Figura 3.9: Autovalores das matrizes A; (circulos pequenos) e As (asteriscos), com N + 1 = 32
(esquerda) e N 4+ 1 = 64 (direita).

Isto nao ocorre com N + 1 = 64. Este fato nao contradiz a proposicao 3.4, simplesmente mostra
que as matrizes A; e As tém autovalores muito sensiveis a “pequenas perturbacoes”, a medida
que N cresce. Portanto as matrizes A; e As estdo longe de serem normais.

Uma medida de normalidade de A € IR™*™ é o ntimero de condigao de Jordan, associado ao
autoproblema.

Definicao 3.1 Seja A = VA V=1 uma decomposicao de Jordan da matriz A. O nimero de
condicio de Jordan * é definido por

k(A) = V]2V l2-

Comc=1, N+1=32e N+ 1 =64 o nimero de condi¢do de Jordan das matrizes A e
As, respectivamente, é apresentado na tabela 3.2.

N° de Condigao | N+1=32 | N+1=64
k(Ap) 6.5194 - 10! | 8.5034 - 10
k(As) 6.5193 - 10! | 9.3704 - 10

Tabela 3.2: Numero de Jordan na norma 2 das matrizes A1 e Ay com N+1=32e N +1=064.

Uma consequéncia da proposicao 3.4 é que o nimero de condigao dos problemas de auto-
valor associados as matrizes Ay e Ay é dado por uma constante que depende da velocidade de
propagagao de onda, ¢, do problema original (3.1). A proposicao 3.5 apresenta esse resultado.

Proposicao 3.5 Sejam k(A1) e k(A2) os nimeros de condigio de Jordan dos problemas de
autovalor associados as matrizes Ay e As, respectivamente. Estes niumeros se relacionam por
um fator constante, u > 1 definido por,

2 sec>1

c
1 sec=1
L <1
— se c
2

4Se A é normal k(A) = 1.
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Demonstragao: Seja A1 =V; /\V1_1 a decomposicao de Jordan da matriz A;. Pela proposicao
3.4 o nimero de condigao k(V2), da matriz As satisfaz:

k(A2) = [SVall2VihS™H 2 < IS 11257 2l Vall2l Vit ll2 = k(S)k(Av). (3.52)

Agora observe que se ¢ > 1 temos ||S|2 = ¢® e [|[S7!||2 = 1, pois as colunas de S sdo
ortogonais. Assim k(S) = ¢2. Um raciocinio similar implica que k(S) = (1/c?) se ¢ < 1 e
kE(S) = 1 se ¢ = 1. Portanto de (3.52) temos que k(Az) < pk(A1). Se invertermos a relagao
entre k(A1) e k(A2) no procedimento acima, obtemos k(A1) < pk(Az2).0 que mostra o resultado.

O

O resultado ilustrado na figura 3.8 mostra que os problemas de autovalores associados as
matrizes A1 e As sdo quase igualmente condicionados. Sendo que o nimero de condigdo cor-
respondente pode ser extremamente grande a medida que N cresce. Consequentemente, as
propriedades de estabilidade dos métodos de integracao no tempo, descritas no capitulo 2, para
os modelos semi discretos (3.48) e (3.51) nao devem diferir significativamente.

Na abordagem de Jackiewicz e Renaut, os sistemas (3.48) e (3.51) sdo resolvidos através do
método RK4. Uma dificuldade encontrada é que as solucoes numéricas obtidas sao aproximagcoes
para as derivadas us e u, e nao para o deslocamento u. Para determinar aproximacoes para u,
os autores utilizam o seguinte procedimento:

Método de Jackiewicz e Renaut

Passo 1: Calcule as N + 1 aproximacéoes de u; através do método RK4.

Passo 2: Para 0 <i < N e k > 0, determine as aproximacoes de u através da férmula:

u(wi, try3) = ulxi, te) + At Boug (x4, tr) + Brug(vi, thy1)
+ Boug (w4, tyyo) + Baus(wi, tpgs) ]

com By = —(51/8), p1 = 171/8, B = —(153/8), (B3 = 57/8.

(3.53)

Observagao 3.3 Para o esquema (3.53) sao mecessdrios trés dados iniciais: u(xi,to) (que €
uma condi¢ao inicial do problema original (3.13)), e mais u(x;,t1) e u(z;, t2) que sao introduzidas
no esquema exatamente, visto que a solug¢do exata do problema € conhecida e dada por (3.2).

Os autores nao comentam como as constantes sao obtidas, fazendo apenas a observacao que
elas aparecem como um resultado de usar um interpolador das solugoes u¢(x;,t) de grau 3. Apds
varias tentativas frustradas de se obter as constantes citadas, seguindo o procedimento indicado
pelos autores, determinamos novas constantes descritas na proxima proposicao.

Proposicao 3.6 Seja ps3(z;,t) o polinomio de grau trés que interpola 4 pontos sucessivos no
tempo u(xi,t5), ..., ut(xs, tjys). Entdo u(x;,t) pode ser aproximado através do esquema (3.53)
com as constantes B’s, iguais a

/80:3/8? 51:9/87 52:9/87 ,33:3/8

Demonstragao:
Jj+3 j+3 (t _ tl)
Se uy(x,t) = p(t) com p(t) = Zut(xi,tk)lk(t) e l(t) = H =)
k=j =g, Ak T
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Entao integrando de t; a t;; 3 obtemos,

tj+3
u(zi, tjy3) — u(wg, t) ~ / p(t)dt.
t

j
Com cada constante 8 dada por

1

AlBy = Xy

tjt3
/ lp(t)dt, para k=0,...,3. (3.54)

Como tj41 —t; = At vamos fazer a mudanca de varidveis apresentada na figura. Assim obtemos,

5=0  tj1 = ALty =2A1 tis=3At
1 1 3At 3
Bo = 7 (t = At)(t = 280)(t = 3A0)dt = fo = ¢
0
At
8, = Ht — 2A0)(t — 3AL)dE —> B = %
3At 9
Os = 3 (t — At)(t — 3At)dt = (o = g
30 At 3
O3 = t — At t — 2At)dt = (3 = g
\

conforme desejado.
O

Observacao 3.4 FExemplos numéricos apresentados no proximo capitulo mostram que o uso das
constantes descritas na proposicao 3.6, produzem resultados mais precisos do que aqueles obtidos
na proposta de Jackiewicz e Renaut em (3.53).

3.5 Modelo bidimensional

Nesta secao, apresentamos o problema de propagacao da onda linear bidimensional, apre-
sentado em [19] por Jackiewicz e Renaut, descrito pelo modelo

upr = *(Ugg + Uyy), —00 < T,y < 00, t >0
U(l‘,y,t) :f(mvy)7 —00 <,y <00 (355)
u(z,y,t) =0, —o0 < z,y < 00

Como no problema unidimensional, para resolvermos o problema numericamente restringi-

mos o dominio para = [0,1] x [0, 1], supondo que a condigao inicial f(z,y) seja uma funcao
de suporte compacto em 2 e condigoes de fronteira artificiais dadas por,

ut(07y7 ) cux(O Y, ) 07 0 < Yy < 1
Ly, t) +cus(ly,t) =0, 0<y<1
ur(1,y,8) + ¢ ug(1,y,t) = y (3.56)
w(2,0,t) — cuy(z,0,t) =0, 0<2<1
w(z,1,t) + cuy(z,1,t) =0, 0<z <1
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Posteriormente veremos que estas condigoes de fronteira sao absorventes.
O procedimento é andlogo ao caso unidimensional. Isto é, trabalharemos com um sistema
hiperbdlico de EDQO’s de primeira ordem, obtido como segue. Utilizando as varidveis auxiliares

Up = Ug, U2 = Ug, € U3 = Uy,
o sistema associado ao problema (3.55) é

Uit = 02(u2,m + U3,y)7 T,y € Q= [O? 1]27 t>0
U2,t = ul,.’L’ (357)
Uzt = U,y

0 ) ~ - .
em que u; s ¢ usado para denotar O_UZ As duas tultimas equagoes em (3.57) sdo nada mais do
S
que as condicoes de consisténcia: uzs = Usz € Uyt = Ugy.

De maneira compacta, o sistema acima pode ser descrito como:

{ Up = MU (3.58)

U(0) = U

onde M é um operador diferencial linear definido como

2 0 2 0
0 C% Ca—y Ul
M=|2 0O 0 |, eU=]|u
8% o) 0) us

As condigoes iniciais e de fronteira, respectivamente, associadas ao problema (3.58) usando
as varidveis auxiliares sao

( ul(.’E,y,O):O, 0<z, y<I,

UQ(IE,Z/,O) :fx(ajvy)’ 0<z y<I,

u;;(fE,y,O) = fy($,y), 0<z, y<1,
u —cuy =0, =0, 0<y<1, (3.59)
up+cup =0, z=1, 0<y <1,
up—cuz =0, y=0, 0<xr <1,
up+cuz3=0, y=1, 0<xr <1,

\

Na secao 3.5.2 apresentamos as formulagoes semi discretas associadas ao modelo continuo
(3.58) que foram descritas em [19].

3.5.1 Condicoes de fronteira e coeficientes de reflexao
A equacdo da onda uy = ¢*(Ugzp + uyy) com z, y € R, t > 0, admite como solugao a onda,
u(x,y,t) = expi(wt + £x + ny) (3.60)

em que w é a freqiiéncia de onda e £, 7 sdo os numeros de onda. Substituindo (3.60) em (3.55)
obtemos a relagao de dispersao,
w? =+ 1) (3.61)
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Como no caso unidimensional, precisamos restringir o dominio impondo condigoes de fron-
teira artificiais. Se restringimos o dominio com uma condigao de fronteira artificial em =z = 0,
por exemplo, queremos que essas ondas que viajam para a esquerda, ultrapassem a fronteira
com a menor reflexdo possivel. Ja que na pratica, no caso bidimensional, ndo é possivel de-
terminarmos condicGes de fronteira que evitem completamente as reflexdes. Engquist e Madja
[10] apresentam um método para construir condigoes de fronteira absorventes que minimizem as
reflexdes de ondas que viajam em dire¢oes perpendiculares préximas as fronteiras. Mais detalhes
podem ser encontrados em [7, 17, 35, 39, 29, 31].

O objetivo desta secao é apresentar conceitos que esclaregam o fenémeno de reflexdo de ondas,
para problemas de propagacao de ondas bidimensionais. Para exemplificar, vamos construir
as condigoes de fronteira absorventes na fronteira x = 0 com 0 < y < 1, e determinar seus
respectivos coeficientes de reflexdo. A metodologia proposta por Enguigst e Madja em [10],
envolve a aproximagcao da raiz quadrada, originada da relagao de dispersao (3.61),

1
¢—+Y [1 - (ﬁ)Q] ° (3.62)
c w

em poténcias de (cn)/w. Esta aproximagao corresponde a relagao de dispersao de uma equagao
pseudo diferencial, que aproxima a equacao diferencial parcial, cuja relagao de dispersao é dada
por (3.61).

Claramente, problemas surgem em (3.62), quando |(cn)/w| > 1. Assim as ondas da forma
(3.60) satisfazem c¢(—(&/w), —(n/w)) = c(cosh,send) com send € [—1,1], 6 € [—7/2,7/2] (veja
figura 3.10). Ou seja, para cada freqiiéncia w, a equagao (3.60) admite ondas planas que viajam
em todas as diregoes, com velocidade ¢, [31, 35, 39].

15 . : . . . 15
n
’ Uy ' w
L I S
¢”‘ h’\
4/ ‘\
'4' “
L 4 | L "
05 /! 05 A
r" \
' }
i
of i Uy 0 0 | £
L]
T 0 I o
\ /
\
-05 \ 05 4
\ rd
\\\ "/
A ‘.""---.. =) .-"“
15 L : . L L 5

-1.5 =1 -0.5 o 0.5 1 15 -1.5 71‘ 7075 [IJ 0‘5 1‘ 15
Figura 3.10: 6, ({/w) e (n/w) para a equacao da onda unidirecional.

Para estudar as propriedades de reflexdao de uma fronteira sobre a solugao numérica do
problema de propagagao de ondas (3.55), consideramos uy(z,y,t) e ug(z,y,t), as ondas incidente
e refletida, em relagdo a fronteira x = 0. A onda incidente viaja para a esquerda, enquanto a
onda refletida, viaja para a direita. Além disso, vamos supor que as ondas incidente, uj e
refletida, ug, tém a mesma freqiiéncia w,

ur(z,y,t) =expi(wt +&x +ny) e ugr(z,y,t) = Rexpi(wt —{x +ny) ,
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onde R representa o coeficiente de reflexdo na onda refletida, que depende do angulo 6.

O sinal positivo na raiz (3.62), indica que a onda viaja para a esquerda, enquanto o sinal
negativo, indica que a onda viaja para a direita. Como queremos analisar a fronteira x = 0
tomamos a parte positiva de (3.62),

«_ V1—3s%2 com s= a, (3.63)
w w

A raiz quadrada (3.63) é aproximada pela funcao racional,

res) = pm(S)

com pp,(s) e gn(s), polinomios de graus m e n, respectivamente, que indicam o grau de aproxi-
magao: (m,n).

—02 I I I I I
-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 3.11: O problema de aproximagao: 7(s) &~ v/1 — s2.

Dessa forma, eliminando os erros de aproximagao, a equacao (3.63) torna-se:

_ wr(s)

£ :

Cc

ou equivalentemente,

zn:qJ‘ ((;_77)3 fe=w ipj (%})J : (3.64)
7=0 J=0

Multiplicando pelo termo w?, com N = max{n, m — 1}, obtemos
n . . m . .
> gi(en)wNTee =" pi(en) NI (3.65)
j=0 j=0

que é uma relacao de dispersao para a equagao diferencial,

PN ARN, Z’” YA
E gt — .
J=0 Jj=0
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Por exemplo, usando séries de Padé ° para aproximar de (3.63) através da equacio (3.64)
[7, 10] temos que:
Para m = n = 0, a equagao (3.66) torna-se,

Li: cogous —pour =0 com pg =qo = 1.

Aplicando £ na solugao (3.60), obtemos a relagdo de dispersao A; : ¢§ —w = 0. Resultando
em (3.65) para m =n = 0.
Usando o mesmo procedimento para m =2, n =0 e m = n = 2, obtemos respectivamente:

C 1

Loy : utt—cu$t+§uyy:0, (30rnq0:p():171)1:()7292:_57
1 3c c? 3 1
Ls: Euttt 1 Utyy — Utte + 1 Ugyy =0 compo=qo =1, p1=q =0, p2 = 1 42 = s

Resultando nas relagoes de dispersao dadas em (3.65),

Ag = w2—0wf+gn2:0, m=2,n=0
1 3
Ayi= g — 2" -’ — 2w =0, m=n=2.

Portanto, a condicao absorvente na fronteira x = 0 é modelada pela equagao diferencial
(3.66). A equacao diferencial parcial (3.66) na fronteira é apenas uma aproximagao para a
equacao da onda unidirecional. Desta forma, parte da onda é refletida pela fronteira. Trefethen
e Halpern em [39] mostram que as aproximagoes r(s) com m = n ou m = n+ 2 levam a solugoes
estaveis.

Clayton e Enguigst [7] determinam a aproximagao A; através da relacao de recorréncia para
aproximacoes de (3.62) via séries de Padé:

82

Ai=1- >
J 1—|—Aj,1

+0(]s|¥), com j=2, .... (3.67)
O grau de absorgao da condigao de fronteira depende da ordem de aproximagao em (3.65).
Como no caso unidimensional, as condi¢oes de fronteira Dirichlet e Neumann nulas, sao total-
mente reflexivas. Com coeficientes de reflexao R = —1 e R = 1, respectivamente.
A qualidade das solugoes aproximadas pode ser medida pelos coeficientes de reflexdo. A
préxima proposicao apresenta o coeficiente de reflexao de ondas refletidas para a condicao de
fronteira A;, associada a aproximacao (3.67), na fronteira z = 0.

Proposicao 3.7 Seja A; como em (3.67) uma aproximacao para a raiz quadradada (3.62). O
coeficiente de reflexdo Rj, associado a condi¢do de fronteira L; obtida da aprozimacdo (3.66),

na fronteira x = 0 € dado por: '
1 —cos(6)\’

Ri=—-———F-= 3.68

J (1 + cos(&)) ’ (3.68)

Demonstracao: Como as ondas u; e up sao solugoes da equacao da onda linear uy =
*(Ugy + uyy), a onda uy + ug também é solugio. Os coeficientes de reflexdo (3.68) sdo obtidos

®Neste trabalho vamos analisar somente as aproximacdes baseadas em séries de Padé, outras técnicas de
aproximacao para a equagdo (3.64) sdo apresentadas em [39, 29, 31], as quais obtém outros valores para as
contantes g com 0 < j <nep; com0<j<m.

65



0.2

-----
,,,,,,
-
~,
~,

™4

Figura 3.12: Coeficientes de reflexao das condicoes de fronteira absorventes de ordens 1,2 e 3

em x = 0.

ao impormos que na fronteira x = 0, a condigao L;(ur + ugr) = 0 é satisfeita [7, 17].

g

Observe que a condigao de fronteira L1, no caso unidimensional é transparente, mas no
caso bidimensional depende do angulo de incidéncia da onda sobre a fronteira. A figura 3.12
ilustra o coeficiente de reflexdo obtido pelas condigoes de fronteira absorventes L1, Lo e L3
com 6 € [0,7/2]. A tabela 3.3 apresenta algumas condigoes de fronteira com seus respectivos
coeficientes de reflexdo. Vale ressaltar que condicoes de fronteira com ordem de aproximacao
maiores se tornam mais dificeis de implementar [7, 10, 17, 39].

Condicoes de fronteira

‘ Coeficiente de reflexao

Dirichlet u=0 R=-1
Neumann ugy =0 R=1
1 —cosf
Ab tes: O(1), m=n=0 —cuy =0 R=—-17
sorventes: O(1), m =n Ut — ClUg 14+ cosf
2 1—cosf)\?
Absorventes: O(2), m =2, n=0 —Utt + CUtg + o Yy = 0 == <1 + cosc9>
52 3 1—cosf\>
AbSOI'VenteS: 0(3)’ m=n= 2 Uttt — %utyy — C Uty + Czuxyy = 0 R3 = — (71 T Zzze>

Tabela 3.3: Condigoes de fronteira e coeficiente de reflexao, para problemas de propagacao de

ondas bidimensionais ne fronteira z = 0.
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3.5.2 Problema semi discreto de Jackiewicz e Renaut

A aproximacdo da segunda derivada em relacdo as varidveis espaciais é feita de maneira
analoga ao problema unidimensional, aproximando as derivadas nas varidveis espaciais em cada
uma das diregoes x e y, conforme o exemplo 2 da secao 1.3. Vamos considerar:

u= [U($0790>t)7 ey u(mNayO)t)a .. '7u<x07yN7t)7 ey u(xNayNat)]T7
w; = [ui(20,v0,t), -, wi(Tn,yo,t),. .., ui(zo,yn,t), ..., wi(zn,yn, )], comi=1,2,3.

Ao fixarmos cada um dos pontos y;, desprezando erros de aproximagao, a derivada discreta
na variavel x é dada por,
Up = (I ® D)?L

com [ representando a matriz identidade de ordem N 4 1 e D a matriz de diferenciacao de
Chebyshev, descrita na secao 1.2. E fixando cada x;, a derivada discreta na varidvel y,

Us = (D®I)Q_L.

Aqui, ® representa o produto kronecker de duas matrizes, veja o apéndice A, [21]. Dessa forma,
um sistema sistema semi discreto geral associado ao sistema (3.58) é dado por,

U, =MU
2 . 3.69
{U(O) = U (3.69)
em que
0 A(I®D) A(D®I) R Th
M= | (I® D) O @) ,eU= | u2 |,
(D@I) O O Us

com Uy contendo as aproximacoes para as condicoes iniciais f; e f,. Aqui estamos considerando,

fa} = [fx(x()vy()ut)) DRI fx($N7y0)t)7 DRI fx(ﬂfN)y07t)7 sy fx($N7yN7t)]T
fy = [fy(950>?/07t)7 ceey fy(ajN)y(bt)v ceey fy(ajN)y(bt)v ceey fy(a:N)y]\“t)]T

Observacao 3.5 Os modelos semi discretos associados ao modelo (3.69), como no caso uni-
dimensional, obtém aproximacoes para ug, Uz e uy. Para obter aproximacgao da solugdo u, os
autores necessitam de esquemas de aprorimacdo adicionais. Mais informacoes sdo encontradas
em [19].

Do sistema de EDO’s semi discreto (3.69), temos que

i1+ = 2[(I ® D)ug + (D ® I)us),
Ugt = (I X D)ﬂl, (370)
uzy = (D ® I)uy,

que é a origem de vérios sistemas semi discretos associados ao sistema (3.69) obtidos por Jackie-
wicz e Renaut. Esses sistemas semi discretos dependem da maneira de incorporar as condigoes
de fronteira (3.59) no modelo.
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A primeira formulacao é obtida quando incorporamos as condigoes de fronteira (3.59) elimi-
nando as variaveis ua(zo, y;,t) € ua(xn, y;,t) fazendo

ua(xo,y,t) = (1/c)ur(xo,y,t) us(x,yo,t) = (1/c)ui(z,yo,1t) (3.71)
ug(zn,y,t) = —(1/c)ur(zn,y,t) ~ us(z,yn,t) = —(1/c)ur(z,yn,t) '

Fixando cada y;, com 0 < 7 < N usando a notacao
ﬁi = [uz($07yj7t) ey ui(w]\ﬁyj?t)]Tv 1= 17 27 37
e as condigoes de fronteira (3.71) segue que,

9

1 -~ .
U2 = ECTM + Dy Uy, paracada j=0,1, ..., N,

com C e Dy, como em (3.47) e Uz = [uz(21,Y;j,t), ..., u2(zn-1,y;j,t)]T.
Usando a notacao matricial, a aproximagao completa da derivada discreta de ue em relagao
a variavel x é dada por,

~ 1 - ~
U4 = E(I ® C)uy + (I ® Dy)us, (3.72)

com {ﬁg = [uQ(xl,yo,t), ceey ug(xN_l,yo,t),..., uQ(xl,yN,t), Ceey ug(xN_l,yN,t)]T,

Uy = U € UL = Uj.

Daqui em diante, para simplicidade, usamos a mesma notagdo para as incognitas e as apro-
ximagoes correspondentes. Para aproximar a derivada de us em relacao a y, vamos fixar cada
xj. Incorporando as condigoes de fronteira dadas pela equacao (3.71), os termos us(x;,yo,t)
e uz(z;,yn,t) podem ser eliminados. Procedendo analogamente ao caso anterior, na notagao
matricial a aproximacao completa da derivada discreta de u3 em relagao a y é dada por,

~ 1 ~ ~
U3,y = E(C ® Iuy + (D1 ® I)us, (3.73)
com {ﬁi’) == [U3($anlat)7 ey U3($N73/1>t)7 ey U3($0’3/N—17t)7 ey u3(xN7 yN—l')t)]Tv

Uy = U3y € U] = U1.

Assim a partir de (3.72) e (3.73) a primeira equacao do sistema (3.70) torna-se,
1y = c[(I ® C)+ (C @Dy + (I ® D1)uy + (D1 @ 1)), (3.74)

O mesmo procedimento é utilizado para aproximar 1, e 41, no qual obtemos, fixando y; e
x;, respectivamente,
G — Dot .
?2’t 2%1 paracada 7=0,1, ..., N,
U3y = Datiy,
pois pelas condigoes de fronteira os termos ua (o, yj, t) U2t (xN, yj,t), uss(zj,y0,t) e ug(x;,yn,t)
ja foram determinados. A matriz D9, é dada como em (3.47). Portanto as duas iltimas equagoes
de (3.70) tornam-se,
g = (I ® Do)

~ _ 3.75
ugr = (D2 ® I)Ul ( )
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Das equagoes (3.74) e (3.75), segue que a primeira formulagao de Jackiewicz e Reanut [19] é
dada pelo sistema,

e =410, (3.76)
onde
c(I®oC+C®I) A(I®D;) A(D®I) ~ i
A = I ® Dy O O . Ui = | uo,
Dy®1 O O U3

e ﬁ? contendo as aproximacoes de f, e fy, nos mesmos pontos de colocacao utilizados para as
aproximacoes de uo e us.

A segunda formulacao em [19] é obtida quando as condigoes de fronteira (3.59) sao incorpo-
radas fazendo

ul(x07y>t) = Cu?(x(]vyvt)a U1($N,y,t) = —C UQ(QZ'N,y,t), (3 77)
Ul(l',y(],t) = Ug(ﬂl',y(],t), Ul(l’,y]\[,t) = —cC U3($,yN,t)-

Novamente, fixando cada y; e eliminando os termos uq(zo,y;,t) e ui(xn,y;,t), devido as
condigoes de fronteira (3.77), obtemos:

tgt = c Cug + Diuy, paracada j=0,1, ..., N,

com Uy = [ug(x1,Y;,t), -- ., ur(xn—1,Yj,t)]7. Da mesma maneira, fixando cada x; e eliminando
os termos u1(x;,yo,t) € u1(x;j,yn,t), obtemos:

ugy = c Cug + Diuy, paracada j=0,1, ..., N,

com w1 = [ug(xj,vy1,t), ..., ui(zj,yn—1,t)]7. Assim, na forma matricial, as duas tltimas
equagoes de (3.70), tornam-se:

g =c (I ® C)uz + (I ® Dy)uy,

~ 3.78
ugy =c (C®Iug+ (D1 @ I)uy, (3.78)

com ﬁ1 = [ul(xhyht)v ceey ul(xN—hylat)a ey ul(xlvyN—lut)v sy ul(xN—la yN—lvt)]T- Pe-
las condicoes de fronteira (3.77), os termos ua(xo, y;,t), u2(xn,y;,t), us(xj, yo,t) e us(x;j, yn,t)
ja foram determinados. Entao as aproximacoes para Uz, e U3, sao dadas por:

~ 2 ~
U2z = C D2u2 .
ot e paracada j=0, 1, ..., N.
uzy = c“Dausg,

Logo, na forma matricial, a primeira equacao de (3.70), torna-se,
U1y = ¢*[(I @ Da)tag + (Do @ I)ug). (3.79)

Portanto pelas equagoes (3.78) e (3.79), a segunda formulagao é dada pelo sistema,

{(72,13 = AQﬁQa (3 80)

U»(0) = U3
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Figura 3.13: Autovalores da matriz A; (a esquerda) e da matriz Ay, (& direita), com N = 15.

com
O 02(I®D2) CQ(D2®I) N Ul
Ay = I ® Dq C(I@C) @) , Uy = U2
Di®lI @) C(C@I) U3

e (78 contendo as aproximacoes de f, e fy nos mesmos pontos de colocacgao de uo e us.

Nos sistemas (3.76) e (3.80), os vetores U; e Uy contém informagoes sobre as derivadas da
solucao, o que é uma desvantagem do método ja que ele ndao produz imediatemente aproximagoes
para u(z,y,t). Além disso, observe que as dimensoes dos sistemas sao muito distintas: enquanto
a dimensdo de A1 6 2(N +1)(N —1)+ (N +1)?, a dimensdo de A é 2(N +1)2+ (N +1)(N —1).
Observe também que, diferente do caso unidimensional, os autovalores das matrizes A; e Asg,
sao distintos como apresentado na figura 3.13.

No préximo capitulo, apresentamos propostas de métodos pseudo espectrais de Chebyshev
para problemas de propagacao de ondas unidimensionais e bidimensionais. Uma das vantagens
dos métodos propostos é a determinacao de aproximacoes para u a cada passo do tempo.
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Capitulo 4

Métodos Pseudo Espectrais de
Chebyshev Propostos

No capitulo anterior foi visto que a principal caracteristica dos métodos de Jackiewicz e Re-
naut [19] para propagacao de ondas, é que o célculo do deslocamento das ondas é feito a partir
de estimativas de velocidades calculadas pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. Varios
exemplos numéricos apresentados em [19] mostram que o método produz resultados promisso-
res. O problema com o método é que além do erro de truncamento ocorrido na estimativa de
velocidades, erros adicionais sao introduzidos no célculo do deslocamento a partir das velocida-
des estimadas, permitindo assim que a potencialidade do método RK4 nao seja completamente
aproveitada. Por esse motivo, métodos que estimam diretamente o deslocamento das ondas sao
preferiveis, e o principal objetivo deste capitulo é apresentar uma proposta de método pseudo
espectral de Chebyshev com essas caracteristicas. Portanto, uma das vantagens do método é o
calculo direto da solucao u, ou seja, o deslocamento é obtido a cada passo do tempo, contrario
a abordagem de Jackiewicz e Renaut [19] que calcula aproximacoes para as derivadas us, uy; €
u, (que torna-se importante quando procura-se a energia do sistema).

O sistema semi discreto unidimensional é associado ao modelo continuo (3.41), enquanto o
sistema semi discreto bidimensional é associado ao modelo continuo:

Vi= MV 0 1

! ,ocom M= | 5 52 g ,eV:{u}. (4.1)
V(0)=Vy (gez T g) O ur

Resumindo, o método proposto estd baseado na conjuncdo do método das linhas com o

método pseudo espectral de Chebyshev, e consiste de dois passos conforme descrito a seguir,

Método proposto

i. Construir a partir de (3.41) ou (4.1) um modelo semi discreto da forma

Vi=LyV, com V =][u, ﬂt]T,

aproximando as derivadas espaciais através do método pseudo espectral de
Chebyshev (incorporando as condigoes de fronteira).

ii. Resolver o sistema de EDQ’s semi discreto, através do método de Runge-Kutta de
ordem 4.
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O capitulo é organizado como segue. Na secao 4.1 descrevemos o método proposto para o pro-
blema unidimensional (3.41), discutimos as caracteristicas de estabilidade do método proposto e
dos métodos de Jackiewicz e Renaut [19] descritos no capitulo anterior, e ilustramos os resultados
através de exemplos numéricos, usando problemas testes da literatura especializada [13, 19, 28,
29, 30, 31]. Em particular, através de resultados numéricos, mostra-se que o método proposto é
mais preciso que os métodos de Jackiewicz e Renaut.

Na sec¢ao 4.2 é descrito o método pseudo espectral proposto para o problema bidimensional.
Além disso, mostramos que o método proposto com condi¢bes de fronteira de primeira ordem
estd intimamente ligado a um dos métodos de Jackiewicz e Renaut [19] e incluimos uma breve
discussao sobre a estabilidade do método. Um segundo método é considerado, no qual incor-
poramos as condic¢oes de fronteira de segunda ordem e comparamos os resultados obtidos pelos
dois esquemas. Os resultados também sao ilustrados através de exemplos numéricos.

4.1 Método proposto 1D

Ao longo desta se¢ao assumimos que o dominio numérico é o intervalo [0, 1], sendo o modelo
continuo:
utt—c2um:(), O<ax<l,t>0

u(z,0) = f(x), w(x,0) =0, Condigoes Iniciais
ut(0,t) — cuz(0,t) =0,
ur(1,t) + cug(1,t) =0,

(4.2)

Condigao de Fronteira

Anélogo aos exemplos discutidos anteriormente, a aproximacao da segunda derivada da varidvel
espacial ¢ feita via matriz diferenciacao de Chebyshev D, através de suas colunas d; e linhas le,
com 0 < j < N, usando como pontos de colocacao,

1 .
xj:§[1—cos<%>], 0<j<N.

Assim, se @ = [u(zo,t),...,u(zy,t)]T, e usando o fato de que D? = dplf + ... + dnlk;, temos
que
Uy = gy = A(dold +dil] + - +dn_1lh_| + cndy)a. (4.3)

Agora, usando o fato de que
150~ ug(0,1), e 1ha~uy(l,t),

das condicoes de fronteira (4.2) segue que (4.3) pode ser reescrito como um sistema de EDO’s
de segunda ordem da forma:
Gy — C Uy — *D1Dy i = 0 (4.4)

onde as matrizes C, Dy e Dg s@o como na equagao (3.47). Aqui temos desprezado o erro de
aproximagao e para simplicidade, usamos a mesma notacao para solugoes aproximadas e solucoes
exatas.

Agora vemos que o sistema de EDO‘s de segunda ordem (4.4) pode ser transformado em um
sistema de equagoOes diferenciais de primeira ordem da forma:

{ vy = Lyv

v(0) = [f(x0), ..., f(zN),0,...,0]7 ~ (4.5)
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em que
0] I
32D C

l

LN—{ ] D = Dy Dy, v—[

il
Observe que agora, resolvendo (4.5) o deslocamento da onda é estimado diretamente. Uma
das diferengas entre o sistema (4.5) e os sistemas (3.48) e (3.51) dos modelos de Jackiewicz
e Renaut [19] apresentados na segao 3.4.1, estd na dimensao. Enquanto a dimensdo de Ly é
2N + 2, a dimensao de A; (ou Ay) é 2N. Apesar disso, o préximo resultado mostra que o
espectro de Ly contém basicamente a mesma informacao que o espectro de A; com ¢ =1, 2.

Sl

Proposigao 4.1 FExceto por um autovalor nulo de multiplicidade dois, o espectro da matriz Ly
definida em (4.5) satisfaz:
A(Lpy) = A(Ar) U {0}.

Demonstracao: Ja que D= D1Ds, a matriz Ly pode ser reescrita como
I O I7T [0 I ?Dy 0
NT1lepp, ¢| | Dy C 0o I]°
Agora vamos lembrar um resultado da Algebra Linear Numérica: Seja F € R™*?, G € R”™, e

m > q. Entao é bem conhecido que exceto por (m — q) autovalores nulos, o espectro das matrizes
FG e GF satisfaz (veja, por exemplo, Golub [14, Se¢ao 7.1.6])

ANFG) = AN(GF) U {0}, (4.6)

Usando a propriedade 4.6 a afirmagao da proposicao 4.1 segue imediatemente, pois, trocando a
ordem dos fatores em Ly temos

([ 715 e ]) e

O

Na préxima secao serao discutidas as caracteristicas de estabilidade desses modelos. Em

particular, mostaremos que apesar do espectro nao nulo das matrizes A;, i = 1,2 e Ly se-

rem iguais, o pseudo espectro difere. Mas isso nao afetara a estabilidade do método proposto,
conforme segue.

4.1.1 Estabilidade do método proposto e dos métodos de Jackiewicz e Renaut

Nesta secao discutimos a escolha do tamanho de passo At, que assegura a estabilidade dos
métodos proposto por Jackiewicz e Renaut [19] através dos modelos (3.48) e (3.51), e do método
proposto nesta segao. Os autores determinam numericamente os tamanhos de passo At para
o esquema RK4, a partir do espectro e pseudo espectro das matrizes A7 e Ay. Usando os
resultados da secao 2.4, eles concluem que a escolha de At, que assegura a estabilidade do
métodos baseados no método RK4, pode ser feita pelo critério de autovalores, o qual requer que
o espectro das matrizes A; (i = 1, 2) multiplicados pelo tamanho do passo At, isto é, A(AtA;),
esteja contido na regiao de estabilidade do método RK4. Baseados em resultados numéricos
eles obtem diferentes At‘s para os sistemas A;. Essas conclusoes sdo parcialmente corretas ja
que os autores ignoram o fato de que as matrizes A1 e As sdo semelhantes, proposi¢ao 3.4.
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Para nossa andlise usamos o fato de que o método proposto e os métodos de Jackiewicz e
Renaut [19] integram no tempo usando o método RK4, e de que a matriz Ly tem o mesmo
raio espectral das matrizes A; (veja, proposicoes 3.4, e 4.1). Por isso, uma tnica andlise de
estabilidade, segundo o critério de autovalores, pode ser feita para todos os métodos. Para
tanto, ja que o maior autovalor em moédulo de A; nao é real, o tamanho de passo Atyax pode
ser estimado impondo a restrigao

K
Atpax < —/——
r(A;)

em que z é o ponto na curva da regiao de estabilidade do método RK4 (veja capitulo 2), na
diregdo do maior autovalor em valor absoluto e 7(A;) é o raio espectral da matriz A;.

(4.7)

Usando a férmula (4.7), encontramos que os tamanhos de passo At que garantem estabilidade
do método RK4, segundo autovalores, descritos na tabela 4.1, para alguns valores de N e para
o caso em que a velocidade da onda é ¢ = 1. Em [2] é mostrado que para determinar Aty 10
caso em que c é arbitrdrio, basta dividir os valores apresentados na tabela 4.1 por c.

‘ N +1 ‘ Atmax para A; e Ly.

4 0.61413
8 0.23643
16 0.06906
32 0.01680
64 0.00410
128 0.00101

Tabela 4.1: Tamanho de passo At maximo que garante a estabilidade segundo autovalores, para
diferentes dimensoes N + 1.

Um aspecto importante relacionado com a escolha do tamanho do passo At é que 08 Aty ax de-
terminados também asseguram estabilidade segundo Lax para os trés métodos, pois os e—pseudo
espectros das matrizes A; e de Ly, quando ¢ — 0, estao na regiao de estabilidade do método
RK4 (veja teorema 2.8), conforme ilustrado na figura 4.1. Observe nesta figura que o pseudo
espectro da matriz Ly é semelhante ao pseudo espectro de A;. Note também que os mesmos
niveis de perturbagao mostram que o pseudo espectro da matriz Ly é maior que o pseudo es-
pectro de Ay, indicando assim que os autovalores da matriz Ly s&0 um pouco mais sensiveis
a pequenas perturbacoes. Mas isso nao afeta a estabilidade do método visto que a partir da
perturbacdo € = 1073, os e—pseudo espectros da matriz Ly pertencem a regido de estabilidade
do método RK4.

A conclusao mais importante que resulta das observagoes acima é que as caracteristicas de
estabilidade das solucoes numeéricas obtidas a partir de nossa proposta nao se deterioram quando
comparadas com aquelas dos métodos de Jackiewicz e Renaut [19]. Na préxima se¢ao, exemplos
numéricos confirmam essa afirmacao.

4.1.2 Exemplos numéricos

Para testar o método pseudo espectral de Chebyshev proposto véarios problemas da forma
(4.2) foram resolvidos usando MATLAB.

74



250 250 5

200 F 1 200 1
— 3

150 1 150} 1
100 1 100 1 frm— -4

50 1 50 1
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-50 1 -50f 1
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—150F 1 ~150F 1
— 8

-200F 1 -200F 1
_250 ! ! ! ! ! —_250 ! ! ! ! ! -9

250 -200 -150 -100 50 0 50 250 -200 -150 -100 50 0 50

Figura 4.1: Fronteiras do e-pseudo espectro de Ly e Aj, esquerda e direita respectivamente,
comc=1, N=3lee=10"",10"7,...,1072 e regido de estabilidade do método RK4.

No primeiro exemplo, consideramos ¢ = 1 e condicao iniciais
u(z,0) = f(z) = exp(—100(z — 0.5)%), 0 <z <1, wuz,0)=0.

O numero de pontos utilizados foi N +1 = 64 e conforme a tabela 4.1, At = 0.004. O problema
foi resolvido no intervalo de tempo [0, 0.6].

Além disso, também implementamos o método pseudo espectral descrito na secao 3.4.1 atra-
vés da equacao (3.53) proposto em [19], com as constantes determinadas por esses autores e com
as constantes descritas pela proposicao 3.6. Os resultados obtidos pelo método pseudo espectral
proposto sao apresentados na figura 4.2. Note que neste caso, conforme esperado, as reflexces
da solucao sao completamente eliminadas.

A comparacao entre a precisdo dos métodos pode ser feita ja que a solucdo exata para o
problema unidimensional (4.2) é dada pela equacao (3.2). A figura 4.3 ilustra o erro em valor
absoluto das solugoes numéricas determinadas pelo método pseudo espectral proposto e pelos
métodos descritos na secao 3.4.1. Conforme esperado o método proposto é mais preciso ja que
a solugao u é determinada diretamente pelo método RK4, enquanto no método de Jackiewicz e
Renaut, as estimativas para u sao determinadas a partir de aproximagoes para u; e u, através
do esquema (3.53), fazendo com que o método perca precisao.

O segundo exemplo numérico, foi resolvido sob as mesmas condicGes do primeiro exemplo,
mas com condigao inicial u(x,0) = f(z) = exp(—100(x — 0.5)?)sen(40(x — 0.5)). A figura 4.4
apresenta os resultados numéricos obtido com o método pseudo espectral proposto. Nesse caso,
as reflexdes nas fronteiras também sao eliminadas e o erro maximo obtido, entre a solugao
aproximada e a exata é 6.8821 - 107°.
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t=0.12 t=0.24

0.5 0.5

b

0 0.5 1 0.5

Figura 4.2: Solugoes exata (linha continua) e aproximada (x, através do método proposto) para
a equagao da onda unidimensional (4.2) com condigdo inicial f(z) = exp(—100(z — 0.5)?).

— MP
= MJM
--MJ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.3: Erro em valor absoluto das solugoes aproximadas no instante de tempo ¢ = 0.6. Com
MP: O método proposto; MIM: O Método de Jackiewicz e Renaut Modificado (proposic¢ao
3.6) ; e MJ: O Método de Jackiewicz e Renaut (3.53).
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0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 4.4: Solugoes exata (linha continua) e aproximada (pequenos circulos) para a equagao
da onda unidimensional (4.2) com condigao inicial f(x) = exp(—100(z — 0.5)?)sen(40(x — 0.5)).

4.2 Método proposto 2D

Nesta secao propomos para a simulacao numérica de propagacao de ondas bidimensionais
baseados no método das linhas em conjuncao com o método pseudo espectral de Chebyshev.
A diferenca entre os dois métodos, estd no tipo de condigoes de fronteira utilizado. Enquanto
no primeiro método, incorporamos as condicoes de fronteira absorventes de primeira ordem no
segundo método, incorporamos as condicoes de fronteira de segunda ordem, conforme visto na
secao 3.5.1.

4.2.1 Método 1: Condicgoes de fronteira absorventes de primeira ordem

Consideramos o problema

Ut = ¢ (Ugg + Uyy), O<z,y<l1l, t>0 (48)
u(z,y,0) = f(x,y), uiz,y,0) =0, Condigdes Iniciais.
com as condicbes de fronteira
u—cuy, =0, =0, 0<y<1,
u+cu, =0, z=1, 0<y <1, (4.9)

u —cuy =0, y=0, 0<x <1,
ut+cuy, =0, y=1, 0<x <1



O método é uma extensao daquele proposto na secao anterior para o problema unidimen-
sional. Conforme descrito na segao 3.5.2, a aproximacao do sistema (4.1) é obtida de maneira
analoga a aproximacao do sistema (3.58). Vamos fixar cada y; e considerar

aj = [u(zo,yj,t), .-, u(:L‘N,yj,t)]T, para cada 0 < j < N,

e representar a matriz D através de suas colunas e linhas, respectivamente. Desprezando os
erros de aproximacao, temos que

Ujaz = [16501(? + o 4 dyii]a, .
= —dou¢(xo,yj,t) + D1Dotij — EdNut(xNa Yj:t)
= ECﬂj’t + Dngﬂj,

pois, I§u; = uy(z0,y;,t) e (i = ug(xN,y;,t), e pelas condigdes de fronteira (4.9)

1 1
Um(w()ayjat) = Eut(xmyj?t) € uz(xNayjat> = _Eut(wNayjat) :

Aqui, Dy, Dj e C sao como na equagao (3.47). Dessa forma, a aproximagao completa da segunda
derivada em relacao a x é dada por,

~ 1 ~ ~
Upy = E(I X C)ut + (I X D1D2)u (4.10)
comu = [af, @, ..., aL]T.

Utilizando o mesmo procedimento para a aproximacgao da segunda derivada em relagao a y,
fixando cada z; e introduzindo a notacio i; = [u(z,yo,t), ..., u(zj,yn,t)]T, para 0 < j < N,
temos que

y 1 .. y
Ujyy = ECUj’t + D1D2uj.

Portanto temos que,

b =l o .
= ~(I®C)ity + (I © Dy D) '

Aplicando uma matriz permutagao apropriada (veja proposigao A.3), para reorganizar as varia-
veis 1y, obtemos:

- 1 . .
Uyy = E(C @ Iuy + (D1D2 @ Iu (4.12)
De (4.10) e (4.12) obtemos o seguinte sistema de EDO’s de segunda ordem:
Uy =c(CRI+1®C)uy+ c*(D1De® I+ I ® D1Dy)u (4.13)

Transformando (4.13) em um sistema de EDO’s de primeira ordem, obtemos o seguinte modelo
semi discreto para o problema de propagacao de ondas 2D:

{W:Mll/’ T,coliz[O I],V:[

S

V) =17, 0 2b e i (4.14)

em que R
fi [f($07y0)7 DRI f(xNayO)a ey f(x07yN)7 DRI f(mNJyN)]Ta

~ ~

D=(I®DDs+D1Dy®I), C=IxC+CxI).
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Observagao 4.1 Diferente do método pseudo espectral proposto, que determina o deslocamento
u a cada passo do tempo, os modelos bidimensionais de Jackiewicz e Renaut [19], como no caso
unidimensional, também determinam aprozimagoes para as derivadas ui, Uy € Uy, conforme
descrito pelos sistemas (3.48) e (3.51).

A préxima proposicao, apresenta uma relacao entre os autovalores das matrizes M, descrita
pelo sistema semi discreto (4.14) e A1, descrita pelo sistema semi discreto (3.76). Observe que a
dimensao da matriz M; é muito menor que a dimensdo da matriz A;. Enquanto a dimensao da
matriz M é 2(N +1)%, a dimensdo de Ay é 2(N +1)(N —1) + (N +1)2. A figura 4.5 (esquerda)
apresenta o espectro e os e—pseudo espectros da matriz M;.

Proposicao 4.2 O espectro da matriz My definida pelo sistema 4.14 satisfaz:
A(A1) = AN(M;y) U{0}.
Demonstragao: Usando a propriedade do produto kronecker:
AC® BD = (A® B)(C ® D),

veja a proposicao A.2 no apéndice A, podemos escrever M7 da seguinte forma:

0] 1
1 0] (@)

M; = |: 9 9 :| Dy®I O (415)

CRI+I®RC *(D1®I) ¢“(I® D) [&Dy O

Por outro lado,
O I
1 0O @)

A= | Da®I O [ 9 9 ] (4.16)

I®Dy O CRI+IRC C(D1®I) C(I@Dl)

Portanto, utilizando a propriedade 4.6 utilizada na prova da proposicao 4.1: o espectro nao
nulo de duas matrizes A, B satisfaz A(AB) = A(BA), segue o resultado.

O
4.2.2 Método 2: Condigoes de fronteira absorventes de segunda ordem
Neste caso o problema é modelado por
Ut = ¢ (Ugg + Uyy), O<z,y<l, t>0 (4.17)
u(z,y,0) = f(x,y), u(z,y,0) =0, Condigbes Iniciais. '
com as condigoes de fronteira
( C2
utt:cuact"‘guyya CC':O, OS?JSL
2
c
U = —CUgt + —Uyy, =1, 0y <1,
P I (4.18)

utt:cuyt+5um, y=0, 0<z<1,




Neste método, resolvemos o problema (4.8) sujeito as condigoes de fronteira (4.18). E como
em cada um dos cantos (o, o), (n,%0), (zo,yn) € (zn,yn), as condigoes de fronteira (4.18)
sao aplicadas duas vezes, para incluir estas equagdes no esquema numérico, vamos utilizar a

média:

C C
Ut = §(u:pt + Uyt) + %(U:px + uyy) T = 07 Yy = 07

C C
g = = (Uyt — Ugt) + — (Uge + yy) =1, y =0,

gt = tot) + g (et (4.19)
U = §(uxt - uyt) (umc + uyy) x=0,y=1,

2
C

Ut = _§(uxt +uyt) + Z(uxa& +uyy) r=1y=1,

A incorporacao das condigoes de fronteira de segunda ordem, no modelo bidimensional é
mais complicada. Por esta razao, vamos apresentar a aproximacao das derivadas parciais das
incégnitas nos pontos da malha (zj,40), 0 < j < N (que incluem os vértices (0,0) e (1,0) ).
Antes disso, lembramos que o vetor de incégnitas é

a=[uag,...,aN]", com a; = [u(xo,y;t),. .., u(zn,y; )", 0<j5 <N,
e que as derivadas de primeira e segunda ordem da funcao u, usando a matriz de diferenciacao
de Chebyshev D, nos pontos da malha satisfaz aproximadamente

i = (I ®D)a, w,= (DI,

~ PO ~ 4.2
Upe = (I @ D?)0, Ty, = (D? @ ). (4.20)

Agora observamos que para incorporar as condigoes de fronteira que incluem ao mesmo tempo
os vértices (0,0) e (1,0), devemos discretizar as derivadas parciais do conjunto de equagoes

— 2 -
C C
i[uajt(x07 Yo, t) + ’U/yt(x(), Yo, t)] + % [UQCI('Z'Oa Yo, t) =+ uyy(x()a Yo, t)]
C
¢ uye (21, Y0, ) + Tt (21, 90, 1)
- 5 (4.21)

62
& Uyt(l']\[,l, Yo, t) + zuz‘x(x]\/fh Yo, t)
C

C
L §[Uyt(37N7y07t) - ua?t(xva(bt)] + Z[uxx(x]\fa y()?t) + uyy(xNay[)vt)}

em que
o = [ (0, Y0, 1), wet (21,50, 1), - -, wse (v, yo, 1))
Para facilitar a notacao tomamos M = N + 1. Usando os resultados (4.20), o conjunto de
equagoes (4.21) torna-se:

ro1
- - ZelT(D?<§91r+1r<§91)2)
5elT(D<g>I+I<g>D) 1 T D)
—€
el (D& I) 22
’EL()’tt =cC : ﬁt —|—C2 : u. (422)
‘ 1
er_1(D®I) 563(’4_1(169 D?)
1.7
L zenDel=TeD) | %eﬂ(D2®I+I®D2)
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Aqui, ey, 1 < k < M?, denota o k-ésimo vetor coluna da matriz identidade de ordem M?2.

Utilizando o mesmo procedimento para u;s com j =1,..., N — 1, obtemos:
_ 1, ) -
el I®D) ] §€Mj+1(D ® 1)
O1><M2 eTMJ+2(I®D2+D2®I)
Ujpr = ¢ : U+ ¢ : a, (4.23)
01x 12 €M(j+11)—1(f ®@D*+D*®1)
L —emryI @ D) | I §€M(j+1)(D2 ®1I) ]
e para j = N,
-1 -
! T —el D*@1+1® D?
el ya(DeI—I1@D) ger—arn (D7 @ TH16 D7)
2 1 5 9
—elp2_paa(D @) §6M2—M+2(I®D )
Uy = C : Uy 42 : u (4.24)
_eT 1
) 6M271(D®I) 56?\}2_1([@1)2)
T
—— DI+I1I®D 1
L yemD@I+I®D) | ~el L (D*®1+1® D?)
L 4 M _
Denotando U(t) como uma aproximacao para o vetor [@os, Ui, -- - ﬂN,tt]T e usando as

equagoes (4.22), (4.23) e (4.24), o método pseudo espectral de Chebyshev leva ao sistema de
EDO’s semi discreto de segunda ordem:

Utt — Cﬁ Ut — 62@ U=0. (425)
com
Fy Go
F=| : |, G=] :
Fy Gn

RM*M* 50 descritas implicitamente nas equacdes (4.22), (4.23) e (4.24).

em que I}, G; €
Introduzindo V (t) = [U(t), U(t)]", o sistema de segunda ordem (4.25) pode ser reescrito como

um sistema de primeira ordem da forma:

{v; — M,V

0 1
—~ , com My = ~ ~ |, 4.26
V(0) = [f, Opxare]” i [ cF G } (420

C
com f: [f(:l:anO)""7f(xN,y0)7-~.af(anyN)v""f(xNayN)]T'

4.2.3 Consideragoes sobre estabilidade numérica dos métodos 2D

Analogamente ao caso 1D, vamos analisar a escolha do tamanho de passo At que assegura a
estabilidade numérica dos métodos 2D propostos. Para tanto, foram estimados o raio espectral
das matrizes My e My e verificado que os autovalores de maior valor absoluto dessas matrizes
sao reais. Neste caso, as estimativas para o tamanho de passo sao mais precisas que no caso
unidimensional e obtidas através da férmula:

Li=1,2. (4.27)



em que 2.78 é o ponto de interseccao da regiao de estabilidade do método RK4 com o semi-
eixo negativo = (veja segao 2.1.1). Os valores Aty apresentados na tabela 4.2 garantem a
estabilidade segundo autovalores para os métodos 1 e 2. Observe que pela proposicao 4.2, os
tamanhos de passo At obtidos para M, através de (4.27), sao também vélidos para A; do
método de Jackiewicz e Renaut [19]. Outra observagao que deve ser feita é que o método 2

apresenta a vantagem de exigir um tamanho de passo menos restritivo do que aquele do método
1.

| N+ 1| Atmax: Método 1 [ Atmayx: Método 2

8 0.05175 0.11527
16 0.01154 0.02546
32 0.00271 0.00598
64 0.0004 0.0015

Tabela 4.2: Tamanho de passo At maximo que garante a estabilidade segundo autovalores, para
diferentes dimensoes N + 1, para as matrizes M7 e Mo.

O espectro e os e-pseudo espectros das matrizes M7 e My sao apresentados na figura 4.5,
esquerda e direita, respectivamente. Uma andlise de estabilidade segundo Lax também foi desen-
volvida através da localizagao do e-pseudo espectro das matrizes no plano complexo para varios
valores de €. A conclusdo foi que com At.x descrito na tabela e € suficientemente pequeno,
o e-pseudo espectro localiza-se dentro da regiao de estabilidade do método RK4, verificando
com isso que os métodos 2D propostos sdo também Lax estdveis. As ilustracoes gréficas sdo
desconsideradas por nao serem tao informativas quanto aquelas do caso 1D (veja fig. 4.1) devido
a presenga de outliers reais (autovalores muito grandes que fogem do padrao).

150 ; . . ‘ =N

100

80

60

401 501

20+

0 - ofF
-20 -4 j—
-40 =50
-60
-5 J— 5
-80 B -100
-100
250 200 50 oo 50 0 6 150 ‘ ‘ ‘ ‘ [
- —-150 —100 =50 0 50
Figura 4.5: Espectro e e— pseudo espectros da matriz M; e My com € = 1076, 107> ..., 107!
eN+1=16.
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t=0 t=0.16 t=032

t=0.48

Figura 4.6: Solugao aproximada para o problema bidimensional (4.8) através do método 1.

4.2.4 Exemplo numérico

Para testar os métodos propostos para o problema bidimensional (4.8), escolhemos ¢ = 1,
N +1 = 32, At = 0.002 (para o método 1) e At = 0.005 (para o método 2), no intervalo de
tempo [0, 0.8] e a condigbes inicial

u(z,y,0) = f(z,y) = exp(—=100(z — 0.5)% + (y — 0.5)%), 0 < z,y < 1.

Os resultados numéricos obtidos pelo método 1, sao apresentados na figura 4.6. Observe
que nesse caso, diferente do caso unidimensional, as condigées de fronteira (4.9) nao eliminam
completamente as reflexdes, conforme apresentado pela tabela 3.3, na se¢do 3.5.1. Ja para o
método 2, os resultados sao apresentados na figura 4.7, e pelo fato de serem usadas condicoes
de fronteira absorventes de segunda ordem, espera-se que o método 2 obtenha resultados mais
precisos.

Entretanto, é importante enfatizar que nao podemos comparar de maneira precisa os erros
entre os métodos 1 e 2, j4 que a solugdo exata para o problema (4.8) sujeito as condigdes de
fronteira de primeira ordem (4.9) e segunda ordem (4.18) nao é conhecida. Para contornar
esta dificuldade, assumiremos que o método pseudo espectral proposto baseado em condicoes de
segunda ordem é capaz de calcular a solucao exata do problema desde que N seja suficientemente
grande. Enfatizamos que esta é uma hipdtese plausivel por causa da alta precisao atingida através
da matriz de diferenciagao de Chebyshev (veja prop. 1.6). Baseados neste argumento, daqui em
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diante consideraremos como a solucao “exata” do problema, aquela obtida pelo método 2 com
N +1=280.

t=0.16

t=0.32

T
Met.1
= = =Met.2

L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

04‘7 04‘8 019 1 - 0 0.1 012 013 014 015 016 0‘.7 0‘.8 0.‘9 1
Figura 4.8: Comparagao entre o erro das solugoes

obtidas pelos métodos 1 e 2, com y = 0.5
(esquerda) e y = 1 (direita).

A precisao dos métodos pseudo espectrais para o problema de propagacao de ondas bidimen-
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sional ¢ ilustrada através das figuras 4.8 e 4.9. Para ilustrar a precisao dos métodos usaremos
uex(,y, t) para denotar a solucao “exata” e u(z, y, t) para denotar a solu¢ao obtida pelos métodos
1 e 2 respectivamente, com N = 31, e definimos o erro através de

E(l’,y,t) = |uex(1‘,y,t) - a(xayat”

com z e y variando em uma malha de 100 pontos igualmente espacados em ambas as direcoes,
no instante de tempo ¢t = 0.8. Os valores das funcoes nessa malha foram calculados através de
um processo de interpolagao bidimensional usando a funcao MATLAB [37] interp2.m. Na figura
4.8 a esquerda fixamos y = 0.5 e apresentamos o erro na varidvel . Enquanto, a direita fixamos
y = 1.

Na figura 4.9 apresentamos o erro E(x,y,t) em todo o dominio 2. A superioridade do método
2 em relagao ao método 1 é evidente nesta figura.

0.1 0.1

0.08 0.08

Figura 4.9: Erro entre a solugao aproximada e a solugao “exata”, através do método 1 (esquerda)
e através do método 2 (direita).

Para obter solucbes aproximadas mais precisas, ou seja, diminuir reflexdes indesejadas, faz-
se necessario incorporar condigoes de fronteira mais sofisticadas. Mas vale ressaltar que as
condicoes de fronteira absorventes de ordens maiores tornam-se cada vez mais dificeis de serem
incorporadas.
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Conclusoes Finais

Temos apresentado uma anédlise espectral de métodos pseudo espectrais de Chebyshev para
a simulagao numeérica de fenémenos de propagacao de ondas. A principal vantagem dos métodos
pseudo espectrais estd na simplicidade de seu esquema, bem como na alta precisao da aproxi-
macao das derivadas espaciais através da matriz de diferenciacao de Chebyshev. A estabilidade
do método das linhas é garantida através da andlise pseudo espectral do operador ou da matriz
envolvida.

A anilise pseudo espectral faz-se necessaria para prever o comportamento do operador evo-
lugao exp(tA), j4 que os operadores A associados ao problema de propagagao de ondas sao
fortemente nao normais. Nesse caso, a andlise espectral pode ser insuficiente pois o espectro
torna-se muito sensivel a pequenas perturbagcoes.

A andlise espectral resultou na descricao de formulas fechadas para o auto sistema do ope-
rador associado ao problema de propagacao de ondas unidimensional, que generaliza resultados
de Driscol e Trefethen [9]. E em uma revisdo de um método pseudo espectral descrito em [19]
que permitiu:

a. Mostrar a falsidade de uma conclusao nesse trabalho a respeito das matrizes associadas a
dois modelos semidiscretos.

b. Apresentar um método pseudo espectral de Chebyshev para o problema com praticamente
as mesmas caracteristicas de estabilidade dos métodos propostos em [19]. Além disso, o
método proposto tem a vantagem de determinar a solucdo a cada passo de tempo, o que
evita a perda de precisao.

Outra contribuicao, surge nas secoes 3.1.1 e 3.5.1, nas quais apresentamos a importancia da
escolha das condigoes de fronteira, que diminuam ou até mesmo evitem reflexdes indesejadas.
Para o modelo unidimensional incorporamos as condigoes de fronteira transparentes e entao as
reflexdes indesejadas foram completamente eliminadas. Entretanto, para o modelo bidimensional
as mesmas condicoes de fronteira sao absorventes. Resultados preliminares do trabalho podem
ser encontrados em [5, 6].

Na teoria apresentada nos capitulos 1 e 2 foram introduzidas as ferramentas e resultados
necessarios para garantir a eficiéncia dos métodos descritos no capitulo 3 e dos métodos propostos
no capitulo 4. A revisao dos métodos descritos em [9, 19] foram essenciais para o desenvolvimento
do método pseudo espectral de Chebyshev proposto, no capitulo 4. A qualidade dos resultados
do método foram convenientemente ilustrados através de simulagbes numéricas. Além disso,
apresentamos resultados numeéricos para o modelo bidimensional, com condi¢Ges de fronteira
absorventes de primeira e de segunda ordem. Os dois esquemas foram comparados e conforme
o esperado, solugbes numeéricas mais precisas foram obtidas com a imposicao de condigoes de
fronteira de segunda ordem.
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Como indicac¢ao para trabalhos futuros propomos:

i. A andlise espectral do operador associado ao problema bidimensional, visto que esse re-
sultado nao aparece na literatura.

ii. A andlise de estabilidade do método das linhas dos sistemas semi discretos, ja que a
estabilidade numérica foi descrita no capitulo 4.

iii. O desenvolvimento de métodos pseudo espectrais para o modelo bidimensional com outras
metodologias para eliminar as reflexoes indesejadas.
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Apéndice A

Produto Kronecker

Nesta secao apresentaremos de maneira sucinta a definicao e algumas propriedades do pro-

duto Kronecker entre duas matrizes. O leitor

que queira aprofundar seu estudo, bem como

detalhes das demonstragoes omitidas, pode dirigir-se a [21]. A nocao de produto Kronecker e

suas propriedades sao pré-requisitos para as seg
O produto Kronecker é uma operacao entre

® : ™ x o

oes 1.3, 3.5.2 e 4.2.
matrizes,

xk Cmnxlk

Definicao A.1 Se A € C™*™ B € C™*" entao o produto Kronecker de A e B, denotado por

A® B € definido pela matriz,

a1B a19B armB
anB ax»xB asm B
A ® B = ] m _ [G/Z]B]Zzzl c Cmnan
am1 B amaB Amm B
Por exemplo,
1 2 a b
A == B =
ERIRES M
entao
la 1b 2a 2b
le 1d 2¢ 2d
A® B =

® 3a 3b 4a 4b
3¢ 3d 4c 4d

As seguintes propriedades sao conseqiiéncias imediatas da definicao A.1.

Propriedades A.1 Seja A € C"™ ™. FEntao,
i. In® A= diag(A,A... A).
1.
a1y

a21[
AR, = "

aml-[n

aizly, a1mIn
a1, azm Iy
amQIn ammIn
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1. Iy ® Iy = I

Com I,, representando a matriz identidade de ordem n e diag denota uma matriz diagonal por
blocos.

Proposicao A.1 Se as ordens das matrizes envolvidas sao tais que todas as operagdes sao
definidas. Entdo,

i. SepeR oul, (pA)®@ B=A® (uB) = n(A® B).
i. (A+B)@C)=(AC)+ (B ().
iii. A® (B+C)=(A®B)+ (A 0).
. A (BeC)=(A®B)xC.
v. (A B)T = AT ® BT.
Proposicao A.2 Se A, C € C"™™ e B, D € C"*" entio (A® B)(C ® D) = AC ® BD.

Demonstragao: Como A® B = [a;;B|];_;, C ® D = [¢;;D]]";_; entdo o ij—ésimo bloco de
(A®B)(C® D) é

m

Fyj = (aiB)(ck;D) =

k=1

NE

(aikcr;)BD para 0<i,j <m.

£
Il

1

Por outro lado, pela definicao A.1 AC ® BD = [5UBD]??J-:1 onde d;; é o ij—ésimo elemento de
AC, dado por

m

6ij = Z aikckj.

k=1
Assim, Fjj = 0;; BD para cada par 4, j. E portanto, (A® B)(C ® D) = AC ® BD.

Corolario A.1 Se A€ C™™ B e C™" entao,
i. A B=(A®1,)In®B)=(In®B)(A®I,).
ii. (A® B)™' = A71 @ B™! desde que A=' e B™1 existam.

Proposicao A.3 Se A € C™*™ e B € C"*" entao existe uma matriz permutagdo P € R™M*Mn
tal que PT(A® B)P = B® A.

Demonstragao: Observe que com uma mudanca simultanea de linhas e colunas, a matriz
A ® I, pode ser reduzida a matriz I, ® A. Por exemplo,

a b
A=
)
entao
a 0 b O a 0 b O a b 00
0O a 0 b c 0 d O c d 00
Ab=\ o a0~ oao0o b |00 | 204
0 ¢ 0 d 0 ¢c 0 d 0 0 ¢ d
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Assim, existe uma matriz permutagio P tal que PT(A® I,,)P = I, ® A. Da mesma forma, a
mesma matriz P transforma P? (I, ® B)P = B ® I,,,. Como PPT = I, usando o corolério A.1
temos que

PT(A®B)P = PT(A®Iy)(I,,®B)P = PT(A®1I,)PP'(I,,@ B)P = (I,® A)(B®1,,) = BRA.

Lema A.1 Se A €C™ "™ e B € C"™*" entao det(A ® B) = [det(A)]"[det(B)]™.

Demonstragao: Do corolario A.1 temos que A® B = (A® I,,)(I, ® B). Com I, ® B =
diag(B,B...,B) e PI(A®I,)P = I, ® A) = diag(A, A..., A). Como det(P) = 1 temos que

det(l,, ® B) = det(diag(B, B, ..., B)) = [det(B)]™
det(A® I,,) = det(diag(A, A, ..., A)) = [det(A)]"

Portanto, det(A ® B) = [det(A)]"[det(B)]™.
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Apéndice B

Semigrupos de Operadores:
Conceitos e resultados basicos

O objetivo desta secao é apresentar de maneira sucinta a definicao e algumas propriedades
da teoria de semigrupos de operdaores. O leitor que queira aprofundar seu estudo, bem como
detalhes das demonstracoes omitidas, pode dirigir-se a [25]. A teoria de semigrupos a um
parametro aparece em muitas areas da matemadtica aplicada. Em geral, os semigrupos sao
assoiciados a problemas de Cauchy:

{ut(t) = Au(t) t >0

o(0) — o (B.1)

onde A é um operador linear em B um espago de Banach complexo. A solugao formal de (B.1)
é: u(t) = T(t)up onde T(t) = exp(tA) e up uma condicao inicial. Se A é um operador linear
limitado, exp(t.4) pode ser definido através da série:

exp(tA) = Z (t;j)n
n=0

A dificuldade surge quando A é nao limitado. Nesse caso o operador exp(t.A) é definido através
da teoria de semigrupos.

Definicao B.1 Um semigrupo a um parametro em B ¢ uma familia de operadores lineares
T(t) : B+ B, onde t é um pardametro real, nao-negativo que satisfaz:

i. T(0) =1, onde I é o operador identidade em B.
ii. Se 0 <s,t<oo entao T(s)T(t) =T(s+1).
iti. A aplicagao (t, f) — T(t)f de [0,00) x B em B € continua.

O uso de semigrupos é apropriado se o operador A independente do tempo. Muitos estudos
envolvem a andalise do comportamento assintético de T'(¢) f quando t — oo. Por outro lado, se
a lei de evolugao é uma aproximacao de uma equacao evolucao nao linear a andlise de curtos
periodos do comportamento, pode ser mais importante.

Observacao B.1 O parametro t, geralmente € interpretado como o tempo, no caso em que o
semigrupo descreve a evolugdao de um sistema.
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Dizemos que T'(t) é um semigrupo de classe Cy, ou Cy semigrupo, quando

lim |[(T(t) —ul| =0 YueB.
t—0t

Definicao B.2 O gerador infinitesimal A de um semigrupo T(t) € definido por
_ o TOf -
Af = Jlim) == (B2)
onde A € um operador, A: D(A) — B, com D(A) ={u € B: o limite (B.2) ezista}.

Da definigao B.2 segue que A é um operador linear e que D(A) é um subespagco vetorial de
B. Além disso, obtemos dois resultados:

Lema B.1 O subespago D(A) é denso em B e € invariante sobre T(t), no sentido que T(D(A)) C
D(A)Vt > 0.

Demonstracao: Sewu € Be
up = /tT(x)ud:U
entao :
limy,__ W =limy__oh 1 3T(h) fg T(x)udz — fg T(:n)udx}
=limj,__oh~! (;H_h T (x)udx — f(f T(a:)ud:n}
=Tt)u—u

Portanto u; € D(A) e Auy = (T(t) — I)u. Como t~!'u; — u em norma quando ¢t — 0, segue
que D(A) = B.

g

Lema B.2 O gerador infinitesimal A de um semigrupo a um parametro T(t) é um operador

fechado.

Demonstragao: Sejam

un € D(A), nli_r)nooun =ue nl'i)nooAun = 0.

Vamos precisar do resultado auxiliar !: Se u € D(A) entdo

(T(t) — DNu = /0 T (z)Audz.

Entao,
(T(t) — Du =lim,——o(T(t) — Iuy,
=lim,_ oo fg T(z)Aupdx .
= fg T (z)vdx
Portanto,
T(t)—1 !
lim (T = Du = lim t_l/ T(z)vdx = v.
t—0 t t—0 0

Entao u € D(A) e Auy, = v.

'A demonstracio deste fato encontra-se em [8] e aqui serd omitida.
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Teorema B.1 Seja T'(t) um Cy semigrupo. Entao existem constantes w >0 e M > 1 tais que
IT(t)]] < M exp(wt) para 0 <t < oco. (B.3)

Seja T'(t) um Cj semigrupo. Do teorema B.1 segue que existem constantes w > 0e M > 1
tais que (B.3) é valida. Se w = 0, T'(t) é limitado uniformemente. Além disso, se M =1, T'(t)
é um Cy semigrupo de contragoes.

Teorema B.2 (Hille Yosida) Um operador linear A nao limitado € o gerador infinitesimal de
um Coy semigrupo de contragoes T'(t), t > 0 se e somente se,

i. A € fechado e D(A) = B.
ii. O conjunto resolvente p(A) contém R e para todo z > 0,

Iz - A1 <t (B.4)

z

Corolério B.1 Seja A um gerador de um Cy semigrupo de contragoes T(t). O conjunto resol-
vente de A contém o semi plano direito, isto €, p(A) D {z : Re(z) > 0} e para tais z,

1

-l
I = A7 < 3o

(B.5)

Corolario B.2 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo satisfa-
zendo ||T'(t)|| < exp(wt) se e somente se,

i. A € fechado e D(A) = B.
it. O conjunto resolvente de A, p(A), contém o raio {\: Im(z) = 0;z > w} e para tais z,

1
zZ—w

Iz = A) 7 <

(B.6)

Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy,T'(t) o problema de Cauchy
para A tem uma solucao u(t) = T'(t)ug, para todo ug € D(A), conforme os préximo resultados.

Proposicao B.1 Seja A um operador linear densamente definido. Se (A — A) existe para todo
A > Ao real e
lim A 'log||(AM — A)| < 0.
A——00

Entao o problema de valor inicial (B.1) tem uma solu¢ao para todo ug € D(A).

Proposicao B.2 Seja A um operador linear densamente definido em B tal que p(A) # ¢. O
problema de valor inicial (B.1) tem tunica solug¢io u(t) que é continuamente diferencidvel em

[0,00) para todo uy € D(A) se e somente se A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo
T(t).
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